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I peatikk

MAAKRAMATA INTEGRAAL

1., MAKRAMATA INTEGRAALI MOISTE

Paljudes probleemides on vaja leida funktsioon, kui on
teada tema tuletis., Teisiti Geldes, etteantud funktsiooni
f(x) pdhjal tuleb leida selline funktsioon F(x), et F'(x) =
= £(x).

Kui F'(x) = £(x), siis funktsiooni F(x) nimetame funkt-
siooni f(x) algfunktsiooniks.

Definitsioon. Antud funktsiooni algfunktsi-
ooniks nimetame funktsiooni, mille tuletis vdrdub antud
funktsiooniga.

Kui F(x) on funktsiooni ‘<) algfunktsioon, siis ka
P(x) + C (kus C on mingi konstant) on funktsiooni f£(x) alg-
funktsioon, sest

[F(x) + GT: Fr(x) = f(x). .

Seega: kui funktsioonil f£(x) on iiks algfunktsioon, siis on
tal neid ldpmata palju.

Kehtib

t e oY e e m. Olgu F(x) funktsiooni f(x) algfunktsioon.
Siis kujus F(x) + C (kus C on suvaline konstant) sisalduvad
funktsiooni f(x) k&ik algfunktsioonid.

T3estus. Olgu <§@o funktsiooni f(x) mingi algfunkt-
sioon., Nditame, et leidub ‘selline konstant C’I' mille puhul
f(x) = F(x) +C,. Bt é(x) = £(x) ja F'(x) = £(x), siis

] '
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ning jﬁrelikultcp(x) = F(x) = C,. Seega p(x) = F(x) + C,,
m, 0. te te

Avaldist F(x) + C nimetatakse funktsiooni f(x) midrama-

ta integraaliks ning tdhistatakse
Sf(x)dx = F(x) + C.

Definitsioon. Funktsiooni mddramata inte-
graaliks nimetatakse selle funktsiooni k¥igi algfunktsioo-
nide hulka.

Nii antud funktsiooni algfunktsiooni kui ka mé#dramata
integraali leidmist (mis on sisuliselt samavéidrsed iilesanded)
nimetatakse antud funktsiooni i ntegreerimiseks.
Midramata integraalis JSf(x)dx = F(x) + C nimetatakse argu-
menti x integreerimismuutujaks, funkt-
siooni f(x) integreeritavaks funktsi-
o oniks, integreeritava funktsiooni ja integreerimismuu-
tuja diferentsiaali korrutist f(x)ix integreerr i-
tavaks avaldiseks ning konstanti C i n t e~
greerimiskons tandiks.

Juhime tédhelepanu sellele, et integraali mérgi ‘Y jére-
le kirjutatakse mitte integreeritav funktsioon £(x), vaid
avaldis f(x)dx. Sellise kirjutusviisi otstarbekus selgub
k#esoleva peatiiki neljandas punktis.

2, MAARAMATA INTEGRAALI OMADUSI
‘1° yéﬁramata integraali tuletis v8rdub integreeritava
funktsiooniga, s. 0.
[Semex]- 2,
mis jdreldub vahetult mddramata integraali definitsioonist.
5° Srrax = 7x) + c.
Ka see omadus j&dreldub md#ramata integraali definitsioonist.

3° Nullist erineva konstantse teguri vdib tuua integraa- .
,1i mdrgi ette, s. o.

Srtax = x Sr(xax, xus Kk = const. # o.

Selle omaduse pdhjendamisexs piisab, kui nditame, et
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vorduse parema poole tuletis v8rdub integreeritava funkt-
siooniga kf(x).
Tdepoolest

= St(x)dxr= x[§ f(;:)dx}' = k2 (x).
4° Summat v&ib integreerida liikmeti, s. o.
S[f(x) tgo)] ax = §emax  Sexax.

Tdestuseks nditame, et vdrduse parema poole tuletis vdrdub
integreeritava funktsiooniga f£(x) % g(x). Tdepoolest

[frmax ¢ Semard = [Sema]'t §ema]'- £ £ go.

3. POHIINTEGRAALIDE TABEL
1° \o ax
2% Yax = x + €3
(=4

3° X dx

]
Q

+C, kui & # -1;
4° JEE - 1n Ix] + G4

59 Saxdx

6° Sexdx e* + C; s

1]

ax
Tms * %

7° 'S‘sinx dx = -cosx + C;

8° Scoex dx = sinx + C;

.

9° d_x__2 = —cotx + C;
sin"x
dx

10° — = tanx + C;
cos"x -

11°f ax .= arctanx + C;
?4-1

12°S &x = arcsinx + C;

A
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chx + C;

s
K
R

i;o
oy
e}
]
3

shx + C;

15° S%— - cthx + O3

16° S%— thx + C;

Ulaltoodud integraale nimetatakse p 8 hi i n t e-
graalideks ehk tabeli-integraa-
1ideks. Nende digsuses vdime veenduda diferentseeri-
mise abil, tuginedes middramata integraali omadusele
Nii n&iteks:

x aX
aagx = =+ C, sest

!
e gt o

& - 1nlx[+ C, sest x>0 puhul (lalxi+ C)' =

(1ox + €)' = 1- ning x <O pulul (laix! + C)' = (1n(-x)+C)=

o= (=1) = o

4, MAKRAMATA INTEGRAALI ARVUTUSVOTTEID

a) Asendusvdte

Kehtib t e o r ¢ e m: Olgqu(x)dx = F(x) + C.
Siis Sf(&f(t))- Ptras = F(P (8)) + C, kus P (t) on dife-
rentseeruv funktsioon, ;

T8 e st us. Et eelduse pdhjal [F(x)]‘: f(x), siis
tdepoolest liitfunktsiooni diferentseerimise reegli pdhjal

[P ()] = £C2 ) - ' (8.

See teoreem annab jirgmise viimaluse médramata inte-
graali arvutamiseks. Ldhme integraalilt If(x)dx asendusega
x =Y (t) ile integraalile J§£({ (t)-¥'(t)at. Kui dnnestub
see integraal arvutada, siis tarvitseb saadud tulemuses
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muutujalt t iile minna (seose x =Y (t) pdhjal) muutujale x,
millega saamegi lihteintegraali vadrtuse. Seda vétet médra—
mata integraali arvutamiseks nimetataksegi asendusvdtteks.
Nagu eeldeldust nideme, saame asendusvdttel avaldise
f£(x)dx asemele uueks integreeritaveks avaldiseks 4¢7 (tr&)di
Jérelikult uue integreeritava avaldise leidmiseks
asenduse X = \0 (t) pubul tuleb integreeritavas funktsioonis
x asendada t kaudu ning dx asendada funktsiooni x = \{ (%)
diferentsiaaliga \P (t)at. Y k.
N&ide 1% Arvatada I, =Sain21- cosxdx.
Teostame asenduse sinx = t. Seega cosxdx = dt ning

£ =5t2dt = 38> + C = 7 sin’x + C.
N&ide 2° Arvutada I, = Ssin3xax.

Teostame asenduse
cosx = &,
-sinx dx = dt,
sinx dx = - dt.

Seega I =Ssinax - ginx dx = S(1 - coszx) - sinx dx

_S(1-t2)dt=-5dt+Stzdt=-t+-;'rt3+c
1 3

=-cosx+3-cosx+c.

b) Ositi integreerimine
Olgu u = u(x) ja v = v(x) diferentseeruvad funktsioo-

nid, Siis
(uv)*' = uv' + vu',

uv' (uv)* - vu',
Suv'dx = S(uv)' dx - Svu'dx.
Arvestades seoseid v'dx = dv, u'dx = du ning md@dramata
integraali omadust 2° saame

]

Sudv =0 -Svdu

(integreerimiskonstandi C jédtame kirjutamata, sest ta lisan-
dub \vdu arvutamisel). Saadud valemit nimetatakse ositi in-
tegreerimise valemiks.,



N&ide 1% Arvateda I, = ‘fxexdx.

Valime u = x, ! 8ii8. du = @&x,
av = eXax. | v =eX.

Seega I = xe* -Sexdx = xe* - e + C,

Néiade 2°.Arvutada12= ,Slnxax.

Valime u = 1nx, ‘ siis au = &,

dv = dx . | V = X.

SeegaIa=xlnx-5x-%=xlnx-de:xlnx-x+C.

5. RATSIONAAIMURDUDE INTEGREERIMINE

Ratseionaalmurruks nimetatakse aval-
aist = ’x‘ ,» kus f(x) ja g(x) on reaalsete kordajatega po-
liinoomid. Ratsionaalmurdu nimetatakse korrapéraseks, kui te—
ma lugeja aste on védiksem nimetaja astmest. Vastasel korral
nimetame ratsionaalmurdu nittekorrapédraseks, Iga mittekorra-
pédrase ratsionsalmurru sasme lugeja jagamisel nimetajaga esi-
tada tdisosa ning korrapérase ratsionaalmurru summgna,

Néiteks

x5-x3+212'+4___x3+12+x+4+22___x+8

-X =1 X =xX="1

2::3‘+212-xtj=2+ 2x2+2-1
x3 P e G X =2x + 2 5

Et tédisosa integreerimine on vahetult teostatav, siis
iilalnimetatud teisendusega saame taandada mittekorrapérase
ratsionaalmurru integreerimise korrapdrase ratsionaalmurru
integreerimisele., Jédrelikult on kiisimus ratsionaalmurdude
integreerimisest tédielikult lahendatud, kui saame anda ees-
kirjad korrapdraste ratsionaalmurdude integreerimiseks., See-
tdttu asumegi niiid vaatlema korrapédraste ratsionaalmurdude

b4

integreerimist.
Korrapédraseid ratsionaalmurde
4 ’ B 9 —C%—LD—— (kuspa-tl-q(O,
X + a (x + a)K X~ + PX +q

8



-

s, t. nimetaja ei lahutu reaalseteks teguriteks) ja

Syt E . (ks p° - 4q < O)nimetatakse a 1 g-

(x* + px + q)
murdudek s, Osutub, et iga korrapidrane ratsionaalmurd
on esitatav algmurdude summana (ehk nagu Seldakse: iga kor-
rapédrane ratsionaalmurd on lahutatav algmurdudeks). Korrapéd-
rase ratsionaalmurru lahutamisel algmurdudeks tuginetakse
jédrgmisele algebras t8estatavale teoreemile:

kui g(x) =(x+a)‘x (x+b)p aie (x2+px+q)x (x2+rx+sf§... »

siis on korrapdrane ratsionaalmurd g{%% esitatav iihesel
viisil kujul

eCx) A, A, Aw B, B,
o e R e OE RS M o S +
g(x) x+a (x+a) (x+a) x+b (x+b)2
B C,x+D C,x + D
S e ¥ B o i o 22 2 5+ oees +
(x-ﬂ))6 X“+pX+q (x“+px+q)
- Crx + Dy qu + F1 sz + F2 EJx + Bg

+ + Foos + e
(x“+px+q ) X4TX + 8§ (x“+rx+8)° (;2+rx+s)

A
Siinjuures voimaluse g(x) esitamiseks kujul
da ; )
g(x) = (x+a) (x+b)p... (x2+px+q)r (x2+rx+s) s

garanteerib meile algebras tdestatav teoreem, mis iitleb, et
iga reaalsete kordajatega poliinoom g(x) on esitatav esimese
Jja teise astme reaalsete kordajatega tegurite korrutisena.
Praktikas kasutatakse algmurdudeks lahutamisel tavali-
selt nn., mé@dramata kordajate meetodit. Illustreerime seda
meetodit mdne naitega.
N&dide 1. Lahutada algmurdudeks

X
x3 - 5x2 + 3x - 4

Et_x3 = 5x2 SR A (x-1)(x—2)2, siis saame antud

3 H, Espenberg 9



murru lahutamisel algmurdudeks:

x e S ;
5 _5%° 4+ 8x - 4 x-1  x=2 (x-2)°2

kus A, B ja C on esialgu tundmatud konstandid. Nende maara—
miseks korrutame viimast vdrdust teguriga (x-1) (x—2) . Saa-
me
x = A(x-2)2 + B(x-1) (x-2) + C(x~1),
= (A+B)X° + (~4A =3B + C)x + (44+2B-C).

See vdrdus kehtib, kui

A+B=20
~4A - 3B +C =1
40, + 2B -C =0
Selle vdrrandisiisteemi lahend on.
A=1,B=-1 C=2, Seega
b'd T 1 2 s

X -5 48X~ 29 w2 . {%-0)"
N &ide 2, Lahutada algmurdudeks
(x°+1)°
Antud murd 1ahutub jédrgmise kujuga algmurdudeks:
3 Ax+B % Cx+D
2 L
(x=+1) (x=+1)

Selle vdrduse korrutamisel teguriga (1{2+'])2 saame
x3+3 = (Ax+B) (x2+‘l) + (Cx+D),

x3+3 = AxO+ Bx2+ (A4C)x + (B+D).

Siit

A'= 4, B= 0 A +C =30, B+D=73,
Jérelikult

R AR s 0 C ol D=3
ning

10



o+ e - Tl o I
( +1)2 s ?M ¢ +’l)2
Et iga korrapédrane ratsionaalmurd on lahutatav algmur-
dudeks, siis korrapédraste ratsionaalmurdude integreerimiseks
piisab oskusest integreerida algmurde. Seetdttu peatumegi
jédrgnevalt algmurdude integreerimisel.

A
p O 5 e ax - Aln{x+al+ C.

B
31s C.
S (x+a) (k-'l ) (x-l-aL)k""r g

Cx+D
III. Integraali I = ?—— dx leidmiseks arvestame,

] 2
etx2+px+q=(x+§)2+q—£= (x+§)2+a2,kusa= q-E.

Asendades x + g = t, dx = dt saame

C(t- %) + D tdt [ at
I =S__—__—g & & cfgz? + - -B)fﬂ =

1;2+a2

C ln(t2+32) + 12- (D~ ga)j‘t)z

Asendades -E = u, dt = adu saame

P

at = a d”:a.ax*ct:anu«-‘C,I:
(t) u~+1

= a-arctan g + C,, kus C’I on integreerimiskonstant.

Seega
c

% %3
I=7x% ]_n(t£+a2) 1 (D - 95) arctang-i’ Ch»
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millest muutujale x tagasi minnes saame, et

I=qg-ln(x2+px+q) +Marctanixﬂ— +C1.
4q - o° 4q - p°

IV. Integraali

S Ex + F
(+px+q)

leidmisel me ei peatu, sest ta esineb praktikas harva ning
vajaduse korral vdib tema leidmiseks kasutatavat meetodit
leida igast integraalarvutuse Opikust. Mérgime vaid seda,

et ka see integraal (nagu juhtudel I, II ja III vaadeldud
integraalidki) avaldub elementaarfunktsioonides. Seega v3i~
me Gelda, et integraal ratsionaalmurrust avaldub elementaar-
funktsioonides. See tulemus on oluline seetdttu, et tervel
real juhtudel integraal elementaarfunktsioonist ei avaldu
elementaarfunktsioonides. Sellisteks integraalideks on ndi-

teks 5 3
S.e-x ax, Ssin(xz)dx, . S%x .

6. UNIVERSAALNE ASENDUS

Vaatleme integraali sR(sinx, cosx) dx, kus R(sinx, cosx)
on mingi funktsioonidest y = sinx ja y = cosx nelja
aritmeetilise tehte (liitmise, lahutamise, korrutamise ja
jagamise) abil moodustatud funktsioon. Sellist kuju omavate
integraalide arvutamiseks on alati rakendatav asendus

tan%—:

mistdttu seda nimetataksegi universaalseks asenduseks,
Trigonomcetriast on teada, et -

2tan}2{- 1—ta.n22-
sinx = ————— , COBK & et
1+tan2§- 1 + tan” 3

nistdttu asendus tan %: { annab:

12



sin x = —2& cos x =

1+t2 . ?

Arvestades, et

saame 2at
1+t

Seega saame universaalse asenduse rakendamisel, et

2
2t 1= at
R(sinx, cosx)dx = 2 SB(-————- —fﬁz) o
S . ¢ 1+1;2, 1+t 1+t

Viimases integraalis on aga integreeritavaks funktsiooniks
mingi ratsionaalmurd t suhtes, mistdttu tema arvutamine: on’
teostatav eelmises punktis vaadeldud meetodi abil.

ax

N&dide., Arvutada | ——————— .,
sinx + cosx + 1

Kasutades universaalset asendust saame

sinx + cosx + 1 t +1

S ax = as = 1ntt+ﬂ+ C = 1ln|tan g- + 1|+ C.

4 H, Espenberg



II peatikk

KALRATUD INTEGRALXL

1. MAARATUD INTEGRAALI MUISTE

Olgu antud 13igul [a, b] funktsioon y = £(x). Jaota-
me 15igu  [a, b] n osaldiguks punktist a punkti b suunas
kulgevate jaotuspunktidega X,, X,y »-. X, 4+ Tdhisteme

Xgma= A%y Xy =Dy, eeey D =X, 4 =AX), mex Ax=
= Ax. Valime igal osaldigul vabalt mingi punkti: 16:lgul

[a, x,] punkti §,, 1sigul [x;, x,] pumkti §,, ... , 18i-

gul [xn_,,, b] punkti § . Arvutame funktsiooni y = f£(x) vésr-

tused £(5,), %£( ;2), e 3 f(} ) ja moodustame summa

L= ¥(§,)Ax4 {& a4+ 45, )0%,, =%1(§)Aac,,.

SummatGJ nimetmi‘unl:tsiooniy f(z)integraal—-
sumnmna ks,
Deflnltaioon.xnieksisteerib 18plik piir-

vadrtus -
J:ﬁxii‘go% ? (};) AX;

sdltumata osaldikudeks Jaotamise viisist ning punktide }i
valikust, siis nimetame seds piirvdidrtust funktsiooni
= £(x) mddratyd integraaliks 1digul [a, bl.

Vastavalt antud definitsioonile on funktsiooni m@&ratud
integraaliks integraalsumma piirvadrtus, kui kéikide osaldi-
kude pikkused ldhenevad nullile (AX-» Q) ning osaldikude arv
piiramatult kasvadb (n -?oe).

Funktsiooni y = f£(x) mi&ratud integraali 1digul [a, b]

14



téhistatakse § £(x) ax, kusjuures arve a ja b nimetatskse
a

vastavalt integraali alumiseks Jjaile-

miseks rajaks.

Definitsioon. Funktsiooni, mille puhnl ek- .
sisteerib méiratud integraal 1digul [a, b], nimetatakse sel-
lel 1&igul integreeruvaks.

Saab t8estada, et igal léigul pidev funktsioon on in-
tegreeruv sellel 1ldigul.

2. NEWTON-LEIBNIZI VALEM

Olgu 1&igul [a, b] integreeruva funktsiooni y = £(x)
ilheks algfunktsiooniks y = F(x), s. t. F'(x) = £(x). Jaota-
des 18igu [a, b] osaldikudeks jaotuspunktidega X, X5y »ee,
x, 41 Saame vahe F(b) - F(a) esitada kujul

F(b) - P(a) = [F(x,) -P()] + [F(x) - Px)] +
s oo+ [PGxy_) = FGxy ]+ [ROO) - 2Cx,_p)]

Lagrange'i teoreemi pdhjal
F(x,) - F(a) = F* ( ;1) (x,-2)

£ §.0-a%,, ius §, & [2, %]
R(xp) - B(xp) = P §) Gmpmx) = 2§ sz, m}e[xq, %)

B(b) - F(x, 1) = () (b=x, o) = f(},.) gt kuske[ 0

Seega

F(b) - F(a) = £( i)‘Aq + 2R Az, + eee+ 23D B Xy,

N
%f( Ei) Ax; = F(b) - B(a).

Et saadud vdrduse vasakul poolel esineb funktsiooni y = f£(x)
integraalsumma, siis minnes selles v3rduses piirile, kui
AX -0, saame

S £(x) dx = F(b) - F(a).
<
15



Saadud valemit nimetateksegi Newt on-Leibnizi
valemniks. Ta voimaldab arvutada midratud integraali,
teades integreeritava funktsiooni algfunktsiooni. Et aga
v = £(x) algfunktsiooni leidmiseks tuleb leida méddramata
integraal funktsioonist y = f(x), siis Newbton-Leibnizi va-
lem vé@ljendab sisuliselt seost mdd@ratud ja m@adramata inte-
graali wvahel.

Funktsiooni vadartuste vahet téhistatakse tavaliselt
stmboliga

l b
F(x)! = F(b) - F(a).
o .

Seega vdime Newton-Teibnizi valemi anda ka kujul

&

°
Sf(x) dx = F(x) .
& a

Rakendades Newton-Leibnizi valemit leiame nZéiteks, et

4
1
o= Seq g
szdx_jx =3-G9P=5,
-1 1'1
2 % -
S%-:lnx = 1n2 - 1n1 = 1n 2,
1 1
1 : v
dx lt 5
-1?i:1r- = arctanx = arctan 1 - arctan O = b
x 1
{0
0

3. MAAERATUD INTEGRAALI OMADUSI

Olgu y = F(x) ja y = G(x) vastavalt funktsioonide
y = £f(x) ja y = g(x) algfunktsioonid. Tdesteme jérgmised
médratud integraali omadused.

16
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1° Mddratud integraal ei sdltu integreerimismuutuja
tédhistusest, s. o.

& s 8
ff(x) dx = Sf(t) at = S £(z) dz = ...
a a o

&

See omadus jéreldub Newton-Leibnizi valemist, mille
pdhjal

b

Sf(x) ax
a
Ja . &

Sf(t)‘ at
a

b
F(x) = F(b) - F(a)

a

b
F(t)l = F(b) - F(a).
a

2° Integreerimisrajade vahetamisel integraali mirk muu-—
tub, s. o.

X a
§f(x) ax = - S £(x) ax.
o 3

T8epoolest, Newton-Leibnizi valemi pdhjal

4 a
Sf(x) ax = P(b) - F(a) = - [F(a) - F(b))= _S 2(x) dx.
a &

3° Konstantse teguri vdib tuua integraali mérgi ette,

& &

S. O.
Sk £(¥) ax =k S £(x) ax,
e a

17
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_ Bt y = k £(x) algfunktsiooniks on y = k F(x), siis
Newton-Leibnizi valemi pdhjal

'y A
Sk £(x) ax = k F(b) - k F(a) = k[F(b) - P(a)] = ka(x)dx.
= a

3

4° Integreeruvate funktsiocnide summat v&ib integree-
rida liikmeti, s. O.

b & &
S [t * gl ax = Sf(x) ax * Sg(x) ax.
d a a
Bty = £f(x) % g(x) algfunktsiooniks on y = F(x) ¥ G(x),
siis Newton-Leibnizi valemi pdhjal
&
S[f(x) * g ax = [Fo) * em)] - [F(a) * o)) =
a
: & b
=[F(b) - 7)) * [em) - ata) = Sf(x) ax X Ss(x) ax.
% c ‘ -
5° Sf(x) ax = Sf(x) ax + | £(x) ax,
a - ¢

sBltumata sellest, kas ¢ on 1&igu [a,b] seesmine v3i vdline

punkt.
T8epoolest, Newton-Leibnizi valemi pShjal

&
Sf(x) dx = F(b) - F(a) = [F(e) - F(a)] + [F(v) - B(e)] =
a . L ]
:Sf(x) dx +Si‘(x) dax.
a

¢ o
Praccu téestatud omzdust nimetatakse midratud integraali adi-
tiivsuse omaduseks.

18



4, MAKRATUD INTEGRAALI GEOMEETRILINE TAHENDUS

Vaatleme kujundit, mis on piiratud pideva joonega
¥ = £(x) (kus £(x) > 0), sirgetega x = a, x = b ning x~tel-
Jega (joon. 1.). Sellist kujundit nimetatakse j o o n—

g
RS
&
|
| |
ol | o
W | ®
x“ | x
| 1
X
a b
Joonis 1.

trapetsiks. Jaotame 16igu [a, b] n osaldiguks.
Omandagu funktsioon y = £(x) suurimad vdirtused nendel osa—
18ikudel vastavalt punktides x,'i, xé, el g g’l Moodustame
funktsiooni y = f(x) integraalsumma

; n
(‘;, 32 £f(xlax;.
=4

See summa esitab kujundi pindala, mis on piiratud sirgete-
ga x = a, x = b, x~teljega ning murdjoonega (joon. 2).

Olgu punktid x , X¥ , ... , X need punktid, milles
funktsioon y = £(x) omandab vaadeldavatel osaldikudel véhi-
*mad vdirtused. Moodustame niilid funktsiooni y = f(x) inte-
graalsumma jérgu'xiselt:

“

i
6:: =2 f(xi" ) Axy.

=1

19



m.h.r_‘
et g
: > _ IV
1951
3 2853

&
o Jf(X) ax.

QO

e

LX~0

20

=40



~

Joontrapetsi pindalaks S nimetatakse suuruste G, ja By
thist piirvddrtust, kmi Ax - O. :
Jérelikult joonisel 1 kujutatud joontrapetsi pindalaks
ongi 3 2
% -
St(x) ax.

Seega mddratud integraal:!, geomeetriline tdhendus seis-—
neb jérgnevas: kmi f£(x)» O, siis médratud integraal

&
§eeo &
a

esitab joontrapetsi pindala, mis on piiratud joonega y =
= £(x), sirgetega x = a, ® = b ning x-teljega. Kui aga
f(x)‘o 18igul [a, b], Biis on analoogiliselt eelnevaga
korge veenduda, et mddratud intégraal
A - 4
Si’(x) dx
e
 esitab joonega y = f(x), sirgetega x = & ja x = b ning x-tel-
Jega piiratud ;}oont-rapetsi pindala S negatiivse mirgiga,

s. o.
\

7 jf(x) dx = -S.

, Peatume veel juhul, kui £(x) muuvdab marlci. 15igul [a, b].
Olgu nditeks f£(x) > O, kui a £ x < ¢, ning £(x) < 0,
kui e Lx .sb. Nagu ndeme jooniselt 4, tekib niiid kaks joon-
trapetsit - iiks neist asub {ilalpool, teine aga allpool x-tel-
ge. Kui nende joontrapetsite pindalad on vastavalt S1 Jja 82,
siis
' X

>Sf(x)' ax = S, ning ’ S'f(x) dx = - S,.
7

6 H, Espenberg =3

Y



Joonis 4.

Puginedes md8dratud integraali aditiivsuse omadusele saame,

et S

: ‘e b e
' Sf(x) ax = X £(x) dx + Sf(x) dx = S, - S,.
a a : c

Seega vaadeldaval juhul esiteb m#fratud integraal kahe joon-
trapetsi pindalade wvahe.

5. INTEGRAATARVUTUSE KESKVAXRTUSTEOREEM

Integraalarvutuse keskvﬁértrusteomem.{ nime kannab jérg-
mine t e o T e € m,
* Kui funktsioon y = £(x) on pidev 1&igul [a, b, siis
leidub sellel 13igul punkt ’g nii, et
&
Sf(x) ax = £} -(b-a)
T8 e s tus. Olgu funktsiooni y = f(x) suurim ja vé-

him vadrtus 13igul [a, bl vastavalt M ja m, Moodustame sel-
le funktsiooni integraalsumma

Gn= ‘2’1 (¥ o

22



Bt mg£( ;i)"s M (=1, 2, ... , n), siis

P 62; ¥(§ )ax; SZ Max;,

L.
m% Aac;.sG'..sM% Ax,'_,

n(b - a) € B, < M(b - a).

Minnes saadud vdrratuses piirile,kni Ax-> O, saame
L :

n(b - a) £ Sf(x) dx & M(b - a).

Siit néhtub, et leidub selline arv /(.L(m ‘/u. $ M), et

Sf(x) ax —/u. (b - a).

o~

Bt pidev funktsioon omandab kdik arvude m ja M vehepealsed
vidrtused, siis leidub selline argumendi vidrtus }; mille
pubul :

2(3) =
Seda arvestades saamegi eelnevale vdrdusele anda kuju
; 3

Sf(x) ax = f(§) £ (b= a).
[« §

Praegu tdestatud keskvdirtusteoreemi geomeetriline tdhendus
on jirgmine. Teoreem viidab, et funktsioonil y = £(x) leidub
selline ordinaatldik £( ¥ ) (Jjoon. 5), et ristkiilik méddetega
b-agjaf (}) on pindvdrdne joontrapetsiga, mille pmdala
esitab méddratud integraal

&
j £(x) dx.
a

23



y=[®

e ®

e E b ; L

Joonis 5. . , :

5. MAARATUD IHTEGRAAL MUUTUVA ULEMISE RAJAGA S N

& z

Olgu funktsioon ¥ = £(x) pidev (ja seega ka integree—
ruv) 1&igul [a, b]. Vaatleme médratud integraali

’

« €N
Sf(t) a,
a

kus x on mingi punkt 13igult [a, bl.
Et x-i muutumisel muutub ka selle integraali viddrtus,
'siis osutub ta argumendi x funktsiooniks C’) () ime0s

<
43 () =Sf(t) ats .
V- o &
|
Leiame saadud funktsSiooni tuletise d) (x). Kui y = £(x) alg-
funktsiooniks on y = F(x), siis Newton-Leibnizi valemi pdh-

jal

¥

i Integrecrimismuutujaks votame t (tuginedes médratud
~ integraali omadusele 1°), et teda mitte segi ajada

integraali llemise rajaga.




P(x) = F(x) - ¥a),

1 1
P = F@ -ra) = Frx) = 2(x).
Selle tulemuse s®nastame Jérgmise teoreemina: :
Muutuva ililemise rajaga mddratud integraali tuletis ile~
mise raja jérgi vdrdub integreeritava funktsiooniga, mille
argumendiks on iilemine raja.

7. MEARATUD INTEGRAALI ARVUTUSVOTTEID
a) Asendusvdte
Olgu vaja arvutada médratud integraal

&
Sf(x) dx,
a

kus y = £(x) on pidev 18igul [a, b].' Léhme iile uuele inte-
greerimismuutujale t seose .
v X = \P(t)

pﬁhjal.‘Eeldane, e

1 kui t =, siis YO = 8, kul v =@, siis Y@ =v;

i e

2) Y(&) ja ¥(+) on pidevad 15igul [ot,p].

Neil eeldustel .

-

S 43
- fem o= (2o - g as.
a oL

T8 e s tus. Olgu funktsiooni y = f(x) algfunktsi-
oon y = F(X), s. 0. F'(x) = £(x). Siis y = £(Y(t)) ¥ (%)
algfunktsioon on y = F(Y(t)), sest liitfunktsiooni dife-
rentseerimise reegli pdhjal

[rcend’ = P96 = 20)-9'(6) = £ (P(63) (o).
Jarelikult ¢
,B ; 2 P

f e 9wy at = 20 [ = ;
L7 4

7 H, ®spenberg - e eR



b
= F((B)) = F (Y @) = F(d) - F(a) = [ £(x) ax.
LN

Lisame mdned ndited mddratud integraalide arvutamiseks asen-
dusvotte abil,

N oa g d e T ArvutadaI-S‘ x dx. - .

Tec;stame asenduse x = sint. Arvestades, et x =0 puhul t =
ning x = 1 puhul t

251-, saame

d’l - sinzt . cost dt =

cos™t dt

n
n

T
14,0082 5¢ o 1 & + 7 sin 2¢)E
Q

HY

Ol S mH

Néide 2, Arvutada I

Nx
5“‘“«?_1 ax.
Y
Teostame asenduse x = ta. Et x =4 puhul t = 2 ning x = 9
pubul t = 3, siis saame
3 e

=SF§r-2tdt= S(2t+2+FEqr)dt= t° &+ 2t +
2 2

$2 Injt =l =946 +2In2 - 4 =4 - 21n1 = 7+ 21n2.

b) Ositi integreerimine

0lzu u = u(x) ja v = v(x) diferenfseeruvad funktsioonid.
Siis (vt. ptk. I, 4)

uv! = (uv)' - vu'.
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N

Integreerides selle vdrduse mdlemal pool seisvaid
funktsioone rajades a-st b-ni, siame
b 'S

S uv'dx = é(uv)’dx - cAg'vﬁ-'dx,

a
millest s B
b
Sudv v - S v du.
a

a

Saadud valemit nimetatakse ositi integreerimise valemiks.

N&dide. 5
Arvutada I = S X sinx dx.
0
Valime B Siis du = dx,
dv = sinx dx. Vv = =-COSX.
KTy
ﬁ o~
Seega I = =-x cosx + Scosxdx:ﬁ+sinxo =5,
(o}

8, NUMBRILINE INTEGREERIMINE

Eelnevas mérkisime (vt. ptk. I, 5), et paljudel juhtu-
" del m3dramata integrasal elementaarfunktsioonist ei avaldu
elementaarfunktsioonide kaudu. Kui me aga ei oska leida md&-
ramata integraali, siis pole vdimalik arvutada ka vastavat
méiratud integraali Newton-Leibnizi valemi pdhjal. Sel juhul
tuleb kasutada midratud integraali arvutamiseks ligikaudseid
arvutusmeetodeid (nn., numbrilist integreerimist).

Jérgnevas peatume kolmel numbrilise integreerimise va-

lemil,
a) Ristkiilikvalem. Me teame, et
b :
. Sf(x) dax P
a

esitab geomeetriliselt joontrapetsi pindala (joon. 6). See-
ga taandub miiratud integraali ligikaudne arvutamine vasta-
va joontrapetsi pindala ligikaudsele arvutamisele. Selleks

7
£y



jaotame 1&igu [a, b] n vordseks osaldiguks. Saadud osaldiku-
de keskpunktid olgu §., }2. idea ‘; - Nendele osaldiku-
dele kui alustele ehitame ristkiilikud vastavalt kdrgustega

£( }1). £( ?2). eeny £ }n). Et iga ristkiiliku aluse pik-

kus on b__n-_a_, siis moodustatud ristkiilikute pindalad on

Ba e . B2 gy, i BE G,

Nende ristkiilikute pindalade summa on iigikaudu v&rdne joon-
trapetsi pindalaga, mistdttu

b &
b-a
£ dx &~ — £ s

Seda ligikaudset valemit nimetataksegi ristkiilikvalemiks.

| ~ &
y ; Fiv :

> gf §z 53 §n b

Joonis 6.

N & i d e. Arvutada ristkiilikvalemi pdhjal

X
e

3
.
. |
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ligikeudne véirtus, vottes n = 10 . g .
Koostame tabeli x

}‘ 1,05 1,15 1,25 1,35 1,45 1,55 1,65 1;'{5 1,85 1,95

2.358 3,158 3,490 3,857 4,263 4,712 5,207 5,755 6,360 7,029

k,:gi 2,722 2,746 2,792 2,856 2,940 3,040 3,156 3,289 3,438 3,605
T < S

30,584, Bt 22 - 0,1, siis

T :
8iit leiame, et Zf(;i)
i=1

ex w
-5 ax = 3,058.

!

b)_Trapetsvalem J’aotane 18igu [a, b] n vordseks. osa-
18iguks ;[aotuspunktidega x1 X5y eee 3 Xy qe Uhendades ordi-
nastldikude otspunktid sirgldikudega A A, Asds, ..u 5 Ay 4A0
¢joon. 7), vBdime joontrapetsi ligikaudseks pindalaks vdtta
tekkinud trapetsite pindalade summa. Et nende trapetsite pind-

alad on

£(a) + i’(x,‘) b-a f(x1) + £(x,) b-a f(xn_,l)-rf(b)
o n . 2 n i 2 £
- =5 siis saame,et
n -
&

£(a) + £(b) :
Sf(x) dax ~——[_——2——_ + £(x)) + 2(x%) + ..o+ f(xn_.‘)] .

o

Saadud valemit nimetat:ikse trapetsvalemiks,
g > 3
Arvutame nditena S%— dx ligikaudse vaartuse trapets—

'

2 y 1
vaelemi pdhjal, vdttes n = 10.
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D
Yy \ v \g‘s’
A A
ﬂ’\ A
A/ : A
/ e
g X
e X X Xpy b
Joonis 7. ;

&t
Koostame tabeli (siin X, = 8, X, = b)

x5 1 154 HKer A3 1.8 15,6 - 4.7 Nl

g3 | 2,718 3,004 3,320 3,663 4,055 4,482 4,953 5,474 6,050

Xi | 2,718 2,731 2,767 2,822 2,8 88 220 1
w.%: 7 23 '7'7 96 2,988 3,09 3, 3,36

xi 119 2

F | 64686 7,389

.
fey=E= | 3,519 3.695

Trapetsvalemi p&Shjal leiame, et - -

X
e
1

.

30 i )



5

c) Simpsoni valem. Ja;tm 1sigu [&, b] 2w vérdseks
osaldiguks (osaldikude arv on paarisarv!) jaotuspunktidega
Xq0 Tpy eey Xpp 4 (joon. 8). :

_ @
; y M ; - < \5’\
: zf'\\ i Mo,/ -
V : v \_// ; -
Y% Y A.‘/z
&N Ny Xopg O v’
% Joonis 8.

Téhistame a = X, b = x, ning f(xo) = ¥ f(g1) = 31’, ceoy
f(xam) = Yo+ Bt iga osaldigu pikkus on —5-— = h, siis

‘X, =X, +h, X=X, +2h, ...y X, = X, + 2mh. Asendame

181igd [xo, x2] ulatuses funktsioonl y = £(x) graafiku para-
_ booliga y = A" + B,x + C,, mis lébib punkte M, M,, K,.
Kordajad A1, B,] Ja C,] parabooli vdrrandis saaksime médrata
tingimustest
Ryxo + Byxy + Cp = 3, :
2
Aj(x, + h)" +By(x, +h) +C, = 9>
, § X;
>
A (xy + 20)° + By(x, + 2h) + C, = ¥,,
- rl >
ent osutub, et nende kordajate md@dramine pole vajalik, Arvu-
 teme niilid joontrapetsi pindala S1, mis on piiratud x-telje-
ga, sirgetega x = X, X = X, ning parabooliga’'y = 'A,‘xz +
+ B,‘x + C1: -



e -~

x_+2h x_+2h

& : a2 1 b
8, = 3‘ (a2 + Byx + Cp)ax = 4 A ] B,x° +C,x i
X - &

-] ; . , . (]

Nagu edasine arvutuskéik nditab, saame tulemuseks
8, =8 (. +43,i+ 3,) ;
Y. DoR ey WAt aRt s

Analoogiliselt saame ndidata, et funkbtsiooni y = £(x) graa=
fiku asendamisel 13igu [x,, x,] ulatuses punkte M,, My, My
- lébiva pa‘rabooliga y = Azxa + Bzx + 02 tekkiva joontrapetsi.
pindala on : »
« h
32 = Eyz + 4y3 + y4].
Uldjuhul sasme, et

“_ k[
Si =3- [y21-2 + 4721-1 + ;7_2i] @. £.1,5.'35 3.....A,m).

Et &

Sf‘(x) ax®8, + 8, ¥ ... + 8,
et - : : St
ED S | ; : ;

Sf(x) dxz%‘ [yo + Top * 20 + Ty * eee + Vopooyt
a
+ 4(y;l + Ygt e * y2m—1)]'
Seda valemit nimetataksegi Simpsoni valemiks.
7 s ;
X %
Arvutame E & dx ligikaudse viddrtuse Simpsoni valemi
3 ; \
1
pdhjal, vdttes 2m

10,



X3 - 1,1 1,2 1,3 1,4 145

2,71828 | 3,00417 | 3,32012 | 3,66930 |4,05520 | 4,48169

Y= x5 2,71828 [2,73106 |2,76677 |2,82254 |2,89657|2,98779

2,7182810,92424 |5,53354 |{11,29016 |5,79314(11,95116_

x, 1,6 1,7 1,8 1,9 2

e*i | 4,95303 [5,47395 [6,04965 [6,68589 |7,38906

¥3= ¥ | 3,095643,21997 |3,36092 [3,51889 |3,69453

6,19128 |12,87988 |6,72184 |14,07556 |3,69453

Tabeli viimases reas on antud arvud Tor l#y,‘, 2y2, 4y3 Jne.,
millede summa esineb Simpsoni valemis, Simpsoni valemi p&hjal
leiame, et

e 1
= ax = 1 < 0,1-91,77361 = 3,05912,

1
Toome jérgnevalt valemid vea ililemmééra Rn leidmiseks ristkii-
lik-, trapets- ja Simpsoni valemi korral:

ristkiilikvalemi puhul

3
R B e [ i,

33



trapetsvalemi puhul

e 2 e ferenl,

agxshb
Simpsoni wvalemi puhul

By = b-s) mdx

£ (xﬂ.
180-(2m) " a gx &b

=
s
Leiame vea lilemm#d#ra integraali e dx tlalarvutatud

ligikaudsete véddrtuste puhul. Et 1

X
ELE)- = %‘ ’

2
P8 (x) = AX —2x+2)e* g
x

4. 2 X
o) (y = xitindv1an®-2uxson) o |

x
siis
max £ (x) = £" (1) = e,
1 €x §2
pax’ M) = £ (1) = 9e.
1€x £2

Seega -

ristkiilikvalemi pubul R, = oo < 0,002,

trapetsvalemi puhul R1O = 72%100 < 0,003,



Simpsoni valemi puhul R, = ——L,; < 0,00002.

Jdrelikult Simpsoni valemiga saadud vastuses 3,05912 on neli
kohta peale koma diged.

Olgu mérgitud, et lilalvaadeldud numbrilise integreerimi-
se valemitest kasutatakse praktikas k3ige enam Simpsoni va-
lemit, sest ta annab sama arvutustddde mabu juures tavali-
selt kdige tédpsema tulemuse.

9, PARATUD INTEGRAALID
Olgu funktsioon y = f(x) pidev piirkonnas [a, +00).
Seega eksisteerib iga b 3 a puhul 5
b
5 £(x) ax
a

Jja me v8ime uurida selle integraali piirvdartust, kui b- +09.

Defini+tsioon. Piirvaartust

b
lin Sf(x) ax
b-b+o¢1

nimetatakse l3pmatu rajaga paratuks integraaliks funktsioo-
nist y = £(x) piirkonnas [a, +00).

Selle paratu integraali téhiseks on

+00
Sf(x) dax.

a

Kui iilaltoodud definitsioonis mainitud piirvddrtus on
18plik, siis nimetame vastavat paratut integraali koonduvaks;
kui see piirvddrtus on aga 18pmatu vdi ei eksisteeri, siis
nimetame pédratut integraali hajuvaks.

Analoogiliselt eelnevaga defineeritakse ldpmatute raja-
dega paratud integraalid

35



o : +0o
sf(x) dx ja Sf(x) ax
-00 -00
vastavalt piirvédrtustena

B
lim .?f(x) dax ning lim (#£(x) ax.
as- & a»-0o Y

Lo

) &

Nat de " 1. »—— = lim =
Sx + 1 b->+mS;2+1
0 0

lim arctan X = lim [arctan b - arctan O] ="1lim arctan b =
{s > 400 0 &o+roo b»+co

= g-?— Seega vaadeldav pdratu integraal koondub.

»

0

(¢}
0
Ndide 2, Scosxdx:lim Scosxdx:limsinx -
-0 >~ fp=00 b

= ~lim sin b, Et aga lim sinb ei eksisteeri, siis vaadeldav
fpry-00 §p>-c0 :

pédratu integraal hajub,
Olgu funktsioon .y = £(x) pidev, kuid tdkestamata piir-

konnas [a, b), kus a < b. Selline on nditeks olukord funkt-
siooni y = %’:i puhul piirkonnas [0, 1)ysest kui x- 1-, siis
funktsiooni vairtused tSkestamatult kasvavad (joon. 9). Pide-
vuse t&ttu on funktsioon y = f(x) integreeruv igal 1digul

[2, b-&], kus & on suvaline kui tahes vdike positiivne
arv, s. 0. eksisteerib méddratud integraal

-

Sf(x) dx.
o
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5 ¢ 2

Joonis 9.

Definitsioon, Piirvaartust

H-5
TR ECRS
(=8

nimetatakse pdratuks integraaliks tdkestamata funktsioonist
"~y = £(x) 18igul [a, b].
Selle pdratu integraali tdhiseks on

&

Sf(x) dx.
a

Siinjuures Oeldakse samuti, et see pdratu integraal koon-
dub v®i hajub, vastavalt sellele, kas vaadeldav piirvédértus
on 13plik vdi mitte.

Juhul, kui funktsioon y = f(x) on pidev ming tdkestamata
piirkonnas (a, b] (a<b), siis defineeritakse pédratu inte-
graal [

Sf(x) ax
a
b
piirvdirtusena lim S f(x) dx (n>0).
m->0 am
37



Yix

Ta on koonduv, sest

1
5 dx =
N&aside on pédratu integraal, sest
0

lim =09 o
x=>1 ‘ -x
: |
£
S X  _ 1im & _ . 2 ‘e Yix'| =
1=x £&=0 Yi—=x 220 0
0

=i g K -1] =
St

1
on pdratu integraal, sest

Nadide 4, =

% =00 . Ta aga hajub, sest

i

lim
20

. = =1lim lml=oo.
41-»0

wlf

= lim In x
70

O~
N
,3'
°E
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IIT peatikk

MEXRATUD INTEGRAALI
GEOMEETRILISI RAKENDUSI

1. TASAPINNALISE KUJUNDI PINDATA

Arvestades mddratud integraali geomeetrilist tédhendust,
saame teda rakendada tasapinnaliste kujundite gindalade ar—
vutamiseks. Leiame nditeks joontega y = 2x - x" ja y = x2
piiratud kujundi pindala (joon. 10). Et selle kujundi pind-
ala S vdrdub joontrapetsite ABmO ja ABnO pindalade vahega,

ya2x-x*

- ——

Joonis 10.
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siis 1 4 1
8= S(21t—x2)dx - S xPax = S (2x-2x2)ax =
0 (¢] 0
1
Ll 2 1
=X -3-13 o= 1 —3: T

Kui joontrapets on piiratud joone kaarega, mis on antud
parameetriliste vdrranditega x = x(t), y = y(t), siis arvuta-
me joontrapetsi pindala S valemi

t2
S=Sy1':dt
4

pdhjal, kus 1;,1 Jja t2 on kaare otspunktidele vastavad parameet-
ri védrtused.

5 Arvutame ellipsi pindala, léhtudes tema parameetrilistest
vdrranditest x = a cost, y = b sint. Esimeses veerandis asuva
ellipsi kaare otspunktid A(O,b) ja B(a,0) vastavad parameetri
védrtustele t = g JE.5-= 03
Seega on ellipsi pindala

Q0
S=4 b sint (-asint) 4t =

2

= «4ab sin“t dt = & ab. )

M‘?M o

2. KAARE PIKKUS

Leiame joone y = f(x) kaare AB pikkuse s (joon. 11). See- -
juures eeldame, et y = f(x) on diferentseeruv 15igul [4_1, b].
Selleks jaotame 18igu [a, bl n osaldiguks jaotuspunktidega
Xqy Xpy eee 3 X 4 ja t3mbame jaotuspunktidest ordinaatldigud.
Need ordinaatldigud jaotavad kaare AB n osakaareks. Asenda-
me kdik osakaared vastavate k&dludega, mille pikkused olgu
AS,, ASy, .ve 5 AS,. Tekkinud k&slmurdjoone pikkus on
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)
y
A
A B &
A, a4
g P Xt B cih

Joonis 11,

Kolmnurgast AA1A2

As, = V(AA2)2 + (A1A2)2‘ = V (x1-an)2 + [f(x,,)-f(a)] 2.

N 2(x) - £(a) | ©
sy s |t . (x-e) =
x1-a
£(xy)-f(a) | 2
= \[1+ |——| -ax,
x,l—a

Et Lagrange'i teoreemi pdhjal

£(x,) - £(a)

x,‘-—a

= £ ( }1), Kus ie[a, %4 ]s

siis

88y = Vav B §1 1%-ax,
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Analoogiliselt leiame, et

As, = V 1+ [f'( Ez)]z‘.Ax?, kus ‘gaé[xv %1

© 90 000000050000 000000080000090000000008000000000000c0s000000008

NERI T e A
Seega on k3&3lmurdjoone pikkus

Z_V’I + &'(i )] “AXg.

Kaare AB plkkuseké nimetame kddlmurdjoone pikkuse piirvéddr-
tust, kui murdjoone liilide arv n-> oo ja Ax > 0.

"

A8y

Jérelikult

8= limﬁ.\/; + [f'( }’:)]2 A%y

ny o0 i=1
AX2>0

ning me saame kaare pikkuse arvutamiseks jérgmise valemi:

=§L 1+E'(x)' dx. 3_

N&dide 1, Leida poolkuupparabooli y = xkaare pik-
kus punktist A(0,0) punktini B(1,1).

Eby':%tz, \’l’l-f(y')é:W-i-g—‘x,

siis

SV e

Kasutades asendust 1 + 2 X = 5y 2 dx = dt, saame
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= %7(13W = 8).

Kui joon on antud parameetriliste vdrranditega x = x(t),

¥y = y(t) ning punktid A ja B vastavad parameetri védrtustele .
't,‘ Ja t,, siis kaare AB pikkus

%
S:SViz-I-iz at.

t

1

N&dide 2., Leida tsiikloidi x = t -sint, y = 1 - cost

kaare pikkus punktist A(0,0) punktini BT, 2).
Et punktid A ja B vastavad parameetri vddrtustele t = O
Jat=8 ning x=1 - cost, y = sint, siis

5
z

1l

2
SV(‘I-cost)z + sint at = SV 2(1-cost) at =
04 0

a

4.

ZSsing-dt= -4coa§-
0

0

3. POORDKEHA RUUMATLA

Vaatleme joontrapetsit, mis on piiratud pideva joonega -
y = £(x), sirgetega x = a ja x = b ning x-teljega. Arvutame
péordkeha ruumala V, mis tekib selle joontrapetsi p&drlemi-
sel iimber x-telje. Selleks jaotame 13igu [a, b] n osaldiguks
jaotuspunktidega Xqs X5y eee 3 X g ning vdtame 1ldbi jaotus-—
punktide x-teljega ristuvad tasandid. Need tasandid jaotavad
vaadeldava podrdkeha n osaks (nn. osakihtideks). Igal osaldi-

3



gul valime vabalt iihe punkti — olgu nendeks

Lo 15

Arvutame esimese osakihi (joon. 12) ruumala asemel silindri
ruumala 43V1. mille k3rguseks on esimese osaldigu pikkus
Ax,] ning pdhja raadiuseks on f( ;1). Saame

el
av, = ¢ (}1) . >

rw

N

K SR R,

Q
S
-

/

Joonis 12.



Analoogiliselt toimime k&igi teiste osakihtide puhul,
nimelt asendame nende ruumalad silindrite ruumaladega

AVZ =% fe( %a)'A129

AV, =72} ) -ax,

Sesadud silindrite ruumalade summa on

“
528( %i Axi-
£y

Vaadeldava pdordkeha ruumalaks nimetame silindrite ruumalade
summa piirvéddrtust, kui ns o0 ja Ax— O,

Jérelikult
n
V= lim ﬂTZf‘?( ?')'A’L:L
n ->00 t=1 L
AX >0

ning me saame podrdkeha ruumala arvutamiseks valemi:

&
V= ﬁgfz(x) dx.
(=}

N & ide. Leida poordkeha ruumala, mis tekib joontega
¥y =YX X = 2, ¥y = 0 piiratud joontrapetsi pédrlemisel
iimber x-telje. .

Otsitav ruumala on

2
V=ﬁSxdx= gx =28 .
0 0
4, POORDKEHA PINDATLA /

Asume arvutama poordkeha pindala S, mille ruumala me
leidsime eelmises punktis. Selleks jaotame péordkeha eelnevas
kirjeldatud viisil osakihtideks. Asendame iga osakihi kiilg-
pindala samade pdhjadega tiivikoonuse kiilgpindalaga. Esimese
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osakihi kiilgpindala asendame seega tiivikoonuse kiilgpindalaga

AS,l =& [f(a) + f(x,,)] nsy,
kus As,l on tivikoonuse moodustaja. Eespool me leidsime, et

8%y =V1 + e §1)]5.qu’

mistdttu

as, =9T[£(a) + 2 {1 + [er 7 )2 ax,.

Analoogiliselt toimime k&igi teiste osakihtide puhul, nimelt
asendame nende kiilgpindalad tilivikoonuste kiilgpindaladega

AS, ﬁ]‘:f(x,‘) + f(xa)] \11 + [f'( h)]z‘.sz,

5 90000000090 000000000000000s000s00s0ss00s0RsRsLBS

1]

2‘
as, = & [2(x,_, + £(0)] N1+ [erc ¢ 1% %y
Vaadeldava podrdkeha pindalaks nimetame tiivikoonuste kiiigpind—
alade summa .

.
124 AS, piirvirtust, kui n-» oo ja Ax 0.
=

Saab aga ndidata, et

n il
un > as, - un & 2 2e(§) 1+ [erc3l%ax
n=200 =4 n-> o =1 L L
A%R~O AX = Q

Al
(s. 0., summa Z ASi piirvddrtuse leidmisel tulemus ei muu-
i=1

tu, kui igas liidetavas esinevad funktsiooni Yy = £(x) vddr-
tused osaldigu otspunktides asendada funktsiooni védrtusega
vastava osaldigu punktis }i ). Seda arvestades saame poOrd~-
keha pindala arvutamiseks valemi

s=- 25 Ve V1 + [£'x)? ax.

R
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S Ay bt —————————

N &dide. Leida eelmises punktis nditena toodud podrd-
keha pindala., Otsitav pindala on

2 g
s =28 1 ;_2 dx =
SV?V+(2R)

0
(4
0

5« JOONSEKTORI PINDATLA

Vaatleme pidevat joont, mille vdrrand polaarkoordinaati-
des on r = £(f). Kujundit, mis on piiratud antud joone kaare-
ga AB Jja polaarraadiustega OA ning OB, nimetame j o o n s e k-
toriks (Joon. 13).

@

Joonis 13.

Olgu punktide A ja B polaarkoordinaadid vastavalt A(f(o),x
ja B(£ (ﬂ),/S). Jaotame joonsektori @B n osasektoriks
polaarraadiustega, mis moodustavad polaarteljega nurgad

\P1 ) “?p s o "?1‘-1 » kusjuures

K< <Te < K Psg <8

Polaarraadiuste vahelised nurgad on

¥,-x= 8%, = fa= a0y B~ Haeg =a¥..
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Omandagu funktsioon r = £(¥ ) suurimad védrtused osaldi-
kudel [c.l,\-h 3L, 09,9.1, -« « , [(4pesrB] vastavalt punktides
S R e Asendame niiid koik osssektorid ring-
sektoritega, mille raadiusesil oraz ve'.stavalt 4f( 4),. f(‘f’g)J...ﬁ({‘:)
ning pindalad on. ;_r¥ () a\s> 34 ) aY,,---,
ég"(\ﬁ‘) 6 S Seega summa

e g < A
Gn =‘z'% 1" M) a¥s
L=
esitab joonisel 14 kujutatud viirutatud kujundi pindala. Ol-

gu punktid \fy , ¥y ,.--,¥  need punktid, milles funktsi-
oon r = £(Y) omandab vaadeldavatel osaldikudel vihimad vi&r-

Joonis 14,

tused. Moodustame summa

& =%% {2(‘?3) ag; »

mis esitab joonisel 15 kujutatud viirutatud kujundi pindala,’

Joonis 15,
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Funktsiooni T = £({ ) pidevuse t8ttu on ka g(¥f) = £5(Y) pi-
dev ning integreeruv 18igul [o, {33 .
Seega ﬁ
Mabe » ik, & 3 S £2() ay.

‘max a¥;> 0 max Ay 20 &
1

1
Joonsektori pindalaks nimetatakse suuruste G’-h Jja 6,:‘

fihist piirvddrtust, kui max A\f;->0.
Jérelikult joonsektori pindala

g
s=3 {2 av.
L

9

& e
N &ide, Leida joontega r = 2, Y=F Jo ~P=

piiratud joonsektori pindala.
Otsitav pindala

bl
ady - %\P""}z = Lo,
q

7
"
N
FIDe iy
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