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Einleitung,

Der um das Studium der Mathematik sehr verdiente Meyer Hirsch gab
im Jahre 1810 die erste ausfihrliche Sammlung von Integral-Formeln her-
aus, welche als ein brauchbarer Anhang zu den Lehrbiichern Anerkennung
fand-und deren Auflage jetzt seit mehrern Jahren vergriffen ist. Bei Aus-
arb-eltung dieser neuen Tafeln ist der im Unterrichte bewihrte, auf stufen-
weisen Fortschritt vom Einfacheren zum Zusammengesetzteren gegriindete
Plan der friiheren Tafeln im Ganzen beibehalten worden jedoch mit wesent-
lichen Abinderungen, nimlich: ,

‘ 1'. Da.s den Tafeln zu Grunde liegende System von allgemeinen Formeln
ist in seinen einzelnen Gliedern mehr entwickelt und in das Ganze verwebt
worden, indem theils jeder Tafel die ihr entsprechende allgemeine Formel
nach Umstinden in mehrern Gestalten, vorangestellt ist, theils die mehrerej
'I:af(;zln zugleich umfassenden Formeln an den gehorigen Orten eingeschaltet
sind.

2.. Die Zuriickweisungen von einer Tafel auf die andere sind auf ein
gerfngeres Maass beschrénkt worden, um iberall, so lange nicht allzu grosse
Weilliufigkeit entstand, vollstindig ausgerechnete Formeln vorzulegen.

-3. Integrale, welche durch sehr nahe liegende Substitulionen in andere
einfachere ibergehen, sind unter der einfacheren Form aufzusuchen. Dies

N —
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Einleitung.

xm—19 x
-4+ bx® 4 cx?n

. . , x—19x )
gilt namentlich von den Formen f /; in der ersten

a—+ bx’
Abtheilung, welche man nur dann unmittelbar in den Tafeln findet, wennm

xdx

und n keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; so dass z. B. / b

ax . 1 ay i
der Form / by’ /;((a+bx‘) in der Form } Y@a+by) u. 5. w. ge-

Durch diese Unterscheidung werden viele storende Wieder-

funden wird.
holungen vermieden.

4. Mehrere Tafeln iiber bestimmte Integrale und andere wichtige, erst
in neuester Zeit enistandene oder verbreitete, analytische Entwicklungen
sind in der vierten und fiinften Abtheilung hinzugefiigt worden. Hier konnten
auch die Beweise der Formeln nicht, wie in den anderen Abtheilungen —
wo sie namlich durch Differentiation der Integrale sich von selbst ergeben —
iibergangen werden; doch sind sie moglichst kurz gefasst worden, um die
tabellarische Form, so weit es anging, auch hier zu bewahren.

Diese Form hat ihre eigenthiimlichen Yorziige, indem sie ohne viele
Worte die Sache selbst sprechen Lisst.

Zu den Vorkenntnissen, welche nothig sind, um den Entwicklungen
der Tafeln tberall zu folgen, gehort besonders auch die Zerlegung alge-
braischer gebrochener Ausdriicke in einfache Briiche, mit welcher man sich
nach Anleitung eines guten Lehrbuches ganz vertraut machen muss.

Bei Aufstellung der Integrale ist die willkirliche Constante, als sich
von selbst verstehend, iiberall weggelassen worden. Bekanntlich ist bei der
Bestimmung derselben einige Vorsicht nothig, auf welche hier wiederholt
aufmerksam zu machen nicht unniitz scheint, da iber diesen Gegenstand in
manchen Schriften sich noch Missverstandnisse kundgeben. Hal man némlich
durch Integration gefunden JT(x)dx = @(x)+ Const., so ist nach der allge-

meinen Regel f “f(x)8x = (x) — g(a); oder, wenn auch fiir die Grenze x ein
bestimmter Werth gesetzt wird: /: l’f(x)8x = ¢(b)— ¢(a). Diese Werthbe-

stimmung ist richtig, wenn auf der ganzen Sirecke von x = a bis x = Db die

Nt

-

i et
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Einleitung.

Function ¢ (x) stetig fortgeht; wird aber diese Bedingung nicht erfillt, so
muss die Formel so gedndert werden, dass dic Stetigkeit des von a anfan-
genden Integralwerthes, so lange solcher iiberhaupt ein bestimmter ist,
nirgends unterbrochen wird. Es sci a<<b und ¢ ein Werth vonx zwischen
a und b, bei welchem die Function ¢(x) eine Unterbrechung der Stetigkeit
erleidet, bei welchem also die Differenz ¢(c+ v)~q@(c—u), wenn die
positiven Grossen u und v kleiner als jede gegebene Grosse gedacht wer-
den, um eine endliche Grosse von Null verschieden ist; so ist der wahre

Ausdruck fiir das Integral‘/bf(x)ax, in so fern die Unterbrechung der Stetig-
keit von @(x) bei ¢ die einzige zwischen a und b ist, die Grenze, welcher

sich fiir unendlich abnehmende positive u und v die Summ% c—“f(x)fix+ [ :vf(x)é)x
nihert, oder cs ist '
./;bf(x)f)x.—_- pO)—gp@—[glc+v) — p(c—u)] firu=10, v=0.

Da z.B. logx bei x = ( unstelig wird, so ist, wenn a und b positiv sind,

f" dx f —“i’)x bE)x

Integral ~-Werth ganzllch unbestimmt. Vergl. das Handbuch der Diff.- und
Int.-Rechnung vom Herausgeber dieser Tafeln, S. 161 bis 164.

logl—)ll fir u = 0, v = 0; also ist dieser
av

An verschiedenen Stellen sind die den trigonometrischen nachgebildelen
hyperbolischen Functionen gebraucht worden, nimlich der hyperbolische
Sinus, Cosinus, Tangens, Cotangens von x, bezeichnet durch &inx, €of x,
ex +ze Sinx =& -—_2e—
Fangx = gf Cotangx = (C;———:LJ; Ferner Yrcus (Sinud =x) oder Are.

_TX_I , e, Cofx =
0

Tangx, Gotangx. Man hat bekannilich: Gofx =

’

Ginx = log (x+Vx*+1) = log (x + J/x* = 1)

0x 1+ x * dx
=f::,x,,_1, Arc. Tangx = ‘log1 =ﬂi:§i’

0)
Arc, Cotang x = 3 logx+: —f x;fl .




Einleitung.

Die sonstigen Bezeichnungen sind die allgemein iiblichen; also nament-
lich: das Product 1.2.3.4.....n = n!, der Binomialcoefficient

—1.m-=2..... -_ I
"i-mzj "; .m :-Hl = m,; mithin (—m), = (= 1)"(m+4+n—1),.

An einigen Stellen ist fiir ein Product aus n Factoren die Bezeichnung

durch 77 gebraucht, wonach I1f(v) = £(1).£(2).1(3)....f(n).
y=1

Die Summe £00)+£(1) +1£(2) 4 .... 4 f(n) ist durch y2‘=rf'('v) bezeich-
y=0

net; in dem Abschnitte ber Summation der Progressionen (vierte Abthei~
lung) ist jedoch diese Bezeichnung so zu verstehen, dass das letzie Glied
f(n) von der Summe ausgeschlossen bleibt.

log x bezeichnet den natiirlichen Logarithmus von x. e und = haben
die gewohnlichen Bedeutungen, also

e =2, 718281828459.... =3, 1415926535897....

Fir /=1 ist die Bezeichnung durch i gebraucht.

e |t Rt —
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Erste Abtheilung. Integrale rationaler Funclionen. 7

[ S U TP S

.

> » " 4
Mo Mo Mo MO
x ] 4 x
I Il 0 i
T gl g g

Tafel I

X = a+4bx.

Aligemeine Formel zu Tafel I bis VI

x"dx _ 1 (X—a)"dX _ 1'S m,,(-a)"X“"'"‘”’
x*  p~ X+ TpHe me—p—yg-1

y=0

Fiir v = m—pu -1 verwandelt sich das entsprechende Glied des vor-
stehenden Integrals in: m, ;- (—a)"**'logX.

- 1
X" (u—=1)bXx* 1"

dx 1
o5 = § o
~fox __1

Xz T ThX

fx%x _ i!—_ 1 + a
X* 'L (u—=2)Xx"7 (y—l)X’H]




Erste Abtheilung. Integrale rationaler Functionen. 9
Tafel II. Tafel III.
X = a+bx, X = a+bx
—f x*dx _L[ 1 3a Ja® a®
— [(Xox _ AN . N, | X b _Cu—4)X"'4+<u—3)X”‘3—m—2>X“’”+m—1>X"“]
S e R ) S PR b G
x*0x 1rxs X :
X = pil3— 3a2 +3aX—a310gX] .

2 — Y3
fx)&’zx =313— -)-(2——2aX+a’logX].

x?dx 1T 2
fX’ =b—s_X—2alogX—aY].

»
176

o)

I

|

1rX? . a3
- & ?—SaX+3a210gX+—X~].

B 3a? a®
X9 X 1 2a gt S —bT_X—SalogX—~X~+2—X-.;].
= plleX+% 2x*]
x*9x 1 ‘3a 3a  a®
2 = e P B ]

R

a?
[—Y Xz 3X3]' v ;

1 2a

PP GRS C
_ 1 a
T3 o T
[_1 22

XX T
[ 1 .2
|~ 5% T 3%
= 4 22
| —sx T
F__ 1 a
Tt X

az ]
4X*
a?

5X° |

a? )

6x ]
a2
~7x]"

a'l
5%

a'z

T 0X°

x3dx

3
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® P
s

X

—
»d

X

"
@

o2
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@
cs ”
L

X
XlO

\

bt _"" 2 oxz 4 X:

Ll et T xstE%
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1 B —_—
i Ny TRy by ¢
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10 Erste Abtheilung.
. Tafel V.
; X = a+Dbx
~fx0ox_1p 1 + 4a  6a? + 42 at ——]
Xt DL (@)X T (Xt @)X X (-nx
x4 9x _i”Z{i 4:le~ 2v2 . 4.8 4
f X =Ly X = 4 X atlogX ]
X*9x 1rx al
x*0x  _ 11X° 42 at
f——Xa = _.—2—4aXf6a"°gX+T‘z—X?]'
IR G 5] el D SR TR Tl
x9x 117 4a 3a*  42° @
,f - = [ osX+ ¥ = e+ gp 1wl
xtox _1r 1, 2 2¢° a_“__a‘_]
X T PLTXTXT XX 53X
xox. _Ap 1 da 340 A _a“_]
)R D IR R CRLAES CRIN D Cl
x0x_ _1p_ 1 a,;Ga“~.;2g”_._§:]_
CR T B CRRED Ol Ol > Chtp ¢l &
xox _ A _1_+ﬂ_£+££__ai]
X TPrLTiXxTix TR IX TR’
xox  _Ar 1 22 62 & _a‘_]
G N IS GRS Cl 5 RS-l > i
;__k e ———

A —

Integrale rationaler Functionen. 11
Tafel V.
X == a+4+bx.
- [ x*3x =_1_[_ 1 4+ 5a 10a’ e 10a°
X+ L w—X~" =5X" @—HX* u-3x°
_ 5a4 + as ]
(/4'—2) X]4—2 (‘LL—-— d) X"L_l ¢
X*0x 11Xt 55Xt . 10a®X® | .., . 5
f X —F[g‘—T+'—3——DaX 4 HatX —a lOg‘X].
5 4 3 5
fi}?,i= -1—)15 %—‘E%X—+5a’xz—10a’X+5a‘IogX+%—].
5 0 3 2 [} 5
fx;)ax = % %—5@( +i()a’X—lOa“IOgX—§—a—+%(—,]-
x5 9x 1rx: 2 10a® 5a* a®
f X4 —-—B—_j-—-BaX+1Oa lOgX—l— X 2_Xi+3—x‘5].
x*9x 1 10a*  5a® Hat a®
fxs = g x- 5310%""“2‘““3@‘“33@*@-
x5dx 1 5a° 5a®* 40a® 5at a®
f - = gl X+ - e g = i+ 5w |
x°dx 1 1  5a 10a®  5a* a* a®
f X = b~ X taw % tan —w i
X*9x A 4 5a  5a' 2% jat @t
f RS R b S St S i ek b s
x*dx 1r__4 , 5a_2a 52 5ab a7
5’ Cantal N Ry VS Chuls CHRLIES Chat > G il I
xX*dx 1 1 a 5a% 102> 5at a7
f X' =F[“4’X“"X5 37X T B T X

34



12 Erste Abtheilung. Integrale rationaler Functionen.
Tafel VL : Tafel VIIL
X = a-+bx X =a+Dbx
6 % : " F ¢
—Xox 17[_ 1, 6a 15 20a / Allgemeine Formel zu Tafel VII bis XIIL.
XL e X T @ X =X (- HX _
153 6o’ a f ) L R i o i G e 1 Y
| _(u—S)xﬂ—3+(u—2)X"“"_(/»—-1)Xu_1] x"X" S (==X A (m—y— )2 xm
bm-—l X
o F=Dr M p=2),  ———log <.
L= am-i—}l.—i i~} X
xX*9x A rX® 6aX® 152X* 202°X®  15aX? - I
f = vle st Tt s 6a5X+a"10gX].
i dx < 1 1. X
x*9x 17X° 3aX* = —d e A
f X = vlET 2 +5a2X5—10a°X? + 152X — GaBIOgX—— . fo" S (u—v— DX gt log < -
x*dx _ arxt ., 152X2 K 6a®  a® I
f ¥ = 7| 12X+ T — 202" X+15 IogX+~X——W]- > V“J'__ax = —110g3
. xX a °x°
_z(i‘(")x = 1 FXS 2 o2 () 3 15a* 3a® af
.f X‘ = b7 —§‘~33X +10a X—~0a IOgX_—X—__l--X;_TXE]. fi)x ___1____1_ gg
xX? aX a? )
x*dx - —’l—ﬁg—GaX+1 = a?loa X 20a® 15a* 228 o° : *
X b L2 orled+Tx 2X2+F"755] fRx 11 1, X
e xX* T 2aX* T @X @ °x’
x°9x 1 15a*> - 10a® 5a* 3Ja>  af ' :
f xo = i X—0aloeX =S+ T — S+ S | ‘ ‘1 B A2 SR P SRR b
xXr T @ toaxtax T w8k
x°9x 1T 6a_ 152 ' 20a2° 15a* 6a®  a° '
= = ]ogX+ + - g — ez | . 0x 1 1 1 1 1., X
X7 7 2 — ——— —_
‘f b X 2X 33X 4Xt 5X* 6X6] fXXs 4aX"‘+3a"X3 +2asxz +‘a‘X a® lOg x°
x%9x 17 1 3a _ba? - 52° 3at o o ' 4
S = ...____..,._____] , ox _ 4 1 1 1 1 1. X
f X FLTX X XX TXTXTIX \ fo“ Ty UM TO R T CUETO chals eaF il S
x89x 1 1 2a 152 42> 5a* 62  a° dx 1 1 1 1 1 1 1, X
f X T ( I T T xe "‘—)(T‘z'_xﬁ"‘?‘f“ﬁ] X Taeter tn e tawetex 7%y
x*dx 1 3a 3a®> 10a® 15a* 3a° a8 ox 1 1 1 1 1 1 1 1 X
f = vl 5w £ i el Rt s TRk 5 GR by Ui ] FY U Gy GRS TD CRETS CRIPTS G auiral ey
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Integrale rationaler Functionen. 15

—————

Tafel VIII.

X = a+bx

dx

dx =2 v41 1 b X
SN § ol —_— - og 2
f XX go(#—v—l)a”“X"'H % @ ey
--[_0x — _1_ .B_]OO'X_
x*X ~  ax  a* °
o fOX b 1 /.bl X
X T eX ax T 8
dOx b 2b 1 3b1 X
XTI X wx T e %k
o0x b b 3 14 4 X
x2 X4 WX T X ax Tw 8%
dx _ b % _ 3 _4b 1 5b X
X X 320X 2K oX ax T Ex*
dx b b b 2 3 1 6b X
XXX6 T T hXE . 28Xt atX®  2aX* a'X ax ' a °x’
dx _ b 2bh _ 3b _ 4b _ 5b __62__1_ 7b10 X
X2X’7 - 6a2X6—5a3X5 4a4X4 3a5X3 2a6X2 a’7X a'7x h ? g}'
dx b b 3 b 5 3 7b 1 8, X
XXET T 72X 32%X% 5a'X5 @°XF 3a°X° a'X? X atx | a® §%x°
0x __ b b b __ 4 b _ D _7b s
XX T8 Xe T 720X 2a°X° parXe 4atX' a’X® 22X a'X
__1_ %]0 §
—a9x+a‘° €%
b b 3b 2b b 3b 7b 4b

TT0EX 128X 74X 32°X° aX° 20Xt Ja8X° . a'X3

9b 1

TaltX T al%x

10b) X

all X

Tafel IX.
X = a+bx.
dx St (v 2) 1 b (107, X
3 /,_=b22 \:-3 ,u.—y—‘l—q w3 ;f-pj - & /H-"z};— log—i'
x X (o —v—1)a""X ' xT  ax a
_fox 1 b 1. X
¥X T Tty T %
ox b2 1 oh  3br. X
. XX T X iee tax T w8k
Ox _ p 3 1 3b 6. X
X X Tt tax T w08y
[(oax _ » 3b2  6b* 1 4b 10b*, X
,ﬁé’x‘ ST T eX sae tex T w98y
ax _ B? b*  3b*  10p? 1 5b _asb* X
X T tax texe T X "o T o 8%
I 3b*  2b* 5b* 450 1 gb 21b* X
,ﬁsxs‘5a3xs+4a4xﬁasxs+;«x&‘ WX TEw T Tx T o 6k
Ox _ bt 3B 3D 40b*  a5b*  21b* g 7b
X7 T @2@X0 T 5 X T2 X T 32X T e T X T oae TR
280 X
Tl g;'
ox _ D' b gb 5B 5B oqb*  ogbr 1
X3X°_733X7,+2a‘X3+.5-a*’7(—" 2a“X‘+a_7)T'*’ 2° X2 a®X  2a°x?
- . '8b  36b?, X
wx T 6k
Ox _ b®  3b* b 2b*  45b* 7hT  q14b®  36b2
XX T T T T Tt e Tt oy
. 1 9b 45, X
T2a%x T al'x T at o x
x _ b7 L 3D L 6bT 5 ghr  21b®  aght  qgh?
T2 SN 7O G TO (A IO GUETD Gy R PSS CRa P o o
45T 4 10b  55b2 . X
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X = a+bx
(¥+3)s 1 ub

dx y=p—2
e = — b S p——— s+ i
x X! A=y — DX 3atx® T 00ty
(u+ 2)b° X
S o T log } .

fox __ 4 b wop X
XX T Tt Tt a8y
b3 1 b 3b? 4b3 lo }_{

T T a'X ! 3ax® T x| atx a® X

T
v

fax b 4p* 1 3b  gb? 10b° X
XX T T 22X X 32 T Za'x? ax | at 8%
ox b 2b® 10 1 2b  10b* 20b%. X
fw~—w—ﬁ@—ﬁ"m ax T 8
ax b 4b® 5B 20p° 1 5b  15b* 35b% X
J;K‘Xj T T X3 X aX 30 T2 aix 108
dx b® b*  10b®  10b® 35b° 1 3b  21b?
ﬂ«xe T GO Qi Ol Chars Gt T U o
+56b310 X
@ Bx , : N
9x be 4b° 5b2  20b®  35b®. 56b° 1
J;‘X7 T T X Xt 2a°X° 3aX° 228X @°X 323
7b  28b*  84b* . X
2kt a'x T o IOgJ_K'
fax B b 2p°  2b®  5b®  35b® 28h° 84b® 1
X8 T T 72X 3°XP a°X° a7 X' 388X a'XE  aX - 3atd
36b*  120b%, X N
aé,?——?—x %‘ng- : ,
b® 4b? 5b®  4b® 35D  56b% 42b%° 429b°

o
o
|

T T 8 Xe T 72X 32Xt alxe
1 gb 45b*  165b° 1 X
ST 3% T 2a%% allx alr 8" .
dx b b? 106>  10b® 7b* ,14D°

4a®X3 - 3a°X3 - alox? - allX

28b°  gob°

—

x X0 = - 9a‘X9_2a°X3—7aGX”—3a"’X6_aTXE- a’ X*
165h3 1 5b _ 55b? 220b® Io )_(
- alzx _3a10x8 allx? al’x at? g X

- a'l’x?® - altx?

——

(" 9x
o x7

56b°  126h¢. X
Fax T aw 83
b¢ b*  45b*  35b* 33D

126b*

Tafel XI.
X = a-bx.
LI R N S SR IR
x X" - (= —DaX T iyt T gt 929"
(e +2)b°  (u+3),b*, X
+ LLAN. 57 log =
a/t—f—dx a/4-|-4 g
fox __ 1 b mp pe X
XX T T daxt T3 T oax Tax T @ 8 %
Ox _ b* 4 9b  3b® 4 5t X
XXP T X 4% T 3o dad T oax a8
[ 9x _ b¢ 5b¢ 1 b 3b* 10b® 15b¢ X
'f;sX’ T TEX T T e T e a’x  a’ log
[ox _ bt sbmsbe 4 ab sk o gbe, X
x®X¢ 3a°X® T 2a25X2 T a'X T 4a'xt 325 a“x“+ a’x  a® gx'
9x bt 5b* 15b*  35b¢ 1 5b 15b*  35b°
x8X5 4a5X‘+3a"X3+2a7X’+ X~ 4a°x* T 3a°x°  2a'x? ' abx
70b* X .
- log =.
a® X
Ox _ bt sbt  5b*  35b*  70b* 1 2b  opp
xP XS 5a°X° 4a‘*X‘+a"X3 20X T a’X  4a%' T a'x® 2a°x?

1 7b

XXy = ST X5 + 7 X7 2a7X_—“+zW’+2—a9X‘+ aloxs

1 3b 45D  165b® 495b* X
T Taoxd F aiog T By ey i log L

62°X° T a°X° T o xe 3¢ T axat oy T4a’x* " 3a%x®
14b*  84b% 210b¢, X
D + al0x all og x°
Ox _ bt 5b* . 3bt  35b*  70b* 63b¢  2p0b¢ 4
PO A O ORITPO TR ORIV PL CRIE PO Caie iy et aldype
8b 18b? 120b*  330b* X
3a9x'“‘-a‘°x’ allx al? lOg ; . .
b* 5b¢ 5b* 7b*  35bt  42b*  105b* 330b*

aux‘i"‘ al?X
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Tafel XII ' . Tafel XIII
X = a+bX. X = a +bX.
B ox st (v+06) 1 b (u+1),b?
—n — = b - pud _lu dl
fax — v=p— (v + 5)5. _ 1 . ‘ub —(” +1),b? x' X* ,,___0(/4 —_— — 1)aV+7X;L—v—1 Ga"x® 520 4a/L+2x4
x*X* -y — DX st T gatx 30 Gl 2%’ (@+3)b (u+4)b° (e 5),b° log X
(!" -+ :-))Zlb3 (“’ -+ 3)4b4 (‘Uv —+ 4)51)5 X 3a"'+3x3 2a/‘-+4xz + a/l.—f—5x - ﬂ'u+6 Og } .
3.2 +4 + 5 1 g -
2a"""x a“x S
B ) fox _ 1 b B b bt b B X
XX T Thax Then Tl i aw T ax a7 98 k¢
8X 1 b b, b3 b‘ b5 X 8x bG 1 :)b b2
= — - —_— 2 Joo 2. . 2 4b® bt b® 6 X
f x*X Sax® T4k 3% T aaw Tax T o log 3 ﬂv X' T WX gkt T hae T 43{14)(‘ *aee T 25a"x“+g7—x —%—log; .
ox b® 1 b b? 2b*  5b* 6Db® X dx bt b® , 2 3 mhe 11t
i = = —iv— s F s — g+ e — e~ log O . _ b 7 1 3b 3b 10b 15b 21b
x8 X a®’X  5a%x® T 2a%x* a'x® | a’x*  afx a X ' X T agrxt a"X—6a°x°+5a“x°_2a°x‘+3a°x3_‘)a7x2+ e
dx _ _ b6V 1 3b _2b 5b* 45bt 20b° X 28b% . X -
X 20X T X b dax e Taw  ax T ab  8x’ == log .

dx b® 3b® 21DbS 1 b 10b? 10b® 35b¢ x bé 7 b8 oQh6 .
- _ _3b° 2bs b _ — ax 28b° 1 4b  5b*  20b®  35b¢
J;GX‘ 336:53 a;ZX’ a®X  Ha*x®* * a*x* 3a®x® * a'x? a’x ‘ fxva = 37X° +2asxz + a®X  Ga'xt + 5atx*  2a°xt +3a"x"_2a°x’
+@_]0g_ . 56b% 84b® X
a° x @x a8 % -
{ox b —22_ 91 b® _56b5 _ 1 5b . 5b* 35b° ox bt 7b® 14D*  84bs 1 b 15b? 35b°
X T T EEK T AR T X s e T wn T a XX T X T3 T Y ooX T ee T i T3
_7T0bt  126b*) X | 35b*  126b° 210b°, X
a’x at° g X -_— W -+ A% gl log =
X a
dx _ _ b _ 3b® 7b® 28h° 126b* 4 3b 7B ox B°  7b° o 28b®  42b°  240b° 1 . b  21b?
x*X° 5a°XF 2a7X° a°X°  a’X®  aX  sax T daxs - a'n GO G TS CREETD GG TR gt o bl ey P
28b° _ 126b*  252b° X 56b°  63b*  252b% 462b°, X
a’x?  a'%x al 8% 3a°% a0xd T alix T am 108% -

- . b* _ 6b° 21b*  56b°  63b° 252b° 1 7b b® 7b®  7b®  28b%  105b% 462b¢ 1 7b
6a°X?  Ba'X* T 4a*X¢ T 3a°%°  a°X3 a'X  Ha'x® +4asx4 y . 6a’X® -+ 5a°X® +;9’XT+ FXS"'FXT‘F re) & (3—a&F+_5 X

28b? 42b%  210b* 462b° X I 7b% 28b%  105b¢ 462b% 924b8 X

T 320k T alx® T allx -+ a'? 108‘; . —a°x‘+ P R tone + A " gl log_i .

- D DP 2D 44b%  42b0  426D°  462b° 4 Bx b 7B 28b%  21bt 70b®  231b°  o024b® 4 |

T U7X T X' 5a' Xt @K' aoxe &X' a’X Bk X8 T Xt e Xt T haxs Faioxa i+ atixs + ey — 6a°x®
2b 12b*  60b° 330b* 792D 8b  9b®  40b® 4g5b* 792b* q1716b% . X

- - log = U eSO DA T el Lt Ul P i
a'x? alox3+auxz al’x + P gx 5a’x® a‘°x‘+a“x3 a"x“+ a'’x et lng .
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Tafel XIV. .
X = a+bx2

Reduttionsformeln: - 2% — A X, 2p—1 8LX
X,u.+1 2y a X* 2 ua X

"ax _ —_x—yz,u—l (!’l’— %)u + Ot - % n _8_x_
X/L+1 2 pa zo C“" '.l)y X+ al’- X

X Vi—_——b_Arc.Tangx'l/g , wenn a und b positiv sind.
ax 1 V—+ xV

= ——_— wenn a positiv, b negativ ist *).
X 2)= ab V a—x)/—=b P ’ &

P S Y
T 2aX " 2a)] X
_ X 3x 3 ax
—4aX’+8a’X+—’fX )

5x 5x 5 ox

‘><

-

]
»

-

Pl B
>

@

.

X< 6aX3 Fowx T gax Ve | X
ox X 7x 35x 35x 35
b RS TR O SR TTS Gk T TS S 128aJ X
9x X - 9x 21x 21x 63x 63 3x
X~ T 102 T X T1s0° X 128a4x=+256af'x+25W5j:2(’
9x X 11x 33x 77x 77x 231x
X = 122X T 20X T R0eK T50a X T 52a X T 1024a°X
+ 231 [ ox '
10242° | X ° ,
ox X 13x 143x 429 x 143x 143x
f X T 14X+ Tosaxs ¥ 1o80°% T 1480a°X* T 12802°K° T 1024a°K"

+ 429x - 429
2048a’X ° 204827 ] X

*) Diese Formel kann auch so geschrieben werden: /'gx ==

V=,

8x

oder duch:

Nre. Tang xV—:P »
~ab a

X = a4-bx%

Tafel XV.

_1 8
- F X,u. p.+1 *

_ X
2ubX* 2ub X"

x“%)x b 1 Ox
—axtaf X

4, 1, 1 [ ox
. 4X? * R8aX 8ab X

ll

T DM

ox

i 6X~‘ + "4aX’ + 16a’X]+ 16a21')f X

\\%\\

x'dx _ x 1 1 5 8x

X ThLTsxt Tt pax T 1"8a"’X 1"8a3h ‘
X9x _ x 1 1 7 7

X° b [ 10X+ gax* T dgoaX® * 3531255 T 355 a‘X]

7 dx
206 256a'b | X

1 3

7 7

21 2 dx
+102tax ]t 102400 ) X

X’Sx 1 1"

X
B[‘ ) P PII'Y CREETTIPD CREITIFS G pyey o

33 11

X
b [" 11X T6gaxs + 16802 X T 180X + 1280a*X?®

11 33 33 dx
* 104X T 30M8a°X "‘2048a613[ X
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Tafel XVI.

X = a+bx*

\

X/H—l

x'dx

L xdx “x*0x x2dx
X,u.+1 - X/l. X/l.-o—l *

_ 2Qu+1 ]+ 3 dx
DuCu—-0)X A" 2y Jx T

f:[g:xu

x49dx

—

x&
Slos
>

»
-

®

b

>

—

ﬁ
M e
™

Lo
-

[¢3]

b

Nﬁ
Pl P
v

®
Plo
»

’.______
e
o

= F[wxs

=X _ax, o f0x
"t x -

_i_'_ax _3a ox
T b T2pX T 2p?) X

- x[ dx
prlLaxr™ 8X 8b X

= [ 7 ?)x
plexc™ °4X“ lﬁaX 1()ab )

i[_a_ 3 1 3 3 Ox
pLsX 165 T 64aX’+128a’X]+ 128407 ) X °

11 1 1
80X* T 1g0ax® T g 20()a3X]

3 dx
+ 255007 | X

*[ 13 1 7 7
b L12XF " 1205 T 320axF T 102000%° T 15362°K

7 7 X
+1024a‘X]+1024a‘b;‘f X -

5 1 9 3

= F[MX’ ~ 56X B60ax0 +4480a“X‘+ 1280a°X?

3 x
+ o 2048 a")s] + 5048a°D? 2048a"b X
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Tafel XVIL
X = a+bx%.

x*dx x'dx x*dx

X/1.+1 X[L X,u+1
,fxﬁax _ —,[— (4p 4+ 1)a _ 4p®—2u 43 ]

X VL X T s X Prp— D — X
15 Ax

Pulu— ) (u—2)b*Jx%

_x ax® a'x a® [ 9x
T A ] e

rbx’ ] f%)x
B 2 TaxX

f@x
""sx

=z:!><

B a?
T4xt

%lx

v.;lx

b“[ 8X* +48X"’

6X°+

132 _ 417, 5 (*ox
24X* T 16X 16b X
17a 59

5 5 (‘ox
+128ax]+m£J X

192X?

ba[ 10X°

L2a 31
80X 160X T 128aX’ + 256a’X]

3 dx
+256a’bJ X -

ol
5 —Iﬁ*

% _ 9 .1 5
24x5 64X* 7 384aX® T 15350757 |

] ox
10"4&3X +10‘>4a3h X

20a 37 1 1

X

F[‘MX’ 168X° ~336%° ¥ 806aX* T 7680350

- 5 + 5 ] 5 dx
307202 T 20482 X1 2048ab° | X °
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Tafel XVIIL

X = a4 bx%
x*9x 1 ["x°dx xdx
X Ty )T xe X+
fx“%)x - 1[ 8  (bu+1)a’ (12u* — 8+ 3)a
X b Xt 2u(u = DX Pu(u—1)(p— )X

8u® — 201 4+ 18u +15 ]+ 105 dx
2 u(u— D (p—2)u— X

2 (e — 1)@ —2)(u—3)b) x

x39x
X

x8dx

x8dx

—

k@
® P
E

-

-

x@
cF;
|

<

\\

e
!

x7 a_xB a’x® a®x atf Ox
775 T3 T b i) X

x®* 2ax® 3ax a’x 7_&3 _2)}_

52 3p° T pe Tepx T 2hi) X

x® _.‘_3_52:_13a"x 31};_ 35a% [ dx

3P T B T 8hX T axe F g ) X

.4 x I a® 19 a? &a} __?)éa_ dx

b T rhext Taax® Fiex ] T 16 ) X
i( a® __25::12 163a 93 + 35 ax

b L8X T 48%° T+ 192X ~ 128X ] T 126807 ) X
1’“ a®> 31at +263a_ 121 ]+ 8x
b*L10X* ™ 80X* 7 480X 384X2 256aX 256ab*

Xf e _37a" 12a 877 7 7 ]
L T 120%5 T+ 320X T 1020X° " 1536aX: T 10242°X

7 ax
+ 10042 | X

432 . 107a 127 1 5
F[a4x7" 768X + 336 806 X%+ 768a% T 3072a°X>

+ 5 ] 5 dx
20482°X 1 1 204820 | X

Integrale rationaler Functionen.

Tafel XIX,
X = a-bx2

x1°9x x8dx x8dx
Il.+1 X+ 3 X/H“ :*
fxwg)x _ i[__ at 4 Bu+Da® Q4 —18u 4
X+ bl 2uXt " 2u(u—nX"" Bu(u—1) (= )X
(B2~ 844’ +64u+15)a 16u°— 881 +1641"—62u+105 ]
2ule—1)( — D@ — X Puu—1) (6 — 2) (1 = 3)(ir — )X

945 dx
plu— D=2 —3) (e —Hb; J x—1 ©

x93 x _x_9 ax’  a¥x® a%x® a'x a® [ 9x
X T 7t E T3 T ) X
x1'dx _i 2ax® a®x® d4a%x a‘x Oat [ dx

J X T T TR T E. X o) X
x“’i’)x'_x_" _ai“ 6a’x x I a* 17a® 63a% ['dx
X T T Trlie sx s ) x -
x93 x _x _@_1 i 25a®  55a? 105a® ["dx
X T3 T rle T ux x| X
x03dx =£_£ at Maﬁ’_'_i()fm'z 325a 315a [ dx
Xt b® 8X* T 16X* T 64X T 128X 12805 ) X

X109 x ___1[_ w428 4712 1408 _ 103 63 [ ox
X¢ BLT10X T 80X* T 160X T 128X ~ 256Xt 25615 ) X -

f x1°dx X at 49a® 2532 1429a 401 21
X = LT % 0% T 320K T 1020%° T igsexe + 1024aX
21 ox
+ 1022.ab° f X -

x'09x _ 19a® 351a® 2441a 253 3
— = —-—+~———+———4—~—+~——
X b® 14X7 56X° 560X® ° 4480X*  1280X® T 1024aX?®

+ + ox
2048a* X] 2048a’b X

—
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Tafel XX.
X = a+bx%

Alligemeine Formeln zu Tafel XIV bis XIX.
Reductionsformeln‘

X% dx x2m—2€)x a xn—29x  x¥1 N am—1 [ x*—29x
X;H—l X/:.+1 2[,(le}' 21)‘[4 X* ‘
x2dx (X—a)""(’)x <

f X,u.»}—l f 1 = b™ v2=0 v (_a) XI.+1——m+V *

x*dx . X ezt B dx
f X‘,H.l = (— 1) Fy_() W + b_m X/L—m+1 *

Die Coéfficienten o @; .... @,y # ergeben sich aus folgenden Glei-
chungen: ‘
Ruag = 1 ;5 Qu—2a,—QRu—1a, = —m, ; Qu~tay—(2u—3)a, = m,;

Qu—2)a,—Qu—2v4+1)0, = (—1ym,, fir v =1, 2, 3,..... m—1;
5= 10 8. 5.7 cuvns m—1  (m—1),
o u(p—1)(p—=2) - (p=m1) fm

Diese Formel gilt nur, wenn x4 1>m. Die folgende gilt in allen
Fillen, wenn m und “ posmve ganze Zahlen, Null nicht ausgeschlossen,
bedeuten.

x2°9x N = (), eximge (=Drx g e, amt
f X/L+1 = ) (2m—,.,;¢—~v 1)b/1+v+1 b™ —,,:0 W—‘

(-—4)’“7:1"'—# ox
bm X

wo 2pey, = 1 und allgemein QRu—22)o,—QRu—2v+ Dy = (—1)m,,

fir v =10,1,2,---+ u—~1; oder auch
A=y
— IV (e — A —1 y—ami
QRu =)y = 2( )((Z—l)v—i) *—; und y = 0pq -(—1)'m,.

x2m+18‘x .
Anmerkung. Integrale von der Form /‘——— verwandeln sich durch Ein-

(a4 bx2y*
2™ 0z

setzung von z fir x? in } /. , und finden sich in dieser Form auf Tafellbis VL
(a 4 b2)*

Tafel XXI.

X = a4+ bx3,

fx’X"“ ,f X aj o
_ bx “iH , “ax
X"+1 a"”x a? i a' X a"+1 X

Die Coéfficienten 5, £ .... f,— und y ergeben sich aus den Glei-
chungen:

1
fo = 555 Q=25 —Qu—1)f, = 1; allgem. Qu—20)F—Qu—~2v+1)8,1=1,
‘ firv=1,2,3,.... u—1 und y = B, +1.

dx 1 b _%)L

9x L_ bx 3_1) Ox
X T Tax 22X 22) X

NN\
€
I
!
|
|
s
P

_-?)}‘_ 1 bx[ ] %)x

f x2Xe T T a Xt gax

[ox _ 1 ] PRI T (LY 13

*J oxe “‘a*x"’aT 60X T otax T 152X 1" 162 X
d _ 1 _bxr 1 5 41 187 7 315b f(ox
Xr T Tax T 8X‘+16aX"+64a‘X’+128&3X 12828 ] X -

19 71 103 437
+80axt T 160X T 12800 T 35600%

xﬂQS
>§N
[N
<
>$

dx 1 1 23 109 301 489
f X = "Eﬁi"?[mxﬁ”" 120a%  320a%¢ 6402 F 520 X2

41979 3003b (“ax
10242°X ]~ 102427 ) X °

49
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Tafel XXII.
X = a+bx%

dx 1 (,u+1)b PxGT A by [ox
f xxT T T 3a"+ix® + ax tF a’ E a’ X * a7 "*‘ x °

Die Coéfficienten ergeben sich aus den Gleichungen:
218, = 1 und allgemein Ru=20p —QRu—=2v+1p_4 = v+4-1, fir
V= 1, 2, 3; s ﬂ_is ;’ = ﬂ#—1+#+1'

8x _ 1 b B[ ox
X T T3axd tax o) x

dx 1 2b b*x  5b% [ ax

Fo < _',‘-ja"X'*_'_aTx_'-Ea:‘X_'—Ea—a X

dx 1 3b 1’_2"[1_ 11 7., 350 (“ox
*XT Tttt e it eax )t e | x

3x 1 4b  bixp 1 17 41 105b? ["dx
¥Xi < _W+E+F[W+24ax=+ 16ax ]t 16a"’/'T°
dx 1 5b  bix[ 1 23 259 515
'ﬁTx‘s = _W*'ﬁ*?[ﬁ“"m"' 192X T 12828X
1155b% (*9x
+ 12828 “x_
9x 1 b 443 827
j;?‘ﬁ = Tt [wx's SOaX‘ * 180X * 35103
1467 7, 3003b*
"aGa‘X 2a6a’f

dx 1 7b  bx 7 45 571
X T Tttt [12X6 MPYPY QYO Ry Py ¢

4775 7847 7 . 15015b°
MEERTTD RS TITd R 1024a3f X

\

e
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X ==

Tafel XXII1,
a - bx%

f x ,fz; $.C ,j;‘ Xt

ox _ 1 @+ Db (u4=2),b? bj”i"“ B,
x*xrH = 5 a’“’lx" + Fai a"Hx +

by [8x
- a,u.+3 X

Die Coifficienten ergeben sich

2ufo = 1, und allgemein (2 — 2)f, — (24 — 2v 1) fys

fﬁr'y_—_j, 2,3, 0.

a y=} av XF.—V

aus folgenden Gleichungen:

= (¥ + 2,

=135 7= 1+ @u+2),.

Jfox 1 b b b®[ dx
XX T The T T @) X

dx 14 ob gy :
X —5a’x5+3a3x3_a‘x—m—2?

b®x 7b dx
X

dx 1 b 6b? b’x 15 _631)3 dx
x“X3=_5a"’x5+H_Er_ 4X’ 8aX g8 J X

ox 1 4b 10b?
X = 5a‘x°+3a”x"_ “"[6X3 24aX’+16a*X

231b?
164" x

I

dx 1 5b 150"
X T Thre T3 T ax

1083 7 3003b*
+ Toga°x |~ 1o8a7

71

b3xr 1 31 443
2 18X 1 18axe F (o
Ox

X

KL T T 75
XX T Thatxe T e _“[10X" SOaX‘ 480a"X°

_571 3633
+ 138853 X T 256a°X

_ 9009Db?
2562° X
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Tafel XXIV,
a4 bx3
f X/L+1 = X/}. a X//.+1 *
_ 1 (pt+1)b (1 +2),b*  (u=+3)b®
X/L+1 - 7 aﬂ+1 7 5a/u—l 5 3a;4+d 3 a/l.+»1 X

G B s (‘ox
+~3T§) XA + a,u.—o—4 X

Die Coéfficienten finden sich aus folgenden Gleichungen:
2upB, = 1; und allgemein (2u—20)F3, —(Rp =2+ D1 = (¥+3),,
firv=1,2,3,---p0—1 5 7= Bu+ @+ 3)s.

ox 1 b b b [ox
X = T Tad Thae e Tax T ) X
ox 1, 2b o e bx obe(0x
'/z.caxz =—7a2x7+5a”x5—5‘—i§+ﬁ+2a"X+2a"
ax 1 . 3b _2b®  10b° lﬁc[ 1 ] oot ('ox
X = 7 Thae o T ax +rlix t&ax

ox 1 4b  10B? 201)3 béx [ 4109
X T T 7w T he  Bae T X ax T 6X* 243X2 162X

420b¢ [*9x

+ 16a” X
dx 1 -~ b 5bp*  35b°  bxp 1 13 ° 225
j;cBX” = _7a5x’+5a6x5_ﬁ+ a®x +?1"— 8X‘+16aX°+64a’X“

1955 7, 6435D* (*0x
+gaex T s | X
x 1 6b  7b?  56b° -liy_c_[ 1 49 1143
J;‘SXG = =T thae T T ek + 10X6_'-802:1X“_*-480511")(’z
1021 7543 7, 21879b *ox
+ 82X 2564 2560 ) X
4 - 7b  28b* 84b® bx[ 1 59 577
axv = —7a’x—7+5_a8x5—3a°x3 atlx '_[10)(6 1‘)03X5 3"Oa" T

10439 23879 52551 ] 138367D*
+ 10200 T 15362° X2 T 1024a°X )~ 10242 x

\@ |

Integrale rationaler Functionen.

Tafel XXV,
= a-bx%
f |0X,4+1 = xloX;,, a X X’“‘l .
0x - — (u+1)b (#+2)zb2+(#+3)ag (e +4)Db
X x++ 9a" “ X 72"% 5% 32T g

S
2 A axr )X

Die Coéfficienten ergeben sich aus folgenden Gleichungen:

1 :
B = o5 Allgemein (U —20)f, — (Qu—22+1)f1 = (v+4), , fir
=1,2,3 - pu—1 ;5 7=PF1+@+4,.

ax - 1 b b? b3 b* Db® ("Ox
x1¢X 9ax‘3+»7a"x7“5131'“‘1("_*-Sa‘x“_g’;c_'gxE X -

ox = — 1 |+ 2b‘— 3b2 + 4‘b3 5b4 bBX 11b5 8X
x1ox3 9a’x® * 7a’x?  5a'x% " 3a’x® ax 2a°X 2a° | X

ox 4 . 8b _ 6b®  0B°_45b* bxp 4 23
x10X3 g T 72 e T3 T ax @b 21Xt gax
_1431)5 dx
8a’ X
O _ 4 4b 2B  20b® 35b* bix
J;"’X“_ 9a‘x°+7:31”1:”_'5“:(—"'+3a7 —ax—_[GX" 24aXz

155 ] 715 (*Bx
T 6]~ 16a‘:f ‘ A
9x 1 5b _ 3b*  35b° 70b¢ b5 1
__ 4 5p 47
J;{wxs g ¥ 7 i 3% a%x gxi 48aX?®

955 3195 7 12155b° [*9x
+ 102X T 8% " o800 | X

dx 1 6b 21b*  56b% 126b*
e o - — — e ——— 6b_ —_— - — —mm
j:lwy 0a%° © 7a'x’  batxs 3a°%3 " a'%x  a + 8O5a9X‘

1613 4973 13033 7 _46189b° (“ox
480a°X° 7 3842°X? T 256a* X1 " 256a0 ) X




Erste Abtheilung.

Tafel XXVI.

X =a-+bx

Ll

Allgemeine Formeln zu Tafel XXI bis XXV,

Reductionsformel: f e f Tmxh T a zm_gx,m .

ax T (= y(utw) b (—=D)mbmx 5t 4,
p. = “ o+ m+- v yp—v
J;dm X/1.+1 20(2111 - 22}_ 1) a/l.+v+1xlm—2v 1 a 1 ygo a X/

(=Drbry ("0x
+ e | x

Bo = 21_# ;5 Cu=208—Cu—=2 1)y = (M4+v—=1),,

fir v =1,2,3,- - u~1 ; y=Pfa+Mm+p—1),.

Unabhéngig von den vorhergehenden Coefﬁcxenten wird 3, ausgedruckt
durch die Formel:

A=y — _ly_
O s

=0 (= 2A)yr

B

Anmerkung. Die Formel fm verwandelt. sich fir x? = z in

i~/r;.m+1(a +l)z)"'
und findet sich in dieser Form auf Tafel VII bis XIII.

—
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Tafel XXVII,

X == a4 bx3,

a und b posiliv oder negativ, ]3/1% = k.

8x= x +3y—1 ox
Xt 3uaXx* T 3pa J x*

dx x <t (u—=1), (=3, (3x
—_—_— i — + | r" .
f X,u+1 3a ygo u, (u _ ‘V) av Xt a/z X

dx

b

M

»

M¢Q9

—

x
X'7

<

=
s
!

o - -1
Anmerkung. Die folgenden Tafeln fﬁr/xm Ox
. X

m=2,5,8

@+b xV3
3a[2 ‘)kx+k’+V3 -Are. Tang‘2k ]

- X _2_ 9x
Baxt3a ) x°

X[ 1 5 5 [ax
al 5%+ imax ]+ 973]. -
i, 4 RS
al 9X* ™ 27aX? 81a“ 81a

[ o + + 110

nx+ 108aX3 81 a’X’ 243a X 243at

xr 1 7 L7 L. 154 154 ,..308
al 15X T pgax 810a’X* T 1215a°X® T 729aX } T 720 a° X'

z_c[ L A7 19 1309 1309
al18X° ™ 270aX® 1620a’X" 145802°X° * 1093507

41309 2618
6561a°X |+ 6561a° _X“

sind nach den Werthen von m,

w1 -

Gm=—f,—4; m=_3, 5

mit Ausschluss der durch 3 theilbaren m, abgetheilt und geordnet, nimlich: m = 1,4,7; l
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Tafel XXVIHI.

X = a+bx®

f X" b ,u.+1 ¢
~+
3b‘uX”' 3‘ub f X*

x3dx

X e
x®dx
X/L+1 =

w
Q
i

X

I

oM

—

[~}
Q P4
™

X

o]
1]

Q9

M

==

et
o ¥
4

\
s
"

Il

-
A5 A

2 (ox
+759ab | X °

a ox

b X

X ox

3bx+ X

xJ 1 1 1 dx

b Loz~ tsax] + s fT

3:(_;1__ 1 5 . 5 dx

bloX®™ 54aX* 162a’X1” 812 J X °

xI 1 1 1 _ 5 + 10 _82{_
bl12X° T 108aX® 8latX® 243a°X1 " 243a°b J X °
xFp4 4 o111
bL15X5 ™ 180aX* ™ 1620a’X® ™ 12152°X%  720a‘

x 1 7 77 77
ThLI8XE T 270axs 16202’ X¢  145802°X°  10935a°X°
__ 77, 154 j‘ax

6561a°X1™ 6561a%b J X °

1 17 a7 187
bl 21X 378aX° T 5670a°X®  4860a°X*  43740a°X°
187 187 374 [‘¥x

~ 328050 X%  19683a°Xx |+ 196832 | X °

Integrale rationaler Functionen.
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Tafel XXIX.
= a-+bx3
x89x 38x a x3dx
X}H'l b X#-f-l .
fxﬁi’jx _axf_ 1 3p+1 ]+ 4 ax
xr+t b*L3uXx"  3*u(e —1aXt'd " 3w — b2 f X1 °

* 3805 x?

_ X _ax
~ 4b” b?

x ax
MED &

[f;xz
1

=5 Lox—

a® [ 3x
)X

4a 6x
3b*
8x
8aX] Jb*
5

dx
7t 81 a’_X] "‘81ab3f X -

- i low-

1 0x
T s ox]+ "43a’bf——'

4 1 4
[15 PONFET Ol 4054°%° +t e T 79 a‘X]

8 3
729a"b" X

X

_ax[_1 9 . 1 29
b L18xF ~ 270aX T 810K Y 730028 T 0935013
L2 7, 4 [ox
65612°X 1+ 6561407 ) X
=_[~# nu 2 1, n
p* 124X T 189ax* T 28354%° T 12159° X T 1003500 X°
4

88 ox
+ 19683a6x‘]+19683a°bjf ok

5
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Tafel XXX.
X = a+bx%

_a und b posiliv oder negaliv, 1;; = k.
xdx _  x* 4 Ju—2 [ xdx
X1 3uaXt T Bua ) x*
X0X g”i’“‘ (=3 (=P, [x0x
X,u.+l 3av=o o (u - ?/)av b Gand a’ X

1 (x+k)?
5 ng—,_kx+k, -V 3 Are. Tang - ]

xdx x? 1 xdx
XX “ 3aX13) X °
(1, 27, 2 [x0x
_6X’ 9aX 9a% X °
-1 ]+ x8x
Lox + 54aX’ + 81a‘ 81a° .

1 5 xdx
ox Yraxe t 324a’X‘ + 313 a“X] + o f :

1 + 13 + 13 +
| 15X° © 180aX* © 162a°X° 97)aJX’+70934x]

91 fxdx
+702 ) X

! 8 26 52 182

18X+ 1352% F dsaxs T 7200°K T 2187 2° X2

+ 728 '_'*_ 728 xdx
6561a°X 6561a°) X °

xr_1 19 152 494 988

x;
Mlcs
"
Il
|
g=
=3
|

xdx

>

=

xX9x

»
o]
™
s:[”., m]“., QI”., :o]N_‘

H
b
Ii

2
x

B
o

T
>slg9
i

W LEX T 378 T 35K T B X | 153004 X

+ 494 1976 1976 xdx
65612°X* + 19¢832°X 1+ 19683a’) X °

Tafel XXXI.

X = a+4-bx%

xdx xd
h.Gal X/f- b /t+1

xtox +-2 xdx
xt T 3‘ubX'”' SyIJ Xe

x*0x
X

xd

o)
]

==

P

o Mo
= x

xﬂ
| @0
=

kh

x*dx

—

x’l

=X _a xdx
2b b X -

_ x3 +_2_ xOx
3bX " 3b X °

x? :xf)x
- b GX‘ JaX Qab )

xrae. 1 x] xJx
T b L9X T 27X T 81at +81a’b X

_ ;g 1 1 7 x8x
b L12X* " 54aX " 324a°X° "43aJX 243a’“‘b X

X*r4 1 1 7 14
b L15X*  90aX* 81a’X® 486a°X%  720a°X

14 xdx
+ 739 a‘J -

< 1 13 13 9
b 118X 135aX* " 16202°X* ™ 14582°X° ~ 87484 X°

] x0x
6561a"'X +6501a5b .k

65

_x 1t 16 52 104
) 21X" 189axe 28352°X° 85052°X°  15300a°X°

Vi
52 208 208 [ x9x
612X 19683a°X ] * 196830 ] X
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Tafel XXXII.

X = a+bx%

x"dx
XU.+1

\

x"dx _x'0x a x'3x
X/L+1 =5 X/l. b X/l.+1

_ ax2 3pu+2 ]+ 10 xO0x
~ L3, X“ T u(u—Dax T Ful—Db; ) X+

x79x

—

x'9x

x’dx

w4
]

— =

x'dx

e

S5

=
>l o
»

x"dx

—

_x5 ax? a? [ x3x
=m amtp) X -

_ X o' 5a [xdx
=aptapEx "3 )X

_ax*rF1 4. 5 fxdx
=prlexgaxlt 9p7) X

ax*f 1 11 5 ] 5 xdx
= plox " 50ax T s1axd T 81ab"f' X
ax? 1 7 5

ax’I 1 17 1 ]
= 5% 180ax* T 162K T 97"a“X’+ 729a X

7 xdx
+ 70 | X

ax? 2 1 5, 3
[1sx° — 57 T 332a7X8 T 14582°K° © 8748a°X?

+ 35 + 35 xdx
- 65612°X 6561a'b*] X °

1 13 65

Il

ax’
[21 X 378axs+ s7 X T 5e0daXt T 30618a°X°

. 65 65 xdx
26244a°X" "+ o683 x ] 1968307 ) X °

]+ xX0x
| X " 5dex T 33102 T 243a°X 2437 | X °

Tafel XXXIIL.

X = a-+bx®

_8x 1 ox b (x8x
X‘ZX/H-], - a_ X'ZX/L _; x,u.+1 *
ox _ 1 _b._x’ﬁ"i B, by [xdx
x'l X/L+1. a/L+1x a? i X ap.+1 X °

Die Coéfficienten ergeben sich aus den Gleichungen:

1 .
Lo = 3_#; und allgemein: 3(u —2)f3, —[3(u—2)+115~1 = 1,
firv=1,2,3,:.-+-+" pe—1 ; 7={9/L—1"f-1-

Do
4] %
[

_4_bfxox
ax a X
1 bx? _Q x8x
a’x 3a’X 3a°) X

Q
"

Al

Nﬂ
e

x8x

Qo
»
)
o
I
)

b
6X’ 9aX]

-1 8 59 7 140b [*x9x
L9X3+27aX’+81a°X “81aJ X

Ead
-
4
>
-3
%
»
-~
™

"l o
IR ™
[

]
|
=
o]
=
”"”.:

Bx __ 4 _beri 1 131 212 455b xax

XXS T T ax & L12X T 54ax0 V32427 X T 243a°X 1 24320

ox 1 bxf 1 7 23 121 797
ﬂ*xs == 2l T mx T e T ausex v ek

1456b [ xdx
T 720 ) X °
17 89 259 1271

= "aTx" "[18X° * 352X T skt T 200X T 2187 %0
47271 7 _13832b f’i’x_

6561a°X1 656127 J X
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I Tafel XXXIV.
X = a+4+bx?

,[;: Xt T af °X* afx X"“

dx _ 1 +(,u+1)b
XX T gy

Die Coéfficienten ergeben sich aus den Gleichungen:

und’ al]gemeih: 3(u—v)f —
1,2, 3, o =1

1
ﬂo=§‘;§

fir v = v = Bat+put+1.

LIRS sy frox
ap.+’1x a3 e a’ X//.——v aﬂ.+2 X

Bu—»+1181=v+41,

b 9_ xdx
X x‘+ + X °

f X =
9b  bix*  7b* [xOx
5X’— i x‘+ 3asx+3? X
3b  b2x® 1 8 ]_'__35b2 xdx
F'X" = 4ax‘+?—f+_5([6X’+ 9aX 9at X
b’x’ a3 _"_4551)* *dx
x”X‘ = a‘x‘ [9X° 54&:1)(1 81a2X1" 81a® J X °
5b  bex 17_, 281 . 605
*"X" = 4a5x‘ ax T [1‘)X4 542X 324a7X7 © 2432°X
1820b? xax :
+ 513 y
6b b 1 3 o7 1327
f A [ 5%+ 15005 + 12w + G720
2542 6916b? [ xdx
720ax]t 72007 ) X ¢
7b b 26 743 1301
"X’ Ty x‘+ax [18X“+135aX5+1620a’X,‘ 14582°%°
L 17027 _:g)_iim_ . 76076b* (XBx
8748 X3 + gr61a°X ) T 65612° ) X

Integrale rationaler Functionen.
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Tafel XXXV.

f - = ! 2 yz—ﬂ-] ﬂv b}’ o
Tl = - — iy
X XL+ 23’“4 xz a‘z ~ avx/l. v a/4+1 X

Die Coéfficienten ergeben sich aus den Gleichungen:

und allgemein: 3(u — v)p, —

ﬁr'l’:i, 2’ 3’ ..... ‘u_{]_ H

PR )
=g ~Bl—)+25 =1,

7= 2/9/4—1 +1.

Cfex __ 1 bxpa 1]
‘ x3X3 2a8x2  a® [6X2 18a

lji)x

[

dx 1 bxp 1 17 139 22()1:[2))(

j;m~-
)

¢ 2a'x*” a? | 9X* " 51aX® T 162a°X) Slat ] X
|
? 9x _ 1 bxy 1 23 73 527
J;*X““ 2a°x’-’aT[12X*+108ax3+162a’X2 486a’X]
__770b Ox
24328 ] X
Cfox 1 px 29 499 1403
| Lsx*‘» = ‘2a6x=‘¥[15xs+ 180aX* T 16202 X ¥ o300 X

+ 1889 7 _2618b { dx
1458a* 720a° ) X °

7 19 290

ox 1 [ T 19 3049
2a7x3 18 X¢ 54aX” 81a2X* 729a°X’ 4374a°X?

19619
§122a X

26180b
~6561a”
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Tafel XXXV

= a+bx3.

b ox
X/4.+1 X - a x3 X/L+l *

ox
X

Die Coéfficienten ergeben sich aus den Gleichungen:

~

1 (u+1b  bx G B b*y [ Ox
TGS YA o ygo a X+’ Tt )X

Bo = -3—{;—‘ ; und allgemein: 3(uw —)3 —[B(e—»)+213-1 = v+1,

fﬁl”V=1, 2, 3,";"’4'_1 ; ;’=2ﬂ#—1+‘u'+1'

1 b b? [ dx
“Fax Towxot@f X ¢

1 b b2x 8b’ ?)x
e t e T 38X T 38 '

o
P >
I

1 3b @_[,L 17 44b [*ox
“ et et @ lex T Rax]l™ 07 ) X

616b* ["ox
RETTS f X"

ax’
XX =

48257 74501 120428b? [ 9x
21870a°% * 13100aX ]+ 63612° ) X °

1 2b  bix[ 1 13 146
Faxt T ot _[W+27aX“+81a’X_
1 5b bx[ 1 35 151 140
=~"%vc 2 T ”:F[mx* +108a T 1620 X0 +486a§X
+ 2618b':f'_8_x_ ‘
243a° X
1 3b 1 256 1834
T hax t iy a_"’[15X° RPTTY CRAPTILPO Gl 1215§3x’
4 3049 7, 104721)?]‘6;: _
720a'X 7298 X
1 b b 53 194 3754
~ Baix T T [18X6 +570a% T 4050°K° T 36452°K°

.Tafel XXXVII.
X = a4 bx*.
dx k x* + kxV/2 +k’ kxV3
= —1 lo 1 ~ .
f X 4aV2[ 8 2 Vs —~+2Arc. I‘angk2 2] aund b gleiche
Zexchen,
x?dx k® x? — kxV2 +k? kxV3 k - -l/a
= Taral® = 2Are.T ]
.fx 4aV2[ gx’ +kXV2+k’+ re.Tang5—

dx
X
x*dx

f X = [l

4a[1 x+l§+~Arc Tang ] aund b unglelche Zeichen;

k—V_;_l)

—RArec. Tangk]

S
X gpax®

4p—1 [ Ox
dua J x+

x29x x3
X1 fuaX*

+4u—3 x*dx
4pa X~
dx “"‘“ (=1, 1 [ Cox
T —n 2 fOxX
,ﬁ("” 4ay—o e — V)a”X"—”_,-(‘u e a’JX

x0x _ x° ‘ﬁ‘"_(u
/ X/H-l 4ay=0 .uv(,u

o) (=
+
—ma’ X

x*dx
4).“- ]l. T *

v 5¢
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Tafel XXXVIIL | Tafel XXXIX,
X = a4 bxt.
- X = a+4bx*
Allgemeine Formeln fiir f ¢ und f X 8" s. Taf. XXXVIL T N T
) x'dx _1 f(ox a(3x
e ! x*+1 T b ) x*  bfxeTC
3x |
—X— (s T. XXXVIL) ; x0x 1 g)x
) : x,u.+1 - be" +

3 ax '
4aX dal X . T s T
dx 4
- X + ] x'0x x alf’d
[SX‘ 2 X] 2 ff = 2_8fox
322X 3247 X f X b llfx

\\\

- [ o M7 77 [ ox .
al12X? 7 96aX* T 384a’X + ) X fosz =X 1 fox
— [ + 5 + 55 + 383 ] 4155 S axTa) X
16X ™ 642X T 512aX®  2048a2Xd T 2048a¢ : | xdx  x[ 1 1 3 [‘ox
_xr.1 19 19 209 1463 ' i X# _-5[§F—(2ax]+32ah X -
f = [QOX“+320aX‘+256a2X3+2048a3X’+8192a‘X ' x9x X[ 1 1 7 7 (a8
4389 ax S =t X
MJT f )C b[lzX"’ 96ax> 384a’X]+128a"1')f. X -
L'f — (s. T. XXXVIL) x“‘aic - fx’%x x*dx x3 3 ['x*dx
X X" X T T gxt T hab ) Tx

X , j
x*dx _ x3 1 x2dx
X T 1ax Y] x
X_% 1 5 5 x*dx
f [8X’+‘2aX]+ zaJ X : fx“%)x x? afx’%)x
b

x*dx _ x°r 1 x*9x X “ 3 b X
f Talix?t 32aX"‘ * 128a2x] 128a3 —x ’ 0% X8 3 10X
ax_ _xr 4 13 39 195 195 [x%x f = o) x
x _x® Xt X
f X T 2 LI6X T 102aXE T 5120°%7 T 3018a3% 2()-18aJ. X . - *
L i 17 221 663 663 - L. [ Xox
f X =2 L0 F 520aX F3R0aaw + 10208 % F lona X X Tl aX]+ 32ab

663] x*9x x*9x x2r 1 1 X2
———— _‘ ——————— — T — ____8x
Tawzw ) X f X7 5 QbR e 128a’bj '

__ —
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Tafel XL.

X =a+bX’.

x8dx
X/L+1

dp +1

‘3x a x'dx __ ax 1
X;/.+1 b" 4‘uX/4

4"#(#— b2 X““

T P —1ax"

sl

f x*9x

x8dx

Xa

fx‘%)x
Xl

S
fx"?)x

_ g ax ?: dx
I 5 A S
X ax ___5_a_ ox

=X T ) X

ax 1 9 5 ax
F[W‘azax]"'szbjfx .

B?[izxa

13 dx
96aX"‘+384a2X] 1"8ab X

x19x
X,u.+1

du+3

“8x a x%0x axs 1
X"“ 4,4x"

x*9x

4’#(# nHb2 ) x+1 -

TP (u— X

]

X ax? gﬁ x*dx
73 TR X

_ x3 ax® Ta x?dx
st X T ) X

21 [*x*ox
[8x= 32aX BTN A

—

_31[1 5 . T ]+ 7 __[x0x
b* L12X° T 32aX 7 128a°X 1" 428ab} X

X = a+bx‘.

- Tafel XLI.

‘f X,u.+1

_ 1 [ ox xdx
a x" X/4+l

']; Xp.+1 =

- 12(_”22”—1 , by [x0x
a’H—ix a? ) D Gand a/i+1 X .

Bo = 1 ; und allgemein 4(u—1)3, = [4(p—2) + 118141,

dp

fir v =1, 2, 3,

Cen—=1 ;3 7= fa+1.

ox __ 1  bx* 5b
XX akx T 4aiX T el x

ax 1 b
X X3 =

x2dx

x"[ 45b [("x?Ox
8X2 3"aX T 32a° X

9x _L bx® 7 67 195b {*x*8x
XX T atx [1’X“+32aX’+198a"X ~18a ) X

f -+l

- 3fife

dx
x* xr+ =

bx v=p—1 v b}/
- 3 a/:.+1 XS a‘l ZO X/l.—v - a/t+1 X

Bo = —4% ; allgemein: 4(p—)B, = [4(u— )+ 318141,
fﬁr'v = 1, 2’ 3, ""[lr‘—'l H =3ﬂ/4—1+1'
dx __ 1 b [ dx
x*X ~ " 3ax* a) X °
bx 7b ox

dx 1
J;«Xz = —3azxa—
dx 1

XX T T3

ox 1
FxiX+ = 3a'xe—

4a’X” 4at)] X

b_x[_1_+ 15 77b [ Ox
a’l8X* 7 322X 1" 32a3) X

b_x[ 1 . 23 257 385bh (*9x
| 12X T 96axd T 382a°X 1 1280 ) X
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Tafel XLIIL.
= a4 bx*

=1  (e+1b
X/L+l Xu x X];,+ - /I.+1 x5 W

)
b?x3 ot _ B by x2 0x
S T a{/.+2 X

By = i ; allgemein K=, = (A=) + 118 4w +1,

as

X A=y

firyv=1,2,3,----u—=1 3 y=fa+u+1.
ax 1 b b [x0x
X = Thax® a’x—'-a2 X
0x 1 2b  bx*  0b? (x?0x
X2 - hax Tax Tiex 4a° X
1 3b l_)’_x“[L 21 7. 117D [*x?ax
- _5a3x5+ ax T P 8X’+32aX + 32at X

9x _ _ 4 4b ba'r 4 11 151
X~ Thax Tax T @ [L‘ZX3 32aX? " 128a?X
_*_66‘3112 "8x
128a
1 (u+1)b
Xp.+1 x X[l. a X X]l.+]. = _7 a/;+1x’1 -+ 3a/l.+2x8
brzxv—ﬂ.—l v J/ EX_
aa g Xu—/ + a/4+2 X *
B = 1 allgemein 4(u— )3, = [4(u =)+ 3131 +v-+1,
firv=1, 2, 3, w—=1 ; = 3 a+u+1.
dx __ 1 b b? ("Ox
XX T T 7ax T3ae T e) X
dx 1 2b b2x 11b? (" dx
X Trex T3 T iax i ) X
dx _ 1 b Eig(_[ 1 23 165b2 " dx
X T T ot @ st goax) e ) X
ox 1 4b b"x[ 35 533 7 104502 (D
O Ol 7a‘x"+3a5x3 12X+ ggaxe T 381X | T 1280 ) X

Integrale rationaler Functionen.

Tafel XLIII.

X = a4 bx&,

a und b positiv oder negativ;

k =ng'

xSin 7

%log x’—2kaos%+k‘) =P, ; Arc.Tang—5-— = Q,;
k—xCos%
. xSin‘z'1
—log x® 4 "kaos 5 T ke P, ; Arc.Tang———‘r)—Q— = Q.
k+xCos~55‘

dx
X

2k1
=5 [‘2 log (x+k) — P,Cos g +P, Cos 2—” + Q, Sin ’—‘+ 0,Sin %”]
x90x
=
x20x _
==
f x3°3x _
= =

A 1

5| —3loac+h—P, Cos 2% 4.P,Cos ™ 2 +QuSin2%— 0,Sin z]-
2k°1 2n 7 . 2 .

" _élog(x+k)+PoCos ?—PlCosg + 005111-5— - leln%] .
ok 1 2 .

= |3 loetc+1 +P‘,Cos7~5v—P;Cos-5£+QoSin7—;+Q.Sm25—n].

Allgemeine Reductionsformel.

Es sei r eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, so ist:

x19x
Xp.+l

x—13x
X/l.+i

= X Se—r fTxiox
T buaX*  SwaJ T xr

- _i (A“*—%),, (f“ 5) x'—18x
5am (u—npox— "

X' y=p—1
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Tafel XLIV.

Erste Abtheilung.

X = a4 bx®.

X

"o
fAR ]

- 5uaX”

1f{ dx x9x x3
. = i
v X/J. X p+l 5# a X

2 [ xdx
X+

@ bl
]

»

x 4 [ox
5aX = Da

x0x _ X
Xt T mxt

]

i

3 x9x

~
ax

= [mx' 50aX] +55e f X3x =’L’[L_,__9_

X3 a 1.10X* " 25aX

\
ki
[

X 1
a [20X‘ +300ax® T 15002’ X

X< [15X‘~""75ax'2 120a*x] 4. 12 fxdx
84 .25a’
+_..__ —_—
1250, x0x __[ 413
19 133 X+ 15X3 150aX?

] x8x
399 fax 375 a‘X 1 :
4 X .

—3 (‘x*dx *x*0x _ x*
e X X1 puax®

‘iﬁ

+ 399
: 2500a°X 625 a
X*dx x3
X+ 5an"
x*0x _J_i"_ + 2
= 5aX " 5a

x*dx

Xl"

2 (xox +5§27
X a3

x29x x3r 1 7
X a_[10X’+ 50aX] xox _ xt xs8x
7 X x2 - 5aX 5a ‘
k2 pl~anry .
2 252 x0x _ x* [ 1 3
O J SO T =2 lnw*mxl
X a 115X 25aX? " 125a%X . 3 3x
28 -+ ——,f
- i) X 2
X*9x  x 17 17 x®x _ x'r 1 1 -
f X = ?{[20X*+300axs + 500K X‘ [15X3+mﬁ
119 119 x2dx °8x
50X T ) X 125a‘X 125

Integrale rationaler Functionen.
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v —

X = a+ bx&

xTHax
(l' = 1, 2, 3’ 4-) f X’L+1

x+Hdx
X/L+l

Tafel XLV.
xr—l 8X a x—19dx
X[J.+1 *
5 x10x
~saw B

58x _x_ %)X
~b
= 5bX 5b f

2 Ox
+ 25ab) X
1

‘F 15X 150 aXx?

f"%x

x%9x
f = — 3 [0 +s0ax ]
f”%)x

|+ ) X
200a"X 123a’b X’

_xrt 1.
= T LB 75X

[}
12/

?_a [ xdx
) x
__ X 2 [x0x
S = "X tm) X

- i’,[_i__ 1
= 75 L10X* ™ 250X

3 x9x
+*asa] X

8 - 8 X9x
—375a’X]+125a’J X

vox _x_a x0x_
=3 b X

x"8x _ _xj__'___3__ x29x
—xz  — T 5bX " 5b X

3 x29x
+o5ab ] T X

X"i)x 1 1

b _[.;)X" ~ 50aX?

x79x x*r 1 3
f X =—F[10X’_50ax]

x2dx
'm]*rzm‘ X

x? ?)x

4b b )

_ x* 4 x29x
=—mx s X -

2
= Tb L10X* ™ 258X

2 x39x
F35ab) X

Xr1 2 |
~b LI5XE T 75aX0

4 3i’)x
_125a’X]+1 25 I

e
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Tafel XLVI.

= a-+bx®,

r+9
(r=1,2,34) f" I
X+99x

X[J.+1

x'+4 0x a f["x+yx
l_)_ X/H-l* ¢
ﬂ’(' S5u+rt ]

wv 5% — 1)aX’"!

+ G +r1)r x—19x
S'u(u—1)b* ] xe-1°

x1°dx _ x* ax
X

[1()X2 50 aX
%)

X
25b"
x1°9x __ax 1 8
X* T P LIX T 75axE

ox
125a=x]+1 oabe '

x"dx _ ax
Xz 5b‘X .)h X'

x"ox  x”  ax®  a? f%dx
f X =7—b—2F+—3fT-

x''dx x*  ax* 7a [xdx
f X T ot EpX T _f '
fx“@x ax?

b O [1OX’ "5aX]

xdx
+ °5b* X

x"ﬁ)x [
15X° f15OaX2

xdx
+ 375a’X] + 125ab3f X

x129x x% ax® a? [ x%dx.
X = zs‘t?'?‘,b_""ijfx
x!?9x x3 ax®
X T 30 TEpX
8a [x'dx
| A
x"Bx axa
[10X’ 50aX
x?dx
+".;)bf—x_°
x"%)x 3
= [15X3 g

x20x
I +125a*x]+125ab j X

x139x x®  ax* a? [x®*3dx
f =§5‘rm+173f‘r-
fx”@x x4 axt
= T ErX
_9a [x0x
5p?) X
x'*9x axt 1 7
fx “B’—[lT)g’*"EsTX]
18 [ x®dx
+z5—b;]T-

X”Sx _ ax‘ _ 19
- 15X3 150aX®

x39x
+

125 a‘X ] + 125ab’ X

Integrale rationaler Functionen.
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| |

X = a+ bx%.

Tafel XLVIL

x—19x
(l‘ == 1, 2, 3, 4') f‘,_rxud_l = ‘fxﬁ rxp. a‘/[ X/“"l .

ax
xﬁ—r X/l.+1 . =

Bo =

by [x-19x
)T

bxrv-'l.—l ﬂy
( B— r)ap. -+l S—r ‘l =l X/L—v
1
e S5(p=—v)f = [6(p—v)+5—1l18 141,

fir v = 1, 2, 3,--"#—1 3 7 =0-0F1+1.

x 1 8 ox
x’X"’—_ﬁ_E’—[10X’+25aX] '[;ch“ ==
33b { x*dx 17
T ) X +oOaX

1 b [x*dx Ox 1

ax a X ° X T T2ax

1 bx* s&’)x ox 1
a"x-_5a’X—_5=:\2 X W——W_

a ) X

____bX‘[ 13 ax
a‘x 15X3 7)alX2 X "ax

il_‘)_b_ x20x
~Oaa X :

[43X3

51 1_176b [x°2x . 9 L 113 363b [ x*0x
1252°X 1~ 125a°) X ° 50aX® ' 500a*X 1" 250a° ) X °

_lyi 7b [x*dx
58X 5a*) X °

bx3
2a® x2 [10X2

™[ o
bl ¥
I

e
”

b ["0x

_1 b (xdx
3ax*" aJ X ° 4ax‘

4xz=

Taf X
bx  9b {“dx

_ 1 _ bx? _ 8_b x%)x
3a%® 52X 52 X x”X2 4a’
2

G ==

7 w7

'Y, Chnl
o
75aX’

xOx
2oaX] 2oaJ

bx
3a X [10X’
187 312b [ xdx 29
375a2X 1" 1254 + 502X

1 bx[ 1
3ax®*  a? | 10X® "X*

T 52X 5at] X -

bx
4a“x‘ [1ox2

+19

63b _{
wﬁ o252 ) X

bx 1

+ 137 137 399 b 8x
250a°X 1 ™ 125a° :
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Tafel XLVIIL
' X = a4 bx8

1. a und b gleiche Zeichen; k = Vi .
: x2 +kx1/3+k’ 1

f [41/3 —kxV/34
f [ 6 x+ka3+k" 1
4V3 x—kx)/3. +1\2

x*dx E 1 x2+ kx4 k? 11 x+k
X = 2a 8x kx+k2+3 k™ f

fir z = x*, s. T. XIV ;

sE)x 70z
a+4bz3’

1

it+g Arc.Tang ———; k’ +3 Arc. Tangk]

1
Arc Tang - k’ 23 Arc,Tang k]

2. a und b ungleiche Zeichen; k = l/-;% .

ox. [ x+kx+k2 11 x+k+
X~ = 2al6 B r—kx+ki T3 8 x—k V3

Arc. Tang o k/3 ]
Vﬁ_] :

—=Arc.Tang i

x0x 1 oz x%)x
fx =‘—)4f;+b3’ fir z = x,sTXXVIIf J:l+bz”

fir z = x*, s. T. XXX.

x—19x X fu—r [(x1Ox _
X/J.+1 - 6u aXx* 6ua X"
?< (1“ ()) L [ X1 2)x

X" et ( - %) v

6a = (w—r)u X

(r =1 oder r = 5.)

Ox x ox x'dx _
X T Gax 6a T' X
Ox _' x9x
X T [19x= 72aX X
Ox -
+72a X
Ox _ 17 x'Ox
X5 T ’[@@ 216aX’ Xt
187 935
1296a’X] 129633 ) + 1206

x5 1 [Xx*dx
GaX T 6a) X
x*r 1
[1°X’+7’ax]
7 x4dx
+750i) X

13
—[wxa + 316X

x‘0x
o d e f ’

o s

Integrale rationaler Functionen.
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Tafel XLIX.

X =a+bxn

Aligemeine Formeln zu den vorigen Tafeln.
r eine positive ganze Zahl, kleiner als n.

Reductionsformeln:
"““i’)x a X1 Q%
Xp.+1 ¢

X" 9x
p.+1
fh XJ.+1 aj; m Xa a

f x19x L e *xm—19x
X4+1 n © a X/A n I a X!L ‘

m—n X/l.+1

Reduction fir p-1>m.

xma+r—19 ¢ n am1xr y=m—1 ﬂv y x—19x
f X/J.+l (_1) b yzo av X/L—V + F F———m— ’

Wo fo = % , M(u—12)f, = [(p41—v)—=F1Fpt+(—1)'m,
( —_—l)v—l
= 2(—1))‘ (i — l) M,
Ho

firyv=1,2,3,----m—1 ; 7=

xmo+r—1 9 x y=m—p—1 (_l)v(‘u -+ ,,)V v x(m—p—Dy+r
X,u+1 = 20 [(m - U~ 1) v+4r] v+l

(___1)m am—1xr y=p~1 ﬂv

(=Dra~ry ["x—19x
m v e 4 + m ¢
b ,20 a’ X" b X
1

WO B = o’ n(u—vpF = n+1—v)=0f-1+=1ym,

-+

T
=§u(—-l)‘(y—;—l),_zm fir y = 1,2 «++ p—m1;:
=0 (@ — Ay b , g ,
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Tafel XLIX. Fortsetzung.
X =a+bx"

7 = (0=71)81 4 (— 1)'m,, oder auch, wenn p+1>m ,

]f‘(m+:;) I’(u+1—m—:—;) 1

ey = rr r@a-y e K
_ [5- (t+D@+D) o (-t D] [=DE=D) o (u— m——)]
1-2-3...... (u—1)-p

[ ox gt (=1 (u + ), b?
. xmn—H—lX//.+l ) [ (m _ 'V) n— r] aﬂ.+v+1 x(m— v)u-—r

( 1)mbmxr”"‘-‘ B (— D)rbmy (x—19x
am—o—i ZO a ,u.—/+ a/l.+m X

Wo By = ooy M=) = [+ 1) =T+ (m oty = 1)

(e —5—14)

H— A2

( V_A(m'l—)v—l)x, fir v =1, 2,3 - u—1;
A=0

y = @=Dfa+m+p—1),.

2

(e=3)

x—1dx xr =t v/,
f Xll""i = n_aE v X;L—v +
v=0 (ALL - I”)Aul‘a

#) Ueber die Bezeichnung I' s, Taf. IIl der vierten Abtheilung.

(u— E),L x—19x
a" X

o e - e

Integrale rationaler Functionen. 37

»-19x
/(, j: ~+bx" *

Reduction. Wenn unter a und b positive Grossen verstanden wer-

Tafel L.

den und V_a_ = k, x = ky geseizt wird, so hat man:

f x"—19x f Y13y f xm—19x fym—l dy
a-bxt 14y —bxn 1—y °

In den folgenden Formeln sind m und n, wie bisher, positive ganze
Zahlen und m < n.

Bezeichnungen: llog x"—2xCosQﬁ%—1—)£+1) =P, ;

xSin—-“":‘n”

1-—xCos————(2":' i

Arc.Tang = Q,.

1. n gerade.

p=j—1

x19x 2 (2u+1)mn 2 (2u+l)mn
f1+x“ = zpc e EOQ#S

(xm—l__xn—m—-i)ax _
14x° -

1
(xm—1px-m—1)dx — 4 2 0,Sin Ru+1)mz
nP:O I .

p=3-1
— 43P, Cos Gt Dmz
n n
p=0

1+4xn

2. nungerade. -

n—3
p=5
xm19x (=1~ 2w o o Cu+1Dmz
[ £ S nse
p=0
2ﬂ i Qu+13m
. Qu 7
+ Hz Q,Sin —
p=0

=3




Tafel L.

Fortsetzung.

—

58 Erste Abtheilung.
n—3

xm-19x
a+4-bx °
po=—

(xm——xr-m=1)x (=)t 4 3 Cu+1Dmn
f {4-x" = n - I‘Og(1+x>—in§0 P/LCOS——H“.

p="3

(xm—l_'_xn—m—l)ax — —4—:2 20 Sin(zll'l— fl)mn
n& ' n '

C i 4-xn

Bezeichnungen: %log x’—2xCosM+1) =P, ;

n
. xSin2%
re.Tang——— = Q,.
'l—xCos—Q%' "
1. n gerade.
n=n—1
x—19dx 1 (_1)1.. 2/ 2 2ums
f T = Tnl8UO— g H0— I P Cos
I_L=
.‘ZM=;‘—1 2um
. 2umrm
+ﬁ§10#81n n "

(xm—l_xn—m—l) dx 4 p= 27 1 . 2‘umn
- - = —E Q.Sin= .
1—-x n & n
p=g—1

(xm—i_‘_xn—m—l)ax 2 2(_1 m 4 2 : .
f I—x = —log(1—x)— ~_n—)_1°g(1+_x)"ﬁ 3 P, Cos 2u :1"” .

p=1

2. n ungerade.

Fir x = —y wird

xm—19x o [ Y10y
fl_xn = (=1 fw, s. oben.

Anmerkung. Die Formeln diesep,Tafel sind besondere Falle derjenigen der fol~
genden Tafel, in welcher sie den Werthen 0-und 7 der Constanten «
entsprechen.

- -

js

.
o
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Tafel LL
S x"-19x
* Jeren-

(i=V=1; M=1,2,3,----n1—1)

f)
(ﬁl‘+:‘)ﬂ+a + 1) :

Bezeichn. P, =%log x*—2xCos
XSin(2E+:‘)n+"

. Q. = Arc.Tan
. . : g‘1—xCos

X 4 g% n e(l-— S Ve

ot Qe+ 1)Ma—(M—m . Qu—+1mr—(n—m)a
L [P#Cos(” ) 0 )“—.Q,LSm cad o ]

Qe+ Date
n

1 p=n—1 mri

e(?/l.-f-l) iy (Pp.+ iQp,)

n =

+ Q,LCos

i"f"‘_i[ P.Sin (2u~+1)mz—(n—m)e
- n & # n

x"~1(x"4+Cos)Bx _ 1"“—1 0 Sin(2y+1)mn-—(n—m)a
S S [o

(2u+1)mm— (n—m)a] ]

n

x04.2xCosa+1 ~ n n o
_P Cos(2”+1)mn—("—m)“].
» n .
xm—19x 1 "i“"[o Cos 2+ Dz — (n— m)a
xm4-2x"Cosa+1 nSina & R n
" (2u+'1)mn—(n-—m)a]
+ IL Sin n .

xm+m—13x 1 e Qu1)mz+me
I 'j;zf‘+2X“COSa+1 =_nSina2=0 [Q"COs n :

" QRu+ 1)mn+ma].

. - P, Sin

n
m—1 2n—-m—1)Jx p=n—1 2u +~1)mm — (n - m)a
i Px _ _2 > Q,LCos( pt+) ¢ .
x*4-2x"Cosae+1 — nSina & n
m—1 __y20—m—1 p==t o Qu 4 1mr — (1 — m)e
(rlxtonhpx 2 EP#Sm(u ) e
J x4 2x" Cose+1 - nSina &, n ,
Anmerkung. Die erste Gleichung ergiebt sich durch Zerlegung des Ausdrucks
wn—1 ’
—}F in pinfache Briiche; die-zweite und dritte folgen aus der ersten durch Trennung
x" e

des imagindren Theils vom reellen; die vierte folgt aus der Verbindung der zweiten und
dritten, und zeigt, dass die dritte Gleichung auch richlig bleibt, wenn in ihr n4-m stall
m gesetzt wird, oder m @berhaupt kleiner als 2n ist; die finfte und scchste Gleichung

I folgen aus der dritten.

ge



Tafel LIL

Erste Abtheilung.

Integrale rationaler Functionen.

X = a+4+bx+4cx?

e ——— ey

ox
X =

Bez. 4ac—Db? = A.

' dx =2cx+b+2(2y—1)
) LN & mA

ST O e ® f

=
i sIH
i ﬂ

o]
M

[

prr

s

Ill

R

=

2cx4+b

—V—% Arc. Tang Vr wenn A positiv ist.

1 1o 2X+b—V=7
VA g2cx+b+l’--A
2 Io g2cx+b— VA
T VZA VX ’
2ex+b
V*JItc .Gotang V_A

2cx+b+_2_§

AX A

2cx4-bf 1 60“ E)x
N 3 e ]

2ex+-b[ 1 5¢ 10¢® 20¢

wenn A negaliv ist.

A I3xtaaxtax |t e

2cx+b“_1_ 7¢ 35¢? 35¢?
A Lixtgax o T AKX
2ex+ b 1 L 9¢ 21¢* _,_"10”
A 5 Xs 1 O AX& 5 A'z X3 A3X2
2cx+bF 11c 33c? 77 ¢®

A Lex T max* axs Fiame

924 ¢ [ 3x
"'T;f*r

X == a4-bx+4cx>

Tafel LI

Bez. 4ac—b? = A.

XD x _ 1 b fax _ _bx+2a l:f'%)x
x3x 1, b dx
X T 2085 Jx
fx%)x_ bx+2a b [*8x
X T AX TA)X
fxi’)x _ _bx+2a 3b(2cx+b) 3be
J X 2AX? 2A*X A?
xdx bx+2a 5b(2cx+D) 3c Ax
fT TU3AXT T T 3AT [2X‘ AX X
2dx X (e —1b [xdx ox
.f X T T Qu—1yeXt (2#—1)0.f T Gu—e | X
x*9x x (u—=1b 2Qac+(u—1h* [ 3x
fx"“ _[—5+ 2udt ](2,&-1))@ 2Qu—1)c fx#“'
x*dx _ (b*—2ac)x+4-ab 2ac+(u—1)b? [Ox
fx#+1 - y.cAX" + #CA fX" .

»
)
»

T c
2—2ac
_ (’—2a )x+ab+2a

b

b*—2ac [ 8x
2¢? X

»

o

x'dx

—

37

3 -

ToAX A) X
(d*—2ac)x+4ab  (2ac+Db)(2ex+b)  2ac+b? [9x
2cAX? 2¢A’X X
(*—2ac)x+ab  2ac+ b)(2cx+b) 1
3cAX® | 3cA?
4(ac+b2)c
Al X, |
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Tafel LIV.
X = a4 bx+cxn

Bez. 4ac—Dbh* =

x3dx x?dx xdx
X/H-l = X;L X;L+1 ,u.+1

x*dx x? (= 2b [ x*dx xdx
X T T o= 1)ext 2e— 1)0f X+t (u—l)gf X
x*9x 1 3bx _;_.i_ (u=2bp* 11
X1 T T guexet T LGe—0D T pet 2uu—nctlhx¥

6ac 4 (u —2)b dx
— 4(2 _1)03 X/J‘+1 .

x*dx (w—2bx (u—D@E—2 b* a 1
S =[-F el e

@u—1) " 2uQRu=1 & uelau— X"
_Bac+(u— 2)b"b dx .
4QRu—1)¢’ X+

¢ Teu- Qu—1)c?
_ [_x_’ Au—Fo—(u—2*,
= A

63c+(;4 2)b’b ]
2uctA X"

— \\\

ac+(u—~)b2 1
puc*A a] 20 —1)X*

2k

3 2 2 _ . X
fx}?x = %—%+b————2 fclogX+3a; 3b b 8Xx .
fx"%)x _ b?)bx + (2ac—bHa Bac—b l:f'%)x
X = cmx 20°A X
x*dx x? abx 2a% 3ab
f X~ [-c"‘?ra Oy
3dx

4ac +b? 1 6ac+b"b ax

x? b®

=[“?'3c’A‘ 3¢A *11X* " gon ) X5

_ [_g+(ac-b’)bx_2ac+b’]__1__3ac+b’1‘)f'£
¢ 2¢’A 2¢*A d6X* 4c’A X

X 4ac—3b% 4ac+3b“] _bac+3b? f"ox
=L7c+ 5en YT sen IS 1A )X

X

N@
o
P>

b

—

e g T o e

e St e 2

CnstnBi oo

Integrale rationaler Functionen.

X = a4 bx+ cx’

Tafel LV.

x*dx
X,u+1
xdx
Ea

x° _(;Z—3)b x*9x
~Gn—eXt (2u—3)x ) X

3a x29x
*Gu—ax ) X"

[-5~+ (23(;%:4?02](24‘ 31»(#-1 (-

(Tu—1 1)b2+ 2(“-,2)a)x
C

2c®

(u—=2)(—3) 3(u—1)*ab 1 3a?
b®— +
R P pue? ](2u-—1)(2u—3)X" ¢
3(u—2)ab? — (-3 ax
+ 25 03) "' W ](~#—1)(2u—3) x+ e
x{dx s (n—3)bx 3a (u— 2(p—3)b?
fX/:.+l = [ X'+ 2([‘_1)0 - (2‘11,—-’1)0-'_ 2(2[!»— 1)(,“‘— 1)ct )x
. Gu=3)(u—2)b (u—2)(/t—-3)b’] N L
2u@u—1D@—-1ct " 4uu—1)c® (2,,,—3)0X" ¢
+3(M—2)ab’ (= 2)(#-3)1"] dx
I Act (u—i)@# -3) ] x++t-
xdx x?  bx? b’—acx (2ac—b?)b ogx+2a’c’—4ab’c+b‘

——

»
.o
II

—37:—557‘*- c® 2ct

[2( ) "c‘] X~
+27] f 2.

x°
+rat et

2ct X
3ab?

c lo X— [20‘ c®

‘x’ ax ) a"
= '37:"'5.: 15c]xa 50 5c"f
x‘xzz'x =[ xs, 306t (35c2+105c3) +g§:3 280c‘] X*
+T—3£— Gab ]33
fx‘;x =[ ;(:;'*'g;:’_(zw*su) +4210a:’+210c]X°
+

r3a2 9ab?  3b¢
s +§5]6 fX“




64 Erste Abtheilun
g.
‘ Integrale rationaler Functionen.

Tafel LVL |
X = e by o X Tafel LVIIL.
8 = a4 bx 4 cx2.
x8dx x5 u~—5 b [x59x 5a x'd |
. ——— ) — — —_— x
f xsﬁf = — x! _(p=Hd x*dx 2a x°0x f Xt Qu—35)X" 2m=35 JX’M * 2'“"‘5>cf xm
X\ 2(#_2)0)(/4 2(u—2)c X,u+1 + (#_2)0 X/L+1 . )
x*dx _ x* bx! b  a\x® b3 2 4
A S < e e e
x5 9dx xt  bx® 2 a x‘z b® 2ab
= ol b?
f 2 302_'_(ca cl ) [‘)cs 3;04 ( ‘)ib'x 3:;1’b)1 X4 ( ‘3ah‘ Qaﬁbz_a_ay_%)f
4 3 .
.,_i‘]lo x [P _3ab®  5a'] ("9x ot
2018 T3¢ T 3¢t 203] Rl L L 2y 3
= 3=+ (o —5)x- ;r-r.)logx
x*dx x?  2b b? )
f S L 3__—)IogX [(gba 5“"’) 3b¢_ ab? 3bt_gab? 3% o b° 5ab3
T T A c") cs ]X
a’ ]1 3b° _5ab® 15a2b f s '
S N ] . ) _ (b _15ab® 15a%h* 5a
T D O T : S T 2fx= :
x*dx 5bx3 gb2 " 6
=5l X+[ a 7ab b x*dx x 3b ob?  3a s
f X o+ [5G+ (e )+ G+ ) x— i . o = sk =[G+ (-0
ab" 3a’ b 5ab® 5a2b |
sa+ — . 13ab? 4’ b”
+3e ]X2 3¢~ G0 T ]fxa ; _’-(20s “a2ct _cT)x—Sc 33 ]X’
x*dx x* bx® a’h : b® 5ab+
— -l — el '1532])2 5a 9
f X¢ 2c+6c"‘ 2c‘z ]Xa f ' : R VTR Yo 2ct y\xf .
X dx x* ax® abx ab? ab® 3a"b x*dx x° bx“ h2 58
—pp— o e — A Y abx" a?
f 1ct 50~ 210 Fhee T 24 ]x* 14ct 14c°)f‘ R =L+ RS o fax '
x*dx x*  bx¢ 3 2 2
e e e G
*) Die vollstindige Entwickelung der allgemeinen Formel ist luer und euf der f l- s i |
genden Tafel ihrer Weitliufigkeit wegen unterblieben. e f XX?X =- X" Xa abx, ab? -} ) —_ _2_133__ M
+7a" 2wt Bt 31 210¢®~ 420¢° X

‘ ab* a"b"
| | +(420c"+ 7t 21c82f




66 Erste Abtheilung.

Integrple rationaler Funclionen. 67

——

Tafel LVIII
X =a+bx+cx%

Bez. A = 4ac—D2

Aligemeine Formeln zu Tafel LII bis LVIIL

ax 2ex+b  2Q@u—~—1)c [ dx
== -4 . B . .
L = A <+ & Taf. LI
x0x 1 b dx ,
fX/‘+1 = — 2”CX:“ - —z—chr . 8. Taf. LII.
xmdx 1 x"“2(°)x x"19x _a X2 x
X/H—l = E X" Xp.+1 C r,u.+1 *
xmox _ xm—1 _p—m41 b fx19x
x+ (Qu—m-+1 X' 2u—m—+1 ¢ b Gas

L_m=1 a x"29x
Ju~m-1 ®f xrH°

x™dx
f _—X',T_,T" 2 (e, x™) + /9 X//.+1 *

v=1

Die Coéfficienten «,, e, -+ - a,, 4 folgen aus den Gleichungen:
m=2u—1cey =1 , (M=2pu—~2cts+M—pu—1)be, = 0,

Cm—2u—v)ca,+(M—p—v4+Dba, g +(m—v-+2aa, 3 = 0;
(fir v = 3, 4, ----m)

un_d g = ;).bam—aam_l.

(* 9x 2cx+b”z_’Ll = (iey 1 ~
X = w—1)\a/) x—~* m ) #—l+l :

In dieser Formel kann fir A jede ganze Zahl zwischen 1 und x ge-
nommen werden. Fir A = g erhilt man die Formel in Tafel LIL

Tafel LIX.
X = a+bx -+ cxt.

Bez. A= 4ac «b? s = -a—Aq .

Reductionen. ox _ 1 _, 1 0x b %)xl.
3 . Xl.+1 2‘u aX/J. a XXI" 2a ——X,H_

y=p+1

3x 1 x? & 1 a1
‘];X/L-Fl = r)au+1 ]Og X Z 2vay—v+1 Xv /—L+1 2

I 2 Cov=p ) v—1 b )
ax 1 1log§— 2[1 b2cx +b) cx+b)a, a i ,5_’” X
xXp.+1 2a/1+ X 2a [ X r)all X

. & WA= 4 q, N
. o . A=1 4). x
Die Coéffic. sind: e, Z‘o A= vh | B = j( )} )

fir A =1,2,3---- u. Man hat auch
2(2v—1)qa, (v—l)ay_l—l , firv = 2,3..-p und 2qe;; = F—1.

dx 1 x? b dx

xX 2a X 2a) X

ax 1 b("cx+b) ax
‘fxxz - 2 1gX+‘>aX[l_ ]"2a2(1+2qu

ox "cx+b) . a
"J’XX:’ = logX 2a‘X[l+‘>X] 5@ AX [1+3q+§5(]

2 et
——2?[1+2q+6q].j X

x _ 4 X 1 a a7 _bQ@cx+b) 2

,j;x‘ =3 ‘logx+2asx[1+2~x+§x—,]—— 5PAX [1+3q+10q
1 - 5 :
+( q)X 3X’] ‘[1 +2q+6q"+20q"]

X 1 a? a® b(20x—t£)
f’—xxs = seloey +mg[ 1+ s 3w m]‘ 20D X [““3‘I
5q 33q 7q

) E+ix

[1+2q+6q +20q +70q]f———-

+ 10+ 35¢® +(2

T 2af

A=p » ’
#) Stat dessen kann man auch schrclben g = 2(—- (- 4q)1 d.h. g entsteht

aus der Eniwicklung von (1—4q)" k

ge
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Tafel LX. X = a-+bx-4ocx? . Tafel LXI.

= a+bx+cx?

Bez. A = 4ac—Db2.

f———axﬂ - LG ox  Guriy Bez. A = 4ac—1’
(o aXX/L a XX#+1 - X/J.+1 ¢ N :

j, o = = ,—1—+w+ Qe+ e M °CX+b 3x .1 p+2 b ox w+NDef d8x .
XX ax o 2wa pa 2ua’ X" : fo*’xf‘“ T ToxtT 2 a f X a f X
_(u+1)y' ax + (u + 1)b? 2(2u+1)c 2,¢_1) . " ’
, a’ X" ey f . J‘ [ (;L+2)b] + (1) (pb+2)b2_
(ox b x“’T‘LT_C_"a% X T e e MfX"“
fx"X = 2_a\§]0g X ax T g 5?/‘ = (l‘+2) (2#_'-1)1)(:]‘ .
i 2a2 X;L+1

{ox _b X 1 b she
f:;'X’— 310g “axtlaETd (——h) ]AX

_ b‘ 6b%c 6c’) 2)x
A

a"’a

9x _ +3_b 5c_ 3b? 2cx+b 1 3b
x*X® 1wt \za 4a") b xX2

3b" gg)g: dx
A

2ar X \
ox 7¢ 2b™N2cx4-by1 4b [ 3x
f?ﬁx‘ = [ 3a" 3a‘§:ﬁ)—r "ﬁ-a—afrxa
"b" 10¢
e 5a) 5 % -
d
zxs - _ __+5b+ 9c 5b")2cx+b 1 5b ax
x*X 8a 4a X xX*

S5
Sl

1 X (3bc by [ Ox
- 2ax’+ax (2&“’ 2a)lo 2a’__32]' *
r_1 _ 3b 3b" 20 c
L 2ax’+2a“x T )f 2a:fX’ )
- 1 2b 6b’ 3c 10bc
[ 1  5b 101)2 4o
- [ axt T 2a7x X3 zf 2a’f
Y PRy FEL L2
| T oa T axxe xX" X5 *

[=3)
»

N‘ﬁ
o]

&)
»

™
&

¥
«

]
]

N(O
<

.

+Ge5) ) =
dx _ 1 7b 130 7b2 2ex+4-b 7b (0x
‘f;c’X’ - +1"a + 6a 1 A X6 aT'f.xX6

le’ 13c 11¢
6a* ) X“ '

5b?
+ (22— dx dx _r 1 . 7b 21b“ 6e 4. T7be
4a A X 2xt = | ot onlx )
5 x3 X5 | T2ax* T 2a%x X"’ XX‘ “2a% X“ *
X __ ___'_@_'_ 11c  3b*\2cx+b7 1 6b dx ,
x2X8 ax ' 5a? 5a _5a’) 'Ol xX5 _ox = f— + ] (281)'z Te a2bc
3b%  11c¢\18c [ 8x X - qaxz a’x XG ) a* X
dx
3X8

o

r 4 . 971 6b’ 8¢ _,. 135be

= __,QTX7+2a’x x+ y “2a% X° '
1 5b 4ob" 9c 85bc
| "2t aix XB - 2f’ a’f—T'

s
>§><
Il
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Erste Abtheilung.

Tafel LXIL

X = a-+bx+cxi

.

+(Z—3—223 + 320 f—i—

4x8

=[-

Jax®

Bez. A = 4ac—D)%
g ox -1  (u+3)b( 8x Qu + 3)¢ dx
x‘X"+1 3ax°X” 3a J°xTT 7 32 f x0T
[ (u+3)b Ru+3)c (u+2)u+3Hb\171
xX’“’1 3ax 6a*x? 32 6a® - ) ]XT‘
be (u-+3)b% [ 0x
9 = N
+ @+ D+ (G =55 | ;
a3 (u+2)(u+3)b’ |
+Qu+ D) (5 ) M .
dx bc 1 b b?* c\1
x*X —( X " 3ax® +"ax (;3_5’);:

1 2b 5¢
‘3a’x2 3az

5c _(‘ Z¢ )J' )
1

1 . 5b 7c __10b? 1] 12bc 10b3 Ox
Jax® 6a2x2 3a2 3 aa x+ e ) xX3
35¢  50b%c ox

3az  3a° X3

(21(;2 35b%\ [ 9x
- a3 X
e 7b® 30bc 35h3 dx
[ 3ax3 a?x’ Jar ) ]X‘ s )f xX® ’
33¢?  63b2e dx
a2 - a® X6 *
4b 1%0_281}“ 42bc 56b° ax
3ax3 3&1"1«:2 a2 ) ])—(_"- S ) xX*
143¢? 308b2¢ :
a7 388 X" ' - ;

Integrale rationaler Funclionen. 71

Tafel LXIIL,
X:=: a+bx+cx“. J
Bez. A = 4ac— b2,
ax 1 (u -+ Db dx _Cu+2)c dx
xbx,u+1 = - 43X4X‘"' 4a X‘ X/l.+1 2a 3X,u+1 M

[

(u+4)b (u+2)c (u+3)(u+4)b’)
12a2x° 4a 24a° '

5u’+ 23u+24)bc) i]_l_
12a° X*

4ax‘

(4 2) (u + 3) (u + Hb?
+ ( 24at -

+3)(u+4)b* +3 b%c
e e (SO e+ )f x
(u4+2)(u+3)(u+db%c  (Gu+4-23 +24)bc
+(2[,l+f1) ( & )<u pY1 ;S ) - 1;&3 /L+1'
dx (bt 3b’c o 1 b b’__c_)_l_
X - 22 ) gX Tax T 32 G 227/ %
‘>bc 5 .E’)b3 5bc dx
) Fl G )f
dx - 3¢ 5Hh? 5b° 13bc\1714
‘f;c‘X’ [ 4ax‘ 121:!2 4a’— sac)x® T \2a 3a3) ]X

15b3 13bc’f
— ) uy
5b® 15bc 1
+ at )]X‘z

7abc") 2)t
— g .

5b¢ _'12b’ 3c?

at )

- 1 b (g_il'i)_
[—4ax‘+2a’x3+ a* 4a*/x?

15b*  30b*
-

’c Gct dx 25b%¢c
as +—a’_) xX3+( at

e[ e (-T2 A (B By L
4ax* 128’!{a 4a? 4a® 4at X
245h%¢

35b* 601)’0 10c¢? 161b0"
LA N y 4a¢ ).f )
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e e

Tafel LXIV.

X = a4+ bx+4cx3

‘Allgemeine Formeln zu Tafel LIX bis LXIIIL

C
f m X;/.+1 = x X/J, a f m—1 Xp.+1 a f m—2 X/l.+1 .
; _ _Mu+m—1 b dx
K mXu.+l (m—i)ax“' 1X/l. m—1 a xm—l X/H—l

w+m—1 ¢ ax
m—1 E xm—2x#+1

i 9x v_m—l
x" X;H-1 Xﬂ v=L x"

Die Coéfficienten. ergeben sich aus den Gleichungen:

(m—Dacy,+1 =0 , (Mm~2acy+ (u+m—1he, = 0,

(m—v—1)aay+1+(/t+m—1/)ba,+(2#+m_,,+1)Cav_1 =0,
(fir v =2, 3, ---» m—=2)

B=@+Nbay1+2¢an3] ud y=

2[4 -+ :I)Cam_.1 .

Integrale rationaler Functionen. 73
Tafel LXV,
X = a4 bx? 4 cx*
1. b*—4ac positiv. Bez. Vb*—4ac = g.
8x 2 c 2c ax
2cx’+b —g 2cx*4+b+g’
x*dx g b Bx g-+b dx
X Jox+b—g = g )2ex+big’
2. b*—4ac negativ. Bez. ; Cose b
g q= V ’ 2Va—(—; .
x? 4 2qxCos 5 + q? 2qxSin 5
ox . - log f + 1 ~Arc.Tang ——,———,g
X chSCosi x?—2qxCos 5 +q* 4eq’Sinz I Sk

‘ x*—2qxCos; + q° 2qum
- f xXox _ 1 log 2 4 —Are. Tang .
X 8cqCos; - x*+29xCos; + q* dcgSing —X

x™ dx xm—439x x*28x a [ x™4dx
X;L+1 X/L . c Tﬁw— - E X}L—Q—l *
-dx c

W _. X m—2xp.+l m—-4x/b+1

xdx (2c;x’+b)x""l (4p—~m—1)c [ xdx

X' T ou(dac—bHX* = m(dac—b?) X" lI
(m—1)b X2 dx

T 2u{@ac—DbY) X~

dx ~ bex? 4-b*—2ac +Z(4p+m-—3)bc dx
X% T Qua@— daoxXF 2ua(b’-—4ac) "‘-zx'*

(2;»+m-—1)b’—-2(4u+m--1)ac .
x"'X"

2ua®®— 4ac)

10
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~Erste Abthecilung.

P vm—

Tafel LXVI.

X = a4 bx®+cxt

\

X/L+1 =

Bez. A = 4ac—Db%

_bex?+ (Gb*—2a0x _ (4pu— 3be [ x*dx
2pal

2‘uaAX"

2(4#—-1)ac—(‘)u-—-1)b

o

X

2ual
x?dx 2cg:’+bx+(4y—3)c x’0x b dx
X+t C2uAXE pA x| 2uA ) x*
ax x2dx .
X und x — § vorige Tafe].. A
dx _ bex*+(*—2ac)x__ be x?dx +6ac—b" ax
Xz T 2aAX T 2al X 2a
x?3x 2ex°+bx ¢ [ x'Ox b [ 3x
X 2AX tAJ) X T )X
ox bex®+(b?—2ac)x 3(b"-8ac)bcx3+(3b‘—2aab’c+28a’c")x
X -7 4aAX* 8a’A?X !
3(b* —8ac)be [ x*3x +3(b‘—9ab’c+ 28a%c?) [ Ax
8azA? X T 8a*A* X '
x?dx 2ex34-bx (b’+20ac)cx3+(b‘3+8ac)bx Mb?4-2

bl

4AX*

8aAX

4 (*—16ac)b [dx .

8aA?

X

“ oac)e ["x20x
-+ _saAz , X

bcx3+(b2—2ac)x 3be

S e S

dx

X< = faAX®
x2dx 2ex34.bx 3¢
X© oAaxs -t A

J

YY)

x23x
—

x’?)x 5b2—22a

6aA

_PL
6A ) X °

c k’)x,":'
X oh

Integrale rationaler Functionen.

am——— —

Tafel LXVII,

X = a4 bx® 4 cx*

Bez. A = 4ac—=Db%

x*dx
F it X‘a+1

B (29X’+5)X3+(4y—5)c x'dx  3b x*0x
2uAX" A X+ 2ubd) x*

_x _f(')x f“@x

x4 dx bx"+2ax 8x x’ﬁ)x
XT T 77T 2AX "A
x*0x 92¢x® 4 bx® 12bcx3+3_(b’+4ac)x+3(b"+4ac)' dx
X5 T T 4AXE 8A*X TT8A X
" 3be (*x'0x "
—20) X O

x%dx
X/I.+1

2cx74+bxs  (4p—T)cf x°0x 5b x*dx
= + w o
2uAX* .uA X! 2ul X

x%dx
X

x*dx

x* bx ab i’)x- ) x’f)x
T

X2

(b"—2ac)x3+abx ab dx +6ac—b x?0x
2cAX T2eA) X 2cA X

S
fx‘t)x

9¢x? 4 bx® + (7b* — 4‘ac)xs + 12abx_£3_;”_11 _Bi
IAX 8A'X 24,

3?4+ 4ac) [ x*8x
+ =3 f X

75
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-

Tafel LXVIIL

X = a4 bx®+4cxt,

Bez. A = 4ac—D?,

2ex2 4D

dx
x'l X//.+1 =

ax - _bcx“+b’-—2ac_ du+1Dbe ["0x
x' xrH 2uaAx’ X" 2#8A X X4

-

+(4u+1)c ax + 3b dx
2uAX° X #A XXt 2pl J X x0T

2(4u ~+ 3)ac — (Qu +- 3)b?
2ual X X"

ox _ 1D [ox o X’Sx
X~  ax a)J X T
ox 1 8x bc x’8x
*X = " Zao Tt )
dx _ 2cx*+Db b 3b%+10ac 3b® 4 7abe £ Ox
*X* T 2Ax*X T 22Ax* T 2a%Ax | 2a'A X
(3b?—10ac)c [ x*dx
2alA X
_ _bcx’+b’—2ac 5b*—14ac  19abc—5b?
‘X’ - 2aAx*X 6a*Ax® 2a%Ax
24ab’c —14a%c*—5b* (*Bx  (19ac — 5bMbe [ x2dx
Ra°A X 2a°A X
2cx"+b

("dx
o i
ox

XX =

4AX3X2 fzxz f‘x" .

_bcx’+b’—2ac_LM 22ac—~T7h?
1aAx°X? daA x“X“ + A

—

x*X?°

—

Integrale rationaler Functionen.

X = a4 bx®4cx%

Tafel LXIX.

1. B — 4ac'positiv Bez. Vb*~—4ac =

g
o _20 2o f Ox
- 2cx +b—g 2cx’*+b+4-g°
x3x xdx
2ex*+b—g g 2+ b+g’
x*dx 9x +g+b ax
g 2cx°*+b—g g J2cx*4bag”

»

x'9x g =b [ x3x g+b xdx
X 2ex+b—g = g )3o+big’
6 —
a b
2. b*—4ac negativ. Bez. q = J =, Cos¢ = ————
i 1 Vc ’ - 2Vac’
& =38 , & = ;(2%—]—5) y & = %(47;-].5)’

slog(x*—2qxCose, +q) = P, , 1log(x*—2qxCose,+q*) = P,y
31og (x* — 2qxCos &, + q*) = P,.
xSing, xSing,
Al'c Tang —XCOSG Qo Pl Arc.Tangm E— Ql
xSing, '
ArC.Tangm == Qﬂ .
dx 1 [—P,Sin2e—P,Sin2¢, — P, Sin2e,
X Jeq®Sinel_+ Q,Cos2¢y+ Q,Cos2¢, + Q, Cos 25,]
x9x - 1 — P, Sing, — P, Sing; —P, Sing,
X 3cq*Sinel 4 Q, Cosz, + Q, Cosey + Q, Cos%] '
x*dx 1 [+ P, Sing, + P, Sin ¢, + P, Sine, ]
X 7 3cq’Sinel+Q, Cos ¢, + Q, Cose, + Q2 Cos ¢,
xdx o 1 + P, Sin2¢, -+ P, Sin2¢, + P, Sin2¢,
X 3cqSins] + Q,C052¢,-4 Q, Cos2¢, + choszeJ
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Tafel LXX.

x"9x 1 [ x%dx
X/J.+1 - c X/L
c. dx

x™ Xp.+1 X m-—d Xu+1 a9 m—G X/l.+1

X = a4 bx®+4cx8.
Bz, A = 4ac—b2

\

b “xm-39x a [ x%dx
- X/l.+1 ‘ ._ c Xp.+l *

2(6#- 1)ac — (3u ~1)b? '
o S#aA . )

*9x — 2cx* + bx 4(3u—~) "8x b 8x
X/»‘“:» BuAX* T 3uA R

—

f X" 3x ("cvc°‘+b)x"“2 "(Gy —m—1)c {x"dx (Mm—2)b [xm33x
X T SuAX* * - 3eA fX"‘ - 3#A,f~X" ’
f 8x _ _bex*4-b?2— 2ac'_(6y+m 4)be ax

mxﬂ+1 - SManm—lx‘u, : 3(43A - f m_axﬁ,

2(6u+m l)ac—(3u+m 1)bf
Jual: XXt

f%x _ _bcx‘+(b"—2ac)x 23 —2)be [ x*0x -

Xt 3uaAX” T 3yaA fx“ .

_bext 4 (b% — ‘)ac)x 2be sax "(5ac—b

e

= SaAX - " 3aA 3aA
2ext - bx :

' ’8x 8x
3AX 3A

==

’

yf

_bcx5+(b2-—2ac)x _(6;1,—5)b'c/[‘x dx

P
B
Q9
k1
f

T

‘8x_2cx‘+bx’ 2¢c x*dx’ 2b x9x
X 30X t3;a ) X " )X

3paAX* . 3umal x*
4(‘3y—1)ac—(3,u—‘))b x0x
_ 3unal , fX"‘. )
f“(’)x 20x" 4 bx? +2(6,u —5)c [ x'dx 2b [ *x0x
S GANE VS U PV j X" '"3uAfxf*
x0x  ‘bex®+ (b2— 2ac)x® " be 'x“8xj .8ac — b? [ xdx
) 3aAX T3aA J X T 73a4A

Integrale rationaler Functionen.
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_Tafel LXXL
X=a fbx" -+ cx3n,

1. b?— 4ac positiv. Bez. b*—4ac = g* ; m<n.
fxm—lex - 2cfﬂ gcf_xjig)x .
X g, Jex+b—g g J2x+btg’
f xo+m—1 Jx =g —y x™19x - g+};f xm—1gx .
X g 20X“+b—g g chn_'_b_'_g

2n __
2. b? —4ac negativ. 'Bez.q=Va_; Cose = ———=3 sﬂ';=.2’,‘7+;8-
c V n
. x Sineg,
%log(x2_2ngOS£#+qi) = P/L 5 Arc. Tang —XCO/sa Q,u.
m<2n
LR S B =“_E—P Sin (n — m) &, + Q,.Cos(n — m)¢,]
X _ncq?h—msine pre= e : (13 ';l-_‘ ._{ll' .
(q x2n—m—1_q'2n—m xm-—i) dx p=n—1 _
f X ncSmg2 P,Sin(n —me,. .
(qm xn—m—1 +q2n~m X“"“l)Sx _ 2 /L—n—-l . »
f - ncSma2 O,LCOS(n—m)sﬂ -

wenn man 7 -4« statt ¢ schreibt.

Be = 4ac—Db2,

xmdx 1 x"'—2“8x x"'—"i’)x é x"“"" ax
Xp.+1 ) X,u+1 X,u+l .

dx 8x _b. cf
W = x™ u.+1 - m—Zn X/l.+l *

f x8x 2cx"+bxm_n+l+2(~un-m e x"'i’)x_(m n+41)b fx"—dx
J x+t 7 pnAXt 7 wnd X end Joxe

[ ¥ bcx“+b’—2ac (2yn—n+m-—1)bc 8x
.ﬁmX"H - pnaAx™" 1xn unaA X" XA
2(Qun 4+ m—1)ac—(un +m —1)b* [ 3x

pnal ‘f;{ x*°

Anmerkung. Diese drei Formeln kommen auf diejenigen der Tafcl LI zuruck,
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ox 1
f———x = f,(rl)IOg(x )+ 00 )log(x W+, )IOg(x To)- x*dax [(___ (2#—1)01)
xr+t 3ﬂ—1 Co 3ucd X

3 :
fxxx f’(r,) log(x—1)) +po ( )Iog(x ) +yo ( )log(x Tg) ) _'_(2(2;;—01201 (u—l)cz)fx?:: & (2#32)01022[' ox

Tafel LXXIL ‘ ‘ Fortsetzung.  Tafel LXXII
X = 60X+ 0X 40X+ € = fgx)' g . X = : CoX’+ CIX’+czx+Ca

' : x"dx 1 x'"—38x x19x x'"—2€)t ™ -39X

Die Gleichung X = ( habe drei ungleiche Wurzeln r,, I, Fs. Txerl T g X+ X+ T

8X x™Ix ' X“‘—'2 ‘)u —_m~+2 ¢ xm—18)
. 2 _— = — -
f(x) = 3c,x*+2¢,X+C = TR f X+ (Gu—m+2)c, X" 3u_m+2 cﬂf X,4+1
=V : 1 _;L—m+2.9_g_ x™29x - m—2 G xm—39x
. I : 3‘LL—m+2 Co b Gl 3M_m+2 C, X,U.+1 .
1. Wenn die Wurzeln der Gleichung X = 0 alle reell sind, so ist:. | x29x ,.cl xdx

! $ X}L+1 = 3 M co uc. Xt /L+1 ]l.+1

2. Wenn die Gleichung X = 0 zwei imaginire Wurzeln hat, nimlich

' : . _ &, 2 2cd — del,
‘rp=a+pfi , ry=ca—pFi, und die dritte reelle Wurzel mil r be- Bezeichn.: G, = 9¢c, ’ 0 = 50’—% 3 Ca = 30— c‘c’+9 Co’
: zeichnet wird, so ist: Cs = —6c,c¢3—2c,c2+4clc,— i s C,C;~C,Cy =D

ax _1 9 1 9c2C 3¢,C 3¢y(Cy4-2¢,C) Cs+2¢,C
f t1(,)[10g(x 1-}log[(x-a)'+ £+ 5 ArcTang—] U = b R ) gy = = 20020 D)y 2l D. 2
9 1 Die vorstehenden Coéfficienten Cy, C,, C,, C; entspringen aus der Ent~

f = ep) rlog(x—r) — jrlog[(x — &)*+ (%] wickelung:
(r) (XYL 140 4 O C, Cs .
8 3¢ ot+3 CoX -+ 9oz x? 27003}(3 T

+ oi’———o;;i—ﬁ‘ Arc.Tang x;a] .

Reductions-Formeln.

bx Ci 7 1 3u—2 xdx
Lﬁﬂ == [3u0x2+(00u0+ lu)x + Cyuy +- 30 MX"+_3.LTUJX"

x39dx — ___10 X— 2¢, x8x 8x -+ 34 Xt ‘
X 300 300 3 ' '
. fx x C,v,,] 1 +3u—-2 fxf)x

’F = | jvox* +(Co'vo+§vl)x+covx+ 3¢ uX* 3u Yy X

(3#—1)111—300”0 9x
3u J x*

n
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Erste Abtheilung.

Tafel LXXIIL

X = ¢,x*+ ¢, X* + ¢, X +4- Cq.

_¥x
x" Xt ca x x”

cl ax Co ax
m—l X/J.+1 Xm—2 X//.+1 Cs Xm—3 X/T-;i .

_ox ! -
. xmxp.+1 = (m_,l)csxm—lx,u.

Bu+m—1)c, ax
(m —_ 1) Cs xm—3 X/l.+1

Ox

_@u+m—1)e, dx
(m —1)c, x"AxAH

(r+m—1)c,
(m — 1) Cy xrn——l X[l.+1 ¢

X,U.+l =
3uc, X

cl xox
/L+1

202 f
,u+1

€y xX" )

3x lo x%)x 2, [ 3x
=X gx 303 T3, ) X
201

303 t

’ dx _ 1
X exX®

_ GuDe (x0x_ (2u+1)e, [LOx
Cq X/1.+1 Cs X;L+1

(u+2)c,

_(p+Des ax
C3 xx+

2¢ix

2cSX’] Xx*

xdx

@ +DBu+ 1)c0c:f'
2ed

+ (e + 2)Qu+1)c, ¢,

__(3/4 + 2)c,,)
204 2¢s

Yu+-2es

p.+1

‘+((u+1

2¢cs

(e 1>c.2f
xX““ )

x/l.+l

Integrale rationaler Functionen.
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Tafel LXXIV,

X = CuX° 4 € X" e X2 e - v e +- CatX 4 ¢, = f(X).
X
%;; = f(X).

In dieser Tafel ist m eine positive ganze, p eine beliebige Zahl

xmPx 1 Xm-n X 19
A. _ = — — Cy
f X+ Cof Xx* Co vz—l

y=n

(nu—

X" dx
X/L+1 =

xm-n+l E(H_v)'u—m-'-n_l c, [ x™Ox
m4-n—1)c,X* /M mu—m+n—1 ¢ f X+

x1dx
X],L+1 =
f x1ox _

ot g

§'l @ —v)ec, [ x—13x
nu Co X =1 ne, xr+

y=n~1
(n—v)e, { x—18x
log X— 2 nc, X .

v=1

m—v X/L+l

1 y=n

f X4+l = (m

ox
Co ﬁx_ a)m X/J.+1 ==

f;a_x__ -
(x—a)* X"+

2vu+m—1 Cay ox
_1)0 X 1x;4 -~ 1 cn m—yX/L—f-i *

1
(m— )f(a)(x—a)""lx"
Qu+m—1 f‘(a) ox
Vim—1) (@),

1
f(a) (x—a)X*

y=

f(a)

(x — a)’~28x

41 + 1 £()
2 x/l.—l-l

y=2 v! f(ﬂ)

dx

(x— a)X**

11¢
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Erste Abtheilung.

Tafel LXXIV, Forisetzung.

X=cx"+c;x 1 fcgx 2 ev.t 4+ Cog X4 ¢, = f(x).
| X |
= I'(X) .
dxv P

r cine Wurzel der Gleichung X = 0, oder f(r) = 0.

p. [Ox __ 1 1
(x—r)" X" (+mfmLx —ry"x*

N Ype+m dx 7
+ “2_‘2 ¥ ! f (r‘)jzx_r)m—y+lx/i+lj ¢

dx o 1 [ 1
x=pX"* T @+DIfOL (x—nx*

N e +1 (x —r)*—29x T
+2 o f(r) e b

v=4

dx 1 1 ey | 0%
,j;x—er’“'l T T 2)f'(1')[ (x—r)’ X" + (e DI (x-r)X"**

N ve+2 ., (x—r)y33x

Die Formel C folgt aus B durch Einselzung von x —a fiir x, und von

f(a) fir c,, f(a) fir c,_1, 3f"(a) fiir c,_o, allgemein % fa) fir c,_,.

Die Formel D folgt, indem man C mit f(a) multiplicirt, hierauf a = r
oder f(a) = 0 setzt und m 41 fiir m schreibt. — Sind noch mit f(r)
zugleich mehrere Ableitungen Null, némlich f'(r) = 0, f'(r) = 0, - . - .
fi-1(r) = 0, fA(r) aber nicht Null, so ergiebt sich folgende Reduction:

dx Al 1

(=X T T (pumai—] YA(r) ,_ (X—r)"IxE

y=n

vu+m4-4—1, dx

. -+ ‘ZI+1 ! g (r‘)];x_r)m+l—v Xu+1] *
ox  _ _ (A—1)! 1

‘[(x — )X+t (u+ 1):“‘@[ (x—1)'X*

N ve+A x—r‘/—l—i%)
+E ‘:}! () ( Xiﬂ x].

Anmerkung. Obgleich die allgemeinen Formeln der ersten Abtheilung zunichst nur
von rationalen Functionen gelten, so ist doch die Bedeutung eines grossen Theiles der-
selben nicht auf ganzzahlige Werthe der Exponenten beschranki. In wie weit eine Aus-
dehnung auf gebrochene Exponenten gestattet ist, lasst sich in jedem einzelnen Falle
unmittelbar aus der Ansicht der Formel entscheiden.

y=A+1

i ————e e

Ziweite Abtheilung.

Integrale irrationaler algebraischer
Functionen.
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Zweite Abtheilung.

Allgemeiner Satz iber die Reduction von /fi(x)-X"*"dx.

Aus der Ansicht der letzten Tafel voriger Abtheilung, wo w beliebig
war, ergiebt sich folgender

Lehrsatz: Das Integral /q(x)-X"’*"%x, in welchem X ein ganzes Po-
lynom in x vom nt~ Grade, ¢(x) eine rationale Function von x bezeichnet,
m eine posilive oder negative ganze Zahl und x ein dchter Bruch ist, lasst
sich immer zuriickfihren auf Integrale von folgenden Formen, nimlich:

14
fv_xﬂax , fx dx ,
X—a

wo V ein ganzes Polynom in x vom n-2'" Grade (hochstens) und die Con-
stante a nicht Wurzel der Gleichung X = 0 ist.

Beweis. Man zerlege die rationale Function ¢(x)-X™ in ijhren unge-
brochenen und gebrochenen Theil, diesen aber in einfache Briiche, so zer-
fillt das vorliegende Integral in Glieder von folgenden Formen;

f X'9x _(f;iﬁ__@;:;T ,
wo k und g positive ganze Zahlen sind.

Das Integral /x:X*dx lisst sich, wenn k >n—2, nach Abtheilung A,
der Tafel LXXIV auf /'VX#®x bringen, wo V ein ganzes Polynom vom
n-2t Grade.

Das Integral X' 0x
(x—a)

also f(a) nicht Null ist, nach Abtheilung C. auf

kommt zuriick, wenn a nicht Wurzel von X = 0,

X*dx
X —

und /'VX*9x ;

wenn aber f(a) = 0, nach Abth.D. auf /'VX*8x, wo iiberall V ein ganzes
Polynom ist, dessen Grad den n-2' nicht iibersteigt. W. z. b. w.

Integrale irrationaler algebraischer Functionen.
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X = a+bx

N .Tafel I.

‘\s

'm eine positive ganze Zahl, u ein beliebiger Bruch.

x™ X;L-H.

A myi = — ma m—lyu
Reductionen, fc X" ox ratb (m+#+1)13]‘x X“dx.

x"dx x+ p—m—1 [ x8x
+1 = .
Xx* paX* pa Xx*
X.”"*’1 y=m (__1 )v m, a’xm—

i+l v=m ” YW m—y
fxmx‘ug)x _ X 2 (—1ym,aX

m+1
b v=0

m4-p+44—v =’(m+y+1)by=0 (m-u),b

X,u+l
T
fx 08X = ¥ Db
X r X a X+ a
'f;(X/8x= b [,H-z‘w-i ~(.u+2)b(x-(;4+l)b)'
x#H - x2 2aX a?
Y —_— -—
jz;Xi’)x_ b° [y+3 S
_ X#+1 2 2ax 2am ]
= (@+3)b w+2b " @+ D+’
X pF X2 3aX* 32X  a®
X 9x == - —
f‘ o b* [y+4 ;u+3+,u+2 p+1
_ X+ < — 3ax? 6a’x
= (w+ b @+3b T Gru+an
— . 6a° ]
(e+DE+2)@+3p* 1"
XFH e X4 42X 622X 48X at
AXEN Y — - .
J;(xax P Lu+5 p+d  u+3 ;c+2+,u+l]
oxtox = X[ X _5aX* 102X 10s°X*  5a'X @
T b Llu+6 pu+57 u+4 p+3  p+2 p+il
ot Xr X 6aX® | 152°X*  202°X° | 152'X?
x8X’ dx = = [ -— — .
b Lu+7 p4+6 " u+45 p+4 w43 \
6a°X a® ‘

ey




Zweite Abtheilung.

X = B+bx;-

m eine positive ganze Zahl, u ein beliebiger Bruch.

: X/‘ 8 X X‘u‘"'1 ‘u_m -4 2 b X’L 8 X
Reductionen. = — i+ t o1
| x” m—pax™ w1 R x

ax 1 ppEm— 1 [ 9x
. xm Xu,+1 ‘uaxm—l X;l. #a mxll.

Es sei p =

g, p und q positive ganze Zahlen. Selzt man
o 1 :
y=X', g0 wird
Yp+q—1 dy f Y19y
‘l q,__ ¢
b xX“ Y

_ﬂim—z ([l—m+l’+i),b"+[,¢,m_ibm—l X 9x
m—Ta< =~ (m—2)ax> a1 "

Xt ub ("X"0x

a X

. n-4+1 — 3 ®
x4 +<z_t,_@)+#_al’_ Xox |

x? ax at x

2ax? 2a’x a® X

e STIRES TR (O L W bjfx”f’x.

==

Reductionen.

n eine positive ganze Zahl. .

y=n—1 av X‘u.—f—n—.ll Xﬂ- Ox )
S oS
j=p p+n—v x

‘/'X"i)x
a .
X

1 - +_1_f ax
;0 (u4+n—v— —paHixre—t o) xXE

! Ix
xX*

Integrale irrationaler algebraischer Functionen.
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Tafel III.
X = a4 bx.
fx'“X“ ox _ «2x"PX'X 2ma X" X"dx
VX @n2m+1b (n+2m+1)b, VX .

_ 2X“VX”2"‘ (=1)’ma’X"~ 2X"VX ”j"'(—i)max -

fx'“X“%x
J vV

b A 2m4-2n-2w+1 ~ (2m+2n+1)bs (myn—]), b
X'dx _  2XVX
Vx (2n+1)b ’
xX"0x 2X" 2X"VX 2a
233 [2n+3 2n+1] 2 b T
XIX"dx 2X"VX a'S " Db
VX 2n+5 2n+3+2n+1
_ 2X"VX dax .1 8a?
, Cn+5bL" “@n+3)b T Ganr D+ )b
¥X"dx  2X"VX[ X° 3aX? 3a’X a®
VX b* 2n+7—2n+5+2n+3_2n+1]
2XYX 6ax? + 24a%x
= @n+7pL* T @n35b " (2n- 3)(2n+5)b?

- 48a®
@Cn+ DCn+3)2n + 5)b“] )

XX"0x _x VXr xs 4aXx? 6a?X*  4a°X
VZ( b* L2n+9 2n+7+2n+5_2n+3+2n+_1]'
x?/( ox _ 2)isl/x X+ 5aX* 102’X* 10a°X? 52X  a°
VX 204117 2049 2n+7 2n+5 @ 2n+3 2n+1k
x*X'8x _ 2XVX X 6aX®  15a°X* 20a°X® 15a'X?
VX b7 L 5n+13 2n+11+2n+9—20+7+2n+5
_ 62X + a®
, 2n+3 ° 2n+11"
XX"0x 2X"3VX X 7aX®  21a'X*  352°X‘  35a‘Xe
VX b 415" 20+13 20411 2049 T ony7
_21a“X"+,7a“X a’ .
on+5 2n+3_2n+1
x“X“ax _ 2X“VX [2 . 8aX?  28a'X®  56a°X®  70a‘X*
n4+17 2

n 15 T 2n+13 ongil T
__56a‘X3 28a°X?  8a'X 28

n49

2n+7+2n+5_2n+3+2n+1]° ﬂ
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Zweite Abtheilung,

l Tafel 1V.

X =a+bx
axn /X

x"dx —
X"Vx

2ma xm—19x
@Em—2n+DbX"” @m—2n+1b ] XJX
2VX vim(_l)vmuavxm—v— 2VX vim(_l)vmvavxm—u

f xdx
X"Vx

= pix & dm—2n—2v+1  (2m—2n+1)bX" & (m—n—),b"
ox 2VX
XYX (2n—1)bX"

xdx
'fX“VX B
x29x
_fX"Vx -
x*0x
fX“VX -
x*dx
.f XX
x89x
fX“VX
x%9x
i
x’dx
J3x

x¢dx _
.f Xyx

2V X

il/;[‘m-3 20— 1]__(011 3)bX"[ (2n2—a1)b]‘
2VX 2aX a?
= [2n—5 m—3

T bexe 2n—1
2VX 2 4ax 4a?

- (2n—5)bX"[x + Gn=3)p +(2n-— DEn — 3)1)2] .
2/Xr xo _3aX’+3a’X ] '
p*x*L2n—7 2n-5  2n--3 2n-—1

o 2¥Xp Xt 4aX®  6a'X*_ 42X at

= —x"l2n—0  2n—7 " 2n—5 2n—3 ' 2n—1

_ _2VXp_X* _ 5aX* 102°X° 40a°X*  S5a'X o
= Tpixrl2n=11" 2n=97 2n—7 2n—5 " 2n-3 2n-11’
o oUXp X* 6aX® | 15a’X* 202°X° 152X}
~ px*L2n—13 2n—11 2n—9 2n—7 ° 2n-—5

35X ] .

T on—-3 2n—1

_ 2Vx[ X’ 7aX®  21a?X®  352°X‘  35a‘X°
= —pxlim—13"m—1B3F a—11" =9 " =7
218X 7a“X'_
an—5 @ 2n—3 2n—1]'
_ o)X xe 8aX” 28a?X®  56a°X°  70a‘X*
Tpexel2n—17 T 2n— 2n—13 2n-11 2n—9

56a* X3 "8::15X2 8a7X ]
~on—7 T 2m—5 2n—3 2n-

— S ——

Integrale irrationaler algebraischer Funclionen. 1
-
' Tafel V.
] X = a+bx.
ox _ VX— 2 wenn a positi
xVX VX V ’ positiv;

dx 2
VX Arc TangV a ? Wenn a negaliv ist.

fX dx  _ 2x® X 19x
x)X (2n—1)VX+J xyx

Xﬂ ax 2 v=n—1 avXn—V g)x
IXVX =7§Zo 2“—2v—1+'a:ﬁq’x'

VX8x

X

o = 2YX B

= 2VX+ a:f;j/’;
= x[3 +a]+a'=f

X%
=2erg—+ax+a’]+a ox |
—X3 xJ'X
F aX* a®’X dx
— 4+ ——4a® |4 at .
: VX m X4 af(“ ?X‘z a"’;]( XVX dx
=2 —+—+—+-+a‘]+aj
_9 7 5 3 X X
' [Xe , axt TatXt aXr aX V ax
'——‘=2VX nutyg +—7—+T+—§—+a5]+a“ VX.
- X
X  aX® a? X+ a’Xx® atX? a* X
= oyx| A 3% X
2y _13+%X+ i e +a"]
+a’ .
xVX
X7 aX®  a'’X®  a®X*  a'X® a*X®*  afX
= 2 X 22
v [1'““13"‘ ity 7ty +3+a]
PRPLY BE.S
xVX

—XB ax’1 'ZXG 3 XS a XL a.’) XS aﬁ X2

g Tt

1 1""'13

]+a°

x]/X

——

12¢



Zweite Abtheilung.

e
Tafel VI
X = a+bx
1
f?)x _ 2 LA ox
xXVX  @n—1)ax~YX T ) xxTYx’
9x —iv:\—l 1 + 1 dx
xXXVX o)X @n—2v—Da X xVX
tox 2 1 (ox
xX)X _aVX a xVX'
ox 1]+
xX* )X aVX _3X xVX
ox 2r1 1 1 dx
J;Xa]/x = Mg_s—ﬁ‘fs'f‘ax*'?]““?f*—
ox _ 241 , 1 ]
xXVX  afXL7X° 7 5aX? .ja’X
dx 2 1
fxstK:;ﬁ(LgX‘ 7aX 75 a“X‘+3a3X+a‘] .ﬁ(
ox 2 1 + 1 + 1 + 1 1]
xXyx  ayxL11Xe 9aX“ 70X 5a“‘X’+3a‘X
1 ox
xVX

ox
xX"VX

x
xXe¥X

2 1 1 1 11 _'_1]
“Mg[13x'*+uaxs+9a2x*+7aaxa 53X T 38X | a°

+ 13
a’ ] xVX )

1 1 1 1 1
= ;ﬁi[mX’ R GMETPD ORETD CR PO GRS

1 +_1_]+i 9x
TEX T a® J xJX

Integrale irrationaler algebraischer Functionen. 03
: Tafel VIL
X = a+bx
fX"E’)x- e XVX __ 20—2m+3D [ Xx
VX =™ T 2m—1) a )iy

XnVX y=m— 2(n+’lf—m—l-§),

(M — Daygd™ (X"
(m—:l)a (m —2),a’x m—y—1 +_—%11L'ﬁ1/8;‘
f X"9x X“VX (2n—1)1')['X"8x
2 - + c
VX 2a x)X
Xox  _ X“VX[1 2n—3)b @n—1)@n-3)b* (°*X"8x
x“]/X 2ax ] 2-4at
X"9x _ _XYx (2n-—5)b (2n—3)(2n — 5)b?
X Ox 3ax x" 2 %x T a.4a ]
| ) (2n—1)("n—3)(2n—-5)b‘:/'X"8x
: 2:4-6-a8 y
fX“%)x _ X“]/X @n—=7)b @n—5)2n —7)b?
x”VX dax 2-3ax? 2-4.3a%%
’ 4+ @Gn=3)@n—5)2n—7)b?
2:4.-6-a° ] .
4 @n—D@n—3)@2n — 5)(2n ~ 7)b:fX" ax
2:4.6-8-a* .
fx"ax __XVx L (n—9b  (@n—7)©2n—09)b? xVX
VX sax L V2 g ¥ 3 4 e
(2n—-5)(2n—7) (Rn—9b .
2:4-6-48%
+ @n=3)(n—5)(2n — 7)(2n — 9)b*
2-4.6-8-a* ]
+- (Rn—1)(2n—3)(2n—5)2n—7 X2n—0)b® [ X"dx
2:4.-6-8-10-a° ’
X'9x _ _X'VX[4 _ (2n—1Db  (2n—0)2n—11)h? ol
X)X Gax | x° 2-5ax* 2+4-10a%x®
4+ Gn=7)(n —9)(2n — 11)b°
2:4:.6-10a%x?
+ ("n—5)<°n—7) (2n — 9) (2n ~11)b*
-8-5a'x

+ (@n —-3)(2n — 5)(2n —7)(2n —9)(2n —11)b®

6-8-10-a°

4 @n-1)2n- 3)(0:1 5)("n -7)(2n- 9)(2n -41b fx"ax

2468101

xVX )

e ———



94 Zweite Abtheilung.
Tafel . VIIL X = atbx
ox VX @m+2n—3)b dx
,f;:'“X“VX o (m-l)ax"‘_’X"— 2(m—1)a jx'“"‘X"VX *
f ox VX FH~tym+n—3,W
XX —(m—l)aX“,_o (m—2),a"x™ "

(=D m = Dbt B
a™? xX"VX )

ox VX _(2n+'1)b 3x
LXYX T axx 2a XX’

x  _ _ VX (2n+3)b]+<2n+4)(2n+3)bjf 9x
CXVX T 2axtlx 2a 2.4 xXVX
*ax VX (1 @n+5b 20+ 3) (2n + 5)
<XVX  sax'L 2. 2ax 2. 4-a

_QRn+1) @n 4 3)(2n + 5)b dx
2462 f xXVX '
dx  _ _ VX ri_@u+Db  Qn+-5@n+Db
fXSX“VX T T gaxXtlx® 2-3ax? 2.4 3a%x
("n+3)(2n+5)(2n+7)b"’]
2:4-6-9°
("n+1)(2n+3)(2n+5)(2n+7)b‘ ox
— 2.4-6-8-a* xXVX
x [1 @n+9db (2n+7)(2n+9)b’
X X"VX - 5axX" 2 4ax? 2.4-6a2x*
(n+5)(2n+7)(2n+9)b° +(2n+3)(2n+5)(2n+7 )(2n+9)b‘]
T 24-6-42°x 4-6-8-a
_@n+ DEn+3)2n 4 5)2n4-7) (2n -+ 0)b® ox
: 2.4.6-8-40-a° xxf']/x'
f dx  _ _ VX ri_@n+1hb Qo+ 9)@n4-11)b7
XX T gext X 2-5axt 2-4.102°%°
(n47)2n+9)2n+1Db° - (2n-+-5)2n+-7)20-+9)(Rn+11)b*
—T2.4-6-108x T 2.4:6-8-5a'%x
_@n+-3)Q@n+ 5@n+7)(2n -+ 9(@2n -+ 11)b5]
2:4-6-8-10-a°

+ @n+1D)@Cn43)---- @n +11)b* ax
2:4-6-8-10-12-2° xXVX

e e A i e

Integrale irrationaler algebraischer Funclionen,

Tafel IX,
X = a+bx.
"X iox = 3xmxd 3ma —1
. (Gm+3n+2)b " (3m 4 3n+ 2)b "X ox,
f mytox = SIS (1 ma X 3x g Caym, o
b™! 4 3m4-3n—3v+2 (3m+3n+2)b i (m +n—§)yb”'

Xn—l—g
BRCEY) 2)b

.];‘X"_’}@x - 3X s a ] _axe

3n+5 R (3n+5)b x'-_(3n+2)b) )

al 3X"+“ X2 2aX- a?
x2X"Ox = = —_
f b 13n+8 3n+5+3n+2]
X

- 3xm oG - 18a
(3n+8)b 3n+5)b (3n+2)(3n+5>b".]’

J
J:

myn—2 SX",X'H_5 3
X"3X = — ma m—1yn—3
(3m 4+-3n+1)b (3m+3n+1)bj;‘ X" ox.

3Xn+} y=m (_1)vmyav b lnd 3Xn+;l; v_m(_d) m, X

an_gf)X = 1
™! & 3m +3n—3v+1 (3m+3n+1)by & (m+n—23),p

s '3Xn+§
-IX 38 - ..
f X= Gnrnbd
'[;Xn—gax_ 3X j[ ] 3X“+; X — 3a
Jn—+4 3n+1 @3n4+4)b @Gn+1)b
fﬂxﬂ_ja —3X“+§ ~ a2
3n +7 3n+ 4 3n +1
3x"-+§ G 6w 18a
= @n+7blX @i+ b Gix 1)3n + 4)b’] :
x Y?.Y - ~ 3"
‘f’ T _gﬁry::xs. fury.._X’

——————————




08 Zweite Abtheilung.
Tafel X. ) _ |
X = a4 bx
x"Yox _ x + 3n—3m+5 b X" Fox
™ (m=Dax™! 3m—-1) aJ x*
. n._% n+§ y=m—2, _ b bm—l Xn-—:';s)x
X 8x — X n—nm-4 1} —:_3)_1 (=Dt o bé .
x™ (m—1)a =0 (m—2),a’x X
X -3 8XY 3Xn—§ Xn-g Ox _ i v—*n—-l X" . x 1
x 3n—1 "'a,f x o2 st
(3. Taf. R( unten).

X"ox

X (‘3n— Db
T Tax 3a x

x“*g @n— 4)b) . Bn=D@i—Hb* X" Fox
18a? x
Xn+§

L Sn—3m+4 b X tox
T (m—1)ax™"" 3m—1) a) x1 °

Za\x* T 3ax

n+1 y=m—2_ m~—1 n—2

X3 (n—m+v+3),b% s b X 30x

- (M=t — .
(m—1)a ;O (m—2),a’x™ " =Dt a™, x

3Xn—; n 3 3x —v=n—1 aVXII—V ’ R 9x
=3n—2+f 320 -2 J ¢

 @n—2b "X Yox
——5;-'- 3a x
L, (Bn=Bn -5 xox
T 18a® . x

X /1 (Bn—5)b
T 2a xt T 3ax )

Integrale irrationaler algebraischer Funclionen.
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Tafel XI.

X = a-bx+cx*

____VX = s log (VX+ch+ T ) wenn ¢ posntiv ist ).

—2¢x—b
Vb* —4ac

VX+Va b ' o
log (-—x— + m) s wenn a posiliv ist,

ox
™~ ——— Arc. Sin
J3x ==

ox _ _:1_
xVX T Va
of B = -——1 Are.Sin bx+2a wenn ia ne ’ativ ist
xVX “V=a . xVb’—dac’ guiy ik
. .
o _ 2l
J xVX bx ’

Bez, A

f ox
x+hVX

wenn ¢ negaliv ist.

wenn a = 0 ist.

= a—bh+ ch?

(VX+VA
VA ] x+h

5 B =Db—2ch

"VA) wenn A posiliv ist.

dx 1 . Bx+h+2A
= Arc.Sin— £~ - iv ist. i’
'/(.x+h)VX V—a by b—das ’ wenn A negaliv ist
. ox 2¥X
——— = —_" _, wemn A = 0 ist.
.ﬁx+h>Vx Bx+h)’
.®) Diesé Formel verwandelt' ;ich i 22 o1 9!: .Sin = cx+b » wenn mit ¢
- ' ¥X Ve Viac— b2 ' -
zugleich auch 4ac — b? positiv ist,
hingegen in Ox =—— Ave. Cof S——e 20x+ =, wenn ¢ positiv;

J VX T Ve’ Vi =

4ac — b? negativ ist.

13



98 : Zweite Abtheilung.

Tafel XI.  Fortsetzung.
X = a+bx+cx%

Bez. i=}—1. A=a—ch’—bhi. B = b—2chi.

ox VX+VA |
,f('x—i-hi)VX‘ VA (x+h1 2VA)'

Um in dieser Formel den reellen Theil vom imaginiren zu irennen,

selze man VA = o+ (i, ;%X = y 4 Ji, woraus sichfﬁr'a, Bryy 0 3reeile

Werthe ergeben; ferner seien M und ¢ bestimmt durch die Gleichungen:

xVX + ax + fh x— ah—hYX o
X’ + h? +7=MCOSCP, ‘{?—'x—,_’_?f+5 = Msmqo
wo M eine positivé Grosse vorstellt; so ist o Sy

dx —a+p3i .
= logM(C ).
,f(.x Ty~ a g osM (s +iSing)

' ax 1

'ﬁx.z iah“:)]/x = am-__'_i 5 (B + alogM).

Anmerkung. Aus der ersten Formel dieser Tafel ergeben sich die lhl’ folgenden
b \
2V=c

durch Verwandlung ; setzt man nidmlich fir ein negatives C, == Cosp, xV—c-

- ‘u,Smrp, so wird p = Va—— und log(VX+ch+ ) = log/x.+ @i, Wworaus
die zweite Formel hervorgeht. Dxe dritte und vierte folgen aus’ der ersten’ und zweiten
durch Vertauschung von x mit % und ¢ mit a; die sechste und siebente aus der dritten

und vierten durch Vertauschung von x mit x 4~ h, a mit A, b mit B} dis neunte aus der
sechsten durch Vertauschung von h mit hi.

T e

Integrale irrationaler: algébraischer Funclionen. 099

Fortsetzung von Tafel XL

Zusitze zn vorstehender Tafel,
enthaltend einige besonders einfache Fille, welche sich aus
derselben ergeben.

dx ]
— = Arc, Slnx.
V1—x?
f ox = — rc. @of1
X 1— : . |
ox 1+ hx i
.jzx+h)V1—x’.,=f Vﬁ___f‘Arc -Sin X4h’ wenn h -> 1.
8x_—_ o 1 4+ hx -
Gc+hli—x Jc@____ wenn h? < 1.

.

f_ﬁ__ = — /1 —X
x4+1)V1-x* 1+4x

dx - — 1+x
x—DV1I—=x* 1—x’

9x xV1 + h?
— Arc. Tang
®*+h?)V1—x* th +h* Wi—xt'

xdx 1 Vi x2
‘/(.x’+h’)l/1—x" V1+ 2 . zarg Vi+-h®

_;.L—f_ = Nr¢.Sinx,
Vi4x?

. S @in1 .
xV1+x* ,
ox -1
At Cm—
.f(.x+h)V1+X V1+h2 x+h "
dx 1 xVht—1 .
—_— = — ?I €. zan *———, nn h" > fl.
.[('X’+h’)V1+x“ hV h*—1 Wiz’ "

dx xV1=h?
= Arc. Tan wenn h* < 1,
ﬁx’+h’)V1+x’ th—h‘ SWixx’

13¢
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Zweite Abtheilung.

Tafel XI.,  Fortsetzung.

J’ dx
xV/x3—1

Ox ‘
, fm = Yrc, Cofx.

= Arc.Cos 1 .
X

Noch Zusiitze zu voriger Tafel.

1 1+h

Arec. Cos ———

dx _
G+bhVxr =1

2
T Tahe wennh<1

1

ax _
x+hVxi—1

hx
D) wenn h">1
Vi 6. @of .

x—1

‘ dx
E+1DVxi—1

ox
x—Dyxr—1

x+1"

ax _
(x‘l_'_h'z)l/x'z_i -

xdx —
x*+h?)Vx*—1

xax _
(C+h)V14x*

Xox
RV

wenn h* > 1.

'/ 2
—1——h—2 , wenn h? < 1.
+X

x9x
(P+D)V1+x3

f Ox _
DV I4x>

Integrale irrationaler algebraischer Functionen. 101

Tafel XII.

X = a+bx-4cx2

Bez.  4ac —b? = A. flA—c = q.

2(2¢x + b)Vx 2(n—1)

i -

an—)AX" © 2n—1 1 x"—ivx.‘

2Qex +bVXFn—-1), ¢

.j;i?lfx -

(211 - fl)A =0 (l'l —_ %)v ) X ’

. ,ﬁc?;x=

OX . Taf. VHL XI

VX

9x _ 2Qcx+Db)

XVx AVx

9x  2(Qex+b) 1,
L’VX_ 3AVX I_X+"q]'

dx =2(2cx+h)[ 4q 8q
) xeYx 5aVx . LXF

dx - 2(2cx+b)[ +16q°

X¥x 7a7X Lx*F 5X’ 5

2Rex+b)r1  8q 48q’ 64q®  128¢*

9AVX LX T 7X T 3Bxi 35X s
ax _ 2Qex+Db)r1 +'10q 80q* 32q3+128q‘+256q"
XX 1AVx I ox T taxt GBx t e

— 2QRex+b)r1  12q  40q®  320q° . 128q* . 512¢°
13AVX LX* T 1xs +3xe F o + 77k a3y
1024¢°
231
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Tafel XIII . ,f Tafel X1V,
: i . 2
X = a4+bx 4 ex? X_a+bx+cz.
Bez. dac—b? = A. Kc =q
Bez. dac—b? ="A. %‘5 = q. , X3x VX if dx '
3 XVYX ~ @n— 1)cXV e JXVX —
" | ax 20x+2a)X bRecx+Db) X§ @1, ¢
/x. __(2cx+b)XVX n4-1 X"dx —’ni—_—=a . — 5 oe
ﬁ VX ox = i+ Do + Stn 1) VX - o 1 X'VX . (2n--1)AX“ Rn=1cA & @—) X
a1/ v=n Ox 2(bx+2a) 8b(2cx+Db)
W oe CEEDXVXGO+D, 1 (4 Dot [ 0x | x0x l/’_‘_."_ ox f" - — - :
ﬁ VX 0w = 25Tt g q"+1 Vx VX ~ e VX lJ XX 3AXYX 37X
= T v _ x0x 2<bx+ 249) fx%)x _ _2(bx+2a) 16bQex+b)c1 /_q).
, - , XX T T A JXVX T sAxyX asayx x*
f]/x .9x M/X.,___ ox © [xdx " 2(x+20) 8bQRex-+b) 3. “4q \
4o Vx XPX © T 7AXYX | 350X (x= +x +80).
fXVX-&’)x:.—acxg_—*—c—b)V}(X+§& +—8%, % A ‘ S * x*dx _ (2b2—4ac)x+2ab+'4ac+(2n—3)b’ dx '
, XVX ~ @n—DeAXTYXx Qu—DHed JxYx°
ﬁ’VX?J _%W—X(X +i—§+§1—3—, +Tg? —;—;—% x*9x — (X V 3b*—4ac [ Ox |
, rx Tl 7 L S A "ﬁf‘
Rex "' b) X ’ X2 35X 35y, 35 8x ; x29x 2bh? —4ac)x+2ab 1 [ Ox
J;@VX ox= ( 24‘1 + 16 qs +128q4 VX RN E = ( ) + - T e
M M XyX CAVX VX
.f)'(‘VX-Sx _Rex+ b)VX( 9X3 21X . 105X + 315 \- - v 7 ' 19x _ @ — 4ac)x -+ 2ab N 2(4ac + b2)(2ex + b)
+T6¢ T oae Tazse i | xVx 3cAX)X 3cA?YX
8" ] o R Ty ? " x20x - (2b"-4ac)x+2ab+2(4ac+3b“)(2cx+b)(1
256q VX . X)X 5cAX*YX 15¢A?VX X
HVX 1X | 99X® | 23X* 231X 693 3 1 92 _ 2 S 5\b?
X*VX.ax —-(2cx+ Xe+ S+ + + x¥x (% 2Qn=Dac—QRn—5b?  8ac+@n-5b7
f . ( 10(] 8(](] 160q¢* ° 128q* " 256¢° X"VX = ( + @n—1)cA bx @n—1cA )( n-—3)X“

231
+ 10244, Vx '

_'12ac+(2n—5)b"b ax
2n—1)cA  JxYx

fxsax - 51_ 5bx 5b’ )V "~ ¢3ab 5h"2f'
Einige besondere Fille sind: /é)le—x’ = }xV1—x* -+ }Arc.Sinx. : Ix 3 1003 8 3 4o 0

x%0x x? 10ac— 3p? bx. 8::10—3b2 12ac—3b?  f"8x
féxV1+x’ = }xV1+4-x3 4 } Are. Sinx. ﬁxl’x’—-l = }xVx? | — § Urc. Gofx. l XVX ! - ( o )VX T A b Vi

i s o o ——— i a1 o
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Tafel XV.
X = a+bx+cxt

xX"9x XVx b [xax
VX  Q@n+l)e 2¢ Jyx

fx%xVX - Z‘K’f_—b_ﬁ <VX. JXXVX ox=X KX ;’c'ﬁq/x Bx.

x*X"dx xXVYX  2m+3 b [xX"dx

- b a - [X"9x
Vx 20+ 2m+1) 2 JTyx ~ 2n+1)c VX
x2X"9x _ ( _ 2n + 3)b) XVx (2n + 3)b? — 4ac X"9x
VX 2(2n+1)c/ 2(n+41)c sm+ne* fyx

5b%— '
fX’VX 8X—( 5b XVX+_1601130 VX-BX.

XX 76— dac [
2 . 1 — —— .
f:xl/x ax (x 100 Gt 3ie ﬁ]/xax.

VX ob*— S
fc’X’V'X--%h( 1 4c slj +9‘320fa‘°ﬁ<2]/x-ax. - (S Taf. X) -

x*X"9x  x’X"VX  (@n+5b [ x*X"dx 2a xX"dx

VX = @n+3)c "~ 2@n+3)c VX~ a+3ye " X

2a X"VxX

yx

x°X'9x (X,_(2n+5)bx (2n+3)(2n+5)b?
4(+1)c  8@n+Dm+1)c

@@n-+1)c/ (2n+4-3)c

fa]/x 8X_( 7bx L350 _2a\XVX  (3ab

3bx 21" 2a X’VX ab
3 —_—
chanx..( T10d " 50) 70 T ae

11bx = 99b® 2a xal/x /3ab
3Y2 8 . 2
IXVX = (x 16c+22402 7¢/ 9¢ 7 \16¢?

+ 3ab _ (2n 4+ 5)b® ) X“‘(’)x
4n+1)c*  16(n + 1)c? :

7b®
+18¢ " 3¢ 5¢ 80’-39(;3) VX ox.

16 ca)‘fxyx 8X
%5?1}()33 )f}'OVX -0x.

dx =_12C(2cx+b)( 16c L 128c 1 _7b (" 8x
| X VX 5aA )X xt 3AX 3A? axX'Yx  2a)xx*yx

X = a-~bx4cx3. .Tafel XV

B'ez{ 4dac—Dh? = A.

ox _ VX 1’ ox __b_-fi)x'
xXVX  @n—DaX"  afxX"YX 2aJXYX '

ax 4ac—2b’—2bcx+1 dx
xXVX aAVX VX’

o () (e 1 o
xX* VX 73X ayX \3X +3at aAVX x)/X
ox 1 1 16¢ {12802
f XX (E""'EB‘X“*E@)JX_[E’X? (15A 3a) X V1547
8c - b(2c\c+b)+ ox
3aA aAVX xyX

dx VX _ @n+1b (* 8x _gn_y;a_x_
,ﬁaX"Vx = Tax . 28 Jxyx e J xyx
[ dx VX b ox
f':«‘vx—= "K‘z—afxvx ' I

dx 4c("cx+b) 1 _§l_) dx
f XVX aAVX axVX 2a xXVX '

dx __8c(ex+ b)( _ _@ dx
XVX . 3aAVX x+ axxVx 2a J xx?yx

(s. Taf. VIIL)

-,

8x VX @n+3b( dx _@n+Def 8x
*XVX T 2a0X" da ) X"VX 2a xXVX

3b VX 3b2 4ac ax
Jare X = ()5 XX

(5b 1) 5bc(2cx +b) + 3(5b* —4ac) [ dx
sXVX 2 2 axVX a’AYX 8a* xXVX

(7b 1y 1 14beQex+b)l | 8cy  5(7b’~dac) [~ dx
x3x=Vx 2 JomxyX | 3eayx X AT w@ Jpx

Anmerkung. Wenn a = ( ist, s. Taf. XIX.

14



106 o . Lweite 'Abtheilung.:

Tafel XVII. . .
X = a+bx+ cx%

fxw)x _ X o fXex b [Xax
VX @n-1)y'X xx 2 ) Vx

e Vx+-‘é T

)VX+-fVX8x o

W'“ﬁ%?

VX

+a")]/X+ ﬁan +_ﬁxa LA 3an

' X'ox X"’f‘Vx'- @n—1b [ X" 0x X ox
= - + + (2n — 1 - .
fx’VX X 2 xJX @ )c VX

fox)fax- _ (’,"

fx?me‘_ _g(_’ 5bX 5ab)VX 5D VX%> ) 5ab

- \"x* .6

Vx

5ab
X) XOx -
J: VX ,

X" dx x 1 Vx on—1, fx"—’ 8x  2n —1 fX""‘ ax
= — -+ - b — -+ v
J xVX 2x? 4 vﬂk .2 ] . %X

(Vxox /1 b \pu . (o
X =—SF+EQW+G

anx ]/X b ox S SR
_ + + —— . oo . hRY
xVX VX -] -

)VX\ b V 3fﬁ/xax+3al_)j;1/x,'f "
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e

Tafel XVIH.
X = a-+bx+cxh

Allgememe Formeln zu Tafel XIV bxs XVII

m und n posmve ganze Zahlen B

xTox
XX

i Xm_28X m—i m—28x
c) xlyx ¢, X"Vx X‘VX ’

x"dx
XVX

- xYx ?q_0m+1)b x"a + (m—1)a f"ﬁ;z'(’)x\
:— . (zn_m)cxn )(')n_.m)c X"]/X (/,)ﬂ-ﬂl)c 'X‘VX .

x" X"0x _

x"IXYX _ Qn+-2m—1)b (X X IX0x (m—Da (X ‘X"?.)\c'

E

n+m)c 2(2n+m)c VX —(2rn+m)c yx

dx
SXPX

S

;1 Dx __11 ox ¢ [fox_
—-. a ‘.xmxn—l VX a xm—lxnl/x a xm}—‘lxuyx .
o0x .
"XV X

ot '+ 20— m -Hi2)¢ X"9x -
o m—na X

VX . - @n+2m—3)b dx
(n—Dax™ X" 2m—Da Jx X)X
@n+m—2c [ dx '

(m—1)a ”"‘X"Vx ’

ot LX o
a")/ X = (7v+1)X" 205 ‘“ VX x) X '
XX . o (@0 — 2m+ 3)1:[‘ X"dx :

T (m—1Dax™" 2(m—1a _Jx" )X

XX '_'_ 2n—1 x“ax +°n—1'c' X" ox
(m — 1)xm—-l (m_.:l) m—lVX m-—1 X n—wl X

Bez. A =a-bhch® , B = b— "ch
n cine ganze Zahl, posmv oder negallv

X"dx -
x+h"YX

XX 2N — 2m 3)?]‘ X"9x
(m—1)Ax-+h)"! + 2(m — 1A x+ h)T“jV)Z
(On—m+2)c X"dx |

m—DA Jx+n~xX’

11¢



108 Zweite Abtheilung.

Tafel XVIIL

Forisetzung.

X

= a4+ bx+cx2

m eine posilive, n eine positive oder negative ganze Zahl,

x"X"dx i

v=1

Rn +m)ee, =

28 = — @0+ 1)bep—

Die Coéfficienten e;, «,,- - -

bestimmt : ..

VX = X“sza,x'“ "+ 8 Xi’)x .

@n, @ werden durch folgende Gleichungen

3 2@ 4+-m — ey + (2m 4 2n = Dbea, = 0.

2@+ m—v 4 1)ce, 4+ (2m + 20 — 29 + 3ba,y + 2(m — v 4 2)ac, -2

=0, fir » = 3, 4, --- m.

2a Cm—1 »

(m— e +1

[9 (2 n+1) Cam_g

= 0, fir » = 3, 4,

f dx Vx Sil ’ff’ f
"XVX T X ,_; "X xVx 1) XYX

Die Coéfficienten a,, a,, - -

®a-1, f, y folgen aus dgr} Gleichungen:

= 0. (m—2)a,+ (m+n—Hba, = 0.

\

2(n — v)ay 4= (2M 4 20 — 20 4~ 1) batyg + 2(MD 4= 20— ¥ - 1)ace,—

m-—1.

("n -+ 1)1)0(,,,_1

m—2

a

2nce,_4

m—1i .

a

9 am—l
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X = bx 4 ox? Tafel XIX.

Anmerkung,
ist. Es geniigt aber,

Fall brauchbare Reductionsformeln za erhalten.

Die Formeln der Tafel XVI werden unbrauchbar, wenn a = 0
den Divisor a als Factor auf die linke Selte zu setzen, um fiir diesen

_ox
"XVX

(20 + 2m — )bx" X"

VX _2@n+4+-m—1)c 3x
@n+2m—1b ] xTxpx

T x
xXVX

_ aVx ‘_ 4nc . dx
(n+1)bxX" @n+1b J XX

dx

Jore -

dx — 2 40 “ax
xXVX  3bxpX 3B xVx
2 - 8¢ .

xXXYX -

5bx X)X 5b4ﬁ<7"

2X"VX

| EI2. 90 1 3¢ " sne* [ox
@n + 3)ng“(—x )t '+~3)b?.ﬁ(“l/x )

fx"l/x %lﬁ( :

dx
x’XVX

)52/

5beX ( X

160’

1,
J:;x*Vx 7bxX Vx(

+ 7h° X’VX.

o _
X)X

("n +b) bxX"

2VX -(:_'_i 4(n+4)c"8(n+1)c")

@n+3)bx~ @n -4+ 3b*/).

-32n(n + 1)c? 8x .. ;
(2n+3)(2n+5)b’ x"]/x‘ o :

——_ﬁ__

dx 2]/)((__'_1~ 4c 8c’).

3bx ~3b*
8¢ 16¢t .640a Bx

7bx]/X.(_x’ 5bx” 50" )T 350° ) xyx

x* ]/ X 5bx
9x -
f X)X
dx
x*Xz)X

-2 ( +120 24c™y  64c® [ Bx
9bxX})X 7bx 7b*/ 21D ) X)X

Die Integrale f Ox

a = () gesetzt wird.

A b 3 i ergeben sich aus’ Tafel XI, weon :daselbst
x+cx“ o -

L
3




110 - Zweite Abtheilung. .

Tafel XX. -
X = a+bx+cx%

V=1 ; A=a—ch*~bhi ; B=b—2chi

f__L=_ VX ~  (2m-3)B ox
VX T (m— DA+ h)™ . 2m=DAf i hyTYX
T __(m—2)cf dx o o '
(m—DA, J tx+hiy")/X _ ,
VX B ox
.ﬁxm)vx * Tak XL UZHWX A<x+hi>‘27a ﬁ:ﬁv
Ix
(x+h1)3VX
ox 5B 5B* 2¢
‘ﬁx+ iy VX [_ 3A(x+ hi)’+1"A’(x+hi)’_ 8AT T 3A’)x+h1]l/x

' ol I 330 5B3) S
4A’ T164° (x+ hl)VX
. |

Trennt man in vorStehenden Formeln den réellenThell vom lmagmaren, ]
S0 ergeben sich Glelchungen von der Form:

i \ K
0% o ex T .
S S VAP S (N SRR Y
J:x +h)"YX HVal .jzx—hi)"'VX = l

wo U, und V,, reelle: anctionen von X Smd welche sich aus der Tafel
finden lassen.” Da nun: ‘ :

A ey . )
by @Qhy & (2hy  \@+h)™  (x—hi)—/’

X _ DT SO amr—t) (= (T )
@ (2h) S Zo@bY NG h) ™ (b)Y

8x : xdx .
so erhilt man. hnerducch dle Inte ale : ]
| o f(x’—rh’)”VX ’fjxuh”')“Vx ,

y - -xdx v, .
————mm e =Y
2h2 (U2+ h) ‘ﬁy +h")’VX 2h '

Ox o
(+h?YX
, 3V, x3x . 9 ¥,
4h"‘( Vet +2h‘) J(lx TYYX 4h’(q?+2—h)f

f dx ... .
@+YX

"~ Bez. i

i

( )V —4Ac 3 X.. |p
"A(X+hl)" T (X+ hi), 8A2 : (x+m)1/x

e . o e .

Ty

Integrale irrationaler algebraischer Funclionen. 11

!

X = a4+ bx" Tafel XXI,

l
Reductions~Formeln.
|
|

m1xPox o X" "XPH (m — n)a/Xx™ " X"ox
X - (m —+ np)b '

_ x"XP+npa/x" X" ox
= m .

‘];‘ mlyray — x" X" — (m + np + m)bh/Xx™"Xrox
ma

— x"X" 4 (m +np + n) /XX %)x
(n+np)a

(m +- np)(m 4-np —n) lg/'x'“"X“Bx -+ np(m — n)a® x""“_’Xp_i

= [npax" ™ (m -+ pn — n)bx™ ] X,

m/X" ' XP8x+nph /X" IX19x = x" X",
(p + Mb/X"'X"dx + (m —n) f X" XX = xmTXPH,

Anmerkung Durch die Formeln des ersten Absatzes wird nur einer der Expo-
nenten m,p; durch die des zweiten werden beide zugleich reducirt. Der folgende Absatz
enthilt Verwandlungen des vorliegenden Integrals durch Substitution. qund r sind ganze
Zahlen.

1 m_
‘j;m—lxr dx = :‘ 'f(.yy_a)n Y‘l+r—1 3y,fﬁr yr = a-l—bX" =X
nb"
9 m, ! q+r—1
ﬁ“"‘X'%)x = —lan-’-:f’—y 8Y )
n . L. I

' -b)
q i

m . . .. .
Wenn ;. cine ganze Zahl ist, so fiihrt die erste, und wenn f"_+_

firy = = +b.
X

einc ganze Zahl ist, die zweile Formel auf das Integral einer ratlonalen
Funclion. Fir q = —m r = n giebt die zweile Formel:

m—1 n—m—1
fx €)xm =fyb ?Y,woy"=i“+b; z. B. fir m = 1:
(@ +bx")" v x
3 2 o
.___E———i = y 8“Y, fury =£+b'
e b—y x"
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114 Dritte Abtheilung.

Integration exponentieller und trigonometrischer Functionen.
Lehrsatz. Bezeichnet f(e") eine rationale Funclion von e*, so ver-
wandelt sich das Integral /T(¢)dx durch die Substilution z = €7, 8?-— ox,

()

. oz
in /’ f(z)(?, also in das Integral einer rationalen Function —*
Zusatz 1. Das Integral einer rationalen Function von Sinx und Cosx,

niimlich /"f(Sinx, Cosx)dx, ldsst sich immer auf die Integration einer
rationalen Function zuriickfihren.

ot sl A evLm*(E

Denn da Cosx =", 5 inx =

. - xi °)
wandelt sich durch die Substitution e* = z, 9x = (I—ZZ,

UY

V—1), SO ver-
das vorgelegte In-

tegral in /"y (z)-9z wo v eine ralionale Funclion ist.
Zusatz 2. Da jedoch durch vorstehende Substitution das Imagin?ire

e R P A 0

Faw Fui \,n

namhch Tan 1x =1u woraus mx
g( )=u, =7 +u,

folgt, durch welche mithin das‘lfﬂeP a‘fﬁ{gﬁffi Eos x) Ox auf dle Form j' ¢ (u)du
gebracht wird, wo ¢ eine rationale Function ist, wenn f eine solche ist.

Zusatz 3. Da allgemein /x0¢ = xp —_/'qo%)x, so ldsst sich nach
vorstehendem Lehrsatze auch das Integral /X ¢ immer finden, wenn ¢
eine beliebige rationale Function von Sinx und Cosx ist.

Anmerkung f. Der oben aufgestellte Lehrsatz lisst sich noch elwas allgemeiner

so ausdricken: Es sei y = Va+l)e"+ce2"‘ und f(e*, y) eine rationale Funclion
von e* und y, so verwandelt sich durch die Substitulion z = e* das Integral

ff(e » Y)Ox mff(z Va+bz+cz2)— —ﬁ(Z)g)z—Ffv_j’%c_zi

wo @ und v rationale Functionen sind. Durch eine passende Substitution lisst sich dieses
Integral stets auf die Integration einer rationalen Funciion zuriickfihren. Vergleiche Ab-
theilung 2.

Anmerkung 2. Die folgenden Tafeln enthalten hauptsichlich Integrale rationaler
trigonometrischer Functionen, aus welchen sich die Integrale der entsprechenden Expo-
nential- oder hyperbolischen Functionen durch Vertauschung der verénderlichen Grosse x

mit xi sofort herleiten lassen; daher die Aufstellung der leizteren als unnithig unter-
blieben ist.

Anmerkung 3. Auch andere Substitutionen, wie Sinx =y oder Cosx ==y fihren
die Formeln der folgenden Tafeln grosstentheils auf diejenigen der vorhergchenden Ab-
theilungen zuriick und geben zu Vergleichungen Gelegenheit.

L

e

L 16Cosx®
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Fafel 1.

ﬁcusmm

n eine positive ganze Zahl n’ die grosste in E enbhaltene ganze. Zahl also

n R N (PR TR n}_{s‘ 2 AR RERS Tami O
o o= 5 wenn n gerade , N = wcnln ’n'ungerade ist.
2 .
. ! 4 FEULIE'S % ARTI H L
y_“:f e —T 2R RN 1 R R ::\ IS A 7 n: ,lw

2" 1Cosx" —2 n, Cos(n— 20)x + nv - 2" Cos(n — 2n')x.

/

2Co0sx? = Cos2x-+1.

4Cosx? = Cos3x 4 3Cosx.

8Cosx* = Cos4x+ 4Cos2x + 3.

Cos5x+5Cos3x+10éosx
32Cosx® = Cos6x+6Cos4x+:l5(fos"x+10
64Cosx” = Cos7x+7Cos5x+21C053;c+133C0sx.
128 Cos x® Cos8x+80056x+280054x+56005"x+35

2q Co x9 ;. Qost+QCos7x+36Cos5x +84C053x+1B6Cosx

PEN
it

51ZCosx‘° C0510x+ 100058x+45 Cos 6x+1"OCos4x+"’10 Cos 2% & 1"6

oy TIRE Lk

R TR A T A

[ T A 1R T TS S

7T e 2 T

Cosx"dx = -1 E"-n,Sm(n\ 20X Dy Sm(nv-+~n)x N
T oot m=2y e o =20 T Ty
f’8 —sinx o | fooston s Ldingx 4 Tsmoxa 360
32 4 8
1 1 1 5 5
Cosx?dx = - Si g T 2 5
f“'x kx’ =1 m2>ﬁi+2x ﬁqsx; Px= S1n5x+4851n3xf8_§1n)g,
1 L '
Jéosx"‘c’)x = ——~Sm3x+iSm X. J(.Zosx“‘o =—1(?Sm 6x +- ('? i Sin4x
e e S B +6‘4Squ2x+1bx.

U s: f. nach vorstehcnder Tafel <t -

o
J

*) Fir ein gerades n ist n— 20’ = 0, daher

Sin(n —20)x __
Ta—aw o
Die Entwickelung vo'n‘i/'cosx'!‘ax‘nach‘mbxenzeh,a. B ¥ 7)1 PRCERYUNTMN IR I S

13*



116 ‘ o ‘Dritte Abtheilung, Integrale exponentieller und trigonometrischer Functionen. 117

Tafet 1L

- Taf, 1M1,

S Sinx"dx

JSCosx"dx,

2 Sinx®™! = (— 1)" 2 (=1)(2n + 1), Sin(2n —2v 4 1x. n’ die grésste in 3 enthaltene ganze Zahl.
[ v= ’

y=n—1 .
2n—1 g0 2 n v .
2SI = (— 1) 3 (=1 @n),Cos(2n — )x + (20, Cosx"0x = L Cos & Sian;iﬁosx"—?ax.

e CD, v, O,

Cosx"dx = —Smxz PR L

=0 ~—1) | ()

28Sinx® = — Cos2x + 1.
48inx® = — Sin3x -+ 3 Sinx.
8Sinx* = Cos4x—4Cos2x+ 3.
416Sinx® = Sin5x — 5Sin3x 4- 10Sinx.
32Sinx® = — Cos6x + 6Cosdx —15Cos2x 4 10.
64Sinx” = — Sin7x 4~ 7Sin5x — 21 Sin3x + 35 Sinx.
128Sinx® = Cos8x — 8CosGx 4- 28Cos4x — 56 Cos2x + 35
256Sinx® = Sin9x— 9Sin7x 4+ 36 Sin5x— 84Sin3x 4 126Smx.}
5128inx" = — Cos10x+10Cos8x—45 Cos 6x -+ 120Cos 4x—210C0s2x+ 126.

= =

Cosx™ " dx.

Q21 =

Cosx?dx = = SinxCosx+ % X.

Cosx®9dx = = Sinx (Cosx? + 2).

~=

e

Cosx*dx = = Sinx(Cosxf’+g posx)—i—gx.

()

Cosx®dx = = Sinx(Cosx‘+§ Cosx’+§) .

~1 y=n Cos(2n — 2v -+ 1)x 5

2< e+ oot

—

Sin 2“**8}:

\
—

Cosx®8dx = %Sinx(Cos_x"+‘—5-1 Cosx® +1§Cosx) +i
Sing*Dx = ”ffi 1y, SN =20, @ ¢ !
inx“9x = 2n_1 2y g% X. fCosx’%)x = ?Smx(Cosx“+g Cos x* +8 Cosx? 4 16)
. - 1 7 35
Cosx*dx = = Sinx(Cosx? 4 L Cosx5+ C s x3 —C
"'ﬁxnx8x = — Cosx. jéinx‘ax = E%Sin4x—%8in2x+gxo f 8 ( 6 - 05X)+1:,8
_ 1 .. 8 64 .
4 Cosx?3x = = Sinx ( Cosx®+ = Cosx5+~— Cosxt 4= ? 4. 128
jélnx?%x - e 1Sin2x+§- ‘f;inxsgx — __160055x+_5_(}os3x-§8’00$x. ' . f 9 ( 7 35 X* 4 35 COS 35
; 1 9 21 \
) Cosx"dx = — Sinx ((Cosx? 42 Cosx"4-“~ Cos xb4. 105 s, 315
ﬁlnx"i’)x=—1-1§Cos3x—4Cosx fémx“ax = —mSm6X+ Sm4x «f 10 ( R T M 7Y 64 Cosx +12SCOSX)
4 . 15 o 5 s _ff’ﬁx, : !
BT R T «

- - Die Entwickélun dieses Integrals nach d i d ic ,
Die Entwicklung dieser. Integrale nach Potenzen s. Tal. IV, £ g o0 Sinos der Viclfachen von x . qeb b
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| Tafel IV, ' B .
' fSlnx"Z)x : - S Cosx™ Smx ox. Tafel V,
. L o I . . . n o - o T
' ' — . n' dic grosste in 3 und m’ die grosste in ? enthaltene ganze Zahl
W gie grdsste 1& = enthaltene ganze Zall. . ‘ e - - Bt SR
: J’: . > N'](’?osz;‘vsm x“;‘)x Cosx™ ' Sinx"* JE L
i , : 4 X = 0sx™ *Sinx"9x.
ﬁmxn Ix = — Sinx h C!?ix’_i_ n ::1;' Jéinx“‘zi)x. ) . i ' ; m ::— n 4
» ) . - ! ;..'ﬁ?osx"' Sinx"x — _Sinx’ Cosx™" on _1 Cosx™ Sinx™2d
1(11-—1 A : (“'_.1) \ E - < . m—4n inx X.
y=n’— ‘ - : m—1 -
‘féinx“?)x — C(:ISX 2 v Sinx e 22 2 fsm n—2n’ 8x. i ,‘{:féosx"’ Sinx"0x = Cosx™ Sinx"" [Smx* -
. v=0 Z—l)y ’ (g)nl . ’ ) mH-n +n_
. “ . “ T . (n—1)(m—1 e
‘ ' i (m+n)(m+n-—2 Cosx *Sinx"*dx. |
Sinx?dx = gCOSXSmX+1 X. Y " B
2 7; ! ) . J(‘: Sinx"d Sinx"+tgmt (m =
: : 4 Losx"Sinx"dx = — v m—2v—1
.mex“ X = % Cosx(Sinx?+2). ¥, ," - ' 1 -~ : m+n E’ (m+"—1 Cosx
1 ’ / N m“—i) L
‘/émx‘%)x === Cosx(Smx +5 Sm x)-lc X. ‘ Cos x™ 2 Sinx" ¢
4 Y ] : : i (m+n 0sx Sinx"0x.
4 T m.’
Sinx*dx = 4Cosw:(Smx +4 Sinx? +8) 4 ' 7 :
1) 3. 37 'poa ’ . v ' Cosx™*! =n—1 ("—1)
7~ Sinx®D 1 c o S 5 v CosX™SInX" X = — - % _;’_i._sm Xl
= = %. : s . mg-n m 4 :
inx®ox = — osx(Smx +4Smx+ mx +16 o Fn 5 (%_"_1)
n—1
Sinx"9dx = 1 Cosx(Smx°+ 6Smx + Smx? 16 . 4 ( 9 . et
7 5 ] ‘ + (m +n) Sinx"™™" Cosx™dx .
1 7 ‘3 3
8 — - 7 hath
ﬁmx x = 8Cosx(Smx + Sinx+5 4 Sinx® +10‘§m x>+ o5 ¥ . i
ma Cosx™
fS1nx90x = --4 Cosx(Sm?"\-i-?Smx + 52 Smx + Sm 2+%~_§ ‘ ﬁosx Sinx0x = — T
| m+1 s
_ 9 315 } f Cosx™Sinx?dx = — COSX" Sinx 1 me
ﬁmx“’%)x_——Cosx(Smx"+8Smx +—S nx5+¥64—s inx® + oy S qu) m+o T ) Cosx™0x.
03 ’ f Cosx™ Sinx’0x = COS X 2
-~ 256 .. - & +3 ( inx + — ¥, i
m+1
- T | 'fCOSx'"Sinx‘ ox = _COSX (Smx +-2Sinx ) P Cosx™Dx }
Diese Tafel folgt aus der vorigen durch Vertauschung von X mit g*" i C (m+4)(m+ '
~ A osx™ .
Di¢ Entwickelung dieses Integrals nach den Sinus oder Cosinus der Vielfachen vonx ‘ ! Cosx™ Sinx®*0x = — ma5 (Smx‘ -+ ——4— SinX"—i--E—————) .
& Taf. IL N , +9 m-+3 (M ~+3)(m-+1)

<
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Tafel V. Fortsctzung.
JCosx™ Sinx" dx.
. Cosx™M[ 5 15 .
m 6 —_— H 5 H 3
ﬁosx Sinx®9x = G _Smx +o Sinx®+ ) (me2) Smx]
15 -
4+ BrOMmED@ED) Cosx™ Ox.
Cosx™ . 6 . 24 .
mQt T — 8 4 — 2
Jéosx Sinx” x == " _Smx +m+5 Sinx +(m+5)(m+3>Smx
48
+<m+5><m+3>(m+1)]'
Cosx™' .. 7 35
M8 — 7 5 e Qiny?
! .fCosx Sinx®0x = m 8 [Smx +m+6 Sinx! +(Mm+6)(m+4)51nx
RSN U B—
(m - G)(m +4)(mn + 2)
105 m
+(m+8)(m+(j)(m+4)(m+2) Cosx™ Ox.
e g Cosx™™ .. 8  cirvs 48 _—
‘ﬁOSX Sinx?9x = — ma9 [Smx +m—-i—7 Sinx%4- m5) Sinx
+ 102 Sinx-t 384 ]
7Y 5)m+3) (7)) (m+-3)m+ 1) J
Cosx™' .. 9 63 .
mete 1 9 7 —_— 5
| f:losx Sinx'°9x = — o 10[Smx + +SSmx +(———m TR0 Sinx
‘ 315

*+ mrsmeo@rn nx

945 Sin x]
* T8 m1-6)(m+4)(m+-2)

945 m
+(m+1())(m+8)(m+6)(m+4)(m+2)'/.COSX ox.

] . om+l
ﬁinx‘“Cosx@x: Sinx™ _ .
+1 :
. m+1
C ©m
Sinx™ Cosx*dx = Sinx qosx -+ 1 ﬁmx ox.
m-+ < m-+2

. w-+1 5y
{ sinx™ Cosxsox = Sinx (Cosx" + ;) U.s.f.
m-1 m-+-3

.7
Diese Integrale ergeben sich aus denen umsiehend durch Vertauschung von x mit g —®

i

——
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|
|
1
i

S

Forlsctzung von Tafel V,

fCosx“’ Sinx"d x.

Cos x?Sinx?dx = 1 4Sinzlx—x).

~8\4
Cosx®Sinx®*0x = I%(% Cos5x—%0053x—2005x) .

Cosx*Sinx*dx = Jiz (% Singx — % Sin4x ~ /13 Sin2x 4- 2x) .
Cosx?Sinx®0x = ~ 01—4(; Cos7x —; Cossx+% Cos3x + 5Cosx) . |
Cosx*Sinx*dx = — 71178(; Sin8x —g Sin 6x + Sin4x +- 2 Sin 2x — 5x) . i
Cosx® Sinx?2dx = -]—16(2 Sin5x+§—Sin3x —QSinx) .

Cosx*Sinx*dx = %(Z Cos6x —g Cos2x).

. 171 1 e . .
Cosx’Sinx*dx = @(7 Sin7x — 5Smax—— Sm3x+3Sinx) .

——mm e

==

Cosx®Sinx*Jx = —%(—é CosSx—-4 Cos(ix—% Cos4x+3cosgx)_

Cosx®*Sinx®9x == — ~2}3_6(% Sin9x — ; Sin7x+§ Sin3x — ¢ Sinx).

Cosx*Sinx?dx = —%(g Sin6x +% Sin 4x-—%Sin2x—2x) .

Cosx*Sinx3dx =

—

171 1
ol ?Cos7x+5 Cos5x—,-Cos3x—3Cosx).

Cosx*S 49X = — (= — Si 2
0SX' PINX " 00X == I (8 Sln8x Sm4x+3x) .

o 1 /1, 1 4.,
Cosx*Sinx®dx = —556 gCosgx-?Cos?x—BCosox+§Cos3x+GCosx).

=i

. 1 71 .. 1. .
Cosx*Sinx®dx == T (mSmiOx—z1 Sin8x — %Snn6x+251n4x+Sin2x-6x).

Die allgemeinen Formeln zu diesen Integralen s. Taf. VI.
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3

Tafel VI N
JCosx'“Sinx“ﬁ)x.

Allgemeine Formeln zur Entwickelung dieses Integrals nach Sinus und
Cosinus der Vielfachen von x. (Vergl. Taf. V.)

m und n positive ganze Zahlen,

m’ dic grosste in I?— cnthaltene ganze Zahl.

v=n+m'—1
( -—])"2'“*’z“_’Cosx'" Sinx*" = E ayC()s(m+2n—2v)x+2'“‘2'“ -1 tapm COS(M-2m')X §
v=(
2 v=n+m’
n 2“ M L= .
(=12 Cosx™ Sinx ! =E e, Sin(m 4 2n — 27 + Dx.
v=0)
Die mit « bezcichncten Coéfficienten ergeben sich eniweder fiir die
erste oder fir die zweite Formel je nachden man p = 2n oder = 2n+4-1
setzt, aus den n+m'~+1 ersten Gliedern der Entwickelung von

v=m+n

= 2 “qu,

y=)

A+ "A—q"

und lassen sich allgemein ausdriicken wie folgt:
A=y A=y’
‘ = 2(—4)‘plmy_l, oder auch: ¢, = (—1)";(—1)lml(p-—-m)y_,u,
i A=0 =0
: A=y!
@, =2 (—1))‘11/_(m——p)y_u; wo in den beiden letzien Formen
=0

oder auch:

v’ die grosste in 5 ¥ enthaltene ganze Zahl bezeichnet.

o v=o+m'—1 . ’
fCosx“’Sinx "dx = L__QHZ e, Sin(m + 2n— 21)x

2m+ln—1 - ' m - 2n — 2 v
(=1 Sin(m — 2m')x
2Zn+2m’ Fopm! © m 2m’ :

)yl = 90— 9
CoSXmSinx‘ZlH—iax:( ])’ . NVCOS(m+~1’1 ~V+1)x'
2
P m+2n—2v41

y=

—Cosx"' dx
Sinx®  °

~Algemeine Formeln zu Taf. VII und IX

“Cosx™dx _ Cosx™!  m—n+2 [Cosx"dx
Smx T (m—1)Sinx"! n—1 Sinx"*

Cosx" dx Cosx™ ! - m-—1 Cosx™* dx #)
Sinx" (m—m)Sinx"! ~ m-—n Sinx" '

Sinx™ Ox — Co§y 8Y, fiir y = T _ .
Cosx" Siny" 2
m—{
Cosx™dx 1 ol ( ,
Sinx"

(m—n)smx"-‘ %’, (*5 "_1 ),

) f Cosx™ "™ dx.
',";'3 Sinx" ’

COSX Hx _ Cqsxm+1 y=n’—1 l*_l —; m —1)1 _l-.(n_z)'i‘n"‘j)1li c(lixmax .
T sinx* . n—1 ( ) Sinx™¥1 (";)nl Sinx

© 9x  _ Cosx f‘"‘ "l— 1) (2—1)
SlﬂX - n—1 (" 5 ) Sin xn——b—l (n——l) Sin ‘{..—-z..l .

Cosx™ ™1

w—2Rn’

Cosxdx - 1 "Cosxdx = log Si
Sin x" (n—1)Sinx"! Sinx 0g Sinx.

Cosx™dx 2’“’_1 Cosx™»1 Cosx™*™'x
TSimx T A m—=2y—1" Sinx )
Cotgx™! "2 -
f Y Colgx""0x.

Cosx"“"ﬁ)x 1 ’i‘—l (— + “), Cos x™H-2-1
Smx ~[,l. Smx 24 Sinx™T v=0) (ALL - 1)/

+ (—r—+!t) 'f(‘lotgx“i)x.

" *) Die Verbindung dieser beiden Reductionsformeln s. Tafel IX am Ende. (8. 127)

Tafel VII.

e _
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Tafel VIII.

mex fCosx“ :

Die al]aememen Formeln zu diesen Integralen s Taf VIL

!
|

fs—il);— log Tangix
S?niz = — Cotang x.

bfsfn};’ = 2(35(:151; + logTang ,16,"'

f Sig:l};‘ == Cm;ngx (s +2)-

f si};s - - (Sinlx 2S?nx 5 818 Tang 2*

fsi};ﬁ "Cma;gx(Si:x* * 3Si4nx’ + 3)'

'/‘Sian};7 =7 COta(;lgx(Sirilx" 4S?nx3 +8;i5nx +T56logTang% x
ax“ =T COt;ngx(Sirllx“ +5Si6nx‘ —"B-Si%—iE + 4-59) ’

dx Cotangx 7 35 35
inx® — (Sinx7 + 5Sinx T 24Sinx® + 716 Sinx)
3
+ 158 logTang 5 X
dx Cotangx 8 48 64 128
‘fsmxm == (Sinx" + 78+ 35sinx + 355inx 35/

= Tangx.

log Tang (%‘ + g) . ll fC?sx

Sinx
Cosx® ~ 2Cosx* 3+ logTang (4 2)

dx _ Tangx Usf
Cosx* ~— 3 (Cosx’+2)’ Sk

Diese Formeln ergeben sich aus den obenstehenden durch Vertau-

\; —
olo
ol
I

schung von x mit g+x, wodurch Cosx in — Sinx, Sinx in+ Cosx ver-
4

wandelt wird.

3

Integrale cxponentieller und trigonometrischer Functionen. 1
g
Cosx"dx Tafel IX.
Sinx"
Allgemeine Formeln zu dicsem Integrale s. Taf, VIL
Cosxdx 1 Cosxdx .
‘ Smx (n—1)Sinx"*" Sinx ~ = logSinx
Co sx"?)\c _ Cosx 1 éx . -
Sinx" (n—2)Sinx"" " n=2 J Sinx"’
_ Cosx 1 ox
m—DSinx"? n—1J Sinx™* "
Cosx?dx B 1 '06;;28)( Cosx 1
']W = Cosx+logTang§x. e T 2]0gTang0
Cosx?dx Cosx*dx Cosx Cotang x
o = — Cotangx — x. =- g
f Sinx? oangx—x. | f sinx' ~ 3Smet T3
fC 0sx*dx Cosx? 2 |
= — +
Sinx (—=3)Sinx"* * (n—1)(n— 3)Sinx""*
_ Cosx? 2
(m—1)Sinx"" " (n—1)(n—3)Sinx"*"
Cosx*0x 1 *Cosx®dx _Cotangx?
f Snx = éCosx +log Sinx. S g -logSinx.
Cosx®*3x _ 1 — Sinx Cosx®*0x Cosx + 2
~ Sinx? Sinx ) Sinx* 3Sinx* 3 Sinx’
*Cosx*dx
— Cosx®— C
vj Sinx (n—4)Sm“"’( osxt —2 Osx)+("—°)(“‘4).j Sinx"
- Cosx® _ 3 Cosx®*dx
o _ﬁw,,(fl,','f_,j),,s‘"xn_i n—1 Sinx"" -+
Cosx*dx 1 1 -
~Snx = 3 Cosx®+ Cosx +logTang§ X
_(M ox  Cosx®* 3. 3
Sinx? Sinx ~ 2 Sinx Cosx — §x )
Cosx*dx 1
f Sind St (Cosxs-g Cosx)—glogTang%x
Cosx* dx Cotangx®
Sinx* -3 + Cotangx - x.
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Tafel 1X.

Fortsetzung.

Cosx"dx
Sinx"

Cosx®0
. Sinx"

X — 1 4__,._4__ 2
- (n—5)smx""‘(c°sX ng s+ 1)(n—.s))

dx 1

3 5o

]—EO—;:;SX = i Cosx‘+g Cos x? 4- log Sinx .
57

[l o (e amo—),
fCoSsi):}?x = O—S%W(COSX‘—Q)—ﬂOgSinx.

Cosx*0x 1 . . §)
f—-—s—m'—‘ = Sinxs(cosx 4COSX +3 .

Cosx*9x = --4 Cotang x* +4 Cotang x* +JogSinx.

T Sinx® 4 g 2

Cosx®dx 1 4 . 33_)

f"“sm“ = — g (Cosxt — 5 Cosx* + 5).

d
e (Cosnt g s g o)

15 dx

"= —H(—6), ) Sinx"’
fCOSS;::;?X — @Ssi_l_c‘);x +Cosx+logTang%x.
f_qo_ss%;gi_ = 4Sn (Cosx +2Cosx ——2—Cosx —%x.
fCoSs;“x?zx - 3Sm 2(005;{ + 5Cosx® —-—Cosx)—- —loorTangci,
f_(j_qss_l%ﬁ;g_x_ = ‘)Sm (Cosx —?Cosx +5Cosx)+ X.
fCOSSi)::;GZX - Sinx‘ (COSXS—E—COSXS-*—§COSX)+_8—IOgTang%X.
fCOSsi‘z;?j__ - _%Colangx5+%Cotangx“’—-Cotangx—x.

Integrale exponentieller und trigonometrischer Functionen.
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|

Fortsetzung von Tafel IX.

fCosx"‘i’)x
Sinx®

Verglenche Tafel VIL

Cosx™dx
Sinx"

1 Cosx™! m—1 Cosx'"_22)x
n—1 Sipx™! n-1 Sinx—* °

1 y=A—" 1(—1)(

) Cosx™ %1

Cosx"dx
‘ Sinx"

‘fCotangx"ﬁ)x—-—E =1 —

—— n — 1 - (" . 3 Sln xn—lv—l

= ; 1 Cos v“"%é‘)
+ (=1 n—1 ' — —2 E
( 3 )A Sinx
y=n‘—1 —2y— —1
, Cotang x"
g — 4 (=) Cotangx""z"'ﬂx .

y=(}

(Diese Formel folgt aus der vorigen firm = n, wenn 2 = n’ = der

< . n
grosslen in 5 cnthalicnen ganzen Zahl genommen wird.)

Tafel X,

todx
.J Cosx™Sinx™’

Allgem. Formeln zu Taf. XI.

n’ die grosste in 5 m’ die grosste in 2 cnthaltene ganze Zahl,

p

dx
Cosx™ Sinx"

- _ 1 + m-4-n—2 Jx
(n —1)Cosx™ " Sinx™* n—1 JCosx"gjpy*"

f dx
| Cosx" Sinx"

- 1 + m-+4n—2 ox
(m — 1)Cosx™!Sinx"* m—1 JCosx™*Sinx""

(n—1)Sinx*— (m— 1)Cosx?

; Jx _
‘ Cosx"Sinx"

(m—=1)(n—1)Cosx™'Sinx"!

(m+n—2)(m+n—4y’ dx

(m—1)(n—1) Cosx™*Sinx"*"
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Allgem. Formeln zu Taf. XL

128
_ ; f — - e
Tafel X. Fortsetzung. t ; ox . Tafel XI,
ox ? ‘ Cosx™Sinx""
Cosx™ Sinx" [ — e
i Allgemeine Formeln s. vorige Tafe]
\
|

dx _ 1 — mCosx® +m(m_2)
osx"Sinx?  (m—1)Cosx™ !Sinx m—1 JCosx" ™"

P

|
|

dx 1 vim’—i = —1), |
Cosx™Sinx"  (m—1)Sinx" " 4 (= ) Cosx™ -1 |

ox 1 loa T T X
i CosxSinx* —  Sinx ' 0glang (Z+ E)'
m—+4n ;
| ( 5 —1)m, _@Txl | f g),X = —2Cotang 2x.
! w1 ) Co sx™ A G . . : Cosx?Sin x?
T2 e | } 0x 1= RCosx’ 1 o
o . i,_i ("";“ - 1)1‘ : } Cosx®Sinx® — "Cosx*Smx og tang (4 ~)
! CY T I m—1 — n—2u— ; Ix 1 8
] J:]osx Sinx (n—1)Cosx™ = (% 5 3 ; Bt 1 J Cosx* Sinx® — 3Cos:Sinx — 3 Cotang 2x .
m - n ,1) ? ;
( En_), ox | dx _ _ 2—(m+1)Cosx® m+1 [ ox
(n —1 , Cosx" Sinx" ‘ Cosx"Sinx®  2(m — 1)Cosx™ " Sinx? Cosx™*Sinx
T T } ox  _ _ 1 T
ox et 1 +f 8;‘ ’ . | CosxSinx® — — 2Smx: + 108 Tangx.
Cosx™ Sinx vgo (m—2v — 1)Cosx™ ! Cosx™ " Sinx | Ox _ 1 3 3, 1
3 ax f Cosx*Sinx® — ~ 2CosxSinx* T 2Cosx T 2'%8 Tangé X
——-_3)—(_—— == vin . 1 . n—2v—1 +f i n—2n’ * ‘ ox = 2 COS
‘ CosxSinx" & (n—2v—1)Sinx Sinx™"" Cosx ‘ Cosx*Sinx® — ~ (Sin2x)z T~ 2 log Tangx .
| ox 1 5 5 500 Tane
| __ox log Tangx. Cosx*Sinx®* — ~ 2Cosx® Sinx® T §Cos® T 5Cosx T ]og I‘angzx
| Cosx Sinx , 5
| ox w [ 9y L X - — 1 m+2 dx
,ﬁJOS x"Sinx" =2 f Sl—ny_" , fir y = 2x. (8. Tafel VIIL) ,/;osx'“Sinx‘ 3Cosx™ 1 Sinx? +3 Cosx™Sinx?
| ox 1 X : I
! = logTang - . ‘ Ox _1
fCosx’Smx Cosx +, glang, fmm_xT = = 3Ene +lo g Tang ( )
dx 1 . d 1
_YX - __ ~— 4 logTangx. | x = — ‘
fCosx*Sinx 2 Cosx? g g | .j:CO x2Sinx* 3CosxSinx® — 3 COtan““)X f
dx 1 i dx 1 5 i
f +Iongang2 'j Cosx®Sinx* — 2Cosx*Sinx* ~ 6Sinx® "Smx 2 IogTang( ) |

Cosx*Sinx — 3Cosx® T Cosx

{

ax 8 1
Gosasing = ~3 00e2x ((Rzey +2)-

S

dx 1 1
Cosx®Sinx — 4Cosx* ¥ 2Cos® T logTangx .

—
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Tafel XIIL x
a4 bCosx "

| Fortsetzung von Tafel XIL

‘f; ox 1 _Arc Tang SInXy a'—b? Vb3

+bCosx = Yaim b+-aCosx

— Arc.Sin Smea -b?
Va - a—+ bCosx

b+aCosx

]/a— Ar -Cos Sa+ Db Cosx

j; 9x %Irc Tang Sl'lx___ Vbi—a

+bCosx ]/1)2 + aCosx

= Vb—a g a-bCosx

ox '
‘j;m = - COtang‘ §x.

1 b+aCosx+SinxVb’—a’ _

dx _ oy Jy—
j;+bCOSX+cSinx —J;+hCosy fir h_l/b +c?, b

¢ = hSine

5 wenn a® > b?,

wenn a? < b%,

Y= X~—c¢.

= hCose,

X—1
i dx 1 ) Cos b)
* ——— = o——log
j Cosa + Cosx Sine Cosx';“
| 1 1 4 Cos(x — @)

= Sine g Cosc - Cosx

2 X, o
= mﬁlrcﬁang (Tang é Tang 5) .

ox 2 X o
‘ﬁ+COSaCOSX = Sin aArc.Tang (Tang 3 Taﬂgg)

= 1 Arc.Tan Sinx Sin«
~ Sine A€ Cos « + Cosx

Andere Formen der vorstehenden Integrale sind:

Integrale exponentieller und trigonometrischer Functionen. 131

dx
a+bCosx '

+ X4a

dx _ 1q o Sin )
Sine+ Sinx Cose gCos"“‘
2

e s R )|
‘/;+S(1’n’fomx Cfs“ Arc.Tang [Tang (g + 32_() Tang (g + g)] .

Cofx 4+ Gofe ~ Gine @ofx;“ l

Are. Sang( Tang g -ZTang 5:) .

2
~ Gine

ox 2 x o
‘/;+@0fa @OfX = 6ina ATC. Tang (fzang é. zang _2) .

1 &Sin ,-‘ﬂ

dx _
@inx+§§la -

log .
@ofa @Dfx—“

Ix 2 X o
'f;_*_ CosaGolx — Sine Are. Tang (Sang 3 Tang :§) .

ax 2 X o
'f@ofx + Cosa — Sing 2re- Tang (%ns 5 Tang é) .

Anmerkung Bei der Anwendung dieser Formeln diirfen die Grenzen der Inte-
gralion nicht solche sein, zwischen welchen der Nenner unter dem Integralzeichen ver-
schwindet.

17e
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Tafel XII. . Fortsetzung.
L S
Cosx +p +qi~
p und q reelle Grossen. i=}) —1.

x X
7 =¢a"'+ 3% , und setze Tang—=u, Sang—=v,

‘/:_?x__ = erc.zan ~au
Cosx+p+qi

- 1(—*2Irc ,‘Sang

Ox A 2 ~/),
‘f@ofx-,.p_f.fﬁ = Eérc-Ta“g?_v,——erc.Sang——

. /B
- 1(6 Arc.Tang—— po

Arc Tfmg ﬂu

+ Arc Tang {93)

— -+ A erc Tang

Man bestimme die reellen Grissen A,B,C, o, 3, 7 aus den Gleichungen:

A+Bi = VI=Gray , ©=A+B, aspi= Jitr+dl

1—p—qi
50 ist:

2ﬂv)

A+Bi=1V1—(p+q)i, C=A"+DB, a+tfi=

= Tang(g+ g) .

y=a+p,

leqx

14p+qi’

dx A 2[(Ap+ Bg)v—A]
f@inx+p+qi = E%c'z‘mg0+(pv—1)"+ q’v?
2[(Aq— Bp)v+B]
C—(pv—17— ¢V’

2[(Ap+Bq)v—A]
C+pv—1)’+¢*v?

A 2[(Aq—-Bpv+ BJ
— = Arc. 'I‘angc—~————(pv =gy

C

+ %Arc. Tang

I B,
— 1[5 Are. Tang

' 0x = — é%lrc Zan 2‘“—,-—~Arc Tang 2/9w
Sinx—+p-+qi +W Wiy
; el AA Tang LV
+I(lerc ‘Iang re.Tang — — ) .
A+Bi=[/1+(p+qi_)77 C=A’+B?, =S£ang§.

Integrale exponentieller und trigonometrischer Functionen. 133

ox 1 [(b’—a’)‘bSinx 9 (b? — a?’ab Sinx
J X T pr—a¥ 5X¢ T 20X

Tafel XIII.

ax
a4 bCosx *

Bez, a-+DbCosx = X. (s. vorhergehende Tafel.)

Allgemeine Reductionsformel.

8x 1 b Sinx n—2 dx _("n——‘i) dx
h2—ga? (n_l)xu—l_'—n__l Xn—z n—-i]

X bSinx a dx
Xz (bz_aﬂ)x =2t X
9x (b* —a®)bSinx 3abSinx a* 4 1b? ["9x
X = a") [ 2X3 —ax Ator—ae) x
[(b*—a%)bSinx _ 5(b*— a*)ab Sin x+(’11a"+4b’)bSinx]
- ayl  3X° 6X* 6X

a®+3ab? Ox
Tr—a ) X

S
J
f_1
J3

(b*—a?)’bSinx 7 (b?— a?)’ab Sinx
= 2) [ 4X* - 12X3
(2(‘a’+9b°)(b2—a’)bSmx 5(10a*+11b*)ab Smx]
' 24X? 24X

- at 4+ 3a’b?*+2b* (" Ox
(b%— a?)* X

. (7216000 bSinx _ (154a+161b*)(b*-a")abSinx

60X3 120X2
("74a‘+(‘07a"b’+64b‘)bSmx] a®+5a°h?4 % ab¢ ox
120X (b*— a%?® X’
9
mx-_f = bba log(a 4- bCosx) + ——1 logSm x+ lonr Cos}x.

8:5__ _ %)x
Cosx-X — osx Cosx a+bCosx
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[
i Tafel XIV. \ Fortsetzung von Tafel XIV,
| Zerlegung von Cosnx und Sinnx in Factoren. i f . )
: ~ Durch Zerlegung in einfache Briiche erhalt man, wenn beziehungsweise
p=n—1 . — 2ot
)/ Cosnx - 2“_111 [Cosx 005(2;4;- l)ﬂ] in den folgenden Formeln m<n , m<2n—1 , m<2n ist:
= o -1 )=
Sin2 gt~ ;s C ﬂ[—[n-l[C *— (cost )2 Cosx™ 1 tgri(—1)"Sin =T QT . (Cos By
in2nx = inx Cosx osx?— (CostZ) 1. == .
] Cosnx 15 Cosx Cos Gz ;‘n ”’”
p=n
Sin(2n +1)x = 2*Sinx || [Cosx —(Cos ) ] Cos x™ 1 =t 2 w\™
2n+1 0sX — 1y sin2Y (Cos =
. Sin2nx ZZnSinxgl =D (Sm 2n) ( 2
f __—_(?sxqax = 1 10g L+l2 Sinx 4 g0 Tang (V2 - Sinx). [ ! — + ) —
05X 2V2 " 1-Y2-Sinx V2 Cosx — Cos ‘o Cosx + Cos'g
. n 2n
f Cosxdx ilogTangl :
.Singx 2 2 Cosx 2 (—1)"_’(Sm ) (
f_%s’f?% = V_ Are. Sang(V?. Cosx). Sin@@n+1)x ~ (@n+ 1)Smx n-#1 2n+1
~ m—1
Sinx dx . I T A ‘ [ 1 1%:1 + (— 1) (7 ] ’
Smox 28 ang(z + 2) | Cosx — Cos 2—n’:l_—1 Cosx + Cos 5./%

i Mit Hiilfe der vorigen Tafel finden sich die Integrale dieser Ausdriicke.

f Cgs:Sax _ 1 log Cos (3 —X) ]71§ re, Tang /3 - Tangx). Vertauscht man x mit g—x, so ergeben sich Briiche von &hnlicher Form,
X
A3 Cos (5+x) | welche im Zihler Sinx™ statt Cosx™ haben.
Cosxdx 1 . 1 inx? — 3 o
f'STs'x_ =3 log Sinx — 5 log (Smx 4) . E
!
Cosx*dx 1 . ~' g
| f st = éQIrc. Tang (2 Sinx). | ; )( Reduction von f %(;Sslif dx
f_(_)%_x_ = %logTang .:32_x - %%c. Tang (2Cosx).
: in ’ . 3 Cosmx Cos(m—i)x Cos(m—2)x 9x
f ———_62:3: = % log Cosx — 5 log (Cosx’ —_ 71) . ,. Cosx" Cosx"! Cosx” )
. ' Cosmx Sin(m — 1)x Cos(m— 2)x
Sin (G + x | = — %/l_%___ d il S ol
f S;?rgix“ = #1"% — 5+ = T/:Q[rc Gotang (V'3 - Cotang X). [‘ Sin st Snx
2¥3 " sin (5 — X) Sinmx _ Sin(m — 1)x Sin(m — 2)x
Sin x29x 1 . Ox = 2 ————— 3 " 3x
~Cos3x— = 3logTang (Z +35%)=5 L o1, Tang 2Sinx). ! Cos Cosx Cosx
Sinx?dx . fS nmx o ?fCos(m Dx 8x_'_.['Sin(m —2)x Ox
f —Smax = o Ure.Tang (2Cosx). Sinx" Sinx"™ Sinx"
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rTafel XY, fY m
e x"0X.

x"e'0x = x"e*—m | x"'e*dx (fiir jedes belichige m).

X"e'0x = m!l¢e” 2 (Er-n]) X" (wenn m eine posilive ganze Zahl ist.)
—'l/

,!\\

xe'dx = e (x—1).

~

fx"e"?)x = e'(xX*—=3x* 4 6x~—6).
xX’e’0x = ' (x*—2x +2) fx4e"i‘)x = ¢ (x*—4x*+12x"— 24x+24).

x"e"dx = l%—x'"eh—rl—?fxm—lek"%)x = -I{miTify"’ey@y (fir y = kx).
m - ey " om beide fi
(logx)"dx =fy e’dy. jx(logx) dx =J ye “)yﬁ)y;;iﬁ)gf .

¢’ ox = — ° L+ 1 fe 8? (fir ein beliebiges m).
Xm (m — {l)xm— m— 1 n—

y=m—1 x .
x 1 1 e*0X (fiirmalsposit.
=—e 2 i ] g“ anze gahl ;’
vi(m—1),x (m—1)! X g

v=1

fe%)x

e
T x
1,111
~2°

T

=

3
) »

[¢-]
»

o

»

(o+2)+3

SET

edx 1 x(_@_ 1 [ e'0x
xt T 3\« 2x’+ x)+6 x
v=nav y=n e 8x A==y
21 dx = ¢ 2 + Af (FurAy—(v 1)2(1 1'))
a a,
Ist A, = 0, oder a1+1,+ 3+3!-1- +(_n—1_)'—0’ so lasst ‘

sich die Integration vollzichen; z. B.

f (al ? 2@k, e
x3

*) Das Integra]/if_x

a, al+a) xe*dx _ e
G+1DF T x+1°

8. in der folgenden Abtheilung: Integrallogarithmus.

fc"‘Cosx‘c‘)x.

ﬁ"’Sinx@x. Tafel XVI.

x"Cosxdx = x"Sinx — n‘xﬁ;"‘" Sinxdx.

x"Sinxdx = —x" Cos‘<+n‘xjr"' 1Cosxdx.

1/—1

\;

—7T

x"C0sx9X = m! 2 ——Cos(x+
fiir ein posit. ganzes m.

y=m _ V¥

Xx"Sinxdx = m'E —Sm( +

v=0

1/—1
—7T

xCosxdx = Cosx+ xSinx.
x*Cosxdx = 2xCosx + (x* — 2)Sinx.

x°Cosxdx = (3x? — 6)Cosx + (x® — (x)Sinx.

ST TS

x*Cosxdx = (4x°— 24x)Cosx + (x* — 12x? + 24)Sinx.

S

x*Cosxdx = (3x* — 60x® + 120)Cosx + (x* — 20x® 4~ 120x) Sinx.

—

x°Cosxdx = (6x°—120x>+ 720x)Cosx+ (x* — 30 x* + 360 x> ~720)Sinx.

xSinx0x = Sinx — xCosx.
x*Sinxdx = 2xSinx — (x? — 2)Cosx.
x°Sinxdx = (3x*— 6)Sinx — (x*— ﬁx)Cosx

x'Sinxdx = (4x’—24x)Smx—(x‘-—-1"x 4+ 24) Cosx.

T

S5

X*Sinxdx = (5x* — 60X -+ 120)Sinx — (x* —20x°+120x)Cos x.

x*Sinxdx = (6x* — 120x°+720x)Sinx— (x* —30x* + 360 x2 —720) Cos x.

18
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Tafel XVIL

f Cosxdx
x" )

m

'/3 Sinxdx
x

Cosxdx Cosx
1)x'"”1

Sinx 1

m

_ __1
X {(m— m—1

Sinxdx

m

—

(m — 1)Xm_1+m_1f x

Sinxdx
xt

Cosxdx

m—]

y=m—1{

Cosxdx

x (m—1>'2

y=1

Sinxdx
xm (m_l)!yzl xm

i

1

<m—7}_1)'Cos(x+ —1 )

1 0x —
+(__'""‘D!,f_x Cos(x+ 3

1 S m—y—1)

17[).
Sm(
+(m——i—mj—ig)TxSin(x+m;

7!21”)

7).

2 |2
=
AR
»
@ Q9
» ]

Sinx

b
-

Cosx

Sinx

Cosx Sinx Cosx

x* 3x* T T 6x
_ Cosx Sinx
x4 3% ~6x* T 6x
Sinx
12x®

Cosx Cosx

x5 == 4x*

Cosx Sinx

BETT

Sinxdx Sinx
x° 4x*

B T

2UxT

24x’+

Cosx f%)x )
= — - Sinx,
X X
i dx
x +fx Cosx.
_ + Sinx 1 ox c
2x? 2x X 0sX.
inx & - i _Cosx 1 ["0x Si
x® 2x? ox 3 | x Pk

+1f€)x Sinx. -
6

Sinx
2Ux
Cosx
24x

1

1

T2

Ox
—'“6fx COSX

ox
+§Z'/:TCOSX'

f%x Sinx.
x
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Tafel XVIIL

% xdx
Cosx Sinx™

Reductions~Formeln:

xdx  mxSinx — Cosx + m xdx
X Cosx™*  m(m + 1)Cosx™! ~ m+1_J Cosx™

x0x Sinx 4+ mxCosx m

) i L m_ [ x0x
Sinx™** m(m+1)Sinx"*! " m+1 J Sinx™
xJx

i
- §‘"1 (n_i) (2n — 2y —1x8inx — Cosx
Cosx*+ n,  (2n—2u)(2n—2v—1)Cosx> %

+( _2)IY03:§
x9x

_rox yzzn_i(n"ﬁ)y‘ Sinx +(2n—2y— 1)xCosx‘
Slnx2n+1 = n, (‘)n_2y)(2n_2v_1)5inx’2.x—2v

1 xdx
+ n—é)mex ‘

\;

\

xdx __ xSinx — Cosx 1 xdx
Cosx? — 2Cosx? 2 J Cosx °
fx%)x __ 3xSinx — Cosx 3 xSmt—Cosx 3 1f
Cosx®* =~ 4-3.Cosx* +II "2.1-Cosx* ' 4.2 J Cosx '
x0x __5xSinx—Cosx 5 3xSmx—Cosx 5 Sinx — Cosx
f}Cosx7 = 76.5-Cosx* T T4.3.Cosx* T8 9:1.Cosx*
5-3 1fx€)x
+522 J Cosx
_ _Sinx+xCosx 1 xdx
2sinx®  t2 J Sinx -

xdx _ Sinx4-3xCosx 3 Sinx +xCosx 3.1 [ xdx
Sinx® 4-3-Sinxt 1 " 2q.sinxx t1-2 ) Snx’
~x0x Smx+5xCOSx .’é.Smx+ 3xCosx _§_ inx +xCosx
Sinx” T6-5-Sinx* 6 4-3.Sinx* 8 1. Smx2
5

TOI'AIO:

xdx
Sinx *

18°
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140 Dritte Abtheilung,
Tafel XVIIIL Fortsetzung. x0x xdx
Cosx™ Sinx™
f xJx - S . n . (2n—2»)xSinx— Cosx 1 x0x
Cosx™** < (n+ %)v (2n=-2v+1)(2n - 20) Cosx™ >+ (n+%) Cosx?’

9

-%f;— = xTangx + JogCosx.
xOx 2xSinx — Cosx 2
Cosx® = GCosi® . (x Tangx + log Cosx).
xdx  4xSinx— C_oiy_c 4 2xSinx — Cosx
Cosx* —  5-4-Cosx® T3 T 3.2.Cosx®

+ g—% (xTangx + log Cosx).

xdx _ 6xSinx_—Cosx+(_i.4xSinx—Cosx+6-4‘2xSmx—-Cosx
Cosx® —  7-.(-Cosx’ 7 5-4-Cosx® 75 3-2:-Cosx®
+g é 3 xTangx + log Cosx)
.fSTnax}i = — xCotgx + log Sinx.
%D x Sinx-+2xCosx 2 .
']Syinx‘ = ——Snx® "3 (xCotangx — log Sinx).
xdx Sinx + 4xCosx z}_Sinx+2xCosx
Sinx® — ~  5.4-Sinx® 5 3:2-Sinx®
—_ g—’g (x Colang x — log Sin x).
xdx _Smx+6xC_o_s_)_: 6 Smx+4xCosx_(’_é Sinx 4+ 2xCosx
Sinx® 7-6-Sinx™ 7  5-4-Sinx® 75 3-2.Sn<
? g g(xColanox—logSmx)

theilung gestellten Lelrsatze zuriickfiihren. Fﬁr/%;%—i; ist das dortige ¢ = Tangx.

—ve—

f x9x _f‘*l n,  Sinx+(n—2»)xCosx “xx
Sinx*"+* = (n+—) (n- 21/—{—])(Jn—"v)Sln\(‘““““L1 ( N ) Sinx?’

Aom, Diese Integrationcn lassen sich auf Zusatz 3. zu dem an die Spitze dieser Ab-

Eine allgemeine Formel fiir die Reduction vonfx"Cosx"'Sinx"i)x s. Tal. XX, unten.

. f eax Cos x"dx. 'j;ax Sin xn dx. Tafel XIX.

i e(a+i)x o — - i
f ( +) X = a—l—-l = 1T—e (COSX—’-ISI"X) ([ = '/_1)_
e CoSXIX = o™ (Sinx - aCosx). ™ Sin xOx = e ‘(aSinx—Cosx)
1+ ea? 14+ao*

!
1

) n e”*Cosx"'(nSinx 4 « Cosx) n(n—1) :
ax C X = ax n—2
fe 08X X T hig g + e )¢ Cosx"™"dx .
ax g e” Sinx"!(«Sinx —nC — « -
f e”Sinx"3x = ,E‘:_:la, nCosx) r;l(zn_'— :,) e™Sinx"?9x,
fe’“‘Cosx’%)x _ ¢ Cosx(2Sinx + aCosx) 2e™
a4 a(e®+4)°
e Sinx 0x — & Sin x(afinx — 3Cosx) + 22e"‘ )
o 44 a(e® + 4)
fe’“Cosxai’)x e Cosx?(3Sinx 4 « Cosx) 6e™(Sinx + a Cosx)
a4 9 @+ 1D(+9) '
fe'"Sin XK = e Sinx? (afinx —3Cosx) + 6e”*(aSinx —; Cosx).
a4 9 (1) +9)
e™ dx e™dx
Cosx" * Sinx" *
e dx - __e'"[aCOSX—(H—2)Sinx] 2+Mn =27 [ e™dx
Cosx" (m—=1)(n—2)Cosx 1 (n —1)(n—2) J Cosx™* *
e dx _ __e""[a Sinx -+ (n — 2)Cosx] - ’+(n—2)? e dx
Sinx" (n—1)(n—2)Sinx"™* (a—=1¥n-2) J sinx"*"
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Tafel XX.
J;“Cos x"Sinx"9dx.

‘Reductions-Formeln.

I

f‘ea'Cosx'"Sinx“i’)x €™ Cosx™ ' Sinx" [« Cosx + (m + n) Sinx]

(m + n)? + o?

ax m—1 n-1
(m+n)“+f Cosx™ " Sinx""" 9x

-+ (~———~(r:ln :_13;,":—“2‘)];“’ Cosx™ *Sinx"dx.

(m +4- n)* + o*

. e f €™ Cosx™™ 1Sinx"'9x
. (m+n) +a

L =D +£>ﬁ,ax Cosx™Sinx"?9x .

(m +n)* +

ax mge, n—1 .
ﬁ“Cosx"‘Sinx“i’)x _ e Cosx"Sinx [«Sinx — (m + n)Cosx]

o Gos ™ Sinx"9x = & CosX” ~1 Sinx"* (& Sinx Cos x +m Sinx* —n Cosx?)
(m +n)* 4 o2

_mm—1) e™ Cosx™*Sinx"dx
(m 4 n)* 4

(—[n_'_%%):,‘-_%? e Cosx™ Sinx"* dx.

f * Cosx"Sinx"dx = & 0% x™ 4 Sinx" (« Cosx Sinx +4- m Sinx? — nCosx?)
- (m +n)* 4 o*

(n‘l% * Cosx™*Sinx""*0x

" (n—m)m+m— 1')f;“‘Cosx"' Sinx" "9 x.

(m 4 n)* + o*

Integrale exponentieller und trigonometrischer Functionen. 143

—
J(;‘"Tangx"i)x .

———— &

ax n—1
axTangx 9x = € ;-[;aig;( _nf‘-1'/;axTangxn—i8X_Jéax,rangxu-28x‘

|

Fortsetzung von Tafel XX,

—

e Tangx*dx = (a Tangx —1) — CJ; “Tangxdx.

e
[27

e Tangx*dx = ; e”[Tangx*— e Tangx + 1]+ - (a — "yﬁe""Tangxax.
e™

===

e”Tangx'dx = 5o 2aTang x*— a2 Tangx? + ¢ (a* — G)Tangx — & + 6]

- % a(a? — 8')ﬁ3“" Tangxdx.

Reduction vor:f;c" Cosx™ Sinx"dx.

(m 4 n)* | x* Cosx™Sinx"dx +p(p — 1,)f;<p—2 Cosx™ Sin x"dx

= x"Cosx™ ' Sinx"[p Cosx + (m + n)xSinx]

-~—n p.fx"_1 Cosx™'Sinx" 19 x

+(m—1)(m-+4n) fx Cosx™?Sinx"9x

= x*'Cosx™Sinx" " [p Sinx — (m + n)x Cosx]
+m E»j;""‘ Cosx™'Sinx" " dx

+ (n—=1)(m + n?ﬁ:" Cosx™ Sinx"*dx.
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146 Vierte Abtheilung.

Tafel 1. Bestlmmte Integrale

a bezeichnet eine posmve Grosse.

1
f x’_if)x = g .
o a

Durch Differentiation und Integration nach a ergchen sich hicraus fol-
gende Integrale:

1 1 .1

f x““logx?)x = -—i?_ f X **l 8*{ = lqga-.

0 ¢ av 0 P

1
a—1 2 _ u J X —1 ox

.[x (logx)?dx = el (logx - )\dogx = aloga — a.
1
¥ loax)19 =_1-2-3 f[( ) a_\:] 8~c__

<Of (logx)dx roat s’ logx logx 2 Ixlogx a’(‘)locra—{‘)).

Durch Vertauschung von x m1t e " erhalt man aus vorstehenden In-
tegralen: .

ool
_ 1 e-—x_e—ax
edx = = = 9x = loga.
2 *

U.s. f.

L . 1 ) —ax a
*QNXIX = —o e "Cosxdx = .
‘[ e “Sinxdx T a '[ Tra
~**x Si __ 24 e~"xCosxdx = L& .
[ e "x8Sinxdx = a+ j Ox 4 a%
. 4 — —ax
‘[ —X—Smxax—-Arc Tanga. f Cosx@x:%log('1+a").
Sinxdx =& Sin kx
—x =3 ox ii das obere Zeichen gilt fiir ein
0 0

positives, das untere fiir ein negatlves k.

Die beiden ersten dieser Integrale folgen aus Tafel XVII, Abth. 3, die
anderen aus diesen durch Differentiation und Integration nach a; das letzte
linkerhand aus dem vorhergehenden fiir a = oo.
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Bestimmte Integrale. : Tafel II

i=V=1

0
a—1
X 0x T (a—1)Bi .
= e . Bedingungen: <a<1. —_— .
.[X—,—eﬁ‘ = ' ingung 0 1 n<fB<n

m—1
Dieses Integral folgt aus dem Werthe von f Lﬂ—aﬂi‘{ T.LL der er~
. o X"+ e
sten Abtheilung, wo m und n positive ganze Zahlen waren und m<n; die
Integration zwischen den Grenzen 0 und ~c vollzogen giebt:

% = 1 (@) 1)7-+
f x"T0x i ”""_ (~1'+1)1+/J’] PEITE i
A n i n e,il ‘

X" 4 € -
Um die geforderte Symmation auszufithren, bemerke man, dass fiir
eine belicbige Grosse A:

y=n—1 i en)(i_ 1 y=n—1 i (n - 1>en).l ne(n—l)ii_'_ 1 N
e = ——, 2 ve o . e,
v=0 e —1 (e _1)
Die zweite dieser Formeln folgt aus der ersten durch -Differentiation
2mm
nach A. Wird hierauf 4 s gesclzt, so erhiilt man:
12 1 2 . mri
y=n— myi y=n— myTi -
n ne
S, S e
: mi cq..mmz ¢
“y=0 = P _1 218m—
(r+f)mi  ——
-1 s T v=n—1 Amyr - 1—.— ﬁl
Folghch ist- __(")_x - 2nie " ve m.. L 7 e (
X + eﬁl n? eﬁi = n Sm'“n .
n

1 '
Wird hier x» fir xund a fir ﬂ cingesetzt, so folgt die obige Gleichung

zuniichst fir jeden rationalen Werlh des ichten Bruches a; man sieht aber
sofort, dass sie fir jeden Werth von a zwischen 0 und 1 richtig ist, da
ihre beiden Seiten stetige Functionen von a darstellen, so lange a zwischen
den angegebenen Grenzen bleibt. — Firf=o=n gllt die (xlelchung nicht

mehr; das Integral enthilt in diesem Falle unter dem Zeichen f| den Di-

visor x —1 und wird unendlich gross. —

Aus dem obigen Integrale werden die folgenden abgeleitet theils durch
Annahme besonderer Werthe der Constanten, theils durch Differentiation
und Integration nach Constanten, theils durch Combination der verschledenen
Integrale mit einander. ,

19¢
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Dritte Abtheilung.

Tafel' II. F ortsetzung

Bestimmte Integrale.

-
. Anmerkung. ¢ bezeichnet dberall eine positive Grasse; die Emschrankungen, welchen
die Werthe der tbrigen Constanten

unterliegen, sind neben den Formeln angegeben.

2t
f X" logxdx
0 X -4 C

f 1ox- T .
, X-+c = Sinan 0<a<l
x"dx . m =1 _
) (x+1)x+c) — Sinam c—1" —1<a<i.
- act !

Sinan (loge ~ nColangan), (<a<1.

. c'logcSinan 4+ (1 — ¢)aCosan

fwxalogxé)x _
p (x+1)x+c¢) oc—1

(Sinan)* —I<a<t.
” logxdx ____ (loge)y
E+1DEA+c) 2c—1)°
1 E+DE )  alc—1)
‘[x 3x log GO = asman —l<a<t
9x (X + 1) (x + ¢%) _ 2 ,
‘[ x log m = (lOgc) . Q
coa a<b_b
X —c 'x 9x at 0<a<t.
‘[——W? = s (Cotangbs — Cotangam)c 0 <b<1.
X" — x* n ¢"— Cosaxr  ¢"—Coshn —l<a<].
(x—l)(x+c) T1+c Sinax ~ ~ Sinba ) —1<b<1.
f x"—1 a gc'—Cosax loge —1
(x—l)(x+c) T 1%+c\ Simar = =n ) <a<i
P ‘logx dx T \?
) 1% = () O<e<t

(logx)®*dx
o (x—1)x+0)

x"logxdx [+ c¢'(Sinan-logc—n Cosan)
A (x-l)(x+c) 1+c[ (Sm:m)2 ] —1<a<l.
logxdx A+ (logc)? (logx)"‘ax - n’+(logc)"1
o X=1x+¢) —  2(l+¢) o (X—1(A+-c) 6(1+c¢) g .

o [ +(ogeyT’

T 2414

Tafeln einiger bestimmtcn Integrale und transscendenten Functionen.
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Fortsetzung von Tafel IL

Bestimmte Integrale.

Togx*0x_ _ [w+-(og 0] [7n*+3(ogoyloge

(x—1XX+c) 360(1+c¢)

Qogxrdx_ _ [a2+(log o) [3n*+(og "]

/ =D(E+0) 720(14c)

?x" ~xX)=c), _ aSibx 1 d—c .
,j; x—1)(x—r0c) Ox = (c—1)Sinan Sin(a+b)n+Sin(a—b)n]

—1<a+b<1.

—1<a—-b<l1.

f(x c)(x“’—i)8 2n(c® — 1)Cotangbz — (c® +:l)logc —l<bel.
(x—1)(x—c) c—1
(xz—x 2
2T 9x = - . —1<b<t.
Y TE=1I dx 2(1“: b s Colangb 7) 1<b<1
-} [ ]
x'—DNE - _ = | _c’logc _
O[‘(x—i)(x---c) 0x = ¢— 1 \Sin2ax 7 ) 1<za<i
fxalogz-logxax _ n?[(cn_'.- 1)]ogc—~n(c—1)COtang‘aﬂ] —1<a<1
v x—1DEx—c) (¢ — 1)(Sinan)? :
fhgg-logwx _ 4716’+(10grc)’l .. f(logx _ 2.
b x=—DE—0) ~  6c—1) 8 x—1 3%
° xox 3 Sma/
.f;‘z+2x(,osy+1 Sinan Siny ° I<a<t. O<y<m
- x+1 1-Cosay) -l<a <.
f SXIOgVX_i_ 2xCosy+1 aSman( 7 V< yom
x+1 1 2
=5 I<y<n.
f Vx + 2xCosy -+ 7+1 2
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Tafel 1IL :
Bestimmte Integrale.

f e *x'9x = I'(8). (a eine positive Grisse.)

0

Die Bezelchnung durch I" (Gamma) ist vonLegendre in seinem Traité
des fonctions elliptiques ct des intégrales Eulériennes zuerst eingefithrt wor-
den. Die folgende Tafel enthilt die Haupteigenschaften dieser transscen-
denten Function, welche besonders dadurch wichtig ist, dass sich viele andere
Formen bestimmter Integrale auf sie zuriickfiihren lassen. — Ausser der
genannten Schrift ist iiber diesen Gegenstand noch zu verglelchen cine Ab-
handlung von L. Dirichlet in Crelle’s Journal, Bd 15, 8. 2

I e“%x;af (a). [ (logi)aé)x = F(1+a).

(k positiv.)
Diese Yerwandlungen folgen aus der vorangestellien Grundformel, wenn
1

['(a)

—kx_a—
e 19x = P

in dieser der Reihe nach x mit x*, x mit ]og% , xmitkx vertauscht wird,

| fe"‘x”%)x ='a'1j;”‘x“‘”’%)x. Oder: - ['(1 +a) = al'(a).
0 0

Folgt aus der Gleichung d(e™x") = ae x*19x — e*x*dx durch In-
fegration von x = 0 bis x = oc.

fe_"i’)x =IW=1; TO=1T)y=1; TI@ =2l
. . / .
0
@ =3r...; T'm=
f ¥'ax T ')
p A+ T@+b)
Beweis. Aus der dritten der obigen Formeln im ersten Absatze folgt,
wenn 1+4-x>0, durch Vertauschung von k mit 1 +x,

ﬂ—(1+x)yya+b—l oy = I'a+ ;)a)+b .

0 (1 +x

() =21;

(n—1)!, wenn n eine ganze Zahl ist.

(a und b positiv. )

'!

|
]
i

et oo :
f X1 —x)"ox = F(a)-f@_) . Folgt aus der vorigen Formel durch
e I'a+ b)
Einsetzung von X fir x.
F@ld—a) = STn—a?z' (a ein dchter Bruch.)

=i

Fortsetzung von Tafel IIL
Bestimmte Integrale.

Multiplicirt man diese Gleichung mit x*~19x und integrirt von x = 0
bis x = o, so kommt: .

1—_183( fw— a+ /. al f —y_ b—1
F(a+b‘)/(. +;):;:,,¢0 Ty ii)y(bo 8X) I'@) ey oy

= I')-['(), w. z b. w.

Beweis. Aus der vorhergehenden Formel folgt fir b = 1 —a:

f X70x _ 1) I'(1-a).
o 1-+x

1
Nach Tafel IL ist aber f ox _ 7T,
X+1 _ Sinaz’®

—!»w2 )
¢ “dx = l/ﬂ:.
.—“’.

Beweis. Aus der vorigen Formel folgt I'Q}) = Va, d. i
% '3x = V=, oder durch’ Einsetzung von x? fiir x:

also u. s. w.

PB©

e0X = 2V:r, woraus obige Formel hervorgeht.

0

y=n

I_%a; = a(l+a)(1+§)----(1+§) n—a—-n—aaﬂ(l+ ) (fir n =oc.) A

q eine posmve ganze Zahl.
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Tafel III.  Fortsetzang.
Bestimmte Integrale.

1 T 1R
F(a)F(a+é) =Vax. 2 "’ -Tey. T@l(a+ :%,)F(a +§)
= 27.37".T'(3a). (Folgt aus B. fiir q=2, q=3)

Beweis von A. Es ist (a) F'(a) ——fe“x"m‘ylfogxax und
’
()

m—y_ —xy
nach Tafel I logx "f‘e © _9dy; daher

@) =Je "x’ 1%)x('f) —%)y) F(azf.(~~—y(1+y))8y.

Dieses Integral lésst sich auch ausdriicken durch

me—)' e_ay
v "1 — )8y (s. nachstehende Anmerkung), so dass
o —e

Y
I(@)=T f‘_’_—i_ € Yo,
(2) (al>0(Y =)

Bezeichnet nun n eine posilive ganze Zahl und setzt man

y __ e —ay —ny —e
ﬁe e e (1-— )]8Y =S, so kann man 1=e
1—e” t—e”

erseizen durch die Reihe: 1-+e 7474 ... + e ™7 worauf
die Integration sich vollziechen ldsst. Man erhalt:
1 1 1 1
8 = logn— (g + i+ ot FaTige) -
L Fir jedes positive y und fir n = oo wird aber ™ = (; folglich
N I')
s=f E___e___)a = = fir n = oo), oder:
AEAND S Y y I'(a) ( )
') _ 1. 1
logn — ( +oratrtas 1+a) (firn = x)’

mithin durch Integratnon.

I @~
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Bestimmte Integrale. Fortsetzung von Tafel III.

(a positiv.)

~+4 Const.(n = oc), oder

f((}:) = a(1+a)(1+g)(1+§) T

Um die Constante C zu bestimmen, dividire man diese Gleichung mit a

und setze dann a = 0, so wird al'(@)=['(1 4+ a) = I'(1)=1, und hieraus
C = 1. Dies slimmt mit der zu beweisenden Formel iiberein, da der hin-

n~* (fir n = oo).

zugefiigte Factor 1 +?— fir n = oo der Einheit gleich ist.

Anmerkung. Es sei u eine beliebige positive Grisse, so ist

e gy (e Ly
o, LY y(1+y) YA+y)

Man seize z = log(1 +Yy), Vv = log(1+u), so wird

f 9y - —_=fe 8_31. Zur Abkiirzung sei ° — = Z, so is‘J’Zéz
LY +Y) v 1—e 1—e¢ v

29z + | Zdz. Denkt man sich nun v, und mithin auchv = log({+u),

u v

als sehr kleine positive Grissen, so ist bekanntlich u>v und u— v <ju
Ferner nimmt die Function Z, indem z von Null anfangend wichst, bestin-
dig ab, wobei sie immer positiv ist; es ist daher fiir alle z zwischen v und

P 1—a L] 1—a L™
u, Z< _ oder z<UFD ", folglic}Jzaz<£i£L_ oz,
1—e .u 4 u /
oder WEHJ;Z = u—v<ju’, so istﬁaz <lu{l+uw)'™, woraus folgt,

dass dieses Integral fir u = 0 verschwindet.

w_y
Nach dem Obigen war f e’ f
[Y (1+y) = 1—e—) y
7.9z; also ergiebt sich fiir u= Of ] f___ 7 3
f i [ Y Y(1+Y) ¥

worin die oben behauptete Gleichheit besteht.

20
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Tafel HI. Forisetzung.
Bestimmte Integrale. [(a).

(a posmv )

Beweis der Formel B. Nach Formel A. ist

-—a

1
I—:(a—) = aq@q+Q@q+2q) - [ag+ @—1)q]- (fiir n = o0);

und eben so: (=Dl

1 L

- = @q+1)@q+q+1)aq+2q+1) - - [ag+(n—1)g+1] - .

I'a+7) —1)' n
: 2

: 2 = (q+2)@AG+q+2)AqH2q+2): -+ [aq-+(F1)q+2] - AL
F(a+— ("— 'y

1 el
IT(a-.-—‘T) = @q+q—1)@q+2q—D@q+3qg—1)--:--

—1

(@q+nq—1)- ("—a;—)—'—f—
Die Multiplicalion aller dieser Ausdriicke, verbunden mit der Bemerkung, dass
aq
ag(aq+1)(ag+2)aq+3) -+ (aq-+nq—1)- (n(q q)i), Tias ! (fir n = o),
liefert folgende Gleichung: ( D

I'ag) o _ (ng—1)!n~ o
r<a>.r(a+1).r(a+2)...1‘(a+9;’) - [-n)ge

oder, wenn man zur Abkirzung den Ausdruck linkerhand mit Q bezeichnet,
gq—1

_ (@mn?

nh)? nq+1 )
Nun ist nach Abschnilt c. Tafel VIII dieser Abtheilung fiir n = oc:
nle'n™t = ]/2 T,

(fir n = o),

also auch aQle(ng)™? = V2 n
—n —nq—3 L ’ ‘
daher (!n S -~ (nin ¥ 1__,
() nq~ 5 (nt)" q"‘l+-1 | ]/(2 ”)q—-(
und mithin ' Q= ‘7 =y W.Z b. w.k
qQRn)
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Tafel 1V.
Reiben zur Berechnung von logT'(1 + ).
(a ein dchter Bruch.) - ‘ J
Bezeichnungen. € = —1"1) =0,577215664901.
1 1 1
Su = .§;+-;17+ ----- in inf.

2 3 ad
logl'(l +8) = — Ca+(1+ s2>%—<1+s3>%—+<1+s4>z—----

1+a a® a’
log[(1 -+ 8) = Hlog oo~ —4logy— +(1— Oa— Sa ~85 =87

Diese Reihen ergeben sich durch Entwicklung des Ausdruckes von

TU+9) _ joon_ (1
I'd+a ogn (1+a+2+

nach Potenzen von a und Integration nach a, mit Hilfe der Gleichung

“+- = &)

as
Sinar

Die Logarithmen sind natiirliche; zur Verwandlung derselben in ge-
meine muss auf beiden Seiten mit dem Modul 0.4342944819 multiplicirt
werden. Die Werthe von S, fir ungerade w sind folgende (Legendre:

Traité ete., tome II. p. 432.)

logl'(1 + a) +logl'(1 — a) = log

Ss = 0.2020569032 S5 = 0.0000305882

Ss = 0.0369277551 S = 0.0000076372

S, = 0.0083492774 S, = 0.0000019082

S, = 0.0020083928 S,; = 0.0000004769

Siu= 0.0004941886 S,s = 0.0000001192

Sia= 0.0001227133 S;s = 0.0000000298
U. s. w.

I —
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i
| f ‘ y
I Tafel IV. Fortsetzung. | L - Tafel V.
Einzelne bestimmte Intégrale, die sich auf I' zuriickfiihren lassen.
, Tafel der Werthe von logvulg. I'a) ,
| vona =1 bis a=2, fir alle Hunderitheile. | reth : :
(Auszug aus der Tafel von Legendre.) # f (COSX) ox f (Smx) 0x = %Vﬂr( )’ Bedmgung: n+1>0.
— 3+ R
. : n 1 m--1
| logvulg.T'(a) | .a llogvu-lg.r(a) a llogvulg.r(a) a logvulg-r(a) ' (COSX) (Smx) ox F( )F( ) Bedgn.: n-1>0. m+1>0.
1.00 | 10.00000000 | 1.26| 9.95633916 0.94772365 [1.76] 9.96443636 A 21“('"73'"+~1) IR
1.01 | 9.99752873 |1.27] 9.95514868 0.94794260 [1.77| 9.96556062 | _ -

.02 ] 9.99512787 |1.28| 9.95458007
C1.03 | 9.99279642 |1.29| 9:95377978
| 4.04 | 9.99053340 |1.30| 9-95302027

9.04820145 |1.78] 9.96671758 |
9.94849984 | 1.79| 9.06790700 ‘ co Ty
9.04883744 | 1.80] 9.96912866 ‘ e~y ox = .

0 (e + i)

Bedgn. n >0. «>0. i=py=-1-
0.04921391 | 1.81| 9.97038233 ‘

C1.05] 9.08833785 | 1.31] 9:95231003
106 ] 9.98620886 |1.32| 9.95164853

! 9.04962892 11.82; 9.97166778 “ Beweis. Das Integral hnkerhand sei = A, so ist -
L 1.07 | 9.98414552 11.33] 9.95103527 9.95008215 | 1.83] 9.97208478 A . S

1.08 | 9.98214694 |1.34] 9.95046976 9.9505732¢9 | 1.84] 9.97433313 579=—' °"‘”’ "x'ox,

1.09 | 9.08021227 [1.35] 9.94905151 9.95110201 | 1.85] 9.97571259 ’ 0

i
- 110 | 9.97834067 |1.36| 994948004 9.95166802 | 1.86| 9.97712206
{

v DS o U v Lt G Lt b b b dae

S CXNIICE WS CONDO LD =

e el o e e N e N N I N T

, I:
141 | 9.97653131 |1.37 | 9.04905488 | 1.62| 9.95227100 |1.87| 9.07850403 ‘ und durch Inte grf‘f;‘jg.)xd‘“" Forme st
142 | 0.97478311 |1.38 9.94867550 9.95201067 |1.88| 9.98003350 f RN ine U TNTIOX L g o
143 | 0:97309618 |1.30] 9.04831169 9.95358672 | 1.89] 0.08153742 @+ fi o+ fi
144 | 9.07146885 [1.40( 9.04805277 [1.65] 995120887 | 1.90] 9.08306031 ‘ oA —inA i
1.45 | 996990069 | 1.41| 9.94780837 | 1.66| 9.95504683 | 1.91| 9.98363113 awischen den Grenzen 0 und co, erhill man g = T hn.  Aus die-
116 | 9-96839097 |1.42 9.94760808 | 1:67| 9.95583032 | 1.02 0.08622261 Cont
147 | 096693808 |1.43| 9.94745148 | 1:68| 9.95664907 | 1.03) 9.98784357 | . L _ Const. il fir f =
| 148 ] 9.96554402 | 1.44| 904733815 | 169 9:95750280 |1.04 9.08040382 sor Gloichung ergiebt sich A = 7 g, und weil fir 7
149 | 906420541 |1.45| 9.94726770 |1.70] 095830124 105 000117318 r
120 | 9.96202250 | 1.46] 9.94723973 | 1.71) 9.95031413 | 1.96, 9.00288145 A = “Wist, s0 folgt: Const. = T; w. 7. b. w.
121 | 996160463 | 1.47) 9.94725385 | 1.72] 0.96027122 | 1.97| 9.00461843
1.22 | 9.96052117 |1.48 0.94730067 |1.73] 9.96126223 | 1.98] 0.9063839 A == - s
123 | 9.95940149 | 1.49( 9.94740682 | 1.74] 0.06228693 | 1.99| 9.99817700 ; S % —
1.24 | 9.05833499 |1.50| 0.94754494 | 1.75| 9.96334505 | 2.00{10.00000000 'ﬁ’ X" Cosixdx = —— Cos{nArc.Tang 2)-
1.25 | 9.95732108 0 («®+£7)
| Den Logarithmen ist — 10 beizufiigen. ‘f;—'a"x“—lsinﬁ'xﬁ)x = Q) - Sin ( n Arc. Tangﬁ)
‘ Dic Function I'(a) hat ein Minimum fir a = 1-4616321451, wo 0 (o +/9’)
- logl'(a) = 0-9472391743 -1, T'(a) = 0.8856031044, I'(1-5) = Vn Diese Formeln, in welchen e und n positiv sein miissen, folgen sofort
| = 08862260254 | S n
(Leg. p. 436.) | aus der vorhergehenden. Arc.Tangg ist zwischen 0 und.5 Zu nehmcn,
|

7T .
wenn 3 positiv, zwischen 0 und — 5, wenn /3 negaliv.
~~
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Tafel V, Fortsetzung.
; Bestimmte Integrale. =

o nn > Beding.
fc Cosx8x=F(n).Cost— . f ‘Smx%)x_r(n) Sin §0< n<-1
o 0

e : - .
Beweis. '//;_(,H_i),xn_iax I‘(n) g fﬁr positive u und n, % .

A (a+i)" nach dem Obigen

Diese Formel bleibt noch richtig fir & = 0, wenn zugleich n ein
dchter Bruch ist, wihrend sie fir « = 0 und n>>1 unrichtig sein wiirde. Denn

differentirt man den Ausdruck e ™x"' und integrirt die einzelnen Glieder
der erhaltenen Gleichung zmschen den Grenzen x = 1 und x = @, so

. B EY
= %_"x“"18x+(l—n) e "x"?9x. Da nun
1 *1

e [*]
J;"'Zﬁ)x eine endliche Grisse ist, so ist es J;_‘ix“'zi)x um so mehr,
1

1

folgt, wenn n<<{ : e

D

folglich ist es, nmach vorstehender Gleichung, auch J«;"ix“_if)x. Und da

1
der ibrige Theil dieses Integrals von 0 bis 1 (wegen n < 1) ebenfalls end-

lich ist, so ist ﬁberhaup'tf;_"x““‘(’)x eine bestimmie endliche Grisse, wenn

0
»

n positiv und kleiner als { ist, — Da nul‘lf(;_(“*i)‘x"'li’)x und & , SO
o (e 41)"

lange sic endliche bestimmte Grissen bleiben, auch stetige Functionen von e

sind, so besteht ihre Gleichheit auch noch fir « = 0, wenn n = 1. Also

] ® —n7i i .
1s.t/;"" X 1ox = I;{':_)=F(n)-e *, da i hier = e* gesetzt werden muss.
0 1

Dies giebt die obigen Formeln.
Vertauscht man x mit #x, wo g positiv ist, so kommt

J;_,ex.an 9x = I'¢ L(n) o 7‘ ,
0 g
oder J;ﬁ‘;x“'i X = (n) ; l,

0 s

Fortsetzung von. Tafel V.

Bestimmie Integrale.

wenn ‘man fir i, —i setztl,

fxi n— F(n) ;1‘75}
Jeroerox = {0,

in welcher die oberen oder unteren Zeichen gellen, jenachdem /£ positiv
oder ncgativ ist.

Beide Gleichungen zusammer;gefasst geben

. “Cosxdx _'wainx?)x =VE'“ .

0 —-]‘/x —0 Vx 2

L - f 2o o 2. F'e g = j 1oxty
@ I'® y 1—X I'(a) ) T1—x

. I(a) f dx (s. d. T. Beweis der
Beweis, Es ist [ x(1+x)] ( |

Formel A.), und ein #hulicher Ausdruck gilt fir E‘((:g Hieraus folgt

I'e _I'b) Jf[ Jex.
'@ 1) A+ (1+“)1

welcher Ausdruck durch Vertauschung von x mlt ——1 in den obigen

tibergeht,
Ist a ein rationaler _Bruch = %‘, so ist nach voriger Formel
' 4
F - m—-l_ n—1 )
( )_P/(1)+n X _ X %,
(m) 0 X -1

l“(z) VIl — 2log2]. F(;;) r@[ro-3 ‘°g34 2y3] l
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[
Tafel VI Bestimmte Integrale, Talel VIL
a2 und b positiv. f
‘ log-
wainax-i’)x T e fCDCosax-%)x T . _ a
————— == (] — @™ . —_— == a 8 e—ya .
Jx(0t+x) 2t J bt 2b { Verwandlung. f , "1 = f y Yfiry = log,%-
wl—Cosaxa 7 1 —e2b %8x
x*(b? + x7) x= EbT(a _—_b—)' Anmerkung. Die obere Grenze x des vorstechenden Integrals muss
Beweis. Bgzelchnet man das erste dieser Integrale mit z, und dnffe- ; positiv sein, wenn dasselbe einen reellen Werth haben soll; auch muss als-
3 i !
rentiirt es zweimal nach a, so kommt: dann unter Iog = nur der relle Werth dieses Ausdruckes verstanden werden.
3%z Sinax - xdx . . .
~Pa = f iy - Lu dieser Gleichung addire man b’z Ferner muss x < 1 sein, da iberhaupt das Integral f 1—8—% allemal dann,
L o - A og -
. 2, .
= S"'f‘x 8"’ so folgt: prg 0% _f Simax, _ ® (nach Ta-~ | wenn der Werth x = 1 zwischen den Grenzen der Integranon liegt, gar
x(b*+ )1 oa’ o X 2 keinen bestimmien Werth hat.
2 T _ 12 i1, 9%u —x 2 3 4 5
fel 1. d. Abth.), oder wenn b =5 = b*u gesetzt wird: 5 = MU fa ox _ C —logX -+ X — 2’;0 _33('_3_ __41'4__,_:;%:_ ....... in inf.
oder wenn auf beiden Seiten mit 29du mu]hphcu‘t und integrirt wird: AR ’ ) "9
Ou 2 7z du T ' Diese aus der Entwickelung von e—* hervorgehende Reihe gilt fir je-
9a) = - b?u® + Const. Fiir a = 0 ist u = ~5p%’ Da = 3D’ daher ( des positive x; nur die Bestimmung der Constante macht cinige Schwierig-
au +b ~ keit. Um zu dleser Bestimmung zu gelangen, bemerke man, dass
Const. = 0, und Bn = Z%bu, oder u = C.e ", wo das Vorzeichen {— e X2 X3 X
noch zu bestimmen ist. Da aber der Werth von u fir ein noch so grosses f Ox = x_:?_!f +m —m-l- - in inf
a nicht unendlich werden kann, und da a und b positiv sind, so kann nur 0
das negative Zeichen gelten; also u= C.e*, oder mit Riicksicht auf den f—xax
Iso: = C—
Werth von u fir a = 0, u == —;,B;e—b’, z = )b2(1 — e~1), wie oben. a / logx +
Die beiden anderen Integrale ergeben sich durch Differentiation und ‘ >, o,
Integration des vorigen nach a. Das zweite giebt auch: l . oder, wenn hier x = 1 gesetat wird: Jé ox f 1—e
+ + o .
f amax T b h _a)uz)x —ab d b . . d ) . . . .
) Biga =p¢ o oderauch so-—p = f,e » Wo aund b posiliv sind. ‘ Bezeichnet u einen behebngen positiven chten Bruch, so ist

+o 1—e” fé’)x fe *dx
—axi —ab . . Wirdnunx=1—eYundu=1-—e""
f e " dx =7 ¢ (a, b, ¢ und n positiv.) l . 4 .[ rdnun x=1-—e~ undu=1-e

Le(o+Xi) (42D b(c by

s = 9 ’8y
Beweis. Es ist _IXE)_ — 'f;_(c+yl)xxn—18x. Multiplicirt man auf gesetzt, so kommt f Y f + g(
0
beiden Seiten mit ehz 8Y und integrirt von y= 0 bis Y= oo, s0 kommt daher erhdlt man C f ——-—1 )8x—log( )furu 0; mithin
' -+ s S —e
die aufgestellie Formel heraus. \ - .

(c+ i)'
O 21
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Tafel VII. Fortsetzung.
S
lo g -

= f e—_i & _x)i’)x. “Nach Tafel IIL. ist dieses Intégral = ["(1), also
> —e

Ty 1.1
c=1Iu= 10gn—(1+2+3
Dieser Ausdruck der Constante ist seiner Form wegen bemerkenswerth,
aber zur Berechnung wenig geeignet; einen brauchbareren s.. T, VIII. Der
Werth der Constante ist C = — 0, 5772156649 --. = I"(1).

ox (ogx)? (logx)® (logx)*
C— - {ogx)” _98x)
vj;‘ogl —log (log x) ~logx =51 =T T4
Bedingung: 0 <x<1. Dxe Constante C = ["{1) wie vorhin.

1N .
+----+—) fir n = oo,
n

Diese Reihe folgt aus der obigen durch Vertauschung von x mit log%( .

Tafel VIIL -
Summation der Progressionen.

Allgemeine Summationsformel. (S.Jacobi in Crelles Journal. Bd. XIL

S. 263.)
Lehrsatz. Bezeichnet man die- Summe
fay+fa+k)+1f@+2k) +---- + fla 4+ (v — 1)k]

a+vk

durchz f(x), oder a+ vk = x geselzt, durch)f(x) und setzt:

bestimmt werden; so erhilt man fur die Summe

Ef'(x) = {(a) +f(a+k) +f'(a+ 2Ky 4+ 4 Fx=k) -

9 IO

(P(x) f(x) +- alk{'(x)- o K () A eeeeeees RS —1 f“‘i(x).
ferner: T — &= ak&—0"  akiE"* at |
erner n nl -+ (=1 -+ m—oy oK (k—1),

wo die Zahlen-Coéfficienten ey, ¢y +++- a1 auf nachher anzugebende Weise'

—
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Fortsetzung von Tafe! VHI.
Summation der Progressionen.

den nachstehenden Ausdruk, namlich:

i = k x i .
k2f<‘x>+f'rn2f““<x+t>m =g —q@.
a 0 a

. g s S | | _ 1 1
Die Coéfficienten sind: «;, = —5r 0 = gym LT e @ o
_ 1 3 _ 1 5 ,_ 1 691 1
e T R TY A Rl iy E TR [ CAF TR
oy == 117! 323)7 , us.f; alle Codfficienten mit ungeraden Zeigern von
3 an, nimlich &, oy, 75 =c--- sind Null.  Ein beliebiger Coéfficient o
wird aus den -ihm vorhergehenden bestimmt durch die Gleichung:

1 o, @ % L7 S
R R et T )] R
Beweis. Man selze

. . —_ 2z — n . .
10~ 0+ @=0lx+ EZL v 4 o p = g9

und nehme auf beiden Seiten die Ableiiurigén nach x, z als constant heti’a({hténd,

so erhilt man:

¢ = —(" = ),

9 f =y f"“(yﬂ)y,

wenn zur Unterscheldung von den Grenzwerthen die Verinderliche unter
dem Integralzeichen mit y bezeichnet wird. Setzt man nun y = x+t und
z—x = k, so wird '

k
¢ () f = Y ' (x +-1)8t ;  also ist:

f(x+k)—f(x) = k{(x)+ %—f”(x) PR 1‘7 (%) + f @%‘2 £ (x+-1)3L.
¢ 0

folglich, da (p(z)

21¢
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Tafel VIII. ¥ ortsetzung.

Summation der Progressionen.

Selzt man in diese Gleichung fiir x nach und nach die Werthe a, a+k,

a+2k, - .. a4+(@w—1)k = x—k, so entstehen » Gleichungen, aus
deren Summalion folgende Gleichung hervorgeht:

f(x)_f(a)=k2f(x)+q~,EF’(x)+:ﬁEf(X)+ + ;EW‘)
+ (k"t)zf““(x+t)?)t
'}

Vertauscht man der Reihe nach f(x) mit f'(x), n mit n—1, sodann
f(x) mit {'(x), n mit n—2, w.s.f., so ergeben sich folgende Gleichungen:

=1 x

FO—F0) =k 3ro+5 S .. + i S

k
n—1 x
-+ (I((r:?t)! 2f“*’(x+t)8t.

f'(x)—1"(a) = sz”’(x)+ +(n 0)12 (x )-if( t))lzf'“(m+t)€‘)t

...............................

@) —ra) = kz (x) -J (k — t)z ™ (x+ 1ot

Yon diesen Gleichungen multiplicire man die erste — die fiir f(x) — f(a) —
mit 1, die zweite mit o, k, die dritte mit k%, w.s.f., die letate mit Y G

bestimme die Coéfficienten Oy, 0ty ++ durch die Glelchungen oy + % = 0,
a,+—2—’+% =0, us w, wie oben angegeben, ﬁnd addire die Pro-
ducté; so fallen die Summen (x), -

2f'(x) alle heraus, und man
erhilt die im Lehrsatze aufgestellte Glelchung

Zusatz. Die im Lehrsaize mit a,, a,, - .. bezeichneten Coéfficienten
sind die der Entwickelung

Py %+al+a,h+a,h"+a4h”+

| =
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Fortsetzung von Tafel VIII,
Summation der Progressionen.

o B b
wovon man sich durch Multiplicatxon mit e"—{ = h 51+ 37

gt tiber-

zeugt; und da o, = —~, so hat man:

2
h"-‘l— Ctshs + a4h‘ -+

1 1
1, re"+e® 1 h
= _——ih] = I_Zh Gotang 5

Da der letzte Ausdruck durch Vertauschung von h mit — h nicht ge-
dndert wird, so miissen in der Entwicklung die ungeraden Potenzen weg-
fallen, also ist a3 = 0, o5 = 0, u.s.f. Multiplicirt man die Gleichung

1
e —e

%h @otangg = 14 oh? + e ht 4 ah® 4. ...

auf beiden Seiten mit%h, und integrirt von h = 0 bis h = h, so folgt:

- 2@&1; ash® et aght
log( )= 1 + 6

Bekanntlich aber ist

ik = Koo ) i)+ (1)

also ist

1 1 S
% b’ + 4 aahtt + 6 ctoh’ + = 12—1 log('l +(>;m)")
n=x f=x
2 (~‘u’n)2 2 2 (qun)‘+ ey,
. 1 1 1
daher ist é- oy = (’1 4 — o7 -+ 3 + S+ )
1
2

1 1
Oy = ‘2‘_;(1+§;-+'3—‘+4—4+ """ ),
und allgemein:

;
1 1 LN SN O
STV 1 = )

T G\ T e
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Tafel VIII.  Fortsetzung.
Summation der Progressionen.

Anwendungen der Allgemeinen Formel.

2) Summatxon der positiven ganzen Potenzen der ganzen Zahlen.
(x und n positive ganze Zahlen.)

i_{__l__ _ 1‘2_’_ o, X" + o:zx“"2 + o

Cm—ND!  al T @—-nH'T (—2)! -1X,
x(x—1) ‘

X = 5

x(x —1)@x—1).

»
»
l

Mu »Mx

Hku-h cn

’(X -1~

Ma ».:;9*‘ -
l

P
4
I

X(x—1)@x—1)3x*—3x—1).

1
30
1 ee—1y@xt — 2x—1).
13

1
42
1
p)
i

b -
L.
]

SXEX—DRx—=1D@x* —6x*+3x+1).

Mn »Mu -]
Nq N@
fl I

'ZXQ(X— 1?(3x4— 6x% — X2 44X+ 2).

E
®
li

g—ox(x—l)(zx—- DEX—15%" 45X +15%* = x2 — 9x = 3).

1

»Mu »Mu th )

X = 36 x3(X — 1)’(2x°—6x + x4 8x® e X — 6x—3)
X0 = 675 x(x— 1Rx—1)(3x%—12x" + 8x° +-18x°— 10x* — 24 x® 4 2x?
+15x4-5). ’
Anm. Selzt ﬁan k = 1, so ist nach dem Lehrsatze:
[ P ) PR o ;
To = ~ _l(n——l)! 2(n——2)! deoeto,_ (1—93
d. h, schreibt man in dem vorstchenden Ausdrucke fir
5t
T (n—1)!

statt x, 1—t, so0 geht er in Tn iber.

A
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Fortsetzung von Tafel VIIL

Summation der Progressionen.

Anwendungen der allgemeinen Formel.

1 1 1 1 21
b) Summation der Reihe 143 +3+ T _*1 12)_{
— 1) 1
Es sei g(x) = ]0gx+ % ...... +a,"_1( 1)“_1 n—2)! » SO0 wird
X

nach dem Lehrsatze

x

1 x
P FERTORTICRICIY BAD T
0

1,

1 o 1 .

— fir
Schreibt man auf der rechten Seite 2 G Z )L
1 — », und bemerkt, dass das erste der alsdann entstehenden Inte~

2 x+b

grale sich mit — (1) in eine Constante zusammenzxeht, so folgt hieraus:

2 ¢p(x)+C+(—1)f n!T mz = = ¢(x)+ C+R,

wenn das zuletzt stehende Integral we]ches den Rest ausdriickt, mit R
bezeichnet wird, Fiir ein gegebenes n nahert sich R der Null, wenn x

. I w1 _
sehr gross wird, und man erhall fir x = oo, 21;‘ =
C = —I"(1); nach T.IIL. Formel A. Mit Hiilfe der obigen genauen Formel
lasst sich C schon durch Anwendung eines sehr missigen Werthes von x
berechnen. Man findet fiir n = 4:

o1 _ 1_ 1 AT I S
;x = logx—2x oatC+ Ot d—1) %)tz (x T

- X

logx+ C, also

) I 1 1 1
fir n = 6: ;;[ = Ing—E?{_m-’- W-I-C
1
v 1
t? Dy Er—t—1 —
+ U —1)*( 2)3t2x<x+t),

0
Aus dicsen Formeln lisst sich der Betrag des Restes fiir ein gegcbenes x, z.B.
firx = 10 oder x = 20, fiir welches die Summez;t noch leicht zu berech-

1
nen ist, und mithin auch der durch Weglassung des Restes bei der Bestimmung
von C begangene Fehler beurtheilen. Den Werth von [7(1) s. T. VIL
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Tafel VIII. Fortsetzang.
Summation der Progressionen.

Anwendungen der allgemeinen Formel.

"+ a) 1 @,
2x+a = ¢ )'—I—,a———) . g(x) = log(X+8)~ oo — g e

2x+a)  (x+a)*
+ @t (—1)" (0 —2)!

1
< 1
. R=D"J nT MY ———-.
(x+4a)y! ( )f n 2,"(x—i-a+t)“+l

¢) Fx) = log(x+a2a) ¢ = (x+a)logx+a)—x—jlog(x+a)
=0 (=31
x+a G T (x+a)“_‘

9
€ty 2y
4

g(®+C+R R = (1) TS S S
(x+a+t)

Y log(x+2) =
! 0
Diese Formel folgt aus der allgemeinen Summationsformel, wenn man

h 1
noch, wie im vorigen Beispiele -~ in die Differenz der Summen
? ’ ;(x+ a+t)

von 1 bis oc und von x bis oo zerlegt, und das aus dem ersten Theile
entstehende Integral mit der Constanten vereinigt. Auch hier wird bei ge-
gebenem n fiir ein sehr grosses x, R = 0 und:

1210g(x+a) (x+a)log(x+a)—x—log (x+a)+C (fiirx=oc),
wo noch die Constante zu finden ist. Man hat fir x = oco:
2 log(x+2) = 2 logx + alogx — log I'(1 +-a), zufolge der in T.IIL ent-
vtfickelten Eigensc;laﬂen der Function I'; ferner ist firx = o0, (x-+a)
log(x +a) = (x +a)logx +a, log(x+ a) = logx; folglich:
ﬁlogx—logr(l +8) = (x—Plogx+a—x+ C (fir x = oc),
oder,1wenn man C + a4 logl'(l +a) = C’ selat:
ilogx = (x—Plogx—x+ C (fiir x = oc).

1
Die Constante C' ist unabhingig von a. Um sie zu finden, benutze
man den Werth von I'(}) =)/n, wonach: ‘

1 1.2.3.4....2,(_4.9;(}/ 2x)! Vx

Vo~ (2-4-6-8---2x) 2% (x 1)

fiir (X = CXD).

i
!
|
|
i
i

i
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Fortsetzung von Tafel VIIL
Summation der Progressionen.

. Anwendungen der allgemeinen Formel.

» Man hat, mit Anwendung der vorstehenden Formel fﬁrz logx = log(x — 1),
)

2x x
—4logn = Ylogx—2¥ logx — 2xlog2 — Jlogx +log2 = (2x — Plog2x
1 T

—2x 40— (Qx— Dlogx +2x — 2C' —2xlog2 — jlogx +log 2,
woraus nach geschchener Reduction hervorgeht: €' = jlog2a; folglich
C=llog2x —a—logl'(1 +a). Also ist:

210g(x+a) = tlog2n—a—logl'(1+2a) + (x4a —1)log(x +a) — X
1

@y (=) ey (n = 3)!
X4 a (x+a)™* R,
oder, wenn man die Logarithmen wegschafft, und auf beiden Seiten den
Factor x - a hinzufiigt, so erhdlt man folgende Formel:
A4+ +a)@+a)---- (x+ )

1)1,y (n-3)!
e R

V2n ! !
r44 X+a+} - —_— X
(x4a) e ot el

M 3x+a) — 360 ER
= Td+a (x42)

wo R das oben angegebene Integral ist. Z. B. fir n = 2 findet man:
al+)R+a)@3+a)---- (x+2a)

t(l—1v,. %
II/‘z(ﬂ) (X 4 @yt gt e f PR %(H-ﬂ-!-‘)’
baher fir x = @
a(l +a) 2+ 8)---- (x+-a)e*  V2m 1ot
= . V27t .
R T

S o
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Tafel 1.
X = a+ fx 4+ yx? 4+ x4 ext.
(% 3, y, 9, ¢ reelle Zahlenwerthe.)

ox Ay
S in =,
VX = VA+By'+Cy?

Es seien a, b, c, d die vier, als ungleich vorausgesetzien, Wurzeln der
Gleichuug X = 0, und zwar sei, wenn alle vier Wurzeln recll sind, a>b>ec>d;
wenn aber nicht alle Wurzeln reell sind, so verstehe man unter a und b
zwei zusammengehérige imaginire Wurzeln. Man bestimme die Grissen p
und ¢ aus den Gleichungen:

p+q _ ab—ed (p—q)“ = @=0@—-Hb—0)db—d

- 2

Verwandlung von

2 a+b—c¢c—d’ @+b—c—dy?
und setze: X = P44y
14y
. A+ By?4Cy*
so wird X = W
und dx _ (q—poy

VX VA 4By + Cy*

. d. h. durch diese Substitution verwandelt sich der Ausdruck dx in einen

VX
dhnlichen, welchem die ungeraden Potenzen der verinderlichen Grosse
fehlen.

Anmerkung 1. Fir p, q, A, B, C werden nach dieser Regel stets reclle Werthe
gefunden, die auch endlich sind, wenn nicht a4~ b = ¢ 4~ d ist. Wenn aber
a4-b = c4-d = 2m ist, so ist

X = ¢(x—a)(x— b)(x—c) (x—d) = e(x>~2mx—4-ab) (x> —2mx 4~ cd);
setzt man dalier x—m =y, so wird die verlangte Verwandlung sofort erhalten durch
die Formel:
Ox dy

VX — Ve(y*4ab—m?) (Y2 4-cd—m?)

Anmerkung 2. Die obige Substitution x = l’i_—l-_g_y ist auch noch anwendbar, wennX

nur auf den dritten Grad steigt, also ¢ = ( ist. Setzt man fir diesen Fall in den obigen
Ausdricken d = @, so kommt 4-p = 2¢, q—p = 2V(a— c)(b—-cj = 2k und
ox 2Vk8y
VX Vemnyy(y—1)°
wom= (c—a—k)(c—b—k) uid n=(c—a-4k)(c—bk).
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Tafel IL
X = A+ Bx?+ Cx*
(A, B, C reelle Zahlenwerthe.)

ax .,
on —— In ——= ———
Verwandlung v VX mn (p,l

X==2x,1*xHAE5XY), a, 5, y reelle Constanten; ferner sei
o >3, und es werde # = ka, ax = y geselzt; so wird k?<< 1 und

wandlung auf die beigefiigte Weise crhalten wird:

e S e |

X/

> wo der Modul ¢ ein positiver,

dchter Bruch ist.

Man zerlege X in reelle Factoren zweiten Grades; cs sei

ox _ oy
VX eyfE=AEVAEKY)
Es ergeben sich daher folgende Fille, in welchen die gesuchte Ver-

1) ox _ Ao
V(l +x)1+kx?)  }1—c*Sin @* '
0x _ =V1—c.9¢ k

c=J1-kK, x= Tang ¢,

2 Vi—x)d+kx)  Vi—osag  View ' o Cos -
3) 0x — = _c?(p_‘,_. c = -——~_.1___ s X = 1 .
V& =1 +kx*  Yi—c?Sin ¢t ViFk -Cos¢p
8 ox - _ —CcAep o= 1—_ < — COS(p.
VE+aA—Kx)  Ji—c*Sing? Vi+k’ k
5) Ox =KEMCQ,2 6= K X = .
Vi +x*) (*x* — 1) V1—c'Sing? Vi+k’ kCosg
] 3% _ d¢ ; x = Sing, wennx®<<{.
) VA=) (1—Kx%) m; o= =E§%q? wennx’>é.
ox d¢ —_—
D Ve —ha—es ~ Viseses C=VF

. 1 { —c?Sing?
xz = Smrp’+FCOS(p’ = T(—;z—--

Anmerkung. Diese Substitutionen setzen iiberall nur solche Werthe von X voraus,
fir welche die Quadratwurzel auf der linken Seite reell bleibt, Die Annahme anderer
Werthe von x wiirde, nach Weglassung des alsdann auftretenden Factors y— 1, nur von
einer dieser Formen auf die andere fihren. —
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R

Tafel III
ll—CTSiH(p’ = A.

Reduction elliptischer Integrale.

Sing® 3
.f =

Reductionsformel:

Rk—3)Zag— U+ )2k~ 2) Zp—p+@k—1)c*Za= A Cosg - Sing®>
Durch diese Formel werden die mit Z, bezeichneten Integrale, in
welchen k eine beliebige, positive oder negatlve, ganze Zahl bezeichnet,
siammtlich auf Z, und Z,, d. i. auf 2 und “Sin Singdep_

A A

(Leg. p. 11.)

*—zuriickgefiihrt.
Fir k = 4 erhili man:

‘fsmm f S0P _ Acotange.
f % ____1,.
(1+ nSing?) A

Reductionsformel:
2 ¥ ]
2(1+c) 3nc]

ki 2z
©+ fT')H*"( k— 3)[1 I, ’

ASing Cos
(1 +nSin W)"-l

Durch diese Formel werden die IntegraleII,, in welchen k eine posi-
tive ganze Zahl bezeichnet, simmtlich auf
f Sing?d ¢

= [22 = d¢p
, ‘.[A » 1 -:f(.i-b-llqu;’)A’ I J
zuriickgefiihrt. Man findet z. B. fir k =

1 c? 2(] + c’) 30" ¢ ASing Cosp
2(1+ﬁ) (1_'-;)11"=[1 e 1+nSing?* *

+(2k—4)(“;1C ) = (ki 5) 17H=

Als besondere Fille ergeben snch firn = —1 und fir n = —~c? fol-
gende Formeln:
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B e rerremme e Y
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Fortsetzang von Tafel IIL
er—c’Sin(p’ = A.

Reduction elliptischer Integrale.

Hn=-—1.
—c? O sk—ay1 —2en |27
Ck=-3) CJ “‘A“(“k H(1-2c?» Cosg™ A
+@k=5)ct [ 2 ASing

S k'
COS(p”k A CosrpZk 3

‘ 2
z.B. fir k = 2: (1—c”')f.€%\—+cifﬂs—(£—§—(p— = ATangq.

‘))n-—-—

2k-3(1- 2[‘“‘ (2k—4>(1—3,)f§33+2";5ﬁ235

Sm Sing Cosp.
AZk—S *

Fir k = 2: (1— fa'P an S‘"‘PC°S‘P, oder weil
‘anq) fA A f‘c’)tp fSlnrp*i’)(p
) 8(p Smrfi’)q) ln(pCOSl;D

T A

Bezeichnet also Q eine rationale Funclion von qu, , 50 wird das In-

A
seines algebraischen oder logarithmischen Theiles, auf Integrale folgender
drei Formen zuriickgefiihrt, namlich:

D Sing?d ¢ op
A ’ A ’ (I+nSingHA "

Der Coéfficient n im dritten Integrale heisst der Parameter.

tegra}]’()a(p mit Hilfe vorstehender Formeln, und nach Weglassung
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Tafel IV.
YI=cSing* = A.

Reduction elliptischer Integrale durch Verwandlung des Parameters.

1. Lehrsatz. Wenn der Parametern reel, und sein positiver Werth
grosser ist als ¢, so kann man ihn auf einen andern zurickfihren, dessen
positiver Werth kleiner ist als ¢. (Leg. p. 68.)

2
Beweis. Man setze (1 +n)('1+%) = ¢ und TLnAgi = p. Ent-
wickelt man aus diesen Ausdriicken den Werth von —OP und zerlegt
1+ ap?

denselben in einfache Briiche, so kommt:
9 _ % (S
1+ «p? A (1+nSin @? 1+5?Sin ¢ )

. ¢
ol .ﬁIHSm'ﬁ’)A J (= Tsinga f fHaP

wo die Integralion nach p sich sofort ausfiihren ldsst, nach deren Vollzug

fir p sein Werth -——Ag—(ﬁ einzusetzen ist. Wenn nun n, abgesehen vom

2
. . . C . .
Yorzeichen, grosser war als ¢, so ist P abgesehen vom Vorzeichen, kleiner

als ¢; mithin wird durch vorstehende Formel die Reduclion bewirkt,

Anmerkung. Firn = ¢ und n = — ¢ findel man auf dem vorstehend angedeu-
teten Wege folgende Reductionen :

' Q¢ 1 A ) (1 +c)Tang
J(.————l FoSing? A= f QA+ 2—————( T+0 Arc. Tang —

T og 1 g 1 A=oTamgg
('l—cSinf.o“)A'2fA * qg—gAreTme T,

2. Lehrsatz. Wenn der Parameler n nicht reell ist, so lasst sich

A o .
das Integral szm auf zwei éhnliche Integrale mit reellen Pa-~

rametern zuriickfihren. (Leg, p. 14‘3)
Sing Cos ¢p

m—(pz)A , so wird:

Beweis. Manselzep =
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Fortsetzung von Tafel 1V,
Y1 —¢*Sing? = A.

Reduction clliptischer Integrale durch Verwandlung des Paramcters.

op _ d¢ 1— (2+42)Sin? 4 (1 +2z)c*Singp* — z¢*Sing®
1+kp: = A (1 + zSin ¢?)* (1 —¢* Sing*) + k Sin ¢*(1 — Sing?)”
In dicsen Ausdriicken sind z und k unbestimmtc Constanten. Man denke
sich den vorstehenden Nenner in drei Factoren zerlegt, und setze demnach,
einstweilen x fiir Sin¢ schreibend,

®

U+ zx)(1— ex® + kx2(1—x?) = (1+nx)(+ n'x)(1 4 mx?),
so erhiilt man durch Verglcichung der hochsten Potenzen von x auf beiden

. 1 .
Sciten: nn'm = — ¢*z® Ferner, indem man x = 1 und dann x = ; cin-

setzt, und }/1— ¢* mit b bezeichnet:

A+ +1)(A+m) = b*(A-+2 , (€ +n)(e+0)(c’+m) = — kb
Sind nun n und n’ gegeben, so kann man aus diesen drei Gleichungen m,
k und z Destimmen. Man findet fir z die Gleichung:

c?z? b*(1+2)° |
(I+n)(L+n)’

und hieraus

AT D0 D e

y b
b2 4 02('1"'":})(1"' —1n—)
ferner
c?z® Ko T (c?4n)(c?4-1')(c? 4 m)
ms= — Y = b*c? :

Es sei nun, » als positiv vorausgeselzt,
= yCos ¥ +iSin¥) und n' = v(Cosd —iSinP),

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung in z nothwendig reell und
ungleich.  Man bezeichne sie mit z, und z,, und die cnisprechenden

—

23
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Tafel IV. Fortsetzung.
YI=¢c*Sing? = A.
Reduction elliptischer Integrale durch Verwandlung des
Parameters.

Werthe von m und k mit m;, m,, k,, k,. Zerlegt man nun den obigen

Ausdruck (f) in einfache Brﬁche, so kommt:

_%p _ %)(p[ A B ]’

1+ kp* 1+nsln¢ F ¥ wSing* ¥ 1+ mSing?
P+ 2+ + (U +22)c*n+zc? '
wo A= n(n —-n’)(n —m) ?
A = 1+ @2+ 2)n"+ (1+ 2z)c’n’+ zc?
- n'(0'— n)(n' — m) ?
B — m® 4 (24-2)m? 4+ (1 4+ 2z)c*m 4 zc?

m(m — n)(m —n’)

In der vorstehenden Formel sind fir z, m, k sowohl die Werthe z,,
m,, k,, als z,, m,, k, einzusetzen, wodurch zwei Gleichungen entstchen,
durch welche, wie man sieht, dic Integrale

%9 und __ %9
(1+nSing?®)A A+ n'Sing®)A

beide zugleich auf elliptische Integrale mit reellen Parametern m, und m,
zuriickgefithrt werden. Eliminirt man aus beiden das Integral mit dem Pa-
rameter n’, so ergiebt sich ein Ausdruck von folgender Gestalt:

oy 2 m [ DP
(1 +nSing?»A (1+4m, quﬂ)A *J (1+m,Sing*) A ‘

[

wo J der logarithmische Theil des Integrals ist.
Auf diese Weise hat Legendre die Reduction des complexen Para-
meters n = y(Cos ¢+ iSinJ) auf die reellen Parameter m, und m, be-

werkstelligt.
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Tafel V.

Reduction elliptischer Integrale durch Verwandlung
des Moduls.

Bezeichnungen: }/1— c*Sing? = A (c,) s Vlf— ¢ = b,
(b Complement des Moduls.)

Vl—-c"Singﬂ = A(,¢) 5 Vi—¢? = v.

Setzt man o 2e s = (+0)Sing
o ¢ = qq und Sing = 1+ ¢Sin p?
OfP dp

Kommt
50 Komm A R Nk

durch welche Formel eine elliptische Funclion mit dem Modul ¢’ auf eine
andere vom Modul ¢ zuriickgeliihrt wird.

Aus der Formel fiir Sing’ findet man noch:

Vesino = V2800 +ﬁi2:f;‘ ) |
c+Cos2¢/ = (1+2)- 005(51:-8;;;{;2@()2”([])2'
V= i —c 1=y

Fe¢ ' CT IV
4 2Vb
Ve=izy » b= %ﬁf'

Da 2>1+c, so ist ¢ >Vc, also wird durch die Verwandlung von
¢’ in ¢ der Modul der Null genshert; durch die umgekehrte Verwandlung
von ¢ in ¢’ wird der Modul der Einheit genihert. Auf diese Weise lasst
sich aus einem gegebenen Modul durch wiederholte Verwandlung cine Reihe
der steigenden und eine Reihe der fallenden Moduln herleiten; beide ni-
hern sich sehr schnell ihren Grenzen 1 und 0.
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Tafel VI
Addition elliptischer Integrale von gleichem Modul

V'l-—C‘zSiW = A(p ’ Vi-—c‘ZSimp? = Aw.

Lehrsatz. Das Integral der Ddferentlal(rlexchung —_— +?l = 0 ist

A A
in folgender Gleichung enthalten: P v
Sing Cosw Ay + SanJCOS(pA(p
1 — ¢*Sin¢?Sin y?

Beweis. Man bezeichne den vorstehenden Ausdruck linkerhand mit u,
seinen Zihler mit A, seinen Nenner mit B, so ist

= Const.

u = %; oder logu = log A—logB.

Von dieser Gleichung nehme man die parlielle Ableitung nach ¢, so kommt:
1 du P
W'op = Bp’
wo P folgenden Ausdruck vorstelli:
P = Cosp Cosyw ApAw — (1—c*)Sin ¢ Siny
- A

X
2c Sin ¢ Coi(%Smeos W (Sin g Sinw Ag Ay — Cosgp Cosy).

Bemerkt man nun, dass P eine symmetrische Function von ¢ und vy,
so folgt, dass auch
1 du P

wdy T Ay

sein muss; mithin ist
: du P Qg Oy

T = \ae T Aw
Da aber u = Const., oder du = 0, so folgt
dp Oy
= 5 « Z. b- w.
Acp+A1p 0; w

Soll fiir ¢ = 0, v = u werden, so wird Const. = Siny; die hie-
durch entstehende a]gebralsche Gleichung zwischen den trxgonometnschen
Functionen von ¢, v, p verlritt die Stelle der transscendenten Gleichung;

Foel3eof
Ap D

e e
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Fortsetzung von Tafel VL
Addition elliptischer Integrale von gleichem Modul

Vi——c“Sinrpﬁ = Aoy , Vi—c®Siny? = Ay

Es ergeben sich daher folgende Relationen zwichen ¢, v und u.

Singp Cosy Ay + Sinwp Cos goA(,ﬁ .
1 — ¢*Singp*Sin y? ’

Slnﬂ ==

Cosqp Cosyy— Sing Sinyp ApA w

Cosp = 1 — c*Sin¢? Siny?

A AgAw —c*SingSinyCospCosy
w= 1 — c*Sin¢*Sin y? ;

Tangr{ Ay +TangwAegp
— Tang g Tang wAgAy

Tangy =

Ist insbesondere ¢ =7, oder

Lol

so hat man fir die Verdoppelung der clliptischen Funclionen:

Singe = 28inrg COS(pA(p

1 — c*Sing*
o =
’ Ap = A7 I_c’cfnsnl Z/;(Eos ¢
Tangu = r'_'ll::‘_:% L}K(P

Tanglu = Tangep-Ae.
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e T —————————
Tafel VII Fortsetzung von Tafel VII,
ale .

Reduction elliptischer Integrale
durch Verwandlung des Moduls verbunden mit Yerdoppelung.

i PRPY 1—b
Bezeichnungen. ¢ Modul, b = J1=¢* , ¢, = 1ob°
| T 1—b, —_
bl = Vl'_c]:‘ y C = T—-;—b-; N b, = V{[ _c,‘”....

€y Cy, C,, Cg +--- die Reihe der fa]lenden Moduln; b, by, by, -+:- die Reihe
ihrer Complemente
Man hat auch:
J : — -
= 2 Ve o 2Ve L, 1—c by = 1=6
14c, 14-¢, 14c3 1+c¢, 1+c,

Lehrsatz.  Berechnet man fir einen gegebenen Werth von ¢ den
Werth von ¢, aus der Gleichung:
Tang(p, — ¢) = bTange
P 1
s0 ist 8(’0 = 1 ~_-—-?-(£—.::— .
b V1—c*Sing? — {1+ be J/{—c?Sing?

Anmerkung. Bei dieser Berechnung muss der Werth von ¢, so genommen wer-
den, dass er mit ¢ zugleich, von Null anfangend, stelig wichst. Ist also Tangg = bTanga,
wo 0 <ae<n, 0<f<Twz, und ¢ = nn—4a, so ist auch ¢, —p == nn -4 3; also
P = 2n1+a+ﬁ‘

(1 +¢,) szp
1+ ¢, Siny?

Beweis. Setzt man  Sinp =
so wird nach Tafel V,
¥ Ao i Oy
L Vi=c'Sing* ~ (I+c) JV1I—c2Siny?”
Setzt man ferner Tang %rpl = Tangy. V1~ ¢ Siny?,

so wird nach Tafel VI. (am Ende)

T1
f 1 . €)q> .
Vl— Slmp - A V1 —c?Sin @?

Durch Verbindung beider Substitutionen fo]gt:

e ————

Reduction elliptischer Integrale
durch Verwandlung des Moduls verbunden mit Verdoppelung.

‘f 1 +cl o 8(’)
V1= c*Sing? 02 Sm(p L Vi—c2Si *Sm(,o

140, -
T2 T 1+ b
Dic dieser Gleichung entsprechende zusammengesetzte Substitution erhalt
man durch Elimination von v aus den beiden vorigen Gleichungen., Man

findet nach Tafel V., wenn }1— ¢lSiny® mit A(c,, ) bezeichnet wird:

L (1 +c)Sin2wA(e, , v)
9 —_— -~
Sm..q> = A +c, Sintp’)’ b4
Cos y* — Siny?Ale, , )
(1 +c,SinysT

und zugleich

C +C052(p = (14c,)
und nach Tafel VI,

ﬂanA(cn )
1—c?Siny* °

Sin ¢y = Cosgpy, = M’/”A(C‘ ¥*

1 —c#Siny?t
Vergleicht man diese Werthe mit einander, so folgt:
(¢, + Cos2¢)Sing, = Sin2¢ Cos¢, , oder Sin(Qep— ) = ¢, Sing,
und hieraus durch Umstellung
Tang(p1—¢) =

Durch wiederholte Anwendung dieser Substitution. wird der Modul ¢
sehr schnell der Null genihert und dadurch der Werth des Integrals

bTangep , w. z. b, w.

P
-ofm—c?smqﬁ’
mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit erhalten. Berechnet man nim-
lich die Reihe der fallenden Moduln bis €., und die Werthe von T1y Payee
bis ¢, aus den Gleichungen:

Tang(¢y — ) = b Tangep Tang(¢; — )= b, Tang ¢, w.s.f.,

l
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Tafel VII. Forisetzung.
Reduction elliptischer Integrale
durch Verwandlung des Moduls verbunden mit Yerdoppelung.

so ist, wenn man das Quadrat des sehr kleinen Moduls ¢, vernachlissigt,

f Vl-—c"Sm Viecismig e

Pn
fVl—c" Sing?  A+b)A+Db)A+Dby) (A+buy)’

Bedient man sich dagegen der Reihe der steigenden Moduln, nimlich

a1/¢ —
¢ = A0, o= B st wobdl Y = YISO, = VimER

so ergeben sich ¢/, ¢” w.s.f. aus den Gleichungen:
Sin(Q¢’—¢) = cSinep,
SinQ¢"—¢) = ¢'Sing’, w.s.f;

und dieselben geben:

= (1
fVi—C"Smrp A+D fVl ”Sm(p

Ao

W, S, f.
V1—c"Sing?

= (1+D)(1+b")
0

“r n‘Z
Wenn nun der Modul ¢ der Einheit nahe genug ist, um 1—c¢ = b

vernachlissigen zu konnen, so findet sich angenahert:

?" o F
8(;} _ g) {p _ Z -(_P_".
b Vi— o Sing? fCOSq; = 1Og'f""g(4+ 2)
und f _ 0P o (1 D) DL A e
V1 —¢28Sin ¢ “
oo (1 +Db"log Tang (if + Lg_) .
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Tafel VIII,

Reduction des allgemeinen elliptischen Integrals

¢ .
o ' BSing? )
H —-I( +1 nSing? )A(c "% (Legendre p. 118.)

Vi—c’Sinrp" = Alc,¢) ; Vi—c2Sing? = Adey, g0

=V’1—C". ’ 01 =1_—b,

1+b"’

Dieses Integral, in welchem A und B beliebige Constanten sind, um-
fasst die Tafel IIL. aufgezihlten drei Arten der elliptischen Functionen.

Man berechne ¢, aus der Gle1chung Tang(«;o1 ‘) = bTanggp, so
w1rd nach Tafel VII

Qe 1+'Cl_ depy
Al(e, ¢) 2 A(Cn ‘Pl)’.

Zugleich giebt die vorsichende Gleichung zwischen ¢, und ¢ fir Sing?
folgenden Werth:

Sing? = it +c Sin(,012 - Ay, ¢1)005901)~
Durch Einsetzung dieser Ausdriicke verwandelt sich H in cine elliptische
Funclion mit dem Modul c,, nimlich:

1
- 1:“&(}; - Cospdg
1 +n 1+n, Sing?/’

wo H, ein neues Integral ist, nimlich:

T
B, Sin 2
H = J(A + 2
' .ﬁ 1+nlsm<p )A(cl, ¢’

__n+c) _ }B 1p C+2n4n?
wd o= e m M =AY b= B ar

24
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Fortsctzung von Tafel VIII.

Reduction des allgemeinen elliptischen Integrals

P
- BSing? dp
H [(A+1+nsm(p2 AC, o (Legendre p. 118.)

Nach Tafel IV. kann man immer annehmen, dass n reel ist und zwi-
. - . . n 4 c? )
schen — ¢ und + c liegt. Eine Folge hievon ist, dass———- zwischen
. A C(l + n)
—1 und +T, und dass mithin um so mehr
n,c .C n- ¢t ¢ n+c? '\n-g-c’I
- ne, o(l+DbR 44+4n 1-b* 1+n T c+cn

’

M n . . n.,
My dchter Bruch, oder c—‘, abgeschen vom Vorzeichen, kleiner als . ist.
1 .

Folglich wird durch diese Transformation .mit dem Modul zugleich auch
der Parameter der Null r:ﬁher gebracht., _ Und zwar nihert sich dic Reihe
der fallenden Parameter n, n;, n,,---- noclh4schneller der Null, als die Reihe
“der fallenden Moduln ¢, ¢,, 4+, da jedes Glied der érsteren klciner?ist,
als das entsprechende der andern, y :
Durch wicderholte Anwend\qﬁ diesér..Subslitution Jisst sich der Zahlen=
- »Werth*®on H mit jedem beliebigen Gratle von Genauigkeit finden.

*

\,l.‘ . . ’
N T .. \\ Ay \i.\\ . ‘
- “!"TT—_'.\‘\; -
< ‘ > A
e N Y Q‘
. . .
SN NNRGN L , LN
AR h . -
TN “\
O MRS ‘ )
» ‘
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