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Eessona. 2640,

Kiesolewa raamatu kokkuseadmiseks on hoogu annud
sellekohase raamatu puudus meie matemaatika koolikirjanduses.
Raamat on moeldud koige pealt abiks opilasele klassis labi-
mindud kursuse siiwendamisel. Kisitatud peatiikkidele on
sellepérast lithikesed seletused Jjuure lisatud, mis niitawad,
kuidas wiljaarwamisi ja graafilisi esitamisi toimetada, ja on
mahutatud raamatusse wastused, sest Opilasel peab wdimalik
olema oma kodust tegewust kontrollida, Raamatu kokku-
seadmisel on arwesse woetud matemaatika Opetajate kongressi
poolt Tartus 81/1I ja 1/Iv 1921 a. iilesseatud nouded Jja allikatest
on kasutatud tookawa suhtes Jjirgmiste autorite iilesannete
kogud : Bardey-Seyffarth, Bardey-Lietzmann, Fenkner, Schiilke
(Aufgabensammlung aus der reinen und angewandten Mathe-
matik), kuid iilesanded on koik uuesti kokku seatud. Minu
ametiwend hra J. Kiiwet on raamatu kasikirja libiwaadanud
ja oma parandustega ja nfuandmisega t66 kdlbtusele palju

_Kkaasa aidanud, mille eest mina siin teda téinan, Raamatus

 weel leiduwatest puudustest ja wigadest palun minule lahkelt
teatada.

Tallinnas, 23. augustil 1921 a.

P. Ederberg.
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§ 1. Astendamise ja juurimise péhiseadused.

A. Astendamise pohireeglid on jirgmised 3:

1. Kaswatise aste wordub koikide samal astmel wdetud
tegurite kaswatisega, niit. (abe)* = atbict.

2. Astme astendamiseks kaswatatakse astmeniitajad, niit.

(@®)t = a3+ = @12,
| 8. Murru aste on lugeja ja 'nimetaja samanimeliste ast-
mete jagatis; niit.:
a\¢ _ at
(=5

Ulesanded arwutamiseks :

1. 3b2 » 2n\ 8 (02)8(‘()4)2

3 (a ) 8. (—- a ) 14 W*—'

2. (2ab%)? 2n 4 1,2 i %

9. (=" 15. (— a)" (— a)
2\2

3‘ (_ a.‘)' a% o m—ae m4z

4, (— ¥ 10. (5.0 16. (—a)" " (—a)

5. (~— a?) 1. (5"”) | 17. (x4 ags %4)2

. 3 2\ 4aPh 2

s et mgEy et Gy
L TS (a?a?p

7. ( T ab> 13. s

B. Eelpool nimetatud kolmele astendamise reeglile was-
tawad 8 juurimise reeglit: :

", Kaswatise Juummlbeks woetakse ° samammehne juur
igast tegunst niit,

Vubc o V— ]/b



_— 2 —
2. Astme juurimiseks jagatakse astmeniitaja juureniita-
jaga, néit.:
2

L
Va12 =a  —.a%

8. Juur murrust on lugeja ja nimetaja samanimeliste
juurte jagatis, ndit.: :
4 4
b sV a
A
Vo

Leida juured jirgmistest awaldustest:

19. V81 IO 1'/:‘62

20. f/§i 26. V254207

21, 1355 27, V1354509

22, Vaits 28, 13/:“8?76

23. }/'46__2 | 29 %%
3

24. V ﬂ 30. %@2‘%

Jirgmistes awaldustes enne juurimist lahutada radikand
(Juuremiérgialune awaldus) teguriteks:

31 V502 — 487 - 34. V1692 — 1192
82. V53 — 452 35. V4a® + 8ab | 452
33. V742 — 247 36. V9a® — 18abd + 902 .

Lihtsustada jéirgmised awaldused:

87. (4V/a)’ 4 (5V0) 4 (8V2a—0) — (7V/5)"
38. (2Va)® — (8V2)’ — (5Va—2b)° — (6V/B).
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§ 2. Ruutjuure wotmine arwudest.

A. Leida ruutjuur:
a) tdisarwudest:

39. 324 48. 6889 57. 41616
40. 529 49. 7921 58. 94864
41. 961 50 30276 59. 78400
42, 1444 51 37636 60. 5760000
43. 1764 52. 85849 6L 5294601
44. 2025 B3 51529 62. 36084049
45. 2304 54. 66564 63. 3337929
46. 7569 53. 11236

47%. 4489 56. 11881

b) murdudest:
G4. 15 66.025 68.0,1206 70 00196 72 1,69
65. 5 67.081 69 02704 7L 00484  73. 3,61

" B. Leida ruutjuur ndidatud tdpisusega:

a) kunni %, —;r %, % ja % arwudest (wotta tidhen-

- dus puudusegal):
4. 42 5. 57 6. 90

i AR 9T 1 i
b) kunni 107 166 1005 arwudest (tdhendus puudusega

wottal):

77. 82 78. 51
¢) kunni 0,01 arwudest (ligem téihendus!):
79—0,27 82. 1,8 85> 0,0023
N8 04 83. 3,85 :
ST.. 1,78 84. 5,08
d) kunni /10000 arwudest :
86. 0,0034 88. 0,000021  90. 1,007
8%7. 0,0318 89.-.0,00007

C. Graafilised esitused (mdddu iiksuseks olgu 1 cm).
a) Funktsiooni mdiste. Kui kaks suurust on niisuguses
olenewuses, et ilhe suuruse muutmisega ka teine suurus




A

muutub, siis Seldakse, et teine suurus on esimese suuruse
finktsioon. Niit., wormelis
Yy =22 — 38
woib x-ile wabalt tihendusi anda, millest y-i tihendus oleneb:;
x-nimetakse wabalt muutuwaks suuruseks ehk argumendiks,
y olenewalt muutuwaks suuruseks ehk funktsiooniks.
Lahendame eelmise wormeli y-i suhtes. Siis saame:

z =+ Vi T3

Kui siin g-ile wabalt tibendusi anda, oleneb temast =z.
Seega on y — argument, kuid 2 — funktsioon.
b) Funktsiooni y = 22 graafiline esitus (joon. nr. 1).

Y

+9

.
H

=13 =9y 0 +l1 +2 +[3 +l4

Joon. nr. 1.
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Fuanktsiooni ¥ = 2? esitamiseks punktide haawal on see-
witaw woimalikult palju punkte wdtta, kuid niiwiisi neid wa-
lida, et seal, kus kowerus ruttu muutub, neid wdimalikult
tihedalt oleks. Antud funktsiooni y = 2? esitamiseks, niit.,
on tarwis z-i jaoks enam tdhendusi wotta 0 ja + 1 wahel,
kui + 1 ja + 2 wahel, ja nende wiimaste (+ 1 ja + 2) wahel
enam kui + 2 ja + 3 wahel.

Saadus on lahtine kdwerjoon, mis Y-telje kohta siimmeet-
riline ning 1-ses ja 2-ses kwadrandis asub. Seda kdwerjoont
nimetakse paraaboliks. Koordinaatide alguses psordub paraabol.
Niisugust punkti nimetakse paraaboli tipuks.

91. Joonistada funktsiooni ¥ = V= kujutus.

Funktsioon y = V= ehk 2 = = on seesama, mis y = 2%,
erineb temast aga ainult oma seisukoha poolest: kowerjoon
on Y-teljest paremal poolel, X-telje kohta siimmeetriline ja
riiwab Y-telge koordinatide alguspunktis.

92. Eelmises kujutuses on iga ordinaat ruutjuur temale
wastawast abstsissist. Sel pohjal wdotta joonistusest jirgmiste
juurte wairtused :

Vo5; V15; V25, V3; V85; V55 V6 VT
~ ja worrelda need tihendused aritmeetiliselt (= arwutamise teel)
leitud téhendustega !

§ 2. Awaldused, millest tipist juurt ei saa wotta
(irratsionaalawaldused).
A. Irratsionaalawalduste teisendamine.

1. Radikaali (juure mirgi) alt wiljatoomine.
See siinnib 1 §-i reeglite pohjal, niit. :

3 3 L i SR S
V 648a%% = Y/ 2. 8%b0* — )/ 28. 33.%° . 3b =

3 ] 8 LA &) -
= YB Y.V VP Vb = 2.3a% ) 8b
Uleminek § 1, B, 1-se reegli pdhjal. Ulemioek § 1, B, 2-se
reegli pohjal.
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Siinjuures woib ka niiwiisi talitada: radikaalalune suurus
algteguriteks lahutada ja sealt iga nii mitme iihesuguse teguri
asemel, mitu iiksust juureniitajas on, wotta iiks tegur radi-
kaali ette.

Wlesanded :
93. Va1 99 V2545 104. ZT";
94. V' ;_s; mQ "/ 50362$3 105 VO——A;;”'
i ] 0L, V51227211 3
96. Vie il 106. %l/ % aShe
>z ;ég 102 V320452 N A

107. /81 —8ld?
S R - A
98. V—125 Y03~ V16247 108. V72 —36a

2. Eelmisele wastupidine operatsioon: radikaali alla wii-
mine.

; Ve 55 13/17 TTI5.2abV 0,50
—109—3V5 02— ; : -
R v S L () VR
' 2V3— - Y)2 mg e—2 /et
ML a2 Bl at3V a—3

8. Sarnased juured. Nonda nimetakse niisuguseid irra-
tsionaalseid awaldusi, mis on iihesugused Juurenditaja ja radi-

kaalaluse suuruse poolest, niit., 3V 5 ja 7V5. Et teada saada,
kas radikaalawaldused on sarnased, tuleb radikaali alt wiilja

tuua nii palju kui woimalik, niit. 2799 ja 1,5¥396 on sarna-
sed juurawaldused, sest 2V 99 — 6V 11
ja 1,5V836 — 9V11.
Niidata, et juured on sarnased:

S Rl hy DL
W8 V35 ja Vas I20. V189 ja V218
-39, V24 ja V150 AR V504032 ja ViSabh

G 3
16 9

,%‘5 (l:2.

3
—1R2, ﬁaabe ja V

L
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B. Tehted irratsionaalawaldustega.

1. Juurawaldusi woib kokku ehk mahaarwata ainult siis,
kui nad sarnased on, niit. wahe 7)/5 — 3)/5 on 4)/5, kuna
7)/ 5-est pole woimalik iira wotta 8)/6, kui mitte ligikaudselt
wilja arwata. .

3123-V3 — 3V3 4 24V3

124- aVb — Vb

25, 3Va — 24Vb — 1,6Va 4 Vb

426- Vo — Vo - oV@ — 3Vz — 8Va — Viz

~ IR7. 5V 3a — 3Va — V25a 4+ V27a + V36a
A28. -4V 204> + 7V 164 — V 2454> -} 3V804?
izsw5)7§—7ls/‘——1€—|—415}—_236+8m
10-Va+ 0z —V(a— bpz—2Vaz — V2 —apz+ Vo

. 1 T A
2. 1§ist teame, et Vabe = Va Vb Ve

4 4
4 4
o Ye=Y" _va:vi; ‘
. VE
Pty 4 P
jérjelikult imberposrdult Va Vb Ve = Vabe
4
A gl —

ja Va:Vb = %— , s. t. radikaal-

awalduste kaswatamiseks, kui juurenditajad on wordsed, kas-
watatakse nende radikaalalused suurused, ja iihesuuruse
juureniitajaga radikaalawalduste jagamiseks jagatakse nende
radikaalalused suurused, kusjuures juuremirgid endisteks

jaawad. %
Lihtsustada awaldused:
182~ V5.V45 124. V2.V 35

133 V21 .V 14 I35~ Vad . Va




~£36. V4/)n : 1664

13%. V3a .V 27

- 1715

139 V—_ V‘hcﬁ

140. (3V12 —5V18 — 7V48 + 8V8). V3
L. (4V20 + V72 — 8V 125 — V/30) . 31/ %

42— (21150 — 8V 605 — 4152 -+ 12)/20) . 25

T28:(V6 — V3) (V3 - V2)

4. -(2V3 — 3V3) (V5 — 3)3)

M (7 —3V5) (24 VD)

63V —4) (2 — V2

Y. (56 — Vb)) (8¢ — 2V/0)

8-y v sV Ve
j’“‘NV 2f+ ¥ib . ]/21/6-—1/%

350. V35 V7 i Ay
o ’.~ S Lliehr 4 Va2 B ad 7
Y K??g Foesa D f e 1COVE cAmoa - ;
V_ {55 AN in o %
152~ Vab 3 Vac /,/%L' Uity 0 /31; st
1/ 0
53, Vb |/ - -

154- (4V12 —5V6 —V3): V35
I55= (aV o+ VD) : Ve
"156.‘(2:—:1/) o ¢ m

[Jagataw lahutada teguriteks!]
5% —a) (2 — Va)
A88.-5V7:7V5

3 B

A539-Y 625 : V5
3 3

68~ Y72: Vs




3. Astme wotmine.
16k (V5 + V2
62 (V5 — V3)
163. (2 + V3
. 164 (5V2 — V1)
~165-(Va — Vo)
166—(a — bV_E})2
0%-(Va 4 55)

w8 (/s + Vit /s~ Vi)
ms—/<]/1—1 4= Y o1 = ]/11 - VEiY
weo. (/o - Vo a3
“r71-(2b)/a — aV o)

-2%2. (aVb — 30V a)

w8 (Va+b —Va—25)

Jirgmistes awaldustes wiia radikaaleelng gur radikaali

4~ (V6 — 2) |/ 10 4 4f/_E

15 (V35— VO s+ 21T
'176..(V3+VB]/5——2Vﬁ
1B (VE+VOY 15—/
T8 Vat VDY ato—2vab
470 (Va— VDY a+ b+ 2Vab.

alla:
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§ 4. Irratsionaalsuse hiiwitamine nimetajast.

Olgu antud awaldus —>—

Vs
Arwutamine annab: V3 — 1,73205 (tipilt kunni 0,00001)
Tarwitades ligikaudse arwamise metoodi
500000 1173205 (w. O. Perli, Aritmeetika 1918, Ihk. 89 —91),

346410 /
bl o saame antud awalduse 175__: resultaadiks —

153590

JOE09 kui irratsionaalarwu /3 kdik nimetatud
10030 .s o " s k t d

13856 wiis kiimnendkohta i#ra kasutada — arwu
1174 2,886 wordlemisi pika jagamise resultaa-
1038 dina, misjuures teooria ainult niipalju
136 kindlust annab, et 8 kiimnendkohta oi-

ged on.

Wihema peamurdmisega ja suurema tipisusega saame
resultaadi, kui meie radikaalawalduse nimetajast éira kaotame,
talitades jirgmiselt: meie kaswatame lugejat ja nimetajat
nimetaja radikaalawaldusega /3 ja saame 75_5 o _5%/_‘ :
kui siin /8-e tdhendust 1,73205 kaswatada 5-ega ja jagada
3-ega, siis saame 2,8867 (Lipilt kunni 0,0001). .

Weel suuremat kasu toob Jjuurte h#witamine nimetajast,
kui seal poliinoom on, niit. awalduses

5 . -
V5 —-V3
‘Otsekohene wiljaarwamine oleks:

V5 = 2,23606 500000 |50401
7 b ' 453609 9,920 (tépilt kunni 0,001
3 = 1,7820 ELa s Ny P ,001).
¥ o U 46391
0,50401 45360
1031
1008

23

Kiiremaks ja tipsemaks wiljaarwamiseks kaswatatakse
nimetaja ja lugeja nimetaja kaasbinoomiga V5 4+ V38, s. t.
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binoomiga, mille liilkmed wastupidise mirgiga — antud bmoo-
miga worreldes — iihendatud on. Meie saame:

5 Lo oY ()
V5 —vs . wEs (‘/5+V3)
Wiljaarwamine oleks:
i V'5 = 2,23606

/'8 = 1,73205
3,96811 (t. k. 0,00002)
5

19,84055 | 2
9,920275 (t. k. 0,0001)

Resultaat on 9,9208 — tépsusega kunni 0,0001.
Ka kergendab see operatsioon 1rrats1onaalmurdude kokku-
ja mahaarwamist; nait.

£ on S&+VT) |, 24 V3 T
4—’)1/‘1‘1 & 2—11/? G T 0 j—a =41 Van
+2+V38=6+4 V384 ViI.

Moned teised holpsused jirgnewad allpool toodud nitus-
test (nnr. 206—210).

A 180, 1—}.—3_ 1wy -2
10 v
i 5
15 188~ —
g V4
V75 1
I89: -
W™y 3—V5
fa %
% 1/—3 54+ VS
) 8
35 193~ g 0
Foeo, 238 o8 L




iz L el
& AT S T 7+Va
98-, A 199, ———
5+V38 200, Ve —yV?
94 Vo +V3 " aVae—bVb
1 1
3 201. = :
lsﬁ‘*é_VTijV:z: 5—V5 + 6+ 6
Yot VT +8V7 m;ﬁ—f—i G :;ii%
YAV sy
. 24+¥Y3 | 44VI0
M;_V; —203'\3+fo§ Bi A 1Y )
1 Va Vo
198. T e "‘2“’14—*—‘, Pt oo £
Va—-Vo Va+Vb VeV
205 aVa—5 bWatb 2%

Vatb V%o Ve _@R
B. Niidata, et radikaalid on sarnased:

206. 3}/ 2 ja 26

207. 20,6 ja V15

Kokkuarwata :
208. 14]/% Ve L 4y 15]/%
Zo9T 12]/? i B 49]/% et 10]/——2j is 4}/§-

B aoe e RBLN
210 3)/40 — 5]/1 1 2]/2% — 4V 54,

§ 5. Imaginaararwud.
Imaginaararwu ' — 1 miirk on 4, s. t. YV —1 — i. —
Kui antud on iilesanne, kus imaginaararwud ette tulewad, on
soowitaw -— eksituste #rahoidmiseks — enne tehete tiidesaat-




mist kirjutada imaginaararw ¢ abil, ndit. ¥ — 5 kirjutada iV5s
niol, sest

V—=-6=V5(—1)=V5V —1=iV5.

Awaldus, kus reaalarw on liidetud imaginaararwuga, ni-
metakse kompleksarwuks, niit. 8 + /' — 7. Kaks kompleks-
arwu, mis lahknewad ainult mirgi poolest imaginaarosa ees,
nimetakse wastastikku kaaskompleksarwudeks. '

* Kaswatamise t@idesaatmisel tuleb arwesse wotta, et

= 1)1
B=F=
i“:if"z?-_:—}—l

Jagamisel kaswatatakse jagataw ja jagaja — jagaja kaas-
kompleksiga, misléibi jagaja saab reaalarwuks, niit.:
(B~ 1B 6+ ¥ =7 on
W /TS 3 3—iV5 _ (8—i¥V5)(—iV3) o
A 24+4iV5 24:¥3)@2=iVF)
_ 6—2i¥5 —3i¥5 452 _ 1-—-5iV5

4— 52 9 3

Jirgmised awaldused kirjutada ¢ abil:

211 YV —9 8. =321 215. V —~abht
212. YV —49 214. YV —24 216. V5 — 50
Lihtsustada awaldused : :
217. 10 AL YV caail e
218. 225, V —ay .iVaoy
219. 3.7 226, %« -
220. i) —4 227‘~;
221. iV —5 1
222. Vi =T:4Vi7 g ¥
223. YV —-12. V3 229. %%




aas, (=

Jagada:
VRESY Y

246. i

Miarkus.

230.

231.
232.
233.
234.
235.
236.
237.
238,
239.
240.

241.
1 242,
{4 243

e o

1 ]

-

WWa—b.VYb—a

V=6 ¥ —25: 40 —100

sV —9 L2y —86 — ) —121

2—381) + (T—29)

(5474 — (14-39)

(24 8i) (1 — 59)

3=V —4)(6+V —9)

e+V—-71B—V —1)

(4 — 3i)2 ;

V—6 — ¥V —2)

(—144:V8)°

(a - bi)2 — (@ — bi)? ;
1 +2V?15_)3 245, <-— 1 —3Vif_:s)3

247 {—:—"% 248, ;‘;252_

§ 6. Tiielikkude ruutworrandite lahendamine.

Pikkade kaswatamiste drahoidmiseks on so»-

witaw enne jirgmistele §-idele astumist ruutarwude tabel

kokku seada nende arwude jirgmise omaduse pohjal: jirje-

kordsetest arwudest saadud ruutude wahed siinnitawad arit-

meetilise rea, mille differents 2 on, s. t. kahe ruutarwu wahe
i on eelmisest ruutarwude wahest 2-he wdorra suurem, niit.

’ ¥ — 8 =9,62"75 <11 ;

7 = 8= 18 jone.

I |




Uleiildse : olgu a,, a,, a; kolm jérjekordset arwu loomu-
likus arwreas, nii et a, — a; + 1; a3 = a3 + 1 = a; + 2.
Nende ruutude wahed on:

a? —a¥=(a+1P — o = 24, 1
ag? — a2 = (@41 — a? = 20, + 1 = 2 (2, +1) + L.

Leitud wahe ag2—a,> — 2(a; -+ 1) -+ 1 wordub (2¢, 1) +-2,
s. t. ta on eelmiste ruutude wahe liidetud 2-ga. Jirjelikult,
rautarwude tabeli kokkuseadmiseks on waja paaritu arwude
rida loomulikus arwreas iilles tihendada ja antud arwu ruudu
leidmiseks eelmise arwu ruudule wastaw paaritu arw juure
lisada.

Naitus :
LgaBi 5 e 7,08 9, 165, 12
1,908 7, 9.14%, 18, 18,08, 18, wed, 5O
1, 4, 9, 16, 25, 36,49, 64, 81, 100, 121, 144 Jooniies

’

) ’ ’

A. I juhus: [z + pz 4+ q = 0 — worrand, milles -i
koeffitsient on 1. See worrand lahendatakse wormeli

“ s=—2 s V(& -0

abil, kus.p ja ¢ woiwad olla nii positiiwsed, kui ka negatiiw-
sed arwud.
Niitus. a? — 3z — 40 = 0.
$iin on
p=—38 ja ¢g=—40

x=%i}/W

N

I
o] wo
=
73




Bt

Lahendada worrandid :

v 249.
250
251

v 282,

« 253.

v 254.

255.
256.
25%9.

259.°
260.
261.
262.
263.
264.
265.
266.
267.

x

Lahendada worrandid :

22
xZ
22

22

(z

— 6z -8 =0
72 L8 =0
— 152 -+ 44 = 0
42— 15 =0

2 8z — 4 =0

+ 11z 4+ 80 =0

— 2a%x — 8at = o
— 2azx + a® — 402 = ¢
— 8 = 2 + 1)

2z -} 5)* = 8x(z 4 10)

I — tildine juhus.
Lahendamine kidib wormeli jirele :

ar® + bz 4 ¢ = 0.

’
!
¥

—b_-*:]/b‘~’~4a7/
{

2a

T —

v 268. 42° — 122z 4 5 = 0 (w. ka N 253)
« 69, 622 — 7z L 2 =0 (w. ka N\e 256)

V27O, 1227 |- 172 + 6 — 0 (w. ka N 258)
eI, 227 — 8x — 9 = 0




el oy S

V2392 42 4 5x — 6 = 0
2793. 222 — Tz — 30 = 0
274. 1222 4 6lx — 16 = 0
275. 62> — baxr + a2 = 0.

Il juhus. Eelmise worrandi koeffitsient » on paarisarw:

= 2k

Worrandi kuju on:
i
ax“‘—{—g]ox—{—o:O.

Sel juhtumisel tuletatakse wormel:

=

Lahendada wdrrandid:
276. 322 + 4 — 20 = 0
e 4 + 202 — 11 =
278. 822 4 42z — 11 =
“279.. 1622 — 160x 4 399 = O
280. 3622 + 24x — 1 = 0
281 252° 4 20z + 7 = 0
282. a%? — 2% | a® — B = 0.

288. (r — 2)2 — (42 — 8)> = 10(7x - 1)
284, (3z — 5a)? + 9= + 3a) — 4(2z 4 8a).

B. Murdworrandid.

—kEVE—a
a

0
0

: 2gy, W—la+10 _ 3
P 2x—8 8
"
2P 3a2fx 420 27
286 msE— -2 T,
(3 —an P Y g0
i m2,—3m+6“‘3$‘_‘1-75 3

i a2—2zx 45 R
l[ 288. 322 +r—4  3zt4

289, 3z - =4




290. 61 > L 19 =0

) 6—x
~—ogy. T . S
i b 99—z

: a4 S
P L

293. 2x_7—6——-_~%=x——5

3 z—4
vV 294, 3“;7_§Eﬁ=2x+2,§
vV 295. f;l_z_"_gz_i
V296, e f s b o e D)
2oy, 22 . 8.,
R98. flLZ-3“’-;4= 22_951
s SR e
__ 300. a—o =12
301. .o;__;—z—z_*%
302. T*%=:;Z Z_i_z
308 2:::31(1-::;6—‘1(; +4¢10ja=0-

§ 7. Ruutworrandi juurte omadus.

A. Ruutworrandi 22 4+ px 4- ¢ — 0 juurtel on see omadus

”

et nende summa wordub margi poolest wastupidiselt woetud
koeffitsiendiga p ja kaswatis on waba liige ¢ (Viete'i lause).
Seda omadust silmas pidades, leida jirgmiste worrandite Juu-
red ilma wdorrandi lahendamiseta :




304. 2 — 40 + 3 =0
305. 2° —?8;11 + 15 = 0
. 806. 22 — 10z + 24 = 0
307. 224 70 | 10 = Q
308 2%} 6x -5 =0
809. 22 — 5z — 14 =0
310. 22 + & — 12 = 0.

B. Umberpoordult: kui on antud arwude paar, woib
leida nendele wastaw ruutwdrrand, s. o. ruutwdrrand, millele
need arwud on juurteks. i

Mis worrandid wastawad jirgmistele juurte paaridele :

311. 1ja3 317. 22 — b ja a4 20
(Jirelkatsuda, kas seatud
312. — 3 ja 8 worrand Oige!)
i 218, 2 £¥3
313. — 5ja — 4 o
1 g ‘ 319. a + W
i Y el fant,
e { a+b?a—>b
SRW o g e T 321. 04 ja — 0,6
316. a4 b 322. & ja 4.

323. Arw 59 lahutada kaheks kokkuarwatawaks, mille
kaswatis on 688.

324. Arw 288 lahutada kaheks teguriks, mille summa
on 34.

C. Ruutkolmliike lahutamine teguriteks.

Ruutkolmliikmeks nimetakse niisugune kolmliige, kus
iihes liikmes teatud tdht esineb teisel astmel, teises lilkmes —
esimesel astmel ja 3-das liikmes teda ei ole, niit. ka® - la -+ m
on ruutkolmliige a kohta. o}

Ruutkolmliikme 22 4 pz -+ ¢ lahutamine teguriteks ei
tee raskusi, kui korda liheb leida kaks arwu, mille summa
— p ja kaswatis ¢ (w. Th. Koik, Elementaarne algebra I lhk.
276—278). Kui niisuguseid arwusid ei leita ehk kolmliige antud
on kujul az? 4- bz 4 ¢, on soowitaw ruutworrand appi wotta.
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Niitus. Lahutada teguriteks trinoom:
222 4~ 52 — 12.
Olgu woetud ruutworrand: 222 - 52 — 13 — o,
Tema juured on —g— ja — 4.
Teooria apetab, et trinoomi aa® 4 bu - ¢ lahutus on

o(z — o) (z — B), kus a ja B on ruutworrandi as?®-- bz J-¢ — 0
Juured. Seekord on lahutus

2<x ) %)[x — (— )] ehk 2<x o —:°,’-) i i @2 — 8) (w—-4).

Lahutada teguriteks jirgmised trinoomid:
826, 28 — 72 - 10 |
326. 22 — 2 — 6

i 329. »» L2z — 6

328. 322 — 8z - 4
329. 1222 4 7z 41
330. 622 — 50 — 6
331, 22 + ar — 242
332. o2 — 2hr — a* B
3%3. 1522 + 2ar — a2,

Ules olid tshendatud Jargmised teise astme worrandid,

kuid punktidega mirgitud kohti. ei olnud enam woimalik lu-
geda. Mis arwud olid neil kohtadel?

B af - B il L mi B e
335. Y eE L TR T e
836. 2 — 70 ... =02, — 38, —

. § 8. Mittetiiielikud ruutworrandid.

Télelik ruutworrand on a2 +4 bz L ¢ — 0,

Mittetdielikud oleksid: 1) az® +- bz — 0 (puudub liige ¢)

2) az® ¢ = 0 (puudub ba)
8) az®> = 0 (puuduwad bz ja e




ol X

Nende lahendamine on jirgmine:

1) Worrandist a2® 4 o — 0 saame z(az - b) = 0. —
Kahe teguri z ja az - b kaswatis woib olla 0 ainult siis, kui
wihemalt iiks nendest teguritest on 0. Sellepirast on kas

1) # = 0 (1 juur) ehk
2) az + b = 0, kust z = — —Z—} (teine juur).

2) Worrandist ax® - ¢ = 0 leiame, et 2z = + V 4
3) worrandi az® = 0 lahendus on ainult null

NB. 2-se ja 3-da punkti alla kdiwaid worrandid nime-
tatakse ka puhtruutworranditeks, kuna 1-ne juhus ja eelmise
§ worrandid segaruutworranditeks nimetakse.

A. Lahendada puhtruutworrandid:
337, 152% — 7935 = 0 2640
338. 2% =
339. »? —

340. 2 a? = 315

341. 49.91:2——— 16 = 0

342. 11x2—8=6x2—5116

343. (64 (7 —2) + @ —2)(7 4 ) = 76
344. 94tz  rhE

99—z | =z—4
345. (z 1+ 6a) 4 9(z 4 3a)® = (8z + lla)®
346. (a2 — bo)? — (az — b)® = 20%=* — ).

=0

B. Lahendada mittetdielikud ruutwdorrandid :
347. 22 — 8x =0
348. 522 — 6x = 0
349, 3z — 4P® + (¢ — 8)* = 25

z+6 z+3
350. Tz +10  b5—=x

x4+ 5 x—>5
ok T AT dieg

2x —5
z—2 °
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- § 9. Ruutworrandite seadmine.

Mirkus: m2? tihendab — ruutmeeter, mé — kantmeeter, ¢m2 —
ruutsentimeeter, j. n. e.

A. Puhtruutworrandid.

352. Leida arw, mille kolmanda ja wiienda osa Kkas-
walis on 1500.

353. Arwu wiiekordse ja neljanda osa kaswatis on 500.
Mis arw on see? :

354. Teosel on 4 iihesuurust annet ja igal lehekiiljel
on lébistikku nii mitu téhte, mitu lehekiilge on teosel. Mitu
lehekiilge on igas andes, kui terwes teoses loetakse 1690000
tahte. :

¢ 355. Naine miiiis mune ja igaiiks nii mitme marga eest,
mitu“on 6-es osa tema munadest. Mitu muna oli tal, kui ta
nende eest sai 150 marka ?

356. Tiisnurkse kolmnurga hiipotenuus on 52 m ja
tiks kateet 48 m. Kui pikk on teine kateet?

357. Wordkiilgse kolmnurga kiilg on ¢ = 18 em. Leida
korgus (tdpilt kunni 1 mm). ;

358, Wordkiilgse kolmnurga korgus on & — 15 cm.
Kui pikk on kiilg (tipilt k. 1 mm)?

359. Tiisnurkse kolmnurga kateetide wahekord on 3 : 4.
Kui pikad on kateedid, kui hiipotenuus on 42,5 cm? ‘

“8360._Rombis on iks diagonaal 23 korda pikem kui
teine. Leida molemad diagonaalid, kui rombi kiilg on 26 cm.

361. Tiisnurkse kolmnurga korgus on 90 cm. Katee-
tide hiipotenuusil wdetud projektsioonide wahekord on 4 : 9.
Leida hiipotenuus.

‘362 Trapeetsi suurem alus on wiiiksemast, 8 cm pikem,
kuna korgus molema aluse poolsummaga wordub. Leida kor-
gus, kui trapeetsi pind on 529 cm?2.

363.- Kui moodustada teatud arwu ja 5-¢ summa ja
wahe, siis saame leitud arwude kaswatisena 375. Mis arw oli
meil woetud ?

- 364. Leida kaks arwu, millest {iks 42-est nii palju
suurem on kui teine wihem, ja mille ruutude summa on 3626.
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8365. Keegi sai kauba miiiimise].324 marka kasu. Secga
saadi kasu nii mitu protsenti, mitu on 400-jas osa ostuhinnast.
Mis summa eest miilis tema kauba? :

366. Mooda kahte tdisnurga all 15ikuwat maanteed sdi-
dawad kaks jalgrattameest A ja B iihel ajal ristpunktist wilja,
nendest A kiirusega 210 m ja B 220 m minutis. Mitme minuti
pirast on nemad teineteisest 2,433 km kaugel otsejoont modda
arwates ? '

" 367. Kaks keha 4 ja B liignwad mooda taisnurga kiilgi.
4 kaugus tiisnurga tipust on 42 m, ja liigub 4 sealt eemale
kiirusega 230 meetrit sekundis. B on tipust 230 m kaugel ja
liigub tipu poole kiirusega 42 m. Millal oli nende wahe ja
millal on ta uuesti otsejoont mgoda 789 m?

368. Lahendada eelmine iilesanne ja graafiliselt kuju-
tada, kui 42 m asemel on 180 m, 230 m asemel 100 m ja
739 m asemel 460 m.

B. Segaruutworrandid.

369. Leida arw, mille 15-kordne on tema ruudust 36-e
worra suurem. ;

‘370 Lahutada arw 315 kaheks teguriks, millede wahe
oleks 6. :

~3%%— Leida kaks arwu, millest iiks 8 wdorra suurem on
kui teine ja mille ruutude summa on 370.

372. Tiisnelinurga pindala on 1584 m? Leida kiilgede
pikkused, kui iiks kiilg on teisest 15 m pikem.

373. Tiisnelinurga kiilgede wahe on 12 m. Kui lihem
kiilg oleks oma 5-ma osa worra pikem ja pikem Kkiilg oma
3.da osa worra lihem, siis oleks pind 81 m? wihem. Kui
pikad on Kkiiljed ?

-374. Taisnelinurga perimeeter on 76 m, pind 352 m2.
Leida kiiljed.

875, Tiisnelinurga diagonaal on 45 cm pikk. Leida
kiiljed, kui alus on korgusest 9 cm pikem.

376, Trapeetsi aluste wahe on 6 cm, korgus wordub
wiiiksema algusega. Pindala on 460 cm® Leida alused.

377 Mis arw on tarwis kummagile teguritest 15 ja 24
juure panna, et kaswatis 126-e worra suureneks ?




%% * 378. Leida kaks arwu, millede kaswatis on 18’_2.x ja

millede jagamisel saame wahekorras 3 nlggyglze’]gggbsy 5. _,_.}“‘,/”

%3} * 379. Kaks arwu suhtuwad kui 4437 Kui igaiihele 24
juure panna, on saadud arwude ruutude wahe 999. Leida
need arwud. 33 P

Joei 1§ ¥380. 5i-u ja otsitawa arwu wahe wordub 51-u ja sama
otsitawa arwu jagatisega. Leida see arw.

0.6 381. 800 kaheks kokkuarwatawaks lahutada, et nende
poordud wadrtuste summa worduks 128-a poérdud wairtusega.

"f/b +L "#82. Murru nimetaja on 27-e worra suurem kui lugeja.
Kui lugejat 4-ja worra withendada ja nimetajat niisama palju
suurendada, on uus murd ainult poolosa endisest. Leida see

murd. ,
8 1% 383. Murru lugeja ja nimetaja summa on 40. Kui
3

“ugeja oleks 6 iiksust suurem ja nimetaja 14 iiksust wihem,
oleks murd 3 korda suurem. Mis murd on wdetud ?

~ 384. Kahekohaga arwul on kiimneliste arw {iheliste

e arwust 5-e worra suurem. Arwu kaswatis tema ristsummaga

on 648. Mis urw on see? (Ristsumma on arwude summa,
mida iiksikud antud arwu numbrid kujutawad.) ’

385. Kahekohaga arwu ristsumma on 7. Umberasen-
datud numbritega arwu kaswatis esialgse arwuga on 1300.
Mis arw oli woetud ?

386. Punktid tasapinnal on niiwiisi asendatud, et min-
git kolme punkti ei ole iihe sirgjoone peal. Mitu on punkte,
kui punktisid {ihendawaid sirgjooni on 212

{ 387. Mitu kiilge on paljunurgal, millel a) 5 diagonaali,
b) 27 diagonaali?

388. Kahe arwu summa on 11, nende kuupide summa
341. Mis arwud on need?

389. Kui kuubi serwa 2 m. pikendada, suureneb ruumala
488 m® Kui pikk on serw?

*390. Taisnelinurgelise lillepeenra iimber, mille kiiljed
2 ja 4 m, on mururiba, mille pindala on peenra pindalast 9
korda suurem. Kui lai on riba ?

391 —Kaupmees ostis kaupa teatud summa eest, peale
selle oli tema kanda 5% kulusid: Tema miilis kauba 3339




marga eest, kusjuures tema nii mitu protsenti kasu sai, mitu

on 500-jas osa ostuhinnast. Kui suur oli ostuhind? \

" “89%.. Kapital 6000 marka pandi hoiule; iga aasta ldpul
lisati sinna, peale protsentraha, 500 marka juure. 38-da aasta
algusel oli kapital 7771,6 marka suur. Mitu protsenti kandis
kapital ?

~393. Kaks meest woiwad miiiiri 30 péewaga walmis

ehitada. Mitu paewa kuluks igaiihel iiksikult toctades selle

peale aega, kui teisel liheks selleks 11 piewa enam kui esi-

mesel ? s
‘394. Kahe toru libi tiidetakse tiik 12-e tunniga, kui
molemad torud on awatud. Mitme tunniga tiidab kumbki
toru iiksinda tiigi, kui esimesel liheb selleks 7 tundi wihem
tarwis kui teisel?
395. Ringjoont mooda, mille pikkus 540 m, liiguwad

kaks keha. Hsimene keha liigub ithe sekundiga 2 m enam.
ja wajab ringkaigu jaoks aega 3 sekundi wihem kui teine.

Mitu meetrit liigub iga keha iithes tunnis ?

396. Moned isikud soid 'koos séogimajas lounat ja
maksid selle eest 567 marka. Kui neid oleks olnud 2 hinge
wihem, oleks igaiiks sama kogusumma juures 18 marga eest
enam siiiia woinud. Mitu isikut sdid séogimajas?

397. Monel mehel on maksta stogimajas kokku 360
marka. Kui mehi oleks 4-ja worra rohkem ja kui igaiihel
“oleks maksta 5 marka wihem, tuleks arwe suurus 550 marka.
Mitu meest oli koos ? ‘

398. Seltsi aastapiewa piihitsemiseks oli 3300 marka
tarwis, mis liilkmete wahel iihetasaselt pidi jaotatama. Just
aastapiewaks astusid seltsi weel 38 liiget, mispiirast oli woi-
malik liilkmele maksu 10 marga worra wihendada. Mitu
liiget oli aastapiewaks seltsis?

399 Poes oli kahte sorti nisujahu: esimese sordi nael
oli teise sordi naelast 2 marka kallim. Ostjal oli kaasas
550 marka. Kui ainult iihest sordist wdtta, oleks woinud
tema osta oma raha eest esimest sorti 2} naela wihem kui
teist. Kui palju maksis kummagi sordi nael?

400. Osteti kahte seltsi paela. 1 mécter esimest seltsi
oli telSe seltsi meetrist 5 marka kallim. Ainult ihte seltsi




kaupa ostes saaks 504 marga eest esimest seltsi 1,4 m wihem
kui teist. Kui palju maksab meeter kummagist seltsist?
40T Kaks totlist 4 ja B olid kahesuguse palgaga iihe-
kavaks t66 peale palgatud. 4 puudus 2 pdewa ja sai
2000 marka, B puudus 8 piewa ja sai 1820 mk. Kui 4 oleks
puudunud 8 pHewa ja B 2 piewa, oleks B 330 marka enam
saanud kui 4. Mitmeks piewaks olid nemad palgatud?

402. Wankri eelmine ratas teeb 4,5 km pikkuse tee
peal 750 tiiru enam kui tagumine. Leida rataste iimber-
mdddud, kui eelmise ratta iimbermast tagumise omast 1 m
wihem on.

~403— Linnast A saadetakse kuller linna, B, kuhu tema
10 tunni p#rast peab joudma. Linnast, mis teisel pool 4
20 km, saadetakse samal ajal Ja samas sihis teine kuller, kes
esimesega {ithel ajal B-sse peab joudma Ja sellepiirast iga
kilomeetri 14 minutit rutem #ra soidab. Kui suur on linnade
4 ja B wahe?

- 404. Kahest linnast A ja B, mille wahe 81 km, lihewad
kaks rindajat iihel ajal wilja ja jouawad teineteisele wastu
9 tunni pérast. Kui kaua kiib iga rirdaja ithe kilomeetri
dra, kui esimesel teekiijal on selleks 8 minutit wihem tarwis
kui teisel ?

405. Kaks keha A ja B liiguwad m&oda kaht tidisnurga
all 1dikuwat sirgjoont kiirustega 6 Ja 5 m sekundis. 4 kaugus
Ioikepunktis on 54 m ja ta liigub nimetatud punkti poole,
B kaugus on 7 m ja ta liigub sealt eemale. Millal oli 4 ja B
kaugus otsejoont méoda 40 m?

Meie arwsiisteem — kiimnesiisteemi — omadus on, et
iga kiimme {iksust koos siinnitawad jirgmise kdrgema jirgu
tiksuse; seitsme slisteemis, niit., siinnitaksid iga seitse tiksust
korgema jirgu iiksuse jne., nii et arw

278 = 2, 10®+ 7. 10! 4 8
oleks 7-me siisteemis 5 . 72 + 4.7 -+ 5 ehk 545, 6-e siis-
teemis 1. 6% |- 1.62 4 4.6! 4 2 ehk 1142 Jjne.
406. Mis alused on arwsiisteemidel, kus alal jirgne-

waist esimene arw, mis kiimnesiisteemi kuulub, teise arwu
kuju all esineb:

LRIy P




T8 (s i
98 . 1388
67 . .403
942 . . . 666
T20IE . . 20k

407. Mis arwsiisteemides on kaswatised diged:

2.20 = 100
14 . 20 = 300
13 . 25 = 347
23 . 82 = 766
11 . 21 = 1001

& 10. Uhe tundmatuga ruutworrandi graafiline
: lahendamine.

I. Paraboolfunktisioonide graafiline esitamine. .
1) a) Funktsioonide y = 422 y = 222 y = 2%,y = {2°
y = 122 graafilised esitused. (Joon. nr. 2.)

Joon. nor. 2.




aiipied

Koikide nende funktsioonide kujutused on paraabolid,
iilalpool X-telge, siimmeetrilised Y-telje suhtes ja iihise tipuga
koordinaatide alguspunktis. Mida suurem 2?2 koeffitsient, seda
lihemal on Y-teljele kdwerjoone harud.

b) 408. Joonistada funktsioonidele y — — 222, y=—=—z2
wastawad kujutused. Need on ka paraabolid, kuid allpoel
X-telge. ]

Uleiildse: funktsioon Yy = ax? esitab paraabolit, mis
Y-telje kohta slimmeetriline ja mille tipp on koordinaatide
alguspunktis. Koeffilsienti, mis kdwerjoone kuju mésrab, siin
ndit. a, nimetatakse parameetriks.

2) a) Funktsiooni y = 222 |- 1 graafiline esitus. (Joon.
nr. 8. y

Tema kujutus on Y-telje suhtes siimmeetriline paraabol,
mille tipp on punktis (0;-4 1). Uhi-
seid punkte sellel kdwerjoonel X-tel-
jega ei ole.

Horjutus. 409. Esitada graafili-
selt: y = $a® 4 2.
b) Funktsiooni y = 222 — 1 esi-
\

| et
"
L 1))

tus. (Joon. nr. 3.
~Selle funktsiooni kujutus on ka
paraabol, mille tipu koordinaadid on
=0, y=—1. X-teljega on temal
\ kaks iihist punkti.
: e Harjutus. 410. Esitada graafili-
selt: y =" 12 = 9,

Uleiildse: funktsiooni y — az®+ m
kujutus on Y-telje suhtes siimmeet-
X_ riline paraabol, mille tipu koordinaa-
did on z = 0 ja y = + m.

3) Funktsiooni y = 2 (z -} 1)? esi-
=1 tus. (Joon. nr. 4). ;
Wastaw kowerjoon on paraabol,

Fooh.* hp mille tipp on punktis (— 1; 0). Pa-
: raabol riiwab X-telge ja tema siim-
meetria telg on tipust Y-teljega paralleelselt {dmmatud sirgjoon. -

H




411. FEsitada graafiliselt: y —

il R

Uleiildse, funktsiooni Yy =

bol, mille tipu koordinaadid on
z=4%mn ja y = 0. Tipust Y-tel-
Jjega paralleelselt tdmmatud sirg-
Joone suhtes on paraabol siim-
meetriline.

4) Funktsiooni y = a2?--bz-¢
graafiline esitus on paraabol,
sest. sellele funktsioonile waib
anda kuju y = a(z + )2 4 m,
mispshjal funktsioon eelmiste
Jjuhuste alla Kkiib.

Niitus. Kujutada worrand
¥ = 22°—4x — 24, (Joon. nr. 5.)

Siit saame
y =2 @ — 2z 4 1) — 44
ehk y =2 (z — 1)2 — 44.

Kujutus on paraabol tipuga
punktis (1 ; — 41). Paraaboli
simmeetria telg on tipust mi-

a (z + m)® kujutus on paraa-

(@ —2) 9y =8@— 22

Ziti 3

\

L

\

<»;:L\+

+2
+4
N
-(9 -1 O 1[\.
1 A‘, ’
i
Joon. nr. 4.

new joon, mis Y-teljega paralleelne. Joonistusest on niha, et
kowerjoonel on X-teljega kaks iihist punkti: funktsioonil on
kaks 0-list tihendust.

Esitada graafiliselt ja joonistusest lugeda, millise z-i
juures on y null:

42, y = 22 | 2z — 5}

413. y =222 — 4 — }

414. y = 2? } 4z

H. Uhe tundmatuga ruutworrandite graafiline lahen-
damine. Nende worrandite tiiiibid on :

rs— 20
ax? ei=.0
ax® 4 bz = 0

ax? 4 bx + ¢ = o,




e (g

-~ Nendes wdrrandites igaiihe pahempoolse awalduse wor-
dame y-ga ja joonistame funktsioonile wastawa paraaboli.

J

44
—1'\ 0 +1 +2]+3

f

y
s

e

N/

Joon. nr. 5.

Kawerjoone 1dikepunktid X-teljega annawad néutawad téihen-
dused, sest siis on funktsiooni wirtus 0 Jja sellele widrtusele
wastawad 2-i tdhendused on worrandi juured.

Néitus. Lahendada graafiliselt worrand 222 — 42 — 24 =0.
Wastaw funktsioon on y = 222 — 42 — 2% (joon. nr. 5).
Kui selle funktsiooni wairtus on 0, esitab tema antud worrandit
20 — 4z — 24 — 0 ja worrandi juuri esitawad wiirtusele
y = 0 wastawad «-i tihendused 2} ja —4, s. t. kdwerjoone
1dikepunktid X-teljega.

Lahendada graafiliselt ja kontrollida, kuiwdrd saawutatud
resultaadid eralduwad aritmeetiliselt (= arwutamise teel) lei-
tud resultaatidest:

415. 122 = 0 418. 22 — 57 = 0
416- 22 — 2 — 0 419. 2® | 52 4 8 — 0
417. 327 — 4 = 0 420. 2* — 3z + 1} = o.
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§ 11. Juurworrandite lahendamine.

Olgu antud wordus: 4 = B. . . . . . (D).
Teisel astmel on ta: 42— B2 . . . . . (2).

s. t. wormel (8) seisab koos kahest wordusest :

1) A4 = + B [wormel (1)]
ja2) 4= -— B — uus wordus, mida
esialgu, kui (1)-se wormeli peale tagasi waadata, — ei olnud.
Niisugune wdorrandite lahendamise wiis wdib juuri anda, mis
alguswdrrandit ei rahulda.

Niitus. Olgu antud worrand :

Vo 2Fae = YVee=n2 e s, . (1).
Peale astendamist kahega saame:
z 4 10 = 6z — 4} 6z | 4.

Kui iiks radikaalawaldus on iile jé#inud, tuleb teda eral-
dada, et teda kergem oleks kaotada:

4V Bx; et B — B o W e (2).
Peale teist korda astendamist kahega saame:

96z = 25x2 — 60x - 36
ehk 25202 — 166z + 86 =0 . . . « ¢ . . (3),
mille juured on 6 ja 0,24.

Kui (2)-se worrandisse asendada 6 ja 0,24, siis leiame,
et nendest molemast rahuldab seda wdrrandit ainult arw 6.
0,24 ei ole (2)-se worrandi juur, waid ta wastab worrandile

— 4V 6x = .bx — 6.

Seega on ka antud worrandi juur ainult 6.
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Téhendab, peale worrandi lahendamist astendamise abil
taleb jirele katsuda, kas leitud arwud rahuldawad antud

worrandit.

Lahendada juurworrandid :

421.
422.
423,

424,

425.

426.

427.
428,
429.
430.

431.

432.
433,
434.
435.
436.

437.

438.

Ve BB el —gen® 7

Va+38
Vie L8 Vo0 — 85 V:+6
TR CAEEE R T 12
@RI 0y e
Ve 1 = :+1 T

2V4+xVFI_7=x—}—4

Jo s, o
V2a —2 4+ Vz — b= Voa —b
Ve —a+ Ve —38=1V3
V50 + 2 + V50 — z — 14

Vo) o gy on'as el g
Vi—liz — Y1 — 202 — V=7

9V — 2 +]/2r—6 ]/()T~1~1
Vige T 14 Vo —6 = Vibz L9
e R Ve
VE 1 ab — Viz — 8ab — 2b
Va<z Ao Yiba e e

Va—=z
Vw + Ba 4 Vm s QL-J—_a
Vm+8a — V:v—a 2a
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Vz+6a + Va+a __ 2a+o
ol Veiit6a ' Yare & @

440. Leida kaks arwu, millest iiks nii palju 200-st
wihem on, kui teine 200-st suurem, ja mille ruutjuurte summa
on 28.

441. Sama iilesanne, 200 asemeél olgu aga 1441 ja. 28
asemel 23,

442. Kahe arwu summa on 150. Ruutjuur esimesest
arwust liidetud teise arwuga wordub 18-ga. Leida need arwud.

443. Leida kaks arwu, mille summa on 260 ja ruut-
Juurte summa 22.

444. ,13/,“:"__&.’{"_};“’_: 28 i
Vo 228 el 28
Juhatus: 8 kaswatada nimetajaga ja p#rast, kui juured
eraldatud, molemad pooled 8-ga astendada.

445 13/1‘*‘552‘*‘13/1-—‘;2 _____5_
13/1 + a? — ;/1 — o? e
[Tarwitada proportsiooni omadust.]

§ 12. Poliinoomide teine aste.

-~

Kaswatamise teel woib saada wormeli

(a+b+4+c¢+4 a2 =a+ 024 2+ @& -} 2ab 4 2ac +
+ 2ad 4 2bc - 2bd 4 2cd,

8. t. poliinoomi ruut on kdikide liikmete ruutude ja koikide
kahe kaupa woetud liikmete kahekordsete kaswatiste summa.

Sel korral, kui moned liikmed, niit. & ja ¢, on neega-
tiilwsete eesmirkidega, tuleb wormelisse & Ja ¢ asemele — &
ja — ¢ asendada, mispérast saame :

@—b—c¢c+ d?=a®+4 b4 4 @ — 2ab — 2ac
4 2ad + 2be — 2bd,— 2cd,




= 34—

s. t. leitud algebralises summas on mirgiga ,—“ need kahe-
kordsed kaswatised, mille teguritest ainult iiks esines antud
poliinoomis negatiiwse liikmena.
Teisel astmel wotta poliinoomid:

446. (@ — b — )2

447. (22 — 2 — 1)?

448. (222 — ab — 30622

449. (14 Vit + 02

450. (4 — V5 4+ V10)p

45L (Vs — V6 + V2

452. (3V'2 — 2)'6 + 5 3)2

Neljaga astendada binoomid:

1\ 1\4
453. (a s Tff) 454. (3a b —5)
Hiwitada nimetajast radikaalid:
== 2(5V2 — 3Y5) - 6Y2 — 2Y3 + 10
St e 8 Virwsrve

§ 13. Radikaalawalduse niiitajate koondamine
ja radikaalawalduste samanimelisteks tegemine.
Tehted juurawaldustega.

A. Algebras niidatakse, et junr ei muutu, kui juure-
niitajat ja radikandi (radikaalaluse arwu) astmenditajat jagada
ehk kaswatada sama arwuga, niit.:

6 3

Vé = V@ ja Va =Vat

Koondades niitajaid lihtsustada jirgmised awaldused :

4 Qs 6
457. V9 460. V27 463. /849512

4 [ JREe] 12
458. V49 461. ) 216 464. V7294508
459. V100 462. V16
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Samanimelisteks (samanditajalisteks) teha irratsionaal-

arwud :

465.

466.

467.

468.

Vajailis
l/s 2a ja Vo 2a
14/57 ja Ve

PRl 51 L DNy A
Vo,5a , V0,24 ja V0,14,

B. Tehted radikaalawaldustega.

a) Kaswatamine ja jagamine.

Kui kaswatamisel wdi jagamisel juurenditajad ei ole iihe-
sugused, tuleb enne juured feisendada samanimelisteks (iihis-
niitajalisteks) ja siis saadud awaldustes kaswatada woi ja-
gada juurealused awaldused, jittes juureniitajaks iihisniitaja.

Ulesanded kaswatamiseks:

469. V5 . Vi 473, Vb .V
470. Vio . V100 474. Va . 15/'17—
i Ve i a75. Va . )&
472, V@ . Va PUTI VA Vi
47%. ()15 — 89 — 55 . V3

Jagada awaldused:

478. V8 :

479. V9 :

480. V9 : V27

Vi 481 Va: Va
V3 482. Vu : V=
as3. Ve

7

484, (61/5 — 31725 + 14/2023) 2V a
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b) Astendamine.

Algebras niidatakse, et juure astendamiseks tuleb wotta
juuralune arw samal astmel, niit.:

(V@) = yam

Ulesanded astendamiseks :

485. (V7) 1489. (ya)’

486. (02V2)* 490. (a)/am)"
187. (%)’ 491. (aVa + V2
488 (/35)° 492. a(V2a — Vo)

¢) Juurimine.

Teooria Opetab, et juur juurest on juur, mille juureniitaja
on esialgsete juurenditajate kaswatis, niit.:

VVB Ve = Va

Kui antud juure ees on koeffitsient, wiiakse see koeffi-
tsient enne uut juurimist radikaali alla, niit.:

Vave - Viw = va = Vs

Ulesanded juurimiseks :

3 s
493. Vv 194. Vyem 495 )V yau

496. ]/aVE 498. [ aVaya

497. |./ ®Va 499. ]7,,1721
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§ 14. Murdniiitajad.
Arw murrulise astmenditajaga esitab juurt, mille n#ita-
jaks on murru nimetaja ja millel radikaali mirgi all on arw,
3
kus astmeniitajaks on endise murru lugeja, nait.: ai = Vat;
3

teiste sdonadega ai on ainult juure }/ e teistsugune wiline ku-
jutus. Téahendatud kujutuse abil on tihti iilesande lanendamine
iilewaatlikum ja lihtsam kui muidu, kuna arwutamise ope-
ratsioonid samasugusteks jadwad, nagu téisarwuliste juure-
niitajate tarwitamisel.

Niitus :

Vava@ on lo.al)f= () =at? =o' —va

(wrdl. juurimise niitusega 86 lehekiiljel.)

Kirjutada murdniitajatega:

500. V& 503. V& — bt 506. _1;

s01. Va 504. Vi BOY, e

502. Vi—y 805 V3BATAR 508. VITI
Murdastmed kujutada juurtena:

509. o 512. a 515. (a° 4 52

510. x’ 513. a* b* 516. (27z2® — a“)§

51 a° 514, o'y 517. (8a35)

Lihtsustada jirgmised awaldused; kui resultaadis esineb
murdniitaja, kirjutada tema ka juurena.

(] 14
518. o 522, ()} 526. (2 )}
) -3 %
519. 64 523. ¢ .a 527. a : Va
520. 4 Bk Sia s28. (7 %*
521. (— 8)‘t 525. w*:x*
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Toime saata alal niidatud tehted:

529 {af — of) (P4 oY) gy )

sae. (' — o Ot ) mem ldlats e 5)

2

Ulal toodud niitused annawad meile ettekujutuse sellest,
mis téhtsus on murdniitajatel matemaatiliste operatsioonide’
iildistamise suhtes. Weel selgemaks teewad seda matemaati-
lise analiiiisi peatiikid, mis siia ei kuulu.

§ 156. Kahe tundmatuga ruutworrandite siistee- |
mide aritmeetiline lahendamine. ‘

A. Kui siisteemis on iiks worrand as? |- bay -+ éy? +
+ dz 4 ey + f = 0 taieline teise astme worrand (woib
woetud olla ka mitte tiieline worrand), teine aga ka +dy—+f=o0
esimese astme worrand, on esimese astme worrandite siistee-
mide lahendamisel omandatud teadmistega alati woimalik ka
niisugust siisteemi lahendada, asendades esimese astme
worrandist ilmutatud ihe tundmatu antud teise astme wor-
randisse.

Lahendada jirgmised siisteemid asendamise wiisil :

v + 2y = 29 2?2 — a2y = 45
533. {xy e 536. {3x+2y= oE
By — 8y = 11 \ 2+ 2y = 24
i {_1; — 98 v ol {3z—5y~ 2 — 0
A {xz—xy=l5 e f24° — 4> — 1 = 0
et y=7 'l(x—l):(y—-l):=‘2:3

@ — 12 4 (y — 1)2 = 29
L@+3)+38@G—2 =1
Ve +1— VyF1=1

20— By te=

540. {
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{222 b2y — 6y + 2 — y 19 =

. lz + 2y —11 =0

322 — 2 Bl O 3y — 10 = 0
i Y.ty -+ 3y

8z — 4y + 2 =

Tihti tulewad ette jirgmised siisteemid:

2y = b w2+y2=b Y =D
z — Yy = a [z — y = [x-——y:a
2 4) ) :
){xy—*-b ) o 4 92 = et — 2 =

Koiki neid worrandid woib iilal nimetatud wiisil lahen-
dada, kuid t66 kiirustamiseks on soowitaw jérgmiselt talitada:

fo +y~=—28

\ey = — 10; z ja y on worrandi ¢ } 8z —
~— 10 = 0 jJuured, kust nad
ka leitakse,

2-ne juhus lahendatakse samal wiisil, kul juurteks wotta

-x ja — ¥.
SRty -l
A9 Juipa} {x“ ~+ y* = 66, Esimene worrand astendakse
: ., kahega ja arwalakse teine
worrand maha; niiwiisi saa-
dakse: zy = — 28, mis
worrand {ihes wdorrandiga
2 - y = 8 kujutab esime-
sele juhusele wastawat siis-
teemi.
Analoogiliselt lahendatakse 4-jas siisteem,
5-es ja 6-es siisteem on lihtsad; koige pealt esimene
worrand jagada teisega, —

Lahendada siisteemids
x —y =8

x+y=
ry = — 24 b {xy = 28

1-ne juhus:

543. {
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i ol '
i @+nw+n—%
{+y— -

P8 Ny fe

xr
i {(x Z 9 ( v+ -

i |
548, { i o |
zy —

{M_ﬁ

2° I y* = 65

1xy = 4.

(Juhatus: teine worrand astendada 8-ga ja siis olgu 22 ja ¢
uved tundmatud).

Pty =1

1x2'y—29

850.

551.

x2+y2=73

22 2 = 18
553.{ T v 4
r—y =1

z@—2) +yy—2) = 11
e {x+y=3
Vo —Vy =2
555. {w+y=10
@+ 8 + (y — 8 = 17
b —y=—1
{x(x—]—-a)+y(y+a)—2a“+b’-——ab
2y =b

. 4y =18
558. {xa_yﬁ%

357.

57——
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Tl — y? = 16

z—y = 11
ges. DT

2 — (y — 2P = 89
561. {x—l—y=5
56:2. {V“+Vy g

z —y = 15

22 — y? = — 8a?
563.

r — y = 8a.

B. a) Kahe tdieliku ruutwdorrandi siisteemi lahendamine
wiiks meid neljanda astme worrandi lshendamisele. Selle-
pirast meie kédsitame siin ainult mdned niisugused siisteemid,
mis elementaarsel wiisil saab lahendada.

Koige pealt paneme tihele jirgmised siisteemid :

oY) ==i'g Ty = a 7?4+ y? = a
1)iia Sq{ sy 2) o My 8) 1.4 G
e+ 2 =0 x y" =i x Y=

b zy = 14

l-pe Juhus: 2 4 y? = 68,

Teise worrandi kahekordse kaswatise arwame esimesele wor-
randile kord juure ja kord temast maha; siis saame:

( + »? = 81 ja
(# — y)? = 25, kust leitakse: {x + v
r — Yy =

HE e

9 ja

Antud siisteemi juured leiame jargmistest siisteemidest :
s +y=-+9 2t thmm o ¥
r—y=-+5 z—y=-465
{x+y=+9 {:c-+y=—9

x — Y — b r — ¢y = — 5

I
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Need juurte paarid on:

x =1 Ly = 2 Xy = — 2 Zy = — 7
¥ Yo =i Yy ==l— 1 Yg = — 2
L x? —y? = 48
= unus:
2-ne juhu Ak 5,

Kui teine worrand on astendatud kahega, on meil siisteem :

2?2 — y? = 48
{x2 y? = 1024 ; 2 ja — 4? on worrandi »2 — 482 — 1024 = 0
lahendused, s. t.
s
ol = 018 A Mes B, Ye= 4 a8 e 4

8-mas siisteem: kokku ja mahaarwamise libi leitakse koige
pealt z2 ja 2

b) Eelpool toodud kolm siisteemi on iihtlased (homogeensel)
teise astme siisteemid liikmete suhtes, milles tundmatud esi-
newad, s. t. niisugused siisteemid, kus liilkmed tundmatuga
kuuluwad koik teise mootesse. — Uhtlasi siisteemé (tdhendab
ka {ilal kisitatud kolme siisteemi) woib lahendada wiisil, mida
selgitab jirgmine niitus :

8x? + 22 = 44
Y2, — by = 56,

Olgu y — «t, kus ¢ on uus abitundmatu. Antud wor-
randid on siis:
22(8 + 2t%) = 44
{x2 (t2 — b5t) = 56.
11

by ; 5 i 3 4-2¢2
‘Esimest worrandit teisega jagades saame SR e

2 —5¢
o1
ehk 1742 | 55t 4 42 = 0, kust h=—friath=—2
Kui need wiirtused asendada iihte antud worranditest,
ndit. worrandisse 22 (8 - 22) = 44, siis saame: z, — + ;/%,
2y = + 2; millele wastawad y, = I %—ﬁ ja 9 =08
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Lahendada siisteemid :

b ( ' 2 g
Ny Parvim 19 sk, Lo
\ey = 8 zy = 18
sgh.n v 0 SOR A e
oy — 30 loy = 24
i (P o e
gns. {7 VA

- vk RGE e — )t == 186
s z? — zy 4+ y?> = 109
@+ v + @ — g = 100
570. {xy S
22 — oy = 3
i i, R
22 — o = P
572 { A
2Y = %
f2? 4 y* = 49
878
2 4y = b
- 574. {xg Mg
222 - 5y? = 53
575. {xy kG
322 — 4y? = bay -} 24
. {m2 — 5y = 4oy — 5
i - (622 4 zy = 30
© oy — 2 = — 89
2 4 y? = 182
578. {mz s y2 Laadl 1
2
izt Y =381
579. {2 Y
¥ @ +y) = 441
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23 — oy = 513
s {x2 (@ — y) = 2438

(9 — 42 + (12 — 4y)® = 10°
o {(9 — 82)% - (12 — 8y)2 = 52

(Juhatus: esimese worrandi klambriawaldused kaswatada 2-ga.)

Lisa: kahekordse radikaalawalduse |’ % + /7 lihtsus.
tamine,

On teada (w. nnr. 178 ja 179),

e ogaey. RO
ja(V_a+V?)l/a+b—2VE=a—b.

Sellepirast : ]/ a—+ b4 2)ab = Y Ty

Vets—ovs - 2355
Wil Vat b+ Vi = Va4 Vi ja
Veatb— Vi = va— vz

[Tuleta wiimased 2 wormelit teistwiisi otsemalt: worme-
lite pohjal (a -} )2 ja (& — b)? jaoks.]
Kui a | b worrata %-ga ja 4ab — l-ga, wdime {itelda,

et kahekordset juurt ]/ k + V“l— woib esitada kahs juure sum-
ma woi wahena:

l/ E+ VI =Va+ Vb, kus a ja b on ruutwdrrandi

22 — kz —{—{— = 0 juured (v.vrdl. iilesandega nr. 322).

Summa woi wahena esitada Jargmised kahekordsed juured:

882. )/'s {215 583. J/o —21/1s
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584. /7 +4Vs 586. ]/6+1/H

585. ]/19—6VT0 587. ]/ R T

§ 16. Ulesanded ruutwdrrandite siisteemide
seadmiseks.

588. Kahe arwu ruutude summa, liidetud esimese
arwuga, on 137, teise arwuga 139. Leida molemad arwud.

589. Kahe arwu kaswatis, liidetud esimese arwuga, on
40, liidetud teisega — 45. Leida need arwud.

590. Kahe arwu produkt (kaswatis), kaswatatud nende
arwude summaga, on 120, kaswatatud nende wahega — 30.
Mis arwud on need? '

591. Leida kaks arwa, mille ruutude summa, jagatud
esimese arwuga, annab jagatises 19 ja lilejaiigis 1; kui aga
jagada ruutude summa teise arwuga, siis on jagatis 8 ja
iilejadk 2.

; 592. Kahe arwu summa ja nende arwude ruutude
summa on kokku 188. Arwude wahe ja arwude ruutude
wahe on kokku 76. Leida arwud.

593. Kahe arwu ruutude summa on 65. Kui esimene
arw oleks 2-e worra ja teine 3-e worra suurem, oleks ruutude
summa 136. Leida arwud.

594. Tiisnelinurga diagonaal on 20 m. Kui iga kiilge
1 m pikendada, kaswab pindala 29 m? worra. Leida kiiljed.

595. Tiisnelinurga diagonaal on 11586 m pikk. Kui
iga kiilg oleks 4 m liithem, oleks diagonaal }/ 1170 m. Leida
kiiljed.

596. Tiisnelinuga diagonaal on 45 m. Kui wiiksem
kiilg oleks 2 m lilhem ja suurem kiilg 1 m pikem, jaiks dia-
gonaal endiseks. Kui pikad on kiiljed?

597. Uks kolmnurga kiilg on 26 m pikk, mdlema teise
killje summa 46 m ja nurk nende wahel 60°. Kui pikad on
teine ja kolmas kiilg?

4
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598. Uks kolmnurga kiilg on 19 m, mélema teise wahe
11 ja nurk nende wahel 120°. Leida molemad teised kiiljed.
599. Kahe arwu summa on 16. Kui iihest arwust 3 ja
teisest 4 maha arwata, wordub saadud arwude poordud wiir-
tuste summa 2-he pssrdud widrtusega. Mis arwud on need ?

600. Kahe ruudulise poranda peale liks laudu 89 m2.
Kui pikk (ehk lai) on iga tuba, kui iihe pikkus (laius) on teise
omast 3 m enam ?

601. Pollumees miiiis wilja 5400 marga eest. Kui tema
oleks miitinud 8 puuda rohkem Ja iga puuda eest wotnud 10
marka enam, oleks tema saanud 6900 marka. Mitu puuda
miilis tema ja kui kallilt iga puud ?

602. Perenaine miiiis turul mune 450 marga eest. Kui
tal oleks olnud 5 muna rohkem Ja iga iihe eest oleks wdtnud
50 penni enam, oleks ta saanud 520 marka. Mitu muna oli tal
ja kui palju sai tema tiiki eest ?

603. Wieosale ulatab leiwatagawara 14 piewaks. Kui
oleks olnud 800 sodurit rohkem, peaks igaiiks 4 naela piewas
wihem saama, et tagawaraga libi saada. Kui oleks aga olnud
300 meest wihem, woiks iga mees 1 naela juure saada ja
leiba jitkuks weel 15 pédewaks. Mitu meest oli wieosas Ja
kui palju leiba sai igaiiks piewas ?

604. 6 kilomeetrit pika tee peal teeb: wankri eelmine
ratas 500 tiiru rohkem kui tagumine. Kui iga ratta iimbermoat
oleks 1 m suurem, teeks eelmine ratas sama tee peal ainult
300 tiiru enam. Leida maolema ratta {imbermdddud.

605. Osteti kahte sorti nisujahu. Esimese sordi nael
oli teise sordi naelast 13 marka kallim. Kallimat jahu osteti
4 naela wihem kui odawamat, Kogu esimese sordi eest mak-
seti 220, teise eest 287 marka. Mitu naela osteti ja kui palju
maksis nael igat sorti?

606. Keegi ostis 15 naela nisujahu ja 25 naela suhkrut,
mille eest ta maksis 915 marka, Hinnad suhtuwad nii, et

-168 marga eest saab jahu 1 nael rohkem kui subhkrut. Kui

palju maksis nael jahu Jja kui palju nael suhkrut?
607. Mosoda ringjoont, mis 600 m pikk, liiguwad kaks
keha 4 ja B. Ringkiigu peale liheb 4-le 6 sekundi enam kui




B-le. Kui kehad iithes sihis liiguwad, saawad nemad kokku
iga 120 sekundi pérast. Mitn meetrit liigub igaiiks ‘sekundis?

608. Kapital iihes intressidega kaswas aasta jooksul
8320 marka suureks. Kui kapital oleks 600 mk. suurem olnud
Jja tooks kasu $°/, rohkem, oleks kapital aasta 10puks 8987
marga peale kaswanud. Leida see kapital ja protsendi kdrgus.

609. Uhise ettewdtte jaoks andsid 4 ja B kokku 60
tuhat marka. Osawd0tja 4 kapital oli 10 kuud é&ris ja A sai
siis tagasi 89 tuhat mk., kuid B 11 kuu pédrast 26,2 tuhat mk.
Kui palju andis igaiiks raha?

Keerulisemad worrandid.

©10. Kui kahekohaga arwu numbrid iimber asendada,
on uus arw esialgsest arwust 9-a worra wihem. Mdlema arwu
kaswatis on 736. Leida esialgne arw.

(Juhatus : tundmatuteks olgu esialgne ja uus arw.)

611. Leida kahekohaga arw, mille wahekord oma num-
brite kaswatisega on 2 ja mille numbrite iimberasendamisel
uue arwu wahekord antud arwuga on 7:4.

612. Kahekohaga arw, jagatud oma numbrite kaswa-
tisega, annab jagatises 5 ja iillejaligis 2. Kui numbrid iimber
asendada ja siis jagada, on jagatis 1 ja iilejiik 12. Mis arw
on see? .

613. Nimetada kahekohaga arw, mis 4-ja worra suurem,
kui tema numbrite ruutude summa, ja 8-a worra suurem, kui

nende kahekordne kaswatis.

914. Kahe arwu summa on 20. Kui iiht nendest 3-e
worra suurendada ja teist 6-e worra wihendada, on uute
arwude kuupide summa 1853. Mis arwud on need ?

615. Leida arwude paar, mille summa on 9 ja mille
kuupide summa, jagatud ruutude summaga, on 5.4.

616. Kahe arwu summa kaswatis nende arwude ruutude
summaga on 175, wahe kaswatis ruutude wahega on 7. Leida
need arwud.

(Juhatus : peale worrandite jagamist arwesse; wotta §;15, B, b).
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617. Kahe arwu summa on 2060, nende arwude kol-
mandate juurte summa 20. Mis arwud on need ?

‘(Juhatus: w. iilesanded nr. 500508 ja olgu y% == tx%.)

618. 60%lise nurga kiilgede peal on punktid 4 ja B;
nende kaugus teineteisest otsejoones on 19 m. Kui 4 nihkub
183 m nurga tipu poole, on kaugus otsejoones ainult weel 7 m.
Kui kaugel tipust on 4 ja B?

619. Mooda tdisnurga kiilgi liiguwad tipu poole kaks
keha 4 ja B. A kaugus tipust on 22 m, B kaugus 10 m.
Kahe sekundi pérast on nende kaugus otsejoonel teineteisest

17 m, 4-ja sekundi parast 10 m. Kui suure kiirusega liiguwad
molemad kehad ? '

(Mérkus: w, iilesanne nr, 581.)

§ 17. Teise astme funktsioonide graafiline esitamine.

Paraboolfunktsioonide graafiline esitamine on kisitatud
§ 10. Siin harutame teisi funktsioone.

I. Ring.
620. a) Esitada graafiliselt funktsioon: x* -} 4> = 16.

Lahendades worrandit u-i syhtes ja wottes wastawaid
2-1 ja y-i widrtuste paare, leiame, et funktsiooni kujutus on
koordinaatide alguspunkti imber joonistatud ring, mille raa-
dius on 4. ‘

621. Esitada graafiliselt; 2? |- 52 = 9.

Uleiildse : funktsiooni 22 4 %2 — +2 kujutus on koordi-
naatide alguspunkti imber raadiusega » joonistatud ring.

b) Funktsiooni (z — 1)* 4+ (¥ — 2)> = 16 kujutus
(joon. mr. 6).

Wastaw kowerjoon on ring, mille tsenter on punktis
(1;2) ja mille raadius 4.

Uleiildse: funktsioon (x — p)? + (y — q)? = % esitab
ringi, mille keskpunkti koordinaadid on-# = - p ja y = - ¢
ja mille raadius ».
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,/ \‘ .

/ A\
3
g 22
(F

-3 Na-[1 loH1 +2+3-5ﬁ.+5'“
4 \ ‘.1 / [
Joon. nr. 6.

Ulesanded. Esitada graafiliselt:

622. (x — 2+ (y — 32 = 16
623. (» 4 3+ (y 4+ 1° =9

624. (r — 3>+ (y + 2)2 = 25
625. (z — 4° + (y + 3)° = 36.

¢) Eelmised kaks juhust kokku wottes, wdib iitelda,
et funktsiooni tiiiip

awz—{—ay‘-’—kdx»—]—-ey—}—f:O

(#* ja y* juures on iiks ja sama koeffitsient ja liige xy puudub)
esitab ringi, sest teda woib eelnimetatud worranditeks taandada.

Niitus. Joonistada: 22% 4+ 2> — 10z — 6y — 1 = 0.
Seda worrandit wdib jirgmiselt teisendada:
24— 52 —8y— 4 =0
oX oiibe |- AP SN L Syind — =9
@ — 24+ (y — 14 = 8%

Funktsioon esitab ringi, mille tsenter on punktis (24; 14)
ja mille raadius on 3. )




Ulesanded. Esitada

626. 22 | 42
627. 22 L ¢

B e
graafiliselt:

et gl Bl

4+ 2 4 6y — 6 =0

628. 42” | 4 — 122 |} 16y — 11 = 0

629. 2% | 42

B Gy ] ey

I. Ellips.

) Funktsiooni i e ey raafiline esitus (joon. ur. 7
a 3 52 g .ar. 7).

Worrandit y-i suhtes lahendades [y — + 3)/9 — x?]

3

/

—

/]
f

+4 \

At

.

g /

Joon. nr. 7.

leiame, et kujutus on ellips, mille keskpunkt on koordinaatide
alguspunktis ja mille poolteljed on 8 ja.2,

Harjutused. Joonistada:

630.

631.
632.

Metildse: funktsioon

a? voa
3 AT S
22 ¥

BT 5 =1

? - 4y?—16.

-

T + ZJ = 1 kujutab ellipsi, mille
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keskpunkt on koordinaatide alguspunktis ja mille poolteljed

on m ja m. A

b) 633. Joonistada: (‘”;2)2 ¥ (?/4 o o

Lahendamine y-i suhtes annab ellipsi, mille tsenter on
punktis (2; 1) ja mille poolteljed on 8 ja 2.
Harjutused. Esitada graafiliselt :

@ESE G b
634. 17 | 1

@—5° | @+3? _
635, &-°r . WIT

Gl L LD Y
636. B e T

¢) Uleiildse: funktsioon az® - by? + dz ;- ey |- f=0

esitab ellipsi, kui a ja b eesmirgid on iihesugused, sest teda
(@ — p)? 4 Weo? |
n? ¥

m?2

woib muuta wbrrandiks

Niitus. Mis kowerjoont esitab worrand 162® - 25y
— 64w - 150y — 111 = 0?
Seda worrandit woib jirgmiselt teisendada:

16 (22 — 42) + 25 (¥? + 6y) = 111
16 (2 — 4r—|—4)+25(7/'~’—|—6y+9)= 11116 .4+ 25.9
16 (x — 2)%- 25 (y 4 3 = 400

(z—2)? @30
oWy ety

16
Otsitaw kowerjoon on ellips, mille keskpunkti koordi-
naadid on # = 2 ja y = — 3 ja mille poolteljed on 5 ja 4.
Harjutused, BEsitada graafiliselt :

L]
637. 922 | 16y2 | b4r |- 64y -1 = 0
638. 422 | 9y — 40z — 72y | 100 = 0
639. 92° |- 25y% } 722 — 50y — 56
640. 2? - 4> — 4x | 32y | 32 = 0.

I
o




III. Hiiperbol

a) Funktsiooni z—; — 1/3; = 1 kujutus (joon. nr. 8).
M| /
T
7
i b i /
4 S
NG
R
i3
T

Joon. nr. 8,

Lahendades worrandit y-i suhtes [y = + 31/ 2% — 4]
leiame kdwerjoone — hiiperboli. — Kawerjoonel on kaks teine-
teisest eraldatud haru, mis koordinaatide telgede kohta siim-
meetrilised. Y-telge kowerjoon ei lsika, X-telge loikab ta
kahes punktis, mida hiiperboli tippudeks nimetakse. Tippusid
ithendaw joon on hiip.erboli telg.

Harjutused. Esitada graafiliselt:

641. %.2 o z{_; ST 643. 2 — 2 — 9.

642. 42> — 2 — 15
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Uleiildse: funktsioon % - 9”; — 1 esitab hiiperbolit, mis

koordinaatide telgede suhtes siimmeetriline ja mille tippude
kaugus koordinaatide alguspunktist on m.
b) 644. Leida funktsiooni 7% — &= 1 k.

Jjutus.
Waorrand kujutab hiiperbolit keskpunkti koordinaatidega

=+38jay=+ 1
Harjutused. Bsitada graafiliselt: :
@l v+ 0
645. o ke u

eag. & ¢ ff' 2~
647. -+ 52— (y -+ 3°2=9

Uleiildse: funktsioon ¢ e a0 _Q — 1 esitab hiiper-

bolit, mille keskpunkti koordinaadid on m =+pjay=-+4q
ja mille pooltelg (n. n. reaalpooltelg) on X-teljega paralleelne
ja mille suurus m. :
¢) Funktsioon az? + by® 4 do | ey |- f = 0 esitab
hiiperbolit, kui a ja b on wastupidiste mirkidega, sest teda
- woib teisendada funktsiooniks & P s R ;q'z = 1
Niitus. Mis kowerjoont esitab worrand 25a* — 9y* —
— 50z — 86y — 236 = 07
Lahendus:
26(x? — 2x) — 9(y® | 4y) = 236
"95(2 — 2 - 1) — 9(y® + 4y |+ 4) = 286 25 — 9 . 4
2@ — 1)2 — 9y -+ 22 = 225

(3’_%’_)2 S Q’/;; L iE Hiiperbol !

Harjutused. Esitada graafiliselt:

648. 1622 — 9y | 1282 — 36y | 76 = 0
649. 3622 — 25y° — 216z | 50y — 601l = O
650. 2522 — 9y -+ 1002 4 72y — 269 =
651. 2?2 — y® 4 4z -+ 6y — 21 = 0.
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IV. Tdisnurkne hiiperbol

a) Kui funktsioonis :—;fz — i/T: = 1 on nimetajad wordsed
.(m = n), omandab funktsioon kuju 22 — 32 = m2; niisugust
hiiperbolit nimetakse tdisnurkseks ‘hiiperboliks. — Joonistida
see hfiperbol, kui m = 2)/2.

b) Funktsiooni 2y = 4 graafiline esitus (joon. nr. 9).

\Y

A4

b

.
&
3
T2
=

A8 BB 2 - [oHf HE HO WA HEHB /7 8 [ =
.‘

~2

B
=0
i
-&
7
-8

) {

Joon. nr. 9.

Kujutus on tdisnurkne hiiperbol. Analiiiitiline geomee-
tria tdestab, et see hfiperbol on eelmise tdisnurkse hiiperboliga
2? — y* = 8 identiline (samane), Ainult koordinaatide teljed
on eelmise kujutusega worreldes 45° wastu piewa pssrdud.

Harjutused. Esitada graafiliselt :

632, zy = 1
635. 2y = 9
654. 4zy = 25.
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(letildse: funktsioon xy — %2 esitab tdisnurkset hiiper-
bolit. Koordinaatide telgede suhtes on kdwerjoon siimmeetriline,
kui seda teljestikku 45° worra poorda. Hiiperboli pooltelje
pikkus on m — V2. ‘

¢) Funktsiooni (z — 2) (v | 8) = 4 graafiline esitus.
(Joon. mr. 10).

4
3 \
i)

+1

5-[sJa—j2g-[r |o+1 243 4 +H5+6 H7 H8™

Joon. nr. 10.

Kowerjoon on tdisnurkne hiiperbol, keskpunkti koordi-
naatidega # — - 2 ja y — — 8. Pooltelje pikkus on 2V 2.
Harjutused. Esitada graafiliselt: - /

635. (z +3)(y+2) =9
656. (r — 4)(y — 1) = 16.
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Uleiildse: funktsioon (z - d)(y + ¢) = k2 esitab tiis-
nurkset hiiperbolit, mille keskpunkti koordinaadid on z — — d
J y = — e ja mille pooltelg %V 2.

d) Funktsiooni tiiiip

zy 4 dz + ey + f=0
esitab tdisnurkset hiiperbolit, sest teda woib taandada worran-
diks (x + d)(y + e) = &2
'N%iitus: 2y 4+ 2 — 8y — 10 = 0.
Siitsaab: oy 4 2 = 8y — 6 = 4
@ —38)(y + 2) = 4.
Harjutused. Esitada graafiliselt :

63%. zy — 2z — 3y —6 =0
658. zy — 42 + 2y — 33 = 0
659. 2y — 32 4 3y — 25 = 0.

§ 18. Ruutworrandite siisteemide graafiline
lahendamine.

Warrandite siisteemi graafiliselt lahendada tihendab: leida
need punktid, kus antud worranditele wastawad kdwerjooned

teineteist 16ikawad, sest 1dikepunktide koordinaadid rahuldawad
molemat worrandit.

Méarkus: Graafiliselt woib leida ainult reaaljuured, kom-
pleksjuured leitakse aritmeetilisel (= arwutamise) teel.

A. Kui siisteemis on iiks worrand lineaarne, teine ruu-
dune — esitab esimene sirgjoont, teine kowerjoont.

1-ne néiitus. Lahendada graafiliselt siisteem :

> 4+ ¥ — 6x — 4y — 12 = 0
Ry SERTY AR (Joon. nr. 11).




Esimesele worrandile wdib j*&rgmﬁe 'kuju anda:
(x — 82 4+ (y — 22 = 5%

kust on niha, et ta ringi esitab, mille keskpunkti koordinaadid
on z = -+ 3 jay = | 2. Teine worrand esitab sirgjoont;

tema kujust i5 + g=1on nsha, et ta 1dikab dra koordi-

i

%
: ‘ YL

Joon. nr, 11,

naatide telgedest osad 4% ja — 9. Ringi ja sirgjoone Idike-
punktid on (7 ;5) ja (3 ; — 8), mida ka wiljaarwamine

annab.
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2-ne néitus. Lahendada graafiliselt siisteem:
x? — 28 — 2y + 10 = 0
x 4+ 2y — 18 =0 (Joon. mr. 12).
hY| : ¥ »
B i
o 4 |
\ I ;
B8 b ]
N \ /
HIT
TN
. \ A /
i /
6
lfs’
iy /
u
A /
HT / -
: BR[O H1NI2 H3 H4 +{5 HEHT 18 HG HioHn Hha HizHmHis Hie+ T
| h :
I‘ | = ZIE AN Y
i | K I

18 Joon. nr. 12,

Esimest wdrrandit woib jirgmiselt teisendada :
y =42 — 4 .82} 4.16 — 3
Y=y — k. 5
Sellest on niha, et esimene worrand esitab paraabolit,
mille tipu koordinaadid on # —= + 4 ja y = — 3. Teise
worrandi kujutus == - ¥ = 1 niitab, et sirgjoon 1sikab #ra
koordinaatide telgedest osad 18 ja 9. Joonestusest leiame, et
paraaboli ja sirgjoone ldikepunktid on (— 1 : 9%) ja (8 ; 5).
Harjutused. Lahendada graafiliselt:
660 2 + 2 — dx 4 4y — 17 = 0
22 — y — 11 = 0
661 12x2+4x—2y—f—3=0
lz + 29y = 10




2 Ft
662 {49& + 9y 36
T o=l
( 402 Ao — B
663, i4x - 9y» 32z 54y + 1 0
x—y =1.

664. (Graafiliselt lahendada iilesanded nr. 544 (Juhatus:
V28 konstruitakse awalduse V4 .7 abil), 545, 546, 547 (Mir-
kus: (z — 5)(y + 8) = 0 esitab korraga kaks sirgjoont:
x—5=0 ja y-+ 8= 0), 551, 554, 556, 559.

B. Kui molemad worrandid on ruudused, esitawad ne-
mad mdlemad kdwerjooni.

1-ne niditus. Lahendada graafiliselt siisteem :

fo? 4+ ¥ — 122 — 16y -} 75 = 0
l2®2 — 122 —y 4 81 =0 (Joon. nr. 13).

-
e N T

[ —
+ B

OH1 +2 H3 A% H5 H6 H7 HB+H9 +ho4n 442
.'
2z
- \ /
.3 ey
...l’
=5

Joon. nr, 13.
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Esimesele worrandile woib anda kuju (z — 6)2 -
+ (# — 8)2 = 5% kust niha, et worrand esitab ringi raa-
diusega 5 ja keskpunktiga (6 ; 8). Teine worrand kujuneb
jirgmiselt: y — (x — 6)®2 —- 5 ; temale wastab paraabol, mille
tipp on punktis (6 ; — 5).

Joonistus niitab, et ringi ja paraabooli 1dikepunktide
koordinaadid on (3 ; 4), (9 ; 4), (2 ; 11) ja (10 ; 11). Need
arwude paarid on antud siisteemi lahendused.

2-ne nditus. Graafiliselt lahendada siisteem :

Y ey O = ()
{x2 — 4% — 2y 4 6 =0 (Joon. nr. 14).

\ V] |
57

+8
\\ B /I
JEN 16 / T
3
\ %
51
T2\

—— +H

=5 -4 -3 - O M H23aabsHO H7 HB T
~

\ p
S SY

Joon, nr. 14,

Esimese worrandi teisendatud kuju on (z — 2) (y — 1) =4,
mis esitab téisnurkset hiiperboolit tsentriga (2 ; 1); teine wor-
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rand on ¥y = 4(z — 2)* + 1... paraabol. Joonistus nditab,
et antud siisteemil on ainult iiks lahenduste paar 2 = 4 ja
y = 8. :

3-mas nditus. Lahendada graafiliselt siisteem :

; {2x2—12x—2y—|—19=0
22 — 6z — 2y + 14 =0 (Joon. nr. 15).

il
+7 i
\\ /;

+6

5

¥ ZIE
e
+2 \ /

Joon. nr. 15,

Esimest worrandit woib jirgmiseks teisendada:
y=( —38?°+4

Worrand esitab paraabolit, mille tipp punktis (8 ; ).
Teine worrand on ¥y = 4(z — 38)? 4+ 24, mis ka paraabolit
esitab. Kowerjoonte 15ikepunktid ja jirjelikult siisteemi lahen-
dused on (1 ; 44) ja (5 ;5 4)).

5
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Hoarjutused. Lahendada graafiliselt:

2 4 y? = 25 22 + o = 25
665. {y___x2_ : 666. {y= g

\

\ : ;
667. Grasfiliselt lahendada iilesanded nnr. 564, 566,
573 ja 574.

W bia — 1% =138 =g?
668. { +(2y ) 671. {y i
Y = 2y = a® | 4
L zy = 16 Y == %
669. {y L0 672. {5y——25=x‘~’
ry = 64 g Yy = 4
670. i e 673. {(x—{—.’))y: 9
2 2 — 4r — 6y — 12 = 0
o THE B
2?4y — 4 — 2 — R =0
x? 2 — 122 — 12 47 = 0
S 2+y2 sy
7> + y? — 16z — 8y -+ 67 = 0
22 72
ok A
826 LT
a2 y2_1
TR T

§ 19. Korgema astme worrandid, mis ruutwor-
i randiteks taanduwad.

A. a) Worrandi tiitibi axt 4 b22 + ¢ = 0 (n. n. bikwa-
draatwdrrandi) lahendamine.

Niitus: ¢ — 1022 4 9 = 0.
Olgu 2® = z; siis on antud worrand 22 — 10z -9 = 0
J0 2y =10 2 9 iehk
1) #2 =1 ja 2) 2? =9, kust leiame, et #,5 =1 1; 254 = +'8.

Lahendada bikwadraatworrandid:

677. »* — 2922 4 100
678. ot — 252 4 144

[
S O
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679. 25r* — 10922 -} 86.— O
680. 1442* — 1452° 4 86 — 0
681. 2t | 1322 | 36 = 0
682. 36x* | 2522 | 4 = 0.

b) Samasugusel wiisil lahendatakse iilesanded, kus mdne
awalduse uue tundmatuga #ra tihendades, saame worrandi
selle tundmatu suhtes.

Mahtas: ¥ o d e — 2l |
Olgu VT:Z — z; glison Yr — 4 = 2 ja
worrand esineb jérgmisena:
22—62—}—8=0,kust21=]7x—:‘1=4
& l}X b St
s ja x, = 260, 75 = 26.
Laixendada worrandid:
683. z — 8z + 15 =0
684. z — 15)z 4 56 =0
685. 17?9—613/5+5=0
686. (Vx — 10) (7 — Va) =2
687, )7 — 1 sVaiITi e
688S. (13/5—3)2+1}2=3
689. 222 — 17V} 11 52 =0
690. 2 — 2 + 6 — 7V/2® — 20 — 6 =0

a—x

691. 10 (G—Jr—;)n ol 11(‘;;'2) 48 =0

7(x—a x — a\?
692. —z(m) e (a:+b)

x—>5 22/ —6
a8 et T

3




ity 4, LA A0

. z4b b a
694. BT e anariala b
695. 377 28 .3 L 9=o0
696. 2" — 257 .2 4+ 4=0

697 16(1>2x 65 (‘)T P
v o e « g + = U,

c) Sarnasel wiisil lahendatakse ka worrandid, kus kol-
mandad juured olemas.

3 3
Naitus: 136 -z + V36 — = = 6.
Peale teise juurawalduse iilewiimist paremale poolele ja
astendamist kolmega, saame:

(36 — oc)’3 o oS x)‘}+ 8 = 0.

Siin olgu (86 — x)% = z; siis on meie worrand 22 — 62 4 8 =0,
kust leiame: ;

I 1) 312(36—33)%:4‘]&

t Sy b (ap aati s

Sellepirast on 36 — =, kas 4% woi 2% ja 2, = — 28,

xz == + 28.
Lahendada worrandid:

8 3
698. V112 2+ Vil2 —z =38
699. V665 2+ V66 — 2 =1
700. Vo -+ 49 — Vz — 49 = 2.
d) Jirgmised worrandid — tiiiibist az™" +bx"4e=0—

lahendatakse asendamise " = z abil.
701 2% — 352% 4 218 = 0 -

902, 272 — 852 18 =0

703. 5 e 13x§ -+ 36 = 0

704. e 2890% 4 27 = 0.
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B. Jargmiste worrandite juured leitakse teguriteks lahu-
tamise abil. — Lahendada worrandid :

705. 28 — 16 = 0

706. 252 — 49 = 0

T07. 42® | 5z = 122°

708. 2® — 1 = 0. [Jirele katsuda, kas leitud kolm arwu
rahuldawad worrandit, arwesse wot-
tes § 5; w. seal ka nr. 244 ja 245.]
709. 2!+ 1 =0 i
710. 2% — 82 — 4x | 12 = 0
711 ® — 722 | 8 — 56 = 0
712. 23 — a® = 0 [Jirelkatsudal]

wig. b oo 22EY

6 —5
3 3 3
e (x*-z) +Va® +8=6Vz
715. — 1 = 0 [Lahutada kui kuupide wahet]

716. x6+1=0
717. 25 — 64 = 0

3._—
718. VlO + =z + V10 — x = }/20 [Juhatus: asten-
dada 3-ga, siis Iahutada' Ara seletada lahutamise wiis!]

C. Graafilised esitused.

I. Funktsiooni y — % graafiline esitus (,Kubiline pa-
raabol*®). (Joon. nr. 16).

Kowerjoon asub 1-ses ja 3-das weerandls ja ldheb 1dbi
keskpunkti.

719. Graafiliselt esitada jirgmised funktsioonid, eelmine

esitus appi wottes:
' a8 z8 |

y=2";y=35 =%
Graafiliselt lahendada siisteemid (graaflhselt on wdoimalik
leida amu]t, reaaljuuri):
y = 2°

720. {y_3m+2:0
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| 721 {Z’ i
8 : "yt er—20=0
" 722 {‘” e
i | "y — 8w+ .14 =0
! Kas on woimalik, et siisteemil

mitte iiht lahendust ei ole?
Lahendada graafiliselt jérgmised

kolmanda astme -worrandid, kuubi-

line paraabol appi wottes (woimalik
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