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Peatikk I

Arvutamine ligikaudsete arvudega.

§ 1. Tédpsed ja ligikaudsed arvud.

Koiki toiminguid, millede tulemuseks on arv, voib
jaotada kolme suurde liiki: loendamine, modtmine ja
arvutamine.

Oigesti teostatud loendamise tulemuseks on
alati tapne arv ja modtmise tulemuseks on alati
ligikaudne arv. Arvutamine aga vdib anda tule-
musena tdpse voi ligikaudse arvu, vastavalt sellele, kas
arvutamis€l kasutatud andmetest koik on tapsed arvud
voi moni neist on ligikaudne. \

Kui mnaiteks 7 toolisele palgapdeval makstakse
a 81,50 1bl, siis arvutades palga kogusumma saame
tdpse arvu 3

7 - 81,50 = 570,50 rbl.,

sest mdlemad andmed 7 ja 81,50, kui loendamise tule-
mused, on tdpsed arvud.

Kui on wveetud 15 autokoormat liiva a 2,5 m3, siis
arvutades veetud liiva koguse saame ligikaudse arvu

36725 =815 1%,

sest iiks andmetest 2,5, kui médtmise tulemus, on ligi-
kaudne.



Kui 48 m koit kaalub 40,8 kg, siis arvutades 1 m koie
kaalu saame ligikaudse arvu

3 40,8 : 48 = 0,85 kg,

sest molemad andmed 48 ja 40,8, kui méotmise tulemu-
sed, on ligikaudsed.

Tapsete arvude jagatist, kuigi see on alati tdapne
arv, pole sagedasti vdimalik kiimnendsiisteemis tdpselt
tles tédhendada, nagu nditeks arvude 1 ja 3 jagatist. Sa-
gedasti pole ka tdpse arvu juurt mitte ainult kim-
nendsiisteemis, vaid ka ildse wvoimalik tdpselt tles
tahendada, kuigi ka see on tdpne arv. Sdarastel juhtu-
del lepitakse sellega, et arvutatakse ainult tulemuse kor-
gemat jarku numbrid. Seega ollakse sunnitud paljudel
juhtudel ka tdpseid arvutustulemusi valjendama ligi-
kaudselt, s. 0. andma arvutustulemuse asemel tema ligi-
kaudne vaartus.

Loendamise, moOtmise vOi arvutamise tulemused
sisaldavad sagedasti niivérd palju numbreid, et saadud
kujul on neid tililikas andmetena kasutada. Nii on nai-
teks tlilikas meeles pidada ja kasutada arvutamiseks, et
ekvaatori raadius on 6378,79 km voi et ringjoone pikkuse
ja 1ldabimdéodu suhe on 3,14159265. Arvutamise ning
meelespidamise holbustamiseks nii ligikaudsed kui ka
tapsed arvud sagedasti asendatakse nendest 1umar-
damise teel saadud lihtsamate arvudega, s.o. jdllegi
arvudega, milledes on tles tahendatud ainult nende
arvude korgemat jarku numbrid. Ko6ik niiviisi saadud
arvud on ligikaudsed.

Mingi arvu ja selle arvu ligikaudse vaartuse vahet
nimetatakse ligikaudse véaartuse absoluutseks
veaks. Nii on nditeks tdpse arvu 3,2564 iimardatud
vaartuse 3,26 absoluutne viga

3,2564 — 3,26 = —0,0036.



Enamasti ei ole teada ligikaudse arvu absoluutse vea
méark ega ta absoluutvdartus, sest pole teada selle arvu
tdpsem vaartus; kiill on aga ikka voimalik ndidata arvu,
mida vea absoluutvadrtus ei tileta. Seda arvu nimeta-
takse ligikaudse arvu absoluutse vea lilemmddraks.
Nii voime néditeks arvutamise teel leida, et \/2 ligi-
kaudne vaartus on 1,41 veaga mitte iile 0,005; on leitud,
et mddtes massi tthikuga 10728 g, elektroni massi mdoot-
arv on 9,035 veaga mitte tile 0,01.

On tavaks ligikaudseid arve, kui vo&imalik, esitada
nii, et absoluutne viga ei iileta ligikaudse arvu viimase
jargu % thikut.

Umardamisel on see alati voimalik, sest on teada arvu
tdpsem vddrtus. Et timardada arvu veaga mitte ile
timardatud arvu viimase jargu # ihiku, selleks tuleb arvu
korgemates jarkudes sailitada samad numbrid, mis on
tdpsemal arvul samades jarkudes, ja juhul, kui esimene
drajaetav number on 5 v6i enam, suurendada viimast sai-
litatavat numbrit 1 vorra. Nii oli tmardatud ilal arv
3,2564 veaga, mis ei iileta arvu 3,26 viimase jdrgu, s.o.
sajan‘c‘,like 0,5 thikut.

Kui ligikaudne arv on esitatud veaga mitte iile ta vii-
mase jargu % ihiku, siis Geldakse, et koik numbrid on
oiged.

Kui ligikaudsé arvu viga voib kiilindida tema viimase
jargu 1 kuni 5 dihikuni, s.0. kui ta numbrid on diged
peale viimase, mis v0ib erineda Gigest 1 kuni 5 ihikut,
siis {itleme, et ta viimane number on ainult arvatav.

Kui ligikaudsel arvul viimane number on arvatav, siis
on seda soovitatav ndidata ka kirjas ja nimelt sel teel,
et arvatav number kirjutatakse vdiksema kirjaga. Kui
arvu 12,64 viimane number on arvatav, siis kirjutame
12,64. Viikese kirjaga on soovitav kirjutada ka need
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nullid, mis ligikaudse arvu kirjutises asendavad tdpse
arvu iiheliste, kiimneliste jne. jarkude numbreid. Nii
nditeks tiimardades ekvaatori raadiuse pikkuse veaga
mitte tle 50 km, tuleb raadiuse tdpse vaartuse 6378,79 km
asemel kirjutada 6400 km.

Matemaatilistes ja paljudes muudes tabelites antakse
arvude ligikaudsed vaartused eranditult Gigete numbri-
tega. Igapdaevases elus, majanduses ja tehnikas lepitakse
tavaliselt m6otmis- ja arvutamistulemustega, millede vii-
mane number voib olla ka arvatav.

§ 2. Ligikaudsete arvude liitmine ja lahutamine.

Arvutamisel ligikaudsete arvudega tuleb alati arves-
tada asjaolu, et iga ligikaudne ‘arv annab ainult mdned
numbrid mingist tdpsemast arvust, jattes nditamata, mis
numbrid on ses tdapsemas arvus ligikaudse arvu viima-
sest jargust madalamates jarkudes. Seoses sellega tuleb
arvutamisel ligikaudsete arvudega pidada silmas jarg-
mist endastmoistetavat tOsiasja:

kui tihe liidetava (v0i lahutatava) vaartus on tead-
mata, siis jaab teadmatuks ka kogu summa (voi vahe)
vaartus, :
ning jargmist endastmoistetavat nouet:

arvutustulemuses kirjutada valja ainult need numb-
rid, mis on saadud tuntud arvude liitmisest voi lahu-
tamisest.

Ndide 1. Arvutame ligikaudsete arvude 2,536 ja
3,2 summa.

Kui antud arvud oleksid tdpsed, siis voiksime teise
neist esitada ka kujul 3,200 ja liites selle arvu esime-
sega saaksime arvu 5,736, milles on diged k&igi jarkude
numbrid.
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Kuid et antud arvud on ligikaudsed, siis pole teada,
mitu sajandikku ja tuhandikku on teises liidetavas. See-
tottu jaab teadmatuks ka sajandike ja tuhandike arv
summas ja anda summa samal kujul, nagu tlal oli saa-

dud, on mottetu. Nende ligikaudsete arvude

2,536 summas tuleb ndidata ainult titheliste ja kiim-
+3.2 nendike kohtadel seisvad numbrid, nagu on

57 tehtud korvalolevas arvutuses.

Niaide 2. Arvutame ligikaudsete arvude 1620 ja
7.8 vahe.
Et vahendatavas on juba iiheliste arv teadmata, siis
jaab see ka vahes teadmatuks ja on mdottetu kirjutada
selles vahes numbreid iiheliste ja kimnen-
1620 dike kohtadel. Seepérast timardame lahuta-
— 78  tava arvuks lo ja-lahutame selle arvu va-
1610 hendatavast. Siis saame tulemuse 1610.

Seega saame ligikaudsete arvude liitmiseks ja lahuta-
miseks jargmise juhise:

Ligikaudsete arvude summat ja vahet tuleb arvutada ainult
selle jirguni, milleskdigil andmeil on veel digeid numbreid.

Kui on vaja liita suurem hulk eri jarkudes 1oppevate
numbritega arve, siis on kasulik koik arvesse votmata
jadvad numbrid eraldada teistest plistjoonega.

Niaide 3. Arvutame Kkorvalolevate

352,861 ligikaudsete arvude summa.
0,2/563 Et liidetava 8,1 numbrid 16pevad korge-
+ 81| mas jargus kui koigil teistel liidetavatel,
67,316 siis asetame piistjoone selle arvu viimase
4286 numbri jérele ja arvutame ainult selle

joone ette jadvate arvude summa.

Et viltida® timardamisvigade kuhjumist, arvutame
siiski ka piistjoone taga seisvate esimeste numbrite
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summa ja umardanud selle jairgmise kdrgema jdrgu {ihi-
kuisse, liildame ta joone ees seisvate arvudega.

Nii saame selles ndaites joone taga seisvate esimeste
kohtade summana 17 (sajandikku). Umardanud selle
2-ks (kimnendikuks), liidame ta joone ees seisvate koh-
tadega.’

Nii leiame, et antud arvude summa on 428.6.

Ulesanne.
1. Arvutada jargmised summad ja vahed:

Tdpsed arvud on triikitud jameda kirjaga.

L. 3,46 + 0,678 2. 1320000 + 65420 + 7535
3,46 — 0,678 2,000 + 13,85 + 0,047 — 0,361
5020 + 42,3 2 +-13,85 +.0,047 — 0,361
5020 + 42,3 430 — 58,4 — 21,0
0,05 — 0,002 17,08 — 6,6 — 5

8. 0,005427 4. 0,6548
0,02536 4,506

07222 24,1
3,831 807,2

b:.1563.+ B 6. 5400 + 320 + 7243
5,64 + 0,072 124,83 —12,5— 31,6
10— 0,84 15,5—1,55—0,155
7300 + 129 253 + 37,22 — 0,895
94,2 — 295 343 + 125 + 1500

§ 3. Relatiivne viga ja odigete tiivenumbrite arv.

Uhe ja sama arvu ligikaudsetest védartustest on see
tépsem, mille absoluutne viga on vaiksem. Nii on néii-
teks arvu x ligikaudsetest véddrtustest 3,14 ja 3,1416
teine tapsem kui esimene, sest teise ligikaudse véaartuse
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absoluutne viga ei fleta 0,5 kiimnetuhandikku, esi-
mese vaartuse absoluutne viga on aga ligikaudu
3,1416 — 3,14 = 0,0016, s.o. 1,6 tuhandikku. Siit on
ilmne ka, et iithe ja sama arvu see ligikaudne vaartus on
tdpsem, millel on rohkem G&igeid numbreid.

Kah e arvu ligikaudsete vaartuste tapsust ei saa aga
hinnata ainult nende absoluutsete vigade jargi. On
ilmne, et kui kaks kaugust nditeks 2102 km ja 21 km on
moodetud dihe ja sama absoluutse veaga 0,5 km, siis ei
saa Oelda, et nad on m6ddetud thteviisi tdpselt, vaid esi-
mese kauguse mootmist tuleb hinnata palju tdpsemaks
kui teise kauguse mootmist.

Kahe arvu tdpsuse vordlemiseks on kohane kasutada
kummagi arvu absoluutse vea ja arvu enda suhet.

Ligikaudse arvu absoluutse vea ja selle arvu suhet
nimetatakse ligikaudse arvu relatiivseks veaks.
Relatiivne viga valjendatakse tavaliselt protsentides voi
promillides.

Eelmises nadites toodud kauguste relatiivsed vead on
vastavalt:

Qo i MR
2102 = 0,00025 = 0,025% = 0,25%o
ja
02'15 =z 0025=25% —=25%¢.

Seega on esimese mootmistulemuse relatiivne viga 100
korda vdiksem kui teise oma. Selle jargi hinnatakse
esimest mootmistulemust 100 korda tdpsemaks kui
teist.

Toestame teoreemi:

Ligikaudse arvu ja tidpse arvu korrutise (ja jagatise) rela-
tiivne viga on vordne ligikaudse arvu relatiivse veaga.



Olgu tapse arvu A ligikaudne vaartus a. Siis arvu a
absoluutne viga on A — a ja ta relatiivne viga on

Kui korrutame ligikaudse arvu a mingi tdpse arvuga
n, siis korrutis na on tdapse arvu nA ligikaudne vaartus.
Seega on korrutise absoluutne viga nA-—na ehk
n(A — a) ja ta relatiivne viga on

nA—a) A—a,
A

Seega arvu na relatiivhe viga vordub arvu a rela-
tilvse veaga.

Samal viisil v6ib tdestada, et ligikaudse arvu a ja
tapse arvu jagatise relatiivnhe viga vordub arvu a rela-
tilvse veaga.

Nii on naditeks arvude &, 1000x ]a ligikaudsetel

'160
vaartustel 3,14, 3140 ja 0,0314 iiks ja sama relatiivne
viga

n—3,14 31416——314 0,0016

A AT L G S o~ — a. .
YN & 3,14 i o e

Samuti on samade tdpsete arvude ligikaudsetel vaar-
tustel 3,1, 31oo ja 0,031 lks ja sama relatiivne viga
T —3,1 0,0416

—_—— — — 0,
3.1 31 0,013 = 13%o.

Arvkuju, mis jadb muutmatuks antud arvu korruta-
misel (ja jagamisel) jarkarvudega (10, 100, $3
0,1, 0,01, . . .), nimetame antud arvu tiiveks ja numb-
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reid, milledega on kirjutatud arvu tiivi, nimetame selle
arvu tivenumbriteks.,

Nii on naiteks ligikaudse arvu 3,14 tiiveks arvkuju
314, sest korrutades arvu 3,14 jarkarvudega, saame arvud
31,4, 314, 3140, . . ., 0,314, 0,0314, . . ., milledes kdigis
muutmatult esineb arvkuju 314.

Seega arvu tiivi on ta avanullidele jdargnev ja arvata-
vatele 16ppnullidele eelnev arvkuju.

Ulaltoodud kuuest arvust, millede relatiivsed vead
me arvutasime, on arvudel 3,14, 3140 ja 0,0314 peale
iithise relatiivse vea 0,5% veel iihine see, et nad koik
on esitatud kolme tiivenumbriga, ning arvudel 3,1,
3100 ja 0,031 on peale iihise relatiivse vea 13%c veel
ithine see, et nad koik on esitatud k ah e tiivenumbriga.

Et ligikaudse arvu ja jarkarvu korrutisel on sama tivi
ja sama relatiivne viga, mis ligikaudsel teguril, siis jarel-
dub, et iihtede ja samade digete tiivenumbritega arvudel
on iiks ja sama relatiivse vea lilemmaar. Oigete tiive-
numbrite arvu muutudes aga muutub ka relatiivse vea
iilemmadr: mida suurem on ligikaudse arvu Gigete tiive-
numbrite arv, seda vaiksem on ta relatiivse vea tilem-
madr. Nii on kahe dige tiivenumbriga arvu 5loo rela-
tiivse vea tlilemmadar

50
! ‘5100 =it
ja kolme dige tiivenumbriga arvu 5100 relatiivse vea

tlemmaddar on

Kuid ka muutmatu &igete tiivenumbrite arvuga tiive
enda muutudes, muutub teatavates piirides ka relatiivse
vea iilemmaééar, nagu néhtub allolevast tabelist.
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Oigete Relatiivse
tiivenumbrite Tiivi vea
arv tilemmaar
1 5009/c0
: : :
9 56900
10 500/00
3 : :
99 5“/00
100 5900
. : :
999 0,5%00
1000 0,5%/00
% : :
9999 0,05'/00

Sellest tabelist néhtub nditeks, et 3 Gige tiivenumb-
riga arvude relatiivse vea {ilemmaar koigub 0,5%c-st
Sfo-ni. See on praktilise elu tarvete seisukohalt juba
niivord vaike viga, et praktikas enamasti kasutataksegi
3 tiivenumbriga, harva 4 tivenumbriga arve. Suuremat
tiivenumbrite arvu kasutatakse ainult matemaatikas, fiii-
sikas ja muudes tdppisteadustes esinevate tdhtsate suu-
ruste valjendamiseks.

Uhtlasi on kolme v&i enama tivenumbriga arvude
relatiivse vea koikumised niivord tdhtsusetud, et vaib
oOelda, et

praktiliselt on iihe ja sama oigete tiivenumbrite arvuga (kolm
voi enam) ligikaudsetel arvudel iiks ja sama relatiivse vea
iilemmair.
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Nii voib kolme 0ige tiivenumbriga arvude relatiivse
vea llemmaddra hinnata 1% suurusena.

Valdaval enamikul juhtudel on &ige ka {imberpoor-
dud vaide:

ithe ja sama relatiivse veaga arvudel on iihepalju digeid tiive-
numbreid.

Nii olgu nditeks vaja arvud 25679 ja 0,8424 limardada
nii, et kummagi arvu relatiivne viga oleks 1%, timber.
Siis esimese arvu absoluutne viga voib olla umbes 26,
s. 0. selle arvu tiive kolmanda jargu 0,26 thikut, ja teise
arvu absoluutne viga voib olla umbes 0,00084, s. o. teise
arvu tiive kolmanda jargu 0,84 thikut. Seega mdlemad
arvud tuleb tmardada tiive kolmanda jdrguni, s.o. esi-
tada nad molemad kolme tiivenumbriga: 25700 ja 0,842.

Tavaliselt iseloomustatakse ligikaudseid arvusid
nende tiivenumbrite jargi, nimetades neid Uhe-, kahe-,
kolmekohalisteks jne. Ka matemaatilisi tabeleid nimeta-
takse kolme-, nelja-, viiekohalisteks jne. selle jargi,
mitme 6ige tivenumbriga on neis antud andmed. Nii on
meil koolis tarvitusel neljakohalised matemaatilised
tabelid, milledes andmed on antud nelja 0ige tiivenumb-
riga.

Paljude 16ppnullide kirjutamist suurtes ligikaudsetes
arvudes ja avanullide kirjutamist vaikestes kiimnend-
murdudes saab vdltida sellega, et sddarased arvud esita-
takse korrutise ndol, mille esimeseks teguriks on arvu
tivi ja teiseks teguriks on vastav jarkarv, mis on liihi-
dalt kirjutatud arvu 10 astme ndol. Nii kirjutatakse nai-
teks, et maakera raadiuse pikkus on 64-102 km, ja arvu
0,0000273 asemel kirjutatakse. liihidalt 2731077,

On soovitatav siiski arvu 64-102 asemel kirjutada
6,4- 103 ja arvu 273-10~7 asemel 2,73 10—%, s.0. kirju-
tada jarkarvu ees seisev tegur ikka tihekohalise tdis-
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osaga arvuna. Niisugust arvu kirjutist nimetatakse arvu
standardkujuks. Arvu kirjutamisel standardkujul
on veel see paremus, et kiimne astendaja annab otseselt
arvu suurusjargu.

Ulesanded.

2. Kirjutada jargmised arvud standardkujul:

L 560 2. 0,0067
204000 0,000183
4800000 26,4
0,57~ 458,32
0,0831 7134,6

3. Kirjutada jangmised standardkujul antud ligikaud- |
sed arvud tavalisel viisil:

L 253104 2. 3,50 105
1,34- 108 7,80 -10—3
58-10—38 4,000 - 10
6,32 10— . 5,200 102
1,08 10— 8,030 - 103

§ 4. Ligikaudsete arvude korrutamine, jagamine,
astendamine ja juurimine.

Et ligikaudse arvu ja tapse arvu korrutise relatiivne
viga vordub ligikaudse teguri relatiivse veaga ja et iithe
ning sama relatiivse veaga arvudel valdaval enamikul
juhtudel on iihepalju digeid tiivenumbreid, siis jareldub,
et valdaval enamikul juhtudel

ligikaudse arvu ja tipse arvu korrutises on samapalju oigeid
tiivenumbreid kui ligikaudsel teguril.
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Naiteks, kui arvu 0,0116 koik kolm tlivenumbrit on
Biged, s.o0. kui ta absoluutne viga ei ileta 0,5 kiimne-
tuhandikku, siis nditeks korrutise

9-0,0116 =0,1044

absoluutse vea tilemmadar on 9-0,5=4,5 kiimnetuhan-
dikku ehk 0,45 tuhandikku.

Et see viga moodustab korrutise tive neljanda jargu
4,5 iihikut, siis korrutise neljas tiivenumber on arvatav;
et see viga aga moodustab korrutise tiive kolmanda jargu
0,45 thikut, siis korrutise kolmas tlivenumber on
6ige. Seega on korrutises 0,1044 samuti kolm Giget
tiivenumbrit nagu ligikaudses teguris 0,0116.

Kui see arv on mingi arvutuse lopptulemus, siis on
kohane esitada teda timardatuna kolmekohaliseks: 0,104.
Heites korvale seejuures 4 kiimnetuhandikku, me suuren-
dasime ta absoluutse vea fililemmadra, mis niigi oli 4,5
kiimnetuhandikku, 8,5 kiimnetuhandikuni, milline asjaolu
teeb juba kolmandagi tivenumbri arvatavaks (kahelda-
vaks). Arvutuse 1dpptulemuses pole sel seigal praktili-
ses elus olulist tdhtsust. Kuid kui me sellise korrutise
vaartust kasutame veel edasiseks arvutamiseks, siis el
ole soovitav teda koormata timardamisveaga, sest see
halvendab edasiste arvutustulemuste tdapsust. Seepdrast
edasisteks arvutusteks tuleb see korrutis jatta timarda-
mata, kuid nadidata siiski, et vilmane number on arvatav,
kirjutades ta vdiksemas kirjas:

90,116 = 0,1044.
: Jargmises ndites selgitame, kuipalju digeid numbreid
on kahe ligikaudse arvu korrutises.

Nédide 1. Arvutame kolmekohalise ligikaudse arvu
254 ja viiekohalise ligikaudse arvu 921,31 korrutise, eel-
dades, et mdlema arvu koik numbrid on Giged.
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. 254 Parema selgituse otstarbel votame korru-

921,31  tatavaks viiksema tiivenumbrite arvuga te-

W guri (mida tegelikul korrutamisel tavaliselt
5,08 ei tehta).

222512 Korval teostatud arvutuses on esimeses

254 osakorrutises kolm oiget numbrit, sest kor-
rutatavas 254 on kolm Giget tlivenumbrit ja
korrutajaks on tdpne arv 9. Et teiste osa-
korrutiste 6iged numbrid 16pevad madalama-
tes jarkudes kui esimesel osakorrutisel, siis
tuleb osakorrutiste liitmisel rakendada erinevates jarku-
des loppevate ligikaudsete arvude liitmise juhist. Seda
teostame sel teel, et esimese osakorrutise kolmanda
numbri jdarele asetame piistjoone ja liidame need osakor-
rutiste osad, mis jdadavad selle joone ette (ja esimeste
numbrite summa llekandejoone tagant). Nii saame kor-
rutise tlivena kolmekohalise arvu 234. Korrutise iilejaa-
nud tdisosa kohad -tdidame vidikeste nullidega. Seega
saame korrutisena kolme tiivenumbriga arvu 234o000.

234000

Toetudes sellele nditele voime tdiesti tildiselt arutella
jargmiselt.

Et esimene osakorrutis on alati suurem koigist teis-
test, siis (suurel enamikul juhtudel) osakorrutiste summas,
s. 0. antud arvude korrutises ei ole numbreid kérgemates
jarkudes kui esimesel osakorrutisel.

Et esimese osakorrutise 6iged numbrid l6pevad alati
korgemas jargus kui teistel osakorrutistel, siis korrutises
ei ole kunagi G6igeid numbreid madalamates jarkudes kui
esimesel osakorrutisel.

Seega (suurel enamikul juhtudel) korrutises on sama
palju Gigeid tlivenumbreid kui esimesel osakorrutisel.

Et esimeseks osakorrutiseks v6ib olla vdiksema digete
tivenumbrite arvuga teguri korrutis teise teguri esimese
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numbriga, s.o. tdpse arvuga, siis esimeses osakorrutises
on samapalju digeid numbreid kui vdiksema digete numb-
rite arvuga teguris.

Koigest iilal-6eldust saame jarelduse, et suurel enami-
kul juhtudel

kahe ligikaudse arvu korrutises on samapalju Gigeid tiive-
numbreid, kui neid on viiksema tiivenumbrite arvuga teguris.

Naites 1 toodud arvutisest ilmneb veel, et kui thes
teguris on kolm o6iget tiivenumbrit, siis teise teguri neljas
number ainult vdahe mdéjutab korrutise Gigeid numbreid,
viies number aga ei mg&juta neid sugugi, sest neljas ja
viies osakorrutis jdaavad liitmisel hoopis arvestamata.
Seepdrast on asjatute arvutuste vahendamise otstarbel
kohane limardada suurema Oigete tiivenumbrite arvuga -
tegur nii, et temas on samapalju tiivenumbreid v&i, et
valtida imardamisest tekkida vdivat ebatédpsust, ainult
tthe numbri vGrra rohkem kui teises teguris.

Ulesanne.

4. Arvutada jargmiste arvude korrutised andmete-
kohase Gigete numbrite arvuga:

L §-362 2. 181-0,20 8. 066-23
23-5,48 1253 - 0,31 30,8 - 4,2
16 - 92 561,30 30,8 - 4,20
0,12 -245,8 1,1-745 256 - 78,1
128 - 0,5607 0,623 - 69 10089 - 483

4 4780 102 B 124108522 1074
6024 - 3,18 - 103 5,084 71073 3,91 +10-71
1526 - 8,45 1073 41107 + 8,54-1075
08 - 1,56 - 107 9.00.+1013_ - 2,99~ 1010
2% - 6,6-108 6,4 105 - 4,80 107
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Nagu me ligikaudsete arvude korrutise Gigete numb-
rite selgitamisel tugesime ligikaudsete arvude liitmise
juhisele, nii tuleb ligikaudsete arvude jagamisel tugeda
ligikaudsete arvude lahutamise juhisele. Jargmiste nai-
dete varal jouame selgusele, kuipalju 6igeid numbreid
on ligikaudsete arvude jagatises.

Ndide 2. Jagame tdpse arvu 56 ligikaudse ar-
vuga 241.

5605 244 —10,239 Et 56 on vaiksem kui 241, siis ja-
4'2[ gatise esimene number on 0. Jaga-
78 tava kui tédpse arvu vbime esitada ka
Q| kujul 56,0, s. 0. kirjutada talle juurde
g{ nulli. Jagades niitid 560 arvuga 241
1| saame jagatise teise numbri 2. Esi-

mene osakorrutis on siis 2-241 =
— 482, milles on 3 0&iget numbrit
nagu jagajaski. Et me selle osakorrutise viimasest numb-
rist paremal pool enam ei saa digeid numbreid, seda néi-
tame sellega, et asetame selle jarele kohe piistjoone.

Esimese jddgina saame 560 — 482 = 78. Sellele arvule
nulli juurde kirjutada, s.o. seda arvu 10 korda suuren-
dada pole enam maétet, sest piistjoonest paremale tulevad
numbrid ei vadri ju enam usaldust. Selle asemel peame
vahendama- jagajat, s.o. lugema ta niiiid arvuks 24,1;
seda on kdige parem niiviisi mérkida, et me jagaja kol-
manda numbri labi kriipsutame.

Jagades niilid esimese jddgi jagaja iilejadnud tiivega
24, saame jagatise kolmanda numbrina 3. Teine osakor-
rutis on seega 3-24,1 =72 ja teine jadk on 78 — 72 =
=6. Vdhendanud jagajat jdlle 10 korda, s.o. kriipsu-
tanud ldbi jagaja teise numbri 4, jagame jadgi jagaja
tlejadnud osaga 2,4; siis saame jagatise kolmanda
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numbri 2. Kolmas osakorrutis on siis 2-2,4 =15 ja kol-
mas jadk on 6—5=1. Selle jadgi jagamisest jalle 10
korda viahendatud jagajaga 0,2 me ei saa enam J&igeid
numbreid. Seega tuleb jagamine sii-r} 16petada.

Nagu nédhtub sellest nditest, tdpse ja ligikaudse arvu
jagatises saab samapalju digeid tivenumbreid, kui
neid on ligikaudses jagajas. :

Ndide 3. Jagame ligikaudse arvu 7634 tapse ar-
vuga 132.

7634| : 132 = 578,4 Kuni jagatise teise numbri ja
660 | teise jadgi leidmiseni jagamine
1034 toimub selles naites nagu tavali-
924
il selt.
}(1)2 Teine jaak on 110 ja seda ei saa
5| jagada arvuga 132; numbrit talle
5| juurde kirjutada ka ei saa, sest ja-
Oi gatava oiged numbrid on 16ppenud

ja meil ei ole teada jagatava jdrg-
nevad numbrid. Seepédrast vahendame jagajat 10 korda,
markides seda ta kolmanda numbri ldbikriipsutamisega.

Jagades niilid teise jadgi jagaja tlejaanud osaga 13,
saame jagatise kolmanda numbri 8. Kolmas osakorrutis
on seega 8-13,2 =105 ja kolmas jddk on 110 — 105 =
= 3.

Vidhendanud jagajat jallegi 10 korda, s.o. kriipsuta-
nud lébi ta teise numbri, jagame kolmanda jddagi jagaja
iilejadnud osaga 1,3; siis saame jagatise neljanda numbri
4. Neljas osakorrutis on seega 4-1,3 =25 ja neljas jdak
on 0. Seega oleme saanud jagatise k&ik Giged numbrid
ja jagamine tuleb Idpetada.

Nagu ndhtub sellest néitest, ligikaudse arvu ja tdpse
arvu jagatises saab samapalju digeid tivenumbreid,
kui neid on ligikaudses jagatavas. .
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Samal viisil v6ib ndidata, et (suurel enamikul juhtu-
del) on dige jargmine vdide, mis hGlmab ka nendest
kahest nditest tehtud jareldused, kui tdpsed arvud lugeda
arvudeks, milledes on loendamata palju digeid numbreid:

kahe ligikaudse arva jagatises on samapalju odigeid tiive -
numbreid, kui neid on viiiksema tiivenumbrite arvuga andmes,

Ulesanne.

5. Arvutada jargmised jagatised andmetekohase
oigete numbrite arvuga:

1. 3:0,567 2. 81,2:371
520 : 3,06 122,0:0,52
88,34 : 42 1899 : 2,7
5843 : 3,14 0,433 : 729,4
0,21 : 1256 5,008 : 2,2
3. 541-10%:2,82-103 4 2-10%:27
6,03-10 : 8,37 - 104 981 :7-105
1,2-102:1,03-105 2,0-106:6,3
3465 :5,88 - 104 45:4,10- 103
2,00 102 : 0,6798 9,99 10%:5- 10

Et arvu astendamine on sisuliselt jarkjarguline kor-
rutamine iihe ja sama arvuga, siis iga uue korrutamise
tagajdrjel korrutisse kuhjub ikka uusi vigu, nii et kdrge-
mates astmetes digete tlivenumbrite arv jdrjest vaheneb.
Siiski v6ib ndidata, et enamikul juhtudel

ligikaudse arvu ruudus ja kuubis on samapalju oigeid tiive-
numbreid, kui neid on astendatavas,

seejuures on aga ruudu ja kuubi viimane tiivenumber
vahem usaldatav kui astendatava viimane tiivenumber.
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Tegelikult arvude ruudud ja kuubid vdetakse tava-
liselt tabelitest. Koolis tarvitatavad neljakohalised mate-
maatilised tabelid annavad koigi tdpsete neljakohaliste
arvude ligikaudsed ruudud ja kuubid nelja dige tive-
numbriga. Kui antud astendatavas on &igeid tiivenumb-
reid vdahem kui neli, siis tabelist voetud ruut v6i kuup
tuleb iimardada astendatava digete tiivenumbrite arvuni.
Kui aga astendatavas on digeid tiivenumbreid enam kui
neli ja astet ndutakse nelja dige tiivenumbriga, siis tuleb
astendatav enne iimardada neljakohaliseks ja seejarel
kasutada neljakohalisi tabeleid. Kui aga enam kui nelja-
kohalise astendatava ruutu v&i kuupi ndutakse samapal-
jude digete tiivenumbritega, kui neid on astendatavas,
siis tuleb kasutada vastavalt viie-, kuue- vdi seitsme-
kohalisi tabeleid.

Nédide 4. Leiame ligikaudse arvu 0,254 ruudu.

Neljakohalisest ruutude tabelist leiame, et tdpse
arvu 2,54 ruut esimese nelja tiivenumbriga on 6,452.

Et antud astendatav on 10 korda vdiksem kui tabeli
astendatav, siis ta ruut on 100 korda vaiksem kui tabeli
ruut. Et antud astendatavas on ainult 3 Giget tlivenumb-
rit, siis tuleb ta ruut kirjutada ka ainult kolme tiivenumb-
riga. Seega on

7 0,2542 = 0,0645.

Ulesanne.

6. Leida tabelite abil jargmiste ligikaudsete arvude
astmed andmetekohase Gigete numbrite arvuga:

1. 3,262 2. 243 3. 259002
5,82 243 14000
0,2782 52,343 19,93
15702 0,7333 0,073
46,342 0,403 0,0992
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4. (4,04-102)2 5. (565 10~1)3
(5,19 - 10—3)2 (9,90 - 102)3
(2,4 10—4)2 (9,9 - 103)3
(7,8 102)2 (1,506 - 10—2)3
(7,80 - 10—4)2 (8,23 - 103)3

Ligikaudse arvu juurimisel on olukord &igete numb-
ritega just vastupidine astendamisele: vo6ib toestada, et
mida kérgema juure me ligikaudsest arvust votame, seda
vaiksem on juure viga ja seda enam on seega juures
oigeid tivenumbreid. Juba ruutjuures v&ib olla enam
oigeid tivenumbreid kui juuritavas, milles véime veen-
duda jargmise naite varal.

Ndaide 5. Arvutame algoritmi abil ruutjuure ligi-
kaudsest arvust 374. ;

V347| = 19,34 = Kuni juuritava teise numbri ja

1 teise jaagi arvutamiseni toimub sel-

29 274 les ndites juurimine nagu tavali-
9 261 selt.

383 13 Teisele jaagile 13 me ei saa enam

‘—,§. 11 juurde kirjutada juuritava jargnevaid

&ﬁj g numbreid ja seega teda suurendada

umbes 100 korda, sest me neid ei tea.
Seepdrast selle asemel vdhendame
juure seni leitud osa kahekordset,
arvu 38 kiimme korda ja jagame saadud arvuga 3,8 teise
jadgi 13. Nii leiame, et juure kolmas number on 3, et
kolmas osakorrutis on 3:38 =11 ja kolmas jadk on
13— 11 = 2.

Et ka sellele jadgile pole véimalik juurde kirjutada
jargnevaid numbreid juuritavast, siis vdhendame kahe-
kordset veelgi 10 korda ja jagame saadud arvuga 0,4
jaaki 2. Siis leiame juure neljanda numbri 4 ja neljanda
osakorrutise 4-0,4 =2 ning neljanda jadgina saame O.
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Seega saime kolme Gige tiivenumbriga arvu ruutjuure
nelja dige tiivenumbriga.

Voib naidata tldiselt, et

ligikaudse arvu ruut- ja kuupjuures on vihemalt samapalju
digeid tiivenumbreid, kui neid on juuritavas;

seejuures on juure viimane number usaldatavam kui juu-
ritava viimane number.

Tegelikult voetakse ruut- ja kuupjuured alati tabeli-
test. Juurte tabelite kasutamise kohta kehtib sama, mis
iilal oli 6eldud -astmete tabelite kasutamise kohta.

Ndide 6. Leiame kahekohalise ligikaudse arvu
24000 kuupjuure. s

Neljakohalisest kuupjuurte tabelist leiame, et tdpse
arvu 24 kuupjuur esimese nelja tiivenumbriga on 2,884,

Et antud juuritav on 1000 korda suurem kui tabeli
juuritav, siis ta kuupjuur on 10 korda suurem kui tabeli
juur. Et antud juuritavas on ainult kaks oOiget tuve-
numbrit, siis tuleb ka ta kuupjuur esitada ainult kahe
tivenumbriga. Seega on

3
V24000 = 29.

Kui seda kuupjuurt oleks vaja teada kolme Gige tive-
numbriga, siis voime oelda, et

3

V24000 = 28,8,

sest on vdga usutav, et kahekohalise arvu kuupjuures on
ka kolmas number &ige.
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Ulesanne.

7. Leida tabelite abil jargmiste ligikaudsete arvude
juured andmetekohase Oigete numbrite arvuga:

1. /354 2. \3/@ 3. {4/'13#3‘
V057 V00781 Vits
V420 \3/%% z/ 0,063
V613000 V8,56 V83
VOO0OIB  vooo3 Vo
0 e e o B 3 £

4. /1,59-102 5. V/4,27-103
V6,08 - 104 VTR
V2,9~ 108 V76106
V9,072 105 V205 10
V336 10 V673 102

Koige selles paragrahvis deldu kokkuvottena saame
jargmise juhise:
ligikaudsete arvude korrutis, jagatis, ruut ja kuup ning ruut-

Jja kuupjuur tuleb esitada samapaljude tiivenumbritega, kui neid
on viiiksema digete tiivenumbrite arvuga ligikaudses andmes.

Kui tdpsed arvud lugeda arvudeks, milledel on loen-
damatult palju digeid numbreid, siis see juhis holmab ka
juhud, mil méni andmetest on tdpne arv.

Et vdltida Gmardamisvigade kuhjumise halvendavat
moju pikema arvutuse 1pptulemuse tapsusele, siis
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vahepealsetes arvutustulemustes tuleb siilitada iihe
tiivenumbri vorra rohkem, kui seda soovitab eelmine juhis;

seda lisanumbrit on kohane kirjutada vaiksema kirjaga.
Lopptulemuses jdetakse lisanumber kirjutamata.

Jargides neid juhiseid arvutaja sddstab palju aega

ja vaeva ning sellega vdhendab ka eksimuste v6imalusi
arvutamisel.

Ulesanded.

metekohase Gigete tlivenumbrite arvuga:

1.

3.

(0,43 + 25,85) - 123

(1,28~ 25).-1,23

(47,64 — 47,33) - 39,465

30400 * 167
50210 + 3142

12 + 8,346
78,86 + 12,324

r

V 385+

- ! + .

1

V0,064

50,12 - (134,6 — 129,7)
6081 - (352,5 — 352,1)

1

38,5

1

V6,4

4.

2. /9,82 + 15242

V55,0 + V5,5
3 3

V100 : /25
583 , 24

47,8 iz 52
V44,2 . 5632
Y = + L
5,632 V44,2

V5 V4,0
73,2462

7 - 6002

7,2
1 1
124 26

3 3 3
V226,22 + V6,2 + V0,2

8. Teostada jargmised tehted ja anda tulemus and-
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9. Arvutada jargmiste avaldiste vdartused nelja Gige
tuvenumbritega:

1. 3,8-342,563 2 V543 : 27
NI XET) V10 + V0,08
V2 Vs (Vi vy
= Vi2 + VB
3 28 37
4" PO

10. Arvutada avaldise

vadrtus andmetekohase digete tiivenumbrite arvuga, kui
R —950:p —206 6a  r=— 17.5.

11. Arvutada avaldise
Vx+ 3+ V5—3x—V2

vaartus andmetekohase Oigete tlivenumbrite arvuga, kui
=0, 2873
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Peatukk II

Logaritm.

§ 5. Arvu kiimnendlogaritm.

Modnede tehete teostamist on vdimalik tunduvalt ker-
gendada, kui arvud, millega tehteid tuleb teha, kirjutame
iihe ja sama arvu astmetena. Teades nditeks, et

32 = 28, 512 =29 ja 16384 = 214,
vdime korrutise 32512 arvutada jargmiselt:
32 -512 =.25-2° = 214 =.16384.

Arvu kirjutamine astmena kergendab eriti juurimise teos-
tamist. Sel viisil leiame naiteks, et

7 7
V16384 = V214 = 22 = 4,

Samuti on vdimalik kergendada jagamise ja astendamise
teostamist.

Ulesanne.

12. Koostada arvu 2 astmete tabel kuni 12-nda ast-
meni ja teostada selle tabeli abil jargmised tehted:
5

L 1664 4. /1024
3
2. 12832 5. /512
4 6
3. 4096 : 256 6. /4096 - \/ 4096
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Et dlalkirjeldatud arvutamise kergendamise vdte
oleks iildisemalt rakendatav, peame oskama kirjutada
iga vajalikku arvu iihe ja sama arvu astmena. Valime
selleks arvuks meie arvusiisteemi aluse, s.o. arvu 10.
Seega peame oskama leida arvu a puhul niisugust asten-
dajat x, et

107 —a.

Niisugust arvu x nimetatakse arvu ¢ kimnend-
logaritmiks! ehk logaritmiks alusel 10 ja t&hista-
takse siimboliga log a; seega

antud arvu kiimnendlogaritm on arv, millega kiimmet asten-
dades saame antud arva.

Nii nditeks on arvu 100 kiimnendlogaritm 2, sest
102 =100. Logaritmi siimboli abil kirjutatakse seda
jargmiselt:

log 100 = 2.

Nii kirjutatakse ka, et

log 1000 = 3, sest 103 = 1000,
ja
log 0,1 = —1, sest 07 2 i)t
ning
log V10 = %, sest 10% = 1/10.

Kimnendlogaritmi definitsiooni jargi on iildiselt

10g a'="X; kui 10* = a.

1 Oskusséna logaritm on moodustatud kreckakeelsetest
sonadest 16 gos = sbna, mdistus, aru, suhe ja arithmos =
arv. Logaritmid leiutasid soltumatult teineteisest inglane
J. Napier ja 3veitslane J. Biirgi XVII saj. alguses.
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Elimineerides kahest viimasest vOrdusest tdhe x,
saame voOrduse
:

107 % =g

elimineerides sealtsamast tdhe a, saame vorduse

10gaT0E ==X

Modlemad saadud vordused viljendavad kiimnendloga-
ritmi definitsiooni logaritmi siimboli abil.

Arvu logaritmi leidmist nimetatakse selle arvu loga-
ritmimiseks. Arvu, mida logaritmitakse, nimetatakse
logaritmitavaks. Arvu 10 nimetatakse kiimnend-
logaritmide aluseks: 1

Jargnevatel lehekiilgedel tegeleme peamiselt ainult
kimnendlogaritmidega, seepdrast nimetame neid edas-
pidi lihidalt logaritmideks.

Ulesanded.

13. Kirjutada jdargmised arvud arvu 10 astmetena ja
leida nende logaritmid:

- 100 Sl i L rodve
1000 0,01 10000 1000000
10 0,001 0,0001 0,0000001

10

3 5
5 /10 6. \/1—0 . /10 8 /10
3 5
V1000 V100 /10000 V1o
3 6 "

V0,1 V0,01 V0,001 V0,0001
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14. Logaritmida jdrgmised avaldised:

e 10 10° 1072 1074 100
2. 102 " 108 1013 10-2 10—%

15. Leida jargmiste avaldiste vdartused:

1. qQlogtoo 2. 1083 . 101034' 3. 10—los3
lologl lologﬁ & 1ologﬁ 10—1032
10t 101°2° ; 10l (10782
JOPESS . o gplen g (e (10°8%)?*
1Qloe24 Eripes VIO

16. Leida arvud, millede logaritmid on:
1. 3 4 6 0
2. —1 —3 —5 —8

17. Kasutades ruut- ja kuupjuurte tabeleid, leida
arvud, millede logaritmid on:

1 1 1
1. 3 2. e 3. 3 4, 15
13 & i &
23 13 2} 13
1 1 3 1
N gt o iy o
el e —23 —1}

§ 6. Logaritmi graafik.

Et saada selge kujutlus arvu logaritmist, selleks val-
mistame logaritmi graafiku, s.o. kujutame graafiliselt,
kuidas muutub log a arvu a muutumisel. Selleks tuleks
anda arvule a rida wvaartusi, arvutada neile vastavad
log a vaartused, kujutada saadud a ja loga vaartuse-
paarid punktidena ning iithendada need punktid sileda
kovera abil.
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Kuid antud arvu logaritmi arvutamine nduab,
nagu ndeme paragrahvis 4, tunduvat aega ja vaeva. Et
kiiremini jouda eesmargile, selleks kasutame vastupidist
teed: anname ette mitte logaritmitava vaartused, vaid
moned lihtsad logaritmi vaartused, nagu

ja arvutame (nagu ililesannetes nr. 16 ja 17) nendele log a
vaartustele vastavad a vaartused.

Viimaste arvutamine toimub jargmisel viisil:
kui log a = —1, siis a= 101 = 0,1;
seega log 0,1 = —1;
kui log a = —3, siis a=10—% = V0,1 ~0,32;
seega log 0,32 =~ —4 = —0,5;
kui log a = —4, siis @ = 10~1 = V' v/0,1 2 0,56;
seega log 0,56 = —1 = —0,25;

Niiviisi arvutust jdtkates saame koostada jargmise
tabeli:

0,56 ' 1 } 1,78 | 3,16 1.5,62 i

|
|
o o 1 St e S i 0%
=1 }85 | 0,25{ 0 "0,25 50*075‘ 1
3 | 1

|
|
|
I
|
! ‘ |
| ' \

Saadud tabeli pohjal joonestame logaritmi graafiku
(joonis 1), vottes arvu a kujutamisel ihikuks 10 mm ja
log a kujutamisel tihikuks 100 mm.
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Joonestatud graafikust saame ‘leida 0,1 ja 10 vahel
asetsevate arvude logaritme. Naiteks on

log 2~ 030 log5 = 070 log 0,5 = —0,30.

Seda graafikut saame kasutada ka vastupidiseks iiles-
andeks: maddrata —1 ja +1 vahel a-setsevatele logarit-
midele vastavaid arve.

Naiteks leiame, et
kui log a = 0,54, siis a = 3,5.

Graafikust leitavad log a ja a vadrtused on ligikaud-
sed. Suurema tdpsuse saavutamiseks, kui seda vGimal-
dab joonis, tuleb kasutada numbrilisi arvutusvotteid.

Ulesanded.
18. Leida joonise 1 abil jargmiste logaritmide vaar-
tused:
log 3 log 4 log 5 log 8
log 0,4 log 0,5 log 0,7 log 0,8

19. Leida joonise 1 abil arvud, mille logaritmid on:
0,14 0,20 0,54 0,85
—0,10 —0,20 —0,25 —0,40

§ 7. Logaritmi omadusi.

Eelmistes paragrahvides astendasime arvu 10 ratsio-
naalarvudega, s.o. tdis- ja murdarvudega. On selge, et
astendades arvu 10 positiivse v&i negatiivse tdisarvuga,
saame ikka kiimnendsiisteemi mingi: jarkarvu: 10,
100, 1000, ... voi 0,1, 0,01, 0,001, ...; astendades arvu
10 arvuga 0, saame tdisarvu 1. Kuid astendades arvu 10
mingi taandamatu murdarvuga, saame alati mingi juure

mingist jarkarvust, s.o. alati irratsionaalse arvu.
1A B 1\
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Toestame niitid teoreemi, et arvu 10 astendamisel rat-
sionaalarvuga ei saa kunagi jarkarvust erinevat ratsio-
naalarvu ehk, teiste sonadega,

ratsionaalsete - mittejirkarvude logaritmid on irratsionaal-
arvud.

Toestame selle teoreemi kahes osas — enne tdisar-
vude ja hiljem murdarvude kohta.

Teoreemi esimese osa toestus tugeb tdisarvuliste
jarkarvude sellele omadusele, et iga sdarane jarkarv
sisaldab algteguritena ainult arve 2 ja 5 ning seejuures
kumbagi tegurit vordsel arvul, kuna aga koik muud tais-
arvud sisaldavad kas hoopis muid tegureid vGi peale 2
ja 5 ka muid tegureid voi ka ainult neid tegureid, kuid
mitte vOrdsel arvul.

Oletame, et mingi taisarvulise mittejarkarvu ¢ loga-
ritm x on ratsionaalarv. Siis voime selle logaritmi esi-

5 S m
tada mingi murruna o .

b dffen
n
Siis oleks
m

102 =1

Astendades selle vorduse kummagi poole arvuga n,
saame, et
BOT =N

Seega viimase vorduse vasak pool oleks mingi jarkarv,
parem pool aga mingi tdisarvuline mittejarkarv. S&a-
rane vordumine on aga voimatu. Jarelikult tdisarvulise
mittejarkarvu logaritm ei vGi olla ratsionaalarv, vaid on
irratsionaalarv. 2
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Toestame niitid teoreemi teise osa. Olgu arv Z mingi

taandumatu murdarvuline mittejarkarv. Kui selle murru

logaritm oleks mingi ratsionaalarv m  siis oleks
n
q
ehk
n ¢ N
1om=P .

n

Vaatleme eraldi juhtumeid, kui m on 0‘, kui m on
positiivne ja kui m on negatiivne.
Kui m = 0, siis oleks
n
pn —100=1
q

ja jérelikulf ka Z =1, mis on vastuolus eeldusega, et;
on taandumatu murd.

Kui m on positiivne, siis taisarv 10™ vorduks mur-
ruga
n
p‘ '
qn
mis on voimatu.
Kui m on negatiivne arv, siis voime ta kujutada
arvuna —pu, kus ¢ tdhendab arvu m absoluutvaartust.
Siis voéime viimase vorduse kirjutada kujul:

i p"
10 & - n '
kust saame, et
105 = < SR
pn
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Selle vorduse paremal poolel seisev avaldis on kas murd-
arv voi tdisarvuline mittejarkarv. Seega see vordus
tahendaks, et jarkarv 10# vordub murruga voi taisarvu-
lise mittejarkarvuga. Nii {iks kui teine on v&imatu.
Seega ka murrulise mittejarkarvu logaritm ei vo6i olla
ratsionaalarv. Jarelikult k&igi ratsionaalsete mittejark-
arvude logaritmid on irratsionaalarvud.

Ulesanne.
20. Otsustada, millised, jargmise tabeli tiithjad lahtrid

tuleb tdita spnadega: ,tdisarv’’, ,murdarv" ja ,irratsio-
naalarv'':

Ratsionaalarv Irratsionaalarv
Jark~ t4ad
A AT Mittejirkarvu ’
Logaritmitav Jark_! Mittejiark- | arvu ! — | Muud irrat-
arv ! arv tdisarvulise juuri-! sionaalarvud
| jaga juur

|
Ratsionaal- voi
irratsionaalarv,
] | sOltuvalt loga-
LOgd”tm ] ritmitava irrat-
| sionaalsuse
i loomust

Varajasemas algebra kursuse osas oli arvu aste defi-
neeritud ainult ratsionaalse (tdis- ja murdarvulise) asten-
daja korral. Defineerime niilid positiivse arvu
astme ka irratsionaalse astendaja korral.

Kuj irratsionaalarvu p lihendid on ratsionaalarvud . Ja
& ,T“l, siis positiivse arvu a astmega of tihistatakse arvu,
mille ldhendid on
m m-+1
a’ ja-’ a

Negatiivset arvu irratsionaalse astendajaga ei asten-
data; niisugusel astmel puuduks arvu tdhendus.
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Ndadide 1. Arvutame astme 10V? moned ldhendid.

Et selle arvu lahendid on defineeritud arvu /2 ldhen-
m+1

s
Pohjusel, mis selgub allpool, peame need ldhendid val-
jendama kahendmurdudes, s.o. ldhendite nimetajatena
kasutama arvu 2 astmeid:

dite kaudu, siis leiame arvu \/f léhendid: ja

=2k
kus k on positiivne tdisarv.

Leidnud proovimise teel, et

(132 <2< (13)2
ehk
<21
saame, et :
1012 < 10V2 < 1014,

Seega astme 10V2 lahendid on 10'3 ja 10'%,
Arvutame nende lahendite vaartused. Ruutjuurte

tabelite abil leiame, et
1018 =10V/10 = 103162 = 31,62
ja et
&K Pl L
1013 = 1010 = 10 V' V10 = 103,162 —
= 101,779 = 17,79.

Seega arvu 10V2 esimeste lahendite vaartused on 17,79
ja 31,62.

Et nende lahendite vahe on veel liialt suur, siis peame
otsima paremaid ldahendeid, s. 0. suruma arvu 10V?2 kitsa-
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matesse piirivdésse. Selleks surume arvu /2 kitsama-
tesse piiridesse. Proovimise teel leiame naiteks, et

26 \? 27 \2
(15) <2< (1
ehk
26 S 27
1‘571<V2< Ly

kust saame, et

13 = 27
10 <V2<10%
ehk

R T = 64 - it

32 :
10v1018 < 10V2 < 10V/1027,

322 Cuihy
Juure V10'? vadrtuse leiame jark-jargulise ruutjuure
arvutamise teel:

V1018 = V10 10'2 = 3,162 - 105,
R Pl o G Seliid
V1013 = V3,162 - 106 = 1,779 - 103,

g0 A R (LT :
V1013 = V1,779 - 108 = /17,79 - 102 — 4,218 - 10 = 42,18,

16

V1013 = /42,18 = 6,494,
32 2Ry
V1013 = /6,494 — 2,549,
Samasugusel viisil leiame, et
L ISt
V1027 = 2,642.

Seega arvu 10V2 lihendid on

10-2,549 — 25,49
ja
102,642 — 26,42.
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Valides teise nendest ldhenditest arvu 10V?2 hglkaudseks
viartuseks, saame tulemuse:

10V2 = 26.

Meie siht selles naites oli ndidata, kuidas voime meile
seni tuttavate tehete abil leida positiivse arvu irratsio-
naalse astendajaga astme ldhendid. Seejuures tuli meil
astendada arvu 10 nende ldhenditega, mis aga muu hul-
gas ndudis ka juurimise tehete teostamist. Et me juu-
rimisalgoritmidest tunneme ainult ruutjuure algoritmi,
siis pidid astendajad olema valitud nii, et astendamist
oleks olnud v6oimalik teostada ainult ruutjuure algoritmi
abil. Selleks olidki astendajad véljendatud kahendmur-
“dudes.

Tegelikult aga vOime siiski arvutamise hhtsustaml-
seks kasutada juba varem arvutatud ruutjuurte vaartusi,
vottes neid ruutjuurte tabelist.

Ulesanded.

21. Arvutada arvu 10V2 ligikaudne vdadrtus, vottes

astendaja lahenditeks 1,'2“; ja 1;(5); :

35
22. Arvutada arvu 10V3 ligikaudne vaartus, vottes
astendaja lahenditeks 15 ja 1 .
3.
23. Arvutada arvu 10V5 ligikaudne vdartus, vottes
astendaja lahenditeks 104 ja 1”8

Eelmiste klasside algebrast on teada, et kui arv a on
suurem kui 1 Ja m on positilvne tdisarv, siis a™ > 1 ja

ka \/a ehk a™ on suurem kui 1.

Sellest saab jareldada, et kui arv a on suurem kui 1
ja r on positiivne ratsionaalarv, siis alati a” > 1.
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Toesti, iga positiivset ratsionaalarvu voib esitada
kahe positiivse tdisarvu m ja n jagatise kujul: r— 7,
n

seega

" n

a =a" = \/aT

Viimases avaldises on juuritav a™ ilaléeldu pohjal suu-
rem kui 1, jarelikult ka juur on suurem kui 1.

Néitame niitid, et iga positiivse irratsionaalarvu D
puhul samuti
a%= 1 lonia Bt

Selleks vdtame arvesse, et iga positiivne irratsionaalarv

P asetseb kahe positiivse ratsionaalaryu ™ el
n n

’

tema lahendite vahel:

m m+1
* < p < i
n n
ja seejuures
-l o
a® < a ® ;
m+' ’f‘ !, "1, n n
sesta * —=q"-q"— q* Vaning Va> 1,

Stimboliga a? tdhistame, nagu ndagime fiilal, sellist arvu,
m m —Q—-l

mille ldhend puudusega on a”" ja ldhend liilaga ona ™
seega

”m w1

ansialsal*
Et, nagu eespool selgus, a" on suurem kui 1, siis jarel-
dubki niitid, et ka a? > 1.
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Kokkuvoetult koigist eelnenud juhtumeist saame, et
kui @ > 1, siis mistah es positiivse arvu g puhul alati

Qv
Kasutades seda teoreemi juhtumil, kus a — 10, saame
mistahes positiivse astendaja g puhul:

: 102 > 1.
Negatiivse astendaja puhul on aste madadratud teatavasti

e {0
on 107 kull positiivne, kuid vaiksem kui 1, — lthidait

jargmiselt: 10~? = Rk jarelikult iga positiivse g puhul

S0 =1

Arvestades veel kokkulepet, et 10°=1, vdime jéarel-
dada, et
arvast { suuremate arvude logaritmid on positiivsed
(sest kiimmet nulliga v6i negatiivse arvuga astenda-
des saaksime tulemuse 1 v4i vadiksema kui 1).
arvu 1 logaritm on 0 ning
arvust 1 viilksemate positiivsete arvede logaritmid on nega-
tiivsed.
Eelnenud teoreemist ja jareldusist selgub ka, et aval-
disega 10’ saab esitada ainult positiivseid arve. Seega
nullil ega negatiivsetel arvudel pole kiimnendlogaritme.
Toestame niitid teoreemi, et
kiimne asfe suureneb. astendaja suurenemisel.
Selleks olgu p ja q mistahes arvud ning g > p. Siis
- vahe ¢ — p on mingi positiivne arv v. Seegagq=p + v
ja
109 =.10P+"=:107: 107> 107,

sest positiivse v puhul teatavasti 10’ > 1 (ning ka 10” on
positiivne).
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Sellest teoreemist jareldub, et

logb > log a, kui b > a, — ehk:

kahest logaritmist on see suurem, millel on suurem logaritmitav.

Et logaritmi definitsiooni jéargi log 10™ — m, siis

log 1\ =0, :
log 10" =4, lag 0,1 = —1,
log 100 —""2; log 0,01 = —2,

log 1000 = 3, log 0,001 = —3,

Eelnenud teoreemi pdhjal jareldame siit, et koigil
arvudel, mis on 1 ja 10 vahel, on logaritmid 0 ja 1 vahel,
samuti 10 ja 100 vahel olevate arvude logaritmid aset-
sevad 1 ja 2 vahel jne.; 1 ja 0,1 vahel olevate arvude
logaritmid asetsevad aga 0 jd —1 'vahel; 0,1 ja 0,01
vahel olevate arvude logaritmid asetsevad —1 ja —2
« vahel jne.

Ulesanded.

24. Arvutada jargmiste astmete vaartused ja jarei-
dada, missuguste positiivsete astendatavate puhul on
uldiselt kehtiv lause, et astendaja suurenedes aste suu-
reneb:

n (%)2 2. 0,22 3. 0, 16% 4,118 O¢ i 3—2
(3)3 0,21 0,164 14 - o,
(3)* 0,20 0,163 15 32

25. Leida, missugused jargmistest logaritmidest on
positiivsed ja missugused on negatiivsed:

log 2, log 3, log 0,04, log 600.
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26. Leida, missuguse kahe jarjestikuse tdisarvu vahel
asetseb igaiiks jargmistest logaritmidest: '

log 5, log 20, log 5300,
log 0,3, log Q,007, log

§ 8. Antud arvu logaritmi arvutamise ndide.

Tapsemad logaritmide vaartused, kui neid on v®i-
malik saada graafikust, saame numbrilise arvutamise
teel.

Arvutame nditeks arvu 2 logaritmi ligikaudse vaar-
tuse, s.o. leiame sellise arvu x, et oleks

107 302

Et arv 2 asetseb arvude 1 ja 10 vahel ehk 10° ja 10!
vahel: ;
109 <2 <108

siis arv x asetseb arvude 0 ja 1 vahel:
0 < x <l

Jarelikult voéime arvu x esitada arvust 10 vaiksema
positiivse arvu y ja arvu 10 jagatisena:

SR
X =10
Seega vdime oma esialgse vorrandi nitid kirjutada

kujul:
y
LOR = D \

Astendades selle vorrandi kummagi poole arvuga 10,
saame, et

10V — 2]0
ehk

107 — 1024.
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l Et arv 1024 asetseb jarkarvude 103 ja 104 vahel, siis’
astendaja y asetseb arvude 3 ja 4 vahel:

3<y<a,

Jarelikult me v6ime arvu yesitada kujul:
: Z
Ver8er 10"
kus z on mingi positiivne arv, mis on vaiksem kui 10.
Seega voime viimase vorrandi niitid kirjutada kujul:

103 * 10 — 1024
ehk

1000 - 1010 — 1024
ehk

1010 —= 1,024,

Astendades selle vorrandi kummagi poole arvuga 10,
saame, et 3
10%. = 1,02410,

Otsese korrutamise teel voi 10-ndate astmete tabelist
leiame, et
1,02410 = 1 2677,

millises tulemuses on 18pust jaetud kirjutamata meile tar-
betud 26 numbrit. Seega viimane vorrand nduab, et
10% =~ 1,2677.
Et arv 1,2677 asetseb arvude 10° ja 10! vahel, siis arv

z asetseb arvude 0 ja 1 vahel. Jéarelikult vdime arvu
z esitada kujul:
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kus u on mingi positiivne arv, mis on vaiksem kui 10.
Seega vOime viimase vorrandi kirjutada kujul:
A "

1010 =~ 1,2677
ehk
10* =~ 1,267710,

Otsese korrutamise teel voi tabelist leiame, et

1,267710 =~ 10,72.
Seega on
10* = 10,72.

Et arv 10,72 asetseb arvude 10‘ja 102 vahel, siis arv
u asetseb arvude 1 ja 2 vahel. Valime arvu u ligikaud-
seks vddrtuseks esimese nendest arvudest:

=i
Siis saame, et
u
Z = 7 e 0,1
ja
z
=3+ = 1
¥=23 10 3,0
ning l6puks, et
MR e
X R 0,301.

Seega oleme leidnud log 2 ligikaudse vddrtuse kolme-
 kohalise murdosaga:
log 2= 0,30%

Ulesanne.

27. Arvutada log 3 ligikaudne vaértus kahekohalise
murdosaga, teades, et 310 — 59049 ja 5904910 — 5,15 107
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§ 9. Logaritmi kirjutusviis.
Nagu nédgime paragrahvis 7,

jarkarvude logaritmid on tidisarvud;

naiteks
log 10000 = log 10% = 4,

log 0,0001 = log 10~ % — —4,

~

Seal oli ka toestatud, et k6igi teiste ratsio-
naalsete arvude logaritmid on irratsio-
naalsed. Niisugused logaritmid avalduvad 16pmatute
kiimnendmurdudena, mis ei taandu harilikeks murdu-
deks. Nii on
' logr 35=—=10, 427427/

log 0,041 =—1,38722 ...

Logaritmid antakse ligikaudsetena, tavaliselt
kas 4, 5 vdi 7 kohaga. Enamik tegelikkuse poolt seatud
tlesandeid ei vaja lahendamiseks enam kui neljakohalisi
logaritme. Me kirjutame neid kujul

log 3 = 0,4771,
log 0,041 — —1,3872,

pidades meeles, et vordusmarki siin tldiselt ikka tuleb
moista ligikaudse vordumise siimbolina.

Logaritm koosneb tdisosast ja murdosast;
nditeks on log 473 — 2,6749; siin on logaritmi tdisosa 2
ja murdosa 0,6749; edasi log 0,0854 — —1,0685; siin on
tdisosa —1 ja murdosa —O0,0685.

On otstarbekohane logaritme kirjutada nii, et
nende murdosa igal juhul on positiivne.
Kui logaritm on negatiivne, siis liidame selle murdosaga
arvu 1 ja et logaritmi vaartus ei muutuks, liidame tema -
taisosaga arvu —I1,
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Niide.
log 0,041 = —1,3872 = —1 + (—0,3872) =
— (—1 —1) + (1—0,3872) =
—_ 2+ 0,6128.

Lithidalt kirjutame selle teisenduse ja tulemuse nii

ules:

SR
i

log 0,041 —= ~—1,3872 — —1,3872 — 2,6128..

Seda kirjutist loeme jargmiselt:

log 0,041 on kaks miinusega koma kuuskiimmend
iiks kakskiimmend kaheksa.

Sddraselt véaljendatud negatiivsete logaritmide kohta
itleme, et nad on véljendatud poolnegatiivsel
kujul.t

Et poolnegatiivsel kujul vidljendatud logaritmi saada
tdisnegatiivsel kujul, selleks tuleb teda teisendada nii, et
ta murdosa saaks negatiivseks: murdosaga tuleb liita
arv —1 ja, et logaritmi vdaartus ei muutuks, tuleb tema
tdisosaga liita arv 1.

Nadide:

log 0,041 — 2,6128 — —2 + 0,6128 =
— (=2 + 1) + (—1 + 0,6128) =
— —1 + (—0,3872) = —1,3872.

~Lithidalt kirjutame selle teisenduse nii iles:

i1,
N

log 0,041 = 2,6128 — 2,6128 — —1,3872.

1 Logaritmi tidisosa nimetatakse ka tema karakteristi-
kuks ja posiiiivset murdosa — tema mantissiks.
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Ulesanded.

28. Vailjendada jargmised negatiivsed arvud pool-
negatiivsel kujul:

6 2 08 7 ity & N
240 —2,65 2300 —1,98
— 2,046 —3,557 —4,001 —3,0021

29. Teisendada jargmised poolnegatiivsel kujul antud
arvud taisnegatiivseteks:

1 13 2. 18 . 8 24 4. 29
2,73 3,82 1,301 1,477
3,000 2,903 3,8062 4,6911

Kahe logaritmi vahe arvutatakse alati nii, et selle
murdosa on positiivne. Kui vahe on negatiivne, siis
tuleb ta vdljendada poolnegatiivsel kujul. Kuid otstar-
bekam on vahe arvutada vahetult poolnegatiivsel kujul.
Seda saavufatakse sellega, et lahutatava murdosa lahu-
tatakse vdhendatava murdosast igal juhul, ka siis, kui
vdhendatav ise on vdiksem kui lahutatav. Viimane asja-
olu leiab véljenduse alles tdisosade lahutamisel: vahe
tdisosa tuleb negatiivne.

N dide 1 Leiame arvude 1,47 ja 2,34 vahe pool
negatiivsel kujul.

1,47 Lahutades murdosast 0,47 murdosa 0,34
234 saame vahe murdosa positiivsena 0,13. Lahu-
1,13 tades tdisosast 1 tdisosa 2 saame vahe tdisosana
—1. Seega nende arvude vahe poolnegatiivne

kuju on 1,13.
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Kui vdhendatava murdosa on vaiksem kui lahutatava
murdosa, siis tuleb esimest suurendada 1 iihelise vorra,
mille vorra peab siis ka vdhendama vdhendatava tais-
osa (;,laenamine’), mida margime punktiga vdhendatava
taisosal.

Ndide 2. Leiame arvude 2,16 ja 3,84 vahe pool-
negatiivsel kujul.

2,16 Suurendanud vahendatava murdosa 1 the-
—3,84 lise vorra ja lahutanud arvust 1,16 murdosa
232 0,84, saame vahe murdosa 0,32 positiivseﬁa.

Lahutades vahendatava taisosast, kuhu niitid
on jaanud 1 {Uheline, lahutatava tdisosa *3,
saame vahe tdisosana —2. Seega nende arvude vahe

poolnegatiivsel kujul on 2,32.

Allpool toome moned néited tehetest poolnegatiivsel
kujul antud arvudega. g

N aide 3. Liidame arvud 1,4823 ja 2,9145.

1,4823 Nende arvude murdosade summa on
+29145 13968, mille murdosa ongi antud arvude
*2,39“68 summa murdosa. Selle arvu taisosa 1 liidame
liidetavate tdisosadega: 1 + 2 + 1 —=2. Seega

antud arvude summa on 2:3968.

Nédide 4. Lahutame arvust 3,2687 arvu 1,8342.

5,2687 Et vdahendatava murdosa on vaiksem kui
—1,8342 lahutatava oma, siis suurendame seda 1 iihe-
= lise vorra, mille vorra vdhendame vdadhenda-
tava tdisosa (,,Jaenamine’), mida margime
punktiga vdhendatava tdisosal. Lahutades

'3,4345

4
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arvust 1,2687 murdosa 0,8342, saame vahe murdosa 0,4345.
Vihendatava tdisosa on niilid 3— 1 = 4; lahutades sel-
lest tdisosa 1, saame PR B e (—)=—4+1=
—=_3=3. Seega antud arvude vahe on 3,4345. :

Naide 5 Arvutame korrutise 4-1,573.

1,573 Korrutades neljaga murdosa 0,573, saame arva
4 2,292, mille murdosa on noutud korrutise murd-
3727927 osa. Selle arvu tdisosa liidame korrutatava tdisosa
korrutamisest saadud arvuga: s d
—4 +2=2. Seega antud arvude korrutis on 2292.
Kui korrutaja on mitmekohaline arv, siis on soovitav
korrutada selle arvuga eraldi poolnegatiivse arvu murd-
osa ja tdisosa ning hiljem kirjalikult liita tulemused.

Ndide .6. Arvutame korrutise 12- 1,643.

1,643 Korrutades eraldi murdosa 0,643 ja tdisosa

=12 1 arvuga 12, saame 7,716 ja 12. Nende summa
(15126 on 5,716. See ongi otsitav korruti‘s.

7,716 Poolnegatiivsel kujul antud arvu jagamisel

12 mingi tdaisarvuga peab juhul, kui ta tdisosa ei

i 57?16 jagu jagajaga, taisosa taiendama sellise arvuni,

mis jagub jagajaga. Et seejuures jagatava suu-
rus ei muutuks, tuleb murdosaga liita tehtud tdiendusega
absoluutvaartuselt vordne, kuid mérgilt vastupidine arv.

Ndide 7. Arvutame jagatise 1,564 : 4.

Taiendame jagatava tdisosa 4-ga jaguva arvuni —4.
Selleks lisame tdisosale arvu —3 ja murdosale lisame 3

thelist. =343,
R

1,564:4 = 1,564:4 — (4 + 3,356) : 4 —
— 1+ 0,891 = 1,891,
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Poolnegatiivsel kujul antud arvu korrutamisel mu-
ruga tuleb tdpsema tulemuse saamiseks, nagu tavalisi
arvegi, enne korrutada lugejaga ja alles selle jarel
jagada nimetajaga.

Ulesanded.

30. Arvutada jdargmised summad poolnegatiivsel

kujul:
L 21+17 2. 12+ 25
27+ 1,8 38+ 23
1,5 + 32 1,7+ 14

8. 1,5674 + 2,4589 + 3,1224
0,7009 + 1,4851 + 2,2156
1,5620 + 1,4730 + 1,8566
2,8862 + 3,4973 + 1,3338 + 2,9001

31. Arvutada jargmised vahed poolnegatiivsel kujul:

L 28—35 0124 R g
2,5—0,8 PR e
54—1,2 05—16 234218
4. 1,4285—1,9342 5. '2,7006 — 3,8004

1,0512 — 3,6701 1,4276 — 0,2086
1,5383 — 1,7811 1,0896 — 2,9003
2,5060 — 2,8040 2,4896 — 4,5672

32. Arvutada jargmised korrutised poolnegatiivsel
kujul:
TARTU OLIKOOL) 51
RAAMATUKDBY




R 2. 10-2,4 3. 517

10-1,3 ’ 2:29 15-1,8

41,4 12-1,6 623
42,5672 11-1,9873 —2-1,3824

31,7004 24 -1,9991 —3-1,4410

33. Arvutada jargmised jagatised poolnegatiivsel
kujul: = ‘

Yo g9 2. 25:3 3. 28:4
1,4:3 47:2 » 36:2
1,4:2 3,6: 16:5

4348(2:3 - 8. 315341 :3 6. 1,4384:2
2,2668 : 4 1,6723 : 4 4,2403 : 10
1,4242 : 5 2,6723 : 6 12,0072 : 16

" 34. Arvutada jargmiste avaldiste vaartused poolnega-
tiilvsel kujul, teades, et log 0,041 — 2,6128 ja log 0,002 =
= —2,6990:

1. 21log 0,041 2 1log 0,041 + log 0,002 3- 3% log 0,041
4 log 0,002 2 log 0,041 —410g 0,002 £ log 0,002

35. Arvutada jargmiste avaldiste véartused, teades,
et 1004971 — 7 ja 101,6990 — 4.

L log# + log = % %logd—iloga
log # —log « 12log % + 4log =
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§ 10. Logaritmi tdisosa mddramine.

Toestame teoreemi:

Arvue a Korrutamisel jirkarvuga 10 jddb arvu logaritmi
murdosa endiseks, tdisosa aga muutub arvwe m absoluutviirtuse
vorra suuremaks voi viiksemaks, vastavalt sellele, kas m on
positiivne voi negatiivne,
mis kehtib ka negatiivse logaritmi kohta, kui see on esi-
tatud poolnegatiivsel kujul.

Toestuseks korrutame vorduse

a = 10%ee

kummagi poole jarkarvuga 10™. Siis saame, et

10™ - @ = 10™ - 10%8
pos 10™ - @ = 10m+1oea,
Logaritmi definitsiooni pohjal saame viimasest vordu-

e logi 0= a)=="n"Floqga.

Sellest nahtub, et arvu 10™:a logaritm erineb arvu a
logaritmist tdisarvu m vorra; seetdttu on arvu
10™ - a ja arvu a logaritmidel liks ja sama murdosa.

Teades, et log 2 = 0,301,

voime dsja toestatud teoreemi pdhjal oelda, et

log20 = 1,301  log200 = 2,301  log 20000 = 4,301
10g0,2 = 1,301  log0,02 = 2,301  10g0,0002 = 4,301

Nendest ndidetest nahtub, et logaritmi tdisosa kohta
kehtib jargmine juhis: s

1. Arvudel, mis on suuremad kui 1, on logaritmi tdisosa iihe
vorra viiksem selle arvu tdisosa numbrite arvust.
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2. Positiivsetel kiimnendmurdudel, mis on viiksemad kui 1,
on logaritmi tiisosa negatiivne arv, mille absoluutvéirtus vordub
selle arva avanullide arvuga.

Selle juhise pohjendamiseks paneme tahele, et koik
ithekohalise tdisosaga arvud asetsevad 1 ja 10 vahel;
jarelikult nende arvude logaritmid asetsevad 0 ja 1 vahel;
seega nende arvude logaritmide tdisosa on 0. Nii nai-
teks on log 7,85 — 0,8949.

Seega on tilalantud juhis tthekohalise taisosaga arvude
kohta oOige. Kuid varem tdestatud teoreemi abil saame
niiid jareldada, et see juhis on kehtiv iga arvu kohta.
Toepoolest, iga n-kohalise tdisosaga arvu saab sellesama
tivega tthekohalise tdisosaga arvust, kui seda korrutada
jarkarvuga 10"—!. Selle korrutamise tagajdrjel logaritmi
taisosa, mis enne oli 0, saab vordseks arvuga n— 1, mis
ongi kooskdlas tilalantud juhisega. Naiteks arvu 785
saame, kui korrutame arvu 7,85 arvuga 103! ehk 102,
Et log 7,85 tdisosa on 0, siis log 785 taisosa peab olema 2.
Seega on log 785 — 2,8949.

Korrutades thekohalise tdisosaga arvu jérkafvuga
10—™", saame n avanulliga arvu. Seejuures arvu logaritmi
tdisosa muutub n vorra vdiksemaks. Et enne korruta-
mist logaritmi tdisosa oli 0, siis parast korrutamst see on
—n. Seega on ilalantud juhis Gige ka 1-st vaiksemate
positiivsete arvude puhul. Nii on naiteks log 0,0785 tais-
osa —2 ja seega on log 0,0785 — 2,8949.

Ulaléeldust jareldub, et 1 ja 10 vahel asetse-
vate arvude logaritmide tundmisest
piisab, et .saada ko6igi teiste arvude
logaritme. Kui on nditeks teada, et

10g:5,27.=0,7218;

siis teame kohe, et log 52,7 = 1,7218, log 5270 — 3,7218,
log 0,527 = 1,7218, log 0,000527 — 4,7218 jne.
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Ulesanded.

36. Kui suured on jargmiste logaritmide tdisosad?
L. log 19 2. log 82 3. log 345
log 7 log 5793 log 11
log 765,8 log 1,764 log 4739,48
log 16000 log 555694 log 47,3948
37. Kui suured on jargmiste logaritmide tdisosad?
I log 0,7 2. log 0,084 3. 10g 0,00076
log 0,0163 log 0,00357 log 0,9837
log 0,00002 log 0,0101 . log 0,00400

gl

Logaritmide tabel.

Nagu allpool ndeme, omavad logaritmid suurt véar-
tust arvutusabinduna.
leidmiseks on koostatud logaritmide tabelid. Et logaritmi
tdisosa madaramine laltoodud eeskirja jargi toimub vae-
vata, siis antakse logaritmide tabelis ainult logaritmide
murdosad. Juuresolevalt ndeme valjaldiget K. Ratassepa

Logaritmide kiireks ja holpsaks

leiduvast neljakohaliste loga-

,Matemaatilistes tabelites”
ritmide tabelist:

.

o|1’213 4‘5 6 7‘8]9 |23,’456789
. e .
60{7782{7780 7796 7803|7810, 7818 78257632/ 78307846 | 1 1 2[3 44566
611785317860 7868 7875|7882/7880 780617003179107917 |1 1 23 4 45 6 6
6279247931 7038 70457952 7959 7966{79737980/7987 |1 1 23 3 45 6 6
63(7993{8000 8007 8014[8U21 8028 8035 8041;8048i8055 112334 556
6alsor2]8060 8075 8082[8089 8006 8102]8100/811618122 |1 1233 455 6
8120[3136 8142 8149[8156 8162 810¢[8176/81828189 |1 1 23 3455 6
66[81058202 8200 8215(8222 6228 §235(8241 82488254 (1 1 23 3 4/5 5 6
6718261]8267 8274 8280[8787 8293 8200[8306 83128310 |1 1 213 3415 5 6
68]8325|3331 8338 8344|8351 8357 8363(8370/8376 /8382 |1 1 2.3 3 4[4 5 6
$0[838818395 8401 8407|8414 8420 81426(3432 84308445 11 1 22 3 4 45 6
—— | —— 17¥,#_
70|e4s1l&157 8463 84708476 8182 8488[8194 85008506 1122341456
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Selle tabeli esimene veerg sisaldab kahekohalisi loga-
ritmitavaid ja teine veerg (pealkirjaga 0) sisaldab nende
arvude logaritmide murdosasid. Nende kahe veeru abil
voib leida iga iihe- ja kahekohalise arvu logaritmi.

N&ide 1. Leiame arvu 6,4 logaritmi.

Eelmises paragrahvis antud juhise jargi selle .arvu
logaritmi tdisosa on 0; tema murdosa leiame logarit-
mide tabeli teisest veerust esimese veeru arvu 64 kohalt:
see on 8062.

Seega
log 6,4 — 0,8062.

Kolmekohaliste arvude logaritmid on selles tabelis
" toodud veergudes, millede pealkirjaks on arvud 0, 1,
2, ..., 9. Mingi kolmekohalise arvu logaritmi murdosa
leitakse reast, mille ette on trikitud (esimeses veerus)
selle arvu esimesest kahest numbrist moodustatud arv, ja
veerust, mille pealkirjaks on selle arvu kolmas number.

Naide 2. Leiame arvu 0,698 logaritmi poolnega-
tiitvsel kujul. : '

Selle arvu logaritmi tdisosa on —1. Logaritmi murd-
osa leiame reast, mille ette on trikitud 69, ja veerust,
mille pealkirjaks on 8: see on 8439.

Seega
log 0,698 — 1,8439.

Neljakohaliste logaritmide tabel ei anna otseselt
neljakohaliste arvude logaritme, vaid need leitakse
kolmekohaliste arvude logaritmide kaudu, tehes neis nel-
jandale numbrile vastava paranduse.

Ndide 3. Leiame arvu 6324 logaritmi.
Selle arvu logaritmi tdisosa on 3. Logaritmi murdosa,
mida tabelis ei leidu, leiame jargmiselt. Tabelist ndhtub,
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et arvu 6320 logaritmi murdosa on 8007 ja et arvu 6330
logaritmi murdosa on 8014. Seega logaritmitava kasva-
des viimase koha 10 tthiku vorra, logaritmi murdosa kas-
vab tabeli selles osas viimase koha 7 iihiku vorra. L u ge-
des logaritmitava ja logaritmi juurde-
kasvud vordelisteks, leiame, et logaritmitava

juurdekasvule 4 vastab logaritmi juurdekasv %107- —=2:8

ehk tmardatult 3 viimase koha tihikut. .

Seega arvu 6324 logaritmi murdosa on 8007 + 3 =
— 8010 ja
log 6324 — 3,8010.

Seda logaritmi leidmise votet kirjutatakse kokkuvot-
likult jargmises skeemis:

log 6320 = 3,8007
4 Sadea ey

log 6324 — 3,8010.

Logaritmitava neljandale numbrile vastavad parandu-
sed logaritmi murdosale on siin tsiteeritud tabelis antud
valmitena nn. parandusveergudes pealkirjaga 1,
2,3, ..., 9. Noutav parandus leitakse samast reast, mil-
lest leiti logaritmi murdosa, ja veerust, mille pealkirjaks
on logaritmitava neljas number. Nii leiame viimases
ndites arvutatud paranduse 3 reast 63 ja veerust 4.

Need on teatavad keskmised parandused, mis kehti-
vad ainult vastava rea kohta ja lldiselt muutuvad realt
reale. See muutumine on eriti kiire tabeli alguses. Esi-
meses reas (10) toimub murdosa muutumine nii kiiresti,
et pole voimalik anda kogu rea kohta kehtivaid paran-
dusi. Seepdrast puuduvad tabeli selles reas need paran-
dused. Seetdttu tuleb arvude 1001 kuni 1099 neljandale
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kohale vastavad parandused leida arvutamise teel vGi
kasutada selleks ,,Matemaatiliste tabelite’ kaantel too-
dud vordeliste osade tabelit.

Vordeliste osade tabeli esimene veerg (pealkirjaga
D) sisaldab nn. tabelivahesid, s.o. logaritmitava
neljanda jargu 10 thiku suurusele juurdekasvule vasta-
vaid logaritmi murdosa juurdekasve murdosa viimase
jargu uhikuis.

Noutav parandus leitakse vordeliste osade tabelist
tabelivahele vastavast reast ja logaritmitava viimasele
numbrile vastavast veerust.

Nii leiame arvu 6324 (vt. ndide 3) neljandale numb-
rile 4 vastava logaritmi murdosa paranduse reast 7 (sest
tabelivahe on 7) ja veerust 4 (mones trikis on veeru
pealkiri 0,4); see on 2,8, nagu varemgi oli leitud.

Logaritmide tabelit saab kasutada ka vastupidiseks
otstarbeks — antud logaritmi jargi leida logaritmitav ehk
antud astendaja jargi leida arvu 10 aste.

Selleks tuleb logaritmide tabelit kasutada niioelda
vastupidises suunas — logaritmi murdosa jargi otsida
logaritmitava tiivenumbreid.

Nadide 4. Leida arv, mille logaritm on 2,8375 cehk,
teiste sdnadega, leida avaldise 10%8375 vaartus.

Et logaritmi tdisosa on —2, siis logaritmitavas on kaks
avanulli.

Logaritmitava tivi on madaratud logaritmi murdosaga
8375. Kuid tabelis seda murdosa ei leidu. Tabelist nah-
tub aga, et murdosale 8370 vastab tiivi 6870 ja jargmisele
suuremale murdosale 8376 vastab tiivi 6880. Seega loga-
ritmi murdosa kasvades viimase jargu 6 uhiku * (tabeli-
vahe) vorra, logaritmitav kasvab viimase jargu 10 tihiku
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vorra. Jarelikult murdosa juurdekasvule 8375 — 8370 —

=5 vastab logaritmitava juurdeka-sv5 57170: 8,3 ehk

umardatult 8 viimase jargu thikut. Seega logaritmitava
neljas tivenumber on 8 ja logaritmitav on 0,06878.
See logaritmitava leidmine kirjutatakse iiles jargmise
skeemi naol: ;
102,8370 — 0,0687 -. 2,8370 = log 0,0687

B SR LA R 8
1028375 — 0,06878 ~2,8375 — log 0,06878.

Logaritmitava neljanda tivenumbri vdime votta ka
valmina parandusveergudest, ta vastab logaritmi murd-
osa juurdekasvule vorreldes tabelimurdosaga. Selleks
on vaja samast reast, millest voeti logaritmi murdosa,
leida murdosa juurdekasv parandusveergudes; vastava
veeru pealkiri ongi logaritmitava otsitav neljas tiivenum-
ber. Nii leiame, et reas 68 murdosa juurdekasv 5 esineb
veerus pealkirjaga 8; seega logaritmitava neljas tiive-
number on 8.

Samuti voime logaritmitava neljanda tiivenumbri leida
ka vordeliste osade tabeli abil, kasutades seda endisele
vastupidises suunas. Tabelivahele 6 vastavas reas murd-
osa juurdekasvule 5 ldhima arvuna leiame arvu 4,8. See
asetseb veerus, mille pealkiri on 8; seega saame jallegi,
et logaritmitava neljas tiivenumber on 8.

Ulesanded.
38. Kirjutada jdargmiste arvude logaritmid, Ileides
nende tdisosa peast ja vottes nende murdosa tabelist:

L 19 2. 23 3. 37 4 65
74 79 86 98
130 280 450 890
274 338 641 973
497 521 763 888
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39. Kasutades logaritmide tabelit, leida jargmiste
avaldiste vaartused:

L Jog30 2% 1log300 3 1log03 % 1og0,03

log 700 log 0,7 log 7000 log 0,007
log 86 log 8,6 log860  log 0,0086
log 4,83 log 4830 log 0,483 log 0,000483
log 958 - log 95800 log 9,58 log 0,00958

40. Leida logaritmide tabeli abil jargmiste arvude
logaritmid:

1. 0,87 2. 0,34 3. 0,575 4. 0,982
1,4 SR =39 8,46
60,8 47,3 59:% 78,2
0,05 0,067 0,0145 0,0653
0,0082 0,0195 0,00418 0,000781

41. Leida logaritmide tabeli abil arvud, mille logarit-
mid on:

10,0719 20,2068 3. 1,2856

2,6902 1,7993 _..-3,9823

1,4314 0,8751 2,9685

3,2989 2,8007 0,5988

2,1790 1,2765 o 1,7050

42. Kujutada jargmised arvud 10 astmetena:
1. 23 2. 356 3. 0,153 & 00,0247 .
4.8 7805 0,3472 0,00681
84 8325 0,4851 0,000734

43. Kasutades logaritmide tabelit, leida jargmiste
arvude logaritmid:

| 1,3-104 2. 58108 3. 97108
38 #1052 59,6104 7082100
0,084- 103 062103 0,0092 - 104
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. 44. Leida logaritmide tabeli abil jargmiste arvude

logaritmid:

L. 2582 2. 3094 3. 6768 4. 8346
35,74 56,65 580,8 7,344
7,833 0,06348 95720 0,6104
0,4560 1,745 0,6389 9,372
0,005962 0,0009834 837,5 748900

45. Leida tabeli abil arvud, mille logaritmid on:
1. 09157 21,9482 3. 29892
2,7106 0,8290 1,9040
1,6174 2,6613 1,6450
3,3394 1,4526 2,0316
0,8735 3,7908 4,6080

46. Leida jargmiste avaldiste vaartused:

1. 100,3010 2. 101,8021 8. 10—0,2941
100,7076 102,7380 10—1,9191
.101,4771 102,6940 10—2,1923

47. Leida tabeli abil jargmiste arvude logaritmid,

imardades arvud enne neljakohalisteks:

1. 6538,76 2. 903764 8.
72,7462 5,69728
8,56956 1850063
0,0123456 0,0076543
0,00078935 .0,0891347

10,9975
0,010083
0,00207486
9754682
34678,910

48. Leida tabeli abil jargmiste logaritmide jargi loga-
ritmitavad, timardades logaritmid enne neljakohalisteks:

1. '1,17613 2. 0,010574 3.
2,39875 0,377592
3,04967 0,476150
0,48927 1,93456
0,03584 3,72184

1,45667
2,700937

4,790164
0,39848
0,00478
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49. 1. Kui suur on .
loglog 10 log log 2 log log 63107
2. Leida arv x, teades, et log log x = 2,9210.
3. Leida arv x, teades, et log log x = 1,6128.

§ 12. Avaldiste logaritmimine.
Avaldise logaritmi avaldamist avaldises esinevate arvude
logaritmide abil nimetatakse avaldise.logaritmimiseks.
Logaritmimine toimub jargmise nelja teoreemi alusel.
1. Korrutise logaritm vordub tegurite logarifmide summaga.
Eespool (§6) tutvusime juba selle lause erijuhtumiga,
kui iiks tegureist on jarkarv 10™. -Seal ndagime, et

log (@:10™) = loga + m,
ehk
log (a- 10™) = log a + log (10™).

Siin toestame selle lause iildjuhtumi.

Toestus. Olgu korrutise kaks tegurit a ja b ning
olgu teada ka nende tegurite logaritmid. Logaritmi defi-
nitsiooni jargi kirjutame

a'—+10°e®
ja
| B ok

Korrutades nende vorduste vasakuid pooli teineteisega
ja paremaid pooli teineteisega, leiame, et

(lb e lologa e 1010gb — 1ologa+logb_

Logaritmi definitsiooni pohjal jareldame siit, et

log (ab) =1loga + logb
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Saab tdestada, et vdide nn Gige ka siis, kui tegureid on
enam kui kaks. Olgu korrutises ko]m tegurit a, b ja c.
Siis eelmise pdhjal

log (abc) = log (ab - ¢) = logab + log ¢ =
=loga + logb + logc.

2. Jagatise logaritm vordub jagatava ja Jagaja logaritmide
vahega

Toestus. Olgu jagatav a ja jagaja b. Et

a = 10vea
ja
b= 10%%?,
siis
a |O|og a

& £ lologa—log b’
b Olog o

Logaritmi definitsiooni pohjal jareldub siit. et

log ~Z —loga—1logb

Jareldus. Véttes jagatise logaritmi valemis a = 1
ja sellele vastavalt loga = 0, leiame
log [11 = —log b,
millest nahtub, et
arvu ja tema poordarve logaritmid erinevad ainult mérgilt.
3. Astme logaritm vordub astendatava logaritmi ja astendaja

korrutisega.

Toestus. Olgu astendatav a ja astendaja n. Asten-

dades vorduse
a = 10e=

kummagi poole arvuga n, saame
a® — (101010)11
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chk

an pe 10nloga

Logaritmi definitsiooni pohjal jareldub viimasest vordu-
sest, et

loga® =nloga

4. Juure logaritm vordub juuritava logaritmi ja juurija jaga-
tisega.

Toestus. Olgu juuritav a ja juurija n. Vottes
vorduse
o105

molemast poolest n-nda juure, saame

" el PR |
N /1082
ehk
" log a
g =10
Logaritmi definitsiooni pohjal jareldub viimasest vordu-
sest, et : :

log a
n

logVa =

Ulesanded.

50. Logaritmida jargmised avaldised:

1. pg pqr 3ab 2nr 978 mn
2P P 0 PeRin 8149
q r cd abe 8 st

51. Legaritmida jargmised avaldised:

1. @ at (ab)3 abt a3 b?
2. a2 b3 2ar? L s 1 arzh 2
3 a4 &
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3. Va \3/(1 \;ab a\s‘/ii Vad

4: ¥ e 4 o
4. / a / a s ——— Foh ol
Vi VG ver v v
g ety
5. Vab-:Vab? Vab : Vxy?

§ 13. Logaritm arvutusvahendina.

Mitmekohaliste arvude korrutiste, jagatiste, astmete
ja juurte otsene arvutamine on tildiselt tiilikas t66. See-
juures tuleb sageli arvutada hulgaliselt ka niisuguseid
kohti, mis tulemuses tuleb kustutada, sest et neil kohta-
del tlesande loomu jérgi ei ole métet.

Olgu naditeks vaja arvutada 0,4726°. Otsene arvuta-
mine annaks tulemuses 20 kohta koma jérel; neist koh-
tadest sdilitaksime vahest kdigest 4 ja kustutaksime kdik
16 iilejaanut.

Vaga tunduvat aja ja vaeva kokkuhoidu v&imaldab
siin logaritmide kasutamine. Seda selgitavad jargmised
ilesanded.

Ulesanne 1. Arvutada 0,47265.

Lahendus. Té&histame otsitava tdhega x; siis
x= 0,47265.
Siit
log x = 5 - log 0,4726.

‘Leiame nilid tabeli abil log 0,4726, korrutame selle 5-ga
ja otsime saadusele kui logaritmile vastava arvu x. T66
kujunéb nii:

log 0,4726 — 1,6745,

5 log 0,4726 — 2,3725,
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seega
logx — 23725
ja
3 =—1:02358
ehk limardatult
0,4726° — 0,0236.

Ulesanne 2. Ar\;utada jagatis
17,852 . 9,357 :
0.3814 . 5.,3823
Lahendus. Tahistame otsitava tahega x. Siis.
log x = 2 - log 17,85 + log 9,357 — ;
— (log 0,3814 + 3 - log 5,382).
Arvutused teostame korrastatult, kdesoleval juhtumil nai-
teks jargmise skeemi jargi:
25 ogtli# 855 =225 1;2516 == 25032

log 9,357 — 0,9711
z ' 3,4743
log 0,3814 — 1,5814
3:-log 5382 = 30,7310 = 2,1930
: G R T
logXse= 1,6999
s ey 50,11.

Ulesanne 3. Arvutada jagatis

kui @ = 0,07845, b = 10,68 ja ¢ — 3984.

Lahendus. Téahistame otsitava tdhega x. Aval-
dist logaritmides saame siis, et

logx = 4%loga + §logb — llog c.
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Tahtede antud arvulistel véaartustel on seega
log x = 3 log 0,07845 + 3 log 10,68 — + log 3984.
Arvutust66 voib korraldada siin nditeks jargmise skeemi
jargi:
% 10g 0,07845 = 4 - 2,8946 — 1,4473
$10g 10,68 = %-1,0286 — 0,6857

10,1330
3 log3984 —1.3,6003 — 0,7201
1o X — 1,4129
X —0:2588.
Ulesanded. ;

52. Arvutada logaritmide abil jargmised korrutised
ja kontrollida tulemusi logaritme kasutamata: ¢
2,36 - 64,4 3,28 - 6,95 L7 A b
53. Arvutada logaritmide abil jargmised korrutised:

L 236567 % 8,34-16,9- 671
15,68 - 2,968 6,125 - 0,8032 - 0,01879
7462 - 0,009517 15,09 - 306,2 - 0,07654
808,2 - 0,0008438 70,06 - 0,007825 - 652
0,9876 - 0,05412 0,0714 - 0,6398 - 0,0043

54. Arvutada logaritmide abil jargmised jagatised ja
kontrollida tulemusi logaritme kasutamata:

38.1.:5:12 2880 : 6,81 389 : 604
55. Arvutada logaritmide abil jargmised jagatised:
L. 802 2. 4,062 3. 1.054 - 36,96
44390 0.5968 - 3,92 15,72 - 4,000
19,84 47.08 - 6,082 16,68 - 0,9508
5,912 17,86 19.88 - 0,08616
100,5 35.84 0.1058 - 0,04052
567.8 3,265 - 7,602 0.08465 - 0.0090061
0.1725 0.576 - 0,482 43623 - 5,009
0.06983 0.08973 0.09988 - 0.7641
0.00956 73,692 0.004002 - 172,9
0.80679 0.338 - 0,124 0.6091 - 5353
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56. Arvutada logaritmide abil jargmised astmed ja
kontrollida tulemusi logaritme kasutamata:

50,42 45,93 31938 e b 14,84

57. Arvutada logaritmide abil jargmised astmed:
4532 5024 6455 22 12179

58. Arvutada logaritmide abil jargmised astmed:

11,7933 2. 534,104 3. (3,142 - 2,718)3
4 18 ‘2
29,954 892 - 385 (X2)
i 15\5 7A73\5
1o = 5,086
5 85\ 2 0,9085\ !
: 1133 0,5947\--3
0,7364% e freedd)

59. Arvutada logaritmide abil jargmised juured:

V49,7 V/0,0635 V0,935 V70,4

B 3 i {3 I 3 6 .
V756 1/ 0,00402 \/ 43600 V0,171

60. Arvutada logaritmide abil jargmised juured:

3. 5
RV 2. /19 3. /187
el 4
A35 V2058 V5431
SR 3 < 5 :
V00,7543 1/ 0,9048 V0,0784
e e el RS
V3,845 1V/0,00864 V0,3580
’I/_975 3//' "”3 - 20
] 74 l 457 l 352
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61. Arvutada logaritmide abil jargmised juured:

e i AR
1L /173 2. /1092 3. /753
et 4 TR B X
V11,282 V0,9173 V11,2345
< S Aty B :
\V/0,8724 V0,05763 1/ 0,00983
/23y f/ (10)? (355\°
V G () V&
197148 6 /275 WO RER
37 431 )/ 332 - 878
62. Logaritmida jargmised avaldised:
1. mn2 2. prxn 3. 3m2: \/'7,7,3'
x2y3z—1. Vab2c?
des 3t
(ax)3 ab?y/c3 va: Vb2
Sat / pa i
174 y Va Vb
1 > 3 —b
a? A b 3 v10%
3bx* 5 - 10%: b
cVd 2
63. Arvutada logaritmide abil jargmiste avaldiste
vaartused:
1. 2,682 19,64 2. 0.876- V72

586.8

456 - 0,08824
36.54 - 0.6502
0.964% - 0,4982

50.26 - 0.3462
15.23.5 . 12,8424

272,41.3

525
51

5

09| -

8,405
3
.06V 3.867

45,66V 0,5480
10,382 10,6666
3 /0742
o e
V 9,4848

s
V529
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64. Lahendada logaritmide abil jargmised vérrandid:

1 3518x =1 o=
x2 = 0,9716 X0 248 ";J}‘%ﬁ
,272—x‘~’ = 4p x5 — 300
gxd =841 29x4 — 17
Xt = V42 Vi = V120

Kui avaldis sisaldab ainult korrutamise, jagamise,
astendamise ja juurimise tehteid, siis logaritmidega arvu-
tades leitakse 16pptulemus, ilma et oleks vaja leida vahe-
pealsete arvutustulemuste vaartusi. Kui aga avaldises
esineb ka liitmise v0i lahutamise tehe, siis seetdottu, et
neid tehteid pole vdimalik teostada logaritmide abil, tuleb
leida vahepealsete tulemuste vadrtused ja need ots e-
selt liita voi lahutada; kui liitmisele voi lahutamisele
veel jargneb korgemaid tehteid, siis edasi arvutatakse
jalle logaritmide abil.

Ulesanne 4. Arvutada avaldise

V3,825 + 4,345
vaartus.

Lahendus. Logaritmide abil arvutame viiendad
astmed juuritavas: 2
5log 3,82 = 5:0,5821 — 2,9105; 3,825 — 814
5log 4,34 = 5:0,6375 = 3,1875; 4,345 = 1540
3,825 + 4,345 — 2350
Seejdrel, liites need astmed, leiame, et juuritav on 2350.

1 Liidetavate viimased numbrid on kirjutatud viiksemas kir-

jas, sest kolme Gige tiivenumbriga arvu viienda astme kol-
mas tiivenumber on ainult arvatarv.
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Edasi arvutame jdlle logaritmide abil.: Téahistadas

otsitava juure vdartuse tdhega x, leiame, et
log x :—'5 +10g-2350'= £83:37 L1 — 06742,
kust saame, et
> G 4,72. i

_ Juhtudel, kui avaldises esinevaid liidetavaid on v&i-
malik arvutada monede teiste tabelite abil, tuleb seda
voimalust alati kasutada, sest arvutamine logaritmide
abil on ikka tiilikam kui tabelite abil, mis annavad otse-
selt noutava arvu.

Ulesanne 5. Arvutada avaldise

vaartus.

Lahendus. Siin on otstarbekohane arvutada juu-
ritav ruutude tabelite abil:
#8002 =154,17
5,584 =—=31.14
7,362 + 5,582 — 85,3
Viienda juure arvutame aga logaritmide abil. Tahista-
des juure vaartuse tahega x, leiame, et
log x =+ log 85,3 =% - 1,9309°=0,3862,
kust saame, et
" o 2,43.

Kui viimases iilesandes oleks viienda juure asemel
olnud vaja arvutada ruut- voi kuupjuur, siis ei oleks tar-
vitsenud arvutamiseks tildsegi kasutada logaritme, vaid

. juure oleks voinud leida otseselt vastavast tabelist.
Uldse tuleb iga avaldise puhul kaaluda, millised arvu-
tusvahendid on antud avaldise arvutamiseks kdige ots-
tarbekohasemad. . Logaritmide kasutamine arvutusvahen-
dina on otstarbekohane, kui avaldises esineb rohkesti
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mitmekohaliste arvude korrutisi, jagatisi ja korgeid
astmeid, ning on moodapaasematu, kui on vaja arvutada
korgeid juuri.

Ulesanded.
65. Logaritmida jargmised avaldised:
i AR T S IRTY
(it 20) - ) o8
2 5 hAEHCE B i
24a2(a+x) p>tq 2 Vaif st
(a—b-}c¢)2 RO Rt
aV%-%E_ VI2—h? V H(H2— a2)
(m—n)* L 5
(m+41)? a(m+-n)? Vm?(m+ x)’

66. Arvutada jargmiste avaldiste vdartused, vajaduse
korral kasutades logaritme:

1. (7354 + 278,9)%:51,43 % V32,52 + 49,92

(66,44 — 39,87)2 /83,712 — 58,172
(7,692 — 3,242) \/25,43(25,432 — 6,722)
(1,0710 — 1) : (1,07 —1) 1/0,9842(0,984 + 1,456)3

67. Arvutada jargmiste avaldiste vaartused:

< Jiend
1. Va3+b3+c3 kuia= 126, b—=24,82, c=30,14"

2. ab+6a5h+15ath? +20a%h?, kui a — 0,524, b — 2,008
B
7V 1 2 . £
5 +ap— o kuia=—293, b=—068, c =735

7

3
4V 4va+ 2Vb, kuia=521jab=— 737

o

3 3
(Va— Vb)%, kui a = 134 ja.b= 50,8

68. Olgu F — ’,Z;. Arvutada 1) F vaértus, kui

P 78 v 8Os R e 198 g = 1O 3 2) v vaartus,
Xk =840 P =132 0% 981 ja s ~="12.%
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N
69. Olgu S = V36x V2. Arvutada 1) S vaartus, kuj
V = 0,4892, 2) V vaartus, kui S = 21,65.

70. Olgu C = gh — \/517. Arvutada C vaartus, kui
g9, 817 ja T hi=itd0;

-_ alg"—1)
71. Olgu s = — .

a= 3247 n—=9 0 ¢=128:

Arvutada s vaartus, kui

72. Olgu v? =u? + 2gs. Arvutada v vaartus, kui
u=264:.g=981ja 827,35

73. Risttahuka pohjaks on ruut kiljega 0,4578 m;
risttahuka korgus on 0,6834 m. Arvutada risttahuka
ruumala.

74. Kolm_nurga alus on 4,860 meetrit, kolmnurga kor-
gus on 0,7692 meetrit. = Arvutada kolmnurga pindala.

75. Ringi raadius on 25,38 cm. Kui pikk on selle ring-
joone kaar, mis vastab kesknurgale 34°28"?

76. Taisnurkse kolmnurga koérgus jaotab hipote-
nuusi osadeks 193,6 mm ja 78,4 mm. Arvutada kolm-
nurga korgus.

77. Ristkiliku kiiljed on 123,56 m ja 376,4 m. Arvu-
tada ristkiilikuga pindvordse ruudu kiilg. £

78. Taisnurkse kolmnurga kaatetid on 4560 m ja
8407 m. Arvutada kolmnurga hiipotenuus.

79. Risttahuka servad on 143 cm, 206 cm ja 844 cm.
Arvutada risttahuka ruumala.

- 80. Vaskkuubid servadega 13,84 cm ja 8,63 cm sula-
tatakse iiheks kuubiks. Kui suur on selle kuubi serv?
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81. Kui laev soidab kiirusega v sdlme !, siis veepin-
nale tekivad lained, mille pikkus meetrites
B -
5,80°
Kui suur on laeva kiirus, kui laine pikkus on 40 m? Kui
pikad lained tekivad veepinnale, kui laeva kiirus on
24 sOlme?

82. Horisontaalseks lennuks lennuk peab arendama
kiiruse

eG4 ‘W km tunnis,
S
kus W on lennuki ja koorma kaal kilogrammides ning S
on kandepindade pindala ruutmeetrites. Kui suure kii-

ruse peab arendama lennuk horisontaalseks lennuks,
kwi W =—120 ja S =257

83. 1) Arvutada tdhe S vaartus valemist
<A

ePD?

S / 3 5
J 1017 2+27

d?

kui ¢ =668, P=354, D=1246 ja d— 46,7

2) Arvutada tdhe P vaartus, kui S — 27,3, ¢ — 52,5,
L1359 ad — 514

'

84. Arvutada h vaartus valemist
h=W(g+ 2,
Vg')
kui W — 5671 ja q= 1,54.

85. Arvutada avaldise
3

l/ uz U_Vvﬂ

vaartus, kui u = 37,54 0 ve=21.39

1 Solm on laeva kiiruse ithik. 1 s6lm =1 meremiil tunnis.

1 meremiil = 1,852 km.
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Ndpunaide. Et kogu arvutust oleks vdéimalik
teostada logaritmide abil. selleks lahutada murru nime-
taja teguriteks.

86. Arvutada logaritmide abil avaldise

'/ @ ¥ b —2ab
V @+ £2e
vaartus kui a = 7,23 ja b = 10,18. s i
87. Arvutada avaldise
V24a’ + V3aixd — v/8laxs
vadrtus, kui @ = 205,6 ja x = —174,2,

88. Arvutada avaldise

s s B 3
6 + V35° — (6 — V35)°
vdaartus.

89. Arvutada ringi pindala, kui ringi raadius on
59,43 cm.

90. Ringi raadius on 19,4 cm; sektori kesknurk on
102° 35’. Arvutada sektori pindala.

91. Ronga valimine raadius on 38,54 cm ja sisemine
raadius on 1559 cm. Arvutada réonga pindala.

§ 14. Arvu logaritm kiimnest erineval alusel.

Varem antud logaritmi definitsiooni jdargi nimetatakse
arvu kiimnendlogaritmiks sellist arvu, millega kimmet
astendades saame antud arvu. Uldistame nitd loga-
. ritmi moistet, andes tema definitsiooni jargmiselt:

arvu logaritmiks antud alusel nimetatakse niisngust arvu, mil-
lega logaritmi alust astendades saame antud arvu.

Selle definitsiooni jargi on c¢ arvu a logaritm alusel b,
kui
D= (]
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Arvu a logaritmi alusel b margitakse siimboliga
logy a.

Nagu juurimine Va=b»b on astendamise b°=—a
poordtehe, mille abil antud astme a (juuritav) ja asten-
daja ‘¢ (juurija) jargi leitakse astendatav b (juur),
nii on ka logaritmimine logs @ = ¢ astendamise b°=— a
poordtehe, mille abil aga antud astme a (logaritmitav)
ja astendatava b (logaritmi alus) jargi leitakse asten-
daja. c (logaritm).

Seega vastandina liitmisele ja korrutamisele, mille-
dest kummalgi on ainult {iks poordtehe — lahutamine ja
jagamine, on astendamisel kaks poordtehet — juurimine
ja logaritmimine. See erinevus tuleneb sellest, et lit-
mine ja korrutamine on kommutatiivsed tehted, kuna aga
astendamine ei ole kommutatiivne.

Nii on naiteks
logs 8 = 3, sest 2% = 8;
logs 4 = —1, sest 371 = };
logo,e 26 = —2, sest 0,272 = 25.

Logaritmide aluseks kdlbab iga positiine arv, valja
arvatud arv 1. Viimane ei ko&lba logaritmide aluseks,
sest koik arvu 1 astmed on vdrdsed. Ka negatiivsed
arvud ei sobi logaritmide aluseks, sest negatiivse arvu
murrulise ja irratsionaalse astendajaga astmetel, nagu

(—2)%, (—10)3, (—10)V2,
puudub’ arvu tdhendus. Tegeliku arvutamise seisukohalt
ei oma logaritmid kiimnest erinevail aluseil suuremat
tahtsust, sest arvutamisel kasutatakse ikka kiimnendloga-
ritme.

Kui arvude kiimnendlogaritmid on teada, saame arvu-
" tada arvude logaritme ka teistel alustel. Selgitame seda
jargmise tlesandega.
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Ulesanne. Leida logs7, kasutades kiimnendloga-
ritmide tabeleid.

Lahendus. Tahistame otsitava tdhega x. Siis

X = 10g3 7
ehk :
ST

Logaritmides viimase vorduse molemaid pooli, saame

xlogid:=log7;
seega
2 log:T
g log 3

Vottes tabelist log 7 ja log 3, saame

i RO Lg Y
04771
ehk
logs 7 =:Lifil
Ulesanded.

92. Viljendada jargmised vordused tiheainsa loga-
ritmistimboli abil:

1. 32 — 25 2. 3=19 3. 1 —=6
16.==4% Vi—-120 216 =0
729:= 38 026 2 = b ="/a
2048 = 211 —=4V4 L )1

93. Kontrollida jargmiste vorduste kehtivust:

L. logs64=6 2% 0=1logal 3 loggs27=0,75

log7 49 = 2 —1 = logs 0,2 logs 0,008 —= —3
logs 64 = 3 % = log100 10 logs -,-,‘zs = —2%
logz 81 = 4 % —=logs 4 logo,: 100 = —2
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94. Anda jargmiste avaldiste vaartused:
1. log. 8 2 logz 9 5. logs % 4 logs 8

logs 16 logs 81 logs g, logss 125
logo 64 logs 5 logy 2 logy -
logs 1024 loga a3 logzr 3 104,

95. Leida logaritmitav igas jargmises vérduses:

L Jogex =235 Z- logsx = 3 S dog T o oy
logs x = 4 logr x = —3 log l = L
1099 e logsxi=— "3 log | X = —3

: 3

96. Leida logaritmi alus igas jargmises vorduses:
bolog:16=4" 2 log; V27 —=1% 3 10g.3—2
Yo, 16:=2 logz 9 — 4 log:15—4
10g; 625 — 4 logz 8 = —3 log,12—=—3
97. Naidata, et vorrandi
log: a =

b
lahend x = Va.

98. Naidata, et vorrandi
\/a S o
lahend x = logy a.

§ 15. Eksponentvorrandid.

Vorrandit, milles tundmatu esineb astendajas voi juurijas,
nimetatakse eksponentvéorrandiks.

Eksponentvérrandid on naiiteks jargmised vérrandid:
2R="32 b e e S
V243 = 3.
Allpool tutvume naidete varal eksponentvorrandite
lahendamise tdhtsamate juhtudega.
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Nédide 1. Olgu antud lahendada kaheliikmeline
eksponentvdrrand
27 — 32,

Selle vorrandi litkmeid on voimalik kujutada the ja
sama arvu astmetena: '
2 =R
Tugedes tdsiasjale, et arvudest 0 ja 1 erineva arvu ast-
med on voérdsed ainult siis, kui astendajad on vordsed,

jareldame, et
Kiz=b,

Naide 2. Kui kaheliikmelise eksponentvdrrandi
liikmeid ei suudeta kujutada iihe ja sama arvu astme-
tena, siis kasutatakse vorrandi mdlema poole logaritmi-
mise votet, tugedes tdsiasjale, et vdrdsete arvude loga-
ritmid on vordsed. Naiteks vorrand

b= 147

laheneb nii, et vdetakse vordseks vorrandi kummagi
poole logaritmid
x log 6 = log 14,7,

millest avaldame tundmatu:
~ log 14,7
~ -+ log6
ehk, vottes tabelist logaritmide vaartused,

11,1673
_ e e
ehk
K==l 5,

Néaide 3. Olgu vaja lahendada vérrand
2742 + 5-2F — 72,
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Vottes vorrandi vasakul poolel avaldise 2* sulgude
ette, saame
25 (22 4. 5) =30

ehk taandades 9-ga
25—
Btog — 90 isiis
EX==i8]
N&dide 4. Olgu antud lahendada vorrand
320 31— 54,
Kirjutades selle vorrandi kujul
3)2—3:3*—54=0
ja vottes avaldise 3° uueks tundmatuks, mille
tahistame tdhega y, saame ruutvorrandi
y2—3y — 54 =0,
mille lahendid on
Y1=29 ja y2 = —56.

Seega avaldise 3* vddrtus on kas 9 véi —6. Kuid et posi-
tiivse arvu aste ei vGi olla negatiivne arv, siis pole ole- .
mas niisugust tdhe x vadrtust, mille puhul oleks

3* = —86.
Seega lahtevorrandi ainsaks iahendiks on tdhe x vaar
tus, mille puhul on
gxe= 9
Bty —— 3% S8
X =2
Ulesanded.

99. Lahendada jargmised vorrandid (kasutamata loga
ritme):
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1. 3’ e 729 6. 21 —_— 52
o T 5 =0,04
3. 256*—4 8 277 =9
1
4 16 =2 9 (V2= 16
5. V125=5 10. 47— 2y/2
100. Lahendada jargmised vérrandid (kasutamata
logaritme):
L =2 6. 0,2**—3 =0,008
e P I
8. 1574+1 — ;‘2;, 8y 5% o (V5)*—2
4 1178 = 9. 27 —4v/4
7 Pl
. 27 47=64-3F - 10 gia_! o7
101. Lahendada jargmised vérrandid (kasutamata
logaritme):
1. 3% —27.3% 4. (51——:):: — 57
2. 5% — 625 .53 5. (0o r) 28
3. 411 +z 831—1 6. (305—1)I~—6 — 9(‘)0

102. Lahendada jargmised vorrandid:
L 10°=20 8. 4-7-1—=64
2. 22— 5 y £ (";)124\/3
8. 57—855 8. 2r—3°
¢ 342* =40 ol st BT
. x 10
5. (V6)* =60 10. /1,371 = V10
103. Lahendada jargmised vorrandid:
A R e TV 4. 7% 4+ 72—0,4 — 927
2 3+ 3+2=30 & .10+ 22—2 =16
8. 5%+ 55— 6252 6 9-5°+1__ 5% — SSOQ
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104. Lahendada jargmised vorrandid:

L 2% __5.2"=24 AT s RS

C K Gl g S o 5. 9-9°—10:9-F=91
3 5% __7.55°-450=0 8 47+1+ 644 =257

105. Arvutada avaldiste 32¢, 3% ja 3% vaartused, kui
R
S ale
106. Olgu a® — c. Viljendada avaldis a®’
L ainuiiksi tdhtede a ja c kaudu;
2. ainuiiksi tdhtede b ja ¢ kaudu.

107. Asendada vorrand logs 3 = x eksponentvorran-
diga ja lahendada see.

108. Eelmise llesande eeskujul arvutada jargmised
logaritmid:
logs 15 logs 28 logioo 30 logs,715 10
logg 10 logs 20 logs 0,5 logs 0,8

§ 16. Logaritmvérrandid.

Vorrandit, milles tundmatu esineb logaritmitavas, nimetatakse
logaritmvorrandiks.

Logaritmvorrandid on naiteks jargmised vorrandid:
log (x + 1) —log x = 0,3, ;
(logx)2—3logx + 2 =0.

Allpool tutvume ndidete varal logaritmvorrandite

mone tahtsama lahendamisvottega.

Nadide 1. Olgu antud lahendada vorrand
logx + log (x—3) = 1.

Seda vorrandit on voimalik kirjutada niisugusel kujul,
et tema kumbki pool esineb mingi avaldise logaritmina:
log x (x — 3) = log 10.
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Tugedes tosiasjale, et logaritmid on vordsed ainult siis,
kui logaritmitavad on vordsed, véime selle vorrandi asen-
dada vorrandiga
X (x—3) =10
ehk vorrandiga
x? —3x — 10 = 0.

Viimase vérrandi lahendid on 5 ja —2,

Asendades lahtevérrandis tahe x arvuga —2, saame
vasakul poolel avaldised log (—2) ja log (—5), milledel
puudub arvvaartus. Seepérast ruutvérrandi lahend —2
ei saa olla antud logaritmvérrandi lahendiks.

Teostades kontrolli lahendiga 5, saame ldahtevérrandi

vasakul poolel
log5 + log2 ehk log 10 ehk 1,

§.0. sama arvu, mis seisab vorrandi paremal poolel.
Seega antud logaritmvérrandi ainus lahend on O

Sellest naitest selgub, et logaritmvéorrandiga antud
logaritmide vahelise seose asendamisel logaritmitavate
vahelise seosega vdime saada lahendeid, mille puhul
moni logaritmitav omandab negatiivse vadrtuse, mistottu
vorrand kaotab métte. Seepdrast peab selgitama iga
leitud lahendi k&lblikkust tema asetamisega lahtevdrran-
disse,

Naide 2. Olgu antud lahendada vérrand

logxi({logx ‘£ 2)=3.
Avades sulud, saame vérrandi
(logx)2 + 2logx—3 =0,
milles vaib log x lugeda tundmatuks.
Selle vorrandi lahendid on

logdy =1 ja Jog:xo'= <3
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Siit jareldame, et

x1 = 10 ja: xo —0,001.

Nende véaartuste asetamisel antud vorrandisse selgub,
et mélemad arvud rahuldavad seda vorrandit.

Ulesanded.
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109. Lahendada jargmised vorrandid:

110.

111.

1,

00" [ BE N RN, M0 39

log x —log 2 = log 3

log (x—1)=2—2log5
log(x +9) =log3x

log (x + a) = —log (x —a)

log (x —a) =logx—loga
log(x +a=logx + a

log x2 = log x + 0,3010

log (3x2 + 7) —log (3x —2) = 1

Lahendada jargmised vorrandid:

QUL Q. SC SN S0

log (x —2) + log (x—5) =1

log (x2 — 10x + 25) = log (x — 5) + log 3
log (x—2) +log(x—1) =1+ log 2

3log (271 + 3 V2x)—1 =0

3log(x—2)—1 =1%1og 13,75—1og V2x + 1
X RE 10

SRE =100

log x - log 2x = 0,0995

Lahendada jargmised vorrandid:

b g A

- logs (x + 23) = 2loga x—1

logs (2x +.7) = 5—1ogs (x — 1)
logs x - logs 9x — 24

logex + loggx +8=10

logs x = loges 2x



Peatikk IIIL

Arvjadad.
§ 17. Aritmeetiline jada.

Aritmeetiliseks jadaks nimetatakse niisugust arvede jada ehk
progressiooni, milles iga arvu ja sellele eelneva arvu vahe on
muunfumatu,

Nii on paarituarvude jada

| e Al rllly el B
aritmeetiline jada, sest
3—1=8—3=F—-5=9-"27=. . ;
seevastu algarvude jada s
ot St e ks Iy b Gl e b A
ei ole aritmeetiline jada, sest
3—2z£5—3.

Aritmeetilist jada moodustavaid arve nimetame selle
jada elementideks® ehk liikmeiks. Jada liik-
meid tdhistame stimbolitega '

7 £ PP 7 O PRay ¢ PR S T s

1, 2, 3, ..., n on lilkkmete jarjenumbrid; nad naitavad,
mitmendal kohal liige jadas asetseb. Arve a; ja a, nime-
tame vastavalt jada esimeseks ja viimaseks liikmeks. Jada
liikme ja eelneva liilkme vahet nimetame jada vaheks.
Jada vahet tdhistame tahega d. Jada vahe vdib olla posi-
tilvne voi negatiivne. Aritmeetilist jada nimetatakse
téusvaks, kui jada vahe on positiivne, ja alane-
vaks, kui jada vahe on negatiivne.
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Ulesanded. 2

112. Kirjutada 6-lilkkmeline aritmeetiline jada, mille
esimene liige on 2 ja vahe on 5.

113. Kirjutada 12-liikkmeline aritmeetiline jada, mille
esimene liige on 4 ja teine liige on 4%,

114. Kirjutada 7-liikmeline aritmeetiline jada, mille
esimene liige on 10 ja vahe on —3.

115. Aritmeetilise jada 5. liige on 17 ja 6. liige 24. Kui
suur on selle jada 7. liige?

116. Aritmeetilise jada 9. liige op 22 ja 11. liige on 28.
Kui suur on selle jada 10. liige?

§ 18. Aritmeetilise jada iildliige.

Olgu antud aritmeetiline jada
aq, as, as, ARy dyp,
mille vahe on d. Kohal k seisev jada liige on az; selle
ees, kohal k — 1 seisev liige on ax_ ;. Aritmeetilise jada
definitsiooni jargi
Qr—Qax 1 =—=2d
ehk
ay — Ak -1 td,
See tahendab, et
aritmeetilise jada iga liige, alates teisest, vordub eelneva
liikkme ja jada vahe summaga.
Andes jarjenumbrile k vaartused 2, 3, 4, ..., n, saame
Qs:—'as tid
a3:a2+d:(a, +d) +d:a1+2d
a4 — ag +d:((11 +2d)+d:a1 o= 32d
jne. Analoogia pdhjal kirjutame tldiselt

ac=a; + (k—1)d
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See valem annab dige tulemuse ka siis, kui k= 1; toe
poolest, valemi parem pool omandab siis kuju
aq + (1-—-1)d:01 +0-d:a1.

Vastavalt k vaartusele on ax kas esimene, teine, kol-
mas v6i moéni muu liige. Seda liiget a; nimetame see-
parast jada tildliikmeks. Et jada iildliikme vale-
mis esinev arv k-—1 naitab, mitu liiget seisab jadas
liikkme ax ees, siis voime selle valemi sénastada jargmi-
selt:

aritmeetilise jada liige vordub summaga, mis saadakse esimese
liikkme liitmisel jada vahe ja koigi eelnevate liikmete arva korru-
lisega, ‘
Kui uldliikme valemis esinevast neljast suurusest
ay, dr kl ag
kolm suurust on teada, siis saame ikka arvutada nel-
janda. Nditena toome jdrgmised iilesanded.

Ulesanne 1. Aritmeetilise jada esimene liige on
15, jada vahe on —4. Kui suur on jada kiimnes liige?
Lahendus. Vbéttes aritmeetilise jada iildliikms
valemis k vddrtuseks 10 ja asendades a; ning d antud
vddrtusega, saame
Q10 = 15 1 (10—— 1) i (———4) aon 15 + 9 2 (—4) —
= 15— 36 = —21.
Vastus. Jada 10. liige on —21.

Ulesanne 2. Aritmeetilise jada esimene liige on
—8%; jada vahe on 3%. Mitmes liige on 123?
Lahendus. Andmeiks on
ay ——8%, d—=23% o = 123;
olsitavaks on k. Asetades andmed aritmeetilise jada iild-

lilkme valemisse, saame b
125 — —8% + (k— 1) - 33;
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siit leiame, et
ey

Vastus. 123 on antud jada 7. liige.

Ulesanded.

117. Avaldada iga jalgmise jada puhul k-ndal kohal
seisev liige (jada tildliige) arvu k kaudu.
Lo g as g ol
i db:e98 31, 39,
—100, —95, —90, —85, —80,
g Ag g soss
2% 3,348 5.0

CE

118. Aritnteetilise jada 1. liige on 3 ja vahe on 4.
Leida selle jada 8. liige.

- 119. Leida aritmeetilise jada 7. ja 11. liige, kui jidq
luge on 6 ja vahe on 23.

120. Leida aritmeetilise jada 10. ja 15. liige, kui jada
1. liige on 14 ja 2. liige on 20.

121. Sportlane hiippas kd&rgust esimesel treeningu-
kuul keskmiselt 170 cm. Tema keskmine saavutus tou-
sis igal kuul 5 cm vdrra. Mitu sentimeetrit hiippas ta
keskmiselt 5. kuul?

122. Ratsanik ratsutas 1. tunnis 20 km ja igas jarg-
nevas tunnis 0,4 km voOrra vahem kui eelnevas. Mitu
kilomeetrit ratsutas ta 6. tunnis?

123. Galileo Galilei avastas kehade lange-
mise seaduse, mis kdlab jargmiselt: vabalt langev keha
kulgeb esimeses sekundis 4,9 m ja igas jargnevas sekun-
dis 9,8 m vdrra enam kui eelnevas. Mitu meetrit kulgeb
vabalt langev keha 3. sekundis? Mitu meetrit kulgeb ta
9. sekundis?
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124. Ulesvisatud keha kulgeb ohuta ruumis igas
sekundis 9,8 m vadhem kui eelnevas sekundis. Mitu
meetrit kulgeb tilesvisatud keha 8. sekundis, kui ta 1. se-
kundis kulgeb 100 m?

125. Leida aritmeetilise jada 1 liige, kui 9. liige on
53 ja vahe on 4. :

126. Leida aritmeetilise jada 1. liige, kui 15. liige on
68 ja vahe on —23.

127. Leida aritmeetilise jada vahe, kui 1. liige on 7
ja 17. liige on 87.

128. Leida aritmeetilise jada vahe, kui 1. liige on 125
ja 25. liige on 65.

129. Aritmeetilise jada 1. liige on 3 ja 31. liige on
48. Leida jada vahe.

A 130. Paigutada arvude 7 ja 35 vahele 6 niisugust arvu,
et tekiks aritmeetiline jada.

131. Sportlane toukab kuuli esimesel treeningundda-
lal 15,58 m. Mitme sentimeetri vorra peaks iga jargneva
nadala saavutus tiletama eelneva nadala oma, et 7. nada-
lal korraldatavail voistlusil sportlane saaks tougata kuuli
16 m?

132. Paigutada arvude 100 ja 40 vahele 4 niisugust
arvu, et tekiks aritmeetiline jada.

133. Aritmeetilise jada esimene liige on 8 ja vahe
on 7. Mitmes liige selles jadas on 1207

134. Aritmeetilise jada 1. liige on —2,5 ja 2. liige
on 1. Mitmes liige selles jadas on 39,57

135. Mitu liiget on aritmeetilises jadas, mille 1. liige
on 6, 2. liige on 104 ja viimane liige on 136?
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136. Mitu 7-ga jagatavat arvu on arvude 28 ja 154
vahel?

137. Trapetsikujulisel peenral on esimeses reas 23
taime, teises 26, kolmandas 29 ja viimases 89 taime.
Mitu rida taimi on peenral?

138. Mitmendal kohal seisab liige 2,25 aritmeetilises
jadas 1,05; 1,10; t,15: ... 2

139. Kui suur on iihekohaliste loomulike arvude !
hulk? — kahekohaliste loomulike arvude hulk? — kolme-

kohaliste loomulike arvude hulk? — neljakohaliste loo-
mulike arvude hulk?

140. Mitu aritmeetilise jada 9, 13, ... liiget on vaik-
semad kui 1002

141. Mitu aritmeetilise jada 137,- 123

e Higet on
positiivsed?

142. Leida aritmeetilise jada 7. liige, kui seHe jada
4. liige on 21 ja 11. liige on —28.

143. Aritmeetilise jada 21. liige on 103 ja 33. liige on
157. Leida selle jada 27. liige.

144. Aritmeetilise jada 1. liige on 7, jada vahe 5 ja

liikmete arv 21. Kui suur on jada liige, mis asetseb jada
keskel?

145. Olgu aritmeetilise jada liige a» — 17 jasaray —
= —16. Kui suur on liige a,?

146. Olgu aritmeetilise jada liige as7 — 4,6 ja a7s —
= 8,2. Missugused on esimesed 3 jada liiget?

147. Olgu aritmeetilise jada liige a3 — 89, as; — 397
ja an = 503. Leida arv n.

! Loomulikeks arvudeks nimetatakse positiivseid

L E R Yee R

tdaisarve
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148. Aritmeetilise jada 14. liige on 66, 134. liige on
666 ja viimane liige on 6666. Kui suur on jada 1. liige ja
kui palju on jadas litkmeid?

149. Taisnurkse kolmnurga kiilgede moGtarvudeks
on kolm jarjestikust aritmeetilise jada liiget, mille vahe
&n 7. Arvutada komnurga kiilgede mdodtarvud.

150. Naidata, et avaldise 3 + 5x vaartused moodus-
tavad aritmeetilise jada, kui x-i asemele asetada jarjes-
tikused tadisarvud 1, 2, 3, ...

151. Naidata, et avaldise 10 — 3x vadrtused moodus-
tavad aritmeetilise jada, kui x-i asemele asetada jarjes-
tikused taisarvud.

152. Nadidata, et avaldise x2? + 4 vaartused ei moo-
dusta aritmeetilist jada, kui x-i asemele asetada jarjesti-
kused taisarvud.

153. Naidata, et taisarvude jada liikkmete ruutude
jarjestikused vahed moodustavad aritmeetilise jada.

§ 19. Aritmeetilise jada summa.

Aritmeetilise jada liikmete summat nimetatakse aritmeetilise
jada summaks ehk aritmeetiliseks reaks.
Summa tahisena kasutame tahte s; seega
Si==tarDlo St dgit s o F O

Selle summa otsene arvutamine on tilikas, kui liitkmete
arv on suur. Holpsamini jouame eesmadrgile aritmeeti-
lise jada summa valemi kasutamisel. Selle valemi tule-
tamiseks kirjutame otsitava summa iiks kord alates esi-
mese lilkmega, teine kord alates viimase liikkmega:

s=a;+(a;+d)+(a; +2d)+ ... +[a; T+ (n—1)d];
s=an+ (an—d) +(an—2d) + ... + [an—(n—1)d].
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Nii kirjutades satuvad.kohakuti jada esimene ja viimane
liige, teine ja eelviimane liige, kolmas ja eel-eelviimane
liige, jne. Nende vorduste teineteisega kohakut1 olevate
litkmete liitmisel leiame, et

2s = (a1 + an) + (@1 + an) + (a; + an) +
e +(a1+an).
Siit ndeme, et

aritmeetilise jada algusest ja l1opust iihekaungusel asetsevate
lilkkmete summad on vordsed..

Saadud vorduse parem pool koosneb nii mitmest lii-
detavast a; + an, kui palju on liikmeid antud aritmeeti-
lises jadas; seega

AN ((11 s an) ‘n,
millest

S —*—ﬂu 2
2 n

Tulemuse voime sonastada nonda:

aritmeetilise jada summa vordub _|ada esimese ja viimase
lilkme aritmeetilise keskmise ja liikmete arvu korrufisega.

Asendades viimases valemis jada viimase liikme a,
tema avaldisega
a; + (n—1)d,
saame, et
__ + ay ~['2(n L) - %
ehk

;20,+(2n~ Ud'fl

See aritmeetilise jada summa valemi teisend v&imaldab
arvutada jada summa otseselt esimese liikme, jada vahe
ja lilkkmete arvu jargi.
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Tuletatud summa valemite rakendamist selgitame
jargmiste ilesannetega.

Ulesanne 1. Arvutada esimese n loomuliku arvu
summa.

Lahendus. Et need arvud moodustavad aritmee-
tilise jada, siis ndutav summa

t+2+3+ ... +n="FT " nZgnn+1.

Ulesanne 2. Arvutada esimese n paarituarvu
summa.

Lahendus. Esimesed n paarituarvu moodustavad

aritmeetilise jada 1, 3, 5, ..., 2n—1; seega noutav
summa
14345+ ... +@n—1)= T =D p 2 5 pe

Ulesanne 3. Aritmeetilise jada esimene liige on
5 ja jada vahe on 3. Arvutada selle jada esimese 10
lilkkme summa.

Kasutades summa valemi teisendit, leiame, et

o I L e v SO
s = : W= 1048y

Ulesanded.

154. Mitu silma on kogusummas tdaringu 6 tahul?

155." Mitu 160ki 166b 606-pdeva jooksul seinakell, mis
margib ainult tdied tunnid vastava arvu l6okidega?

156. Tooline on votnud kdivitada ja valvata 12 kudu-
mismasinat. Iga masin koob tunnis 8 m riiet. To6line
kaivitab esimese masina kl. 7 ja teised 5-minutiste aja-
vahemikkude jdarele. Mitu meetrit rifet on masinad kudu- -
nud kella 15-ks?

157. Vabadhuteatris on vaatlejate istekohad asetatud
amfiteatriliselt, ringides {imber ringikujulise nditelava.
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Esimese ringi raadius on 6 m, teise 7 m, kolmanda 8 m,
jne. viimaseni, mille raadius on 20 m. Arvates iga vaat-
leja kohta 0,5-meetrilise osa istepingist, arvutada rahva-
hulk, mis teatri pinkidele d&ra mahub. Arvutamisel votta
ummarguselt 7 = 3.

158. Suurem hulk iihe ja sama ldabimddduga torusid
on laotud virna, nagu néaitab joonis 2. Alumises reas on
neid 20, jirgnevas 19, jargnevas 18, jne. 8-ni. Mitu toru
on virnas?

/\
P RE
A A A
EO06e
" WS G A S 4
Ta8ee

Joonis 2.

159. Tallu viiva tee aarde istutatakse 100 puud, pai-
gutades nad iga 5m jarele. Esimese puu kaugus talu
Oues asetsevast kaevust on 20 m. Iga puud kastetakse
1 ambri veega. Kui pika tee kdiks dra puid kastev mees,
kui ta peaks iga ambritdie vett vétma kaevust ja kandma
puuni, alustades oma teed kaevult ja 16petades selle seal-
samas?

160. Trapetsikujuline katus on kaetud katusekivi-

dega. Laiemal kiiljel asetseb 80 kivi, igas jargnevas reas

kaks kivi vihem kui eelnevas. Teades, et kivide ridu on
20, leida katuse katmiseks kulunud kivide arv.

161. On antud aritmeetiline jada 4, 1, —2, ... Leida
jada esimese 20 lilkme summa.
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162. Taita tiihjad kohad jargmises tabelis:

Esnmene > Jada ;Lnkmete Vumane ( Jada
Jada liige | vahe’ | arv liige | summa
number ] o I 3 i 2% f &
| {
1 i e | |
2. i 0 g B S R R ,
. | =7 | AT S |
1 8 | 20 e e
5. 19 -~ i | —25
6. Mt 8T i 56
- 1

163. Aritmeetilises jadas on 9 lnget teise ja kahek-
sanda liikme summa on 15. Kui suur on jada summa?

164. 1 Arvutada esimese 100 loomuliku arvu summa.

% Arvutada esimese 100 paarisarvu summa.

3. Arvutada esimese 100 paarituarvu summa.
165. Kui suur on ko&igi kolmekohaliste loomulike

arvude summa?

166. Arvutada koigi 3-ga jaguvate arvude summa
vahemikus 100 kuni 200.

167. Arvutada koigi 5-ga jaguvate arvud“ summa
vahemikus 99 kuni 1001.

168. Aritmeetilise jada vahe on —2; jada viimane
liilge on —10 ja jada summa on —24. Arvutada jada esi-
mesed 5 liiget.

169. 9-lilkmelise aritmeetilise jada summa on 558 ja
esimene liige on 52. Leida jada vahe.

170. 10-liikmelise aritmeetilise jada summa on 10 ja
jada vahe on —3. Leida jada esimene liige.

171. Kui suured on viisnurga nurgad, kui nad moo-
dustavad aritmeetilise jada, mille vahe on 20°?

.
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172. Kui suured on kuusnurga nurgad, kui nad moo-
dustavad aritmeetilise jada, mille esimene liige on 80°2

173. Jaotada 10 m&dtu vilja kiimnele isikule nénda,
et iga jargmine saab % mddtu vdhem kui eelmine.
(Ahmes, umbes 1700 a. e.m. a.)

174. Mitu liiget on aritmeetilises jadas, mille esimene
liige on 12, vahe 4,2 ja summa 6962

175. Mitu liiget on aritmeetilises jadas, mille esimene
liige on —20, teine liige —15 ja summa 10002

176. Saapavabrik sai tellimise 13200 saapapaarile.
Sotsialistliku voistluse korras pidi vabrik esimesel nida-
lal valmistama 100 paari saapaid pdevas ja igal jargne-
val nédalal suurendama oma péevast toodangut 50 paar:
vorra. Mitme nddalaga oli tellimine taidetud? .

~  177. Mitu meetrit kulgeb vabalt langev keha ¢
sekundi jooksul? ' (Vt. nr. 123))

178. Mitme sekundiga kulgeb vabalt langev keha
314m? (Vt. nr. 123 ja 177.)

179. Hulknurga nurgad moodustavad aritmeetilise
jada 70°, 90°, 110°, ... Mitu nurka on hulknurgal?

180. Kas on voimalik niisugune hulknurk, mille nur-
gad moodustaksid aritmeetilise jada 45°, 55°, 65°, .., ?

181. Mitu paarituarvu 1, 3, 5, ... peab vahemalt
votma, et nende summa iiletaks 500?

182. Mitu loomulikku arvu 1, 2, 3, ... peab vahemalt
votma, et nende summa diletaks arvu 10002

183. Kujutada arv 325 aritmeetilise reana, teades, et
esimene liige on 1 ja viimane liige on 64.
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184. On antud aritmeetiline jada:
(a + x)2, a?’+x2 (a—x)2,

Leida selle jada n liikme summa.

185. Leida 11 jérjestikust loomulikku arvu, mille
summa vordub jargneva 10 jérjestikuse loomuliku arvu
summaga.

186. Mitu jarjestikust loomulikku arvu peab vétma,
alates arvust 3, et nende summa vérduks jdrgneva 5 jar-
jestikuse loomuliku arvu summaga?

§ 20. Geomeetriline jada.

Geomeetriliseks jadaks nimetatakse niisugust arvude jada ehk
progressiooni, milles iga arvu ja sellele eelneva arvu jagatis on
muutumatu.

Nii on arvu 2 astmete jada
20 oy B 16,932

geomeetriline jada, sest

A B8
5 =

Ai=8=: - -
seevastu tdisarvude ruutude jada
boed 95 6 2500,
ei ole geomeetriline jada, sest
4 9
¥it4
Geomeetrilist jada moodustavaid arve nimetame selle
‘jada elementideks ehk liikmeiks. Nagu arit-
meetilis€ jada puhul, nii tdhistame ka geomeetrilise jada
lilkkmeid stimbolitega
Gty " oy A8y v oy O
ja nimetame esimest ja viimast neist arvudest vastavalt
jada esimeseks ja viimaseks liikmeks. Geomeetrilise
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jada liikme ja eelneva liikkme jagatist nimetame selle
jada teguriks. Jada tegurit tdhistame tdhega q.

Geomeetrilise jada teguri margi ja absoluutvadrtuse
jargi saab jada iseloomustada jargmiselt:

1. Kui jada tegur on positiivne (q > 0), siis koik jada
liikmed on iihe ja sama margiga; seda ndeme naiteks
jadade puhul

2,76, 1875422162
ja
—2, —6, —18, —54, —162,
kus kummaski g = 3.

2. Kui jada tegur on negatiivne (q < 0), siis jada liik-
mete méargid vahelduvad; see juhtum esineb meil nditeks
jada puhul-

2, —6, 18, —54, 162,
kus g = —3.

3. Kui jada teguri absoluutvaartus on suurem kui 1,
siis jada liikkmete absoluutvaartused kasvavad; seda
ndeme naiteks jadade puhul >

S G 0 e 3 90,05 Skl g Sunh 5 .
—4, —6, —9, —13,5, —20,25, kus q= 1,5;
4, —6, 9, —13,5, . 20,25, kus q=—1,5.

4. Kui jada teguri absoluutvaartus on vaiksem kui 1,
siis jada liikmete absoluutvaartused kahanevad; seda
ndeme naiteks jadade puhul

A0S, % A 5 IAG - A5 b i e
—405, —135, —45, —15, —5, kus q= %;
405, —135, 45, —15, 5, kus q=—43.

Ulesanded.

187. Kirjutada 6-liikkmeline geomeetriline jada, mille
esimene liige on 4 ja tegur on 3.
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188. Kirjutada 7-liikmeline geomeetriline jada, mille
esimene liige on 32 ja tegur on 3.

189. Geomeetrilise jada esimene liige on 1, jada tegur
on . Anda jada esimesed 5 liiget.

190. Geomeetrilise jada esimene liige on 7776, jada
tegur on g Anda jada esimesed 5 liiget.

191. Geomeetrilise jada 1. liige on 16 ja 2. liige on 24.
Kui suur on selle jada 3. liige?

192. Geomeetrilise jada 7. liige on 108 ja 8. liige on
36. Kui suur on selle jada 9. liige?

193. Geomeetrilise jada 4. liige on 10 ja 5. liige on 25,
Leida jada 3. liige.

194. Geomeetrilise jada 6. liige on 15 ja 7. liige on 21.
Leida selle jada 8. liige.

195. Geomeetrilise jada 12. liige on 28 ja 13. liige
on 49. Leida selle jada 11. liige.

§ 21. Geomeeirilise jada iildliige.

Olgu antud geomeetriline jada
ap, az as S ey s
mille tegur on q. Kohal k seisev jada liige on as; selle
ees, kohal k — 1 seisev liige on ax_ ;. Geomeetrilise jada
definitsiooni jdrgi on

ehk
r = ax—1" (.
See tdhendab, et
geomeefrilise jada iga liige, alates teisest, vordub eelneva
liilkkme ja jada teguri korrutisega.

99



Andes arvule k jarjest vadartused 2, 3, 4, ..., n, saame
az —=a°q
as=as q=a;°q q=a"q>
@ =a ' g=mq’ q=a"qg
jne. Analoogia pohjal kirjutame uldiselt

ar = ay - g-

See valem annab 6ige tulemuse ka siis, kui k = 1; toe-
poolest, valemi parem pool omandab siis kuju
a; gt L=ar:q°=a.

Vastavalt k vaartusele on liige ax kas jada esimene, teine,
kolmas v0i moni muu liige. Seda liiget ax nimetame see-
pdrast jada iildliikmeks. Et jada ildliikme vale-
mis esinev arv k—1 néaitab, mitu liiget seisab jadas
liikkme aj ees, siis voime selle valemi sdOnastada jarg-
miselt:

geomeetrilise jada liige vordub arvuga, mis saadakse jada esi-
mese lilkkme korrutamisel jada teguri astmega, milles astendajaks
on koigi eelnevate liikmete arv.

Kui tldliikme valemis esinevast neljast suurusest

-0 K, G ;

kolm suurust on teada, siis saame ikka arvutada nel-
janda. Naitena toome jargmised tiilesanded.

Ulesanne 1. Geomeetrilise jada esimene liige on
1000, jada tegur on 3. Kui suur on jada 11. liige?

Lahendus. Vottes ' geomeetrilise jada tildliikme
valemis a; = 1000, ¢ = % ja k = 11, saame

ai; = 1000 - (-‘-)11—1 = 1000 (3)10 =
1000
= 1000 - 210 = 024
ehk taandades
125
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Ulesanne 2. Geomeetrilise jada esimene l‘iig';e on
5
2187
Lahendus. Andmeiks on

5, kaheksas liige Kui suur on jada tegur?

5 .

2187’

otsitavaks on g. Asetades andmed geomeetrilise jada
tldliikme valemisse, saame

5

det=0 k=8t gu-—

i AR T « y8—1
CIT Bt MBI
seega
{
sigr ="
ehk
1
;g Sl
\ il

Logaritmides saame

7 log g = —log 2187,
millest

log 2187
log g =— —g?— .

Logaritmide tabeli abil leiame
log 2187 — 3,3398,

seega
log g = —0,4771,
ehk
109}7 — 0,4771,

millest

1 — 3000

q
ja

q=4%

Ulesanded.

196. Geomeetrilise jada esimene liige on 15, jada
‘tegur on 2. Kui suur on. jada 5. liige?

-
e
>
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197. Geomeetrilise jada 1. liige on 6 ja 2. liige on 6,3.
Kui suur on jada 10. liige? '

198. Geomeetrilise jada esimene liige on 2,6, jada
tegur on 1,75. Kui suur on 20. liige?

199. Leida geomeetrilise jada 32, 48, 12, 4. kKuHes
liige. ;

200. Leida geomeetrilise jada %, é—, 1l8’ ... kimnes
liige.

201. Leida geomeetrilise jada V2, 2, V8, ... seits-
mes liige.

202. On antud arvude jada, mille iga liige moodus-
tab 25% eelnevast liikmest. Naidata, et see jada on geo-
meetriline jada. Kui suur on jada tegur?

203. On antud arvude jada, mille iga liige moodus-
tab 120% eelnevast liikmest. Nadidata, et need arvud
moodustavad geomeetrilise jada. Kui suur on jada
tegur?

204. Leida geomeetrilise jada tegur, kui jada iga liige
on 1% vorra suurem eelnevast.

205. Leida geomeetrilise jada tegur, kui jada iga liige
on 3% vdrra vaiksem eelnevast.

206. Ohukindlas anumas on 24 g Shku. Ohupumba
iga tdmbega imetakse § anumas olevast Shust. Mitu
grammi on jadanud anumasse 15 tdmbe jarel?

207. Ohupumba kupli all on 8hk normaalrdhumisel.
Pumba iga tdmbega imetakse kupli alt 2% seal olevast
ohust. Kui suur on dhurdhumine kupli all 20 tdmbe jarel?

208. Naidata, et geomeetrilise jada mistahes liige on
temale eelneva ja temale jdrgneva liikme keskmine
vordeline ehk geomeetriline keskmine.
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209. Leida geomeetrilise jada 10. liige, teades, et
9. liige on 6 ja 11. liige on 54.

210. Leida geomeetrilise jada 23. liige, teades, et

.. 8= 7132

22. liige on 9 Ja 24. liige 81

211. Leida geomeetrilise jada tegur, kui jada 1. liige

| S s 1
on 5 ja 5. liige on 162

212. Klaveri a-keele vonkearv on 435, a'-keele (jarg-
mise korgema oktaavi a) vonkearv on 2 korda suurem.
Vahepealsete keelte: ais, h, c¢', cis’, d', dis’, e, f,
fis’, g’ ja gis’ vonkearvud koos keelte a ja a’ vonkearvu-
dega moodustavad geomeetrilise jada. Leida selle jada
tegur ja c’-keele vonkearv.

213. Leida geomeetrilise jada tegur, kui jada 1. liige
on 20 ja 7. liige on 312 500.

214. Logaritme kasutamata arvutada geomeetrilise
jada tegur, kui jada 2. liige on 6 ja 11. liige on 118 098.

215. Geomeetrilise jada 5. liige on 9, sama jada 8. liige
on 72. Anda jada esimesed kolm liiget.

216. Paigutada arvude 1 ja 2197 vahele kaks niisu-
gust arvu, et tekiks geomeetriline jada.

217. Paigutada arvude 5px ja 21870 vahele 11 nii-
sugust arvu, et tekiks geomeetriline jada.

218. On antud geomeetriline jada 1, 2, 4,
Paigutada iga kahe jarjestikuse liilkme wvahele iiks arv

nonda, et antud arvud koos vahelepaigutatud arvudega
moodustaksid jalle geomeetrilise jada.

219. Geomeetrilise jada esimene liige on 3 ja tegur
on 2. Mitmes liige selles jadas on 30727
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220. Geomeetrilise jada esimene liige on 116 ja tegur
on 4. Mitmes liige selles jadas on 4096?

221. Mitmes liige geomeetrilises jadas 6, 12, 24,
on 3- 2162

222. Mitmes liige geomeetrilises jadas 625, 250,
10075 % on 210 5507

223. Mitu liiget geomeetrilises jadas 1000, 500,
250, ... on suuremad kui 12%?

- 10 10 10

224. Mitu liiget geomeetrilises jadas 3 9 o

on suuremad kui 0,00012

225. Arvud 6, x ja 96 moodustavad antud jarjekorras
geomeetrilise jada. Madéarata arv x.

226. Leida arv q, kui arvud a —2, a ja a + 4 moo-
dustavad geomeetrilise jada. ’

227. Leida arvud x ja y, kui arvud 8, X, Y ja 27 moo-
dustavad geomeetrilise jada.

228. Missuguse arvu vorra peab suurendama arve
3, 5 ja 8, et saadused moodustaksid geomeetrilise jada?

229. Aritmeetilise jada esimene liige on 2. Jada esi-

mene, neljas ja kiimnes liige moodustavad geomeetrilise
jada. Leida aritmeetilise jada vahe.

230. Naidata, et geomeetrilise jada liikkmete logarit-
mid moodustavad aritmeetilise jada.
§ 22. Orgaanilise kasvamise seadus.

Véaga paljude looduses toimuvate protsesside kirjel-
damiseks sobib kasutada geomeetrilist jada.

Rakud, need elementaarsed osised, milledest koosne-
vad nii loomade kui taimede kehad, paljunevad pool-
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dumise teel. Seetottu on rakkude arv igas pdlvkon-
nas 2 korda suurem kui rakkude arv eelnevas pdlvkon-
nas. Seega jdrjestikuste pdlvkondade rakkude arvud
moodustavad geomeetrilise jada, mille tegur on 2.

Korgemail olestel esineb tavaliselt kahesooline palju-
nemine, s.t. ema- ja isaindiviid annavad oma eluea kes-
tel teatava arvu jdrglasi. See kahest vanemast p&lvne-
vate jdrglaste arv on eri oleste liikidel erinev: iihed
liigid paljunevad kiiremini kui teised.

Kui mingi liigi esimese pdlvkonna indiviidide arv on
a; ja igast kahest vanemast sigib n jarglast, siis teise
polvkonna indiviidide arv on

as = %L.Il

ehk
n
(12:(11.2,

kolmanda pdlvkonna indiviidide arv on

as = dz '21
jne. Seega jdrjestikuste pdlvkondade indiviidide arvud
moodustavad jdllegi geomeetrilise rea teguriga : ;

Tegelikult ei toimu paljunemine muidugi nii lihtsalt,
kui siin oli kdsiteldud, vaid paljunemisndhtus on palju
keerukam seetottu, et

1) polvkonnad ei jargne iiksteisele kattumiseta, vaid
nad osaliselt kattuvad ajas, nii et jarglased elavad tiht-
aegu vanematega ja vanavanematega;

2) paljud indiviidid hukkuvad enne kiipsusikka joud-
mist ja jadvad seetottu voi ka muil p&hjusil jarg-
lasteta; ‘

3) jarglaste arv pole antud liigi igal paaril tks ja
sama, vaid koigub teatavates piirides.
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Seepdrast tuleb meil néditeks loobuda vaatlemast indi-
viidide arvusid pdlvkondade jirgi ja edaspidi vaatleme
indiviidide arvusid ajamomentidel, mis jargnevad iiks-
teisele = voOrdsete ajavahemikkude, néiteks ajathiku
tagant.

Loodusvaatlused nditavad, et iilal loeteldud pohjus-
tele vaatamata teatavates muutumatutes arenemistingi-
mustes liigi indiviidide arvud ajatihiku tagant jargneva-
tel momentidel moodustavad jada, mis on kaunis lihe-
dane geomeetrilisele jadale, s.o.

ajaithiku jooksul liigi indiviidide arv kasvab enam-viihem
piisiva arvan kordseks.

Seda elava looduse indiviidide arvu kasvamise Kkir-
jeldust nimetatakse orgaanilise massi kasvamise seadu-
seks ehk lihidalt orgaanilise kasvamise sea-
duseks. 4

Olgu esimesel ajamomendil mingi orgaanilise massi,
naiteks teatava piirkonna elanike arvu, suurus a;, teisel
ajamomendil, nditeks 1 aasta pédrast olgu selle massi suu-
Irus az = a1q, kus g on mingi vdrdlemisi piisiv kasvutegur
ehk indeks, nagu teda nimetatakse majandusteadus-
tes. Siis kolmandal ajamomendil, s.o0. 2 aasta parast,
selle massi suurus on as — a2q jne.

Seega esimese aasta jooksul mass sai juurdekasvu

ag—alzalq——al
ehk
a—a; =a; (q—1)

ja teise aasta mass sai juurdekasvu

ag — as = Q2q — Qg
ehk
a3 —az = az (q —1).
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Jagades teise aasta juurdekasvu esimese aasta juurde-
kasvuga:
ggsay. L repige )
a — a; a (q—l)’
saame parast taandamist vorde

BT o
L g | a
Seega vOime orgaanilise massi kasvamise seadust val-

jendada ka jargmiselt:

ajaiihikuis toimunud massi juurdekasvad on vordelised eel-
nevate massi viirtustega. :

Jarelikult, kui orgaaniline mass toesti kasvab (juurde-
kasv on positiivne), siis toimub see kasvamine tiha kii-
remalt, ja kui mass kahaneb (juurdekasv on negitiivne),
siis toimub see kahanemine iiha aeglasemalt.

Ajathikus toimunud juurdekasv moodustab orgaani-
lise kasvamise korral teatava, antud tingimustes piisiva
osamddra eelnevast massi vaartusest. See osamddr on
q—1, ehk indeksi ja arvu 1 vahe. See osamaddr valjen-
datakse sagedasti protsentides; majandusteadustes nime-
tatakse seda osamddra tempoks.

Kui orgaanilise massi kasvutegur ehk indeks on nai-
teks 1,25, siis massi iga juurdekasv moodustab eelnevast
massi vdartusest 25%. Oeldakse ka, et tempo on 25%.

Ka rahvamajanduses on orgaanilise kasvamise seadu-
sel vdga suur tdhtsus. Et rahvaarv kasvab orgaanilise
kasvamise seaduse jargi (geomeetrilises jadas), siis ka
rahvamajanduse toodang, mis peab rahuldama elanik-
konna tarbimise vajadusi, peab samuti kasvama geo-
meetrilises jadas. Kui rahvamajanduse toodangu indeks
vordub rahvaarvu indeksiga, siis elanike tarvete rahul-
damine jadb ikka iihele ja samale tasemele.
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Noukogude rahvamajanduse eesmdrk on saavutada
to6tavate masside itha suuremat heaolu, s. 0. nende tar-
bimise vajaduste rahuldamist iiha suuremas ulatuses.
Seepdrast ndeb néukogude plaanimajandus rahvamajan-
duse toodangule ette suurema indeksi kui rahvaarvu
indeks. INii ndeme, et neljas stalinlik rahvamajanduse
taastamise ja arendamise viisaasta plaan nédeb ette, et
NSV Liidu toostuslik toodang, mis 1940. a. oli 138,5 mil-
jardit rbl, peab 1950. aastaks tdusma 205 miljardi rub-
lani. See tdhendab, et téostusliku toodangu keskmise
indeksina on ajavahemikule 1940—1950 ette nahtud

10 _26; : {0 )
e = V1,48 = 1,04,
sellal kui NSVL rahvaarv kasvab aastas umbes 2% vérra
(rahvaarvu indeks on 1,02).

Orgaanilise kasvamise seaduse (geomeetrilise jada)
abil on v&imalik kirjeldada ka paljusid eluta looduses
toimuvaid protsesse. Fiilisikas ja keemias esineb palju
ndhtusi, milledes mingi suuruse juurdekasv on vé&rdeline
selle suuruse eelneva véartusega. Nii néaiteks toimub
keha jahtumine seda aeglasemalt, mida véiksem on selle
keha ja teda timbritseva keskkonna temperatuuride vahe.
Tépsemalt, keha temperatuuri langus (negatiivne juurde-
kasv) ajatihikus moodustab antud soojusjuhtivuse, —
konvektsiooni ja -kiirgamise tingimustes ikka ihe ja
sama osa keha eelneva temperatuuri ja keskkonna tem-
peratuuri vahest,

Ndide. Toas, mille temperatuur on 20°, on keha,
mille temperatuur on 100°. Olgu keha soojusisolatsiooni
tingimused sellised, et keha temperatuur langeb igas
minutis 2% vdrra keha temperatuuri ja toatemperatuuri
vahest. Arvutame, milleni langeb selle keha tempera-
tuur poole tunni jooksul.
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Esimese minuti algul keha ja toa temperatuuri vahe ¢y
on 80°. Seega esimese minuti jooksul keha temperatuur
langeb 2% vorra 80 kraadist, s. o. 0,02 -80° vorra. Jére-
likult teise minuti algul temperatuuride vahe

ts — 80° — 0,02 - 80°
~ehk
to = 80° - 0,98.
Seega on geomeetrilise jada tegur 0,98 ning duldliiget
ehk keha ja toa temperatuuride vahet n-nda minuti algul
maarab valem
th ==80° :10,08™L,

Jarelikult on pool tundi parast jahtumise algust, s. o.

31-se minuti algul temperatuuride vahe

: t3; = 80° - 0,9830,
Arvutades logaritmide abil, leiame, et selle avaldise
vdartus on 35,6°. Seega on keha temperatuur poole
tunni péarast 20° + 35,6°, s. 0. 55,6°.

Néahtuste hulka, mida peegeldab orgaanilise kasva-
mise seadus, kuuluvad muuhulgas veel:

ohurdhu muutumine olenevalt korgusest (merepin-

nalt), i

energia, nditeks valgusenergia neeldumine kesk-

konnas,

elektrikondensaatori tithjenemine laengust,

radioaktiivsete ainete lagunemine,

keemilises reaktsioonis tekkiva aine kontsentrat-

siooni muutumine,

segu kontsentratsiooni muutumine ldbivooluga anu-

mas

ja palju teisi ndhtusi.

Ulesanded.

231. Puu kdrguse iga-aastane juurdekasv on 80%

eelneva aasta juurdekasvust. Mitme sentimeetri vdrra
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kasvab puu 4. aastal, kui ta 1. aastal kasvab 25 cm
vorra?

232. Keha, viibinud 15 minutit termostaadis, mille
temperatuur on 0° jahtus 30-kraadisest temperatuurist
22,5-kraadise temperatuurini. Milline on keha tempera-
tuur 1% tundi péarast katse algust?

233. Toostuse toodangut kavatsetakse suurendada iga
aasta 15% vorra vorreldes eelneva aastaga. Mitme
protsendi vorra suureneb todstuse aastatoodang viisaas-
" taku jooksul?

234. Klaasplaat laseb labi 96% temale langevast val-
guse hulgast, neelates llejddnud osa. Kui suure osa
temale langenud valguse hulgast laseb 14bi kiimnest sid-
rasest plaadist koosnev pakk?

235. Uhekordse klaasiga aken neelab 15% temale
langevast valgusest. Mitu protsenti valgusest neelab
kahe- ja kolmekordse klaasiga aken?

236. Vaadist, milles on 150 liitrit ‘puhast piiritust,
voetakse 10 kcrda jargemooda 5 liitrit piiritust, téites iga
kord tiihjaks jéénud ruumi veega. Kui palju puhast pii-
ritust jaab veel vaati?

237. NSV Liidus toodeti 1925.a. 3-106t ja 1937. a.
18106t terast. Mitme protsendi vdrra suurenes kesk-
miselt iga-aastane terase toodang vorreldes celneva aas-
taga?

238. 20-st tdiesti lihesugusest klaasplaadist koosnev
pakk laseb ldbi 60% esimesele plaadile langevast val-
guse hulgast. Kui suure osa temale langevast valguse
hulgast laseb l&bi iiksik plaat?

239. Ohurdhumise kohta pealpool maapinda kehtib
seadus: 100-meetrilisele tdusule vastab ShurShumise
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vahenemine 1,2% vorra. Arvutada, kui suur on Shu-
rohumine 400 m korgusel, kui maapinnal valitseb nor-
maalne rohumine. Arvutada, millises korguses on &hu-
rohumine 665 mm, kui maapinnal valitseb 750-millimeet-
riline rShumine.

240. Radioaktiivse aine uraan X; aatomeist laguneb
606-pdeva viltel 2,8%. Mitme 66-pdeva viltel laguneb
pool selle aine aatomitest?

241. Keha, mille temperatuur oli 25°, paigutati termo-
staati, mille temperatuur hoiti 0°-1. Arvutada, millise aja
jooksul selle keha temperatuur langeb 10°-ni, kui ta 20
minuti jooksul langes 20°-ni.

242. Parmikultuuri aktiivse fermendi kogus kasvab
orgaanilise kasvamise seaduse jargi. 1 g suurune fer-
mendi kogus oli 1 tunni jooksul kasvanud 1,2 grammini.
Kui suur on fermendi kogus 5 tundi péarast katse
algust? |

243. Kuumutamisel vesiniku dlihapend laguneb
valemi

H;O2 = HO + O

jargi. 10 min. pédrast reaktsiooni algust HeO2 kontsent-
ratsioon oli 8? ja 20 min. pdrast reaktsiooni algust
48%5. Arvutada vesiniku ilihapendi esialgne kontsent-
ratsioon. Mitme protsendi vorra vdheneb selles katses
kontsentratsioon minutis?

244. Kinnises anumas on vedela vdavli kohal algul
1g vesinikku. Reaktsiooni Hs + S =H,S t6ttu on
vesiniku hulk 12 tunni jooksul vdhenenud 0,832 gram-
mini. Arvutada, kui palju vesinikku on anumas 24 tunni
pérast, arvestades, et vaavliauru kontsentratsioon vedela
véaavli juuresolu tottu jaab muutumatuks ja et vedel vaa-
vel neelab HsS.
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245. Kondensaatori laeng on 5 kuloni; halva isolat-
siooni tottu kaotab ta igas minutis 5% oma hetkel ole-
mas olevast laengust. Mitme minuti pérast on konden-
saatori laeng 1 kulon?

246. Rahvaarvu aastane indeks on 1,01. Kui suur
peab olema pdllumajandusliku toodangu indeks, et 15
aasta parast tihele elanikule osanev poéllurmajandussaa-
duste kogus oleks 2 korda suurem kui praegu?

247. Eesti kohaliku toostuse aastatoodang peab
1946.—1950. viisaastaku jo'oksul_ kasvama - 2,3-kordseks.
Koige suurem kasv on ette ndhtud tekstiiltéostuse aasta-
toodangule, mis 1945. aasta tasemelt — 2,33 106 m riiet,
peab 1950. aastaks tdusma 15,16 10¢ meetrini. Arvu-
tada, kui suured peavad olema selle plaani kohaselt
1949. aasta kohaliku t6ostuse ja tekstiiltoostuse toodan-
gud vorreldes 1945. a. toodanguga.

248. Moskvas oli 1931. aastal 2,8 milj. elanikku. 1939.
aastaks tousis Moskva elanike arv 4,14 miljonile. Kui

suur on Moskvas elanike arvu iga-aastane juurdekasv
protsentides ehk tempo?

§ 23. Geomeetrilise jada summa.

Geomeetrilise jada liikmete summat nimetatakse geomeetrilise
jada summaks ehk geomeetriliseks reaks.
Summa tdhisena kasutame tahte s; seega

§.e=1dy +(12+(13+ g
Selle summa otsene arvutamine on tilikas, kui liikkmete
arv on suur. Kiiremini jouame eesmairgile geomeetrilise
jada summa valemi kasutamisel. Selle valemi tuletami-
seks avaldame liikmed ag, as, ..., a» esimese liikkme ja
jada teguri kaudu ning korrutame saadud vorduse
S=a;F a1q Fa,q® Tl haghst
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kummagi poole teguriga q

sq=a1q + a1q? + ... tag*1t + aiq™.
Lahutades teise vérduse pooltest esimese vorduse vasta-
vad pooled, saame

Sq—8s=—a; T0+0+...+0+ ayqg"

ehk
8(q—1) = a1q" — ay,
millest
9™ — ay

: ">q‘-_:1

ehk
iy g
8. =04 g—1

Et geomeetrilise jada viimane liige a, vordub avaldi-
sega a;q" !, siis geomeetrilise jada summa valemis v&ib
avaldise a;q" ehk a;q"'-q asendada avaldisega a.q.
Nii saame summa valemi teisendi

. idaQ=r a4

q R

mida on sobiv kasutada, kui on antud jada esimene liige
ay, viimane liige a, ja jada tegur q.

Ulesanne 1. Geomeetrilise jada esimene liige on
3 ja jada tegur on 2. Arvutada selle jada esimese 6
lilkme summa.

Lahendus. Kasutades summa valemit
YL g1
st q—1"’

leiame, et antud jada summa

s:z-g":i:3(26—1):3(64—1):363:189.
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Ulesanne 2. Geomeetrilise jada esimene liige on
1, viimane liige on 243 ja jada tegur on 3. Arvutada
selle jada summa.

Lahendus. Kasutades summa valemit

RN G
qg—1%
leiame, et antud jada: summa
B S0 i it o e
o e e P g 8

Kui geomeetrilise jada tegur on vaiksem kui 1, siis
nimetaja jada summa valemis on negatiivne. Sel puhul
on kohane teisendada murdu lugeja ja nimetaja méarkide
muutmisega. Nii saame geomeetrilise jada summa vale-
mist jargmised. teisendid

1—gn
it g,
ja
s = (_11,_:.511’({_
s

mida kasutatakse juhtudel, kui q < 1.
Ulesanne 3. Leida summa
1 + _'{_ 22 ) A zlu .

Lahendus. Siin on ay=1, g=% ja n=11,

jarelikult ndéutav summa ’
11 1
1—( ) Ses 1
SE I 1 PR e 2 (1 g =2 - 210
1— 2 3
£ 15 iy 21008
el e 1022 — 1 joaa

Médrkus. Geomeetrilise jada summa valemit ei saa
rakendada ainult sel juhul, kui q = 1. Toepoolest, sellel
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q vaartusel valemi parem pool saab kuju a; - g~ , milles

esinev stimbol g— peaks jagamise definitsiooni jérgi tdhen-
dama arvu, mis nulliga korrutamisel annab nulli; et iga
arvu korrutamisel nulliga saame nulli, siis ei ole stim-
bolil % iihest tdhendust ja seega puudub iihene tdhendus

ka korrutisel ay - %

Sel erijuhul, kus q =1, saame geomeetrilise jada
summa arvutada otseselt. Tdepoolest, tehtud eeldusel
on koik geomeetrilise jada liikmed vordsed esimese liik-

mega ay, jarelikult
il s e P 0 B ol L P s
et liikkmeid on n, siis
S==TAaz.
Ulesanded. ‘

249. Leida geomeetrilise jada‘3, 6, 12, . . . esimese
kaheksa liikme summa.

250. Leida geomeetrilise jada esimese 5 liikme sum-
ma, kui jada algab arvuga 2 ja jada tegur on 3.

251. Leida geomeetrilise jada 3, 4, &, ... esimese
kiimne liikme summa. :
252. Geomeetrilise jada esimene liige on 7, jada tegur

on % Arvutada jada esimese 12 lilkkme summa.

253. Kui suur on summa 2 +22 + 23 4 , ., + 2102
254. Hindu kuningas Siiram oli ndnda vaimusta-
tud maleméngust, et avaldas ndusoleku maksta mdngu

leiutajale Sissa Ibn Dahir'ile autasuna iga sum-
ma, mille see peaks kiisima. Mangu leiutaja palus
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endale autasu nisuterades, ja nimelt 1 tera malelaua 1.
ruudule, 1-2 tera teisele, 1:-2-2 kolmandale, 1:2-2-2
neljandale jne. Mitu tera palus endale Sissa Ibn Dahir?

Terade hulgast kujutluse saamiseks olgu antud jarg-
mised andmed: 1 hl sisaldab ligikaudu 1,6-106 tera ja
kaalub immarguselt 70 kg; iithe kaubavaguni kandejdud
on 17 tonni.

255. Moned haigust tekitavad bakterid poolituvad iga
poole tunni tagant. Mitu bakterit on organismis 24 tundi
pdrast nakatust, millega organismi sattus 10 bakterit?

256. Kummipall, langenud mingilt kdrguselt pdran-
dale, porkab tagasi ja tduseb kdrgusele, mis on % lange-
miskdrgusest. Kui pika tee on kulgenud 3 m kdrguselt
langetatud pall, kui ta mneljandat korda puudutab
porandat?

257. Puu korguse aastane juurdekasv on 85% eel-
mise aasta juurdekasvust. Kui palju kasvab puu kdrgus
5 aastaga, kui ta esimesel aastal kasvab 30 cm?

258. Leida geomeetrilise jada \/:9; 2, V8 ... esimese
8 liilkme summa.

259. Leida geomeetrilise jada 2V/3, 6, ... esimese 6
litkme summa.

260. Leida jada V% 1, VI, ... esimese 10 liikkme
summa.

261. Leida jada V6, 3V2, 3V6, ... esimese 2n liikme
summa.

L
262. Leida jada V3, V3, 1, ... esimese 6 liikme
summa.

263. 7-likkmelise geomeetrilise jada esimene liige on
1 ja viimane 64. Leida jada tegur ja summa.
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264. Geomeetrilise jada 4. liige on 6 ja 12. liige on
1536. Kui suur on selle jada esimese 11 liikme summa?

265. On antud geomeetrilise jada 1. liige a ja 5. liige
u. Kui suur on selle jada esimese 5 liikme summa?

.266. Teisendada avaldis 1 + x + x2 iiksliikmeks.
267. Teisendada avaldis a2 + ab + b2 iiksliikmeks.
268. Lihtsustada avaldis 1+ a + a2 + a3 + a* + d5.
269. Lihtsustada avaldis ab + a2b® +a3b5 + atb”.

270. Lihtsustada avaldis
B (R 0 (kAo O (k + 1)8,

271. 6-liikmelise geomeetrilise jada summa on 252,
jada tegur on 2. Leida jada 1. liige.

272. 5-liikmelise geomeetrilise jada summa on 1562,
rea tegur on 5. Leida jada 1. liige.

273. Leida geomeetrilise jada 1. liige, kui jada tegur
on % ja 6 lilkme summa on 473.

§ 24. Lopmatu alaneva geomeefrilise jada summa.

Vaatleme, kuidas muutub alaneva geomeetrilise jada
summa vaartus, kui selles jadas voetakse titha rohkem
liikmeid. Selleks teisendame geomeetrilise jada summa
valemit jargmiselt:

L gh S v dic— 03 Qv il s glgl‘

S:Cl|‘1_(1 T 1—q T 1—gq 1—gq

Viimase avaldise liige 15_‘{/ ei sisalda jada liikmete arvu
n; seega ta jaab muutumatuks suuruse n kasvamisel.
Seevastu teine liige ja‘_q:; sisaldab tegurina astet g%
seega suuruse n kasvamisel teine liige muutub.
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Et alaneva geomeetrilise jada tegur g on absoluut-
vadrtuselt vaiksem kui 1, siis astendaja n kasvamisel aste
5

e
hakkab ttha vdhem erinema nullist; ta saab kuitahes vahe

erinevaks nullist, kui jada liikmete arv on voetud kiillalt
suur. :

Seega kiillalt suure liikmete arvu puhul alaneva geo-
meetrilise jada -summa on kuitahes vdhe erinev avaldise
e
l—gq

.

q" muutub tiiha vaiksemaks. Seetottu ka liige

vaartusest, kus a; ja g tdhendavad jada esimest liiget ja
tegurit. v :

Jada, mille liikkmete hulk on piiramatu — igale liikmele jirg-
neb veel liikmeid —, nimetatakse 16pmatuks jadaks.

Et on vdimatu tles kirjutada 16pmatu jada koiki liik-
meid, siis 16pmatut jada kirjutatakse tema esimeste liik-
mete abil ja nende jdrele kirjutatakse kolm punkti (mida
loetakse: ,ja nii edasi’). Nii tdhendab kirjutis

" ibg v A :
1opmatut alanevat geomeetrilist jada, mille esimene liige

on 2 ja tegur on 3.

Ulal saadud avaldist ; - % ‘nimetatakse 16pmatu
geomeetrilise jada summa vadartuseks, kui a
ja g on jada esimene liige ja tegur.

Selles tahenduses kirjutatakse:

a+aq+aq2+aq3+,,,:i-;‘z_(—l,kuilq|<1

Vasakul pool vdrdusmérki seisvat kirjutist nimetatakse
ka Io0pmatuks geomeetriliseks reaks.
Paremal pool vérdusmérki on selle rea vaartus, avalda-
tuna tiksliikme kujul.
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Naide 1. -Lépmatu alaneva geomeetrilise jada

y S e SRl
summa on

:4.'

S

241 +3+...= 2

[ )

Naide 2. Perioodilist kiimnendmurdu 3,5222 ...
moistetakse summana :

) 2
3+ 4+

100

Pl
1000

mille litkmed alates kolmandast moodustavad l6pmatu

2

* 10000

ot DR

oo y 3 G
alaneva geomeetrilise rea esimese lilkmega 100 Ja tegu-

; 1
riga 15
Seega
2 2 2
PR o 0 § R o IRl g ol
e Gl AR IOJ+ 1000+ 10000 RS
& i b 47
100 100
10 10 -
Ulesanded.

274. Arvutada 16pmatu geomeetrilise rea 1 + % +
=+ 4 #ha | vdartus.,

275. Leida lopmatu geomeetrilise jada 4, 2, 1, ...
summa vaartus.

276. Leida l6pmatu geomeetrilise rea 12+ 6 +
+ 3 + ... véértus.

277. Arvutada rea 1 + % + ¢ + ... véaartus.
278. Arvutada rea 3 + % + [, + ... védértus.

279. Teisendada rida 1 + sina + sin2a + ... liks-
litkmeks.
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280. Arvutada jargmiste ridade vadartused:

gk s ok R e kG
i e B i X+1—T—x+(l—:x)2+'
34 5+%+15-9— o S 6. u_l-'iu+(l‘1T)3—'

281. Arvutada rea V2 + 1 + -1713 + ... vddrtus,

282. Arvutada rea V5 + V25 + V1,25 + ... viir
tus.

283. Missugusel . tingimusel 16pmatu geomeetriline
3 x5 ’
jada -, —, ... on alanev jada?

Mis on sel puhul jada summa vaartus?

284. On antud ruut, mille diagonaal on d. Ehitatakse
ruut, mille diagonaaliks on antud ruudu kiilg; ehitatakse
kolmas ruut, mille diagonaaliks on teise ruudu kiilg, jne.

Arvutada koikide eespool nimetatud ruutude pindalade
summa.

285. Vordkiilgse kolmnurga kiilg on a. Sellesse
kolmnurka kujutatakse ring; kolmnurga iihte nurka
kujutatakse ring, mis puutub esimest ringi ja nurga haa-
rasid; samasse nurka kujutatakse ring, mis puutub teist
ringi ja nurga haarasid, jne. 16pmatult. Arvutada, mis-
suguse osa kolmnurga pindalast moodustab nende rin-
gide pindalade summa.

286. Vordhaarse kolmnurga aluse pikkus on a, haara
pikkus on b. Kolmnurka joonestatakse ringid niiviisi, et
esimene puudutab alust ja m&lemat haara, teine puudu-
tab esimest ringi ja m&lemat haara, kolmas eelmist ringi
ja mélemat haara, jne. 16pmatult. Leida kdigi sel viisil
tekkivate ringide iimbermddtude summa.
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287. Arendada murd ;g kiimnendmurruks. Kui suur
on geomeetrilise rea esimene liige ja tegur, kui seda kiim-
nendmurdu vaadelda geomeetrilise reana?

288. Arendada murd 317 kiimnendmurruks. Kui suur
on tekkinud geomeetrilise rea esimene liige ja tegur?

289. Kirjutada jargmised perioodilised  kiimnendmur-
rud harilikkude murdudena:

1 0444... 2. 0,121212. . oclle? 3.3 8 s Sl
0,666 . .. 026256257, 0,4232323 . . .
0;989=.. 0,030303 .. .. 0,25161616 . . .

290. Lopmatu geomeetrilise jada summa on 20 ja
jada tegur on #. Leida jada esimene liige.

291. Lopmatu geomeetrilise jada summa on 2% ja
jada tegur on 0,2. Leida jada esimene liige.

292. Lopmatu geomeetrilise rea vaartus on 6 ja esi-
mene liige on 4. Kui suur on tegur.

293. Leida 16pmatu geomeetrilise jada tegur, kui jada
esimene liige on.1 ja jada summa on 5.

294. Lopmatu geomeetrilise jada summa on § ja jada
tegur on 0,1. Avaldada jada ildliige tema kohanumbri
kaudu. Kirjutada jada summa Ilopmatu kiimnendmur-
runa.

295. Lopmatu geomeetrilise jada summa on ;—g ja
jada tegur on 0,01. Arvutada jada tldliige tema koha-
numbri kaudu. Kirjutada jada summa l6pmatu kiimnend-
murruna.

296. Kirjutada arv 6 l16pmatu geomeetrilise jada sum-
mana, vottes jada teguriks 3.

297. Arendada avaldis I—1—a geomeetriliseks reaks,

mille tegur on a. Missuguste arvu a vaartuste puhul on
antud avaldis selle rea vaartuseks?
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§ 25. Liht- ja liitintress.

Noukogude riik, vottes kodanike raha hoiule t66-
hoiukassades, kasutab seda raha sotsialistlikuks iilesehi-
tustooks ja maksab raha kasutamise eest selle omani-
kule tasu; seda tasu nimetatakse intressiks. Intress
arvatakse vordeliseks kasutatava rahasumma suurusega
ja vordeliseks kasutamise kestusega. Intress arvutatakse
riigi poolt kindlaks mddratud intressimaara alusel.

Intressimiiiraks nimetatakse arvu, mis niiitab, millise osa hoiu-
sest moodustab iihe aasta intress.

Seega valjendust ,raha on hoiustatud intressimé&éaral
4%" voi ka valjendust ,hoius kannab 4% intressi’’ tuleb
moista nii, et riikk maksab hoiuse omanikule selle hoiuse
uheaastase kasutamise eest intressi 4% hoiuse suu-
rusest.

Intressi arvutamisel loetakse aasta vordseks mitte 365
vOoi 366 pdevaga, vaid 360 pdevaga; sel puhul on' kuu
mitte 31, 30, 28 v6i 29 pdeva, nagu kalendris, vaid ikka
30 pdeva. Aasta Umardamine 360 pdevaks hdlbustab
tunduvalt  intressi arvutamist: 1iihe kuu intress on ikka

1 c 3 i € 1 . ;
i2 aastaintressist, 20 pdeva intress 18 aastaintressist,

3]6 aastaintressist, jne.

Intressi tasumine v6ib toimuda kahel viisil: intressi
voib tasuda raha kasutusaja 16pul ja intressi v&ib kind-
late ajavahemikkude jarel liita kasutatava rahasummaga,
mistottu 'see summa jark-jargult suureneb. Esimesel
juhul 6eldakse, et rahasumma kannab lihtintressi,
teisel juhul '6eldakse, et rahasumma kannab 1iit-
"intressi. Seega

10 pdeva intress

rahasumma kasvab lihtintressil, kui intress arvutatakse kogu
rahasumma kasvamise kestuselt rahasumma al gviadartuse
Jargi;
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rahasumma kasvab liitintressil, kui intress kindlate ajavahe-
mikkude jirel liidetakse rahasummaga ja seega igas siddrases aja-
vahemikus intress arvutatakse selle viidrtuse Jargl milleni
rahasumma ajavahemiku alguseks oli kasvanud.

To6-hoiukassades liidetakse intress iga aasta 16pul
hoiusega. Seega t66-hoiukassades hoiused kasvavad liit-
intressil. Hoiuselt, mille hoiuaeg on alla iihe aasta, t66-
hoiukassad maksavad lihtintressi.

§ 26. Rahasumma kasvamine lihtintressil.

Ulesanne 1. Rahasumma k rubla kannab aastas
p% intressi. Kui suureks kasvab see summa n aasta
jooksul?

Lahendus. Rahasummalt saadav aastaintress on

k'ig() rubla; seega n aasta intress on k. %’3 rubla.

Jdrelikult rahasumma suurus n-nda aasta 10puks on rub-
lades
np -,

k+ k- {5

tdhistades otsitavat tdhega K, saame

K=k(1+ 2
100

Ulesanne 2. Rahasumma k rubla kannab aastas
p% intressi. Kui suureks kasvab see summa n pdeva
jooksul?

Lahendus. Rahasummalt saadav
P

aastaintress on rublades k- ;v

.. pe : : Y e

lihe pdeva intress ,, i k* 260 100
5 3 R (e

n pieva intress " k" 260 100
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Jarelikult summa suurus n-nda pdeva 16puks on rub-
lades

SeREL e e
k+k 360 - 100
ehk ;
k(l 36000

Tahistades rahasumma 16ppvddrtuse tdhega K, saame
ulesande vastuse kujul

36000

Kui iilesannete 1 ja 2 lahendamisel saadud valemeis
esinevast neljast suurusest k, p, n ja K on kolm suurust
teada, siis neljanda saame ikka leida. Et need suurused
esinevad konesolevais valemeis esimesel astmel, siis
nouab nende arvutamine antud suuruste jargi vaid
lineaarvérrandi lahendamist. Naiteina lahendame jérg-
mised 2 tlesannet.

Ulesanne 3. Mitme pdeva jooksul rahasumma
k rubla, kandes p% intressi, kasvab summaks K rubla?

Lahendus. Eelnevast on teada, et

e k(l 38 3600()
ehk
knp
K=k 5505 i
seega
ki SR L
~ 36000
ehk

knp = 36000 (K — k)
ja siit otsitav pdevade arv

__ 36000 (K—K)
— kp i .
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Ulesanne 4. Missugune ra'hasumma, kandes 6%
intressi, kasvab 60 pdeva jooksul summani 505 rubla?

Lahendus. Madrgime otsitava summa tdhega k.
Varem tuletatud valemist
=k (1 * 36000
leiame, et

e K

36000

Asendades siin stimbolid K, n ja p nende antud véaértus-
tega, saame

505
N 1+ & B
; 36000
ehk
k=SB WM 55
frpets

100

Vastus. Otsitav summa on 500 rubla.

Ulesanded.

298. Toolise hoiuarve on 31. detsembril 844 rubla.
Summa seisab puutumata ning hoiukassa maksab 33%
intressi. Kui suur summa seisab aasta pdarast téolise
nimel?

299. Jargmistes ndidetes on antud hoius, intressi-
madar ja hoiuse kasvamise kestus. Arvutada intress.

Hoius Intressi- Aeg
rublades mair kuudes
1. 860 4 % 8
2. 675 5% % 6
3. 2370 3,6% 4
L 840 24% 11
5. 4860 4,2% 3
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- 300. Jargmistes ndidetes on antud hoius, intressi-
mddr ja hoiuse kasvamise kestus. Arvutada intress.

Hoius Intressi- Aeg
rublades maar pievades
L 128 S B% 125
ol 74 % 256
3. 4260 4% % 200
4. 785 25% 40
5. 96,40 3 % 320

30i. Jargmistes ndidetes on antud hoiuletoodud
summa, hoiuletoomise pdev ja intressimddr. Arvutada
aasta 10puks kogunenud intress ja hoiuse suurus jarg-
mise aasta alguses.

Hoius  Hoiuletoomise  Intressi-

rublades piev maar
L 240 1. VII 4 %
2. 585 15.X 3%
3. 2954 10. V 4%%
4 3640 6. 111 " 2%%
5. 7654 20.VIII *© = 33%

302. Teenistuja saab pangalt 2250 rubla laenu elamu
taastamiseks 1% aasta peale 2%-ga. Kui suur summa
tuleb tal tdahtajal pangale tasuda?

303. Toolisel on aasta algul to6-hoiukassas hoiul
2650 rubla. 24. aprillil ta votab sellest summast 850 rubla
véalja.. Hoiukassa maksab 3% intressi. Kui suur summa
seisab toolisel hoiul jargmise aasta alguseks?

304. Kui suur hoius annab 49 r‘ublla intressi, olles
hoiul 4 kuud 3%%-ga.

305. Kui suur on hoius, mis olles 6 kuud 4%-ga hoiul,
kasvas 6120 rubla suuruseks?
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306. Hoiusele, mis oli 2%-ga 25. oktoobrist aasta
I6puni hoiukassas, arvas hoiukassa 23,40 rubla intressi
juurde. Kui suur oli see hoius jargneva aasta alguses?

307. Uusmaasaaja tasus 16. septembril 6070 rublaga
sama aasta 17. veebruaril tehtud laenu ja selle intressi.
Kui suur oli laen, kui intressi voeti 2% ?

308. Mitme protsendiga on hoiul 4200 rubla, mis aasta
véltel kasvab 4326 rublaks?

309. Mitmel protsendil kasvab 4800 rubla 90 pédeva
jooksul 4827 rublaks?

310. Kooperatiivi vaba raha 2700 rubla oli 12. juu-
nist 2. septembrini hoiukassas hoiul ja kasvas selle aja
vidltel 2721 rublaks. Mitu protsenti maksis hoiukassa
intressi?

311. Missuguse aja valtel kasvab 2880 rubla, olles
hoiul 23%-ga, 2904 rublaks?

312. Missuguse aja valtel kasvab 900 rubla, olles
hoiul 3%%-ga, 911,25 rublaks? >

313. 22, jaanuaril anti 585 rubla 3%-ga hoiule. Mis
kuupdevaks see summa kasvab 600 rublaks?

§ 27. Rahasumma kasvamine liitintressil.

Ulesanne. Kui suure summani kasvab hoius
k rubla n aasta jooksul, kui intressimdiraks on p% ja
intress liidetakse hoiusega iga aasta 15pul?

Lahendus. Té&histame hoiuse 16ppvadrtuse rubla-
des tdhega K. 'Uhe aasta jooksul kasvab summa k rubla
intressiméddral p% summani rublades

7 L p\.
k +l()() Rt k(l + 1007 '
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sellest ndeme, et hoiuse suurus aasta I6pul saadakse
hoiuse vaartusest aasta alguses korrutamisel teguriga

gk 180 Tahistame selle teguri lihiduse mottes tahega
g. Oeldu pohjal kasvab k rubla

1. aasta 1opuks summani kgq,

2- " " " kq 5 q - kq21
. - 7 R - q =%
n " " ” kqn—l * q ot kqn

Asendades g tema vaartusega 1 + P S5

A, D™
K—k(1+1—06}

Ndide. Rahasumma 1000 rubla, kasvades intressi-
madral 5%, muutub 20 aastaga lihtintressi kandes sum-
maks rublades

§a0.
1000 - (1 +>15%) = 2000.

Sama rahasumma 1000 rubla, kasvades intressiméaaral
5%, muutub 20 aastaga liitintressi kandes summaks
rublades

1000-(1 + 5 ) 20 = 1000 - 1,0520 =
— 1000 - 2,654 — 2654,

Kui valemis

= k(1,4 B}
" esinevast neljast suurusest
/gt i ¢ b €

- kolm on teada, siis saame arvutada neljanda. Selle selgi-
tamiseks,  lahendame jdargmised 2 iilesannet.
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Ulesanne 1. Kui suure summa peab paigutama
hoiule intressimééral 4%, et ta 20 aasta jooksul kasvaks
2000 rubla suuruseks?

Lahendus. Rakendades varem tuletatud valemit

—k(1+100 g

saame andmeil
K=2000, p—=4, n— 20\,

et
2000 = k(1 + 4 )20
ehk
2000 = k - 1,0420
millest
2000 2000 _
¢ k= 1,040 = 3191 = 913.

Seega peab paigutama panka summa 913 rubla.

Ulesanne 2. Mitme aasta jooksul hoius kasvab
kahekordseks, kui intressimadraks on 3%?

Lahendus. Antud juhul K = 2k ja p=3. Raken-
dades varemini tuletatud valemit

=2 Iy (1 2 v 100/

saame

2k = k(1 + o),
seega

Zie==1,03%

ja

log 2 = n-log 1,03,
millest

o log2 . .0,3010
T log 1,03 ~ 00128
Seega hoius kahekordistub iimmarguselt 24 aastaga.

=~ 23.5;
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Ulesanded.

314. 100-rublane summa antakse aasta alguses hoiule.
Hoiukassa maksab sellelt 2% intressi aastas, mis iga
aasta 16pul lisatakse hoiusele. Arvutada, kui suureks
kasvab hoius 1., 2., 3., 4. ja 5. hoiuaasta 16puks. Arvu-
tused teostada otseselt.

315. Hoius 4000 rubla kannab 4% liitintressi. Kui
suureks kasvab, hoius 15 aasta jooksul?

316. Kui suureks kasvab 5800 rubla suurune hoius
8 aasta jooksul, kandes 3% liitintressi?

317. Kui suureks kasvab 2600 rubla suurune hoius
10 aasta jooksul, kandes 23% liitintressi?

318. Missuguseks summaks oleks kasvanud praegu-
seks ajaks 1 $ liitintressil 4%-ga aastas, kui ta oleks
pandud kasvama Ameerika avastamisel (a. 1492)?

319. Kui suur summa, kandes 33% liitintressi, kasvab
20 aastaga 1000 rubla suuruseks summaks?

320. Kui suur hoius, kandes 4% liitintressi, kasvab
6 aastaga 1000 rubla vorra?

321. To6o6-hoiukassasse - on makstud 8 aasta eest
summa 172 rubla. Vahepeal on see summa kasvanud
226,5 rublaks. Mitu protsenti liitintressi maksab hoiu-
kassa? :

322. Hoius 2500 rubla, kandes liitintressi, kasvas
17 aasta jooksul 3500 rubla suuruseks summaks. Kui suur
oli intressimaar?

323. Missuguse intressimadra puhul hoius kasvab
35 aasta jooksul kahekordseks, kui kasvamine toimub liit-
intressil?

324. Mitu protsenti liitintressi kannab hoius, kui ta
" 28 aasta jooksul kasvab kolmekordseks?
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325. Mitme aasta jooksul kasvab 786 rubla suurune
hoius, kandes 33% liitintressi, 1000 rubla suuruseks?

326. Toostuse sisseseade maksis uuena 150 000 rubla.
Tema vadrtuse iga-aastasel hindamisel kustutatakse sisse-
seade vananemise ja kulumise arvel 8% eelkdivast vaar-
. tusest. Kui suurena arvestatakse sisseseade vaartust 10
aasta padrast?

327. Vabriku sisseseade maksis uuena 225 000 rubla.
Kui korgelt tuleb hinnata vabriku sisseseadet 15 aasta
pdrast, kui iga-aastasel hindamisel kustutatakse' sisse-
seade kulumise arvel 7% sisseseade eelmise aasta vadar-
tusest?

328. Puumaja vaartus vdheneb iga aastaga 2% vorra
eelmise aasta vaartusest. Kui suur on maja véaartus 10
aasta pdrast, kui ta praegune véartus on 200 000 rubla?

329. Toostuse sisseseade vdadrtus vaheneb iga aas-
taga 7% vorra. Mitme aastaga on sisseseade védrtus
langenud poolele esialgsest vadrtusest?
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Peatiikk IV.

Uhendid_ ja binoomrida.
§ 28. Uhendid.

Nii looduses kui inimtegevuse koigil aladel ndeme
toimuvat iihtede esemete ithendamist teistega. Konele-
misel tthendatakse iiksikud hé&éalikud sonadeks ja sonad
lauseteks. Kirjutamisel iihendatakse tiksikud tdahed sona-
kujudeks ja numbrid arvkujudeks. Arvutamisel tithenda-
takse lksikud arvud nende summaks, vaheks, korruti-
seks ja jagatiseks. Algebras iihendatakse liksikud siim-
bolid avaldisteks ja voOrdusteks, geomeetrias punktid ja
sirged kujunditeks. Looduses toimub keemiliste elemen-
tide thinemine keemilisteks tihenditeks. '

Asudes vaatlema koigi niisuguste ithendamiste tldist,
matemaatilisi omadusi, nimetame iihendatavaid esemeid
elementideks ja nende ihendamise tulemusi
fthenditeks. Uksikuid elemente tdhistame tahte-
dega, néditeks a, b, ¢, . . . ja nende ilihendeid tdhistame
nagu korrutisi ab, ac, ba, abc, bca, . . . '

~ Ulesanded.

‘330. Koostada koik voimalikud kolmetdhelised sdna-
kujud tdahtedest a, s, i. Mitu sénakuju saab neist moo-
dustada?

331. Moodustada koik vaartuselt erinevad kahe
teguri korrutised, milledes teguritena esinevad suuruste
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¢, s ja i esimesed astmed. Mitu niisugust korrutist on
voimalik moodustada?

332. Koostada opilaste X, Y ja Z koik vdimalikud
jdrjestused rivis.

333. Koostada numbritest 1, 2, 3 ja 4 koik vdimali-
kud kolmekohalised arvkujud, milles iikski numbritest ei
kordu. Mitu niisugust arvkuju saab koostada?

334. Koostada arvudest 1, 2, 3 ja 4 kdoik voimalikud
korrutised, milledes teguritena esinevad nende arvude
esimesed astmed kolmekaupa. Mitu suuruselt erinevat
korrutist on vaimalik saada?

335. Votta tasapinnal 5 punkti nii, et nende hulgas
ei leidu kolme punkti, mis ase!seks iihel ja samal sirgel,
ja joonestada koik voimalikud sirged ldbi nende punk-
tide. Mitu sirget saab jooneslada?

336. Votta tasapinnal 4 punkti nii, et need ei asetse
thel ja samal ringjoonel, ja joonestada ko6ik voimalikud
ringjooned, mida need punktid méaaravad. Mitu ringjoont
on voimalik joonestada?

On olemas iihendeid, millede puhul v&ib muuta nende
elementide jarjestust, ilma et nad ise seejuures sisuliselt
muutuksid. Nii ei muutu korrutise vadrtus, kui muude-
takse tegurite jarjestust: 3-5=5-3. Samuti ei muutu
summa vddrtus, kui muudetakse liidetavate jdrjestust:
2+4+7=2+7+ 4. Seepirast kahte sedaliiki {ihen-
dit, kui nad sisaldavad iihtesid ja samu elemente erine-
vates jarjestustes, loetakse itheks ja samaks iihendiks.
Et nditeks iiks korrutis erineks teisest, on tarvilik, et nad
erineksid vahemalt iihe teguri poolest.

Uhendeid, mida loetakse iiksteisest erinevaiks ainult siis, kui
nad erinevad vihemalt iihelt elemendilt, nimetatakse kombi -
natsioonideks.
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Kommutatiivse tehtega koostatud avaldised, nagu
summa ja korrutis, on kombinatsioonid.

Teiselt poolt on olemas iihendeid, mida nende iseloo-
must tingitult tuleb lugeda iiksteisest erinevaiks ka siis, -
kui nad erinevad ainult oma elementide jarjestuse poo-
lest. Niisuguseiks tihendeiks on néiteks kahe arvu vahe
ja jagatis; muutes arvude jérjeétust vahes vOi jagatises,
muutub ka nende vaartus: 5—3% 3—5, samuti 5:3 #
# 3:5. Samuti muutub arvkuju tahendus, kui muuta tema
numbrite jarjestust: 19 =91,

Uhendeid, mida loetakse iiksteisest erinevaiks, kui nad erine-
vad elementidelt voi ka ainult nende jiirjestuselt, nimetatakse
variatsioonideks.

Mittekommutatiivse tehtega koostatud avaldised,_
nagu vahe ja jagatis, on variatsioonid.

Ulesanded.

337. Kumba iihendite liiki kuuluvad Morse'i tahes-
tiku tdhed? Missugustest elementidest nad koosnevad?

338. Mis liiki tihendid on numbritega 1, 2 ja 4 kirju-
tatud arvkujud?

339. Mis liiki tithendid on arvudest 1, 2 ja 4 kahe-
kaupa moodustatud summad, nagu 1 +2, 1 +4, 2+ 4
jne.

340. Missugusesse iihendite liiki kuulub igaiiks jarg-
mistest avaldistest:

L 2(atb) % a—b>b “ a:b 0. \a
2. 2a+b 5. (a—b)? 8. Z £ 3 11, logd
8. sin(a+b) & cos(a—b) * o 12. Jogya
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§ 29. Variatsioonid.

Olgu antud kolm elementi a, b ja ¢. Moodustame
nende koik voimalikud variatsioonid, s. o. ithendid, mis )
iiksteisest vdivad erineda nii elementidelt kui ka nende
jarjestuselt. Elemente endid vdime vaadelda kui variat-
sioone, milles elemendid esinevad iihekaupa.

Seega antud elementidest saame moodustada 3 variat-
siooni iithekaupa:

(0 g o3 A e
6 variatsiooni kahekaupa:
ab;-ad;-ba, bty cty-cb

ja 6 variatsiooni kolmek-upa:
abc, ach, bac, bca, cab, cbha.

Tuletame niiiid valemi, mis voimaldab leida, mitu
variatsiooni on vdimalik moodustada mingist arvust ele-
mentidest, thendades neid iihe-, kahe-, kolme- jne. kaupa.
K&igi variatsioonide arvu, mis on vdimalik moodustada
n elemendist, ihendades neid k-kaupa (k < n), tdahistame
siimboliga V * (lugeda: V n-ist k-kaupa).

Olgu antud n elementi: a, b, ¢, d, ..., g, h. Elemente
vdoime vaadelda kui nende variatsioone ithekaupa. Seega
saab n elemendist n variatsiooni iihekaupa ehk

%t
Uhendame niiiid antud elemendid variatsioonideks
‘kahekaupa. Selleks iihendame esmalt elemendiga a

kord b, kord ¢, kord d jne., s.0. iga elemendi iilejaanud
n-—1 elemendist. Nii saame n-—1 variatsiooni kahe-
kaupa, mille esimeseks elemendiks on a. Seejdrel then-
dame elemendiga b kord a, kord ¢, kord d jne., s.o. iga
elemendi iilejadnud n—1 elemendist. Nii saame jalle
n—1 variatsiooni kahekaupa, ko6igil esimeseks elemen-
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diks b. Uhendades nii iga elemendi iga elemendiga iile-
jadnud n—1 elemendist, saame kokku jargmised variat-
" sioonid:

ab, ac, ad, . .., ag, ah (n — 1 variatsiooni),
o | ba, bc, bd,...,bg, bh (n—1 = )
3. ca;ch; cd < g, eh (n—1 i i
=]
S gd, gl ge ., <gh i 1 ,, ),
ha hh:he i vehy (n—1 i E

" Et koiki elemente on n ja et iihe ning sama elemen-
diga algavaid variatsioone kahekaupa on n—1, siis n
elemendist kahekaupa iihendatud elementide variatsioo-
nide koguarv on n(n—1) ehk

VZ=n(n—1).

Nii nditeks V3 =3-(3—1) =3:2 =6, nagu selgus
juba eespoolgi.

Uhendame niilid antud elemendid variatsioonideks
kolmekaupa. Selleks {ihendame esmalt elementide a ja
b variatsiooniga ab kord c, kord d jne., s. 0. iga elemendi
ilejddnud n—2 elemendist. Nii saame n-—2 variat-
siooni kolmekaupa, mis k&ik algavad variatsiooniga ab.
Seejdrel ihendame variatsiooniga ac kord b, kord d jne.,
s. 0. iga elemendi iilejddanud n — 2 elemendist. Nii saame
n— 2 variatsiooni kolmekaupa, mis kdik algavad variat-
slooniga ac. Nii iihendades iga kahekaupa moodustatud
variatsiooniga iga elemendi iilejaanud n— 2 elemendist,
saame jargmised variatsioonid kolmekaupa:

K | abe, abd, . .. abg, abh (n— 2 variatsiooni),
‘" |achb, acd, . .., acg, ach (nh—2 . )i
.’-I.‘ adb, adc, . . ., adg, adh (n—2 4 )s
1§ Bl i LS
R g e P (n—2 it )
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Et kahekaupa variatsioone on n(n—1) ja et iihe ja
sama kahekaupa variatsiooniga algavaid kolmekaupa
variatsioone on n—2, siis n elemendist kolmekaupa
moodustatud variatsioonide koguarv on n(n— 1) (n—2)
ehk :

V), =nn—1) (n—2).
Nii nditeks
Vi=3@B3—1)(3—2=3-2-1=6
nagu ndgime juba eespoolgi.
Analoogiliselt vdib néidata, et
Vi=nn—1)(n—2)(n—23), ¥
Vi=n(n—1)(r—2) (n—3) (n—4)

ja iildiselt

V= a9y B tn e S e )

Selle valemi vdime sdnastada jargmiselt:

Variatsioonide arv n elemendist k-kaupa vordub & jirjes-
tikuse loomuliku arvu korrutisega, milledest suurim on n.

Ndide 1. Leiame, mitmel erineval viisil on vdima-
lik 7 kandidaadist mddrata 4 isikut neljale erinevale
ametikohale.

Seame ametikohad mingisse kindlasse jarjekorda. Siis
nende tditmise voimalused kujutavad endist kandidaa-
tide iihendeid, milles kandidaatide jarjestus on oluline,
seega need ithendid on variatsioonid. Oma kiisimusele
vastuse saamiseks peame leidma variatsioonide arvu 7
elemendist 4-kaupa

Vi 2e 7185 - £:840.

Seega saab 7 kandidaadist 4 isikut paigutada neljale

erinevale tookohale 840 erineval viisil.
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Na&aide 2. Klassis on 11 eri oppeainet ja 6 eri dppe-
tundi pédevas. Leiame, mitmel viisil on vdimalik koos
tada pdevast tunniplaani.

Ko6ik voimalikud klassitundide jaotused paevas esita-
vad variatsioone 11 elemendist 6-kaupa. Seega klassi
pdevast tunniplaani on vdimalik koostada V| ehk
11-10-9-8-7 6 ehk 332640 erineval viisil.

Ulesanded.

341. Koostada elementide x, y ja z kdik voimalikud
variatsioonid 2 elemendi kaupa.

342. Koostada elementide a, b, ¢ ja d koik voimali-
kud variatsioonid 2 elemendi kaupa.

343. Koostada elementide a, b, ¢ ja d koik voimali-
kud variatsioonid 3 elemendi kaupa.

344. Mitu kahekohalist arvkuju on vodimalik kirju-
tada numbritega 1, 2, 3, 4 ja 5 nii, et iga number esi-
neks arvkujus ainult iiks kord. :

345. Presiidium koosneb 10 isikust. Nad valivad endi
seast esimehe, esimehe asetditja ja sekretdari. Mitu eri-
nevat tulemust voib anda valimine?

346. Mitmel wviisil on voimalik tthe oktaavi helisid
ithendada kolmkolaks?

347. Arvutada Vi, V, Vija V3.
348. Lahendada vorrand V. ='8x.

349. Leida niisugune elementide arv, mille 20-kordne
vordub nendest elementidest = 3-kaupa moodustatud
variatsioonide arvuga. ‘

350. Lahendada vorrand V3 — S S

ST 1a 42
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§ 30. Permutatsioonid.

Variatsioonide eriliigiks on variatsioonid, mis sisal-
davad koiki antud elemente ja seetdttu ei erine tikstei-
sest elementidelt, vaid ainult nende jarjestuselt. Need
on variatsioonid n elemendist n-kaupa. Niisuguseid
variatsioone nimetatakse permutatsioonideks.
Naiteks elementide a ja b permutatsioonid on nende ele-
mentide variatsioonid kahekaupa: ab ja ba, ning kolme
elemendi a, b ja ¢ permutatsioonid on nende variatsioo-
nid kolmekaupa: abc, ach, bac, bca, cab ja cha.

Kdigi permutatsioonide arvu, mis on voimalik saada
n elemendist, tdhistame siimboliga P, (lugeda: P n-ist).

n elemendi permutatsioonide arv vordub n elemendi
n-kaupa moodustatud variatsioonide arvuga

P" —_ Vj: .
Seega permutatsioonide arvu jaoks saame valemi

Pr=nn—1){n—2)...3-2-1
ehk

A Pt cBb0a

n elemendj permutatsioonide arv vordub esimese n loomuliku
arvu korrutisega.

Esimese n loomuliku arvu korrutist nimetatakse arvu
n faktoriaaliks ja tahistatakse stimboliga n! (lugeda:
n faktoriaal). Seepdrast vd&ib permutatsioonide arvu
valemit kirjutada ka kujul

P, = n!

Nidide. Leiame, mitmel erineval viisil on voi-
malik koostada rivi 6 Opilasest.
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Et tUksikud rivistused saadakse iihtede ja samade opi-
laste limberjdrjestamisega, siis need iihendid on permu-
tatsioonid. Seega koiki vdimalikke viise rivi moodusta-
miseks 6 Gpilasest on

1723 dab.6== 500
Ulesanded.

351. Koostada elementide x, y ja z kdik véimalikud
permutatsioonid.

352. Koostada elementide p, q, r ja s koik véimalikud
permutatsioonid.

353. Mitmel 'viisil on vdimalik koostada rivi 5 Opi-
lasest?

354. Mitmel viisil on vdimalik jaotada 7 toolist 7-le

-eri tockohale?
355. Arvutada Pg ja Py.

356. Arvutada jargmiste avaldiste vadrtused:

T o =gy 3. 31+ 4!
3! 2-3)! (34 4)

6! 8!

¥ e Z 6!

6 9!
5! G st

357. Arvutada logaritmide abil 15!

Mobnikord on vaja moodustada permutatsioone ka sel-
listest elementidest, mis pole kdik iiksteisest erinevad,
eriti on vaja osata arvutada sel juhtumil permutatsioo-
- nide arvu. Kui ndutakse, néaiteks, moodustada kik vOi-
malikud kolmetdhelised sonakujud tahtedest e, s, e, siis
tahtede e ja e teineteisega vahetamine ei anna veel uut
sonakuju. Ilmselt saab antud tdhtedest seepdrast ainult
3 lksteisest erinevat permutatsiooni:

ese, see, ees.
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Esinegu antud elementide hulgas diks element k
korda, mingi teine element I korda, mingi jargmine ele-
ment m korda jne. ning 16puks viimast liiki element v
korda; kiisitagu, kui suur on koigist antud elementidest
moodustatavate permutatsioonide arv.

Téhistame otsitava permutatsioonide arvu tdhega x
ja asume tema leidmisele. Selleks arutleme jargmiselt:
kujutleme, et oleme kuidagiviisi moodustanud antud ele-
mentidest koik voimalikud iiksteisest erinevad permutat-
sioonid; kui niilid teeme igas permutatsioonis k iihesu-
gust elementi iiksteisest erinevateks (kasvéoi sel teel, et
nummerdame nad, — nii saaksime eelmises ndites ele-
mendid ey, s, e2), siis ainult nende k elemendi omavahe-
liste limberpaigutuste abil saame iga senise permutat-
siooni asemele k! iiksteisest erinevat permutatsiooni, mis-
tottu permutatsioonide iildarv muutub k! korda suure-
maks. -

Kui ka teist liiki' ithesugused elemendid teeme iiks-
teisest erinevaiks, siis véimalikkude permutatsioonide
arv suureneb veel I! korda. Nii edasi toimides jéuame
viimast liiki elementideni ja teeme ka need iiksteisest
erinevaiks, suurendades sellega permutatsioonide arvu
veel v! korda. Sel viisil saame iildse

xskebivml ... vl
iiksteisest erinevat permutatsiooni.

Et niiviisi toimides on k&ik elemendid tehtud iikstei-
sest erinevaiks, siis meil on niitid
etk me o o
erinevat elementi ja, nagu nadgime eespool, nende ele-
mentide koéigi voimalike permutatsioonide arv on
(it B g b r i v e,

Jarelikult
xHEREIN MY vl Sl Pt i oy P ovl b
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kust saame, et

_(k+l+m...+ o)

s SR e )

Nimetades arvud k, I, m, ..., v elementide kordumisarvu-
deks, saame selle tulemuse vdljendada jargmiselt:

korduvate elementidega permutatsioonide arv on elementide
iildarvu faktoriaali jagatis koigi kordumisarvude faktoriaalidega.

Ulesanne.

358. Mitu erinevat sonakuju saab moodustada iga
jargmise sona tdahtedest?

135 t050 4. keskkool
2. raamat 5. matemaatika
3. jagaja 6. asjaajaja

Selle asemel, et, nagu paragrahvis 29, valja kirjutada
taielikult iga moodustatavat variatsiooni, vG6ime nad
registreerida ka jargmisel viisil, mis annab isegi parema
ilevaate nendest.

Valmistame tabeli, milles igal ele-

alblcl|d mendil on oma wveerg ja millesse kan-
154w BT name iga variatsiooni ise reana sel teel,
1| [2] | et iga moodustatavasse kombinatsiooni
1] | |2| kuuluva elemendi veergu mérgime
2|1| | | numbriga, mitmendal kohal see element
~ |1|2/ | antud variatsioonis esineb.

|"1]77—2_ Korvalolevas tabelis on sellel viisil
280 registreeritud koik voimalikud kahe ele-

gt mendi kaupa moodustatavad variatsioo-
| |1]2| nid neljast elemendist a, b, ¢ ja d.
B By e - Esimeses kolmes reas on registreeri-
" )2| |1| tud variatsioonid, milledes element a
| |21 | on esimesel kohal ning teisel kohal on

kord element b, kord element ¢ ja kord



element d. Neljandas, viiendas ja kuuendas reas on
registreeritud need variatsioonid, milledes esimesel
kohal on element b ning teisel kohal esinevad vaheldu-
misi elemendid a, ¢ ja d, jne.

Tabeli vaatlemisest selgub, et tabeli read on ihtlasi
permutatsioonid kolme liiki elementidest: ele-
ment 1, element 2 ja elemendid ,lingad reas’. Iga nende
elementide permutatsioon on iiks tabeli rida, mis saadi
teatava variatsiooni registreerimisel. Seejuures on
ilmne, et kui on moodustatud ko6ik voimalikud kahe-
kaupa variatsioonid neljast elemendist, siis on ka nel-
jast elemendist 1, 2, liink ja liink moodustatud koik
voimalikud permutatsioonid.

Jarelikult neljast elemendist saab moodustada variat-
sioone kahe elemendi kaupa niisama palju, kui permu-
tatsioone neljast elemendist, milledest kaks elementi on
erinevad ja tlilejaanud kaks elementi on iihesugused. Et
see permutatsioonide arv on

4!
11112t
siis ka variatsioonide arv V; = 12.

On ilmne, et registreerides samal viisil n elemendist
k elemendi kaupa moodustatavad variatsioonid, saame
tabeli, mis esitab kdik vdimalikud permutatsioonid n ele-
mendist, milledest k elementi on erinevad kohanumbrid
1, 2, 3, ... ning iilejddanud n— k elementi on kdik iihe-
sugused liingad. Seega ildiselt

variatsioone n elemendist k¥ elemendi kaupa on niisama palju
kui permutatsioone k erinevast elemendist ja n — k iihesugusest
elemendist.

Et iga erineva elemendi kordumisarv on 1 ja n—k
iihesuguse elemendi kordumisarv on n-— k, siis see per-
mutatsioonide arv on

iy 5

n!
(A0 1 (n—k)!
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ehk
n!
n—K)1’

siis selgub, et

!
|l Vi=arm

Naitame, et viimane valem on sama varem tuletatud
variatsioonide arvu valem, ainult faktoriaali siimboli abil
kompaktsemalt iileskirjutatud. Selleks esitame valemis
esinevad faktoriaalid hargkujul:

yvi_123---n—k-In—(k—=1)..(0—1).n
" 1:2:3..-(n—k)
Taandades viimase murru tema nimetajaga saame:
Vé=[n—(k—1)] - (n—1)n,
s. 0. varem tuletatud wvalemi.

§ 31. Kombinatsioonid.

Kui elementide a, b ja ¢ kahekaupa koostatud variat-
sioonidest

ab, ac, ba, bc, ca, cb

valime valja need {ihendid, mis iiksteisest erinevad vihe-
malt thelt elemendilt, siis saame elementide a, b ja c
kahekaupa moodustatud kombinatsioonid. Need
on nditeks
ab, ac, bc.
Koostame niitid iga iiksiku kombinatsiooni elemen-
tide k6ik vodimalikud permutatsioonid

ab ac bc
ba ca cb

Nii saame elementide @, b ja ¢ k&ik voimalikud iihendid,
mis erinevad iiksteisest kas elemendilt v&i nende jarjes-
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tuselt, — need iihendid on elementide a, b jac koxk voi-
malikud variatsioonid.

Sama mottekdiku vdime rakendada mistahes elemen-
tide arvu puhul. Selle mdttekdigu vdime lithidalt val-
jendada lausega:

kombinatsioonides elemente permuteerides saame variatsioo-
nid.

Tdhistame n elemendist k-kaupa moodustatud kombi-
natsioonide arvu stimboliga (;) (lugeda: ,n iile k") ja
tuletame selle arvu valemi.

Olgu n elemendist moodustatud kéik véimalikud kom-
binatsioonid k-kaupa. Et elementide arv kdigis kombi-
natsioonides on k, siis iga kombinatsiooni elementidest
saab moodustada P permutatsiooni. K&ik need permu-
tatsioonid kokku moodustavad antud elementide koik
voimalikud variatsioonid k-kaupa. Seega variatsioonide
arv V » vérdub kombinatsioonide arvu (”) ja permutat-
sioonide arvu Px korrutisega:

V3 el 25 Py

Jagades selle vorduse mdlemad pooled arvuga Pg

saame kombinatsioonide arvu valemi:

V k
3= P
chk, asendades siimbolid Vf‘, ja P, nende avaldistega:
Pr = k!
ja
VkE=nn—1)(n—2)...[n—(k—1)]
ehk

e n!
i (n—k)!’

1 Sagedasti tdhistatakse n elemendist k elemendi kaupa moo-

. ) . . os . k
dustatud kombinatsioonide arvu ka siimboliga C%.
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leiame, et

w — ne—1)n—2). - n—(Ek—1)]
(k e 1.2.%5...%k

ehk

dy i o SILESE
@ = frm—m

v ‘Ni'i leiame selle valemi jargi, et neljast elemendist
kahekaupa moodustatud kombinatsioonide arv

4-3
(@) =5 =8

ja viiest elemendist neljakaupa moodustatud kombinat-
sioonide arv

5 _5‘43'2_
D) =Tosa="

Ndide 1. Moodustame elementide a, b, ¢, d ja e
koik vdimalikud kombinatsioonid kolme elemendi kaupa.

Et kombinatsioonides elementide jarjestus pole olu-
line, siis v6ime valida mingi kindla jarjestuse, milles esi-
tame elemente iiksikutes kombinatsioonides. Selleks
sobib see jdrjestus, milles elemendid on antud. Vottes
esimesed kolm elementi antud jérjestuses, saame esimese
kombinatsiooni abc. Koik jargnevad kombinatsioonid
koostame nii, et varem saadud kombinatsioonides esine-
vad elemendid jdrk-jdrgult asendame neile antud elemen-
tide reas jdrgnevate elementidega.

Asendades kombinatsiooni abc viimase elemendi ¢
jark-jargult elementidega d ja e, saame koik kombinat-
sioonid, milledes esinevad elemendid a ja b, — nad moo-
dustavad all toodud tabeli esimese veeru.

abc
abd acd becd
abe ace - ade bce bde - cde
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Nuid moodustame kodik puuduvad kombinatsioonid.‘
milledes esinevad elemendid a ja c.  Selleks asendame
esimese veeru kombinatsioonides, alates teisest, ele-
mendi b elemendiga c¢. Nii saame tabeli teise veeru.

Et. saada ko6ik puuduvad kombinatsioonid, milledes
esinevad veel elemendid a ja d, asendame teise veeru,
kombinatsioonides, alates teisest, elemendi ¢ elemen-.
diga d. Siis saame tabeli kolmanda veeru. Nii oleme
saanud - koik kombinatsioonid, milledes esineb a, — nad
moodustavad tabeli esimese osa (1., 2. ja 3. veerg).

Niiid koostame kdik puuduvad kombinatsioonid, mil-
ledes esineb veel element b. Selleks asendame tabeli esi-
mese osa kombinatsioonides, alates teisest veerust, ele-
mendi a elemendiga b. Nii saame tabeli teise osa (4. ja
5. veerg).

Asendades tabeli teise osa kombinatsioonides, alates
teisest veerust, elemendi b elemendiga ¢, saame ainsa
puuduva kombinatsiooni, milles veel esineb element e
—— see moodustab tabeli kolmanda osa (6. veerg).

INii oleme saanud k ik ndutavad kombinatsioonid.
Saadud kombinatsioonide hulgas on ka kdik kombinat-
sioonid, milledes esinevad elemendid d ja e. Toesti, kui
tahaksime veel koostada mingi kombinatsiooni, milles

~esineb iiks neist v6i mdlemad, siis teise ja kolmanda ele-

mendina peaksime nendega iihendama veel kas a, b v6i
¢; kuid k&ik kombinatsioonid nende elementidega on
juba moodustatud.

Uldse saime 10 kombinatsiooni. Sama arvu saame ka
valemist

5:-4-3
(‘2) okl e P i 10.

Selle asemel, et iga kombinatsiooni tdielikult wvélja
kirjutada, nagu néaites 1, vGime nad registreerida tabe-
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lisse, milles igal elemendil on oma veerg ja millesse kan-
name iga kombinatsiooni ise reana sel teel, et iga moo-
dustatavasse kombinatsiooni kuuluva elemendi wveergu
kirjutame mérgi +.

Korvalolevas tabelis on kombinat-

a kb I % ' d|e sioonid moodustatudmsamas jéiltjezkor—
TS e { ras, nagu "ees.pool nalte:s 1% . esimeses
reas on margitud kombinatsioon abc,
+l+ +‘ element ¢ on teises reas asendatud
R l |+ elemendiga d ja kolmandas reas ele-
X l |+ | o i mendiga e; neljandas reas on teise rea
+| |+ |+ kombinatsioonis abd element b asen-
+1 I . + |+ datud el(‘amendig:a C, jne. .Nagumndac.le
—i:’i ‘T_*j;”“ loendamisel naeme,‘ oh. vtmmahk
7I*—lj;?\-|b¥ moodustada 10 kombinatsiooni, nagu
adagie el ol RraraTRglL:
_L_!“J_‘f_'j’_ Tabeli vaatlem1sest selgub, et ta-
| \+|+l+ beli read on {ihtlasi permutat-

sioonid kahesugustest elementi-
dest: uhed elemendid on mérgid + ja teised elemen-
did on lingad ridades; iga nende elementide permutat-
sioon on liks tabeli rida, mis saadi teatava kombinat-
siooni registreerimisel. Jarelikult:
kombinatsioone viiest elemendist kolme
elemendi kaupa saab moodustada niisama palju kui
permutatsioone kolmest iihesugusest ja
kahest teistsugusest elemendist.

On ilmne, et registreerides samal viisil n elemendlst
k elemendi kaupa moodustatavaid kombinatsioone, saame
tabeli, mis esitab koik voimalikud permutatsioonid k ele-
mendist + ja n—k elemendist ,liink"”. Seega ildiseit
kombinatsioone n elemendist k elemendi kaupa on niisama

palju kui permutatsioone k iihesugusest ja n—k {teistsugusest
elemendist.

148



Et k iihesugusest ja n— k teistsugusest elemendist
moodustatavate permutatsioonide arv on ;
WLk PR
kln—kK1!’
siis ka sellel viisil selgub, et

(") k! (n—k)l

Ndide 2. Leiame, mitmel viisil on voimalik valida
7 kandidaadist 4 isikut iihele ja samale ametile.

Et isikud valitakse lhele ja samale ametile (naiteks
vedurijuhtideks), siis valitavate jarjestus ihendites pole
oluline. Seega need tihendid on kombinatsioonid ja

nende arv on
: T 26578 .
(4) e PP R
Naide 3. Mitu suuruselt erinevat korrutist on voi-
malik saada arvudest a, b, ¢ ja d?

Et korrutamise tehe on kommutatiivne, s. 0. et korru-
tise suurus ei olene tegurite jarjestusest, siis noutavad
iihendid on kombinatsioonid. Antud arvudest voime
saada korrutisi, vottes tegureid nii kahe- kui kolme- ja
neljakaupa. Seega otsitav korrutiste arv on

(D)o s
e St 3

Tuletame niitid kombinatsioonide arvu tdhtsa oma-
duse, mis monedel juhtudel suurel mdaral lihtsustab kom-
binatsioonide arvu leidmist.

Kui n elemendist voetakse korduvalt k elementi nii,
et iga jargnev iihend erineb eelnevast vdhemalt lihe ele-
mendi poolest, siis igakord jérele jaanud n — k elemendi
ithendid erinevad iiksteisest samuti vdhemalt iihe ele-
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‘mendi poolest. Jarelikult, kui n elemendist koostatakse
kombinatsioone k elemendi kaupa, siis iilejadanud ele-
mendid moodustavad n elemendi kombinatsioonid n —k
elemendi kaupa: igale k-kaupa kombinatsioonile vastab
iks (n— k)-kaupa kombinatsioon ja iimberpoordult.
Seega n elemendist k elemendi kaupa ja n— k elemendi
kaupa koostatud kombinatsioonide arvud on vordsed:

(Z) = (n'-lk) ;
Samale tulemusele jduame ka tuntud valemi
By
k! (n—k)!
abil. Asendades selles valemis tdhe k avaldisega n — k
leiame, et

( n ) s nl ;

n—k/ = (Kl k!

* Vorreldes viimast kaht valemit, jareldame, et =
n n

(1) = (.2

See ongi seos, mis vdimaldab suurel méaéiral lihtsus-
tada kombinatsioonide ervu leidmist nimelt juhtudel, kut

k> ;5

Naiteks:
B =(3) =211 _ 114,
B -@O-32 -

i) = (1;1) Mef5-12-41 _ yq0

n—l (n)
: : n—2)_(u) n_l)
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Kui vorduses
¢ n n
(k) g (n—k)
votta kK — n, siis saame vorduse

n 2 n
(n) 0 (U) )
mille paremal poolel seisval stimbolil (3) puudub sisu,

nagu puudub sisu itlusel: koostada kombinatsioonid 0
elemendi kaupa. Kuid et vérduse paremal poolel seisval

sumbolil (:) on tdiesti konkreetne sisu ja ta wvaartus

on 1, siis on kohane lugeda ka siimboli (8) vaartuseks
arvu 1, talle muud sisu andmata.

Ulesanded.

359. Koostada elementide p, g ja r koik voimalikud
kombinatsioonid 2 elemendi kaupa.

360. Koostada elementide a, b, ¢ ja d kdik vdimali-
kud kombinatsioonid 2 elemendi kaupa.

361. Koostada elementide a, b, ¢ ja d koik voimali-
kud kombinatsioonid 3 elemendi kaupa. -

362. Koostada koigi eelmises lilesandes saadud kom-
binatsioonide elementide permutatsioonid ja vorrelda
neid a, b, ¢ ja d kolme elemendi kaupa moodustatud
variatsioonidega.

363. Mitmel viisil on voimalik arvudest 2, 3, 5 ja 7
moodustada korrutisi, milles need arvud esinevad tegu-
ritena kahekaupa?

364. Mitmel viisil on voimalik arvudest 1, 2, 3, 4 ja 5
moodustada summasid, milles need arvud esinevad liide-
tavatena kolmekaupa?

365. Toojuhatajal on vaja 12 toolisest saata teata-
vale toole 5 toolist. Mitmel viisil voib ta teostada too-
liste valikut?
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366. Mitmel viisil on v&imalik jaotada 10 eset kahte
rihma nii; et lihes rithmas oleks 7 ja teises 3 eset?

367. Mitu sirget saab joonestada ldbi 6 punkti, mille
hulgas pole kolme punkti, mis asetseksid iihel ja samal
singel?

368. Mitu ringjoont saab joonestada ldbi 5 punkti,
mille hulgas pole nelja punkti, mis asetseksid iihel ja
samal ringjoonel?

369. Mitu diagonaali on nelinurgal, viisnurgal, kuus-
nurgal?

370. Jaamas on 6 tagavda—irateed.» Mitmel viisil on voi-
malik neile paigutada 3 rongi?

371. Mitu isesugust kahe vedeliku segu on v&imalik
valmistada 4 vedelikust?

372. 8 tdhest a, b, ¢, ... on koostatud kombinat-
sioonid 3 tdahe kaupa. Mitu kombinatsiooni nendest
sisaldavad tdahte a? Mitu kombmatsmom sisaldavad tdhti
a ja b? :

373. Arvutada (fg (gg ja (jg

374. Lahendada vorrandid:

L@ (=2 @+ @E=we
il G ot - (5) =3 V2
== e ¥ R

375. Mitmel viisil on véimalik valida 15 raamatut
riiulilt, millel on 16 raamatut?

376. Raudteel on 25 jaama. Mitut eri liiki ithekordse
soidu pileteid on vaja lasta triikkkida selle raudtee jaoks?
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Mitut eri liiki edasi-tagasi sdidu pileteid on vaja lasta
trikkida?

377. Mitmel viisil v&ib klaveriméngija asetada md-
lema kde sormedest 5 sdrme klaviatuurile?

378. Mitmel viisil vGib 18 vdistlejast kolm tulla esi-
mesele kolmele kohale?

379. Mitu erinevat sdnakuju saab moodustada sdna
koolimaja tdhtedest?

380. Mitu erisugust arvkuju saab kirjutada numbri-
tega 1, 2 ja 3, milledest igaiiks esineb arvkujus kaks
korda?

381. Mitu kolmekohalist arvkuju saab moodustada
numbritega 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9, milledest igatiks
esineb arvkujus iiks kord? Mitu 5-ga jaguvat arvu on
nende hulgas? Mitu paaris ja mitu paaritut arvu on
nende hulgas?

382. Mitu erinevat iilekandearvu on v&imalik saavu-
tada viie vahetatava hammasratta abil, neid paarikaupa
tthendades?

383. Mitu erinevat tdhte peab olema vdhemalt kasu-
tada, et neist saaks moodustada 100 kolmetédhelist sGna-
kuju, milles tikski tdht ei kordu.

384. Mitu erinevat arvu peab olema védhemalt kasu-
tada, et neist saaks moodustada 100 kolmeliikmelist sum-
mat, milles {ikski liidetav ei kordu? '

§ 32. Newtoni binocomvalem.

Kaksliikme korrutamisel kaksliikmega saadakse, nagu
teame, neliliige:
{a+ b)(c +d =ac+ ad + be + bd.
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Et mingi hulkliikme korrutamisel kaksliikmega tuleb
hulkliiget korrutada kakslilkme kummagi lilkmega
eraldi ja siis tulemused liita, siis korrutises saadakse
2 korda enam liikmeid, kui oli hulkliikmelisel teguril. Nii
oleks korrutises

(@t b)(ct+d (et
8 liiget, sest 2-2:2 =28.

Uhesuguste kaksliikmete korrutis ehk kaksliikme aste
on samuti hulkliige, milles aga on voimalik teostada
moningaid sarnaste liikmete koondamisi. Nii on nditeks
(at+bt=(a+b)(a+b)(a+ b)(a+ b=

= aaaa + aaab + aabb + abbb + bbbb +
+ aaba + abab + babb +
+ abaa + abba + bbba +
+ baba +
+ bbaa.
Siin on paigutatud iiksteise alla need liikkmed, mis osu-
tuvad sarnasteks seetottu, et korrutis ei olene tegurite
jarjekorrast; kiill on aga korrutise tegelikul teostamisel
tahtis pidada silmas tegurite jarjekorda selleks, et hulk-
lilkmes ei jadks moni liige vahele. Naiteks liilkme aaab
saamiseks on vdetud esimesest kolmest kaksliikmest liige
a ja neljandast kaksliikmest liige b; liikmega aaab on
sarnased koik need hulkliikme lilkmed, milles on 3 tegu-
rit a ja iliks tegur b, olgu see b voetud siis kolmandast,
teisest voi esimesest kaksliikmest.

On ilmne, et kaksliikme a + b neljas aste sisaldab
enne koondamist 2-2-2-2 ehk 16 liiget; pédrast koon-
damist aga jaab 5 liiget, millede kordajad naitavad vas-
tavate sarnaste liikkmete arvu:

(a + b)t —=a* + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b
Nende kordajate tdhendus on naha hulkliikme tekkimise
kaigust: liikmeid a3b saadakse niisama palju kui permu-
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tatsioone kolmest elemendist a ja ilihest elemendist b;
jarelikult liikme a%h kordajaks on 411, ehk (3) enk (1),
mis ongi teatavasti 4; samal pohjusel on liikkme a2b?
kordajaks (g) see on 6.

Seesama arutelu voimaldab kaksliikme (a + b)* kohta
Oelda jargmist:
(@ + b)* =a" + () a™1b + (3)a*—2b2 + G D

+ ... +(Z)an—kbk+... +bn

ehk, asendades sulgkordajad nende avaldistega,

(n—1) (n—2)
3!

n(n—1) S

n
fa-Eb)*=—=a?kfa bl — R s s i)
nn—1)(n—2)---(n—k+1
+ o )‘ 2F—(— )an—-kbk + 0 4 b*.
Seda_ valemit nimetatakse Newtoni! binoom-
valemiks; valemi paremal poolel seisvat poliinoomi
nimetatakse bionoomreaks.

Bionoomi ruudu ja kuubi arendise valemid, milledega
oleme tutvunud juba varemalt, on Newtoni binoom-
valemi astendaja n vaartustele 2 vdi 3 vastavad eri-
kujud.- Nii on nditeks

(@ + b)?=4ad® + (})a%b + (§) ab® + b3 =
=ad+ {a?h+ )2 ab? + b3 =
= g8: 1+ 3a2b F 3ab?+ bs.

Vaadeldes binoomrida, sedastame tema jargmisi
tahtsamaid omadusi:

I. Binoomrea esimeses liikmes tahe a astendaja vor-
dub binoomi astendajaga n; igas jargnevas liikmes tdhe
a astendaja vdheneb 1 vorra, kuni ta viimases liikmes

! Isaac Newton, kunlus inglise matemaatik, fiiiisik ja ast-
ronoom. elas 1645—1727.
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saab vordseks 0-ga. Seevastu tdahe b astendaja on esi-
meses liikkmes 0; igas jargnevas liikmes ta suureneb
1 vorra, kuni ta viimases lilkmes saab vordseks binoomi
astendajaga n. Seetdttu tdhtede a ja b astendajate
summa pisib kdigis liikmeis muutumatuna ja vordub
binoomi astendajaga n. :

2. Et binoomrea liikmelt liikkmele tdhe b astendaja
suureneb 1 vorra, siis binoomreas on samapalju liikmeid
kui astendajal vaartusi. Astendaja vaartused on: 0 ja
loomulikud arvud 1-st kuni n-ni. Seega on binoomrea
liikmete arv n + 1, s.o.1 vorra suurem kui binoomi
astendaja. '

3. Binoomrea kordajateks on: esimesel liikmel arv 1,

teisel liikmel binoomi astendaja n ehk ”) kolmandal

liikmel ('5) = - 2, ), jne. Uldiselt (k + 1)-se liikme kor-
daja on n elemendist k elemendi kaupa moodustatud kom-

binatsioonide arv

( ) n~—1 n~2) [n——(k—l)]
k k' - ;
Viimase liikme kordaja on (:) ehk 1.
Arve
R RS bR e R b
ehk
e n(n—1) nin—1):--[n—(k=—1)]

B ey k' o
nimetatakse ka binoomkordajateks.

4. Binoomrea algusest ja lopust iihekaugusel seisvate liik-
mete kordajad on vordsed:

esimese ja viimase liilkme kordaja on 1; teise ja eelvii-
mase lilkkme kordajad on ) ja n ) kuid ()_

L (nf_i): kolmanda ja eel-eelv-umase liikkme kordajad
on (’21) ja nf_g)n kuid ('2') i (n liz); jne,
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5. Kui binoomrea liiget tdhistada slimboliga Lg+ i,
milles taht k tdhistab eelnevate liikkmete arvu voi k + 1
on liikme koha number, siis voime kirjutada, et
(Z) a—kpk — n(n—1) (n_—-_g) ]‘c! ['l— (k 1)] a~—*pk.
See on binoomrea ildliikme valem; selle valemi jargi
leiame rea mistahes liikme, kui asendame temas tahe k
eelnevate liikkmete arvuga. -

Lg+1 =

6. Vorreldes binoomrea kaht jéirje-stikust liiget:

ja
uk+,,:"("_l) (n—2) [n——(k—l)] n—kK) nkiiprr

1-2.3.  k(k+1)
paneme tdhele, et

binoomrea mingi liikkme kordaja leidmiseks tuleb eelneva
liilkme kordaja korrutada tihe a astendajaga eelnevas liikmes ja
jagada koigi eelnevate litkmete arvuoga

ehk siimbolites

(k_zll—t) _211 k)

Kasutades binoomrea omadusi 6 ja 4 on mingi konk-
reetse n puhul holpus saada rea liikmeid eelnevate liik-
.mete kaudu.

Niéitena arvutame astmele (a + b)® vastava binoom-
rea liikkmed. Esmalt kirjutame esimesed kaks liiget

ab + 6a’b.
Kolmanda liikme kordaja saame, kui teise liikme kordaja
6 korrutame téhe a astendajaga 5 ja jagame kolmandale
liikmele eelnevate liikmete arvuga 2; see kordaja on

> ehk 15. Seega kolmas liige on
15a%b2.
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Korrutades kordaja 15 astendajaga 4 ja jagades liikmete

arvuga 3, saame neljanda liilkme kordaja 1-533'—4 ehk 20.

Seega neljas liige on
2% 20a3bs.

Viienda liikme kordajat ei tarvitse enam arvutada, sest
viies liige algusest on kolmas 16pust (kuna binoomi
kuuenda astme arendises on 7 liiget); seega viienda
liikme kordaja vordub kolmanda liikkme kordajaga.
Samuti on kuuenda liikme kordaja vordne teise liikme
kordajaga ja seitsmenda liikme kordaja vOrdub esimese
liilkkme kordajaga. Seega voime niitid ndutava arendise
kirjutada taielikult:

(a+b)6 =ab+6a5b+ 15atb? + 20a3b? + 15a2b* + 6ab® + bs.

7. Nagu selgus eelmises punktis, binoomrea korda-
jad tekivad eelnevatest kordajatest, neid jdrjest vahene-
vate arvudega (n—1, n—2, ...) korrutades ja jdarjest
suurenevate arvudega (2, 3, ...) jagades. Seetottu kor-
dajad algul suurenevad (seni kui korrutajad on suuremad
kui jagajad), kuid hiljem hakkavad vdhenema. Et algu-
sest ja lopust thekaugusel seisvad kordajad on vordsed,
siis suurim kordaja esineb rea keskel. Kui rea liikmete
arv on paaritu (s. o. kui binoomi astendaja on paarisarv),
sils stuurimaks kordajaks on keskmise liikkme kordaja.
Kui rea liikkmete arv on paarisarv (s. o. kui binoomi asten-
daja on paaritu arv), siis real pole keskmist liiget, aga
rea keskel on kaks liiget vordsete kordajatega, mis on
lsuuremad koigist teistest kordajatest. Nii on naiteks
binoomi viienda astme arendise

(@ + b)5 = a5 + 5a%b + 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab* + bb

keskel kaks liiget, mille kordaja 10 on suurem kdigist
teistest. Nagu né&dgime eelmises punktis, on binoomi
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kuuenda astme arendise suurimaks korda]aks keskmise
liikme kordaja 20.

8. Binoomrea kordajate summa on 2" .

TQesti, vottes Newtoni binoomvalemis a— b — 1,
saame ' ‘

»=1+n+ "2 4 ”.(1‘,—;)',‘,,"::3) P vae T

Nii on nditeks kuuenda astme binoomrea kordajate

summa
16 P15+ 0415+ 641 = 5g-=20"

9. Asendades Newtoni binoomvalemis tihe -b avaldi-
sega —b, saame

(@—b)* = a® —na™1b +" ("2, 3 @b v
. A et
milles margid + ja — esinevad vaheldumisi.
10. Vottes viimases vorduses a =—b — 1, leiame, et

n(n-—1) n (n~—1)(n~—2) -
0=1—n+ =5 5 IR 2 |

Seega
paaritunumbrilistel kohtadel seisvate bionoomkordajate
summa vordub paarisnumbrilistel kohtadel seisvate bionoomkor-

dajate summaga.

11. Liites n-nda astme binoomrea kaks jarjestikust
kordajat( ) ja (k—H) leiame punktis 6 sedastatud
binoomkordajate omaduse t&ttu, et

)+ G ) =G + 255 () =
=+ @) =56
ehk, asendades paremal poolel (k) avaldisega i (nnt -
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(0 T (3 = masar

Viimase vorduse parema poole vboime esitada kujul
atgirp eyl et e
(k+D!'[n+1)— (k+ D]
e :
See on aga ( kﬁ) ehk (n + 1)-se astme binoomrea

(k + 2)-se liikkme kordaja. Jarelikult

Ge) -+ (e 1) =(Zi}

.ehk 1ihhi-das sonastuses:

binoomrea kahe jirjestikuse kordaja summa vordub iihe vorra
korgema astme binoomrea kordajaga.

Nii on nditeks teise astme binoomrea esimese ja teise
kordaja summa 1 +2 vordne kolmanda astme binoom-

| T Lt
1 4 6 4 1
1ot 105001
1P oy e b PR 55
Micils 2135 357287 F T
198 528 56 7075628 '8 i
1 9 368412612684 36 9 1

rea teise kordajaga 3 ning teise ja kolmanda kordaja
summa 2 + 1 vordub kolmanda astme binoomrea kol-
manda kordajaga 3. Samuti saame kolmanda astme
binoomrea kordajate liitmisel neljanda astme binoomrea
kordajad peale esimese ja viimase:

Sl e R I SR ) IR B T8 B
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Nii voéime jark-jargulise liitmise teel leida mis-
tahes astme - binoomrea kordajad. Arvutust on sobiv
korraldada korvaloleva skeemi jérgi, kirjutades korvuti
seisvate kordajate summad liidetavate alla nende vahe-
kohta ning saadud rida esimese ja viimase kordajaga 1
taiendades. Kui kdige iilemisse ritta kirjutada 1 kui
0-astme binoomkordaja (sest (a + b)° = 1) ja selle alla
kaks (ihte kui esimese astme binoomkordajad, siis tabel
omandab kolmnurga kuju. Seda tabelit nimetatakse
Pascali! kolmnurgaks.

Ulesanded.
385. Arendada jargmised astmed binoomridadeks:
1. (x + a)t 6. (2a + b)4 11. (a2 + b)s
2 (a+ b)5 7. (a—3b)5 12.  (x3 — a2?)8
3. (aa=1)7 8. (3a—2)8 13. (\/a + \/b)4
< (a—b)8 9. (4a — %)5 14. (\/a— \/b)“
5 (1 —a)s 10. (2 e _};)4’/ 15 (x +1)8

386. Lihtsustada ja arendada binoomridadeks jargmi-
sed avaldised:

L (x—1)4(x—1)3 4. \/x+ 10)"’
2 (x+23x2+4ax+4) B ViExF 5)18
* la—bpp 6 (vx3—ax® ¥ 3x—1)’
. x+1)°
B3+3x243x+1
8. x‘*—4r’+6x2 — dovich
: x2—2x+1
P a)io AR TR
(x+b)F " kuia=b=1

! Blaise Pascal, prantsuse matemaatik ja filosoof, elas
1623—1662.
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387. Lihtsustada avaldis
(V3 + 1)8 + (V3—1)8,
388. Arendada ridadeks jargmised avaldised:
L (x+ 2%+ (x + 3)4
% (a+ 3)5—(a+ 15
389. Leida (a + b)'° arendise 5. liige.
390. Leida (a— b)!2 arendise 8. liige.
391. Leida (x + y)!'4 arendise keskmine liige.
392. Leida (x + a@)!2 arendise suurim kordaja.

393. Kui suur on (x + y2)5 arendises kordaja liikmel,
milles tdhtede x ja y astendajate summa on 72

394. Kui suur on (@ —b3)7 arendise kordaja liikmel,
milles tdhtede a ja b astendajate summa on 182

395. Arvutada logaritmide abil (a + b)7 arendise esi-
mese nelja lilkkme summa, kui a = 5,84 ja b = 12,36.

396. Arvutada logaritmide abil (@ + 2b)® arendise
paarisnumbriliste liikmete summa, kui a=-—3,08 ja
b =692

397. Arvutada avaldise (x + 0,01)10 vaartus kuue dige
tivenumbriga, kui x — 2.

398. Arvutada avaldise (x + 0,001)¢ vaartus viie dige
tivenumbriga, kui x — 3.

399. Naidata, et kehtib samasus
0.an+ 1.nan—1b +2 X (n) an——2b2 + o+
+ (n—2)- (3) a2p™2 + (n—1) - nab™1 + O ek
=—nb(a = b)*1,
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Peatiikk V.

Kordamisiilesandeid.

400. Lahendada jérgmised vorrandid:

L x+1 S, 2x =53 xX—7 5x + 2
KB OTT x o h B¢ x R R 0 20
2. x—1 a 4. X 5 x+1
2x—a = xf1 PR R R |

401. Laev soidab mooda joge 12 km iiles ja 12 km
alla 1 tunni 12 minutiga. Kui suur on laeva kiirus vee
suhtes, kui on teada, et jde voolu kiirus on 3 km tun-
nis?

402. Lennuk peab iihendust kahe linna vahel, millede
kaugus teineteisest on 300 km. Sdites iihest linnast teise
vastu tuult, mille kiirus oli 13 km tunnis, ja tagasi alla
tuult, mille kiirus oli 24 km tunnis, kulus lennukil edasi-
tagasi s6iduks 3 tundi 18 minutit. Kui suur oli lennuki
kiirus Shu suhtes?

403. Korrutades kahte arvu, milledest iiks oli 195
_ vorra vdiksem teisest, dpilane eksis ja kirjutas korrutise
3 sajalise vorra vaiksemana. Selle tdttu, jagades saadud
korrutise vdiksema teguriga, ta sai jagatiseks 430 ja jaa-
giks 174. Leida need tegurid.

404. Tarbijate kooperatiiv miilis kdesoleval aastal
20% vorra enam kaupu kui eelmisel aastal, kusjuures
hinnad olid 5% vorra madalamad kui eelmisel aastal.
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Mitme protsendi vorra oli kdesoleval aastal miiiidud kau-
pade maksumus suurem kui eelmisel aastal?

405. Tehase toodang oli suurenenud 27% vdrra eel-
mise kvartaaliga vorreldes. Toodangu omahind oli eel-
mise kvartaali omahinnast 2% vérra madalam. Mitme
protsendi vorra tliletas toodangu maksumus eelmise kvar-
taali toodangu maksumuse?

406. Esimesel nédalal tehas tootis 320 iiksust saa-
dust A ja 530 iiksust saadust B ning sellega seotud toot-
miskulud olid 4100 rbl. Teisel nadalal tehas tootis 480
tksust saadust A ja 610 iiksust saadust B ning tootmis-
kulud olid sel néddalal 5300 rbl." Arvutada kummagi saa-
duse iiksuse omahind.

407. Tooline valmistas esimesel pdeval 8 tunni jook-
sul 15 masinav6lli ja 10 hammasratast. Teisel pdeval,
tootades sama tempoga, ta valmistas sama aja jooksul
20 volli ja 8 hammasratast. Kolmandal péeval tééline
tostis oma todproduktiivsust ja valmistas 8 tunni jooksul
21 volli ja 10 hammasratast. Mitme protsendi vorra oli
téusnud toclise téEproduktiivsus kolmandal pdeval?

408. Lahendada jargmised v&rrandisiisteemid:

[5x + 4y =10 e SR
7x + 6y — 13
{75 o 5 3x+H=5(y—¥=
1% + 1By - Fani0n 0 2 T3V
o + 9= APV G
5% + 7y QOB.I;;xGyQ
! 3.
D e

: [P —2x=4y
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409. Arvutada avaldise
x¥—6x+8 " x2+1+3x—10
x2 4+ x —20 x2 —8x + 12
vaartus, kui x = 10,452.
410. Arvutada avaldise
sl S SR e e
x2—4x+3 2x2 —5x 42
vdadrtus, kui x = 152,3%.
411. Arvutada jargmise avaldise vaartus:
a b c :
@ba—a " b—ab-a ' c—ae—b
412. Arvutada jargmiste avaldiste vadrtused nelja
Oige tiivenumbriga: .
1. V5 1. Via

V3 V2 Viza 4 Va
2. V2n+ V3n 5. (i/lo + \3/1’5)3
8. V5-v8+ V6:-V? 6 \/82:\3/4+\/21:\3/5
413. Arvutada avaldise 3
(ad + b#)?

vaartus kolme 0Oige tiivenumbriga, kui a=428 ja
b = 20,4.

414. Arvutada lddtse valemi
o Lot TR
k3 abi
jargi kujutise kaugus lddtsest k, kui fookuse kaugus f
on 4,9 cm ja eseme kaugus a on 32,4 cm. Jagamised teos-
tada poordarvude tabeli abil.
415. Arvutada tabelite abil avaldise
ar2i b
vadrtus, kui a = 0,56 ja b = 1,08.
416. Arvutada tabelite abil avaldise
(aih o b A
vaartus, kui a = 16,4 ja b = 3,28.
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417. Arvutada avaldise
2432+ 5812 + 10,42
vaartus kolme dige tiivenumbriga.

418. Arvutada avaldise
1

3,98 + _,}__

50
vddrtus kolme Sige tuvenumbnga
419. Lihtsustada avaldis
@+b3?—(@—b)?
4
ja arvutada selle vairtus andmetekohase Oigete tive-
numbrite arvuga, kui a =8,43-10% ja b = 2,67 102

420. Leida tdhe r véaartus vorrandist
2nrh + 2ar2 = 207,
Kuishs—\459

421. Koostada ruutvorrand, mille lahenditeks on vor-
randislisteemist ‘

[ 5u + 6v=12(u—v) + 17

L6u + 5v= 2(u+v)+ 20
leitavad arvud u ja v. Ruutvdrrandi kordajad arvutada
kolme Jige tlivenumbriga. Kontrolliks lahendada see
vorrand.

422, Lahendada vorrandisiisteem
g R
y+2 =

l xX+5 il
y+6

423. Lahendada vérrand x + x—1 — 4.

e

o

424. Lahendada jargmised vérrandid:

L (x+3)2=49 & (x2—52=236
% (x—2)2=30 5. (x3—10)2 =54
. (2x+72=128 6. (3x2—8)2=110
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425. Parast seda, kui ruudu kiillge vahendati 5 cm
vorra, oli ruudu pindala 70 cm2. Kui suur oli ruudu pind-
ala enne? !

426. Péarast seda, kui kuubi serva vdhendati 2 cm
vorra, oli kuubi ruumala 64 cm3. Kui suur oli kuubi
ruumala, enne?

427. Lahendada voOrrandid:

Yoot 1)8.— 27 4. (2x2 + 9)3 = 1200
2. (4x—15)3 =100 5 x2—x)2=34
8. (x2—22)3 =250 6. . (x2 + 4x)3 — 268

428. Ristkiiliku ihte kiilge suurendai 5% vdrra ja
teist kiilge suurendati 8% vorra. Mitme protsendi vorra
suurenes ristkiiliku pindala?

429. Ristkiiliku iihte kiilge suurendati 10% vorra ja
teist kiilge vahendati 7% vdrra. Mitme protsendi vorra
suurenes voi vahenes ristkiiliku pindala?

430. Kas ristkiiliku pindala suureneb voi vdheneb,
kui ta iihte kiilge suurendatakse p% vdorra ja teist kiilge
vidhendatakse p% vorra? Mitu protsenti moodustab see
pindala suurenemine v6i vdhenemine?

431. Ringi raadiust suurendati 12% vorra. Mitme
protsendi vorra suurenevad ringi {imbermddt ja ringi
pindala?

432. Mitme protsendi vdrra peab vdhendama ringi
raadiust, et ringi pindala vdheneks 19% vorra?

433. Lahendada jargmised vorrandid:

x—7) (x—13) =0

2x+5) (x—2)=0
x(x+8=(x+8 (x—1)
(x—6)(x+5 + (x—15) (x—6) =0
(x2 —3x)2 = (x —3)2

(x2—12)2 = (x T+ 5)2 \

PR T
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434. Kuidas muutub risttahuka ruumala, kui ta iihte
serva suurendatakse 10% vorra, teist serva suurenda-
takse 20% vorra ja kolmandat serva vahendatakse 30%
vorra? ’

 435. Arv a on 25% vorra suurem kui arv b. Mitme
protsendi vorra on b vaiksem kui a?

436. Arv a on 50% vorra suurem kui arv b. Mitme
protsendi vorra on b vaiksem kui a?

437. Leida, mitme protsendi voérra on hektaar vaik-
sem kui tiin, teades, et 1 tiin = 2400 ruutsiilda ja et
Tisitld ‘== 2,134 m:

438. Metsas on 48% okaspuid. Kuuski on 40% vorra
rohkem kui mande. Mitu protsenti on metsas kuuski ja
mitu protsenti mande? '

439. Linna elanikest oli aasta algul 53% naised.
Aasta jooksul suri 3% naistest ja 5% meestest. Mitu
protsenti linna elanikest suri aasta jooksul?

440. Mitme protsendi vdrra suureneb 100 rbl. eest
saadava kauba kogus, kui kauba' hind langeb 20%
vorra? :

441. Rongi kiirus on 25% vorra viaiksem kui auto
kiirus. Mitme protsendi vérra kulub rongil enam aega
kui autol {ihe ja sama tee kulgemiseks?

442. Uks rotatsioonmasin triikib 1000 eksemplari aja-
lehte 45 minutiga, teine aga 36 minutiga. Mitme minu-
tiga trikivad molemad masinad iiheaegselt tootades
2000 eksemplari?

443. Kahe rotatsioonmasina iiheaegselt tootades trii-
kitakse 20 minutiga 1000 eksemplari ajalehte. Kui 12-
minutilise t66tamise jérel jdeti seisma iiks masinaist, siis
kulus teisel masinal 1000-ni puuduvate eksemplaride
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trikkimiseks veel 18 minutit. Mitme minutiga triikib
kumbki masin iiksi té6tades 1000 eksemplari?

444. Elektrivoolu ahela pinge on 220 volti. Kui suu-
red on voolutugevus ja takistus, kui takisiuse suurenda-
misel 11 oomi vorra voolutugevus langeb 1 ampri
vorra?

445. 40-vatise ja 100-vatise elektrilambi kaugus teine-
teisest on 7 m. Kui kaugel 40-va.isest lambist asetseb
punkt, mida kumbki lamp valgustab iihe ja sama tuge-
vusega? 4

446. Millisel hetkel kella 6 ja 6.35 vahel ajanditaja
osutid moodustavad teineteisega tdisnurga? Anda vas-
tus nii 12-tunnise kui 24-tunnise numbrilauaga ajanaitaja
kohta.

447. Vaia pool pikkust on maa sees, ¢ {llejddvast
osast on vee sees ja 1 meetri pikkune 16pposa ulatub tle
veepinna. Kui pikk on vai?

- 448. Ajanditaja osutite tippude kaugus teineteisest
on kella 6 ajal 12,6 cm ja kella 9 ajal 9,0 cm. Kui pikad
on osutid?

449. Arvutada murdude ;5 & ja g summa veaga
mitte tle 0,005. :

450. Arvutada arvude 292,1 ja 3“, korrutis kolme
dige tiivenumbriga. Kui suur on selle korrutise abso-
luutse vea iilemmadadr? Kui suur on korrutise relatiivse
vea lilemmaadr?

451. Arvutada jargmiste avaldiste vddrtused kolme
dige tiivenumbriga:

- 3 5 o1
L. Y2 1. 1“-2I2 7. 15 : 14
2. (24)? 5.9 . 1412 8. 1233 : 5¢
3
3. V157, 6. 34 .9 248349 :1%
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452. Vasktraadi pikkus on 10° temperatuuris 215 m.
Mitme millimeetri vérra pikeneb see traat soojenemisel

32 kraadini, kui vase joonpaisumise koefitsient on
1,71 110752

453. Kaks koormist tasakaalustuvad kangil, kui nende
kaugused toest on 80 cm ja 70 cm. Kui kumbagi koor-
mist suurendada 4 kg vorra, siis tasakaalustuvad nad,

asetsedes 160 cm ja 150 cm kaugusel toest. Kui suured
on need koormised?

454. Hapnik on 16 korda, lammastik 14 korda ja dhk
14,42 korda raskem kui vesinik. Mitu protsenti ruumala
jdrgi on Shus hapnikku ja mitu protsenti lammastikku,
kui jatta arvestamata muud Shus olevad ained nende
vdhesuse - t5ttu?  Mitu protsenti on kaalu jargi &hus
hapnikku ja mitu protsenti lammastikku?

455. Lahendada iga jargmine valem nurksulgudes
seisva tdahe suhtes:

L'V —3n2h [1]
2. S=2ar(r + h) [R]
. S=a(R2—r% [R]
& a8kl npig

L=lgl [v]

S = 2(ab1bc+ac) [c]
VS \/1'2 —:X2 [X]
i 271\/”1‘ [g]
456. Lahendada jérgmised vorrandid:

L Vax+5 V7x +1=30

2 x—2Vx+6=2

8 108—V2x)=x + 2

® a4 B @

¢ VEFY +2vie 2L,
i y& V2x +1
5. e x ad<iyx

Va+ Va+x ~— va— Va+x
457. Lahutada teguriteks jargmised avaldised:
L h3_p2 4 k2 — k3
2. x4yt
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t3—t2—t+1

6ac + 15bd + 9bc + 10ad

u? + 20u — 525

ab (¢ + d)2 + cd (a + b)2 — 4abcd
(a + 3b)2 — (b — 3a)?

m2—1 + 2n—n?

v + 4v2 + 4v

x3 — x5

Sepxupapw

1

458. Aednikul on ldigatud 45 ihevarvilist roosi, 60
uhevarvilist nelgiéit ja 105 sparglioksa. Ulimalt mitu
ihe ja sama koostisega lillekimpu saab aednik valmistada
nendest lilledest ja okstest?

459. Veduri eesmiste rataste 1abimoot on 54 cm, tagu-
miste rataste 1dbimG66t on 104 cm ja vagunirataste labi- .
moot on 86 cm. Kui pika maa peab rong soitma, et koik
kolm rataste liiki jouaks esimest korda jdlle samasse
seisu, milles nad olid liikumise alguses? o

460. Kolme iihes ja samas sihis leviva lainetuse
lainepikkused on 7, 61 ja 104. Milliste vordsete kau-
guste tagant jargnevad tksteisele punktid, milledes koigi
kolme lainetuse faasid iihtivad?

461. Rongi kiirus on v km tunnis. Kui rongil kuluks
the kilomeetri kulgemiseks v sekundit vahem, siis ta kii-
rus oleks kaks korda suurem. Leida kiirus v.

462. Mis toimub murru vdaartusega, kui nii lugejat
- kui nimetajat suurendada p% vorra?

463. Mis toimub murru vdartusega, kui lugejat suu-
rendada 50% vorra ja nimetajat suurendada 25% vorra?

464. Mitme protsendi vérra muutub murru 132;,5
vaartus, kui teist liidetavat lugejas ja nimetajas suuren-
dada 10% vorra?
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465. Ruudukujulise plekitiiki nurkadest 16igatakse
valja ruudud kiilgedega 4 cm. Ulejaanud plekitiikk
muriakse kokku lahtiseks karbiks. Kui suur peab olema
plekitiikk, et karbi ruumala oleks 100 cm3, Mitu prot-
senti plekist ldheb kaotsi karbi valmistamisel?

466. Kaks arvu suhtuvad nagu 9 :4; nende geomeet-
riline keskmine on 600. Leida need arvud.

" 467. Mitu protsenti rauda laheb kaotsi vahemalt, kui
ruudukujulise ristldikega raudlatt treitakse ummargu-
seks?

468. Kahe asula vaheline kaugus on iihte teed méoda
32 km ja teist teed méoda 37 km. Jalgrattur sdidab
Uhest asulast teise iihte teed moéoda ja tagasi teist teed
moéda. Tagasisdidul on ta tunnikiirus 2 km vorra viik-
sem kui sinnaséidul. Ta leiab, et kasutades sinnas6iduks
pikemat teed tal kulub sinna- ja tagasisGiduks 6 minutit
viéhem kui kasutades sinnasdiduks lithemat teed. Arvu-
tada jalgratturi kiirus sinnasdidul.

469. Arvutada avaldise a2 + b2 vaartus, teades, et
at+b=8 ja ab=6.

470. Arvutada avaldise a3 + p3 vadrtus, kui a + b —
=16 ja ab = 50.
471. Vorrandit
x2—12x+22—0

lahendamata arvutada selle vorrandi lahendite ruutude
summa.

472. Vorrandit
x2+ 10x —20 =0
lahendamata arvutada selle -vérrandi lahendite kuupide
summa.
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473. Kahel brigaadil A ja B kulub 252 auto osadest
kokkumonteerimiseks 12 8-tunnist todpdeva. Uksi t66-
tades kulub brigaadil A selleks to6ks 7 pdeva viahem kui
brigaadil B. Mitu minutit kulub brigaadil A ihe auto
kokkumonteerimiseks?

474. Rong valjub jaamast A kl. 10.00 ja saabub jaama
B kl. 18.30. Teine rong valjub B:st kl. 11.00 ja saabub
A-sse kl. 18.00. Millal kohtuvad rongid?

475. Raudtee- ja trammiliin kulgevad paralleelselt.
Rong jouab igas 3 minutis jarele lihele trammivagunile ja
kohtab igas 2 minutis {ihte trammivagunit. Mitme minuti
tagant jargnevad tiksteisele trammivagunid ning kui suur
on rongi ja trammi kiiruste suhe?

476. Jalgrattur véljub A-st kl. 12.00 ja saabub B-sse
kl. 16.00. Auto véaljub B-st kl. 12.50 ja saabub A-sse
kl. 14.50. Millal jalgrattur kohtab autot?

477. Lahendada vorrand

X X &

552 T 496 — 782

478. Lahendada jargmised vorrandid:
1 1

= L

g i =10,86
2,1 + o
42—
2. e
4 3
- —5
45 2
479. Lihtsustada jargmised avaldised:
1. 185m 2. . 24m+2
38m . 92m o4m . m |4

ja arvutada nende vdartused, kui m = 2.

480. Lihtsustada avaldis
5n+1.4n 12n
102n+1 60— - 30
ja arvutada selle vaartus, kui n = 15
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481. Leida jargmiste avaldiste vaartused:

1. 21032 6 o 3 2 logg & 8. 10 3 log 8
3—log3 ! 5 3 logg 36 10—3 logm 81
10%810 & 107 198,53 1010810
10 0,6990 10 1,5011 1 0—0,9081
10 0,4786 % 10 2,0294 10_1,8000

482. Leida jargmiste siimbolite vaartused:

L logs 32 2. logs 0,25 3. logy0 0,001
#ot
logs 125 logs 0,04 logio VO,1
G i e J}A
logs ¢ logs V4 logio 3
' V0,01
logs % logs 1 logio 1
V27 5

V10
483. Lahendada vérrandid:

log:49=2 % log,6=1% % log,\/100— %

logs +=—3 log=V125=1,5 10g,/0,001 = 1,5
logg x — 4 logjo X = -2 logex =7
10gs R =" logio x = % logo,e x = L

484. Kirjutada avaldised, mille logaritmid on:
L logm+ 2logn
loga + logb — (log ¢ + log d)
3loga + 2logb—41logc
2logx + 2logy—51logz—4logu

2]loga + 2loghb 8 3loga

3log (a + b) = log b

log (x +y) —log (x—vy) % (log a + 51og b)
4logu—4logv 3 (2log u—41log v)
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485. Lihtsustada avaldised:

L Jogsin x —log cos x 2. 1(Qlogsinz
log tan x + log cot x 10 Hloestuas— glogemn
log tan x + log cos x 10 2logsinz | () 2logcosz

486. Logaritmida jargmised avaldised:

1. 1 " ab 2. 16a (@ + 1)3
— TR 3 A
m s 25 Va2 —1
e gt a*va(bx—o)
2 I
e Vax + b
iy S Lt SV
2x Va2 + b® m2Va? — x2
487. Arvutada jargmiste avaldiste vdartused:
ey s e v
V0,9645 R R
V5
3 % 4 g - ,A_.___4_ TN
; L A 5
Y 2%‘?:1*1'7’5 . l/sg_—_ 3V10
V6,1492 V87
R Wiy wm g v
3V5V 6 l/w,z— V0,9
5 - e
11 Vayi24

488. Arvutada avaldise Vp(p—a)(p—b)(p—c)
vaartus, ki a=648;, b=862; . c2=924 3a. 2D =
—a+b-+ C.

489. Olgu z° = (:)4 1) Kui suur on z, kui s = 0,48
ja t=1,51?2 2) Kui suur on 8, kui t =098 ja z = 2,362
490. Arvutada valemist C = e~ tdhe C vaairtus, kui

e =218 r— 6 -ja t=107F:; Kntsaurion:t: kui C— 05
A r==T28
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491 Olgua=2 }/ Vf? Arvutada a vaartus, kui
f = 08457,

492. Lahendada jargmised vo&rrandid:

Lt 0T 0% o 5P - DR A LSS0
2. 257 — 100 8 xVE— (Vx)*

8 92r__ogr—2__3 R \x/j

4. 6°+1 4 6% — 252 10. -(%-4’)’:8’:“‘3

5 V27 v/3% — 216 . 100%— 210 = 15

8.

J°—5%+2=3+4_57+3 12 90T 12— \/20°

493. Lahendada jiargmised vérrandid:
log x = —log (x + 1)

log (x —2) = log x —1log 2 ;
1008 (=—10) — 1000
0,1—*2+52—8 — 100

log (2° + x—4) = x (1 — log 5)
log; 10 = logs, 40

S S e

494. Lahendada jargmised vorrandid:

L x5 —20 5. (x + 7)5 = 340

2. 6xt =57 6. (2x —9)10 =32
8 (x—3)3 =60 T (x2—27)7 — 84
4 (x—5)t—993 B (I 4+ 4)3—124

495. Cheops'i piiramiidi pohjaks on ruut kiiljega
233 m; piiramiidi kdrgus on 148 m., Kdigud ja kambrid
moodustavad vdga viikese osa pliramiidi ruumalast.
Kivi erikaal, millest piiramiid ehitatud, on 2,75. Mitu
tonni kivimassi kulus piiramiidi ehitamiseks?
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496. Ringi 1d8bim66t on 13,58 cm. Arvutada nngl
{inbermdot ja pindala.

497. Baromeetritoru seesmine 1&bim&6t on 084 cm.
Vaatluse ajal seisis elavhobe 74,8 cm korgusel. Elav-

hobeda erikaal on 13,60. Kui palju kaalub elavhdbeda-
sammas?

498. Leida avaldise fg-14,44 vairtus.
499. Leida avaldise 12—"“2 Sty
ogrz—logri
=086, 1y == 698, & =857, rr= 1,15 ja rs = 1,45,

500. Lahendada vorrand 24,9x5 — 2,84.

vadrtus, kui k=

501. Leida x-i vaartus, kui 10% = 629,

502. Kui suur peab olema ratta 1abimdoat, et ta, tehes
n pooret sekundis, kulgeks n km tunnis?

503. Leida, kumb arvudest 2160 ja 3'90 on suurem.

L do oL 2e0m 3 (loga + log b).

504. Olgu teada, et log 3

Ndidata, et siis a2 + b2 = 7ab.
505. Arvutada logaritmide abil avaldis
(a% — b2) sin (& + f)

sin @ cos f '

kui a = 8,495, b = 4,324, a = 46° 38', [ = 36° 48".
506. Lahendada vdrrand ab = V.

507. Leida aritmeetilise jada —4, —1,... kiimnes
liige.
508. Leida aritmeetilise jada ,l,s, ;,, ... sajas liige.

509. Leida jada —48, —45, —42, ... n-es liige.

510. Leida aritmeetilise jada 5. liige, kui jada 1. liige
on 1 ja 10. liige on 100.
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511. Mitu liiget aritmeetilises jadas 9, 14, ... on vaik-
semad kui 3502

512. Mitmes liige aritmeetilises jadas 15, 20,
on 135?

513. Mitu liiget aritmeetilises jadas —66, —59
on negatiivsed?

BEDS o o

514. Mitmes liige aritmeetilises jadas: 7, 13, . " “on
ldhim arvule 2102

515. Aritmeetilise jada esimese 5 liikme summa on
20 ja esimese 7 liilkme summa on 98. Leida jada esimese
12 liikme summa.

516. Arvutada summa 7 + 11 + 15... + 71,
517. Arvutada esimese 60 loomuliku arvu summa.
518. Arvutada esimese 45 paarisarvu summa.

519. Kulgegu {ilespaisatud keha esimeses sekundis
81 m; igas jdrgnevas sekundis ta tduseb 4,5 m vidhem
kui eelnevas. Kui kaua kestab keha liikumine {iles-
poole?

520. Arvutada koéigi vahemikus 102 kuni 300 asetse-
vate kolmega jagumatute arvude summa.

521. Arvutada koigi 7-ga jagumatute arvude summa
vahemikus 100 kuni 300,

522. Olgu teada, et aritmeetilise jada liige ag = 2ays.
Nadidata, et siis ag — 3ays.

523. Aritmeetilise jada ildliige ax — 4k + 1. Mais-
rata esimese n liikme summa.

524. On antud aritmeetiline jada  {ldliikmega
@ = 27 — 2k. Mitu liiget jada algusest arvates tuleb
votta, et saada summa 1442
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525. Kui suur on aritmeetilise jada
a;2a—x, 3a—2x, ...
esimese n lilkme summa?

§26. Naidata, et jarjestikuste loomulikkude arvude
ruutude vahed moodustavad aritmeetilise jada.

527. Kui suur on n jarjestikuse tadisarvu summa ja
neile eelneva n jarjestikuse taisarvu summa vahe?

§28. Kui suur on n jarjestikuse tdisarvu ruutude
summa ja neile eelneva n jarjestikuse tdisarvu ruutude
summa vahe?

529. Leida n + 1 jéarjestikust taisarvu, mille summa
vordub n jargneva jarjestikuse tdisarvu summaga. Mis-
sugused on need arvud, kui n on 1, 2, 3, 4, 5?2

530. Leida n + 1 jarjestikust tdisarvu, mille ruutude
summa vordub n jargneva jarjestikuse tdisarvu ruu-
tude summaga. Missugused on need arvud, kui n on 1,
2,3, 47590

§31. Geomeetrilise jada/tegur on 3 ja jada 4. liige on
162. Leida jada 1. liige. :

§32. Leida geomeetrilise jada 1. liige ja tegur, kui
jada 6. liige on 144 ja 3. liige 18.

333. Leida geomeetrilise jada 9. liige, kui jada 2. liige
on 7 ja 7. liige 224.

534. Geomeetrilise jada 6. liige on mn® ja 4. liige on
mn?, Leida jada 1. liige.

535. Leida geomeetrilise jada 8. liige, kui 2. liige on
2 ja 3. liige on 3.

536. Leida 10-liikmelise geomeetrilise jada 1. liige,
kui jada tegur on 2 ja jada summa on 25573.

537. Leida 8-liikkmelise geomeetrilise jada summa, kui
" jada 3. liige on 29,7 ja jada 5. liige on 267,3.
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538. Leida jada 2, 3, 43, ... kiimnes liige ja jada
kiimne liikme summa.

539. Leida jada 2, 3%, 4%, ... kiimnes liige ja jada
kiimne liikkme summa.

540. Geomeetrilise jada esimese kahe liikme summa
on 7% ning esimese ja neljanda liikme summa on 157%.
Leida jada tegur.

541. Geomeetrilise jada esimese kolme lifkme summa
on 3% — g: ja esimese kuue liikme summa on 33 — gﬁ
Leida jada 1. liige.

542. Leida geomeetrilise jada tegur, kui jada 1. liige

on 3 ning 2. ja 4. liikkme summa on 60.

543. Leida jada a, a2, a3, a4, ... 20 liikme korrutis.
544. Leida jada ab, a2b3, a3b5, a4b?, ... n liikme kor-
rutis.

545. Lihtsustada avaldis 1+a+a2+ ... + ql3+ql4,
546. Lihtsustada avaldis
X? + X% + xTy2 a4, 4 xys + 39,
547. Lihtsustada avaldis
1+x+ (1+x2+ (1 +x)8+ . .04 4+ x)ne,

548. Avaldada jargmiste geomeetriliste ridade védr-
tused:

sin2 p + sin4 ¢ +...+ sinl2 ¢
tan?  + sin? p + ... + sin2y. cos® P .

549. Arvutada geomeetrilise jada 2, 3, ... esimese
5 liikkme summa.

550. Arvutada summa V3 + 3+ V27 + ...+ 243
551. Mitmes liige jada: 2, 8, 32, ... on 8332
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552. Leida arv x, kui arvud x— 4, x ja x + 6 moo-
dustavad geomeetrilise jada.

553. Leida arv x, kui arvud x, 3x ja x + 12 moodus-
tavad aritmeetilise jada.

554. Geomeetrilise jada igast liikmest lahutatakse °
temale eelnev liige. Naidata, et saadud vahed mocdcus-
tavad geomeetrilise jada.

555. Leida kuusnurga nurgad, teades, et nad moodus-
tavad geomeetrilise jada, mille tegur on 2.

556. Mitu 166ki teeb tornikell 66pdeva jooksul, kui

ta mdrgib veerandtunni iihe 166giga, pooltunni kahe 166-
giga, kolmveerandtunni kolme lo6giga, tdistunni nelja

166giga ja keskoost voi keskpdevast moodunud tundide
arvu vastava hulga l6okidega?

§57. Mitme aasta jooksul elanike arv kasvab kahe-
kordseks, kui aastas elanike arv kasvab 1,5% vdrra?

5§58. Maantee darde piistitatakse uued kilomeetripos-
tid. Autokoormas on 50 posti; iga post kaalub 60 kg.
Iga kilomeetri tagant pannakse maha iiks post. Arvu-
tada, kui suur on auto veotdéé maantee algusest saadik
kuni koik postid on maha laaditud.

Veotééd moddetakse tonnkilomeetriga, s.o.
todga, mis kulub 1 tonni vedamiseks 1 kilomeetri kaugu-
sele.

559. Elektriventilaatori propeller teeb 1. sekundil
parast voolu katkestamist 50 pooret, 2. sekundil 463 p66-
ret ja 3. sekundil 433 péoret. Kui kaua pdrast voolu kat-
kestamist kestab veel propelleri pédrlemine?

560. 50 m paksune udukiht on neelanud 50% valgu-
- sest. Mitu protsenti valgusest on neelanud 1 m paksune
udukiht?
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561. Lumepall, mille mass oli algul 5 kg, veeres
moo6da lumist mé&endlva, mille kaldenurk on 40°, Iga
meetri vorra veeredes kogus pall endale 1 kg lund
juurde. Kui suure t66 oli pall teinud raskustungi sihis,
kui ta oli veerenud mééda nélva 20 meetrit?

962. Klaasplaat neelab 5% temale langevast valguse-
hulgast. Mitmest samasugusest plaadist koosnev pakk
neelab 45% esimesele plaadile langevast valgusehulgast?

563. Leida, missuguses kdrguses on dhurdhumine 9%
vorra vaiksem kui maapinnal, teades, et 100-meetriliscle
téusule vastab 1,2-protsendine Shurdhumise vahenemine.

564. Teades, et 100-meetrilisele tdusule vastab 1,2-
protsendine Shurdhumise vahenemine, ndidata, et maa-
pinna ldaheduses 11-meetrisele tdusule vastab 1-millimeet-
rine Shuréhumise vihenemine.

565. Puu kdérguse aastane juurdekasv on 80% eel-
mise aasta juurdekasvust. Kui palju kasvab puu 4 aas-
taga, kui ta esimesel aastal kasvab 24 cm?

966. Keha elektrilaeng on algul 10 kuloni. Halva
isolatsiooni tdttu on laeng 5 minuti jooksul vdhenenud
8 kulonini. Mitme minuti jooksul vdheneb laeng 2 ku-
lonini? ;

567. Ohk klassis, mille ruumala on 150 m3, sisaldas
tunni 16pul 0,12% soehappegaasi.. Mitu kuupmeetrit
varsket 6hku, mis sisaldab 0.04% COs, peab ventilaator
puhuma igas minutis klassi, et 10 minuti jooksul soe-
happegaasi sisaldus klassidhus langeks 0,06%-ni?

568. Olisse paigutatud ketas, mis algul poorles kiiru-
sega 3 pooret sekundis, tegi 1 minuti pérast 2 posret
sekundis. Arvutada, mitu pooret teeb ketas 3 minutit
parast liikkumise algust, teades, et i~as minutis kiirus

vaheneb suuruse vOrra, mis on vordeline kiirusega selle
minuti algul.
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569. Ketas, mille algkiirus oli 5 p6oret sekundis, poor-
les 2 minuti parast kiirusega 3 pooret sekundis. Mitu
minutit pdrast liikkumise algust ta Kkiirus on 1 po6o6re
sekundis. ° -

§70. On antud jada

| e o B G s et L L0 SIS e S R 5 L b i
Leida jada esimese 20 liikkme summa.

571. Toestada, et kahe arvu geomeetrilise keskmise
logaritm on vordne arvude logaritmide aritmeetilise kesk-
misega.

§72. Arvutada lopmatu geomeetrilise jada

25 s T
summa.
573. Arvutada l6pmatu geomeetrilise rea
Lidef
vaartus.
574. Arvutada rea
ki
U
vaartus,

575. Teisendada jargmised perioodilised murrud hari-
likkudeks murdudeks:

B Gaas ;.. 20,6888 ...
0,161616 . . . 2,3242424 . ..
L7115 8,2232323:5
576. Arendada murd ¢ 10pmatuks geomeetriliseks

reaks teguriga 3.

577. Arendada arv 1 16pmatuks geomeetriliseks reaks
teguriga 0,1.

578. Arendada arv 2 1dpmatuks geomeetriliseks reaks
teguriga 0,1.
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§79. Kui suureks kasvab 2800-rublane hoius, mis on
hoiul 4}%-ga 20. maist sama aasta 1. oktoobrini?

580. Kui suur rahasumma, olles 3 kuud ja 10 péeva
hoiul 3%-ga, kasvab hoiuaja 16puks 726 rublaks?

581. Mitme protsendiga hoiul olles annab hoius 8
kuuga 3% intressi?

582. Mitme kuuga kasvab hoius 1,025-kordseks, kui
hoiukassa maksab 4% intressi aastas?

583. Missuguse jada moodustavad hoiuselt : P e
aasta jooksul saadava intressi summad, kui hoius kannab
1) lihtintressi, 2) liitintressi?

584. Kui suur hoius, kandes 33% liitintressi, kasvab
30 aastaga 20000 rublaks?

585. Kui suureks kasvab 3700-rublane hoius 8 aas-
taga, kandes 43% liitintressi?

586. Mitu protsenti liitintressi peab kandma 1200-rub-
lane hoius, et ta 6 aastaga kasvaks 1560 rublaks?

587. Leida, kui palju intressi saab 4 aasta jooksul
3200 rublalt,
1. kui hoius kannab 2% liitintressi,
2. 2 = b 3% - 3
el R 8 s "

Kas kolmandal juhul saadav intress vardub esimesel
ja teisel juhul saadavate intresside summaga?

588. Maakonna elanike arv kasvab 0,5% vdrra aas-
tas. Mitme protsendi vorra kasvab selle maakonna
elanike arv 25 aasta jooksul?

589. Mitu protsenti lihtintressi peaks aastas maksma
hoiuselt, et ta n aastaga kasvaks niisama suureks kui
kandes p% liitintressi?
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Niiteid. * n=10, p=>5. Arvutada ndutav int
ressimaar.

2. n—20, p=>5. Arvutada noutav int-
ressimaar.

500. 12 aasta eest mets sisaldas 49 000 m? puitu. Sel- .
lest ajast on puidu hulk kasvanud 62000 kuupmeetriks.
Mitme prqtsendi vorra on puidu hulk kasvanud aastas?

591. Riigi metsatiiki puiduhulka hinnati 1937. a.
1800 m3-le. Kui suur on metsa puiduhulk 1947.a., kui
metsa vahepeal ei raiuta ja puidu aaslane juurdekasv
on 2%?

592. Linna elanike arv kasvab aastas 38% vdrra.
Missugust elanike arvu v6ib oodata 10 aasta parast, kui
praegu linnas elab 62 400 inimest?

593. Vaikelinna elanike arv on 10 aasta jooksul kas-
vanud 2148 hingelt 3796 hingele. Kui suur oleks selle
linna elanike arv 10 aastat hiljem, kui linna elanikkonna
kasvamine toimuks edasi niisama Kkiiresti nagu enne-
minigi?

594. Maakonna rahvaarv kasvab aastas p%e vOrra.
Mitme aasta jarel on selle maakonna rahvaarv suurene-
nud q% vorra, vorreldes praeguse rahvaarvuga?

Naide. p=21, q=>50. Arvutada ndutud aastate
arv.

595. Ohupump hdorendab 100 edasi-tacasi kadignga
réntgenitorus oleva oShu kuni iihe viiekiimnetuhandi-
kuni alguses-seal olnud Shuhulgast, imedes iga kaiguga
iihe ja sama protsendimdara torus parajasti olevast Shust.
Kui suur on see protsendimdar?

506. Gruusia NSV-s toodeti elekrienergiat 1928.a.
42- 106 kWh ja 1936.a. 436 -10¢ kWh. Mitme protsendi
vérra suurenes keskmiselt elektrienergia toodang aastas?
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597. NSV Liidu suurtééstus tootis 1928.a. :aadus:
16,8 milj. rubla ‘vaartuses, 1932. a. 38,8 milj. rubla vaar-
tuses ja 1936.a. 80,9 milj. rubla vaartuses. M tme prot-
sendi vorra kasvas keskmiselt suurtééstuse toodarg aas-
tas 1) ajavahemikus 1928—1932, 2) ajavahemikus
1932—1936 ja 3) ajavahemikus 192819367

598. Mitmel viisil on v&imalik paigutada lauda istuma
5 inimest?

599. Mitu signaali on vdimalik anda 7 erineva lipuga,
kui igas signaalis vib kasutada tilimalt 5 lippu?

600. Moodustada tahtede a, b, ¢, d ja e kdk vdima-
likud variatsioonid 3 tihe kaupa.

60i. Moodustada tdhtede a, b, c, d ja e kdik vOima-

likud kombinatsioonid 3 tahe kaupa. ; I

602. Mitmest elemendist on v&imalik moodustada 120
kombinatsiooni 2 elemendi kaupa?

603. Mitmest esemest on vOimalik moodustada 78 eri-
nevat paari?

604. Arvutada V1, (') ja Py,

605. 10 tahest a, hC i on moodustatud variatsioo-
nid 5 tdhe kaupa. Mitu variatsiooni s’saldavad tihte ¢?
Mitu variatsiooni sisaldavad tihte C ja e?

606. Mitmest elemendist 3 elemendi kaupa moodus-
tatud variatsioonide arv on 20 korda suurem Kkui elemen-
tide arv.

. 607. Moodustada tihtede a, b, ¢ ja d kdik vsimalikud
permutatsioonid.

608. Arendada jargmised astmed binoomridadeks:
1. (x + a)b 3. (a® + b)4 5. (Va + V b)5
2 (x—a)s L (a—2b)5 T ;1',)6
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609. Leida (x + a)'° arendise 4. liige.
"610. Leida (x — a)2° arendise keskmine liige.

611. Kui suur on (x2 + 3)7 arendise kordajate
summa?

612. Arendada binoomridadeks avaldised:
Leve by (x = )3 oknt as=b—1
% [x+a(x+ bt kuvia=b=2

613. Lihtsustada avaldis
i o © s ¢ ML e Lo b ot ¥ e o © it ndlt ¥ Lt
614. Naidata, et kehtib samasus
et £t £0) at2F .ot (letn=
=il —3) 2
615. Naidata, et kehtib samasus
G} o (’;)-12+ (;)-22-!— i o (:)n2:
o g s o e A
616. Naidata, et on kehtivad jargmised samasused:
i 2) + (n—zi—l) e
1 +2
gl i s fe 8 R g
3. (2) + 1 (n:- 1) + 11 (nj—Q) + (n;i—S) Sty
617. Arvutada avaldise

(a + 0,002)7
vaartus viie dige tiivenumbriga, kui a = 1.

618. Arvutada avaldise
(a — 0,0003)%
vaartus viie dige tiivenumbriga, kui a = 2.

'619. Naidata, et on kehtivad jargmised samasused:

j b a“’“’ s bloga & alog logb — (log b)loga
logd
3. a loga — h
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» 4,14

2,78
5060
5062
0,05

- 1393000

15,84
16
350
5:5

- 4,584
4. 836,5
~-184

126
1500
29,50
71,77

2. 36

390
72,8
820
43,0

2 1.9

130

129
20000
4,87 - 109

s.

Vastused.

1. 529
170
2,102
1860
1,7-10—4
2.219
230
700
594-10—3
2,3
3192105
#,20% 10=4
589-10—2
3200758
294-10—2
4 318103
1-10—5
3.2:105
11,0-10%
Wit = 2~ 108
1. 3232,44
32,3
12
0,669
0,2231
2. 18,12
9,76

10.
11.
21.
22,
27.

49,

51.

1.6
4,7
4,98
3. 250
2000
6,21
1.73
3,6
4,5
2,4513
25,94
54,25
0,48
1o
1,4786
0,5798
2 x = 1212
3. e 2,57
5. i‘r

% (log a + log b) —

—2 (logx + 3log y)
53. 2.

9,46 - 104
9,244 10—
3,537 - 102
3,574 - 102
1,964 - 104



55.

58.

60.

61.

63.

64.

66.

- 0,6186

9,259
5,590
2,863
2,122::10+4

- 622,8

0,7445
6,84

1,603
616107

- 2,847

8,584
0,601
0,7735
1,289

- 25,4

1,42
0,0623
17.5
59,0

- 0,884

0,0492
0,5585
0,7792
23,33

o 3. 201

X =855
X=3:1J
%0875
xX==243

D35

60,21
4041
1,712

67.

68.

69.

70.
71.
72,
75.
80.
81.
83.

84.
85.
86.
87.
88.
90.
91.
95.

96.

100.

1. 35,48

2. 28,36

8. 0,195

4. 1,444
7,96

B ="0033
V=399
S = 3,002
2. V =—9.473
e =17530
81100
Veos=e35:12
152fcm
14,88 cm

15 solme, 100 m

ol

L 5= 0,526

2. p—198
h = 12980
0,9450
0,3063
4066
0,53¢:
337 cm?
3903 cm?
8. x—9
b, o2
1
P =g
V3
$.x =3
4
X == \/15

X= 3

189



101.

102.

103.

105.

106.

107.
108.

109.

110.

190

%
>
|
L

10; 5 _3%.

L X1:3, X9 = —1
3. Ry =13, Xa e 2
5. ny = 2, b e 3
6. b 4 g 4, Xn.==
2. x — 2322

3. x — 2,667

5. x — 4,417

% x—_1,080

9. x — 1,709

3 S 3

8. x—4

4. x — 1,500

O %1 =3, %=1
3% = 144

3¢ =129 = 276 3
3= 1944
log e \3

1. a(log ti) — q(logc)3
2. ov°

p e (53 8100

logs 15 = 2,465

. log228 — 4,808

log100 30 = 0,7386
1092,713 30 o= 2,303
% x=—1,08

4 x — i\/a2"+1

B, s ",
e 102 — 1

8. K G Mo =1

2. x—8

3.

—

111.
117.

125.
126.
129.
132,
133.
135.
136.
138.
139.
140.
141.
142,
144.
147.
149.
156.
157.
160.
164.

166.
167.
171.
172,

3 = 00504 5
X == 0f

i Xy =—10,3162
Xo 1581
i s

"

G G > e

3
%on - T4 Bl Lo 48
1

ity T8 k::j
i = 2%
ar==103

d—=13%

88, 76, 64 ja 52
k=117

=31
17
Vi Seifid

9, 90, 900, 9000
235

10

=0

Qg =57
=2
21,28 ja 35
654 m

2300

1020

2. 10100

3. 10000
4950

995500

68°, B82 . )
80°, 96°, o

X1 =— 10 x5==01

1
46656



173.

174.
176.
177,
179.
181.
182.
184.
185.
186.
197.

201.
202.
203.
204.
205.
206.
207.

L0

16’ 16 -

16

8 nddalaga

49 t2m

6 nurka

23

45

n[(a + x)2 — nax]
100210, 7Y,

10 arvu

931

8v2

0,75

1,20

1,01

0,97
24-(3)15=0021g
760 - 0,9820 — 507 mm

210. ]/8' 32 _16
9.8 27

211.
212
215.
216.

217.
219.
222.
223.
224.
226.
227.
228.

229,

q=3%

g = 1,059, 517.3
qg=1%

13 ja 169

10 10

1§ M. (£
k=15l

f="17

7 liiget

10 liiget

a4

x4 =18
1 voOrra

d—2%

231. 128 cm

232..54°

233.° 101%

234, .33 5%

235 3290,

236. 1071

237. 16%

238. 97,6%

239. 725 mm, 1000 m

240. 24,5 60p.

241. 82 min

242. 2,59

243. 133g

244. 0692 g

245. 31 min

246. 1,06

247. koh. toost.
1,95-kordne,
tekstiiltoost.
104-10% m

248. 50%
765

249.
250. 242
1023

251.

1024
252. 7382830
254.

255.

256.

257.
258.
259.
260.
261.

52%

1,67 :108

e
45 m
111,3 cm
51,21

123,0

23,9565
5.9136/1:27

4,7 - 1011 vagunitait



262.
266.

269.
271
273.
276.
277
278,

280.

28i.
282.

283.

284.

285.

286.
287.

288.
289, 3

296.
297.

299,

192

5,824

o 2

1—--x
— a*b8

ab =

a,—4

dy =24

24

3

3,6

g 08

x—1'

1+x kui x>0

g 2 SR TR
n—2

kui x> a

o

14,8284

7,6344
XQS
ax2 — 64 '
dz
ay3_
8 — -
V4b% — a2
a; = 0,48, g =0,01
ay =0:027,g=0,001
1
90
419
990
2491
9900

4 4
B s Lo
kui a<1
2. 18,56 rbl.

4- 19,25 rbl.

kui x| < 4

300.

301.

302.
303.
304.
305.
, 306.
307.
309.
310.
315.
316.
317.
318.
319.
320.
321.
322.
323.
324.
325.
326.
327.
328.
330.
331.
333.
334.
335. .

2. 30,72 rbl.
% 2,03 rbl.
2. 3,65 rbl.
3. 84,92 1bl.
4. 81,74 rbl.
5. 92,13 rbl.
2317,50 rbl.
1862,07 rbl.
4200 rbl.
6000 rbl.
6503,40 rbl.
6000 rbl.
24 %
3%%
7205
7347 1bl.
3328 rbl.
5624-107 §
502,6 1bl.
790,5 rbl.
33 %

2%

2%

4%

¥ia.

65200 1bl.
75800 rbl.
163000 rbl.

rbl.

336. 4



344.
345.
346.
348.
349.
350.
353.
354.
357.
358.

363.
364.
365.
366.
367.
368.

370.

372.
374.

375.
376.
377.
378.
379.
380.
381.

13

20

720.

336
L

6

X =g
120
5040
1,308 - 1012
2. 120
4. 3360
6. 504
6

10

792

120

15

10

20

() =21, () =6
1. x —5

2. x=8
8. x =7
Lx=0
8. x —12
S x=8
16

600; 300
i
816
90720
90

504; 56; 224 paaris-
arvu

Algebra X

382.
383.
384.

387.
389.
390.
391.
392.
393.
394.

395.
396.
397.
398.

401.

402.

403.

404.
405.

406.

407.
409.
410.
411.
412.

413.
414.
415.

20

6

10

416
210a%h*
—792a°b7
3432x7y"
924

10

21

1,023 - 108
—3,27 - 109
1076,37
730,46

20,4 km

tund
km
178 tund

432 ja 237
14,0%

24,5%

5,21 rbl. ja 4,59 rbl.
15%

1,898

1,0132

0

7,035

5,577

12,81

0,5927

98,65

- 4,350

87,4

58 cm

4,0

it W ol Yok sl

193



416.
417.
418.
419.
420.
424.

425.
426.
427.

428.
429.

430.
431.

- 432,

433.

434.
435.
436.
437.

194

1,575

0,208

0,239-

2,25 - 108

r==0617

de w33ty

5. x; — 2,588,
Xo=— 1,384

6. x — + 2483

179 cm?2

216 cm3

2. Ko 4,91

8 x— + 532

4. x'— -+:0,90

S xy = 2,966,
X9 — —1,966

6. e = 1,233,
X9 — —5,233

13,4%

+2,3%

)2

—1I<)I) %

12% ; 25,4%

10%

5. X1:3, Xg:l,
Xg == 3y wp =t —of

6. x{ — 4,653,
X9 =— —3,653,
Xas—=.2:108"
x4 — —3,193

—7,6%

20%

33,3%

8,5%

438.

439.
440.
441.
442,
443,
444,

445.
446.

448.

449.

450.
451.

" 452.
453,
454,

456.

457.

Kuuski 33,6%,

mande 14,4%

4%

25%

33,3%

40 min

36 min ja 45 min

5A, 440

271 m

Kell 61t. 16 min 21,8 sec
, 61t 31 min 18,3 sec

54cm ja 72cm

0,97

988

1. 0,535

3. 2,48

5. 499

7. 0914

9. 149

8,1 cm

3% kg ja 4 kg

Hapnikku ruumala

jargi 21%,

kaalu jargi 23,3%

Linesis

Kis=1"10
X=—'18
>, B}
el S ot S

wiH

{t—1)2:(tcE1)

- (2a + 3b) (3¢ + 5d)
- (u + 35) (u— 15)

* (ac + bd) (ad + bc)

I



458.
459.
460.

461.

463.

464.
465.
467.

468.

469.
470.
471.
472.
473.
474.
475.
476.
477.
478.

479.

480.

1. 4 (b + 2a) (2b— q)

8. (m+n—1)(m—n+1)
10. x2(1—x)(1 +x+x2)

15
120744 m
30
42,43
+20%
—3,8%

13 13 cm?, 372,9%

27,3%
km
tund

52

1696

100

—1600

40 min ja 534 min
kell 14.23

12 min; V =»5v
kell 13.53

X =—=302

L x —0,37

2. x—3

1. 7om

2. 26—m . g

. 51" — 8,18 - 1011

km
tund

W

L

6
9
31,7
107

482.

483.

487.

488.
489.

490.

491.

492,

493.

25 ED
—2
3
-3
degr =10
X =0 X
=178
X125
1. 1,183
12,70
0,2942
2. 1,859
3,98
—0,78
26,8
L &= 0,40
2 8—=29
1.-C'=0,015
2. t =—0,96
1.4
8. x=2
4. x —
5 x —6 :
6. P, Y ———4,070
7" x—3
e ST R
9. x =— £0,6908
10. xi = 3,345,
Xo — —1,345
1. x — 0,6990
12. x — 0,9255
1. x —0,618
3. x — 14,6542

195



494.

497.
500.
501.

528.
529,

530.

540.

541.

542.
543.

544.
545.
546,

347.

548.

196

% X% e 502. d =873 cm
6. x — 3,162 505. 91,25
4 x, — 8,16, S11. n—=+69
Xo==1,84 513. - n=—10
5 x — —3,79 514, k—'1%
6. x; — 5,2071 515. 468
X9 — 3,7929 519. 19 sec
. x = +5374 520. 24522
8. x—294 521. 34313
560 g 523. 2n? + 3n
x = 0,648 524. n1 =8, no = 18
x —=-15,564 527. n?

n* (2n + 2a— 1), kus a on esimene taisarv

n =1, s8iis 192 =3,

n—2, siis4+5+86=7%+8,

n=3, siis 9 + 10 + 11 + 12 =13 + 14 + 15,
jne.

n=1,3%+4 42 — 52

n=2, 102 + 112 + 122 — 132 + 142,

n=3, 212 + 222 + 232 + 242 — 252 + 262 + 27,

jne.
O = I — cos1®

{_)5', . : 549. cos2 52
3 - 552, x =12
4 voi —5 DOds X o 3
a210 955, K8y 228 9.0
af'?—;'-"bn_. 557. 46 a. ;
{ — atb 558. 76,5 tonnkilomeetrit
T B 559. 16 sec
x10 _ y10 560. 1,4%
xX—y 561. 193 kgm
A3 niieet 562. 12
sl TS 563. 790 m

cos? ¢ 565. 71 m



566.
567.
568.
569.

575.

576.

577.

578.
580.
581.
586.
588.

36 min
17 m3
§ pooret

6,3 min
Bl
45
107
23'5()
221
8660
2 2 2

AR R e

990 i

1,8+0,18+0,018+ ...

720 rbl.
7% kuuga
4%
13,3%

595.
596.
597.
598.
§599.
602.

603.
605.

606.
610.
611.

613.
617.
618.

10,3%
34%

23,3%, 20,2%, 21,7%

120
2520
16
13
4 ﬁl s 3'
Vl‘?) '_ZV: +V ;‘
6

(fg) ql0x10
128
(x+1)5—1

X

1,0141
63,942

197
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