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Gravitatsioonilainete levik iildistes ruutliikmetega
teleparalleelsetes gravitatsiooniteooriates

Einsteini iildrelatiivsusteooria, mis on hetkel iildaktsepteeritud gravitatsiooniteooria, iiheks
otseseks jarelduseks on gravitatsioonilainete olemasolu. Alles aastal 2015 moddeti seda
nihtust otseselt ja 2017. aastal kinnitasid vaatlusandmed iildrelatiivsusteooria ennustust, et
gravitatsioonilained levivad valguse kiirusel. Samas leidub néhtusi, mida iildrelatiivsusteooria ei
suuda ilma problemaatiliste aspektide, nagu tumeaine ja -energia, sisse toomiseta rahuldavalt
selgitada. See tdsiasi on suunanud meid alternatiivsete gravitatsiooniteooriate uurimisele. Uheks
selliseks teooriate grupiks on iildised ruutlitkmetega teleparalleelsed gravitatsiooniteooriad, kus
gravitatsioon on ruumi vddndest ning mittemeetrilisusest tulenev nihtus. Gravitatsioonilainete
leviku uurimine sellistes teooriates aitab hinnata teooriate elujoulisust. Kédesolevas to0s
tuletatakse gravitatsioonilainete leviku kiirust ja polarisatsioone kirjeldavad valemid iildistes
ruutlitkmetega teleparalleelsetes gravitatsiooniteooriates. Seejdrel uuritakse selle teooriate grupi

erinevaid juhte eraldi ja analiiiisitakse, mis juhtub erinevate konstantide komplektide puhul.

Mirksonad: gravitatsioonilained, gravitatsioon, modifitseeritud gravitatsiooniteooriad
CERCS: P190 — Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiiiisika, klassikaline mehaanika,

kvantmehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiilisika, termodiinaamika

Propagation of gravitational waves in general
quadratic teleparallel gravity theories

General theory of relativity, which is currently the widely accepted theory of gravity, directly
predicts the existence of gravitational waves. This phenomenon was directly measured only in
2015 and in 2017 observational data confirmed the prediction that gravitational waves propagate
at the speed of light. However, there are phenomena that general relativity cannot satisfactorily
explain without introducing problematic concepts such as dark matter and dark energy. This has
led us towards the investigation of alternative theories of gravity. One such group of theories
is the general quadratic teleparallel theories of gravity, where gravity results from the torsion
and non-metricity of space. Studying the propagation of gravitational waves in such theories
helps assess the viability of these theories. In this work, formulas describing the speed and
polarisations of gravitational waves in general quadratic teleparallel theories of gravity are
derived. Then, different cases of this group of theories are separately examined and analysed to

see what happens with different sets of constants.

Keywords: gravitational waves, gravity, modified gravity
CERCS: P190 — Mathematical and general theoretical physics, classical mechanics, quantum

mechanics, relativity, gravitation, statistical physics, thermodynamics
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Sissejuhatus

Gravitatsioonilained on vdimas néhtus, mille kdigus ruum ise vongub [1]. Selle fenomeni
teoreetilist olemasolu ennustati juba 19. sajandi 10pus ning tegemist on iihe otsese
tildrelatiivsusteooria ehk hetkel {iildaktsepteeritud gravitatsiooniteooria jireldusega [2].
Aastakiimneid olid gravitatsioonilained lihtsalt teoreetilised ja pikalt vaieldi, kas tegemist
on iildse fiilisikalise nihtusega voi lihtsalt iildrelatiivsuteooria korvalsaadusega [2]. Esimesed
vaatuslikud toendid gravitatsioonilainetest parinevad 1970. aastatest, kuid 2015. aastal mdodeti
ka otseselt gravitatsioonilainete moddumist [2, 3]. Aastal 2023 mdddeti madalasageduslikke
gravitatsioonilaineid ning ldhitulevikus on kavandatud mitmeid eri tiilipi detektoreid, et seda

poOnevat nihtust laiemalt kaardistada [4, 5].

Sarnaselt elektromagnetkiirgusega saame gravitatsioonilainete puhul rddkida nende lainete
levikukiirusest ja polarisatsioonist [1]. Uldrelatiivsus ennustab, et gravitatsioonilainetel leidub
kaks erinevat polarisatsiooni ja lained levivad valguse kiirusel [1]. 2017. aastal tehtud modtmised
kinnitasid iildrelatiivsusteooria ennustust, et gravitatsioonilained levivad valguse kiirusel, kuid
lainete polarisatsiooni ei ole suudetud veel kindlalt méérata [6]. Tulevikus voib juhtuda, et hetkel
veel planeeritavad masinad mdddavad gravitatsioonilainete puhul selliseid polarisatsioone, mis
tildrelatiivsusteoorias on keelatud [7, 8]. See viitab otseselt iildrelatiivsusteooria vajakajddmisele
ning sunnib meid praeguses iildaktsepteeritud gravitatsiooniteoorias muudatusi tegema voi seda

koguni korvale heitma.

Kuigi iildrelatiivsusteooria on hetkel parim gravitatsiooniteooria, mida kinnitavad ka paljud
vaatlused, ei suuda see seletada teatud ndhtusi ilma tumeaine ja -energia sisse toomiseta.
Nende madistatuste selgitamiseks on vilja pakutud erinevaid lahendusi. Uks ettepanek on muuta
gravitatsiooniteooriat ennast, kuid ka seda saab teha paljudel eri meetoditel. Uldrelatiivsusteooria
selgitab gravitatsiooni kui ruumi kdverusest tulenevat nihtust, kuid alternatiivina véime uurida
teooriaid, kus teised ruumi omadused, nagu viéne ja mittemeetrilisus, pohjustavad gravitatsiooni.
Selliseid teooriaid, kus kisitletakse lisaks ruumi kdverusele ka viidnet ja mittemeetrilisust,
nimetatakse meetrilis-afiinseteks teooriateks. Nende itheks alamklassiks, kus eeldatakse tasast

seostust, on iildised teleparalleelsed gravitatsiooniteooriad. [9, 10]

Kéesoleva to6 eesmirk on tuletada gravitatsioonilainete levikukiirust ja polarisatsioone
kirjeldavad valemid iildistes ruutliikmetega teleparalleelsetes gravitatsiooniteooriates. Esimeses
kahes peatiikis anname iilevaate vajalikest kontseptsioonidest ja matemaatilistest tooriistadest.
Kolmas ja neljas peatiikk sisaldavad t60 pohilisi arvutusi, analiiiisi ning tulemusi. Viimasena

arutleme t60 tulemuste iile ning esitame kokkuvotte.



Kokkulepped ja tihistused

¢ Olulise moiste esmakordsel mainimisel on see tdhistatud rasvase kirjaga.

Lihtsuse huvides rakendame iihikutesiisteemi, kus valguse kiirus ¢ on vordne iihega.

Meetrika signatuur on (—,+,+,+).

Kasutame Einsteini summeerimiskokkulepet, mille kohaselt toimub korduvate indeksite

puhul alati summeerimine kujul
3
xtey = xtey =x
u=0

0 3

() +x161 +x2€2 +Xx7es.

Liihiduse huvides kirjutame osatuletised koordinaatide jargi kujul

d
ﬁzaﬂ.

Kaarsulud indeksite iimber tihistab siimmeetrilist osa ehk niiteks

1
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Kandilised sulud indeksite iimber tdhistab antisimmeetrilist osa ehk niiteks

I
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1 Gravitatsiooniteooriad

Kiisimuse ,,Mis on gravitatsioon?* iile on filosofeeritud pikalt ja tuletatud on mitmeid
erinevaid teooriaid, mis seda nihtust kiasitlevad [1, 2, 11]. Hetkel koige iildtunnustatum
gravitatsiooniteooria on Einsteini iildrelatiivsusteooria (URT), mida kinnitavad mitmed vaatlused
ja eksperimendid [11]. URT ja selle modifikatsioonid on geomeetrilised teooriad, mille
kohaselt gravitatsioon on aegruumi geomeetriast tulenev nédhtus [1]. Jargnevalt kirjeldame
matemaatilisi tooriistu, mida gravitatsiooni geomeetriliseks kirjeldamiseks kasutatakse, ja

erinevaid gravitatsiooniteooriaid.

1.1 Aegruumi geomeetria

Alapeatiikk pohineb allikal [1]. Uks oluliseimaid aegruumi geomeetriat kirjeldavaid objekte on
meetrika. Meetrika on vajalik, kuna aegruum on muutkond ja sellel puudub vajalik struktuur,
mille abil kirjeldada objektide vahelisi kaugusi ja nurki. Meetrika ehk meetriline tensor g,y on
teist jdrku siimeetriline kovariantne tensor. Arvestades, et meie koordinaatsiisteemi baasvektorid

on €y, siis g,y on nende skalaarkorrutis

Meetrika abil saame defineerida siindmuste vahelise kauguse neljadimensionaalses aegruumis

ehk intervalli, mis infinitesimaalsel kujul on defineeritud kui
ds® = guv dxtdxV. (1.2)

xH ja xV tdhistavad aegruumi koordinaate ehk kreeka tdhed omavad véirtusi nullist kolmeni.
Teisisonu x° =, x! = x, x2 =y, x3 = z. Kusjuures annab intervall infot siindmuste pdhjuslikkuse
kohta. Intervall saab omada nii positiivset, negatiivset kui ka nullvéértust. Esimesel juhul on
siindmused seotud ruumisarnaste vektoritega ja nad ei saa olla pdhjuslikult seotud. Viirtuse
null puhul on tegemist siindmustega, mida ithendavad valgusesarnased vektorid ja ainult valguse
kiirusel leviv signaal saab siindmusi siduda. Negatiivse intervalli puhul on tegemist ajasarnaste
vektoritega ja siindmused saavad vabalt olla pohjuslikult seotud. Vektorite d ja b skalaarkorrutis

on meetrika abil defineeritud jirgnevalt
a-b=a'é,-b¥é, = guyatb’, (1.3)

kus a, b¥ on vektorite komponendid. Meetrika abil saame langetada indekseid ehk liihemalt

tahistades kirjutame, et
guvkukv :kuku y (1.4)



kus k* on vektori k komponendid. Meetrikaga kdib kaasas poordmeetrika g"V ehk teist jarku

kontravariantne tensor, mille abil saab indekseid tdsta ja mis on meetrikaga seotud jirgnevalt
g‘uvgupzévpzdlag(l, 1, 1, 1), (1.5)

kus 6", on Kroneckeri delta. Tasast aegruumi kirjeldab Minkowski meetrika 1),,,, mida

kasutatakse tihti taustmeetrikana
nuv:n“v:diag(—la 17 17 1) (16)

Samas ei piisa lildisel juhul ainult meetrikast ja vaja on defineerida seostus I'#y,, mis kirjeldab
tensorite kditumist paralleelnihetel ja annab seose ldhedastes punktides asuvate tensorite vahel.
Seostus I'#y, ei ole ise tensor. Seostuse abil defineeritakse tensorite kovariantne tuletis v,

mis on tavalise osatuletise iildistus. Vektori V'V kovariantne tuletis on defineeritud kui
Seostuse kaudu defineeritakse ka geodeetilised ehk sirgjoonte iildistused kdveras ruumis:
parametriseeritud kover x# (A ) on geodeetiline kui jiargnev vorrand on rahuldatud

by AP
dA>2 PO anr dr

Koik aegruumi koverust, viinet ja mittemeetrilisust kirjeldavad suurused on defineeritud

(1.8)

seostuse abil. Kdverust kirjeldab Riemanni koverustensor
RH vpo = apru vo — aGFqu + 1—‘M‘rpl—"vvc - 1—‘M‘ccfl—q:vp . (1.9)

Lisaks Riemanni koverustensorile kasutatakse koveruse iseloomustamiseks ka sellest tuletatud

Ricci tensorit R,y ja Ricci skalaari R
R’uv:RG“GV’ R:g'uvRuv. (1.10)
Viinet kirjeldab viédndetensor T, mis tuleneb seostuse alumiste indeksite antisimmeetriast
Tuvp:r'upv_l—"uvp. (1.11)
Mittemeetrilisust kirjeldab meetrika kovariantne tuletis ehk mittemeetrilisuse tensor Q,,v,

Quvp = Vugvp = 9ugvp ~T%vugop —Tpusves- (1.12)

Uldiselt on meetrika ja seostus omavahel sdltumatud, kuid URT-is on seostus defineeritud

meetrika kaudu 1

o

Fva = Eg‘w (avgap +apgv0_ ogvp) . (1.13)

Seda seostust nimetatakse Levi-Civita seostuseks ja selle komponente Christoffeli sitmboliteks.
Eristamaks seda iildisest seostusest, tihistame selle viikese ringikesega. URT-is viinet ja

mittemeetrilisust ei esine.



1.2 Meetrilis-afiinsed gravitatsiooniteooriad

Uldrelatiivsusteooria selgitab gravitatsiooni kui aegruumi kdverusega kaasnevat nihtust ja seda
pohjustab ainult iiks diinaamiline vili - meetrika. URT-i mdjufunktsionaali saab kirjutada kui
1
S =
167G

kus G on Newtoni gravitatsioonikonstant, S, kirjeldab aine panust ja Sgyg ehk

SEH+Saine; (114)

Einstein-Hilberti méjufunktsionaal aegruumi geomeetriat. Sgyg on defineeritud kui

Sgi = fs/_—gR d*x, (1.15)

kus g on meetrika determinant ja R Ricci skalaar (1.10). Mdjufunktsionaal votab kokku siisteemi
diinaamika ja sellest on voimalik véljade jargi varieerimisel tuletada viljavorrandid, milleks

URT-is ongi kuulsad Einsteini viljavorrandid
1
R“V_ERg“v :87TGT“\/, (1.16)
kus 7}, on energia-impulsi tensor. [1]

Samas saame eelnevas alapeatiikis kirjeldatud tooriistadega iiles ehitada analoogseid, aga palju
iildisemaid teooriaid kui URT. Selliseid teooriaid, kus kisitletakse nii aegruumi koverust, viinet
kui ka mittemeetrilisust, nimetatakse meetrilis-afiinseteks teooriateks. URT lihtub ainult
aegruumi kdverusest. Meetrilis-afiinsed teooriad on pshimétteliselt URT-i iildistused ja jagunevad
vastavalt sellele, millised kolmest tensorist - kdverus, vddne, mittemeetrilisus - on nullist
erinevad. Meetrilis-afiinsete gravitatsiooniteooriate puhul saame analoogiliselt Einstein-Hilberti

mojufunktsionaaliga (1.15) konstrueerida aegruumi geomeetria mdjufunktsioonaali jargnevalt

Swa= [ vggd'x, (1.17)

kus G on teooriat kirjeldav gravitatsiooniskalaar. G tipne kuju soltub vastavast teooriast, kuid
tildiselt voib see soltuda nii kdverusest, vddndest kui ka mittemeetrilisusest. Mojufunktsionaalist

(1.17) tulenevad meetrika ja seostuse jdrgi varieerimisel véljavorrandid. [9]



1.3 Uldised ruutliikmetega teleparalleelsed gravitatsiooni-

teooriad

Teleparallelsed gravitatsiooniteooriad on meetrilis-afiinsete teooriate alamklass, milles
aegruumi kirjeldav iildine seostus on tasane ehk I'*y, vOib sOltuda ainult védndest ja

mittemeetrilisusest. [9] Uldised teleparalleelsed gravitatsiooniteooriad on sellised, kus [9]
THyp 0, Ouvp #0. (1.18)

Uldised ruutliikmetega gravitatsiooniteooriad on niisugused teooriad, mida kirjeldab iildine
mojufunktsionaal (1.17), kus gravitatsiooniskalaar G sisaldab vidnde- ning mittemeetrilisuse
tensorite koikvoimalike kombinatsioonide ruutliikmeid [12]
g =daj T,U.Vp Tuvp + azT”Vp Tpv” + a3 T‘u”p Tvvp
—le#vPTpvu_szpuuTvvp—b3QuupTvvp (1-19)

+C1Q“Vpqup JrCZQ'uvPquv +C3ququvv JrC4Q“uvavp +CSQ“uprvv )

kus ay,...,a3,by,...,b3,cy,...,cs on suvalised teooriat defineerivad konstandid. G saame kirja
panna ka moonutuse (inglise keeles distortion) M*,,; abil. Moonutus on iildise ja Levi-Civita

seostuse vahe [10] i
M’va :Fuvp_ruvp (1.20)

Kasutades moonustust ja uusi konstante ki, ...,k;; saame kirjutada [10]

(1.21)
See tihendab, et kehtivad seosed [10]
k] = 2(11 —b1 +26‘1 s k2 = —2(12 +b1 +2Cz, k9 = —2a3+2b2—b3 +2€5,
k4 =daz+cCy, k5 =a2—b1 +2€1, k6 =C4, k7 =as +b3+C4, (1.22)
kg =a3—2b2+403, k3 = —2a1 +b1 +Ca, kl() = —b3 +2€5, k11 =b3+2€4.
Kordajad k, ...,k on iildiselt suvalised, seega esindab mdjufunktsionaal (1.17) koos kéesoleva

gravitatsiooniskalaariga teooriate klassi. Andes konstantidele k1, ..., k1 kindlad védrtused, saame

tihe konkreetse teooria. Niiteks juhul kui
kin=-ky=1, ki=k3=ks=ks=ke=k;=kg=kog=kjo=0, (1.23)

saame iildise teleparalleelse gravitatsiooniteooria URT ekvivalentse teooria (GTEGR) [10, 12].



Mojufunktsionaalist (1.17) koos gravitatsiooniskalaariga (1.21) saame eraldi meetrika ja seostuse

jargi varieerides tuletada viljavorrandid [10]. Meetrika viljavorrand on jargnev
o 1
Uy =Vp (VP uv) + 5G8uv = K2 Ouy (1.24)

kus k¥ = 87G ja @p on kovariantne tuletis Levi-Civita seostuse (1.13) jargi [10]. Seostuse

véljavorrand on kujul
VTZ’uVT _waa)ZNVT = ZKZ(VTH’UVT _M(Dfa)H'uVT) 5 (125)

kus V, on kovariantne tuletis iildise tasase seostuse jdrgi [10]. Viljavorrandite paremal
poolel esinevad tensorid ®,y ja Hy,'P on vastavalt energia-impulsi ja hiiperimpulsi (inglise
keeles hypermomentum) tensorid. Esimene kirjeldab meetrika ja teine seostuse sidusust ainega.
Vaadeldes vaakumvdrrandeid, on need tensorid vordsed nulliga. Ulej'a'anud tensorid UHV, YPHY

ja Z,,VP on defineeritud jdrgnevalt [10]

URY =k (MMPOMY po — MPH s MpYC — My H MPOH) _kszo(uMGV)p
+k3(MPPOMY 5o —2MPO M,V — kyMPH sMOY 5 — ksMPOH Mg

(1.26a)
+k6M'uppMVGG _k7Mp'upMGvG _kSMpp'uMGGV _kgMpp('uMo'v)G
- (2k6MpGG +k11M(ypo- +k10Mo-Gp )MP([.LV) y
PPV _ —2k6gp(“M")GG —kngp(“MG")G —kloMGG(“gv)p
1
+ Eg/'w[(zk() —k1o—k11)MP® 5 + (ki1 — 2k7 — ko )M®P & + (k1o — 2kg —kg)MGGp] (1.26b)

+ (kg —ks —k; —k3)MWVIP 1 (ks —ky — ki — k3 )M HIPIY)
+ (kl —k2+k3 —k4 —k5)Mp(‘uv) s

+2keMyus°g"P +2ksMC 5 8f) + 2ksM P 8 + ko (MO 8y, + M 8))) (1.26¢)
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2 Gravitatsioonilained

Gravitatsioonilainete olemasolu on iildrelatiivsuse iiks otseseid jareldusi, kuid idee, et
gravitatsioon vOib levida lainetena nagu valgus, périneb juba aastast 1893 [2]. Toona ennustas O.
Heaviside, et gravitatsioonilised ja elektromagnetilised lained on analoogilised [13]. Poincaré
arutles samuti 1905. aastal ilmunud artiklis gravitatsioonilainete olemasolu iile, kuid tdpne
matemaatiline kirjeldus sai siindida koos sobiva gravitatsiooniteooriaga - iildrelatiivsusteooriga
[2, 14].

URT-i kohaselt on gravitatsioonilained lineariseeritud viljavorrandite lahendid, mis tulenevad
otseselt viljavorranditest (1.16). Viljavorrandite lineariseerimine tihendab, et kdik esinevad
viljad, nagu meetrika ja seostus, asendatakse selle taustliikme ja esimest jirku viikese
hiirituse summaga ning uuritakse allesjdinud vOrrandi lineaarset osa. Korgemaid hiirituse
jarke ei arvestata, kuna héiritused ise on viikesed ehk nende ruudud ja kdrgemad astmed on
kaduvviikesed. [1]

URT-is tihendab viljavérrandite lineariseerimine eeldust, et iildise meetrika guv saab Kirjutada
taustliikme, milleks valitakse tihti Minkowski meetrika 7y, ja viikese hdirituse |hyy| << 1
summana. Seda eeldust nimetatakse norga vilja eelduseks, mis tdhendab, et uurime
gravitatsiooni kaugel massiivsetest objektidest. URT-is on meetrika ainuke diinaamiline vili,
seega on vaja kirjeldada ainult selle héiritust. Pirast vorrandite lineariseerimist leiame URT-is
asjakohase kalibratsiooni valimisega, et hdirituse levimist vaakumis kirjeldab klassikaline

homogeenne lainevorrand [1]
Dh’uv :&Gaah”v :0. (2.1)

Lainevorrandi lahendiks on tasalainet kirjeldav vorrand
hy = Ay kk® =0, (2.2)

kus Ayy on laine amplituud ja ko laine 4-kovektor, mis kannab informatsiooni laine
leviku kohta [1]. See tdhendab, et meetrika hiiritused levivad lainetena, mis ongi
gravitatsioonilained. Kusjuures, kuna URT-is k;k® = 0 ehk ks on valgusesarnane vektor, siis

levivad gravitatsioonilained URT-is valguse kiirusel [1].

Kuigi URT ennustab otseselt gravitatsioonilainete olemasolu, siis ei uskunud ka A. Einstein
ise nendesse iipris kaua. Arutleti, et tegemist vOib olla lihtsalt teooria matemaatilise kirjelduse
korvalndhtusega ja fiilisikaliselt ei oma gravitatsioonilained mingit tihendust. Avaldati artikleid,
milles iiritati nende olemasolu iimber liikata, kuid need ei osutunud vett pidavaks. Alles 1950.

aastate 10puks oli gravitatsioonilainetest saanud iildiselt aktsepteeritud fiitisikaline néhtus, mida
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veel ei suudetud vaadelda. Uhtlasi jduti ka arusaamale, et gravitatsioonilained kannavad energiat.
[2, 15]

Esimesed vaatluslikud tdendid gravitatsioonilainete olemasolust parinevad 1974. aastast, kui R. A.
Hulse ja J. H. Taylor vaatlesid binaarset pulsarite siisteemi, mille tiirlemisperioodi muutus vastab
otseselt energiale, mida gravitatsioonilained peaksid teoreetiliselt siisteemist eemale kandma [16].
Esimene otsene gravitatsioonilainete edukas mootmine viidi 1dbi 2015. aastal, kui kaks detektorit
tuvastasid samaaegselt signaali, mille allikaks oli kahe musta augu ithinemine GW150914
[3]. Aastal 2017 tuvastati kahe neutrontihe iihinemisel tekkinud gammapurske signaal [17]
pohimotteliselt samaaegselt gravitatsioonilise signaaliga [6], mis tdestas, et gravitatsioonilained
levivad valguse kiirusele viga ldhedastel kiirustel. Tdpsemalt on gravitatsioonilainete kiirus
vahemikus [6]

~3x 107" < cgryitatsioon — 1 < 7x 10716, (2.3)
See kinnitab URT-i ennustust, et gravitatsioonilained levivad valguse kiirusel, kuid

modifitseeritud gravitatsiooniteooriates ei pruugi see nii olla [18].

2.1 Gravitatsioonilainete kiiruse arvutuseeskiri

Niitidseks on vaatlustest teada, et gravitatsioon levib valguse kiirusele viga ldhedastel
kiirustel [6]. Jarelikult peab iga elujouline gravitatsiooniteooria samuti seda tdsiasja ennustama.
Matemaatiliselt saame teooriast gravitatsioonilainete kiiruse tuletada peasiimboli (principal
symbol) ja peapoliinoomi (principal polynomial) kaudu [7, 8, 19, 20]. Peasiimbol kirjeldab
diferentsiaaloperaatori kdrgeimat jarku ja kannab selle tehte olulisimat informatsiooni [19].
Arvestades, et kdesolevas t00s analiiiisitavad véljavorrandid on teist jarku diferentsiaalvorrandid,
siis uuritavad korgeimat jirku diferentsiaaloperaatorid on samuti teist jarku. Teist jdrku
diferentsiaaloperaatori D saame Fourier’ ehk lainete ruumis, mida kirjeldavad lainekovektorid
ky, kirjutada kujul

D = Dyy*PPk, ki + madalamad litkmed, (2.4)
kus Dyy*PPokyks = Pyy®B ongi peasiimbol [19]. Peapoliinoom P(k) on sellisel juhul
determinant peasiimbolist [7, 8]. Lained, mille levikut iseloomustab kovektor k;, ja mis tulenevad
diferentsiaalvorranditest, mida kirjeldab peasiimbol Puvo‘ﬁ , levivad selliselt, et kehtib P(k) =0

[20]. See seos kannab teavet k;, kohta ja seega iseloomustab ka lainete leviku kiirust [20].
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2.2 Gravitatsioonilainete moju osakeste siisteemile

Oluline aspekt gravitatsioonilainete uurimisel on analiiiisida nende mdju osakeste siisteemile,
sest just seda suudame me tuvastada. Vajalik on ridkida osakeste siisteemist, sest matemaatiliselt
vOime tOestada, et iiksiku osakese abil ei saa kindlalt viita, kas gravitatsioonilaine moddus voOi

mitte. Gravitatsioonilainete moju arvutamiseks kasutatakse geodeetilise deviatsiooni vorrandit
—— =RM uCu*P (2.5)

kus u ja v on koordinaatjooned, mis parametriseerivad kahemddtmelist pinda: x# = x# (u,v) [1].
Siin
DvH  dvH L[ ﬁdx"
_ v —
Dt dt Ve

on moodda koverat defineeritud vektorvilja absoluutne tuletis. Geodeetilise deviatsiooni vorrand

(2.6)

kirjeldab, kuidas naabergeodeetilised nihkuvad ehk millise kiirenduse saavad naaberosakesed
iksteise suhtes (vorrandi vasak pool) soltuvalt ruumi geomeetriast (parem pool). Geodeetilised

jooned on sirgjoone iildistused kdveras ruumis ehk kirjeldavad osakese trajektoore aegruumis.

(1]

Jargnevatel eeldustel on voimalik sellest vorrandist tuletada kdik voimalikud gravitatsioonilaine
polarisatsioonid ehk viisid, kuidas gravitatsioonilaine v3ib osakeste siisteemi mdjutada. Nimelt,
vaatleme koige tiilipilisemat gravitatsioonilainete detektorit ehk Michelsoni interferomeetrit,
mida kasutatakse ka LIGO ja VIRGO detektorites [3, 21]. See seade, mida on kujutatud ka
joonisel 2.1, on L-tdhe kujuline ja moddab, kuidas iihe detektori haara pikkus muutub teise
suhtes: kui pikkus muutub, saadakse interferentsi tulemusena signaal, mis viitab, et detektorit

labis gravitatsioonilaine [21].

Joonis 2.1: LIGO interferomeetri joonis [21].
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Arvestame, et ruumiliste koordinaatide alguse voime valida keskse poollédbilaskva peegli
asukohas. Lisaks voime kasutada Fermi koordinaate ehk selliseid koordinaate, mille puhul selle
peegli trajektooris 1dbi aegruumi on Christoffeli siimbolid vordsed nulliga. Lisaks arvestame,
et taustmeetrika on Minkowski meetrika 1,y ja aine mojufunktsionaal s6ltub ainult meetrikast.
Sellistel kaalutlustel saame geodeetilise deviatsiooni vOrrandist seose
d2x
dr?

kus kuut Riemanni tensori komponenti Ro;; nimetatakse elektrilisteks komponentideks. Need

= —Rojo,x’ , (2.7)

annavad kuus eri voimalust, kuidas gravitatsioonilained saavad osakeste siisteemi mdjutada, ehk

polarisatsiooni. Nende analiiiisimiseks on arukas kasutada Newman-Penrose formalismi. [22]

2.2.1 Newman-Penrose formalism

Newman-Penrose formalismi aluseks on uude kompleksesse valgusesarnasesse baasi
ly,ny,my,my lle minek. See, neljast valgusesarnasest vektorist koosnev baas, on tavalises

(t,x,,z) koordinaatsiisteemis antud jargnevalt [22]

1 1 1
M =(1,0,0,1), nf==(1,0,0,-1), mt=—(0,1,i,0), mt=—(0,1,-i,0). (2.8
( ) 5 ( ) ﬁ( ) ﬁ( ). (28)

Tegemist on valgusesarnaste baasivektoritega, sest

Minkowski meetrika 7,y (1.6) votab Newman-Penrose baasis kuju

0 -1 0 0
1 0 0 0

Nuv =N*" = o 0 0 1 (2.10)
0 0 1 0

Kasutades neid koordinaate vaatleme meetrika héiritust, mis levib tasalainena z-telje positiivses

suunas. Seda kirjeldav vorrand on
hll — iluve_iwl"xo _ il'uveiw(t_Z) — il'uveia)u, 2.11)

kus A v on laine amplituud ja u = ¢ — z taandatud aeg (refarded time) [23]. Arvestades, et ka teiste
teoorias esinevate viljade hiirituste y levikut kirjeldab tasalaine vorrand y = Je'®“, soltuvad

koik hiiritustest konstrueeritud suurused ainult taandatud ajast u.
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Arvutades vilja Riemanni tensori elektrilised komponendid (2.7), selgub, et need on

Newman-Penrose baasis lihtsalt meetrika hiirituse vastavate komponentide tuletised

1 1. 1 I—— 1. 1—

W) = _anlnl = Ehlla W3 = = Rutnn = =5 Rtm = Zhlm = Zhlm
— 1. 1-+— 1.

‘P4 = —Ryumnm = Rymnm = Ehrhrh = Ehmma CI)22 = —Rymnm = Ehmrha

(2.12)

kus tdpid viitavad tuletisele u jargi [23]. Riemanni tensori elektriliste komponentide abil ndeme,

kuidas erinevad polarisatsioonid mdjutavad osakete siisteemi [23]. Seda on kujutatud joonisel 2.2

Joonis 2.2: Kuus erinevat viisi, kuidas gravitatsioonilained ainet mojutada voivad [23].

Lorentzi invariantsusest tulenevalt saame seosed erinevate polarisatsioonide vahel. Nimelt,

esinevad polarisatsioonid teatud alamhulkadena, kus ainult teatud polarisatsioonid on lubatud.

Kokku on kuus alamhulka ja need on jargnevad [23].

11g: koik kuus polarisatsiooni on lubatud;

I115: ¥, =0, aga iilejddnud viis polarisatsiooni on lubatud;

N3: W =W3 =0, W #0 ja Py + 0, kokku on lubatud 3 polarisatsiooni;

Ny: Wy =W3 =Py =0ja Wy # 0, kokku on lubatud 2 polarisatsiooni;

O1: koik polarisatsioonid peale ®,, on keelatud;

e Og: koik polarisatsioonid on keelatud, gravitatsioonilaineid ei ole.

Lorentzi invariantsusest saame informatsiooni ka antud polarisatsiooniga lainete spiraalsuse

kohta. Spiraalsus on spinni projektsioon impulssi suunale. ¥, ja ®;, polarisatsiooniga lainete

spiraalsus on 0, seega nimetatakse neid skalaarseteks moodideks. Re (®3) ja Im (P3) lainete

spiraalsus on +1 ehk nad on vektormoodid. Re (W) ja Im (W, ) kirjeldab spiraalsus +2, mis teeb

neist tensormoodid. [23]

URT ennustab, et gravitatsioonilainetel on kaks polarisatsiooni: ,,pluss*“- ja ,,rist. Need on oma

olemuselt tensormoodid ja neid kirjeldab kédesolevas tihistuses Wy. [1]
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3 Gravitatsioonilainete Kkiirus

Peatiikis uurime gravitatsioonilainete kiirust iildistes ruutliikmetega tereparalleelsetes
gravitatsiooniteooriates. Selleks lineariseerime viljavorrandid ja tuletame nendest peapoliinoomi.
Kaik jargnevad arvutused on tehtud Wolfram Mathematica tensorarvutuse paketi xAct abiga
[24].

3.1 Viljavorrandite lineariseerimine

Gravitatsioonilained on lineariseeritud viljavOorrandite lahendid, seega tuleb koigepealt
viljavorrandid (1.24) ja (1.25) lineariseerida. Esmalt arvestame, et otsime vaakumlahendeid ehk

votame vorrandite (1.24) ja (1.25) paremad pooled vordseks nulliga.

Lineariseerimisel eeldame ndrka vilja ehk iildise meetrika ning seostuse saame kirjutada
taustliikme ja viikese hdirituse summana. Meetrika puhul valime taustaks Minkowski meetrika
Nuv (1.6) ja viike héiritus on hyy (Jhuy| < 1). Uldise tasase seostuse saame héirituse lineaarse

funktsioonina kirjutada kujul _ |
F”vp :F”vp +F“vp, (31)

kus tilakriips tdhistab taustliiget ja ,,1* esimest jarku hdiritust. Valime seostuse nii, et taustliige

on vOrdne nulliga. Seostuse esimest jarku hiiritus tuleneb tasasuse tingimusest ning on kujul
1 _ 1 _
Fuvp :vl)l“v:vl)wuv, (3.2)

1
kus A#, =wHt, on suvaline esimest jarku tensorvili [10]. Kuna seostuse taustliige on vordne

nulliga, siis jadb kovariantsest tuletisest V, alles ainult osatuletis.

Analiiisime, kuidas avaldub lineaarses ldhenduses viljavorrandites esinev moonutus M*,,
(1.20)

o 1
M“vp = 1—‘“vp _F”vp =F”vp - Eguc (avgop +apgvcr_ cgvp) 33)

1

Minkowski meetrika 1,y (1.6) ei s6ltu koordinaatidest, seega osatuletised sellest koordinaatide
jargi on vordsed nulliga. Lisaks sisaldab liige h*Y (8vh6p+8phw—8ghvp) esimest jarku
hiirituste omavahelisi korrutisi ehk on tervikuna teist jirku ja seega vOime selle lineaarses

lahenduses korvale jitta. Tulemusena saame, et moonutus avaldub kujul
1
M*yp, = apw“v—inﬂa(avhcﬁaphm- shvp) - (3.4)
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Asendades niiiid selle viljavorrandites (1.24) ja (1.25) esinevatesse liikmetesse Uy, \% p(VPuv),

G, V2,V jaM®:»Z,"", saame lineaarses ldhenduses, et
Upy :g:Mwmg“vr:o’ 3.5

sest need sisaldavad moonutuse ruutliikmeid ja moonutus on juba ise esimest jirku. Seega
M*,, ruutliikmed on teist jirku. Alles jddvad ainult liitkmed V,(VPyy) ja V24”7, kus
kovariantsed tuletised saavad olla ainult taustseostuste jdrgi ehk esimest jirku, sest Z,"7 ja
VP ;v sdltuvad moonutusest lineaarselt. Jirelikult kuna taustseostused on vordsed nulliga, siis

jadvad kovariantsetest tuletistest alles ainult osatuletised.

Kokkuvottes on lineariseeritud vaakumviljavorrandid kujul
apr“v :07 aTZ'uVT:O, (36)

kus VP, on antud vorrandiga (1.26b) ja Z,, V" seosega (1.26¢). Nendes esinev moonutus avaldub
kujul (3.4) ja lildine meetrika peab olema taustmeetrika 1,y (1.6), et vorrandid oleksid héiritustest

lineaarselt sOltuvad.

Wolfram Mathematica abil saame vorranditesse moonutuse sisse asendada ja avaldada

viljavorrandid héirituste kaudu. Tulemusena votab meetrika véljavorrand kuju

1 1
- Ekllaaaluwav - E

1 1

0= k118a8vw“”—%(k1 +k3 —ka +ks) NP 1yp g dawP

k1B A v~ ks “P vy T~ 5 (ki + ks +ka —ks) NP 1hyp g o

+ken*P Ip Ay hyue — ke *P Ny dyw?e — % (ki1 +k3 + ks —ks) NP 1p dp AP o

3 (kto k11~ 2k) 1, uhags 5 (kto =2k + 2k + ko) 1P 10 p P 3.7)
3 (3 ko 3ks Ky —ks) 1% Bp ey + 3 (Ko + kit ~ 2ks) 1“0 1y 3y Dghery

+ % (—k10— k11 +ko + k7 + ks + ko) NP0 P 114y 0p Iyl — k100y

+ % (—ki+ky —k3 +ks+ks)N* dpdyhye + % (ki —ko + k3 —ka —ks) dpdywP

1 1
+§(—k1 +k2—k3+k4+k5)n‘wapav11}m+E (ki —ky + k3 — kg —ks) dpdywP ;.
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Seostuse viljavorrand avaldub kui
1 1
0=5 (ki1 =2k7 ko) NP Y00 Ol = - (Kro + ki —2ke) NPP 1Y 0a O
+ (ko +k10) 1V 0 duwP g +2ks 8y N *P Ig WP p +2k7m VI WP ¢,
—knnPInY0,0uhap — (ki +ks + ks —ks+2ke) NPP1 V¥ 9y dehyy
+k11n“ﬁ8ﬁ8”w"a +k2napap<9“wva +2(k3 +k6) nﬁyn"“n”pay&aw”ﬁ

(3.8)
+ (k1o +ko) 5;naﬁapaﬁwpa +2k4n " Ip I o +2klnﬁ7nvan“p8y8ﬁwpa

1
+5(k10—2k8—k9)5ﬁn“ﬁn”’8p8yhaﬁ +(k] —k2+k3—k4—k5)nﬁpnvo‘8p8uhaﬁ
+2ksN*P 9p dow” yu — (ki + k3 — ks + ks) 1PP 1Y Iphya

Need ongi lineariseeritud véljavorrandid, mida jdrgnevates arvutustes kasutame.

3.2 Peapoliinoomi arvatamine

Analiitisime véljavorrandite peapoliinoomi, mille arvutamiseks uurime véljavorrandeid
Fourier’ ehk lainete ruumis. Kéesoleval juhul tdhendab iileminek Fourier’ ruumi asendust
0 — ik, kus k tihistab laine kovektorit. Arvestades, et uuritavaks teooriaks on iildine
teleparalleelne gravitatsiooniteooria peaks véljavorranditel kalibratsioonivabadusest leiduma
triviaalseid lahendeid [12]. Triviaalsed lahendid tdhendavad, et héiritused on sellisel kujul, et
viljavorrandites taanduvad koik liikmed vastastikku vilja ehk viljavorrandid on triviaalselt
lahendatud. Selliste hiirituste puhul ei ole nende diinaamika midratud. Voib 6elda et nad
on kalibratsiooni vabadusastmed, millel ei ole fiiiisikalist mdju, kuna nad médravad ainult
koordinaatsiisteemi valikut. Triviaalsete lahendite leidmiseks ja peapoliinoomi arvutamiseks on

moistlik lineariseeritud viljavorrandid viia plokk-diagonaalsele maatrikskujule
Mz=0, (3.9)

kus M on plokk-diagonaalne maatriks ja X sisaldab hdiritusi. Tdpsemalt oeldes, koosneb X
héirituste taandumatutest komponentidest. M ja X leidmiseks peame viljavorrandid lagundama
ehk kirjutama need hdirituste taandumatute komponentide kaudu. Arvestame, et meetrika

héirituse iy saame kirjutada kui

ko‘kﬁ 1 c
kcko_ T"l‘(kakﬁ_znaﬁk kg)U, (3.10)

1
haﬁ = Saﬁ +2k(aVﬁ) + § (T[(xﬁ -

kus S, on simmeetriline divergentsivaba jdljeta tensorosa, V, divergentsivaba vektor, skalaarsed
_ 4 h#vk“kv

suurused 7' ja U on vastavalt jilg T = hyyn*Y ning U = 3 ko)’

on kaalutud topeltdivergents

[8]. Sap ja Vy rahuldavad seoseid
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N%Sep=0,  k%Sgp=0,  k*Vg=0. (3.11)
Seostuse saame lagundada jargnevalt
Wap =kakg % +Vakg +ka W +Qup , (3.12)

kus 7% on skalaarne osa, 7o ja # vektoriaalsed komponendid ning Q4 tensorosa [7]. Nende

litkkmete puhul kehtivad vordused
ka7/a=0, ka%azo, kaQaB :0, kaQﬁaZO. (313)

Tensorosa Q,p saame veel omakorda kirjutada siimmeetrilise .75 0sa, antisiimmetrilise osa

27,y ja jilje summana
Qup =ap + %aﬁ 3\ Nop ka OFp (3.14)

Rakendades lagundamisi (3.10), (3.12), (3.14) ning arvestades vastavaid tingimusi (3.11), (3.13),

saame meetrika lineaariseeritud véljavorrandi (3.7) viia kujule

1
El,[.LV :E (—3](1 +k2—3k3 +k4+k5)Suv (kaka) + (k] +k3 —k4+k5)f5ﬁuv (kaka)

- (k1 +k3 +k6) (kaka) Vvkﬂ + (kl +k3 +k6) (kaka) 7/\/](“

1 1
+ E (k]l +k2 +2k5) (kaka) %kv + E (k]l +k2 +2k5) (kaka) %k”
+ éU (kok®) [ =2 (3ky + ko +3ks + ka + ks + 6ke) kyky

+(3k1 = 3k1o — 3ki1 — ko +3k3 — kg — ks +6ke) (kak®) v | (3.15)
+% (kaka) [(kl +k10 +k11 +k2 +k3 +k4 +k5 +2k6)k”kv

1
+(—ke + k7 + ks + ko) (kak®) v | + ng‘a [-2 (k1 —3kio+k3 —ka + ks ) kuky
+(2ky —3k1o+2 (k3 —ky + ks +3ks) + 3ko ) (kak®) Nuv |
1
+6T[(3k1 = 3k1o—3ki1 — ko +3k3 — ks — ks + 6ke ) kpky

+(=3ky +3k1o+3ky1 + ko —3kz +ka + ks — 3 (kg + k7 + kg + ko) ) (kak™) Ny | =

Siin on vaja skalaarsed, vektoriaalsed ja tensorliikmed iiksteisesest eraldada. Selleks leiame
kirjandusega [8] analoogilised liikmed. Skalaarsed liikmed saame eraldada leides jilje EY' LuJa
avaldise Ey ,vk"k". Saame, et

1 3

1 1
Ey uo kK = Kk [ES5 (kko) T - gsé (ko )2U+57 (kKo )2 + 355 (k"kG)Q“a] -0,
3.17)
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kus lithendasime konstantide k1, ..., k1| kombinatsioone jirgnevalt

s1=-3ky +3kio+3kyy +hkp—3k3 + kg +ks—2 ke +2 (k7 +kg+ko)],

52 =ky —2kio—2ky1 —ko + k3 — kg — ks + 2kg

s3=ky+kjg+kiy +ky+ks+kg+ks—2ke+4 (k7 +kg+ko) ,

s4 =k —kio+k3 —kg + ks +4kg +2kg,

S5 =ke—k7—kg—ko, s =ki+kio+ki1+ky+ks+kg+ks+2kg,

s7=ki+kio+ki1+ky+ks+kg+ks+kg+ky+kg+kg, sg =kio+2kg +kg.

Vektorosa saame eraldada kui

k
0=Ey vk’ - ko’}i E) kP =K%k [~ (ki +k3 +ke) (Kko ) Vi
(o2

+ (ky + ks + ko) (Koke) 7 +%(k11 +ky + 2ks) (k"ko)%] .

Viimasena saame meetrika viljavorrandist kitte tensorosa

1 kuky 1 kuky \ E1pckP kT K(uE1jgv)k®
O:El,,uv_g(nuv_kokc)Eix(x‘i'g(rluv+2k6k0 kyky -2 Kko

1
=k%ks [5(—3](1 +ky —3k3 +k4+k5)S‘uv+(k1 +k3—k4+k5)y’uv:| .

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Analiitisime niitid analoogiliselt seostuse lineariseeritud viljavorrandit (3.8) Fourier’ ruumis.

Asendame lagundatud hiiritused (3.10), (3.12), (3.14) vorrandisse ning arvestame taaskord

seoseid (3.11), (3.13). Seostuse viljavorrand (3.8) saab jargneva kuju

E2,[JV = (kl +k3 _k4 +k5)Suv (kokc) _2(kl +k5)y“v (kaG) +2(—k1 +k5)«5yuv (ko-kc)

+ (k]] +k2 +2k5) (kaG)Vvku - (k]] +k2 +2k5) (kcko) %ku
- (kll +k2 +2k5) (kcko-) %kv —2(/(1 +k4 +k7) (kokc) V/Vkll

+ iU (k%ko) [(4kt +3ki1 +3ko + 4ks + 2ky + dks + 6k ) kyuky

— (ki =3kio+ks —ka+ks) (k%ks) Ny |

+ %Qaa [(2k1 = 3kio +2ks — 3ko) kuky —2 (ki +ks + 3kg) (k%Ko ) v |
-U (k°ks) {[2k1 +kio+2 (ki1 +ky+ k3 +ky+ks+ke+ky) +ko | kyky
+ (k1o +2ks + ko) (ko) v }

+ éT {[=2ky +3kio—2 (k3 — ka + ks +3ke — 3k7) + 3ko | kyuky

+[2k1 = 3kio +2 (k3 — kg + ks +3ks) + 3ko] (k%kq) Ny } = 0.
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Eraldame sarnaselt kirjandusega [8] erinevat tiilipi litkmed. Skalaarsete komponentide jaoks

saame, et 1 3
Eél# =k%kg [§S9T+ ZS]()(kaO-)U—S“ (kCks) U —Sleaa] =0, (3.22)

Ex p K"k = K%kg [—ss (k%ko) T + Z% (kko)2U — 257 (K%ko ) % —s5 (kky) Q“a] -0, (3.23)

kus ss,...,s3 on defineeritud eelnevalt (3.18) ja s9,...,s12 tdhistavad jargnevaid ki,...,k;;

kombinatsioone
SS9 = 2k1 —3k10+2(k3 —k4+k5 —k6+k7 +4k8) +5k9,

S10 =4k10+k11 +k2+2(k4+k6) 5
S11 =2k1 +5k10+2(k11 +k2+k3 +k4+k5 +k6+k7 +4k8)+5k9,
512 =2k1 +k10+2k5+8k8 +k9.

(3.24)

Vektorosa saame eraldada jirgnevalt

k
0=Ey ¢, k° - ka‘}; Es pykPkY = KOk [ (k11 + ko +2ks) (Kke ) Vy 325

— (ki1 +ko+2ks) (Kkg) Vi = 2(ky + ks +k7) (k%ka ) W4 ]

Ku
T Ep pykP k" = kCke [2 (ki + k3 + k6 ) (kks) Viy (326

~2 (ki + k3 +ke) (ko) Vi — (k11 +k2+2k5)(k"k0)%] .

0 =E27uék§ -

Antisiimmeetrilise tensori osa saame kitte avaldisega

Erp kP KTk
E K& - 22er Z e
k[uEzmv]kY ~ ( 2[plé] k%kq

kCks kCks

Juo
0= E2[uv] - = 2(—k1 +k5) (kckc) %uv (327)

ning viimasena jiib alles simmeetriline tensorosa, mille leidmiseks kasutame jidrgnevat seost

%Ez_Wl( kukv)Ea

O:E(HV) k%ks 3 N"_kokc 2@

g - Btk ) ky) (3.28)

U kuky ) EapykPKT (Ez(“lék KPkg
3\ " koko ) kPKg koko

=k%ko [ (ky +k3 — kg +ks)Suy —2(ky +ks)-Tuv |-

Vaottes niiiid koik valemid (3.16)-(3.20) ja (3.22)-(3.28) kokku, saame jargneva plokk-diagonaalse

maatrikskuju
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0 0000 O\/(T
0 0000 01|l U
MSkalOOOOOO%
000 0 0 0 ||lo%
0 0 0 O 0 0 o0l
o H oY _ A4 —
kkoo 000 Mg 00 0 7, = M#%=0, (3.29)
0 0 0 O 0 0 0|7
oooooooMosw
0 0000 0 O S0 || SLuv
000 0 0 0 0 0 0 M\

kus maatriksite Mg, Myek, Ms, M, elemendid tulenevad valemitest (3.16)—(3.20),
(3.22)—(3.28).

%Sl %SQ (kckg) 53 (ko-kg) S4
Lss (ko)  —356 (k%) 57(k%ks)® Lz (kOko)
Mskal = 1 3 9 (330)
259 1510 (k®ks)  —s11 (k%ko) -512

-s5 (k%ks) %s6 (k"kcy)2 -257(kks) —s3 (k%)

—(k1+k3+k6) (k1+k3+k6) %(k11+k2+2k5)
Mvek = ko-k(y (kll +k2+2k5) - (k11 +k2 +2k5) —2(k1 +k4+k7) 5 (331)
2(k1+k3+k6) —2(k1+k3+k6) —(k11+k2+2k5)

M _(%(—3k1+k2—3k3+k4+k5) (k1+k3—k4+k5)
s =

. Ma=2(ki+ks).  (3.32
(ki +hks —ka +ks) “2(ky +ks) ) (Fhirks).  (332)

Avaldis (3.29) ongi otsitaval kujul, mille abil saame leida peapoliinoomi. Siiski selgub, et
praegusel kujul on P(k) = det(M) triviaalselt vordne nulliga, kuna det( Mgy, ) = det(Myex) = 0.
See viitab triviaalsete skalaarsete ja vektorlahendite olemasolule. Leiame triviaalsed lahendid ja
arvutame peapoliinoomi alamruumis, mis ei sisalda neid lahendeid. Triviaalsed lahendid saame

leida maatriksi kerneli [25] kaudu. Maatriksist M, saame triviaalse skalaarse lahendi

T = 2Kk | U:%@/, 0%, =0. (3.33)

Asendame selle iildistesse héirituste avaldistesse (3.10) ja (3.12) sisse, mis annab, et kui héiritused
on kujul
hop = 2kak5% , Wap = kakﬁ% , (3.34)

siis on viljavorrandid iga k, puhul rahuldatud. Seega ei ole selliste héirituste diinaamika
viljavorranditega médratud ehk need ei ole fiilisikalised viljad, mida saaks vaadelda. Arvestades
triviaalse lahendi kuju, on voimalik viljavorrandites sisalduv skalaarsete komponentide teave
maatrikskujul kirjutada 3 x 3 regulaarse maatriksi abil kui
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151 255 (Kks) 54 T -2(k%ke) % H
0=kko | -s5(k°ks)  356(k°ko)> s (Kko) U-3%  |=Kketloa| £ |, (3.35)
159 2510 (k%ko) =12 0% 0%
kus tdhistasime skalaarsed liikkmed % = T - 2(kke)%, £ = U - %% . Sellise
timberkirjutamisega analiilisime edaspidi lahendite alamruumi, mis ei sisalda triviaalset
lahendit (3.33) ja kus leidub kolm sdltumatut skalaarset liiget. Maatriksist M, leiame, et
triviaalseks vektorlahendiks on juht
V=", Wyu=0 ehk hap = Vakg +Vgka, Wap = Vakg - (3.36)

Seega saame viljavorrandite vektorosa informatsiooni viia kujule

0= (K% ) (ki +ks+ke) 5 (ki +ka+2ks)\ [ V-V koo D (3.37)
—(k11+k2+2k5) —2(k1+k4+k7) % v % ,

kus tdhistasime %}, = ¥}, —V,,. Rohkem triviaalseid lahendeid ei ole, mis tidhendab, et (3.29)

vOime iimber kirjutada kui

H
M, skal

0

S O O

=M% =0. (3.38)

(el el Ne)
(el e el Ne)

k°ks

cococo § coco
<
a
=
coococoo
Q
R
Q

=leNeleNe)

0
0
0
0

=le el el

0
00 0 M)\

Siin det(.#) ongi peapoliinoom alamruumis, kus triviaalseid lahendeid (3.33), (3.36) ei leidu.

See kirjeldab mittetriviaalsete ehk fiiiisikaliste lahendite levimist. Vilja arvutatult on see
3
det(,///) = P(k) = —g [(kll +k2 +2k5)2 —4(k1 +k3 +k6) (kl +k4 +k7)]
(ki +ks) [ =k +ks —ka+ks)” = (Ko +ks) (=3k1 +ko = 3ks + kg + ks) | (3.39)

12
(25255512 + 25455510 + 5156512 — 5158510 + 545659 + 525859 ) (kkg) .

Siit saab jdreldada, et kui kehtib P(k) = 0 ja iildiselt on konstandid ning nende kombinatsioonid
tiksteisest soltumatud ning nullist erinevad, siis peab olema rahuldatud k®ks = 0. See tihendab, et
lainekovektor on valgusesarnane ja gravitatsioonilained, mida kirjeldavad fiiiisikalised hiiritused,

levivad uuritavas teooriate klassis valguse kiirusel.
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3.3 Gravitatsioonilainete Kiirus erinevate konstantide puhul

Uurime, mis juhtub erinevate konstantide komplektide puhul. Eelnevas alapeatiikis 3.2 eeldasime,
et konstandid k1, ...,k ja nende kombinatsioonid on iildjuhul suvalised, iiksteisest sdltumatud
ja nullist erinevad. See andis, et meil on kaks triviaalset lahendit ja vorrandis (3.38) diagonaalil

esinevate ruutmaatriksite astakud (rank) on vordsed nende dimensiooniga.

Vaatleme niiiid juhte, mil konstantide kombinatsioonid ei ole enam iiksteisesest sdoltumatud
ja annavad tdiendavaid triviaalseid lahendeid. Alustame skalaarsetest liikkmetest ja analiilisime
maatriksit .#g, defineeritud valemiga (3.35). Selleks, et teoorias leiduks tdiendavaid triviaalseid
lahendeid, peab .#, astak olema vordne nulli, ithe voi kahega. K&ige lihtsamal juhul on
maatriksi astak vordne nulliga ehk k&ik .#x, elemendid on nullid. Kasutades téhistusi s, ..., s]2,
mis on defineeritud avaldistes (3.18), (3.24), peab rank (.#x,1 ) = 0 korral olema rahuldatud

S1=S2=S4=S5=S6=S82S9=S10=S12=O. (3.40)

Juhul, kui see valem kehtib, ei sisalda viljavorrandid skalaarseid liikmeid %, %, Q% ehk
nende diinaamika ei ole médratud ja nad ei ole fiiiisikaliselt vaadeldavad. Teooriates, kus (3.40)
ei ole rahuldatud, voivad skalaarsed hiirituste liikmed olla fiiiisikalised, kuid lubatud kuju s6ltub
Ma astakust. Selleks, et maatriksi astak oleks vordne iihega, peab vihemalt iiks maatriksi
element olema nullist erinev ning kdik read voi veerud olema iiksteise kordsed. Maatriksi .# gy,

puhul tihendab astaku vordumine iihega, et iiks jargnevatest tingimustest on rahuldatud.

e Esimene rida ei koosne ainult nullidest ehk (sy, 52, s4) #(0,0,0) ja

(kcko-) (—455, 3S6 (kcko-), —488) =0 (2S1, 352 (kckc;), 4S4) s

3.41)
(259, 3510 (k®kg), —4s12) = B (251, 352 (kke), 4s4)
e Teine rida ei koosne ainult nullidest ehk (ss, 56, s3) # (0,0,0) ja
(251, 352 (k%ke ), 4s4) = o0 (k°kg) (—4s5, 356 (kks), —4s3) , (3.42)
(259, 3510 (kKo ), —4s12) = B (kKo ) (=4ss, 356 (kKo ), —4s3) -
e Kolmas rida ei koosne ainult nullidest ehk (s9, 510, s12) # (0,0,0) ja
(251, 352 (k%kq), 4s4) = (259, 3510 (kks), —4s12) , (3.43)
(kko) (=455, 356 (kks), —4ss) = B (259, 3510 (kKo ), —4s12) -
e Esimene veerg ei koosne ainult nullidest ehk (s1, 55, 59) # (0,0,0) ja
3(k%s) (52, 56 (Kko), s10) =20 (s1, =255 (k%K) , 59) , (3.44)

2 (s4, =58 (k°ks ), —s12) = B (s1, =255 (k®ks), S9) .

Teine veerg ei koosne ainult nullidest ehk (s, 56, s10) # (0,0,0) ja
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2(s1, —2s5(k%ks), s9) =3 (k®ks) (52, s¢ (k°ks), s10) ,

(3.45)
4(S4, —S53 (kcko-) y —S]z) = 3[3 (kck(y) (SQ, S6 (kdko-) y S]()) .
e Kolmas veerg ei koosne ainult nullidest ehk (s4, sg, s12) # (0,0,0) ja
(s1, =255 (k%K) ; s9) =20 (54, =58 (k%o ), —s12) , (3.46)

3(k%kes) (52, 56 (k®ks), s10) = 4B (54, =58 (k°ks), —512) -

Siin tdhistavad o ja f suvalisi kordajaid, mis iihe vorrandi raames omavad samu viartusi.
Kusjuures voivad a ja B vorduda nulliga. Maatriksi .#Z, astaku vordumine ithega tdhendab, et

leidub kaks tdiendavat triviaalset lahendit. Vordeliste ridade puhul on iiks triviaalne lahend kujul

(S17SS7S9)°%/: (_2547—5872512)Qaa7 Z=0 (347)
ja teine
2(s1,255,89) A =3(=52,86,—510) (k®ks) L, Q% =0. (3.48)

Analiitisides veerge, saame jargnevad triviaalsed lahendid.
o Juhul, kui esimene veerg on nullist erinev ja kehtib (3.44), saame triviaalsed lahendid kujul
H =-BQO%, Z=0 ja H =-aZ, 0% =0. (3.49)
e Juhul, kui teine veerg on nullist erinev ja kehtib (3.45), saame triviaalsed lahendid kujul
oX =-BQO%,, Z=0 ja oxX =-%2, 0% =0. (3.50)
e Juhul, kui kolmas veerg on nullist erinev ja kehtib (3.46), saame triviaalsed lahendid kujul
oX =-0%, Z=0 ja ot =-B.Z, 0% =0. (3.51)

Need on lahendid rank (.#, ) = 1 puhul. Uurime niitid juhtu rank (.#Zgy,) = 2. Selleks, et
maatriksi astak vorduks kahega on kaks voimalust: iiks rida v6i veerg koosneb ainult nullidest;
iks rida voi veerg on teiste lineaarkobinatsioon nii, et iilejddnud on iiksteisest sdoltumatud. Kokku
leidub kuus vdimalust, et need tingimused oleksid rahuldatud.

e Esimene rida koosneb ainult nullidest vdi on viimase kahe rea lineaarne kombinatsioon nii, et
viimased kaks rida on sdltumatud ja nullist erinevad ehk kehtivad seosed

(251,352 (k®kg ) ,4s4) = 0 (kK kg ) (—4s5,356 (kks ), —4sg) + B (259,3510 (kKCks ), —4s12) ,
(kko) (—4ss, 356 (kks), —4s3) # V(259, 3510 (k7ks) ,~4s12) ,  (3.52)

(s5, 56, s3) # (0,0,0), (s9, s10, 512) #(0,0,0).
e Teine rida koosneb ainult nullidest v3i on esimese ja viimase rea lineaarne kombinatsioon nii,

et need read on sOltumatud ja nullist erinevad ehk kehtivad seosed

(k®kg) (—4ss,356 (k®ks ) ,—4sg) = 0 (251,352 (k°kg) ,454) + B (259,3510 (kCks ), —4s12) ,
(251, 352 (k°ks) , 4s4) #7(259, 3510 (k°ks) ,—4s12) ,  (3.53)

(s1, 52, s4) # (0,0,0), (s9, s10, 512) #(0,0,0).
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e Kolmas rida koosneb ainult nullidest voi on esimeste ridade lineaarne kombinatsioon nii, et
need read on sdltumatud ja nullist erinevad ehk kehtivad seosed

(259,3510 (k®ks ), —4s12) = 0t (251,352 (k®ke ) ,454) + B (K ks ) (—4s5,356 (ko ) ,—4s3) ,
(251, 352 (k°kg), 4s4) # Y (k®kes ) (—4ss, 356 (kks), —4s3) , (3.54)
(s1, 82, s4) #(0,0,0), (55, 56, 58) # (0,0,0).

¢ Esimene veerg koosneb ainult nullidest vdi on viimase kahe veeru lineaarne kombinatsioon nii,
et vilmased kaks veergu on soltumatud ja nullist erinevad ehk kehtivad seosed

2(51,—2.95 (kckg) 7Sg) =3ux (kcko-) (52,86 (kcko-) ,S]()) +4B (84, —S8 (kckg) R —S12) .
3(k%ks) (52, 56 (Kks), $10) 47 (s, —s5 (Kks),—512) , (3.55)
(SZ; 56, S10)¢(07070)7 (S4, 58, SlZ)i(anvo)'

e Teine veerg koosneb ainult nullidest vdi on esimese ja viimase veeru lineaarne kombinatsioon
nii, et need veerud on sdltumatud ja nullist erinevad ehk kehtivad seosed

3 (kokg) (Sz,Sﬁ (kck(y) ,Sl()) =2a (S],—2S5 (kcko-) ,S9) +4ﬁ (S4, —S8 (kako-) N —512) s
2(S1, —2S5 (kckg) s Sg) * 4')/(S4, —S8 (kdkg) s —S12) s (356)
(Sla S5, S9)¢(0,0,0), (547 58, le)i(anao)'

¢ Kolmas veerg koosneb ainult nullidest v4i on esimeste veergude lineaarne kombinatsioon nii,
et need veerud on sdltumatud ja nullist erinevad ehk kehtivad seosed

4 (54,58 (k%ks),—s12) =20t (s51,-255 (k®ks ) ,59) +3B (k®ks ) (52,56 (ko) ,510) 5
2 (S] s —2S5 (kckg) ,89) * 3}/(ka0-) (Sz,s6 (kcko-) ,S]o) s (357)
(Sl, S5, Sg)i(0,0,0), (S27 56, Slo)i(0,0,0)-

Siin tidhistavad a, B ja 7y taaskord suvalisi kordajaid, mis iihe vorrandi raames omavad sama
véidrtust. o ja B voivad vorduda nulliga, kuid ¥ mitte. K&igi nende kuue juhu puhul saame, et
leidub {iiks lisalahend, mille puhul on viljavorrand triviaalselt vordne nulliga. Saame nendel

kuuel juhul triviaalseteks lahenditeks jargnevad avaldised:

e juhul (3.52) on triviaalne lahend
(251085 +5659) K =2(51256 —51058) Q% o, 3(251055 +5659) (kks ) L = 4(251285 +5859) 0%,  (3.58)

e juhul (3.53) on triviaalne lahend
(5259 —81510)H# =2(51252 +51054) 0%, 3(s1810+5259) (k®ks )L =4(s1512+5459) 0%t (3.59)

e juhul (3.54) on triviaalne lahend
(25255 +5156) A = —2(5456 +25258) 0%, 3(28285+5159) (kkg )L =4(s158 —25455) 0%, (3.60)

e juhul (3.55) on triviaalne lahend

B'%/:_Qa()h ﬁgzaQaaa (361)

26



e juhul (3.56) on triviaalne lahend

BA =aQ%, PL=-0%, (3.62)
e juhul (3.57) on triviaalne lahend

H =-aQ%, L =-0%. (3.63)

Jarelikult peame teooriates, kus konstantidele kehtib iiks seos avaldistest (3.52)—(3.57), arvestama
lisalahendiga (3.58)—(3.63). Juhul, kui iikski seos (3.40), (3.41)—(3.46), (3.52)—(3.57) ei kehti,
saame rank (.#g,1 ) = 3 ja ainuke triviaalne lahend on eelnevalt leitud iildine lahend (3.33).

Jdrgmisena vaatleme vektorosa kordajamaatriksit .#yex (3.37), mille astak on iildjuhul kaks, kuid

kui konstandid rahuldavad seost
k1+k3+k6=k11+k2+2k5=k1+k4+k7=0 (364)

on .4k astak vordne nulliga. See tihendab, et vektorliikmete %/, %, diinaamika ei ole méiratud.

Juhul, kui rank (.#,ex) = 1, valem (3.64) ei kehti, kuid iiks jirgnevatest tingimustest on rahuldatud

1
((k1 +k3+ke) E(1ql+k2+2k5)) = —a( (ki +ka+2ks) , 2 (ki +ka+k7) ) (0,0),  (3.652)
k1+k3+k6¢0, k11+k2+2k5=k1+k4+k7=0, (3.65b)
]€1+k4+k79f:07 k11+k2+2k5=k1+k3+k6=0, (3650)

mingi suvalise kordaja o puhul. Vordeliste ridade ja veergude puhul (3.65a) lisandub triviaalne

lahend kujul kivkotdks  2kitkatky) 1

gy = —LTR2TERS oy -
B 2k +ks+ke) M ki+ko+2ks T H T 2a

W, (3.66)

kuid kui kehtib (3.65b) on triviaalseks lahendiks %}, = 0, %, # 0 ehk %, ei ole viljavdrranditega
midratud. Analoogselt, kui kehtib (3.65¢), on triviaalseks lahendiks %), = 0,%), # 0 ehk %, ei
ole fiitisikaliselt vaadeldav. Juhul, kui kumbki valem (3.64) ega (3.65) ei ole teooria konstantide

puhul rahuldatud, leidub selles teoorias ainult iildine triviaalne lahend (3.36).
Viimasena analiiiisime tensorosa maatrikseid My ja M, (3.32). Juhul, kui kehtib

ki +ks=0, (3.67)

on maatriksi M, astak vordne nulliga ja .7,y ei esine viljavorrandites. Selleks, et rank (M) =0,

peab olema rahuldatud
-3k +ky—3k3s+kg+ks =k +k3—ks+ks=k +ks=0, (3.68)

mis sisaldab endas ka tingimust (3.67) ehk kui teoorias ei ole siimmeetrilised tensorliikmed
fitiisikalised, ei esine selles ka antisiimmeetrilist tensorosa. rank (M) on iildjuhul vordne kahega
ja selleks, et rank (M) = 1 peab kehtima iiks jargnevatest seostest
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1
(E (—3k1 +k2—3k3 +k4 +k5), (k1 +k3—k4+k5)) = —(X((kl +k3—k4+k5), —2(k1 +k5)) #0, (369&)
—3k1+k2—3k3+k4+k5:#0, k1+k3—k4+k5=k1+k5=(), (3.69b)

ki+ks+0, ki+ks—kqy+ks=-3k +ky—3ks+ks+ks5=0, (3.69¢)
kus & on suvaline kordaja. Kusjuures, kui kehtib (3.69b), ei ole .7, diinaamika méiratud. Juhul
(3.69a) leidub tdiendav triviaalne tensorlahend kujul
2(ky +k3 —kq+ks) S 2(ky +ks)
3ky—ky+3kz—kg—ks " ky+hkz—ky+ks
Juhul, kui on rahuldatud (3.69b) on triviaalseks lahendiks S,y = 0, /v # 0 ehk liige .}y # 0
ei ole selles teoorias flitisikaline. Analoogiliselt, kui on tdidetud (3.69¢), ei ole S,y diinaamika

Suv =S v - (3.70)

médratud. Jarelikult, kui teooria puhul ei kehti (3.68) ega (3.69) voivad fiitisikalised hiiritused
igal juhul siimmeetrilisi tensorliikemeid Sy, ),y sisaldada. Kui valem (3.67) ei ole rahuldatud,

leidub teoorias ka antisiimmeetriline tensorosa <7, .

3.3.1 Gravitatsioonilainete kiirus URT ekvivalentses teoorias

Vottes arvesse eelnevat konstantide analiiiisi, uurime, millisesse juhtu kuulub iildrelatiivsuse
ekvivalentne teooria GTEGR, mille puhul on konstantide véirtused antud valemiga (1.23).

Konstantide kombinatsioonid sy, ...,s12 saavad seega jiargnevad viirtused
S1:2, S2:—1, S4=S52562582592510=S12=0. (3.71)

Sellisel juhul on maatriks .Z, kujul

1 -3 (k%) O
Mgarvrr = | 0 0 0 (3.72)
0 0 0

ehk selle astak on iiks ja tegemist on juhuga (3.41) voi ekvivalentselt (3.44)—(3.45). Jirelikult
on tdiendavad skaalaarsed lahendid kujul (3.47) ja (3.48) voi (3.49)—(3.50), mis etteantud

konstantide véirtuste puhul saavad kuju
3
H=2=0, Q% #0 ja ,%/:Z(k"kg).,%, 0%, =0. (3.73)

Siit ndeme, et teoorias ei ole liige Q% diinaamiline. URT ekvivalentse teooria puhul on .#,
koik elemendid nullid ehk URT ekvivalentses teoorias ei ole hiirituse vektorliikmed fiiiisikalised.

Stimmeetrilise tensorosa maatriks (3.32) on kujul

N

M irr = — (k%ko) diag (1, 0) (3.74)

ehk S,y =0,y # 0 on triviaalne lahend, millest jireldub, et GTEGR teoorias ei ole .7y
fiitisikaline. Samuti on ky + ks = 0 ehk .27,y ei esine villjavorrandites. Jirelikult saame konkreetses

teoorias, et ainult héirituse liikkmed Sy, v, J, Z on fitisikalised ja levivad valguse kiirusel.
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4 Gravitatsioonilainete polarisatsioon

Gravitatsioonilainete polarisatsiooni analiiiisimiseks uurime taaskord lineariseeritud
villjavorrandeid (3.7) ja (3.8) Fourier’ ruumis ehk asendame vorrandites d — ik. Polarisatsioonide
leidmiseks kasutame Newman-Penrose baasi (2.8) ja eeldame, et koik héiritused levivad

tasalainetena kujul (2.11) ja valguse kiirusega ehk kehtib k#k, = 0.

See tidhendab, et uurime laineid, mis levivad sagedusega @ z-telje positiivses suunas ehk laine

4-kovektori k, komponendid (,x,y,z)-koordinaatides on kujul
ky=(1,0,0,-1). 4.1
Teisendades lainevektori Newman-Penrose baasi, on tulemuseks
ki =0, kn=w, km=0, ksn=0. 4.2)
Vektori komponendid on vastavalt (¢, x,y,z)-koordinaatides ja uues baasis

*=w0(-1,0,0,-1), k=-0, k'=0, K'=0, k"=0. (4.3)

Kasutades kéesoleva lainevektori komponentide viirtusi, lainevOrrandit ja teisendust

Newman-Penrose baasi, saame meetrika viljavorrandist, et
E1u=E11m=E\im=E1m=E1mm=Em=Em=0. 4.4)
Nullist erinevad komponendid on
Eyjn=Eny= % [(—ky +kio+ki1 +ko—ks + kg +ks )y + (ki + kit + ko +2ka +2k7 + ko ) W'y |,

Eyn = (kio+ki1 —ki +ka —ks + kg + ks ) (g + ") + (=k1o — k11 +2ke )

+ (ki + k1o + k3 + kg — ks + 2k )Wo' + k1o (W™ + 0™ 3,
Etym=Emn = % [(—ky +ky— k3 +ka + ks + 2k )y + (=ky + k11 + ko — k3 + ks + ks )"y
— (ki +k3 + ks — ks + 2ke ) W™ ],
E\ i = Ejnn = % [(—kl + ko — k3 + kg + ks + 2kg Yy + (—ky +hkpq + ko — k3 + kg + ks
—(ky + k3 + kg — ks +2ke ) W™ ],
E\ yum = B = —% [ (k1o +ki1 =2k ) Iy + (k1o — 2ke +2k7 + ko )", ] .
Seostuse lineariseeritud viljavorrandist (3.8) tuletame, et

E2,ln = E2,lm = E2,ln'1 = EZ,mn = E27mrh = E2,n'm = E2,n'1m =0 (45)
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ja tilejddnud litkmed on
Ep = (ki +kio+k3 +ks—ks +2kg )y + (kyo + ki + ko + 2ks + 2k + ko )W,
Ep i = (kno+kiy +ka +2kg +2k7 + ko) g — (k1o — 2k +2k7 + ko )
+ (k1o + ki1 +ko + 2k + 2kg + ko )W + (k1o + k11 + kg + 2kg + 2k7 + ko W™,
+ (k1o + ko )™ + (k1o + ko )Wz,
Eppn = (ki +kio+ki1+ko—k3 +ka +ks )y + (kyo + ki1 +ko +2kg + 2k7 + ko )W,
En o = (ki —ki1 — ko + ks —ka — ks )y + (ki1 + ko) W™ = 2 (kg + k7 )W g,
Ep i = (k1 —k11 — ko + k3 —ka — ks )y + (ky1 + ko )™ = 2(ka + k7 )W),
Ep i = (ki +ks +ka —ks +2ke )y + (ki1 + ko )W — 2 (ks + ke ) W™,
E> i = En i = k1ol + (ko + ko )W,
Ep = (ki + ks + kg — ks +2ke )y + (kiy + ko )" 5 — 2 (ks + ke )™ .
K&ik need liikmed peavad vorduma nulliga, sest Ej ;v = Ep v =0, kus u,v € {l,n,m,m}.
Téhistame konstantide iiksteisest sdltumatud lineaarkombinatsioonid jargnevalt
kio=di, kio+ko =dy, kin+ky=ds,  kio+kii—2ke=ds,
ki +kio+k3 +ky—ks+2ke =ds, kio+ki1 +ky +2k3 +2ke + ko = dg , (4.6)
kio+ki1—ki +ky—k3+kg+ks=d7, k1o +kyy +ky +2ks +2k7 + kg = dg .
Votame samu hdirituste litkkmeid sisaldavad avaldised kokku. Saame jdrgnevad vorrandite grupid.
e Esimene grupp vorrandeid sisaldab hiirituse liikmeid 4;; ja w",
dihy +dgv"; =0, dshy+deWw"; =0,

. . 4.7)
dahy + (2dy +dg —ds —d7)w"; =0, dihy+dow"; =0.

Sellest grupist saame tingimused ¥, polarisatsiooni jaoks, kuna vdrrandid sisaldavad /;;

liiget ja W = 57y (2.12).
e Teine rithm sisaldab hiirituse liikmeid A, Ay, Wiy W ja Wiy, W,

(d7 _d4)7;tlm + (d7 _dl )an + (dl _dS)Wml = 07

(d7 —d4)fllm + (d7 —d )Wn,;, + (dl —d5)Wm1 =0,

(dl - d7)fllm + (dz +d3 - dg)an + d3v\'/m1 =0,

(di —d7) g + (dy +d3 — dg )W +d3W™ = 0,

(d5 —d )hlm +dyw", + (dz +dz - d6)Wm1 =0,

(ds —dy) hyp +d3W" 5+ (dy +d3 — dg ) W™ = 0.

(4.8)

See grupp kirjeldab W5 polarisatsiooni, sest '3 = zl;'hlm (2.12).
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e Kolmas grupp sisaldab héiritusi B Wy B W jawm,, W

dy (T + V") + dsi' + dy (7" g V™) = dai = 0,

. _ . 4.9)
dg (B + ") +deW'; +do (W + 0" 3) = (2dy +dg —ds — d7 ) = 0.

Siit saame teavet d,, polarisatsiooni kohta, sest ®,, = %hmm (2.12).

Kokkuvottes ndeme, et viljavorrandid (3.7), (3.8) annavad tingimused W,,W¥s3,®P))
polarisatsioonide jaoks, kuna teisendatud vorrandid sisaldavad hiirituse litkmeid 4y, i, Fiin.
Liikme A,z jaoks ei saa me viljavorranditest iihtegi seost, mis tihendab, et /1,7 v3ib olla igal

juhul nullist erinev ehk W4 # 0 ja see on alati lubatud.

4.1 Teooriate jagunemine voimalike gravitatsioonilainete
polarisatsioonide jirgi

Analiiiisime, milliste konstantide kombinatsioonide puhul on erinevad polarisatsioonid
lubatud. Liahtume alamhulkadest Og, O1,N,,N3,111s,11g, mille kirjeldused on toodud nimekirjas
(2.2.1). Eelnevatest arvutustest selgus, et W4 on alati lubatud, seega iildiseid ruutlitkmetega
gravitatsiooniteooriaid kirjeldav alamhulk ei saa iihegi konstantide kombinatsiooni puhul olla

Oy, 01. Minimaalselt on teoorias lubatud ¥4 ja teised polarisatsioonid keelatud.

Tuletame tingimused konstantide komplektidele, et erinevad polarisatsioonid ®;;, W3 ja
W, oleksid lubatud. ¥, olemasolu tingimused on midratud vorranditega (4.7), mille saame

maatrikskujul kirja panna kui
d7 dg

M hu _| 4 dg hy _0 4.10)
2\, d dy W . '
d4 (2d1+d8—d5—d7)

Liahtuvalt My, astakust, saame viis erinevat voimalust lahendite olemasoluks.

1. Maatriksi My, astaku vordumine nulliga on voimalik vaid siis, kui koik selle elemendid
on nullid. Selles olukorras v&ivad 4 ja w"; omada suvalisi véirtusi, et vorrandid (4.7)

oleksid rahuldatud. Seega vaib /1;; olla nullist erinev ja ¥, on lubatud.

2. Teine voimalus on see, et maatriksi astak on vordub iihega, kuna esimese veeru elemendid
on k&ik nullid. Sellisel juhul peab v"; olema vérdne nulliga, aga /;; voib olla nullist erinev.
Jarelikult on ¥, lubatud.

3. Kolmas juht on sarnane eelmisele juhule, kuid maatriksi My, astak vordub iihega, sest
teine veerg koosneb ainult nullidest. See tdhendab, et hy =0 ja w"; voib omada suvalisi

vadrtusi. Kdesoleval juhul ei ole ¥, lubatud.
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4. Neljandal juhul vordub maatriksi astak ithega, kuid kumbki veergudest ei ole nullvektor.
Jarelikult ei ole maatriksi veerud soltumatud. Sellisel juhul saame, et lahendiruum on sirge,

kus mdlemad /;; ja w"; vdivad nullist erineda ehk ¥, on lubatud.

5. Viimasel juhul on maatriksi My, astak maksimaalne ehk vordub kahega. Jirelikult on
veerud sdltumatud ja ainuke viis, kuidas maatriksvorrand saaks olla rahuldatud on juhul,
kui /;; = w"; = 0 ehk W5 ei ole lubatud.

W, on seega teoorias lubatud kui konstantide puhul kehtib iiks jidrgnevatest tingimustest:
rank (M, ) =0 v&i rank (M, ) = 1 ja (ds, dg, da, (2d; +ds—ds—d7)) #(0,0,0,0).

Selleks, et W3 oleks lubatud, peab Pyt = By olema nullist erinev. Nendele hiirituse liikmetele

seatud piirangud on antud vorranditega (4.8), mille saame maatrikskujul kirja panna jirgnevalt

i (ds—d7) (dy—d7) (ds—dy) i
My, |y, | =] (di—d7)  (dy+d3—dg) d3 Wy | =0. (4.11)
Wﬁll (d5 —dl) ds (dz +ds —d6) Wml

Kusjuures nideme, et see maatriks on siimmeetriline ehk edasipidises analiiiisis on ridade ja
veergude kisitlemine ekvivalentne. Uurime, millistes olukordades on W3 lubatud, lihtudes

maatriksi My, astakust.

1. Maatriksi astaku vordumine nulliga tdhendab, et kdik selle elemendid on nullid. Jarelikult

hyn = hyz; vOib olla nullist erinev ja W3 on lubatud.

2. Selleks, et maatriksi My, astak vorduks lihega peab minimaalselt iiks selle element olema
nullist erinev ja koik veerud on iiksteisest soltuvad. Eeldusel, et nullist erinev element

leidub esimeses veerus, saame kirja panna tingimuse rank (./\/l\p3) =1 jaoks.

((d1—d7), (dy+d3—-dg), d3)=06((d4—d7), (di—d7), (dS_dl))7

((ds—dy), ds, (da+ds~de)) = B((dadi), (di~dv). (ds—dy)). @
Analoogiliselt, kui teine veerg ei koosne ainult nullidest, saame, et
((d4—d7)7 (di-d7), (ds—dl)) = a((dl —dy), (dr+d3-dg), d3), @iz
((ds—dv). ds, (do+ds~de)) = B((dr~dy). (da+ds~ds), d3) |
ja viimase veeru nullist erinevuse puhul
((ds=d), (di-dy), (ds-dy)) = a((ds—dy), d3, (do+d3~ds)), e

((dl—d7); (dy +d3—ds), d3) :ﬁ((ds—dl), ds, (d2+d3—d6))-

Siin on « ja B taaskord suvalised kordajad, mis vdivad vorduda nulliga. Juhul, kui kdik
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veerud on nullist erinevad ehk iiheski eelnevas tingimuses ¢, 8 + 0, on lahendiruumiks
tasand, kus koik hiirituse likkmed 7;,,, ", w"; vdivad omada nullist erinevaid viirtusi.
Seega on W3 lubatud. Sama pohimdte kehtib olukorras, kus kaks veergu sisaldavad nullist
erinevaid elemente ehk ka siis on lahendiruumiks tasand, kus koik héirituse litkmed voivad
nullist erineda. Ainuke juhtum, kus ﬁlm peab vorduma nulliga ehk W3 ei ole lubatud, on
siis, kui esimene veerg on ainuke nullist erinev. See tdhendab, et seostes (4.12) kehtib
oa=p=0.

3. Juhul, kui maatriksi My, astak vordub kahega, siis By = iz = 0 olukorras, mil maatriksi
My, teine ja kolmas veerg on lineaarselt sltuvad, aga esimene neist sOltumatu. See
tahendab, et leidub selline kordaja o, et kehtiks

((dl —d7), (dy+dz—ds), ds) = a((ds—dl), d3, (d2+d3—d6))> (4.15)

voi selline kordaja f3, et jargnev seos oleks rahuldatud

((ds-dv), ds, (dr+ds~de)) = B((ci ~dy), (dr+d3-dg), d5),  (4.16)

kuid ei leidu iihtegi kordajat y, , et
((d4—d7), (d1-d7), (ds—dl))=7((d1—d7), (dy+d3—dg), d3),

4.17)
((d4—d7), (dl—d7), (d5—d1)) ZC((dS—dl), d3, (d2+d3—d6)).

o, B,7v, voivad omada ka nullviirtust. Kdesoleval juhul on lahendiruum ithemd6tmeline

ja asub w",, —w™; tasandil, kus By = 0. Jérelikult ei ole W5 lubatud.

4. Teistel juhtudel, kui rank (M\yg) =2 jaeelnev tingimus ei ole rahuldatud, asub lahendiruum

tasandil, kus /;,,, vib nullist erineda ja seega on W3 lubatud.

5. Olukorras, kus rank (./\/l\{r3) =3 on koik read ja veerud sdltumatud. See tihendab, et ainuke
viis, kuidas maatriksvorrand ehk viljavorrandid oleksid rahuldatud, on B = W' = W'y = 0.
Jarelikult ei ole sel juhul W5 lubatud.

Saame kolm juhtu, mil W3 on lubatud. Esimeses olukorras kehtib rank (/\/l\p3 ) =0. Teisel juhul on
My, astak vordne iihega ja teine ning kolmas veerg ei koosne ainult nullides. Kolmas voimalus,
et W3 saaks olla nullist erinev on juhul, kui rank (./\/11{13) =2 ja teine ning kolmas veerg ei ole

lineaarselt s6ltuvad.
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Jargmisena analiiisime, millal on lubatud ®;,. Selle jaoks on kaks tingimust, mis on antud

vorranditega (4.9). Paneme need analoogilisel eelnevaga kirja maatrikskujul.

hln +wn, hln 10,
i & ds d d i
VPO I B ! Yoo, @)
W+ W5 ds do¢ dy —(2dy+ds—ds—d7) ]| Wy +wny

hmm hmﬁz
Analoogiliselt W5 ja W3 polarisatsioonidega uurime, millal on ®;, lubatud analiiiisides maatriksi

Mag,, astakut. Vaatleme viit olukorda.

1. Juhul, kui rank (Mg,,) = 0 on kdik maatriksi elemendid vordsed nulliga ja Py VOID

omada suvalisi viirtusi ja @, on lubatud.

2. Juhul, kui rank (Mg,,) =1, on By vordne nulliga ainult siis, kui viimane veerg on ainuke
nullist erinev veerg. See tihendab, et dy =dy =ds =dg =d7 =dg =0 ja dy + 0. Selline
konstantide kombinatsioon tdhendab, et lahendiruum on kolmemddtmeline hiipertasand,
mille moodustavad (7, +",), w!; ja (W™, + ") ehk alamruum, kus /,,; = 0. Jirelikult
kdesoleval juhul on ®,; keelatud. Teistes olukordades, kus rank (Mg,,) = 1, voib B

nullist erineda ja ®,; on lubatud.

3. Mg,, astak vordub maksimaalselt kahega. Sellisel juhul ei ole @, lubatud ainult iihel
juhul. Nimelt, kui kehtib
di=oady, ds=ads, d7=0dg, (4.19)
mingi suvalise kordaja « korral, kuid sama o korral ei ole rahuldatud

dy = 00(2dy +dg—ds—dy), (4.20)

saame vorranditest (4.9) votta sellise lineaarkombinatsiooni, kus kdik litkmed peale P
vilja taanduvad, mis tihendab, et iy = 0 ja ®» ei ole lubatud. Ekvivalentselt saame selle
tingimuse kirja panna veergude abil, nimelt, kui suvaliste kordajate { ja  puhul kehtivad

seosed
d7=Cdy, dg={ds, ds=Bdy, ds=PBd>, (4.21)

kuid ei leidu {iihtegi kordajat xk, mille puhul kehtiks -dy = kd; ega
—(2dy +dg —ds — d7) = kd,. Ulejddnutel juhtudel, kui rank (Mg,,) = 2 on @, lubatud.

Tulemuseks saame, et P, on lubatud, kui teooria konstantide komplekti puhul on maatriksi
M,, astak vordne nulliga, rank (Me,,) = 1 ja Me,, esimesed kolm veergu ei koosne ainult
nullidest voi rank (Me,, ) = 2 ja iithegi kordaja o puhul ei kehti d; = ada, ds = ade, d7 = ouds.

On voimalik kontrollida, mis on toodud kdesoleva to0 lisas A, et ¥, olemasolust jareldub otseselt
W3 # 0 tingimuste kehtivus ning W3 tdhendab koheselt, et ®,, # 0. Jirelikult on eelnevalt tuletatud
Yy 0, W3 # 0, Py # 0 tingimused kooskdlas polarisatsioonide esinemisega kindlates gruppides.
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4.1.1 Polarisatsioonid URT ekvivalentses teoorias

Arvestades eelnevaid tingimusi erinevate polarisatsioonide olemasoluks, vaatleme, millised
polarisatsioonid esinevad URT ekvivalentses iildises teleparalleelses gravitatsiooniteoorias. Selles

teoorias on konstantide komplekt kujul

ki =-ky=1, ki=ky=ky=ks=kg=kj=kg=ko=kig=0 (4.22)

ehk konstandid dy,...,dg on
di=dr=d3=ds=ds=d7=dg =0, dy=1. (4.23)

Siit ndeme kohe, et maatriksi Me,, (4.18) kdik veerud peale viimase koosnevad ainult nullidest.
See tihendab, et /7 = 0 ja ®,, ei ole lubatud. Kuna ®;; ei ole lubatud, siis on ka V3 ja ¥,
keelatud. Jarelikult on URT ekvivalentses teoorias esindatud W4 polarisatsioon ja tegemist on N,

teooriaga.
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S Tulemused ja arutelu

To606 tulemusena joudsime viljavorrandeid kirjeldava peapoliinoomi avaldiseni (3.39) ning kahe
tildise triviaalse lahendini (3.34) ja (3.36). Nendest jdreldub, et fiiiisikalised hiiritused levivad
valguse kiirusel. Triviaalsete lahendite puhul (3.34) ja (3.36) ei ole nende héirituste diinaamika
madratud. Need tulemused on kooskdlas varasemate teleparalleelsete [7] ja simmeetriliste

teleparalleelsete teooriate [8] analiiiisidega.

Erinevate konstantide komplektide analiiiisis tdestasime, et sdltuvalt konstantidest ja kordajatest
voivad héiritused maksimaalselt koosneda kaheksast taandumatust komponendist. Minimaalselt,
et gravitatsioonilained oleksid olemas, peab vihemalt iiks hiiritus sisaldama fiitisikalisi ehk
valguse kiirusel levivaid litkmeid. See, millised need fiitisikalised komponendid tdpsemalt on,

sOltub konstantidest, mille uurimiseks tuletasime t60s igale juhule vastavad tingimused.

Teine oluline tH6 tulemus oli polarisatsioonide olemasolu piiravate avaldiste (4.7), (4.8), (4.9)
leidmine. Selgus, et W4 polarisatsiooni jaoks iihtegi seost viljavOrranditest ei tulene ehk iildistes
ruutliikmetega teleparalleelsetes gravitatsiooniteooriates vdivad gravitatsioonilained alati
omada kaht tensorpolarisatsiooni, mida kirjeldab W,. See vastab teada olevate tulemustega
teleparalleelsete [7] ja siimmeetriliste teleparalleelsete teooriate [8] analiiiisist. Kindlate
konstantide komplektide puhul on lubatud vastavalt kuus, viis, kolm voi kaks erinevat
polarisatsiooni. Nende vdimaluste jaoks tuletasime erinevad tingimused ja viisime ldbi kontrolli,

et polarisatsioonid esinevad tdepoolest Lorentzi invariantsusest tulenevalt teatud gruppidena.

Lisaks uurisime iildiste ruutliikmetega teleparalleelsete teooriate URT ekvivalentset teooriat
GTEGR [12]. Tulemusena leidsime, et valguse kiirusel levivad hdirituse iiks siimmeetriline
tensorliige ja kaks skalaarset komponenti, mis on tépselt sama tulemus, mis allikas [8]. Siiski,
nagu nenditi ka artiklis [8], ei ole see 10plik tulemus ning on voimalik analiiiisida, et ka
skalaarsed litkkmed on vordsed nulliga [11]. Lisaks leidsime GTEGR teoorias, et lubatud on ainult
W, polarisatsioon, mis kirjeldab kaht tensormoodi. See on samuti kooskdlas iildrelatiivsusteooria

ennustusega, et gravitatsioonilainetel on kaks polarisatsiooni [1].

Too edasiarendusena on vdimalik uurida gravitatsioonilainete levikut kéesolevas
gravitatsiooniteoorias, kuid arvestades kosmoloogilist taustmeetrikat, mitte Minkowski
meetrikat, mida selles to0s rakendati. Samuti on voimalik tdiendada analiiiisi, et kaasata ka teisi
uuritava teooriaklassi kitsendusi, mis on toodud allikas [12]. Lisaks loob to06 teoreetilise aluse,
mida on voimalik tulevikus uute vaatlusandmetega [4, 5] vOrrelda, et iildiseid ruutlitkmetega

teleparalleelseid gravitatsiooniteooriad kitsendada voi koguni timber liikata.
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Kokkuvote

To6 eesmirk oli tuletada gravitatsioonilainete levikukiirust ja polarisatsioone kirjeldavad valemid
ning neid analiiiisida. Eesmérk sai tdidetud. Tulemusena nédgime, et gravitatsioonilained levivad
uuritavas gravitatsiooniteoorias valguse kiirusel ning omavad vihemalt kaht polarisatsiooni, mis
on kooskolas URT-iga. Teooria kindlate konstantide puhul vdivad gravitatsioonilained omada

kuni kuut polarisatsiooni.

Esimeses kahes peatiikis andsime iilevaate vajalikest matemaatilistest tooriistadest
ja kontseptsioonidest, mida on vaja gravitatsioonilainete uurimiseks modifitseeritud

gravitatsiooniteooriates, nagu iildistes ruutliikmetega teleparalleelsetes gravitatsiooniteooriates.

Kolmas ja neljas peatiikkk sisaldab t60 poOhilisi arvutusi ning analiiiisi. Koik arvutused
viidi 1abi Wolfram Mathematica tensorarvutuse paketi xAct abil. Kolmandas peatiikis
lineariseerisime esmalt viljavorrandid, millest arvutasime poliinoomi. Peapoliinoomist tulenevad
gravitatsioonilainete kiirus ja mittefiiiisikalised héirituste kujud. Neljas peatiikk kisitles
voimalikke gravitatsioonilainete polarisatsioone. Arvutustes kasutasime Newman-Penrose
formalismi, mis véljavOorranditele rakendades andis tingimused erinevate polarisatsioonide
olemasoluks. Lisaks analiiiisisime nii kolmandas kui neljandas peatiikis URT ekvivalentset

teooriat tuletatud raamistikes.

Viimasena vordlesime saadud tulemusi varasemate teadmistega. Selgus, et kodik t66 tulemused

on analoogilised ja kooskdlas varasemate analiiiisidega.

Kiesolevat todd on voimalik jétkata arvestades keerulisemat taustmeetrikat praeguse Minkowski
meetrika asemel ja analiiiisides pohjalikult koiki iildiste ruutlitkmetega teleparalleelsete

gravitatsiooniteooriate kitsendusi.
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Lisa A. Alamhulkade kontroll

Lisana on toodud kontroll, et polarisatsioonid esinevad tdepoolest gruppidena I1ls ja IIs.
Toestame, et W, olemasolust jareldub otseselt, et 3 on lubatud ning W3 eksistents tdhendab, et
Dy, £0.

Esmalt kontrollime, kas W3 # 0 tingimused on rahuldatud, kui ¥; # 0. ¥, # 0 jaoks saime kaks

voimalust. Analiitisime nendel juhtudel W3 olemasolu.

1. W, #0, kui rank (M, ) = 0. See tahendab, et d| = d, = dy = ds = d = d7 = ds = 0 ehk esimene
veerg maatriksis My, (4.11) koosneb ainult nullidest ja ¥'3 on lubatud.

2. W5 #0, kui rank(/\/l\pz) =1 ja teine veerg ei koosne ainult nullidest. See olukord on
rahuldatud kahel juhul: My, esimene veerg koosneb nullidest vdi veerud on vordelised.

Uurime neid juhte eraldi.

e Juhul, kui M\yz esimene veerg koosneb ainult nullidest, kehtivad seosed
dy = dy =ds = d7 =0, mis tihendab taaskord, et My, esimene veerg koosneb ainult
nullidest ja W3 on lubatud.

e Juhul, kui My, veerud on vordelised ja nullist erinevad, leidub selline kordaja ot # 0,

mille puhul kehtivad seosed
di=ad;, dy=0o(2d) +dg—ds—d7), ds = adg, di=oadg. (5.1)
Maatriksis My, saame liikmed d,d4,ds,ds asendada, mis annab
o(2ody - adeg—adg)  a(d,—dg) o(dg—dy)
My, = o(dy—ds) (dr +d3—dg) ds , (5.2)
o(dg—dy) ds (dy+d3—dg)

kus ndeme, et
(X(Z(Xdz—adﬁ—adg)=(X((X(d2—d3)—0€(d6—d2)) (5.3)
o(dr—dg) =a((dr+ds—ds)-d3),  a(dg—do)=a(ds—(dr+d3—dg))

ehk esimene rida on teise ja kolmanda rea lineaarne kombinatsioon. Uldjuhul on siis
maatriksi My, astak vordne kahega ja '3 ei ole lubatud ainult siis, kui My, teine
ja kolmas veerg on iiksteisest lineaarselt soltuvad. Selleks peab kehtima vordus

g o (dy—dg)(de—da)
3T (de+ds-2dy)

(5.4)

Samas selgub, et kui see vordus kehtib, on maatriksi My, astak vordne iihega
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ehk ka esimene veerg on viimaste veergude kordne. See tihendab, et kui viimased
kaks veergu koosnevad ainult nullidest, ei leidu ka esimeses veerus nullist erinevat

elementi. Seega on W3 lubatud.

Jarelikult ndeme, et igal juhul kui ¥, on lubatud, esineb ka ‘3.

Teisena kontrollime, kas W3 olemasolu tagab kohe, et ®,, on lubatud. W3 # 0 jaoks saime kolm

tingimust, mida on lihtsam uurida alamjuhtudena.

1. Lihtsaim olukord, mil W3 # 0, on juhul, kui rank (M\yg) = 0. See tihendab, et

di=dy=ds=d7,  dy=ds=ds (5.5)

ehk maatriks Me,, on antud valemiga

(5.6)

d d di -d
d dy dy -dy

M¢’22 = (

ja selle astak on maksimaalselt vordne iithega. Ainuke olukord, kus ®,, saaks olla keelatud,
oleks kui viimane veerg erineks ainukesena nullist, kuid nieme, et see ei ole vOimalik, sest

koik veerud on vordelised. Jarelikult on @5, lubatud.

. Teine juht, mil W3 # 0, on kui kehtib rank (M\p3) =1 ja esimene veerg ei erine ainukesena

nullist. Sellisel juhul saame pdhimdtteliselt My, kirja panna siimboolselt kui

o af ay
My, =aB B* Br|, (5.7)
ay By 7

kus a, B, ja ¥ on suvalised kordajad, mille jaoks ei kehti f =y =0, kui & + 0. Avaldisele
(5.7) vastab My, iildkuju (4.11), mis tdhendab, et

dy=By, di=di+a*-af, ds=d +ay,
de=dy+By-v*, dr=di-af, ds=dr-B>+By.

Asendades need Mg,, avaldisse (4.18), saame jirgneva kuju

%2:( dy-ap di+ay di -di+oa(-o+f) ) (59

(5.8)

dy+B(-B+v) da+(B-7)y d» -dr-(a-B)(B-7)

Sellest saame jédreldada, et kui rank (Mag,,) =1 ja ®y =0, peavad maatriksi koik
veerud peale viimase koosnema ainult nullidest. See on vdimalik, kui kehtivad seosed
dy =dy = B =y=0. Samas on sellel juhul maatriksi My, astak vordne iihega nii, et ainult
esimene veerg erineb nullist. See tahendab aga, et W3 on keelatud, mis ldheb vastuollu

probleemipiistitusega. Jarelikult, kidesoleval juhul, kui rank (Mg,, ) = 1, on ®; lubatud.
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Vaatleme olukorda, kus rank (Mg,,) = 2. Sellisel juhul on Py =0 ainult siis, kui
M, saab esitada kujul

Ma,,-0 = ( (5.10)

d]K’ d]C d] —d4
de‘ d2§ dl —K'd2+d1(—2+C+K')

mis vastab tingimusele (3) ja kus «,{ on suvalised kordajad. Paneme avaldised vorduma

ja analiitisime, kas see on lubatud. Eeldusel, et Mg,, = Ma,,-0, saame f3 ja y avaldada kui

dlK dl dl —dl
g

B= 2 (5.11)
ja asendada need avaldisse (5.9), mis annab
dix di¢ d —a’-dik
Moy, = ( - dlz(—1+1<21(2—2+§+1<) - d%(—1+gl(2—2+g+;<) b o+ dl(a2+d1(—1;;<))(—2+é+r<)

(5.12)
Lahutame saadud maatriksi avaldisest (5.10).

0 0 0 —dy+ ot +dix
(o S2E0) g () CenliriCaim) | B

o2

Eeldusel, et W3 on lubatud, kuid ®;, on keelatud, peame saama, et see vahe vordub nulliga.
Uks viis, kuidas see saab t3si olla, on juhul, kui k = { = 1, kuid sellisel juhul ka B =y=0
ehk My, ainuke nullist erinev element on esimeses veerus. See tihendab aga, et '3 on
keelatud, mis liheb meie algsete eeldustega vastuollu ehk k¥ = { = 1 ei saa kehtida. Jddb
iile vaid avaldada o, d; vdi d; eeldusel, et Mg,, = Me,,-0. Saame, et

__dl\/(K—l)(K+C—2) . adr-drk __df(lc+§—2)
. Ve T Y o T o) M @ O

Ukskaik millise neist me avaldisse (5.12) asendame, saame tulemuseks, et maatriksi Maeo,,
astak vordub iihega, kuid see on vastuolus pohieeldusega, et rank (Mg,,) = 2. Jdrelikult ei
leidu kdesoleva W3 # 0 tingimuse puhul selliseid kordajaid, et tingimus (3) oleks rahuldatud
ehk praegusel juhul, kui W3 # 0, saame jireldusena, et &, + 0.

. Kolmas juht, mil ¥3 on lubatud, on kui rank (M%) =2 ning teine ja kolmas veerg ei ole
iksteisest soltuvad nii, et esimene oleks neist sdltumatu. Selle tingimuse tditmiseks on

kolm vOimalust. Analiitisime neid eraldi.

e Esimene veerg koosneb ainult nullidest ja iilejdédnud veerud on iiksteisest sdltumatud.
See tihendab, et d| =dy =ds =d7 ja dy +d3 —ds + ads, d3 + a(dy +d3 — dg) tihegi
kordaja o puhul. Sellisel juhul saame maatriksi Mg,, kirja panna kui
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dy dy d —dl) 515

M =
- (a% ds d ~ds

®,, on keelatud ainult juhul, kui viimane veerg on ainus nullist erinev, kuid ndeme,
et see tingimus ei saa olla tdidetud, kuna viimane veerg on negatiivne esimene veerg.

Jarelikult on ®;, kidesoleval juhul lubatud.

Esimene ja teine veerg on lineaarselt sdltuvad ja nullist erinevad. Jarelikult saame
My, kirja panna siimboolselt kui
o> aff ay
My, =[ap B> Br| (5.16)
ay Py &

kus a, 3, v on suvalised kordajad ja & suvaline nullist erinev kordaja, millele vastab
My, iildkuju (4.11). See tdhendab, et

A3 =By, di=di+0o’-af, ds=d +ay,
de=dr+By-E*, dr=di-af, ds=dr-B*+pBY.
Asendades need Mg,, avaldisse (4.18), saame jdrgneva kuju
| di-oB di+ay dy -di+a(-o+p)
2 (dz+ﬁ(—B £7) d+By-E d —dr—(a-B)(B-7)

Sellest saame jdreldada, et kui rank (Mq,,) = 1 ja @y = 0, peavad maatriksi kdik

(5.17)

). (5.18)

veerud peale viimase koosnema ainult nullidest. See on voimalik, kui kehtivad
seosed dj =d = B = y=¢& =0. Samas on sellel juhul maatriksi My, esimene veerg
ainus nullist erinev. See tdhendab aga, et W3 on keelatud, mis liheb vastuollu

probleemipiistitusega. Jirelikult, praegusel juhul, kui rank (Mg,,) = 1, on @, 0.

Vaatleme olukorda, kus rank (Mg, ) = 2. Sellisel juhul on ®; = 0 ainult siis, kui
M, saab esitada kujul

(5.19)

d]K' d]C dl —d4
de dzC dl —K‘d2+d1(—2+g+1() ’

M‘I’22=0 = (

mis vastab tingimusele (3) ja kus k., { on suvalised nullist erinevad kordajad. Paneme
avaldised vorduma ja analiilisime, kas see on lubatud. Eeldusel, et Mg,, = Ma,,-0,

saame f3, ¥ ja £2 avaldada kui

pohl-©) — _al-1 52:_(4—1)(d2a2+d§(,<_1))

o o o?

(5.20)

ja asendada need avaldisse (5.18), mis annab
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d]K' d]C d] —Otz—dll(
= 5.21
Mo, s - A2 (~1+K) (=24 +K) bl b -do+ dl(a2+d1(—1+;<))(—2+§+1<) ( )

a? a2

Lahutame saadud maatriksi avaldisest (5.19), arvestades seoseid (5.17) ja (5.20).
Tulemuseks on

0 0 0 0

((_1  x) (d2 .\ dlz(_(i;gﬂ()) o o0 (—1+;<)(d2a2;112(—2+§+1<))) (5.22)
Eeldusel, et W3 on lubatud, kuid ®;, on keelatud, peame saama, et see vahe vordub
nulliga. Uks viis, kuidas see saab tdsi olla, on juhul, kui k =1, kuid sellisel juhul ka
B = 0. See annab, et My, teine veerg koosneb ainult nullidest ja iilejaénud veerud
on sOltumatud. Sellel juhul on aga W3 keelatud ehk lahend x =1 ei kuulu meie
uuritavasse olukorda. J&ib iile avaldada o, dy vdi d; eeldusel, et Mg,, = Ma,,-o.
Saame, et

d? -2 Vdr —dr K d? -2
oal=— i(k+¢ ), dy=— o/ dy—drk dy=— i(k+¢ ) (5.23)

d> V- (xk+C-2)’ o?

Ukskaik millise neist me avaldisse (5.21) asendame, saame tulemuseks, et maatriksi

M,, astak vordub iihega, kuid see on vastuolus phieeldusega, et rank (Mg, ) = 2.
Jarelikult e1 leidu kdesoleva W3 # 0 tingimuse puhul selliseid kordajaid, et tingimus

(3) oleks rahuldatud ehk praegusel juhul, kui W3 # 0, saame samuti, et ®,, + 0.

Esimene ja viimane veerg on lineaarselt sOltuvad ja nullist erinevad. Jirelikult saame
My, kirja panna siimboolselt kui
o> o ay
My, =[ap &> Br], (5.24)
ay By 7

kus a, B, v on suvalised kordajad ja & suvaline nullist erinev kordaja. Avaldisele
(5.24) vastab My, iildkuju (4.11). See tidhendab, et

dy=By, di=di+a*-af, ds=d +ay,

5 (5.25)
do=dy+By-v*, di=di-af, dy=dy—&*+Py.
Asendades need Mg,, avaldisse (4.18), saame jdrgneva kuju
dy - d d -d -
Ma, - @ aﬁz L ray | j+a(-o+pB) ) G20
dy+By-8* dr+(B-7)y do -dr-By+a(y-p)+&

Sellest saame jdreldada, et kui rank (Me,,) = 1 ja @, = 0, peavad maatriksi kdik
veerud peale viimase koosnema ainult nullidest. See on voimalik, kui kehtivad seosed

di =dy = =y=¢& =0. Samas on sellel juhul maatriksi My, astak vordne ithega nii,

45



et ainult esimene veerg erineb nullist. See tihendab aga, et W3 on keelatud, mis ldheb
vastuollu probleemipiistitusega. Jarelikult, kdesoleval juhul, kui rank (Mg,,) = 1, on
@5, lubatud.

Vaatleme olukorda, kus rank(/\/lq>22) = 2. Sellisel juhul on ®;, =0 ainult siis, kui
Mg, saab esitada kujul

(5.27)

dixk di¢ d —dy
de' dZC d] —K'd2+d1(—2+c+1€) ,

M‘i’zz:O = (

mis vastab tingimusele (3) ja kus x,{ on suvalised kordajad. Paneme avaldised
vorduma ja analiilisime, kas see on lubatud. Eeldusel, et M,, = Ma,,-0, saame B,
v ja €2 avaldada kui
_d-r) Al (k- (dra?+df (£ -1))
a )

B o ’ o?

(5.28)

ja asendada need avaldisse (5.26), mis annab

M dix d]C d; —(Xz—dlK' (5.29)
@y = 2, _ )
2 drK dg—w dy -—dyx+d(-2+{+x)

o

Lahutame saadud maatriksi avaldisest (5.27), arvestades seoseid (5.25) ja (5.28).
Tulemuseks on

0 0 0O o0
0 (@-n(a+ i) 0 o 430

Eeldusel, et W3 on lubatud, kuid ®,; on keelatud, peame saama, et see vahe
vordub nulliga. Uks viis, kuidas see saab t&si olla, on juhul, kui § =1, kuid
sellisel juhul y = 0. See annab, et My, kolmas veerg koosneb ainult nullidest ja
iilejadnud veerud on sdltumatud. Sellel juhul on aga W53 keelatud ehk lahend § =1 ei
kuulu meie uuritavasse olukorda. Jiib iile vaid avaldada a2, d; voi d, eeldusel, et
Mae,, = Ma,,-0. Saame, et

azz_dlz(’“'—c_z), dy=— ay/dr—dr{ : dz:_m' (5.31)
d> V(E-1)(k+§-2) o

Ukskdik millise neist me avaldisse (5.29) asendame, saame tulemuseks, et maatriksi
M, astak vordub iihega, kuid see on vastuolus pdhieeldusega, et rank (Mg, ) = 2.
Jarelikult ei leidu kdesoleva W3 # 0 tingimuse puhul selliseid kordajaid, et tingimus

(3) oleks rahuldatud ehk praegusel juhul, kui W3 # 0, saame jédreldusena, et ®,; # 0.

Need olid koik juhud, mil W3 # 0 ning igas olukorras nigime, et ®;, on lubatud. Seega olemegi

toestanud, et W3 olemasolust jareldub d,; # 0.
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