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К ШЕСТИДЕСЯТИЛЕТИЮ Я. ГАБОВИЧА 

Доцент Яков Габович родился 30 августа 1914 г. в городе 
Тарту. После окончания в 1932 г. частной гимназии в Таллине, 
он год учился в Электрохимическом институте в Гренобле (во 
Франции), а в 1934 г. поступил в Тартуский университет, вна­
чале на химический, а в 1935 г. на естественно-математический 
факультет. Вынужденный несколько раз прерывать учебу по 
материальным и семейным обстоятельствам, он окончил Тарту­
ский университет экстерном уже после Великой Отечественной 
войны, в 1945 г. Последовали аспирантура при том же универ­
ситете (1946—1949), защита диссертации (1950) и работа на 
кафедре математического анализа (1949—1952). Начиная с 
1952 г. Я. Габович работает на кафедре математики Эстонской 
сельскохозяйственной академии, с 1960 г. в должности доцента 
этой кафедры. 

Научные интересы юбиляра всегда были весьма обширными, 
причем превалировала тяга к теории чисел, которой посвящено 
17 работ из общего числа 52 опубликованных трудов. В 12 ра­
ботах рассматриваются различные вопросы алгебры и анализа. 
Геометрии и астрофизике посвящено по 8 статей. В шести ра­
ботах [17, 28, 35, 38, 40, 47] автор занимается вопросами исто­
рии математики и математической терминологии. 

В довоенных статьях [ 1—8] рассматриваются вопросы тео­
ретической астрофизики. В статьях [ 1—3] речь идет о необхо­
димости учета поглощения света парами окиси титана при вы­
числении физических характеристик звезд типа М. В [4] выво­
дится зависимость между массой и светимрстью для двойных 
звезд. Статьи [5—8] посвящены вопросу о совпадении плоско­
стей орбит в кратных звездных системах. 

Двенадцать работ юбиляра посвящены разным вопросам дио-
фантова анализа. В статье [10] получено общее решение урав­
н е н и я  х 3  +  у 3  =  и 3  - f -  V 3  в  р а ц и о н а л ь н ы х  ч и с л а х  п о л я  К ( е )  =  
= {a-\-be: a,b^ Q, е 2  + е + 1 = 0}. В статье [20] положи­
тельно решена проблема Серпинского о бесконечности числа 
натуральных решений уравнения х 3  + у 3;+ z 3  — t3  = 1. В статье 
[49] доказывается бесконечность числа нетривиальных решений 
каждого из уравнений х 4  у 4  — z2  = 1 и х 4  — у 4  + г 2  = —1. 
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Из других работ по теории чисел укажем на статью [12], в 
которой дан конструктивный алгоритм для разложения в цеп­
ную дробь любого рационального числа чисто кубического поля, 
т. е. числа вида a -f- Ьк" ! з  + ck'-, где k ф п 3  и 'ö.^cgQ. 

Совместно с Л. Кивистиком составлен учебник по теории чи­
сел [43], содержащий, кроме традиционного материала, еще 
две главы, посвященные детальному изучению теории цепных 
дробей, алгебраическим и трансцендентным числам, а также 
аддитивной теории чисел. Учебник содержит разнообразные 
упражнения по всем разделам рассматриваемого материала. 

В публикациях [18, 23, 44, 51] решаются различные задачи 
геометрии тетраэдра, в частности, вычисление объема по данным 
линейным элементам (медианам, бимедианам и т. д.). 

Статьи [14, 21, 26, 34] посвящены вычислительной матема­
тике. В работе [21] дан эффективный метод решения алгебраи­
ческих уравнений, в [34] выведена формула 

приводящая к весьма быстро сходящимся рядам для вычисле­
ния числа л. 

Наконец, отметим две работы по математическому анализу. 
В [24] введена новая постоянная 

через которую выражается весьма большой класс интегралов, 
применяемых в механике (в статье указано 56 таких интегра­
лов). В работе [45] дан общий метод для вычисления целого 
ряда величин и функций, широко применяемых в исчислении 
конечных разностей. В явном виде даны выражения для произ­
водных гамма-функции, чисел Стерлинга, многочленов Бернул-
ли, чисел и многочленов Эйлера и т. д. 

Многосторонность Я. Габовича в научной работе отража­
лась и на его лекциях. Мы, будучи студентами, имели возмож­
ность слушать его интересные лекции по математическому ана­
лизу и теории чисел, переплетенные юмористическими момента­
ми и неожиданными ситуациями. Все это делало его лекции 
захватывающими и надолго запоминающимися. Мы восхища­
лись его умением разъяснять трудный материал доступно шу­
точными выпадами и манерами, чем он прививал нам всем инте­
рес к изучаемому предмету. 

я 11 1 
—=44 arctan —+7 arctan ———12 arctan -—-+24 arctan 
т: О/ OOZ 12943 ' 

о 
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Юбиляр очень любит и хорошо знает художественную лите­
ратуру. Одна его статья [29] даже посвящена истории литера­
туры. Он отличный шахматист, составитель шахматных задач. 
Он неоднократно принимал участие в шахматном первенстве 
городов Европы по переписке. Если мы добавим, что он еще и 
музыкант, компонирующий и хорошо играющий на всех инстру­
ментах, то и тогда мы еще не перечислили всех его умений и 
интересов. 

Вместе со всеми математиками ЭССР поздравляем доцента 
Я. Габовича со знаменательной датой и пожелаем хорошего 
здоровья и дальнейших успехов в его многогранной деятельно­
сти. 

С. Барон, Ю. Каазик, Э. Реймерс 
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СЕМАНТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНЫХ 
ФОРМУЛ 

А. Таутс 

Кафедра математического анализа 

§ 1. Введение 

В данной статье исследуется логика, подобная интуиционист­
ской, только с той разницей, что формулы могут быть бесконеч­
ными. При этом применяют модели, похожие на модели Крипке 
и Бета в [3]. 

В [1] определена обобщенная модель Бета. Она играет роль 
таблиц истинности для бесконечных формул, причем интерпре­
тация берется в псевдобулевых алгебрах. Однако, оказывается, 
что среди достаточно мощных формул существуют такие, кото­
рые тождественно истинны во всех обобщенных моделях Бета, 
но не во всех псевдобулевых алгебрах. Рассмотрим, например, 
формулу 

А Ш С(Х'. V *",HV A S J  V, s 2, (A, s a  

где С — множество мощности континуума, J — множество всех 
счетных подмножеств множества С, а 2 А  — множество функций 
f : А-+ {I, II}. Эта формула не тождественно истинна во всех 
псевдобулевых алгебрах. Контрпримером является, например, 
псевдобулева алгебра всех открытых множеств в пространстве 
функций вещественной переменной в топологии поточечной схо­
димости. 

Но во всех обобщенных моделях Бета эта формула тождест­
венно истинна. Действительно, пусть в некотором аспекте ао 
все дизъюнкции Х\ V X" х  истинны. Пусть | — произвольная 
цепь, содержащая .«о- Тогда для каждого i е С цепь | содержит 
аспект а г  такой, что или Х\, или Х" г, или оба в нем истинны. 
Но так как множество С имеет мощность континуума, то не 
может быть, что для каждого а е | неравенство а г  ̂  а имеет 
место только для конечного числа значений индекса i. Однако, 
если некоторому ае| предшествуют бесконечно много аспек­
тов а г, то существует /4е/, такое, что для каждого i е А в а 
имеет место либо Х г

г, либо Х" г. Но тогда при некотором f е 2 А  

истинно Д s A-Xy( l>. Это доказывает, что в щ истинно 

Vx-/V / ( e.(A,. x  *.«•>)• 
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Теперь поставим себе целью построить модель, в которой 
не было бы тавтологий такого типа. Выше мы видели, что тав­
тология здесь возникает из-за того, что в любой цепи 
проходящей через а 0, должны реализоваться все дизъюнкции, 
имеющие место в а 0- Положение изменилось бы, если для каж­
дой дизъюнкции имелась бы специальная группа цепей. С дру­
гой стороны, если / содержит хотя бы одно конечное множество, 
то формула должна остаться тавтологичной, так как в этом 
случае она тавтологична и во всех псевдобулевых алгебрах. 
Из этого вытекает, что если а 0  ^ то в ai имеют место все 
дизъюнкции, которые имеют место в а 0- Исходя из этих сообра­
жений, мы и определим новую семантическую модель, включая 
в определение и аналог условия, существующего в определении 
обобщенной модели Бета и обеспечивающего равносильность 
одночленной дизъюнкции с ее единственным членом. 

В двух следующих параграфах исследуются некоторые спе­
циальные виды частично упорядоченных множеств, необходимые 
для дальнейших конструкций. 

§ 2. Семантическая структура 

Будем называть семантической структурой структуру, полу­
ченную следующим образом: 

а) Задано некоторое частично упорядоченное множество М, 
элементы которого будем называть аспектами. Если для 
a,ß^M имеет место а <С ß, то будем говорить, что а абстракт­
нее ß, а ß конкретнее а или что ß является конкретизацией а. 

б) Каждому а^М поставлено в соответствие некоторое не­
пустое множество пг а  таким образом, что при а ф ß имеет 
место пг а  П т$ = 0. Элементы любого из множеств т а  будем 
называть направлениями. 

в) Каждому направлению q из множества т а  поставлено в 
соответствие некоторое — может быть, пустое — множество N q  

таких аспектов ß, при которых имеет место а ß, т. е. N q  s 
^ {ß : а <С ß}. Элементы множества N q  будем называть непо­
средственными конкретизациями аспекта а в направлении q, 
хотя мы не требуем, чтобы они действительно непосредственно 
следовали аспекту а - относительно порядка во множестве М. 
Отметим, что при q <= т а  и ретр множества N q  и N p  могут 
пересекаться и даже совпадать. 

Выбором направлений для данной семантической структуры 
будем называть функцию Q, ставящую каждому аспекту а в со­
ответствие некоторое направление из множества т а, т. е. Q(a) е 
е т а  для каждого аспекта а. 
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Если Q есть выбор направлений, то цепью, согласующейся 
с выбором Q, будем называть множество аспектов £<=М, удо­
влетворяющее следующим условиям: 

а) Множество £ является вполне упорядоченным подмноже­
ством множества М. 

б) Если ß непосредственно следует за а во множестве £, то 
ß является непосредственной конкретизацией а в направлении 
Q  ( а ) .  

в) Если ß е £ не имеет во Множестве £. непосредственного 
предшественника, но не является и первым элементом множе­
ства £, то ß = sup {а : а <= £, а <L ß), где sup берется в смысле 
множества Af. 

г) Не существует множества г] <= М, удовлетворяющего тре­
бованиям а), б) и в), такого, что £ = {а : а е ту, « < ß } при 
некотором ß^rj, т. е. такого, что | является начальным отрез­
ком для Г]. 

Тот факт, что цепь £ согласуется с выбором Q, будем обоз­
начать через £ ~ Ü. 

В случае, если выполнены условия а), б) и в), мы будем 
говорить о предцепи, согласованной с Q. 

Мы будем говорить, что множество А ̂  М исчерпывает 
аспект а, если существует такой выбор направленный Q, что для 
любой цепи I, согласующейся с Q и начинающейся с а, выпол­
н е н о  у с л о в и е  ( л ) :  

( л ) :  ц е п ь  £  с о д е р ж и т  т а к о й  а с п е к т  ß ,  ч т о  ß  ̂  у  п р и  н е к о ­
тором у ЕЕ А. 

В этом случае будем говорить, что выбор Q реализует исчер-
паемость аспекта а множеством А. 

Будем называть семантическую структуру правильной, если 
выполнены следующие условия: 

1) Каждое вполне упорядоченное и ограниченное сверху под­
множество множества аспектов М имеет верхнюю грань. 

2) Если для аспектов а и ß имеет место а ̂  ß, то суще­
ствуют выбор направлений Q и цепь £ такие, что £ ~ Q, при­
чем I начинается с а и ß <= £. 

3) Если А = {а}, т. е. А — одноэлементное множество, то 
А исчерпывает только такие аспекты ß, при которых а ̂  ß. 

4) Если а ̂  ß и А исчерпывает а, то А исчерпывает ß. 
В дальнейшем мы будем рассматривать только правильные 

семантические структуры. 
Пусть Q — некоторый выбор направлений в некоторой пра­

вильной семантической структуре. Пусть. |  — предцепь, согла­
сованная с выбором Q. Поставим вопрос: существует ли цепь, 
согласующаяся с Q и являющаяся продолжением для £, т. е. 
такая, что £ является ее начальным отрезком. 

Рассмотрим все предцепи г), согласованные с Q и являющиеся 
продолжением для £. Их можно частично упорядочить так: 
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f}\ < г)2 будет означать, что г] 2  есть продолжение для г]\. Тогда 
условия леммы Цорна будут выполнены и среди множеств rj 
существует максимальное, которое является поэтому цепью. 

Итак, доказана 
Лемма 1. Если Q есть выбор направлений и £ есть предцепь, 

согласованная с Q, то £ можно продолжить до цепи, согласую­
щейся с Q. 

В частном случае, беря в роли £ одноэлементное множество 
{а}, которое, очевидно, всегда является предцепью, получим 

Следствие. Д л я  к а ж д о г о  в ы б о р а  н а п р а в л е н и й  Q  и  а с п е к т а  а  
существует цепь, начинающаяся с а и согласующаяся с Q. 

Из условия 1) определения правильности семантической 
структуры следует, что если цепь не имеет последнего аспекта, 
то она сверху не ограничена. В случае, когда цепь имеет по­
следний аспект ß, то ß не имеет непосредственных конкретиза-
ц и й  в  н а п р а в л е н и и  Q { ß ) .  

Непосредственно ясно, что если и й 2  — выборы направ­
лений и I — такая цепь, что | ~ а для каждого а<= £ имеет 
место Q\(a) = Qi2(a), то £ ~ Q2-

Пусть а — некоторый аспект и Q — некоторый выбор на­
правлений. Рассмотрим все такие цепи £, начинающиеся с а, 
при которых £ ~ Q. Пусть Q\ — такой выбор направлений, что 
для каждого аспекта ß, принадлежащего некоторой из указан­
ных цепей £, имеет место Q(ß)= Q\(ß). Ввиду сказанного выше, 
имеет место £ ~ й\ для всех указанных цепей £. Возникает во­
прос: существует ли еще некоторая цепь г) ~ Q\, начинающаяся 
с а, но не согласующаяся с Q. Если такая цепь г/ существует, 
то для г] и Q не выполнено хоть одно из требований б) и г) из 
определения согласованности, так как только эти требования 
зависят от Q. 

Пусть не выполнено требование-б). Тогда в г] существует 
первый такой аспект ß, которому в г) следует аспект у, не яв­
ляющийся непосредственной конкретизацией аспекта ß в на­
правлении Q(ß). Но тогда часть цепи rj до аспекта ß включи­
тельно является предцепью, согласованной с Q, и по лемме 1 
является начальным отрезком некоторой цепи, согласующейся 
с Q. Поэтому Q(ß) = Q\(ß). Из rj ~ ,Q\ получим, что у есть не­
посредственная конкретизация для ß в направлении Q\{ß), а 
значит, и в направлении Q(ß), что приводит к противоречию. 

В случае, когда не выполнено только требование г), по лем­
ме 1 вся цепь т] является начальным отрезком некоторой цепи, 
согласующейся с Ü. Но в этом случае на rj выборы Ü и Q\ сов­
падают, и, так как rj ~ Q\, то должно иметь место и г] ~ Q, что 
противоречит предположению. Значит, имеет место 

Лемма 2. Множество цепей, начинающихся с а, не изме­
нится, если выбор Q заменить на выбор Q\, совпадающей с Q 
на цепях, начинающихся с а и согласующихся с Q. 
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§ 3. Выбор направлений, стремящийся к множеству 

Пусть А — некоторое множество аспектов в некоторой се­
мантической структуре. Пусть аспект а исчерпывается множе­
ством А. Значит, существует и выбор направлений, реализую­
щий эту исчерпаемость. Если ,«i есть некоторый другой аспект, 
исчерпаемый множеством А, то эту исчерпаемость реализует, 
наверно, некоторый другой выбор направлений. Можно ли найти 
выбор, реализующий обе эти исчерпаемости. Дальше можно 
аналогичным образом поставить вопрос об одновременной реа­
лизуемости любого множества исчерпаемостей. Ключ к решению 
этой проблемы дает нам лемма 2. Из нее следует, что для реа­
лизации исчерпаемости аспекта а важно только поведение вы­
бора на некоторой части семантической структуры. Это ведет 
нас к понятию частичного выбора направлений. 

Определение частичного выбора направлений аналогично 
определению выбора направлений. Разница только в том, что 
частичный выбор Q может быть определен не на множестве всех 
аспектов М, а на некоторой части его. Конечно, каждый частич­
ный выбор можно продолжить до выбора направлений. 

Будем говорить, что частичный выбор Q определяет цепи, 
начинающиеся с «, если для каждого (достаточно, если для не­
которого) выбора направлений £>', являющегося его продолже­
нием, область определения частичного выбора Q содержит все 
цепи, начинающиеся с а и согласующиеся с Q'. Из предыдущего 
следует, что множество цепей, начинающихся с а и согласую­
щихся с продолжением частичного выбора Q, не зависит в этом 
случае от способа продолжения этого частичного выбора. По­
этому, если А есть некоторое множество аспектов и некоторое 
продолжение частичного выбора Q реализует исчерпаемость 
аспекта а множеством А, то все продолжения Q реализуют ее. 
Поэтому о частичном выборе, определяющем цепи, начинаю­
щиеся с а, мы будем говорить, что он реализует исчерпаемость 
аспекта а множеством А, если эту исчерпаемость реализуют 
его продолжения. 

Пусть А есть некоторое множество аспектов в некоторой 
семантической структуре. 

Рассмотрим частичные выборы направлений, имеющие сле­
дующие свойства: 

1) Если некоторый аспект а принадлежит области определе­
ния данного частичного выбора, то этот выбор определяет цепи, 
начинающиеся с а. 

2) Если некоторый аспект а принадлежит области определе­
ния данного частичного выбора и а исчерпается множеством А, 
то данный частичный выбор реализует эту исчерпаемость. 

Множество всех частичных выборов такого рода мы упоря­
дочим так, что за каждым частичным выбором следуют его про­
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должения. Тогда предположения леммы Цорна будут выполнены 
и, следовательно, существует некоторый максимальный выбор Q 
с указанными свойствами. Пусть область определения выбора Q 
будет В. 

Поставим вопрос, может ли множество А исчерпывать неко­
торый а^В. Предположим, что такой а существует. Тогда су­
ществует выбор направлений й и  реализующий эту исчерпае­
мость. Определим частичный выбор Q', областью определения 
В {  которого будет объединение множества В и всех цепей, на­
чинающихся с а и согласующихся с й л. Частичный выбор Q' 
о п р е д е л и м  т а к ,  ч т о  н а  В  о н  с о в п а д а е т  с  Q ,  а  н а  В \ В  с  Q x .  

Проверим выполненность условий 1) и 2) для частичного 
выбора Q'. Если ß е В, то для такого ß условия 1) и 2) выпол­
нены, так как Q' есть продолжение выбора Q. Пусть ß <= В{\В. 
Тогда существует цепь £ с £ ~ Q\, начинающаяся с а и содер­
жащая ß. В этом случае ввиду а ̂  ß аспект ß исчерпывается 
множеством А. Рассмотрим произвольную цепь rj, начинаю­
щуюся с ß и согласующуюся с некоторым продолжением частич­
ного выбора Q'. Различаем два случая: rj либо не пересекается 
с В, либо пересекается с В. 

Рассмотрим первый случай. Если rj не содержится в В\ и у 
есть первый элемент цепи rj, не принадлежащий множеству В и  

то отрезок цепи rj от ß до у включительно можно по лемме 1 
продолжить до цепи, согласующейся с Q\, что противоречит 
определению ВСледовательно, такого у не существует, цепь rj 
целиком содержится в В и  и, значит, условие 1) для такого rj 
выполнено. Кроме того, на rj выбор Q' совпадает с Q\ и поэтому 
?j ~ Q1- Если к началу цепи прибавить отрезок цепи £ от а до ß, 
то полученная цепь г]\ тоже согласуется с Qj. А так как реа­
лизует исчерпаемость аспекта а множеством А, то цепь ць а, 
значит, и 1), содержат аспект у, который следует за некоторым 
элементом множества А. Следовательно, rj удовлетворяет усло­
в и е  { л )  и з  о п р е д е л е н и я  и с ч е р п а е м о с т и  а с п е к т а  ß  м н о ж е с т в о м  А .  

Рассмотрим второй случай. Пусть у есть первый элемент 
цепи rj, принадлежащий множеству В. Тогда часть цепи г п  на­
чинающаяся с у, содержится в В, так как эта часть есть цепь, 
начинающаяся с у ge В и согласующаяся с некоторым продол­
жением частичного выбора Ü. Как и в первом случае цепь г} 
не может до элемента у содержать элемента вне множества В ь  

Значит, условие 1) и теперь выполнено. Кроме того, так как 
а ̂  ß ^ у, то А исчерпает и у, и, так как Ü реализует эту ис­
черпаемость, то часть цепи rj, начинающаяся с у, имеет элемент, 
следующий за некоторым элементом множества А, т. е. и теперь rj 
удовлетворяет условию (л) из определения исчерпаемости аспек­
та ß множеством А. Таким образом, мы видели, что частичный 
в ы б о р  Q '  т о ж е  о б л а д а е т  с в о й с т в а м и  1 )  и  2 ) ,  н о  и з - з а  а ^ В \ В  
выбор Q' является собственным продолжением выбора Q, что 
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противоречит максимальности выбора Q. Следовательно, вне 
множества В не может быть аспектов, исчерпываемых множе­
ством А. Но если вне множества В каждый аспект является не-
исчерпываемым множеством А, то произвольное продолжение 
выбора Q, определенное на множестве всех аспектов, имеет 
свойства 1) и 2). Следовательно, из максимальности выбора Q 
следует, что В совпадает с множеством всех аспектов, т. е. Q 
оказывается не частичным, а просто выбором направлений. 

Таким образом, мы доказали следующую теорему. 
Теорема 1. Д л я  к а ж д о г о  м н о ж е с т в а  а с п е к т о в  А  с у щ е с т в у е т  

выбор направлений, реализующий исчерпаемость множеством А 
всех тех аспектов, которые исчерпываемы множеством А. 

О выборе Q с описанным в теореме 1 свойством мы будем 
говорить, что Q стремится к А, и обозначать это 12=>А. Отме­
тим, что выбор может стремиться к нескольким множествам, 
также и к множеству могут стремиться несколько выборов. 

§ 4. Значения истинности 

Подмножество А множества всех аспектов некоторой семан­
тической структуры будем называть значением истинности, если 
А исчерпывает только (а значит, в точности) те аспекты, кото­
рые принадлежат А. 

Если ве/1, где А — значение истинности, и а ̂  ß, то ß 
исчерпывается множеством А и поэтому ß е А. Следовательно, 
каждое значение истинности имеет т. н. .свойство монотонности: 
вместе с каждым своим элементом оно содержит и все следую­
щие аспекты. 

Пусть а есть некоторый аспект и А  =  { ß :  ß ~ ^ a ) .  Тогда 
множеством А исчерпываются в точности те аспекты, которые 
исчерпываются одноэлементным множеством {«}, а по усло­
вию 3) в определении правильности семантической структуры 
множеством {а} исчерпываются только элементы множества А. 
Значит, А является значением истинности. Но не всякое зна­
чение истинности имеет такой вид. Значениями истинности яв­
ляются, например, и пустое множество и множество всех аспек­
тов. В некоторой семантической структуре, где а ̂  ß равно­
сильно а = ß, значениями истинности являются все подмноже­
ства множества всех аспектов. 

Для каждого подмножества А множества всех аспектов обо­
значим через [Л] множество всех аспектов, исчерпываемых 
множеством А. Непосредственно ясно, что А <=, [А] при каж­
дом А и из А s В вытекает [А] Е [В]. Из-за условия 4) опре­
деления правильности множество [А] имеет свойство монотон­
ности. По определению, А является значением истинности в точ­
ности тогда, когда [А] = А. 
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Исследуем множество [[А]], где А — некоторое множество 
аспектов. Пусть а е [[А]], т. е. а исчерпывается множеством 
[А]. Пусть Q — выбор направлений, реализующий эту исчер­
паемость, а ßo — выбор направлений, стемящийся к А. Пусть 
Q' — выбор направлений, совпадающий с выбором £>0 на мно­
жестве [А] и с выбором Ü на дополнении множества [А]. 
Пусть £ — произвольная цепь, начинающаяся с «а и согласую­
щаяся с Q'. Если предположить, что | не пересекается с [А], 
то на I выборы Q и Q' совпадают и, следовательно, £ ~ Q. Но 
так как Я реализует исчерпаемость аспекта а множеством [А], 
то в этом случае из-за свойства монотонности множества [А] 
цепь I должна пересекаться с [А], что приводит к противоре­
чию. Следовательно, существует первый элемент ß пересечения 
цепи I с множеством [А]. Но часть цепи £, начиная с ß, нахо­
дится целиком в [А] и поэтому на этой части выборы Я' и Яо 
совпадают. Значит, эта часть является цепью, начинающейся 
с ß и согласующейся с Яо- Но так как ß исчерпывается множест­
вом А и Qq => А, то Яо реализует эту исчерпаемость и £ должна 
содержать некоторый аспект у, следующий некоторому элементу 
множества А. Но это значит, что Я' реализует исчерпаемость 
аспекта а множеством А, и, следовательно, ае[А]. Таким 
образом, мы доказали, что [[А]] с [А]. Так как обратное 
включение тривиально, то [[А]] = [А], т. е. имеет место 

Теорема 2. Д л я  в с я к о г о  м н о ж е с т в а  А  м н о ж е с т в о  [А] явля­
ется значением истинности. 

З а м е ч а н и е .  Е с л и  X  е с т ь  н е к о т о р о е  з н а ч е н и е  и с т и н н о с т и ,  
содержащее множество аспектов А, то каждый а е [А] исчер­
пывается также множеством X и поэтому а ЕЕ X. Значит, 
[А] Е X, т. е. [А] есть наименьшее значение истинности, содер­
жащее А. Его будем называть значением истинности, порожден­
ным множеством А. Непосредственно видно, что если А пробе­
гает совокупность всех подмножеств множества всех аспектов 
данной семантической структуры, то [А] пробегает совокуп­
ность всех значений истинности. 

Значения истинности частично упорядочены по включению. 
Обозначим их включение знаком Наибольшее из них — 
множество всех аспектов, а наименьшее — пустое множество. 

Пусть {А г  : i e / }  —  н е к о т о р а я  с о в о к у п н о с т ь  з н а ч е н и й  и с ­
тинности. Пусть А = ПгА г. Исследуем множество [А]. Если 
ее [А], то а исчерпывается множеством А и, следовательно, 
произвольным из множеств А г. Но так как множества А г  — 
значения истинности, то а е А, при каждом i I и, следова­
тельно, «GA, т. е. [А] = А и А является значением истинно­
сти. Значение истинности [\ гА г  обозначается через ДгА г. Оно 
является нижней гранью значений истинности А г, i <= /. 

Через VTA, будем обозначать значение истинности [LKA,]. 
Оно является верхней гранью значений истинности А г, i е I. 
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Пусть А и В — значения истинности. Определим множество 
аспектов А -> В следующим образом: и е А В, если каждый 
аспект ß ^ а, принадлежащий А, принадлежит и В. Проверим, 
является ли А —В значением истинности. 

Пусть некоторый аспект а не принадлежит А->В. Тогда 
существует ß ^ а такой, что ß е А \ В. Может ли множество 
А - у  В  и с ч е р п ы в а т ь  а ?  Е с л и  д а ,  т о  о н о  и с ч е р п ы в а е т  и  ß .  
Пусть Я — выбор направлений, реализующий исчерпаемость 
аспекта ß множеством А—>-В. Так как ß ф В и В — значение 
истинности, то В не исчерпывает ß. Значит, существует цепь 
£ ~ Я, начинающаяся с ß и не пересекающаяся с В. Так как 
ß <= А, то цепь £ целиком содержится в А ввиду свойства моно­
тонности множества А. Поэтому для каждого у <= £ имеет место 
у е А \ В и поэтому у ф. А В. Но в этом случае £ есть цепь, 
начинающаяся с ß, согласующаяся с Ö и не пересекающаяся с 
множеством А В, что противоречит определению выбора Я. 
Следовательно, а не исчерпывается множеством А -> В и послед­
нее является значением истинности. 

Если некоторый аспект а принадлежит множеству 
АД (А -> В), то «еА и aeA->ß, а, так как а ̂  а, то 
«eß. Значит, А Д (А ->• В) ^ В. 

Пусть X — такое значение истинности, что X Д А ^ В. 
Пусть а <= X Если ß ^ а, то ß е X. Если, кроме того, ß е А, 
то уЗ е А" Д А, и, следовательно, ß ^ В. Значит, каждый ß ^ а, 
принадлежащий А, принадлежит и В, т. e.«EA->ß. Таким об­
разом, мы доказали, что X ̂  А —В, т. е. А—^В есть наибольшее 
из таких значений истинности X, при которых I Д А ^ В. 

Из сказанного следует 

Теорема 3. Значения истинности образуют полную псевдо-
булевую алгебру. 

Значения истинности И А и А ч-> В определим также, как 
в [1], стр. 4. 

Рассмотрим семантическую структуру, имеющую такой вы­
бор направлений Я, что каждая цепь, согласующаяся с Я, 
оканчивается аспектом, не имеющим других конкретизации 
кроме самого себя. Пусть А — произвольное значение истин­
ности данной семантической структуры. Если а — произволь­
ный аспект, то образуем все цепи, начинающиеся с а и согла­
сующиеся с Я. Концевой аспект каждого из этих цепей принад­
лежит или А, или ПА, значит, принадлежит А \/ ~\ А. Следо­
вательно, А V "1 А исчерпывает а и поэтому « е А \/ П А. 
Итак, А\/ ~\ А есть множество всех аспектов, т. е. наибольшее 
значение истинности. Из этого следует, что значения истинно­
сти такой семантической структуры образуют булевую алгебру. 
В частном случае это имеет место для любой конечной семан­
тической структуры. 
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§ 5. Интерпретирование формул 

Понятия сигнатуры, типа и формулы определяются как в 
[2]. Понятие семантической модели, обобщающее понятие обоб­
щенной модели Бета из [1], тем более модели Бета из [3], оп­
ределяется следующим образом: 

1) Задана правильная семантическая структура М. 
2) Для каждого аспекта а из М и типа а" задан класс 

О(а, а"), элементы которого будем называть объектами. При 
этом требуется, что если при некотором объекте а и типе а" 
множество таких аспектов ß, при которых ЙЁО^.Й"), исчер­
пает аспект а, то aeO(ß, а"). 

3) Если тип а" имеет вид (а'\ : i щ I) и аеО(а, а"), т о  
о б ъ е к т у  а  и  а с п е к т у  а  п о с т а в л е н  в  с о о т в е т с т в и е  к л а с с  Т ( а ,  а )  
с е м е й с т в  в и д а  ( a l :  i  е  I ) ,  г д е  a ,  g  0 ( « >  а " г )  п р и  к а ж д о м  i  е  I .  
При этом требуется, что если при некотором объекте а и се­
мействе (а г  : I <= I) множество таких аспектов ß, при которых 
( а г :  i ^ I ) < = J ( ß , a ) ,  и с ч е р п ы в а е т  а с п е к т  а ,  т о  ( й г и е / ) е  
< =  Т ( а ,  а ) .  

4) Пусть тип а" имеет вид (а" г  : i е /), а О ( а ,  а " ) , а се­
мейства объектов (а г  : i е I) и (Ь г  : i ̂  I) такие, что 

а) при каждом (е / имеют место о г  е О(«, а" г) и Ь г  е 
еО(«, ß'\); 

б) если а" г  — элементарный тип, то а г  — 6,; 
в) если а Л /

г  неэлементарный тип, то Т( ß ,  а г )  =  Т( ß ,  Ь г )  при 
всех ß а. 

Требуется, чтобы в этих условиях принадлежности 
(ßi:{e/)e Т.(«, а) и (& г  : t е /) е Т (а, а) были бы равносиль­
ными. 

Грубо говоря, О (се, а") есть класс объектов типа а", сущест­
вующих в аспекте a, a Т(а, а) есть область истинности преди­
ката а в аспекте а. 

Из данного определения следует, что для каждого объекта а 
множество таких аспектов а, при которых а е О (а, а"), есть 
значение истинности, что вытекает из пункта 2) определения 
модели. Это значение истинности будем называть значением 
истинности существования объекта а и его обозначим через а*. 
Аналогично для объекта а и семейства объектов (а г  : ( е I) бу­
дет по пункту 3) этого определения значением истинности мно­
жество таких аспектов а, при которых (ö, : i g /) е Т{а, а). Это 
значение истинности будем называть значением истинности от­
ношения а(а г  и обозначать а(а г  : г <= /)*. При этом имеет 
место неравенство а(а г  : t е />* < а* Д (Д га* г). Наконец, имеет 
место 

Л 1 е ГЛ < ж, : v e, > (аг {Х\ : V Е /,)* -«-> Ь г  (Х\ : V ЕЕ /г)* ) < 

(Ö,: ( е /)*-++a(b t: <е /}*, 
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где /' есть множество тех i е I, при которых а'\ есть неэле­
ментарный тип, а 

^ <х' :ve/ > 
V г 

есть конъюнкция по всевозможным семействам объектов, при 
которых типом семейства будет а" г. 

Как и в [2], определим интерпретацию как отображение 
класса констант в класс объектов, ставящее каждой константе 
а' типа а" в соответствие некоторый. объект а = <р(а') такой, 
что а Е О (а, а") при всех аспектах а. 

Теперь определим О-исчисление в данной семантической мо­
дели таким образом, что для каждого аспекта а и каждой ин­
терпретации <р указывается класс высказываний ранга 0, кото­
рый мы будем обозначать через Ао(<р,а). Принадлежность вы­
сказывания 91 к Ао(ср,а) определяется индуктивно, предполагая, 
что для более простых высказываний эта принадлежность для 
всех >ср и а уже определена. Грубо говоря, Ао {<р,а) есть класс 
высказываний, истинных в а при интерпретации <р. 

Дадим индуктивное определение, соответствующее опреде­
лению формулы из [2], состоящее из следующих семи этапов: 

1) Р ( )  е А 0(<р,а) в точности тогда, когда () е Т( а ,  < р ( Р ) ) .  
2) Д г2( г  е А 0(ф, а) в точности тогда, когда для каждого l 

и м е е т  м е с т о  2 ( г  е  А о { < р ,  а ) .  
3) \/г^г е А 0(<ср, а) в точности тогда, когда а исчерпывается 

множеством таких аспектов в, при которых существует такой t, 
что 2( г  е A 0(<p,ß). 

4) е Ao(f, а) в точности тогда, когда для каждого 
ß ^  а ,  п р и  к о т о р о м  2 1  е  A 0 { ' ( p , ß ) ,  и м е е т  м е с т о  S 3  е  А 0 ( ( р ,  ß ) .  

5) ~~Ж е А 0 ( ( р ,  а )  в точности тогда, когда 2 С Аo ( c p , ß )  при 
всех ß а. 

6) V(x' t: t Ao(^,ß) . в точности тогда, когда 
2l z  <= Ао((р', ß) при каждом ß ^ а и при всех продолжениях <р' 
интерпретации <р, где 2Г получается из Ж заменой перемен­
ных х\ на константы а\ соответствующих типов, не содержа­
щихся в 2[, а <р' есть произвольное такое продолжение интер­
претации <р, что <ср'(а'г) <= 0(ß, х"г). Здесь х" г  есть тип пере­
менной х\, а <р' рассматривается интерпретацией в модели, по­
лучаемой сужением аспектом ß (см. [2]). 

7) Э(лг' г  : с е /)2( Е А 0  (<р, а) в точности тогда, когда а исчер­
пывается множеством таких аспектов ß, при которых сущест­
в у е т  т а к о е  п р о д о л ж е н и е  < р '  и н т е р п р е т а ц и и  с р ,  ч т о  2 Г  е  A o ( c p \  ß ) .  
Здесь W и <р' понимаются так, как в предыдущем случае. 

Семантическая модель называется 0-нормальной, если для 
каждой формулы 2t типа а" и ранга 0 и для каждого семейства 
объектов, типы а" г  которых соответствуют типам констант фор­
мулы 9Г, существует объект а = <р(2() со следующими свойст­
вами: 
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1. объект а имеет тип а"\ 
2. объект а  принадлежит классам О ( а ,  а " )  при всех 

таких а, при которых объекты указанного семейства принадле­
ж а т  с о о т в е т с т в у ю щ и м  к л а с с а м  О  ( а ,  а " х ) ;  

3. Объект а таков, что 51' е Ао{<р',а) в точности тогда, 
когда семейство значений tp' на прибавленных в W константах 
п р и н а д л е ж и т  Т  ( а ,  а ) .  

Здесь опять %' получается из 9С заменой свободных перемен­
ных на константы, а ср г  есть продолжение интерпретации <р, рас­
сматриваемое как интерпретация в модели, суженной аспек­
том а, где *р есть интерпретация, ставящая константам фор­
мулы Ж в соотвествие объекты указанного семейства. 

Далее для О-нормальных моделей определяется 1 -исчисление, 
указывающее для каждого аспекта а и каждой интерпретации 
<р класс А] (<р, а), состоящий из высказываний ранга 0 и 1. 
Определение 1-исчисления аналогично определению 0-исчисле-
ния; единственной разницей является определение отношения 
Р(а\ : I ^ I) <= А{(<р, а), заменяющее пункт 1 и являющееся 
обобщением последнего: если а г,  £ е/, — термы ранга 0, то 
Р{а' г  : i е /) е Aj (<р, а) в точности тогда, когда (а г  : i е /) е 
ЕТ (а, <р(Р))] здесь а, = <р(а\), если а\ — терм элементарного 
типа, а если а\ = d(x'\ : v е / г)3З г, то в качестве а г  надо взять 
объект ф(^ г) в смысле определения О-нормальности. 

Пусть для всех //<</* определены понятия //-исчисления и //-
н о р м а л ь н о с т и .  Т о г д а  / ^ - и с ч и с л е н и е ,  у к а з ы в а ю щ е е  к л а с с ы  А ^ ( < р ,  а ) ,  
определяется аналогично 1-исчислению, только отношение 
Р(а' г: I е /) е A ß{(p, а) определяется здесь для случая, когда 
рангы термов а\, l е I, меньше //; определение этого отноше­
ния отличается от соответствующего определения для 1-исчис­
ления только тем, что объекты а г  = <р(5& г) для неэлементарных 
термов а' г  выбираются соответственно /г г-нормальности, где 
jii С jj, есть ранг терма а\. Понятие /г-нормальности определя­
ется аналогично понятию О-нормальности, применяя Ац(<р', а) 
в м е с т о  А о  { ( р ' ,  а ) .  

Семантическая модель, являющаяся /(-нормальной при всех 
ординалах pi, называется нормальной. Для нормальной модели 
при любом аспекте а и любой интерпретации <р существуют все 
классы Ац(<р,а), отличающиеся друг от друга при увеличении р 
только тем, что добавляются высказывания высших рангов. Те­
перь определим для нормальной модели исчисление, указываю­
щее для каждого аспекта а и каждой интерпретации <р класс 
А {ср, а), являющийся объединением классов А ц(<р, а) по всем 
ординалам р. 

Для каждого высказывания 91 и каждой интерпретации ср, 
как и в [2], доказывается, что множество тех аспектов а, при 
которых 2Г е А {ср, а), является значением истинности. Имеют 
место аналоги свойств 2)—7), приведенных на стр. 18 из [2]. 
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SEMANTILINE MUDEL LÕPMATUTE VALEMITE JAOKS 

A,  Tauts  

R e s ü m e e  

Artiklis esitatakse mudel, millel on Kripke ja Bethi mudelitega võrreldes 
mõningaid paremusi lõpmatute valemite interpreteerimisel. Antud mudel on 
Bethi mudeli modifikatsioon, olles viimasest mõnevõrra keerulisem. Iga selline 
mudel määrab analoogiliselt Bethi mudeliga pseudo-Boole'i algebra. Analoogi­
liselt artiklis [2] antuga defineeritakse siin valemite interpretatsioon. 

DAS SEMANTISCHE MODELL FÜR UNENDLICHE FORMELN 

A. Tauts  

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In dem Artikel wird ein Modell dargelegt, das im Vergleich mit dem 
Kripke-Modell und mit dem Beth-Modell den Vorzug hat, daß es in 
Beziehung auf unendliche Formeln den pseudo-Booleschen Algebren näher 
steht als die obengenannten Modelle. Dieses Modell ist eine Modifikation von 
dem Beth-Modell, wobei es etwas komplizierter ist als das Letztgenannte. 
Jedes solche Modell bestimmt analogisch dean Beth-Modell eine pseudo-
Boolesche Algebra. Ebenso wie in dem Artikel [21 definiert man die Inter­
pretation von Formeln. 
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ЧАСТНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ x 2  + z/ 2  + z 2  = t 2  

Я. Габович 

Эстонская сельскохозяйственная академия 

1. Диофантово уравнение 

jfi+tfi+z*=P (1) 

издавна привлекало внимание математиков в связи с его мно­
гочисленными приложениями (параллелепипеды с рациональ­
ными ребрами и диагональю; целочисленные точки на сфере; 
векторы, длина и координаты которых рациональны, и т. д.). 
Простой метод последовательного получения всех решений в 
натуральных числах уравнения (1) дан в книге В. Серпинского 
[3]. Табулированием основных решений уравнения (1) (т. е. 
решений во взаимно простых натуральных числах) занимались 
Ф. Штейгер [6] при t < 100 и Ф. Микса [5] при t ̂  207. 

В настоящей статье устанавливается связь между уравне­
нием (1) и диофантовым уравнением 

arctan— = arctan——[-arctan — , (2) 
s v w 

где а — заданное натуральное число, причем каждому решению 
в натуральных числах s, v, w уравнения (2) соответствуют не­
которые решения уравнения (1). Решения уравнения (2) в свою 
очередь оказываются тесно связанными с числами Фибоначчи 
и с подходящими дробями разложения в правильную цепную 
дробь числа 2 l / z. Таким образом, удается установить некоторые 
частные решения уравнения (1), зависящие от вышеназванных 
числовых последовательностей. 

2. Известно, что в любом основном решении уравнения (1) 
одно из чисел х, у, z нечетно, остальные два четны. Следова­
тельно, t нечетно, и поэтому число х — у — z-\-t будет всегда 
четным. Введем обозначение 

х — у — z-\-t=2a, 
откуда 

t — y-\-z — x-j-2 а. (3) 
Пусть 

x=s-j~a, y—v — a, z = w — а .  (4) 
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Из (1), (3) и (4) следует, что 

(s-|-a) 2-j- (v — ß)2-f (w — a)2= (u-f-w — s — a)2. (5) 

После упрощений это уравнение принимает вид 
s(v-\-w)=vw— а 2 .  (6) 

В силу натуральности чисел s, и, w левая (а значит и пра­
вая) часть равенства (6) положительна, откуда следует, что 

При выполнении этого неравенства из (2) получаем 
a , a(v-\-w) 

arctan —= arctan — • 
s vw — a-

Отсюда опять приходим к уравнению (6), и тем самым искомая 
связь между уравнениями (1) и (2) установлена. 

Если вместо (3) и (4) принять 

x=s — a, y=v-\-a, z = w-j-a, t = y+z — х — 2а, (8) 
то дальнейшие рассуждения, включая неравенство (7), оста­
ются прежними, и мы приходим к тождеству 

(s — а) 2+(и+а) 2+ (ш+а) 2= ( v + w  —  s+a)2. (9) 
Таким образом, каждому решению (s, v, w) уравнения (2) 

соответствует два решения уравнения (1), выражаемые тож­
дествами (5) и (9). Эти тождества можно объединить в одно: 

(s+a) 2-}- (i>+a) 2-|- (ку+а) 2= (v-\-w — s+a)2. (10) 

3. В статье [2] рассматривалось диофантово уравнение 

arctan—=arctan——(-arctan — , (11) 
s v w 

т. е. уравнение (2) при а = 1, причем были получены различ­
ные последовательности частных решений этого уравнения. 
Каждое из этих решений, как было выяснено в предыдущем 
пункте, приводит к двум решениям уравнения (1). 

Т а б л и ц а  1  

х 

Щп + 1 
и 2 п  — 1 

3 Ы'2 л Но и — 1 
3 U'2n U-2 п + 1 
9 ы 47! + 5 
9 liin + 3 
9 LI 4 п—2 3 
9 U 4 п — 2 — 5 

У 

Ч'2п + \ — 1 
Ы2п + 1 + 1 

3 и 22п — 1 
3 ы 22 п +1 + 1 
9 «471 + 1 + 1 1 
9 1Ц п ц _ | - 13 
9 п —-1 13 
9 и А п-\ — 11 

Z 

«2n+2 + 1 
3 U,2nU2n + \ 
3 U2n + \U2n+2 
9 Ы4 п +2 '— 5 
9 W4 п +2 3 
9 liin + 3 
9 1/4 п + 5 

t 

2^2 n + l — 1 
2u2n + \ + 1 
6 U?2n + 1 
6u ß2n + l •— 1 

18 U4 п  +1 + 3 
18^4 n + i + 5 
1 Su 4 yi — 1 -— 5 
18«4 n—1" 3 
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В таблице 1 даны некоторые наиболее интересные решения 
уравнения (1), выведенные из теорем 1, 2 и 4 статьи [2] и свя­
занные с числами Фибоначчи 

«о=0, wi=l, u h + l  = u h-\-u k-i 

При выводе данных этой таблицы мы, кроме преобразова­
ний (3), (4) и (8), использовали некоторые известные свойства 
чисел Фибоначчи (см. [1] или [2]). 

Полиномиального типа решения уравнения (1) можно по­
лучить, исходя из теоремы 5 статьи [2]. Некоторые из этих ре­
шений приведены в таблице 2. 

Т а б л и ц а  2  

X 
У 

2 t 

л 2  + Л 2п 2  + л + 3 2/1 2  + 3/1 + 4 3 п 2  + 3/1 + 5 
п 2  4- / 1 + 2  2/г 2  + п + 1 2/г 2  + 3/1 + 2 Зл 2  + Зл + 3 
2п 2  + 3/1 + 2 3/г 2  + 5/1 + 6 6/г 2  + 7/1 + 9 7л 2  + 9л + 11 
2п 2  4- 3/1 + 4 3/г 2  + 5п + 4 б/г 2  + 7/г + 7 7/г 2  + 9/1+9 
6л 2  — 7/г + 7 10п 2  + 11л + 14 15 л 2  + 19/1 + 22 19л 2  + 23 л + 27 
6/г 2  + 7 п +• 9 1 О/г 2  + Ид + 12 15п 2+ 19/1 + 20 19л 2  + 23 п + 25 
15/г 2  + 19/1 + 20 24 л 2+ 31/1+ 35 40л 2  + 49/г + 56 49л 2  + 61л+ 69 
15л 2  + 19/г + 22 24/1 2  + 31/1 + 33 40л 2  + 49л + 54 49л 2+ 61/1 + 67 

Каждое из решений этой таблицы можёт быть путем замены 
п — ajb обобщено на двупараметрическое решение уравнения 
(1). Так, например, из третьего решения таблицы 2 указанным 
путем получаем 

(2аЧ-ЗаЬ+2& 2) 2+ (3« 2+5ab+6b 2) 2+ (6а2+7«Ь+962) 2= 
= (7а 2+9а&+ lib 2) 2. 

Наконец, отметим решения уравнения (1), связанные с чис­
лителями P k  и знаменителями Q k  подходящих дробей разложе­
ния 2 1 /= в правильную цепную дробь. Последовательности Рь. и Q?, 
определяются, как известно, следующим образом (k ̂  1): 

Р о = 1, Pi =3, P k + i=2Ph-\-Ph-i, 
Qo= 1, Qi=2, Qh+i=2Qk+Qk-\. 

Из (10) и теоремы 9 статьи [4] легко вывести тождества 

{Р2пi 1) 2+ (Qan+i+1) 2+ {Р2п+1+l) 2^ (Qan+a РгпН-1 ) 2-

4. Перейдем к рассмотрению случая а = 2, т. е. к вопросу 
о решениях диофантова уравнения » 

2 2 2 
arctan—= arctan —+arctan—, (12) 

s V w 
равносильного, как мы видели, уравнению 

s ( v + w ) = v w  — 4. (13) 
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Можно установить шесть последовательностей решений урав­
нения (12); все они собраны нами в таблице 3. Для доказа­
тельства достаточно подставить данные этой таблицы в (13) и 
воспользоваться в первых трех случаях формулой Бинэ (см. 
[2], формула (21)), а в остальных случаях формулами (40) 
статьи [2]. 

Т а б л и ц а  3  

s V w 

1^2 n 2ü 2 n — \  2«2n+2 
2 Man—2 «2 71 2«2n + l 

«2 71—2-f"u2 n  2«2 n 2«2n—14-2^2n+1 

0l2n 2Р2П-1 2P 2*+I 

2Q 2 n-\ Q271 2Q2n+i 
P 2 n H -  Q 2 7i +1 2Q271+1 2P 2n +2~f~ 2Q271 

Каждому решению таблицы 3 соответствует, как мы уже 
знаем, два решения уравнения (1). Таким образом, мы полу­
чаем двенадцать последовательностей частных решений урав­
нения (1), данных в таблице 4. 

Т а б л и ц а  4  

X У z t 

«2TI +2 2 и 2 n—i —1— 2 2«2n+2+2 «2 n +зЧ~ 2«2 7г -1 + 2 
2ü2n -2+2 «2 71 + 2 2«гтг + 1+2 «2 71+3—2«2ra-2 + 2 

«2n-2 + U27i+2 2«27iH-2 2«2n — 1 H_2«2TI+ 1+2 3«2n-l+2«2n+l + 2 
Q2n±2 2Ргтг-1+2 2P 2n+\-$-2 7Q 2n+2 

2Q2n-i+2 Q271 +2 2Q2n+i+2 5Q271+2 
P2 n -f- Q2 n +1 zt 2 2Q 2n+i+2 2P 2 71 +2"f'2Q2 77 +2 Ргп+з—Q211-1+2 

5. Для получения дальнейших результатов воспользуемся 
следующим, доказанным Каталаном [4], свойством чисел Фибо-

«m—ft«m+ft—«m (' Т ) , n  

Если здесь принять т = k + 2п—1, то получим 

u-2n-iu2k+2n-i = uh jruh+2n-l- (14) 

Рассмотрим диофантово уравнение 
I «ft I «ft I , «ft 

arctan—=arctan -arctan— , 
S V w 

т. е. уравнение (2) при a = «/{. Докажем, что оно имеет решение 
S =  «ft+2n—l> 

«2n—l -r«ft+2n—1, (15) 

W = Mfo+2n-H-«2ft+2n-i. 



Действительно, из этих равенств следует", что 
U'Zn—l = = V S, «2ft+2n—1== ДО ' S. 

Подставляя в (14), получаем 
(v — s) (до — s) =a2 j

rs2  

или 
s ( u - f - ^ )  = v w  —  а 2 ,  

т. е. уравнение (6), равносильное уравнению (2). 
Равенства (10) и (15) приводят к следующим любопытным 

тождествам: 

(«/{+2tt-l + «ft) 2-[- («2n-i + Wfc+2n-i-t- Uh) 2+ 
+ («fe+2n-l_r«2k+2n—1+Mft) Zz=z 

= (M2n-l+Mft+2n-l-rM2h+2n-l=FM/{) 2. 

Особое внимание заслуживает случай k = 4. В этом случае 
а = 3, т. е. имеем уравнение 

arctan — = arctan ™-j-arctan — 
S V до 

с решением 
S = U-2n+3, У «2n—i~Ь «2п+3, ДО = «2п+3~1~^2я+7. 

Этому решению легко придать вид 
S = «2)1+3, У = ЗМ2п+1, ДО = 3^2,1+5 (16) 

что, кстати, приводит к тождеству 

arccot M27i+i+arccot и 2 п+5=arccot , 

Из (10) и (16) получаем следующие решения уравнения (1): 

(Ы2п+3=ЬЗ) 2-|- (ЗЫ2п+1+3) 2-|- (3м2п+5н~3) 2— (8«2n+3~f~3) ". 

6. В заключение рассмотрим некоторые конечные и бес­
конечные ряды арккотангенсов, связанные с решениями урав­
нения (2). Вопрос о суммировании таких рядов был подробно 
разобран в статье [2], к которой и отсылаем читателя. 

Поэтому ограничимся лишь приведением окончательных ре­
зультатов: 

(— l) f t _ 1  arccot «2/4+1 = arccot 3 — (—l)n  arccot(И2п+1+"2п+з), 
/<=1 
n  Q 2 k  

arccot——= arccot 2 — arccot Q 2n+i, 
Ä = i 

71 0?b 
( — 1 ) a r c c o t  — —  =  a r c c o t  3  —  ( — l ) n  a r c c o t  P 2n+i, 

ft=i 

^ ЫкЬ—\ Jt 
(—l) f e _ 1  arccot—-—=— (—l)n  arccot и 4 n+i, 

h=1 



JE (—l) k  
1  arccot ^+ 1  = arccot 2 — (—1)" arccot « 4 п+з, 

k=i ° 

arccot «2h+i = arccot 3, 
k—i 

jt arccot arccot 2, 
ft=l 

oo Л 
(—l)' i _ 1  arccot—~= arccot 3, 

k=i 

jž (—1) , i _ 1  arccot , 
/i=l 

(—l)'1™1  arccot i^±i— arccot 2, 
/1=1 

arccot «4ft-i = 0,5 arccot 0,5, 
/1=1 

arccot «4/t+i = 0,5 arccot 2, 
/1=1 

JvJ arccot —^-=0,5 arccot 7, 
k=i 2  

 ̂ , Q4/1-2 л 
ž arccot . 
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D10FANTILISE VÕRRANDI x 2  + y2  -h z 2  == t2  ERILAHENDID 

J.  Gabovitš 

R e s ü m e e  

Käsitletakse diofantilisi võrrandeid (1) ja (2). Leitakse erilahendeid, mis 
sõltuvad Fibonacci arvudest ning arvu 21/2  ahelmurruks arenduse lähismurdu-
dest. Saadud lahendid viivad mõningate lõplike ja lõpmatute arkuskootangens-
ridade summeerimisele. 

PARTIELLE LÖSUNGEN DER GLEICHUNG x2  -|- y2 + z2  = t2 

J.  Gabovitsch 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Es werden verschiedene partielle Lösungsfolgen der unbestimmten Glei­
chungen (1) und (2) ermittelt, die zu interessanten endlichen und unendlichen 
Arkuskotangensreihen führen. 

26 



ЗАМЕТКИ О РЕДУКТИВНЫХ ПАРАХ 

А. Фляйшер 

Кафедра алгебры и геометрии 

1 .  В в е д е н и е .  П у с т ь  G — связная группа Ли с алгеброй 
Ли g и Я — замкнутая подгруппа в ней с подалгеброй Ли h. 
Однородное пространство М == G/H называется редуктивным 
[5, 8], если в g существует подпространство га такое, что выпол­
няются условия 

1) g=h-i-m, т.е. g = h-\-m и h ( ] m  =  О, 
2) ad (Я)mci га. 

Условие 2) влечет 
2 ' )  [ h ,  m ] a  m  

и, обратно, если Н связна, то 2') влечет 2). 
Пара ( g ,  h )  называется редуктивной парой [9], если в алгеб­

ре g существует такое подпространство га, что удовлетворяются 
условия 1) и 2'). Известно, что пара (g, h) является редуктив­
ной, например, всегда, когда h компактна или полупроста [8]. 

В настоящей работе исследуются некоторые вопросы, свя­
занные с редуктивными парами. Относительно двух редуктивных 
пар (g, h) и (g, hi), где hi — подалгебра в h, показано, что 
пара (g, hi) редуктивна тогда и только тогда, когда редуктивна 
пара (h,hi). Выясняется соотношение понятий неприводимости 
пары (g, h) и максимальности подалгебры h. Оказывается, что 
из неприводимости пары (g,h) следует максимальность h. В тер­
минах структуры общей тройной системы Ли, естественно воз­
никающей на подпространстве га, вводятся и исследуются под­
пары редуктивной пары. 

2 .  О  з а м е н а х  в  р е д у к т и в н ы х  п а р а х .  
Лемма 1. П у с т ь  { g , h x )  —  р е д у к т и в н а я  п а р а  u h  —  т а к а я  

подалгебра в g, что hi a h cz g. Тогда пара (h, hi) является ре­
дуктивной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  g  —  h i  4- Е  и [ h i ,  Е ]  cz Е .  Так 
как hi cz h, то h (~| E Ф 0. Заметим, что h\ [)(h f] E) = 0, так как 
hi П E = 0. Далее, для любых подпространств U, V и W некото­
рого векторного пространства справедливо равенство 

U [ \ { U [ \ V + W )  =  U [ \ V + U [ \ W .  
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Следовательно, 
h = =  h f] g = h П {hi-\-E) = h [}(h f) h\-\-E) = h f] hi-\-h f) E = hi-\-h f] E. 
Включение [hi, h f) E] cz [h, h\] П [hi, E] cz h П E указывает на 
редуктивность пары (h, hi) с разложением h — h {  -j- h fj E. 

Теорема 1. Пусть (g,h) — редуктивная пара и hi — под­
алгебра в h. Тогда пара (g, hi) является редуктивной тогда и 
только тогда, когда редуктивна пара (h, hi). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  с л е д у е т  н е п о ­
средственно из леммы 1. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  (g, h) и (h, hi) :— редуктивные 
пары. Тогда g = h 4- tn и h = hi -j- К, откуда следует g = 
= hi 4- К 4- tn. В силу включений [h u  К m] cz 
cz [hi, К] 4- [flu m] cz К 4- tn пара (g, hi) является редуктивной. 

Редуктивная пара (g, h) с фиксированным разложением 
g — h 4- m называется: 

1) симметрической, если [tfi, tn] cz h (тогда универсальное 
накрывающее многообразие пространства GJH является симмет­
рическим однородным пространством); 

2) групповой [3], если [m,m] cz m (тогда универсальная на­
крывающая группа для G является полупрямым произведением 
Н*М подгруппы Н и нормального делителя М, а универсальное 
накрывающее многообразие пространства GJH — многообразием 
группы М). 

Из теоремы 1 вытекает 
Следствие. Если (g, h) —- групповая пара и hi — подалгебра 

в h, то пара (g, hi) является групповой тогда и только тогда, 
к о г д а  та к о в о й  я в л я ет с я  п а р а  ( h ,  h i ) .  

Действительно, это следует из включений 

[h Г) Е, h П E]cz h f] Е и [/(4-m, K-j-m]cz K-i-m. 

Редуктивная пара (g, h) с фиксированным разложением 
g — h 4- tn называется приводимой [8], если m содержит соб­
ственное ad/г-инвариантное подпространство; она называется 
неприводимой, если ad/t-инвариантны только m и 0. 

Теорема 3. Пусть (g, hi) — редуктивная пара. Если в g 
сущест в у ет  так а я  п о д а л г е б р а  h ,  чт о  h  z d  h {  и  h  Ф  h u  то  ( g ,  h i )  
является приводимой редуктивной парой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  у с л о в и ю  т е о р е м ы  g = hi 4- Е и 
[hi,E]czE. По лемме 1 пара (h, hi) также редуктивна -с раз­
л ож ени ем  / г  =  h i  4 -  h ( ] E .  Но  т о г д а  K  —  h [ \ E  я в л я е т с я  a d  h r  

инвариантным подпространством в Е и теорема доказана. 
Следствие. Если редуктивная пара (g,h) неприводима, то 

подалгебра h максимальна. 
Это следствие устанавливает связь между исследованиями 

неприводимых редуктивных пар в [4, 12] и пар с максималь­
ными h в [2]. Ниже будут даны некоторые дальнейшие резуль­
таты о неприводимых редуктивных парах. 
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3 .  Н е п р и в о д и м о с т ь  п а р ы  и  м а к с и м а л ь н о с т ь  
стационарной подалгебры. Будем отмечать проекцию 
вектора или подпространства из алгебры g на h (соответствен­
но т) индексом h (соответственно /и); так, например, для лю­
бого X е g справедливо разложение X = Хп + Хт-

Пусть ( g ,  h )  — редуктивная пара с фиксированным разло­
жением g = h -j- т. Тогда мы можем превратить т в неассоциа-
тивную алгебру. Именно, для X,Y е т определим умножение 
X-Y в т следующим образом: 

X -Y= [ X ,  Y ] m .  
Алгебра т была впервые рассмотрена А. Сэйглом в работах 
[9-11]. 

Из тождеств алгебры Ли g следуют равенства: 
1 )  X - Y=  —  Y - X -
2) [ X ,  Y ] h  =  - [ Y , X ] h -
3) [[X,y] l l,Z] = [[X,Z], У]»+[Х,[У,2]„]; 
4) [ X - Y , Z ]  =  [X , Z ]  Y+X - [ Y , Z ] ,  

где X , Y ^m  и Z<=h. Из равенства 4), в частности, следует, 
что отображение 

ad mZ : т-угп, X-*~[X,Z] для lern, Z  <=  h  
является дифференцированием алгебры т. 

Подалгеброй (соответственно идеалом) алгебры т называ­
ется такое подпространство пат, что n-nczn (соответственно 
п-тап). Алгебра т называется простой, если tn 2  Ф 0 и m не 
содержит собственных идеалов. 

Теорема 4. Пусть (g, h) — редуктивная пара с фиксирован­
ным разложением g = h -f- m. Если она неприводима, то h — 
максимальная подалгебра в g. Обратно, если h — максималь­
ная подалгебра в g и из sidh-инвариантности подпространства 
п в m следует, что п — подалгебра в т, то пара (g, h) непри­
водима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П е р в о е  у т в е р ж д е н и е  с о в п а д а е т  с о  
следствием из теоремы 3. Второе утверждение легко доказать 
непосредственно. Пусть пара (g, h) приводима с инвариантным 
подпространством п а т. В силу включений 

[ h , h ] a h ,  [ h ,  п ] а  п ,  [ п ,  п ]—п - п - \ - [ п ,  n ] h  a  n- \ - h ,  ( 1 )  
подпространство h* = h 4- п является подалгеброй в g, строго 
содержащей h, что противоречит максимальности h. 

Следствие. В случае приводимой редуктивной пары (g, h) с 
максимальной h ни одно из собственных adh-инвариантных под­
пространств в m не может являться подалгеброй в т. 

Лемма 2 (см. [9]). Пусть Й — неассоциативная алгебра та­
кая, что ф 0. Если Ü содержит собственный идеал, то Й со­
д е ржит  с о б ст в е н ны й  D  (Щ-и н в а р и а нтный  и д е а л ,  г д е  D  ( £ )  —  
алгебра дифференцирований алгебры 2. 
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Теорема 5. Пусть (g,h) — редуктивная несимметрическая 
пара. Если h является максимальной подалгеброй в g, то ал­
гебра m проста. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  с и л у  н е с и м м е т р и ч н о с т и  п а р ы  ( g ,  К )  
имеем т 2  Ф 0. Если т не проста, то по лемме 2 алгебра га со­
держит собственный adm/z-инвариантный идеал п. Из включе­
ний (1) непосредственно вытекает, что h* = h -j- п есть соб­
ственная подалгебра в g, строго содержащая h, что противоре­
чит максимальности h. 

Сопоставляя этот результат с теоремой 4, получим следую­
щую теорему. 

Теорема 6. Если (g, Ii) — редуктивная несимметрическая 
неприводимая пара, то алгебра m проста. 

Редуктивная пара ( g ,  h )  с разложением g  =  h  4- m  назы­
вается эффективной, если h не содержит нетривиальных идеалов 
алгебры g. Назовем ее плотной, если h — [m, m]h. 

Предложение 1. Пусть (,g,h) — редуктивная пара с фикси­
рованным разложением g = h -j- m. Если h проста, то пара 
(g, h) является либо групповой, либо плотной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К а к  п о к а з а н о  в  р а б о т е  [ 8 ] ,  п о д п р о ­
странство h' = [га, m]h является идеалом в h, и потому, в силу 
простоты h, имеем [т, т]н = 0 либо [га, m]h = h, что доказы­
вает утверждение. 

Из леммы 1 работы [7] следует, что эффективная пара Кил-
линга плотна.. 

Теорема 7. Пу ст ь  ( g , h )  —  эфф е кти в н а я  р е д у кти в н а я  п л от­
ная пара. Если алгебра га проста, то алгебра Jlu g не содержит 
нормальных 1  идеалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о п у с т и м ,  ч т о  в  g существует нор­
мальный идеал g'. Тогда g' = g' h  + g 'm,  причем, ввиду эффек­
тивности, g 'm Ф 0. По условию [g' t  m] = [g 'h  + g 'm,  га] cz 
CZ g'h + g'm, и потому [g'm, ГП ]m + [g'h, ГП ] CZ g'm. Ho [g'h, m]CZ m 

(ввиду редуктивности) и [g' h, m] c= g' h  + g'm (так как g' — 
идеал в g); поэтому [g'h, га] cz га П (g'h. + g'm) =  g'm- Следова­
тельно, [g'm,tn]m = g'm-m cz g'm, т. e. g' m  — идеал в га. Ввиду 
простоты га возможно лишь g' m  = гп. Тогда необходимо 
[g'h + га, га] czLg'h -\-rn, и потому [m, m]h cz g'h- Но по условию 
[га, m]h = h, что влечет g'h = h. Полученное противоречие до­
казывает теорему. 

4. П о д п а р ы  р е д у к т и в н о й  п а р ы .  С л е д у ю щ е е  п о н я ­
тие было впервые введено в работах [13, 14]. Наше изложение 
следует работе [6] и распространяет изложенные там резуль­
таты на случай редуктивных пар. 

1  Подалгебра g* алгебры Ли g называется нормальной (в смысле 
А. М. Васильева), если g* = g*h + g*m-
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Общей тройной системой (о. т. с.) называется конечномерное 
векторное пространство L, на котором заданы две алгебраиче­
ские операции, билинейная и трилинейная: 

LXL-+L, (X, У) | ->Х*У; 
LXLXL -+L ,  ( X ,  Y , Z)\-+[X, Y,Z], 

причем выполняются следующие условия 

[ Х , Х ,  ¥ ] =  О, 
[ X ,  Y , Z ] - \ - [ Y , Z , X ]  +  [ Z , X ,  У] —(X*^)*Z—(  *Z)*X — 
— ( Z * X ) * y =  О ,  
[X , У [Z, [/, V]] = [[X, У,Z],  U ,  y] + [Z, [X, У, [/], У] + 
+ [Z, */..[*. У, У]], 
[X* y,Z, [/]  + [y*Z,X, [/]+ [Z*X, У, f/] = 0, 
[x ,  у ,z* [ / ] + [ / *  [X, y , z ] + z * [ x ,  y,  [/]=o 
для X , Y , Z , V , U eeL .  

Конечномерная алгебра Ли становится о. т. е., если положить 
Х*У=[Х, У],  [X, y ,Z] = [[X, y] ,Z] .  

Теорема 8 (см. [13]). Пу ст ь  ( g , h )  —  р е д у кти в н а я  п а р а  с  
разложением g = h 4- m. Определим на векторном пространстве 
m билинейную и трилинейную композиции при помощи формул 

X *  Y = X Y ,  

l X , Y , Z ]=~ [ l X , Y ] h , Z ] .  
Тогда tn станет о. т. с. 

Общдя тройная система m называется о. т. с. редуктивной 
п а ры  ( g ,  h ) .  

Векторное подпространство п в о. т. с. m называется подси­
стемой, если 

п * я cz п., [ п ,  п ,  п ]  cz п ,  
и идеалом, если 

n *ma n  [ п ,  т ,  т \  cz п .  
Пусть ( g ,  h )  — редуктивная пара с разложением g  =  h 4- m. 

Пару (g',h ') назовем подпарой пары (g,h), если g /  — нормаль­
ная подалгебра Ли в g и h' = g /[)h. Подпара (g',h ') назы­
вается нормальной, если g' есть идеал в g. 

Непосредственно проверяется, что подпара ( g r ,  h ' )  редуктив­
ной пары (g, h) сама является редуктивной парой, и потому об­
ладает общей тройной системой т' — т f) g'. 

Теорема 9. Пу ст ь  ( g , h )  —  р е д у кти в н а я  п а р а  um  —  е е  
о. т. с. 

а) Если (g\ h r) — подпара пары (g,h), то ее о. т. с. m r  есть 
п о д с и ст ем а  em .  

б) Обратно, если т' — подсистема в т, то существует такая 
подпара (g',h') пары (g,h), для которой т' является ее о. т. с. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  Н а м  н е о б х о д и м о  п о к а з а т ь ,  ч т о  
т' • т' cz т' и [ [т', m']h, т'] cz tn'. Произведение т' • т' содер­
жится в tn (по определению) и в g' (так как g' — подалгебра), 
поэтому т' • tn' cz m{]g r  = tn', что доказывает первое утверж­
дени е .  Д а л е е ,  [т ' ,  m ' ] h  c z  h  и  [т \  m ' ] h  c z  g ' ,  т о г д а  [т ' ,  m ' ] h  c z  

h П g' = h'. Ho (g\h /) — редуктивная пара и потому 
[h',m'] cz tn', что доказывает и второе утверждение, 

б) Положим 
g'= [т\ 

Для X, Y, Z, У е tri имеем 

[ X ,  У] = [Х, Y ] h +X . Y ^ g ' ,  (2) 

(3) 

так как m z  — подсистема в т. Далее, 
[  [ X ,  Y ] h ,  [Z, V] f c ]  = [ [X, У] Л, [Z, У] ] - [ [X, У]л, Z. У]; (4) 

[ [ X , y ] Ä I Z . V ] e m ' c ^  ( 5 )  
[ [ X ,  У ]/ г, [Z, У]] ——[Z, [У, [X, У]/,]]—[У, [[X, Y ] h ,  Z] ] = 
= -[Z, [У, [X, У ] / г  ] ] /г — [Z, [У, [X, У] Л]]т-
-  [У,[[^,  Y]h, Z ] ] h  — [У, [[X, yb,Z]] me [m',m'] f c+/n' t  (6) 

так как m z  — подсистема в т. Из (2) — (6) следует, что g' есть 
подалгебра в алгебре Ли g и подпара (g\ [т',т']ь) — искомая. 

Теорема 10. Пу ст ь  ( g , h )  —  р е д у кти в н а я  п л отн а я  п а р а  и  m  
ее о. т. с. 

а) Если (g',h') — нормальная подпара пары (g,h), то ее 
о. т. с. т' есть идеал в tn. 

б) Обратно, если пг' — идеал в о. т. с. т, то существует такая 
нормальная подпара (g',h') пары (g, h) ,,для которой tn' явля­
ется ее о. т. с. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  Д л я  Х е ш ' ,  У ,  Z e r n  и м е е м  
[X, У] = [X, Y] h  + X • У. Произведение X • У содержится в m (по 
определению) и в g' (так как g' — идеал в g), поэтому оно со­
держится и в их пересечении tn'. Далее, [ [X, Y]h, Z] е tn' так 
как [X, Y]h е If. Итак, пг' есть идеал в о. т. с. пг. 

б) Покажем, что подпространство 
g'=[m',m] h-\-m' 

есть идеал в алгебре g  —  h  4- ' П-  Пусть X, У, Z G m'\ У, W <= т; 
U <= h. Тогда 

[X, У] = [Х, V] h+X-V<= [m',m] h-\-m'=g', (7) 

[[X, У] h ,W ] e zm ' c z g ' ,  (8) 
так как т '  — идеал в т .  Теперь, используя свойство [т ,т ] н  =  
= /г, запишем 

[ h ,  m ' ]  =  [ h ,  m ' ] m = [ [ t n ,  m ] h ,  t n ' ] m ^ [ [m ,  t n ] ,  m ' ] m s  

c[[m, m ' ] ,  t n ]m —  [  [m, mz]/ t, rn]m+[m, wz"|m-,m cz m', 



и поэтому 
[ U , X }  =  [ [ V , W ] H , X ] ^ m '  erg'. (9) 

Имеем 
1 0 ,  [ X ,  V } ] = [ U ,  [X, У]»]+[(/,Х-Л. (10) 

Скобка [ U , X - V ] ,  как было показано выше, содержится в т'. 
Далее, 

[ U ,  [ X ,  V ] ] = - [ X , [ V ,  U ] ) - [ V ,  [ t / , X ] ]  =  
=  - [ X , [ V , U ] ] h - X . [ V , U ] - l V , [ U , X ) ] k -

-V-[U,X]^g'. (11) 
Из (10) и (11) получаем 

[ U , [ X ,  V ] h ] E E g ' .  (12)  

Соотношения (7), (8), (9) и (12) показывают, что g' есть идеал 
в алгебре Ли g и подпара (g z, [т\ т]ъ) — искомая. 

Выражаю искреннюю признательность проф. Ю. Лумисте за 
ценные замечания и внимание к работе. 
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REDUKTIJVSETEST PAARIDEST 

A. Fl ja išer  

R e s ü m e e  

Olgu g Lie algebra ja h  ta alamalgebra. Paari ( g , h )  nimetatakse reduk-
tiivseks paariks, kui Lie algebras g eksisteerib selline alarnruum m, et 
g=h-\-m (alamruumide otsesumma) ja [h, m] a tn (vt. [5,8]). Artiklis vaa­
deldakse -reduktiiv-seid -paare {g, h) .ja (g, hi), kus h {  on h alamalgebra ja näida­
takse, et paar (g, hx) on reduktiivne parajasti siis, kui paar {h, h\) on reduk­
tiivne. Selgitatakse algebra g lihtsaise, alamaJgebra h maksimiaalsuse ja paari 
(g, h) taandumatuse vahekordi. Näiteks, kui paar (g, h) on taanduma tu, siis 
h on g maksimaalne alamalgebra. Uuritakse ka reduktiivsete paaride >alam-
paare. 

NOTES ON REDUCTIVE PAIRS 

A. Fleischer 

S u m m a r y  

Let g  be a Lie algebra and h  its subalgebra. The pair ( g ,  h )  is called 
a reductive pair if in the Lie algebra g there exists a subspace m such that 
g = h + m (subspace direct sum) and [h,m]czm (see [5,8]). In this paper 
we study some questions, connected with reductive pairs. We consider reductive 
pairs (g,h) and (g, hi) where hi is a subalgebra in h and show, that the pair 
(g, hi) is reductive iff (h, hi) is reductive. The correspondence between simp­
licity of algebra g, maximality of subalgebra h and irreducibility of pair (g, h) 
is established. For example, if (g, h) is irreducible, then h is a maximal 
subalgebra in g. The subpairs of reductive pairs are investigated. 
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О /г-Ц И КЛИЧ ECK ИХ И г>-РЕДУКТИВНЫХ ОДНОРОДНЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ 

А. Фляйшер 

Кафедра алгебры и геометрии 

В данной работе рассматриваются л-циклические [3] и 
y-редуктивные [1] однородные пространства, являющиеся есте­
ственным обобщением хорошо изученных симметрических [5] 
и редуктивных [2, 6] пространств. Даны некоторые необходимые 
и достаточные условия /г-цикличности комплексного однородного 
пространства, из которых, в частности, следует, что такое про­
странство является вполне приводимым редуктивным простран­
ством. С другой стороны, доказано, что каждое v-редуктивное 
пространство порождает вполне приводимое редуктивное прост­
ранство. Краткое изложение результатов содержится в [4]. 

Однородное пространство GJH  называется (локально) л-ци-
клическим [3] если в алгебре Ли g группы G существует анали­
тический автоморфизм Ф, удовлетворяющий условию Ф п  = 
= id (л >- 1), при котором подалгебра h, соответствующая 
подгруппе Я, состоит из всех Ф-неподвижных элементов ал­
гебры g. 

Теорема 1. Дл я  то г о  чт о бы  к ом п л е к с н о е  о д н о р о д н о е  п р о ст­
ранство GJH являлось (локально) п-циклическим, необходимо и 
достаточно, чтобы алгебра Ли g допускала разложение g = 
— Ко 4- К\ 4- • • • 4- Кп-ь где Ко = h, и удовлетворялись усло­
вия [К а, Кр] а Ку для любых таких а, ß и у из множества 
(О, 1, ... , л — 1}, что у— а •+ ß (mod п). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П у с т ь  G/H  яв­
ляется комплексным ^-циклическим однородным пространством. 
В надлежащим образом выбранном базисе аналитический авто­
морфизм Ф задается жордановой матрицей Т, удовлетворяющей 
условию 

Т п  = Е, 
т. е. матрицей 

T=(eoEk 0, ei Ek„ . . . ,  е-п-iEkn.,),  ( 1 )  

где eo = 1, si, ... , Sn—i — различные корни п-ой степени из 
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единицы и E h t  — единичная матрица порядка ku Отсюда сле­
дует, что g распадается в прямую сумму инвариантных подпро­
странств, т. е. g = Ко 4- Ki 4- • • • + Кп-и где подалгебра 
Ко  =  h  о т в е ч а е т  к о рню  е 0  =  1,  а  п о дп р о с т р а н с т в а  K i ,  . . .  ,  
Kn-i — соответственно корням е ь  ... , е п-\- Тогда 

h °  =  h ,  Ка Ф  = £аКа (« =  1 ,  . . . ,  t l —  1 ) .  

Пусть Х и  составляют базис для Ки, где Ко = h и I = 0, 1, . .. 
•  • • ,  п —  1 ,  п р и ч е м  l 8  =  d i m  ( / С о +  •  •  •  +  K s - \ )  4 -  1 ,  • • •  
..., dim (/(о 4~ . .. 4~ Ks), 0^5 я—1. Тогда для любых 
Л а <= К а  и е /(ß имеем 

[Л а >  Aß] = CaßXi04-CaßXi14~ • • • 4 -Caß Xin_ r  (2) 

Применим к обеим частям равенства (2) автоморфизм Ф. По­
лучим 

£а• £ß[Aa, Aß] = CaßXi04-eiCaßX|14- ... 4~en-iCaß X { n  l .  (3) 

Ho ea  - gß = eY, где у = a 4~ ,/3 (mod n), и корню e v  отвечает 
инвариантное подпространство /( v. После умножения обеих 
частей равенства (2) на e Y  и вычитания из соответствующих 
частей равенства (3) имеем 

°= о -= т) сХ+к -=т) с1'л,+• • •+ 

+ (V.™£V )C^''Y.V+1
+ "' + 

Ч- ( Е  — е . ) С < п ~ 1 Х .  .  
1  V  n—l V  A ß  ' K - I  

Это указывает на то, что 

с г °  X . = 0, . .., С\*Х.  = 0, С г У+ 1 Х.  =  0,  С г ' ]~ х Х =0, 
aß i0 a I') г . aß гу-\-\ '  «-1 

И потому ^ß] — Сaß^i И Л И  [^a, Kß] CI /(Y. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  т е п е р ь  G / Я  —  т а к о е  к о м п л е к с ­
ное однородное пространство, что g = h 4- Ki 4- • • • 4- Kn-i и 
[Ka, /(ß] cz К у, а + ß = ^(mod n). Покажем, что в этом случае 
GJH является локально ^-циклическим пространством. Для 
этого построим отображение Ф : g g следующим образом: 

h* =  h,  К ф=е К ( « = 1  « —  1 ) ,  '  a aa х  

где Ei, . . . , En-1 — корни ti-ой степени из единицы, отличные от 
единицы. Матрица этого преобразования имеет вид (1) и по­
тому Ф п  = id. Осталось показать, что отображение Ф будет 
автоморфизмом алгебры g, т. е. что для любых X, У <= g имеем 
[X ,  У] ф  = [Х ф ,  У ф ] .  Пусть  базисы подпространств  h ,  Ки 
Кп 1 выбраны как выше векторами Х и, и надо показать, что 
IX, a, Xj 6]®=[X,® X®]. Знаем, что, [X ,Х ] = cN X ; отсюда 

a -'ß а И ос J ß a Jß V 
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С другой стороны, 

что доказывает утверждение. 
s  Заметим, что указанное требование является необходимым 
и в случае действительного (локально) «-циклического прост­
ранства. 

Из теоремы 1 непосредственно вытекает [h, К а] cz Ка- От­
сюда получается следующее 

Следствие. Однородное комплексное п-циклическое прост­
ранство является вполне приводимым редуктивным простран­
ством. 

Заметим, что при п = 2 имеем дело с симметрическими про­
с т р а н с т в ами ,  д л я  к о т о ры х  д о с т а т о чн о с т ь  у с л о в ий  g  =  h - \ -K ,  
[h, /(] cz К, [К, К] cz h хорошо известна. 

Однородное пространство GJH  называется v-редуктивным, 
если стационарная подалгебра h имеет разложение 

h — h\-j-h^-j- ... —j— h\ (/Zv^^O), 

причем в g существует дополнительная к h плоскость Е, такая, 
что 

[ h i ,  Е ]  a  h i - 1 ,  i = l ,  2 ,  . . . ,  v (h 0=E). 

Редуктивные пространства получаются отсюда при значении 
V = 1. 

Лемма (см. [1]). Во всяком v-редуктивном однородном про­
странстве имеют место включения [hi, hk] cz Ai+ft-i (i = 1,2,..., 
k = 0, 1, . . .), причем h[ = 0 при I > v. 

Теорема 2. Пусть GJH — однородное v-редуктивное прост­
ранство с разложением g = hi h 2  -j- ... .+ h v  4- E. Тогда 
G/Hi является вполне приводимым редуктивным пространством, 
г д е  П \  —  п о д г р у п п а  в  Н ,  с о от в ет ст в ующа я  п о д а л г е б р е  h x .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  л е м м е  [ h \ , h { ] c z h i  и потому 
h \  —  п о далгебра. Далее, [h u  hk] cz h k  (k = 0, 1, ...) и потому 
G/H {  является вполне приводимым редуктивным пространством. 

Таким образом, с каждым -^-редуктивным пространством 
связывается некоторое вполне приводимое редуктивное прост­
ранство. Ставим теперь обратный вопрос: пусть GJH\ — ре­
дуктивное пространство; при каких условиях существует г>-ре-
дуктивное пространство (v > 1) G/H такое, что Hi вложима 
в Н как подгруппа? Частный ответ на этот вопрос дает 

Теорема 3. Дл я  к ом п л е к с н о г о  3 - ц и к л и ч е с к о г о  п р о ст р а н ст в а  
G/Hi с разложением алгебры Ли g = hi К\ 4- К 2, где 
[Ki, К\ ] = 0, всегда существует комплексное 2-редуктивное 
пространство GjH такое, что Hi — подгруппа в Н. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  С р а з у  я с н о ,  ч т о  h — h\ 4- К\ явля­
ется подалгеброй в g. Переобозначим К\ = h u  /С 2  = Е. Из 
теоремы 1 следуют включения 

[hi, hi] cz hi, [hi,h 2]czh 2, [h uE] c= E, [h 2, E] cz hi, [h 2,h 2] = 0, 

которые и доказывают, что пространство GJH является 2-ре-
дуктивным. ' 
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MÕNDA /г-TS OKULIST EST JA v-REDUKTIIVS ETEST RUUMIDEST 

A. Fl ja išer  

R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse n-tsüklilisi [3] ja v-reduktiivseid [1] homogeenseid 
ruume, mis on sümmeetriliste ja reduktiivsete homogeensete ruumide üldistu­
seks. Homogeensete n-tsükliliste ruumide jaoks antakse mõned tarvilikud ja 
piisavad tingimused, millest järeldub, et nimetatud ruumid on täielikult taan­
duvad. Näidatakse, et iga v-reduktiivne homogeenne ruum indutseerib täielikult 
taanduva reduktiivse homogeense ruumi. 

UBER n-ZYKLISCHE UND y-REDUKTIVE HOMOGENRÄUME 

A.  Fle ischer  

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im Artikel betrachtet man n-zyklische [3] und v-reduktive [1] Homogen-
räiume, welche gut bekannte symmetrische und reduktive Homogenräume verall­
gemeinern. Es sind einige notwendige und hinreichende Bedingungen für n-
zyklische homogene Räume gegeben, aus welchen 'folgt, daß solche Räume 
vollständig reduziibel sind. Anderseits zeigt man, daß jeder v-reduktive Homo-
genraum einen vollständig reduzibel reduktiven Homogenraum erzeugt. 
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ПОДГРУППЫ ЛИ ДВИЖЕНИЙ ЕВКЛИДОВА 
ПРОСТРАНСТВА Rs И ИХ ОРБИТЫ. III 

К. Рийвес 

Кафедра алгебры и геометрии 

В статьях [4—5] была дана классификация нетранзитив­
ных подгрупп Ли группы движений 0(5) * Г5 вещественного 
евклидова пространства Rs, орбиты \\ максимальных размер­
ностей которых имеют размерности k = 1, 2, 3. Другими сло­
вами, перечислялись все подгруппы классов .О 6- 1, ® 5- 2, $ 5 , 3  

(здесь мы применяем обозначения, введенные в [5]). При по­
мощи применяемого метода подвижного орторепера Картана 
все подгруппы K 5 ' h  е Я б л  (k = 1, 2, 3) задавались вполне ин­
тегрируемыми пфаффовыми системами с постоянными коэф­
фициентами. Были найдены дифференциально-геометрические 
свойства орбит Vk этих подгрупп K 5> k. Для полного решения 
поставленной задачи осталось перечислить подгруппы Ли клас­
сов Sl 5 , 4, й 5 ' 5. Это и делается в настоящей статье. Подгруппы 
/С 5- 4  выделяются, как и в [3—5], в ходе изучения их орбит — 
однородных гиперповерхностей V 4  cz R$. Для классификации 
транзитивных подгрупп Ли /С' 5- 5  е $ 5 , 5  применяется комбини­
рованный метод [3], позволяющий перечислить все /С 5- 5, если 
нетранзитивные подгруппы Ли известны. 

В конце статьи дана сводка результатов всех трех частей 
работы — полная перечень типов подгрупп Ли группы дви­
жений 0(5) * Г 5. 

§ 1. Подгруппы Ли класса Я 5- 4  

1 .  П е р е ч и с л е н и е  в с е х  т и п о в  п о д г р у п п  / С 5 - 4  е  
е$ 5 ' 4. По результатам Картана ([1], стр. 247) дифференци­
альные инварианты всех порядков орбиты \\ (т. е. коэффици­
енты в линейных выражениях форм инфинитезимального пере­
мещения канонического ортонормированного репера через ба­
зисные формы) являются постоянными. Канонизация подвиж­
ного ортонормированного репера {М, e l f  е 2, е 3, е 4, е5}, присоеди­
ненного к точке М гиперповерхности V 4  в Rs, стандартная. Век­
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тор в5 выбирается вдоль нормали гиперповерхности У 4  и век­
торы е ь  е 2, ез, е 4  по ее главным направлениям. Тогда в форму­
лах инфинитезимального перемещения репера 

dM=oj Ie I, I, К, 2, ..., 5, 

de j = й) к  i6k, ü)k к = =0, 

имеют место соотношения 
(У 5=0, (o 5i = kiü) 1, (ßh—kz ш 2, (л) г >з=kaü) 3, ü)54 = &4Ü)4. (1.2) 

ЕСЛИ V4 является орбитой некоторой /С5-4, то ku k2, kz, k4 — 

постоянные. Тогда дифференциальное продолжение уравнений 
(1.2) приводит, с учетом условий интегрируемости 

dü) 1  = (0L /\ ü)rL, о\ 
d0)KI^ 0)i,1 д (0KL У • > 

уравнений (1.1), к системе 

(—^1 + ̂2)'М31 = ЛКУ 3+Л 2(У 4, 

(—^1+/г 3) w 3i=Лко 3+Лзй> 4, 

( — ki-\-k/ t)(ü I ki=A2(ü2-{-A3ü)' i, ( 1 4 )  

( kz~\~ki) W32 А 1(У1-f- Л4tt)4, 

( ^2+^4)'б1) 42 = Л20) 1+Л4(У 3, 

(—ks~\~ ̂ 4) '<У43 = Л зО) 1  -f- Л 4й> 2, 

где Л!, Л2, Лз, Л4 также некоторые постоянные. Имеются сле­
дующие возможности 

1°. ki =  k 2=k3=ki =  k\ 

2°. ki = k2=k, k3=ki=l, 1гф1\ 

3°. ki = k2,=k3=k, kibфк\ 

4°. k\=ko = k, кзфк, к 3фк^ 

5°. все ki (i =  1, ... , 4) попарно различные. 

Дальнейшее исследование показывает, что главные кривизны 
орбит V 4  подгруппы К' 5 , 4  е $ 5> 4  любого типа удовлетворяют од­
ним из условий 1°, 2° или 3°, и не существует орбиты V 4  (тем 
самым также соответствующей подгруппы /С 5 , 4), главные кри­
визны которой удовлетворяли бы условиям 4° или 5°. Для до­
казательства этого утверждения надо решать систему (1.4) 
при соответствующих предположениях. Последние две возмож­
ности, приводящие к противоречиям со сделанными предполо­
жениями, рассматриваются отдельно в п. 2 настоящего пара­
графа. 

Пусть k\ 1=i k2 = k. Тогда, в силу независимости форм 
«у 3, о) 4, в системе (1.4) имеет место А\=А 2  — 0. Следова­
тельно, 
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( — k  +  k 3 )  0 ) 3 1  —  A 3 & ) 4 ,  

(—k-\-ki) Ct)4i=Л 30)^, 

(—k+k 3 )ü> 3 z=A t a)\ (1.5) 

j (—k-\-ki) (л>42= А4(л> 3, 

( ^3~h^4) <У 43 = A,3ÜJ 1-)-A4Ü) 2. 
Форма -£U2 I осталась параметрической. Решаем полученную си­
стему в частных случаях Г—3°. 

1°. Если k 3  = k 4  = k, то соответствующая 10-параметриче-
ская подгруппа Ли /С 5 , 4  выделяется вполне интегрируемой 
пфаффовой системой 

<х> 5  = оД — k(o l  = o)5  г — kco2 ,=co r i3 — k(o3  = (ßbi l  — &<у4=0. (1.6) 

При k = 0 формы <y l 5i, &) 52, -cl) 53, со 54 равняются нулю и соот­
ветствующей орбитой V 4  будет гиперплоскость R 4  cz /? 5, прохо­
дящая через точку М с направляющими векторами е ь  ег, ез, е 4. 
Выделенная подгруппа является подгруппой /С 5 , 4  {4}. Она имеет, 
в свою очередь, подгруппы Ли движений, транзитивные на ее 
орбитах /? 4: 1 -параметрическую подгруппу К 5' 4  [1; 4}, 6-пара­
метрическую подгруппу А' 5- 4  [2; 4}, 5-параметрическую подгруп-
пу /С 5- 4  [1, 2; 4} и 4-параметрическую подгруппу К 5 , 4  [1,2, 3; 4}. 
Так как в группе движений пространства R 4  кроме транзитив­
ных подгрупп стационарности некоторых флагов существуют 
также винтовые подгруппы, транзитивные на R 4  (см. [3], стр. 29), 
то в рассматриваемом случае им соответствуют следующие: 
К4 5' 4  [1,2; 4}, Ks 5' 4  [2; 4}, К 7

5' 4  {4}, Х 8
5 ' 4  {4}. 

Если в системе (1.6) предположить k Ф 0, то существует 
точка, неподвижная относительно действия соответствующей 
/< 5 ' 4. Действительно, для точки С = М -j- k~- ]e$ имеет место 
dC = О и, следовательно, системой (1.6) выделяется 10-пара­
метрическая подгруппа /С 5 , 4{0}. Ее орбитами являются гипер­
сферы S4 cz Rrõ. 

Подгруппа /С 5 4{0} ме содержит собственных подгрупп, кото­
рые были бы транзитивными на ее орбитах S 4. 

Чтобы доказать последнее утверждение, допустим, что такая 
собственная подгруппа существует, и рассмотрим линейную 
группу изотропии в точке гиперсферы (ср. [3], стр. 25), т. е. 
полагаем в (1.6), что со 1  = со 2  = со 3  = со 4  = 0. Эта группа изо­
тропии является собственной подгруппой вращений касатель­
ного пространства R 4  к £4 в точке М. Она будет либо 3-пара-
метрической подгруппой вращений вокруг прямой (/( 4- 2{0, 1}), 
либо 2-параметрической подгруппой вращений вокруг двумер­
ной плоскости (/С 4 , 2{0, 2}), либо 1 -параметрической подгруппой 
/С 4 ' 1  {0, 1,2}, либо тривиальной подгруппой, состоящей только 
из тождественного преобразования ([3], стр. 14). Так как до­
казательство несуществования винтовых подгрупп группы 
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/С 5 ' 4{0} во всех указанных случаях одинаковое, то приведем 
здесь первое, наиболее общее из них. 

Направляя вектор е 4  вдоль упомянутой оси вращения, имеем 

ЧУ41 = ( о * 2 < о 4 з  = 0 (mod о; 1, со 2, со 3, со 4), т. е. 

(о\=ако\ <ü 42 =bi(o i, й> 4з=С{(о {  (i = 1, 2, 3, 4). 

Тогда, в силу (1.6), из структурных уравнений (1.3) получим 

d(o l=<jo zi Д йЯ+ciA Д cü 3-f-öicü 1 '  Д <у 4, 

с1(О г= —'(У21 Д <y 1+ti 32 Д <У 3+& гй^ Д О) 4, 

doj 3=—<У 3! Д (У 1  — <У3
2  Д<У 2+Сгй> г  Д <У 4, 

dci)' i  — (02 — ÖL)'«1 Д <Ü 2+ (ОЗ — Cl) (У1 Д С0 3+ (Ьз — с 2) &) 2  Д <У3+ 

+А4(У1 Д W44"Ö4'Ü) 2  Д <У4+ C4Ü)3 Д ICÜ4. 

С учетом полученных соотношений и структурных уравнений 
(1.3) внешнее дифференцирование выражения для со 4\ дает, 
в силу независимости форм со\ со 2, ш 3, со 4, со 2ь со 3ь со 32, следую­
щие равенства 

ß1 = ̂ 2=C3, ß2=ti3 = bi = b3=b4=Ci = C2=C4=0, 

ai2j-)-a42i=—   (кфО). 

Последнее из них противоречит предположению действитель­
ности всех встречающихся величин. Следовательно, соответ­
ствующей 7-параметрической винтовой подгруппы в /С 5 , 4{0} не 
существует. 

2°. Если kx — k2 = k, къ = k4 = I и k Ф l, то из системы 
(1.5) следует, в силу независимости форм <о\ со 2, что 
А 3  = Л 4  = 0 и со 31 = со 32 = (o 4i = со 42 = 0. Дифференциальное 
продолжение последних соотношений дает kl = 0. Пусть I = 0, 
тогда й)' 5

3  = (у 5
4  — 0. В этом случае d(M к~ хе$) = '0) 3е 3  + ы 4е 4, 

de 3  = со 4зе 4, de 4  = —w4
3e3. Следовательно, 6-параметрическая 

подгруппа Ли, выделяемая вполне интегрируемой пфаффовой 
системой 

(У 5='<У 31—'(o^i = w5i — /гсо1  —w 32=« 42= 

=1(У52 &<У2 = (У 53 = БД = 0, 

является подгруппой /С 5- 4{2}. £е орбитами V 4  являются гипер­
цилиндры с двумерными образующими Я 2> построенные на сфе­
рах S 2  плоскости R 3, вполне ортогональной к образующим 
R 2  CZ R5. Существует Ь-пар а метрическая подгруппа, транзитив­
ная на этих цилиндрах — /Сб'4[1; 2}. 

Случай k — 0 отличается от рассмотренного только взаим­
ной заменой индексов 1, 2 и 3, 4. 

3°. Если k\ =  k 2  — k z  = k, к 4фк, то из системы (1.5) по­
лучаются равенства А 3  = Л 4  = 0, <y 4i = м 42 = &> 4з = 0. Внеш­
нее дифференцирование последних с учетом структурных урав­
нений дает соотношение кк 4  = 0. Следовательно, либо k ф 0, 
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k 4  = 0, либо k — О, k 4  ф 0. Вполне интегрируемой пфаффовой 
системой, определяющей для обеих указанных возможностей 
соответствующие 7-параметрические подгруппы Ли, будет 

<y 5  = <L> 4l='(ti 5l k(о 1  = 6> 42 = 0) 52 k(0 Z= -. 

= CV 43=ü> 53 — k(03  = CÜ5  4 ^4(ü4  = 0. 

Отсюда следует, что при k Ф 0, k 4  = 0 имеют место 
й?(М + /Не 5) = ti 4e 4, de 4  = 0, т. е. исследуемая подгруппа X 5 , 4  

будет подгруппой /С 5- 4{1}. Ее орбитами У 4  являются гиперци­
линдры с прямолинейными образующими, построенные на сфе­
рах S 3  гиперплоскости R 4, вполне ортогональной к образующим. 
Существуют винтовые подгруппы, транзитивные на описанных 
цилиндрических поверхностях, соответствующие винтовым под­
группам /С 4

4- 3{0} И /СЗ 4 , 3{0} (см. [3], стр. 15). Ими будут 
/С 5

5  4{1} и /С 4
5 , 4{1}, соответственно. 

Если же k = 0, k 4  Ф 0, то в силу (1.7), получим 
d(M -j- & 4~'е 5) = + '^ 2в2 + (У 3ез, de {  = ы 2\е 2  -\-o) 3ie 3, de 2  = 
= —(о2\ex,+ cü 3 2^3, de3 = —oAei — о> 3

2е 2 . Следовательно, выде­
ленная подгруппа А? 5- 4  является подгруппой /С 5 4{3}. о/?ба-
галт У 4  будут цилиндры с трехмерными образующими, пост­
роенные на окружностях плоскости R 2, вполне ортогональной 
к образующим. Подгруппа /С 5 , 4{3}, в свою очередь, имеет под­
группы Ли, транзитивные на ее орбитах: Ъ-параметрическую 
подгруппу /С 5 , 4[ 1; 3} и 4-параметрическую подгруппу /С 5 , 4[1, 2; 3}. 
Кроме того, подгруппа /С 5 , 4[1;3} содержит винтовую подгруппу 
/С 4

5 , 4[ 1; 3}, транзитивную на описанных цилиндрах V 4  (см. 
[3], стр. 25). 

2 .  Н е с у щ е с т в о в а н и е  о р б и т  У 4с~ Rs с  г л а в н ы м и  
к р и в и з н а м и ,  у д о в л е т в о р я ю щ и м и  у с л о в и я м  4 °  
или 5°. Покажем, что при предположениях 4° или 5° внешнее 
дифференцирование решений системы (1.4) с учетом (1.2), 
(1.3) приводит к противоречивым соотношениям. 

4 е. Пусть ki = k 2  = k, k 3  ф k, k 3  Ф k 4 }  k 4  ф k. Тогда реше­
нием системы (1.4) будут уравнения 

<U' 3l= (—k~\~k 3  )_ 1ЛэШ4, Ct> 32 = (—k-{-ks) 1Л.4<Ю4, 

6j 4i= (—k-\-ki) " iAs(o3, <Ü4
2= (—&-f~&4)—1A4a>3, 

<у4з= (—k 3-j-ki)~ 1  (Азй)1-^-Аьоу2 '). 

Внешнее дифференцирование последних с учетом структурных 
уравнений (1.3) приводит к системе 

A 4o> 2i Д <У1  = ЛЗ(У21 Д й> а=Азсо 21Д co 3=A3(oh Д w 4= 
\=Ab<jfii Д <õ z=Anü) 2i Д <у 4=0, АзАь=0, (1.8А) 

2 А 3
2 = 2 А 4

2 =  k k 3  ( — ( — k 3 - \ - k i t ) ,  

2A3
2=2A4

2=&&4(—k+k3) (^k3+fa), (1.8Б) 

2(Лз 2+А 4
2) =  (-£- ) (-&+^). 
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Из последнего уравнения (1.8А) следует, что по крайней мере 
один из коэффициентов Л 3, Л 4  должен равняться нулю. Тогда 
первые два равенства (1.8Б) дают Л 3  = Л 4  = 0. Поэтому kk 3  — 
= kk4  = k3k4  = 0, которые выполнены, если либо k 3  = k 4  = 0, 
либо k = k 3  = 0, либо k = k 4  = 0. Но все эти возможности 
противоречат сделанным предположениям. 

5°. Пусть в системе (1.4) все k i  ( i  = 1,2,3,4) попарно 
р а з л и ч н ы е .  О б о з н а ч и м  k l 2  = — k x  - j -  k 2 ,  k l 3  =  — k x  +  k 3 ,  k x 4  —  
— k \ ,- j- k4, k2 3  = —k2  -f- k3, k2 4  — —k2  -f- k4, k3 4  = —k3  -j- k4. 
Тогда решением системы (1.4) будет 

oj z
l  = kiz~ i  (ЛцуЗ+ЛаСь) 4), <y 3i = ̂i3 - 1  (Лю) 2+Л 3(л) 4), 

<ü/i = &i4~1  (Л2<У2+ЛЗО)3) , (У 32=^23 - 1  (AiCO^-^-Abü) 1*) , 

(У42 = &24-1 (Л2(У1-|-Л4й;3) , (0^3 = кзьГ 1  (А 3(1)^ А ̂ССр) . 

После внешнего дифференцирования последних уравнений с 
учетом (1.3) получается система: 

ЛI2 , Л2
2 1 , , Л!2 Л3

2 1 

&13&23 k\ljrl%k 2 

Л'2 1 
Л4

2 1 

/Г 12^13 kvJi?A 2 

л 2
2  Л4

2 1 

&12&23 /?14&34 2 

Л2
2 , ЛЗ2 1 

&ib, 

Ыз. + ̂ l— = -irkikb <L9A) 
«12^24 ^13'?34 2 

Л  2  Л , 2  1  * # 3 , j ^*4 ^ и, и, 
! и и и о ^4, , , + ~т •—= ~7Г 3  4 ' 
/?12K14 &23^34 2 - К13&14 «23^24 2 

(&13&24 ~Ь ^14^23) Л1Л 2=0, (&13&24 Ч~ ̂ 14&2з) Л3Л4 = 0, 

(/012^34— &14&2з) Л v4s = 0, (^12^34 &14&2з) Л 2Л 4  = 0, (1.9Б) 

(&12&34 + ̂13^24) Л1Л4= 0, (&12&34 -f" ̂ 13^24) Л2Л 3=0. 

В этой системе все Л* (г = 1, 2, 3, 4) не могут одновременно 
равняться нулю. Действительно, если бы это было так, то из 
(1.9А) получились бы соотношения k xk 2  — kxk3  = kxk4  = k2k3  = 
= k2k4  = k3k4  = 0. Последние могли бы быть выполненными 
тогда, когда по крайней мере три из равнялись бы нулю. 
Но это противоречит сделанным предположениям. 

Пусть из Лг (t = 1, 2, 3, 4) какие-нибудь три равняются 
нулю. Например, пусть Л[ = Л 2  = Л 3  = 0, Л 4  ^ 0. Тогда 
(1.9А) представима в виде 

Л 4
2  = —&2&3&24&34, 

kik2=k\k3 = k lki — 0, 

&3&24'+&4&23=0, &2&34 &4&23 = 0. 
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Уравнения для определения k i  ( i  —  1, 2, 3, 4) удовлетворяются 
при k\ = 0, k 2  = к ъ. Но последнее равенство противоречит пред­
положениям. 

Если среди А i  ( i  = 1, 2, 3, 4) какие-нибудь два равняются 
нулю, то оказывается, что и какой-то третий обращается в 
нуль, т. е. этот случай приводится к предыдущему — противо­
речивому. Действительно, пусть например, А\ = Л 2  = 0. Тогда 
первое уравнение (1.9А) дает к\к 2  = 0, т. е. либо k\ — 0, либо 
k 2  — 0. В первом случае из остальных уравнений (1.9А) полу­
чим Л 3  = 0, во втором — А 4  = 0, что и требовалось доказать. 

Если среди всех Л t- (i = 1, 2, 3, 4) по меньшей мере три от­
личны от нуля, то в (1.9Б) все коэффициенты равняются нулю: 

&13&24+&14&23 = 0, 
&12&34—&14&23 = 0, 
^12^34+^13^24= 0. 

Эти уравнения являются зависимыми. Их система равносильна 
следующей: 

k i  ( k 2  -f- k 3  — 2/4)-j- k2(—2k3  + kit) + ̂ 3/24=0, 
k i ( 2 k z  —  k 3  —  k t )  —  к 2 ( к з ' - \ -  & 4 ) , +  2 k 3 k i= 0 .  

Здесь случай, когда k 2  + к ъ  — 2к4 = 0, не может иметь 
места, так как при k 2  = —&з + 2k 4  первое уравнение превра­
щается в 2(& 3— k4)2  = 0, что противоречит предположению 
k 3  k 4. 

Если же k 2  -{- k 3— 2k4  Ф 0, то 

_ k 2 { 2 k z  —  h )  —  k 3 h  
к 2-\-кз — 2kit 

и после подстановки этого выражения во второе уравнение, 
получим 

3 ( k 2  —  к з )  ( k 2  —  & 4 )  ( к з  —  k i )  =  0, 
что противоречит предположениям. 

§ 2. Подгруппы класса Я 5 , 5  

1 .  О с н о в н ы е  л е м м ы .  В  р а б о т е  [ 3 ]  ( с т р .  2 7 — 2 8 )  д о ­
казана основная лемма, при помощи которой можно перечис­
лить все транзитивные в R n  подгруппы Ли K n > n  группы движе­
ний О(п) * Т п, т. е. подгруппы класса й п- п, если все нетранзи­
тивные подгруппы уже известны. Для целостности изложения 
приведем здесь ее формулировку. 

Лемма 1. Если К [}Т п  = Т' Ф {0} для некоторой подгруппы 
Ли К движений в R n, то К обладает структурой полупрямого 
произведения K'*T Q', где ТУ — связная компонента нулевого 
элемента в подгруппе V и К! — приводимая подгруппа Ли дви­
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жений в R n  с некоторой инвариантной плоскостью R m  размер­
ности m — n — dim ТУ, вполне ортогональной к векторному 
подпространству Ту. Если К транзитивна в R n, то К' — тран-
зитивна в Rm-

Отметим, что инвариантный флаг ([3], стр. 13) транзитив­
ной подгруппы Ли К п' п  группы движений О (п) * Т п  может по 
определению флага быть только векторным, так как в R n  не 
существует никакой инвариантной относительно действия /О п  

плоскости, определяющей точечный или векторно-точечный 
флаг. 

Так как размерность орбиты подгруппы Ли движений К в 
пространстве R n  не превосходит dim К, то для подгруппы Л> п  

должно иметь место dim К п ' п  ^ п. 
Прежде чем сформулировать и доказать следующие леммы, 

приводим некоторые прямые следствия из определения понятия 
приводимой подгруппы Ли движений К с инвариантным фла­
гом Ф (обозначаемой через К(Ф)) и понятий точечного и век-
торно-точечного флага ([3], стр. 13). Из этих определений сле­
дует, что каждую подгруппу Ли движений К' с инвариантным 
векторно-точечным флагом Ф = [т и  ..., mi\ тг+ь ..., ть) 
можно определить с помощью подгруппы К", инвариантным 
флагом которой является точечный флаг Ф х  = {т ь  ..., т/, 
т,- + 1, ..., nih). Именно, имеет место соотношение 

К'{Ф)=К"{Ф1)*Т т 1„-ш„ (2.1) 

в котором через Т т и 1- т 1  обозначена некоторая (т^ — m t)-
параметрическая подгруппа параллельных переносов такая, что 
Т т м  = T m i  0 где T m u t  и Гт, — подгруппы параллельных 
переносов, определяемых векторами, соответственно, плоскости 
Rпц+\ и векторного подпространства V m„ инвариантных отно­
сительно'действия подгруппы К'{Ф). Кроме того, если К'(Ф) 
— подгруппа стационарности флага Ф, то и К"{Ф\) — подгруп­
па стационарности флага Ф\. Если же К'{Ф) есть /--параметри­
ческая винтовая подгруппа с инвариантным флагом Ф, то 
К"{Ф\) есть (У — mi+i '+ т х) -параметрическая винтовая под­
группа с инвариантным флагом Ф\. Имеет место и обратное. 

Лемма 2. Транзитивная подгруппа Ли движений К п' п  = 
— К' * Т 0' (см. лемма 1) будет подгруппой стационарности век­
торного флага [mi, ... , ть] тогда и только тогда, когда 
dim Т 0' = п, т. е. ТУ = Т п  и К' является подгруппой стацио­
нарности точечного флага Ф = {0, т ь  . .. , т^}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  Т 0 ' = Т п  

и К' является подгруппой стационарности точечного флага Ф. 
Так как любой инвариантной плоскостью R m  определено прост­
ранство V m  ее векторов, инвариантное относительно действия 
всей группы параллельных переносов 7V в R n, то по определе­
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ниям К п' п  = К' * ТУ содержит все движения в R n, относитель­
но действия которых векторный флаг [т и  ... , тк\ остается 
инвариантным. Следовательно, К п' п  = K n' n[rri\, ..., т&]. При 
этом, если К' будет тривиальной подгруппой группы /С п> п _ 1{0}, 
состоящей только из тождественного преобразования, то 
К 7 1' п  = К п' п[\, 2, ..., п—1 ], если же К' = К п' п~ 1{0}, то 
К п' п  = О(п) * Т п. 

Н е о б х о д и м о с т ь .  П у с т ь  К п , п  = К' * ТУ = К п , п\_ш\, ... , 
... , nik]. По предположению стационарности подгруппы Л> п  

и лемме 1, подгруппа К' является подгруппой стационарности 
некоторого флага Ф, содержащего инвариантную плоскость R m  

при т = п—dim ТУ и действующей на R m  транзитивно. Но 
так как любое векторное подпространство V m„ 5=1, ... , k, 
является инвариантной относительно всех параллельных пере­
носов в R n, то, в силу стационарности подгруппы К п' п, под­
группа ТУ совпадает со всей Т п, т. е. dim 7У = п. Отсюда сле­
дует, что tn— 0, тем самым R m  оказывается некоторой инва­
риантной относительно действия подгруппы К! точкой и век­
торные подпространства У т„ ... , V m H  определяют проходящие 
через нее инвариантные плоскости R m i, ... , R m K. Следовательно, 
К' = K n' m'{0, m t, ... , ть}, m r  ^ п — 1. Лемма доказана. 

Следствие. Если К' — винтовая подгруппа подгруппы ста­
ционарности точечного флага {0, т ь  ... , т&}, то подгруппа 
К п' п  = К! * Т п  будет винтовой подгруппой подгруппы стацио­
нарности векторного флага [т ь  ... , ти\. Если К' — винтовая 
подгруппа подгруппы стационарности флага {0}, то К п' п  = 
= К' *Т п  инвариантого флага не имеет. 

Лемма 3. Пусть дана подгруппа Ли движений К п > п  = 
= /С'*ТУ и ТУ Ф {0}, ТъФТп. Тогда нетранзитивная в R n  

подгруппа Ли движений К' является винтовой подгруппой. 
Ее инвариантным флагом является точечный флаг Ф = 
= {tn, т ь  ... , ть}, где 1 ^ m = п — dim ТУ ̂  п — 1, 
m <С nii < • • .  < mu < п, k ̂  1. При этом К п , п  — винтовая 
подгруппа подгруппы стационарности векторного флага 
[tn, m h  ... , tn k\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  п о  п р е д п о л о ж е н и ю ,  п о д г р у п ­
па К п' п  = /С * То транзитивна в R n, то по лемме 1 подгруп­
па К' действует транзитивно на плоскости R m, где в рассмат­
риваемом случае 1 m ^ п— 1. 

Первое утверждение настоящей леммы доказывается от 
противного. Допустим, что К' является подгруппой стационар­
ности некоторого флага Ф, содержащего R m. Так как К' тран­
зитивна на R m, то этот флаг Ф не может содержать внутри R m  

инвариантной относительно К' плоскости меньшей размерности, 
чем т, т. е. Ф может внутри R m  содержать только векторную 
часть. Кроме того, так как К' — подгруппа стационарности 
флага Ф, то R' должна содержать все параллельные переносы 
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вдоль R m. Тем самым подгруппой 7У — связной компонентой 
нулевого элемента в подгруппе К п , п  П Т п  — будет в рассмат­
риваемом случае Т п, что противоречит предположению ТУ ф Т п. 
Поэтому при предположениях леммы подгруппа К', действую­
щая на Rm транзитивно, может быть только винтовой подгруп­
пой некоторого флага Ф в R n, содержащего R m. 

Для полного доказательства леммы осталось исследовать 
возможный тип флага Ф. Так как, по вышесказанному, Ф со­
держит плоскость R m, инвариантную относительно действия К', 
то по определению флага, Ф не является векторным. 

Пусть размерностью подгруппы Т' = К п' п  Л Т п  будет п и  т. е. 
dim(/( n ' n  П Т п) = П\. В силу предположений леммы 1 ^ п х  ^ 
^ п — 1. Покажем, что подгруппа К' не может быть винтовой 
п о д г р у п п о й  н е к о т о р о г о  в е к т о р н о - т о ч е ч н о г о  ф л а г а  Ф  =  [ т ь  . . .  ;  
... ; tn, ... , m/t}. Действительно, если бы К' была такой под­
группой К'г, то, в силу (2.1), мы имели бы 

K ' v [ m i ,  . . . ;  m ,  . . . ,  m h )  =  К " r - m + v u { m u  . . . ,  m, . . . ,  m k } *  T m - m i ,  
m — mi>0, 

вследствие чего K n , n  = К' * ТУ = К" * 7 0
/ z, где dim ТУ' = 

= ti] + m — m! > nh  Отсюда следовало бы ТУ' cz K n' n  П T n  и 
dim (K n , n  П Т п) > ti\, что противоречит предположению 
dim(/( n ' n  П Т п) = П\. 

Покажем, что при Ф =  { t n }  подгруппа К '  * ТУ может быть 
транзитивной в R n  только тогда, когда Т 0

Z  = Г„. Действительно, 
пусть К' винтовая подгруппа с инвариантным флагом {т}. Так 
как К' транзитивна на R m  и действует на ней без инвариантных 
флагов, то /С 7  должна содержать все параллельные переносы 
вдоль Rm. Тем самым ТУ = Т п, что не может иметь места. 

В силу вышесказанного, осталась единственная возможность 
К' является винтовой подгруппой точечного флага 

ф = {т, т и  . . . , ть}, т < т х  < ... < т& < п, k ^ 1. Тогда 
подгруппа К п' п  = К' * 7У — винтовая подгруппа с инвариант­
ным векторным флагом [т, т ь  ... , т> г]. Лемма полностью 
доказана. 

2 .  П е р е ч и с л е н и е  в с е х  т и п о в  п о д г р у п п  / С 5 - 1 5 .  Д л я  
перечисления подгрупп К 5' 5  группы движений пространства R 5  

применяются результаты, полученные в предыдущем пункте. В 
рассматриваемом случае dim /С 5 , 6  ^ 5. Оказывается, что под­
группы /С 5- 5  = К' * ТУ е 0(5) * Г 5  существуют только при 
dim ТУ ̂  4. 

Предложение. Подгруппа К = К' *  ТУ еО(5)*  Г 5  не будет 
т р а н з и т и в н о й  в  R $ ,  е с л и  d i m  Т У  =  0  ( т .  е .  е с л и  К  [ \ Т п  =  Т ;  

дискретна). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  п а р а м е т р а м и  / - - ' п а р а м е т р и ч е ­

ской (г 5) подгруппы К г  являются формы (o hj, где у, £ <= 
е {1. ... , 5}, у < k и число пар (у, /г) равен г. Действие под­
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группы К будет в /? 5  транзитивным тогда и только тогда, 
когда 

/=1 5, (2.2) 

где a\jh) — постоянны и 
rang ||a r(jft)|| =5. 

По результатам п. 1 § 1 настоящей работы и 1° г) п. 2 § 2 
работы [5] подгруппой К' может служить либо 10-параметри-
ческая подгруппа /С 5> 4{0}, либо 6-параметрическая подгруппа 
К 5 'ЦО, 1} из 0(5) *7*5. 

В первом случае решение линейной относительно а 1^) сис­
темы, полученной внешним дифференцированием выражений 
(2.2) с учетом структурных уравнений (1.3), представляется 
матрицей 

а b 0 d 0 0 е 0 0 0 
с 0 b 0 d 0 0 е 0 0 
0 с —а 0 0 d 0 0 е 0 
0 0 0 с —а —b 0 0 0 е 
0 0 0 0 0 0 с —а —Ъ —d 

где а, Ь, с, d, е = const. Но rang На^Н Ф 5, так как между 
строками этой матрицы существует линейная зависимость: 

ca l(jk) — cLct\jk) — ba3(jh) — da^^h) — ea50k)=0. 
Следовательно, формы со 1  — линейно зависимые и К не будет 
транзитивной в Rs-

Во втором случае имеет место <у 5/ = 0. В силу (1.3), тогда 
do) 5  = 0. Поэтому из выражения (2.2) формы aj 5  = a 5(jh)(t) hj по­
лучается a 5(jh)dü) hj = 0. Но так как, в силу (1.3), с учетом 
независимости co kj сейчас dw hj ф 0, то все а 5(Д) = 0 и со 5  — 0. 
Последнее равенство не может иметь места при транзитивных 
подгруппах Ли движений в R$. Предложение доказано. 

Осталось показать, что при 1 ^ dim ТУ ̂  3 подгруппа 
/( = К' * ТУ также не может быть транзитивной. Действитель­
но, если бы при сделанных предположениях существовала тран­
зитивная в Rs подгруппа Ли движений К, то в силу леммы 3, 
она была бы винтовой подгруппой в 0(5) * Г 5  и К' — соответ­
ственно, винтовой подгруппой с инвариантным точечным фла­
гом {т, т л, . .. , mk}, т < т\ <L ... С m h, m = 4, 3, 2, 
k ^ 1, действующей на R m  транзитивно. Но из результатов ра­
бот [4, 5] и § 1 настоящей работы, сводка которых дана в таб­
лице 2 § 3, видно, что винтовых подгрупп К', удовлетворяющих 
этим условиям, не существует. Следовательно, не существует 
также транзитивных подгрупп К = К' * ТУ при 1 ^ dim Г 0 '  ̂  Зч 

В случае dim ТУ = 4 существуют транзитивные винтовые 
подгруппы группы движений в R 5. Одна из них является полу­
прямым произведением K'*T G', где К' = /Ci 5 1  {1, 2, 3} (см. [4], 
§ 1) и ее инвариантная прямая R\ — ось винтовой линии Г(з) 
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некоторой плоскости R 3  =э R u  ортогональная к ТУ. Если вы­
брать подвижный ортонормированный репер в R$ так, чтобы М 
и е х  принадлежали прямой R u  а е 2, е ъ  так, чтобы {М, е ь  е 2, е 3} 
являлся полным репером плоскости /? 3, то рассматриваемая 
подгруппа выделяется вполне интегрируемой пфаффовой систе­
мой 

бА —<у 31 = бЛ—<у 51==0, ü) l=k(o32 (& = const), 
(У42 = 0> 52 — <у43 = м 53 = 0) 54 = 0. 

Она является подгруппой Ks 5 ß  [1,2,3], так как из формул ин-
финитезимального перемещения репера следует de {  = 0, de^ — О, 
de*, — 0. 

Если К'= Ki 5 ' 1  {1,3} (см. [4], § 1), то инвариантной пря­
мой Ri будет ось винтовой линии Г (5) с: Rs," где Ri — ортого­
нальная к ТУ. Канонизируем ортонормированный подвижный 
репер в R$ так, чтобы М и е\ принадлежали R u  а е 2, е 3  и е 4, es 
определяли бы двумерные направления в 7У, инвариантные от­
носительно рассматриваемого винтового движения. Тогда вполне 
интегрируемая пфаффовая система 

<y 2i = üA —to4i—й)51 = 0, ft) 1  =ki(0 32, 

i(t)42 =й) г ,2= (У 43 =CD53=0, (У 5 4 = ̂2б032, 

где = const, ^2 = const, определяет, винтовую подгруппу 
/С 5

5 ' 5[1,3], так как теперь dei = 0, de 2  — (o3
2e3. de3  =—м0

2е3. 
При точно такой же канонизации репера, как описанная в 

предыдущем случае, вполне интегрируемая пфаффовая система 

|(У 21 — (03i = <х)41 = &)51 = 0, (У 1  = k(ü 32 (& = const), 

Cl>42 = (О52 = Ci>43 = Ci)53 = 0 

выделяет 6-параметрическую винтовую подгруппу /С 6
5> 5[1,3], 

соответствующую подгруппе К 2
5 ' 2  {1,3} (см. [4], п. 4 § 2). 

Если dim 7У = 5, т. е. 7У—Г 5, то каждой подгруппе К' 
группы вращений в Rs соответствует подгруппа К в 0(5)*7У 
транзитивная в Rs и являющаяся полупрямым произведением 
К'*Т 5. 

Подгруппами стационарности будут: 1 \-параметрическая 
К 5 , 5  [1], 9-параметрическая К 5 ' 5  [2], 8-параметрическая /С 5  5-[ 1, 2], 
1-параметрическая /С 5- 5  [1,3], 6-параметрическая К 6 , 5  [1,2,3] и 
5-параметрическая /С 5- 5  [ 1, 2,3,4]. Кроме них существуют еще 
четыре винтовые транзитивные в Rs подгруппы К'*Т 5, которые 
соответствуют винтовым подгруппам К' группы вращений в R5. 

При К' = {0,2,3} (см. [4], § 1), системой 
oh = — <y4i = a>5i=o)h=ы\= а> 4з = а> 5з=0, 

ау>i~k(o 32 (& = const) 

выделяется подгруппа Кб 5 , 5  [1,3], так как de {  = 0, de 2  = cu 3
2e 3, 

de 3  — —<х>3
2€ 2. 
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Если К' = Кз 5 , 3{0} (см. i[5], § 3), то пфаффовая система 

CD 2! ± (У 4  3 — (>y Jl + 6J 42 =0)h — й) 32+ 0,5й> 41 = 

= '(У 52+У1,5(<У 42 — й> 4з) ~(t> 53±yi,5((t) 42i+(y 43) =Ct)54 = 0 

определяет 8-параметрическую транзитивную винтовую под­
группу, не имеющую в R$ инвариантного флага. 

Если К г  = ЛУ' 3{0, 1} (см. [5], Гг) п. 2 § 2), то соответ­
ствующая 8-параметрическая подгруппа выделяется системой 

(У21 = 0)43, О)31 = (У 42, (О3 2—й) 41, (У51 = <У52=б1>53=<У54 = 0. 

Она будет подгруппой /С 8
: 5- 5[1], так как des = 0. 

Подгруппе К' = /С 4
б , 3{0, 1} (см. [5], Г г) п. 2 § 2) соответ­

ствует /С 9
5> 5  [1], выделяемая системой 

О)31 = (У 42, (У32=6> 41, (У51 = (У52:=(У53 = <У54 = 0. 

§ 3. Перечень всех типов подгрупп /С 5  т п  (1 ^ m < 5) и их 
характеристика 

Окончательная классификация подгрупп Ли движений 
А' СО(5)*Г 5  вещественного евклидова пространства R$ про­
водится с помощью соответствующих им инвариантных флагов 
Ф. В продолжении всей работы (см. также [4,5]) флаги Ф ука­
заны вместе с нахождением вполне интегрируемых пфаффовых 
систем, определяющих подгруппы К а О (5)* 7У 

Перечисление подгрупп Ли стационарности флагов К 5 ' т (Ф )  
равносильно перечислению представителей всех классов экви­
валентности флагов Ф в Rs. Эти классы следующие: 

a) точечные флаги: {0}, {0,1}, {0,2}, {0,1,2}, {0,2,3}, 
{0,1,2,3}, {1}, {1,3}, {1,4}, {1,2,3}, {1,2,3,4}, {2}, {2,3}, 
{2,3,4}, {3}, {3,4}, {4}; 

b) векторные флаги: [1], [1,2], [1,3], [1,2,3], [1,2,3,4], 
[2]; 

c) векторно-точечные флаги: [ 1; 2}, [1; 3}, [ 1; 4}, [ 1; 2,3}, 
[ 1; 3, 4}, [1,2; 3}, [1,2; 4}, [1;2,3,4>, [1,2; 3,4}, [1,2, 3; 4}, 
[2; 4}. 

Поскольку классов эквивалентности 34, то в 15-параметри-
ческой группе движений 0(5) *Г 5  пространства Rs существует 
34 типа подгрупп Ли стационарности флагов. Их основные ха­
рактеристики и соответствующие орбиты максимальных раз­
мерностей указаны в таблице 1. 

Кроме перечисленных подгрупп Ли стационарности флагов, 
в группе 0(5) *Т 5  имеется еще 24 типа винтовых подгрупп Ли. 
Они приведены вместе с характеристикой их орбит максималь­
ных размерностей в таблице 2. (Относительно звездочки при 
номере некоторых подгрупп см. ниже.) 
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Т а б л и ц а  1 

Подгруппы Ли стационарности флагов группы движений в R 5  

  
под­
груп­
пы 

Максим, 
разм. 

орбиты 

Инвариант­
ный флаг 

Число пара­
метров под­

группы 

Орбиты максимальной размер­
ности 

1. 
2. 

1 {1,2, 3, 4} 
{0, 1,2,3} 

1 
1 

прямые R j 
окружности Sl cz R 2  

3. 
4. 
5. 
Ö. 
7. 

2 [ 1; 2, 3, 4} 
{1,2, 3} 
{0, 2, 3} 
{2, 3, 4} 
{0, 1,2} 

2 
2 
2 
3 
3 

плоскости R 2  

цилиндры вращения в R$ 
поверхности Клиффорда в У? 4  

плоскости R2 
сферы S 2  с: R 3  

8. 
9. 

10. 

11. 
12. 
13. 

14. 

3 [1,2; 3, 4} 
[1; 2, 3} 

{1,3} 

[1; 3,4} 
{2, 3} 
{1,4} 

{0, 2} 

3 
3 

3 

4 
4 
4 

4 

плоскости Rз 
цилиндры вращения с плоскими 

образующими ( R 2  X Si) 
цилиндры на поверхностях Клиф­

форда ИЗ Ri 
плоскости Rz 
R2XS, 
цилиндры вращения с прямоли­

нейными образующими 
( R 1XS 2 )  

поверхности переноса S2 X Si 

15. 
16. 

{3, 4} 
{0,1} 

6 
6 

плоскости R 3  

сферы S3 с= R4 

17. 
18. 

4 [1,2,3; 4} 
[1,2; 3} 

4 
4 

гиперплоскости Ri 
гиперцилиндры с трехмерными об­

разующими (7?з X Si) 

19. 
20. 
21. 

[1,2; 4} 
[ 1; 3} 
[ 1; 2} 

5 
5 

• 5 

гиперплоскости Ri 
R3 X Si 
гиперцилиндры с плоскими обра­

з у ю щ и м и  { R ' 2  X  S 2 )  
22. 
23. 
24. 
25. 

[2; 4} 
{2} 
[1; 4} 
{1} 

6 
6 
7 
7 

гиперплоскости R4 
R2XS 2  

гиперплоскости Ri 
гиперцилиндры с прямолинейными 

образующими (Ri X S3) 

26. 
27. 
28. 

{3} 
{4} 
{0} 

7 
10 
10 

R sXS l  

гиперплоскости Ri 
гиперсферы S4 

29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 

5 [1,2,3,41 
[1, 2,3] 
[1,31 
[1,21 
[21 
[П 

5 
6 
7 
8 
9 

11 

все Rs 
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Т а б л и ц а  2  

Винтовые подгруппы Ли группы движений в R 5  

  под­
группы 

Максим, 
разм. 

орбиты 

Инвариант­
ный флаг 

Число 
параметров 
подгруппы 

Орбиты максимальной 
размерности 

1. 1 {1, 2, 3} 1 винтовые линии Г ( 3) с: R 3  

2. {0, 2, 3} 1 винтовые линии Г ( 4 )  с= Ri 

3. (1, 3} 1 винтовые линии Г^) с Rr, 

4. 
5. 

2 [1; 2,3} 
{1,3} 

2 
2 

цилиндры на винтовых линиях /\з> 
а) винтовые поверхности 
б) цилиндры на винтовых линиях 

А 4) 

в) поверхности переноса 
(Аз)Х5,) 

6. 
7. 

8.* 

10.* 
11. 

3 [1; 3,4} 
[1,2; 3} 

{0,1} 
{0} 
{0,1} 
[1,3} 

3 
3 

3 
3 
4 
4 

плоскости Rз 
цилиндры на винтовых линиях Г(з> 
с плоскими образующими 

№ХАз>) 
сферы 5з cz R4 
поверхности У 3  на сферах Si 
сферы 5 3  cz R 4  

RI X Г(3) 

12. 
13.* 

14. 

15. 
16.* 
17.* 
18.* 

4 [1,2; 4} 
{1} 

[1; 3} 

[2; 4} 
{1} 
{4} 
{4} 

4 
4 

4 

5 
5 
7 
8 

гиперплоскости Ri 
гиперцилиндры с прямолинейными 

образующими (Ri X S3) 
гиперцилиндры с трехмерными об­

разующими (R 3  X Si) 
гиперплоскости Ri 
Ri X S 3  

гиперплоскости Ri 

19. 
20. 
21. 
22.* 
23.* 
24.* 

5 [ 1 , 2 , 3 ]  
[ 1 , 3 ]  
П , 3 ]  
[И 

Ml 

5 
5 
6 
8 
8 ' 
9 

все 

Среди всех 58 типов собственных подгрупп Ли группы дви­
жений в Rs существует 29 типов подгрупп Ли, орбиты макси­
мальных размерностей которых не лежат в некоторой гипер­
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плоскости А*4 CZ Rs. ИХ орбитами максимальной размерности 
(сгруппированными по возрастанию размерности) являются: 

1 — винтовые линии в Rs; 
2 — винтовые поверхности, полученные винтовым движением 

некоторой линии постоянной кривизны поверхности Клиффорда 
плоскости R 4, И получаемые из них предельным переходом либо 
цилиндры на винтовых линиях плоскости JR 4, либо поверхности 
переноса винтовых линий плоскости /? 3  вдоль окружностей пло­
скости R 2, вполне ортогональной к 7? 3; 

3 — цилиндры с прямолинейными образующими на поверхно­
стях Клиффорда плоскости У? 4, поверхности переноса сфер пло­
скости /? 3  вдоль окружностей плоскости R 2, вполне ортогональ­
ной к /? 3, цилиндры на винтовых линиях в /? 3  с плоскими обра­
зующими, поверхности У 3  на гиперсферах «S4di?5; 

4 — гиперцилиндры вращения с 1-, 2-, 3-мерными образую­
щими, гиперсферы; 

5 — все транзитивные подгруппы Ли движений имеют своей 
орбитой пространство Rs. 

К упомянутым 29 типам подгрупп Ли добавляются 28 типов 
собственных подгрупп Ли движений пространства R 4  (см. [3], 
стр. 14—15) и подгруппа /С 5- 4{4} = О (4) * Г 4. 

Многие подгруппы Ли движений имеют орбиты, размерность 
которых ниже максимального. Например, для всех подгрупп 
вращений орбитой размерности нуль является инвариантная от­
носительно ее действия точка в пространстве R$. Кроме того, 
все подгруппы, орбитами максимальной размерности которых 
являются цилиндры вращения с /7-мерными (/7=1,2,3) обра­
зующими, имеют своей орбитой также осевую плоскость R P, про­
ходящую через один из центров вращения в плоскости, вполне 
ортогональной к R p. 

Наиболее интересные орбиты размерностей, меньшей чем 
максимальная, встречаются у подгруппы стационарности флага 
{1,3} (тип 10 по таблице 1) и у винтовой подгруппы с инва­
риантным флагом {0} (тип 9 по таблице 2). Первая из них 
имеет своей двумерной орбитой цилиндр вращения в 7? 3  и вто­
рая — максимально-симметричную поверхность (поверхность 
Веронезе). 

В группе 0(5) * Г 5  имеется 10 типов подгрупп Ли вращений. 
Этот результат согласуется 1  с результатами в [6,7,2]. Для 
всех остальных 48 типов подгрупп группы 0(5) * Г 5  в простран­
стве Rs не существует инвариантной относительно них точки, 
т. е. они являются собственными подгруппами группы движений 
0(5) * Ts, но не группы вращений /С 5- 4{0}. 

1  Как указал В. Г. Копп в личном письме автору, в [2] надо учитывать, 
что 7-параметрической подгруппы не существует, так как базис операторов не 
замкнутый. Кроме того, указанные там же 6-параметрические подгруппы 
получаются одна из другой внутренним автоморфизмом. 
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Для большинства полученных типов собственных подгрупп 
Ли группы движений в Rs существует с точностью до внутрен­
него автоморфизма только одна подгруппа данного типа. Та­
кими являются все группы стационарности флагов и 10 типов 
винтовых подгрупп, отмеченных в таблице звездочкой. Для 
остальных винтовых подгрупп существует либо 1-, либо 2-пара-
метрическое семейство несопряженных подгрупп Ли рассматри­
ваемого типа (параметрами являются «шаги» винтовых движе­
ний). Отметим также, что некоторые классы винтовых подгрупп 
разделяются дальше по глобальным свойствам орбит их под­
групп. Например, в случае семейства подгрупп /С 2

5 , 2{1,3} гло­
бальные свойства орбит V 2  будут различными в зависимости 
от того, является ли ее образующая линия постоянной кривизны 
на* поверхности Клиффорда плоскости R 4  замкнутой или не­
замкнутой. В настоящей работе в подобных случаях соответ­
ствующее разбиение классов винтовых подгрупп не учтено, т. е. 
в этих случаях мы ограничивались локальной классификацией 
подгрупп с точностью до сопряженности. 

Особое место среди семейств винтовых подгрупп, зависящих 
от параметров, занимает 2-параметрическое семейство подгрупп 
типа 21 (по таблице 2). Если один из параметров семейства 
равняется нулю, то любая подгруппа из такого 1-параметриче­
ского семейства содержит всю подгруппу параллельных перено­
сов Т 5  в Rs. В противном случае каждая подгруппа этого 2-па-
раметрического семейства содержит лишь Г 4  с Tg. Следует -от­
метить, что семейство винтовых подгрупп всегда содержит под­
группы стационарности некоторых флагов. 
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EUKLEIDILISE RUUMI R 5  LIIKUMISTE RÜHMA LIE ALAMRÜHMAD 
JA NENDE ORBIIDID.  III  

K.  Ri ives  

R e s ü m e e  

Käesoleva artikliga lõpeb tulemuste avaldamine, mis on saadud reaalse 
eukleidilise ruumi Rs liikumiste rühma 0(5) * T5  kõigi sidusate paarikaupa mitte-
konjugeeritud Lie alamrühmade klassifitseerimisel [4, 5]. On leitud kõik 
sellised alamrühmad, mille maksimaalse mõõtmega orbiitideks on hüperpinnad 

ruumis R5  ja kirjeldatud vastavate orbiitide diferentsiaalgeomeetrilisi oma­
dusi. Kõigi transitiivsete Lie alamrühmade määramiseks liikumiste rühmas 
0(5) * T5  rakendatakse kombneeritud meetodit, mis tugineb töös tõestatud kahele 
lemmale (vt. ka [3]). Viimases paragrahvis on antud nii nende kui ka varase­
mate [4, 5] tulemuste kokkuvõte. 

LIE SUBGROUPS IN THE GROUP OF MOTIONS IN EUCLIDEAN SPACE 
R 5  AND THEIR ORBITS.  I l l  

K.  Ri ives  

S u m m a r y  

In this paper the publication of the results received in classification of 
connected Lie subgroups unconjugated in pairs of the group of motions 
0(5) *T5  in Euclidean space R5  [4, 5] is accomplished. All subgroups, the 
orbits of maximal dimension of which are hyoersurfaces V4  in R5, are found, 
and the differential geometric properties of these orbits are investigated. To 
d e t e r m i n e  a l l  t r a n s i t i v e  L i e  s u b g r o u p s  o f  t h e  g r o u p  o f  m o t i o n s  0 ( 5 )  * T 5  a  
combined method is applied, that is founded on two lemmas proved in the 
paper (see also [3]). In the last paragraph a summary of these and earlier 
[4, 5] results is given. 
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ГРАССМАНОВО ОТОБРАЖЕНИЕ КОНГРУЭНЦИИ 
2-ПЛ ОС КОСТЕЙ В ЕВКЛИДОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

И. Маазикас 

Кафедра алгебры и геометрии 

Введение 

1. Основы локальной дифференциальной геометрии многооб­
разий m-плоскостей в л-мерном евклидовом или эллиптическом 
пространствах даны в работах В. В. Вагнера [18] и Б. А. Ро-
зенфельда [11 —13]. В этих работах основное внимание уделя­
лось построению "систем инвариантных объектов, в том числе 
инвариантных точек и направлений в каждой m-плоскости мно­
гообразия. Обзор дальнейших исследований в этой области дан 
Р. М. Гейдельманом в [1]. Новые идеи дал Ю. Лумисте в [4], 
рассматривая многообразие m-плоскостей в евклидовом про­
странстве R n  как базис канонического расслоенного простран­
ства с индуцированной внутренней связностью. Общие основы 
теории канонических расслоений и внутренних связностей, вклю­
чающей в качестве примера вышеуказанный случай, даны им 
в [3]. 

2. Возможен другой подход к изучению этих многообразий 
m-плоскостей евклидова или эллиптического пространств. Имен­
но, m-плоскость этих многообразий можно считать образующим 
элементом нового пространства — грассманова многобразия. 
Так рассматривал многообразие m-плоскостей евклидова про­
странства R n  уже Б. А. Розенфельд. Он, в частности, определил 
геодезические грассманова многообразия относительно инвари­
антной аффинной связности [12]. Из работ К. Лейхтвейсса [16], 
К. Телемана [17] и Ю. Вонга [19] известно, что в грассманово 
многообразие m-мерных подпространств n-мерного собственно-
евклидова векторного пространства Е п  можно внести инва­
риантную риманову метрику. Инвариантная псевдориманова 
структура в грассмановом многообразии неизотропных т-мер-
ных подпространств псевдоевклидова векторного пространства 
1Е п  определена и исследована автором в [6], а в более частной 
постановке также Т. Ханганом [15]. 
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3. В настоящей статье, используя названный результат, 
рассматривается конгруэнция неизотропных 2-мерных плоско­
стей в евклидовом или псевдоевклидовом пространствах lR n. 
Определяется образ этой конгруэнции в грассмановом много­
образии k' lG 2,n двумерных подпространств hE 2  векторного про­
странства 1Е п  [7]. Этот образ является (п — 2)-мерным под­
многообразием в 2(п — 2) -мерном h* lG 2 < n. В § 1 даны необхо­
димые в дальнейшем сведения о А/'-мерных подмногообразиях 
Vn риманова пространства V 2JV, а также известные из ранних 
работ результаты по теории грассмановых многообразий h' lG m,n-
В § 2 для образа рассматриваемой конгруэнции 2-плоскостей, 
как для подмногообразия, строится его второй фундаменталь­
ный тензор и в случае, когда метрика на нем не вырождена, к 
нему присоединяется полуканонический репер, п — 2 векторов 
которого касательны к нему, а остальные п — 2 векторов орто­
гональны к ним. В § 3 и 4 изучаются конгруэнции неизотроп­
ных 2-плоскостей пространств /? 4  и XR 4  и их грассмановы обра­
зы. В частности, в § 4 выясняется, когда образ конгруэнции 
2-плоскостей пространства '/? 4  в соответствующем грассмановом 
многообразии обладает вырожденной метрикой. 

§ 1. Подмногообразия в римановых пространствах. Грассмановы 
многообразия 

1. Как указано во введении, в дальнейшем придется зани­
маться изучением (п — 2)-мерных подмногообразий 2 (п — 2)-
мерного грассманова многообразия k , lG 2 i n. Поэтому здесь дадим 
необходимые в дальнейшем сведения из теории AZ-мерных под­
многообразий V N  в римановом пространстве V 2 N, укажем для 
них в полуканоническом репере инвариантные метрический и 
второй фундаментальный тензоры. 

Пусть V 2n  является римановым пространством (возможно, 
знаконеопределенной метрики), A T P(V 2 N) И T* p{V 2N), соответ­
ственно касательное и кокасательное пространства к V 2N В 
точке p^V 2 N. Пусть система 2N линейно независимых 1-форм 
{*)'}, где /, J, ... = 1, ..., 2 N, обозначает произвольный эле­
мент расслоения его касательных кобазисов, т. е. базис в неко­
тором T*P(V 2N). Базис в T p(V 2N), дуальный к базису I« 1},' 
обозначим {ei}. Тогда основную метрическую форму для V 2N 
можно представить в виде 

ds 2= Gixco^o) 1, 

а уравнения структуры пространства V 2 N  в виде 

d(o I=<o K  Д со 1  к, (1-1) 

dco Ij=o Kj Д JJF+—' R1 J к lco k  Д (o L, (1-2) 
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где R 1  jKL — компоненты тензора кривизны. С помощью этого 
тензора для каждого 2-направления о, определяемого простым 
бивектором o I K  = xVy K\ где x zej и у ке к  — линейно незави­
симые векторы в T P(V 2 N), вводится риманова кривизна К {а) 
для V2JV формулой (см. [2]) 

К( \ - RIJKLO I JO K L  

(Gj k Gj l -Gj j Gk^O 1^ ' { } 

где 
RIJKL= G IHR HJKL-

Следуя А. 3. Петрову [10], риманова кривизна К (о) называется 
стационарной в 2-направлении а, если 

дЩ 

до 1 К  

при всех I <С К и o I [ Jo K L ]  — 0. 
Пусть в V 2N дано N-мерное риманово подмногообразие Vn 

и пусть i\Vn-+V2n является его каноническим вложением. 
Расслоение касательных к V 2 N  базисов {в/}, ограниченное на 
VN, допускает приведение к расслоению таких базисов, что 
{ва}, где а, ß, ... = 1, ..., N, является образом при t T  некото­
рого элемента расслоения касательных базисов на VN, а любой 
Aß = e^+ß ортогонален к любому е а. Такой базис будем назы­
вать полуканоническим для VN', его элементы h$ образуют ба­
з и с  в  н о р м а л ь н о м  к  V N  в е к т о р н о м  п о д п р о с т р а н с т в е  N p ( V n )  с  
a T p(V 2N). Для расслоения дуальных кобазисов тогда спра­
ведливо I*<T) N + A  = 0, а метрическая форма для V 2N, ограничен­
ная на VN, принимает вид 

ds z= G aßto aa) ßH-# aß# a# ß, 
где 

# ccß= Gjv+a.JV+ß, <Õ"=Ü)N+*. 

Если обозначить t*ku a  = т®, то риманова метрика на V N  опре­
деляется с помощью 

ds*z=G*az T«rP, (1.4) 
где G*p,ß — Gaß ° L. С помощью 

(ds 1) 2=# aß# a#ß (1.5) 

определяется метрика в расслоении N(V N) нормальных к VN 
векторов. Обозначим 

г \»ß a  = TPa, «*ö*+ßa=epa, i Wn +*=0* a, =  a. 

Применяя г* к структурным уравнениям (1.1) при />vV получим 

г" 2  Д O ßa = 0, 
и по лемме Картана 

p ßa=6 ßavT v, (1.6) 

где b ßay = a. Здесь 6 ß
a v  составляют второй фундаменталь-
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ный тензор для V N. Подмногообразия 1ЛУ, ДЛЯ которых Ь^ а у  = О, 
называются вполне геодезическими. Из G-v+ a,ß = 0 и (1.6) сле­
дует, что 

о»* = - G a v//ß6^>v 6  = -GayH^b^&x\ 

где Н а$Н№ — öõa- Применяя f к остальным уравнениям (1.1) 
структуры, получим, в частности, структурные уравнения для 
Ух 

dt a~x^ Д г°% 

DRAß = Tvß Д Т ау-\—у */? aß V6TV  Д ТБ, 

где 
*« аРг» — Нлв^Ь>- т  ¥ v |  + /?>., 

— тензор кривизны для l/V Структурными уравнениями глав­
но го  р а с с ло ения  б а зи сов  в  N P ( V N ) ,  присо единенно го  к  N ( V N )  ,  
будут 

d0А = $VA Д T> ßV4—FF SßAY6TV Д Г 6, 

где 
S ^ a v õ  — ^ ^ j v ]  - j ~ ' ^ ' Z V + ß A T + a , v 6  

— объект кривизны для N ( V N ) .  
2.  Множество всех m-мерных неизотропных плоскостей 

л-мерного собственно- или псевдоевклидова пространства lR n  

(где k Vl I — числа отрицательных коэффициентов в канониче­
ских видах метрических форм, соответственно, пространств hR m  

и lR n) называется грассмановым многообразием неизотропных 
m-плоскостей индекса k в lR n  и обозначается через h' lty m,n-

Пользуемся в lR n  подвижным репером {М, е а, е а} и присое­
диним его к каждой m-плоскости так, что начало репера и век­
торы е а, где а, Ь, . .. — 1, ..., k, I -1- 1, ... , l~\- т — k, принад­
л е ж а т  д а н н о й  m - п л о с к о с т й ,  а  в е к т о р ы  е а ,  г д е  ( а , ß ,  . . . =  

~=£-J-l, ..., /, / + m — & + 1, ..., п, ортогональны к ним. 
Тогда формулы инфинитезимального перемещения репера имеют 
вид, 

dM = o) ae a
JrO) ae а, 

de a  = о) ь
аеь+'« a

ae a, 

dea=toaaea+ct)ßaeß, 

в которых в силу gaa = (е а, е<х) = 0, имеет место 

<О аа=— g a bgaßCO^b. 

В таком случае 1-формы и ,со а
а  можно принять за кобазис-

ные на кШт,п-
Одновременно можно рассматривать пространство векторов 

в lR n, являющееся n-мерным собственно- или псевдоевклидовым 
векторным пространством 1Е п, и в нем множество всех неизо-
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тропных w-мерных подпространств индекса k .  Это множество 
является дифференцируемым многообразием размерности 
т(п — т) и для него кобазисными являются формы <о а

а- Обо­
значим его через h> lG m, n  и назовем грассмановым многообразием 
неизотропных m-мерных векторных подпространств индекса k 
в 1Е п. Существует естественная проекция ср: k' l® m,n-^ h' lG m,n, 
сопоставляющая каждой m-плоскости как точки из кЩ т,п ее 
m-мерное направление как точку в k' lG m,n• Поскольку 

d(o a  = (o b  А оо аъ+2 а, 
(1.7) 

do) ab = o) cb Д о) ас~{-Q ab, 
где 

2 а  = СО а  /\ (й аа =|г аа,ьр#А Л 

Q ab=<iF Lb A <O aa — -^-Rab,cy,d60Jvc A <y6d, 

И 
Т аа№ =  —2gab§aß, Rab,cy,d6 = gy6 (gadÕcb —gacÖdb), 

то, согласно теореме Г. Ф. Лаптева [5], формы ы а  и со ь
а  явля­

ются формами внутренней связности для канонического расслое­
ния над h' l&m,n, а формы со ъ

а  — формами внутренней связности 
для канонического расслоения над h i lG m i n. По этой же теореме, 
в силу 

d(t)ß<x = >ü)ya А ( 1 -8) 
где 

ti) aa А A ̂ d, 

И 

R t^a,av,b6 = : := g a b  (gaõ6^\i > 

формы (У 1 3«, определяют внутренную связность в расслоении над 
h' l (Äm,n векторов, ортогональных к m-плоскостям из к , г® т,п-

3. Как уже отмечалось, 1-формы со а
а  являются базисными 

в кокасательном пространстве T*p( k> lG m, n) к грассманову мно­
гообразию h> lGm,n• Обозначим элементы дуального базиса, т. е. 
базисные векторы в касательном T v( k> lG m,n) к h' lG m, n  простран­
стве через е аъ- Тогда со а

а(е ь$) = д а$д ь
а. Основные результаты, 

полученные в [6], резюмирует следующая лемма. 
Лемма 1. Грассманово многообразие k' lG m, n  можно превра­

тить в пространство Эйнштейна постоянной скалярной кривизны 
(п — 2) (п — m)m, определяя в нем инвариантную риманову 
метрику формулой 

ds 2= G a a,biiOJ a  aofl ь, (1.9) 
где 

G aa,bß = gabgaß-



Его структурные уравнения имеют вид 

do) aa = '(0^b Д OO a abß, 

d(Oaabß='(Ocybß Л 'Ct> a acvi+^ a adß,cv,döCU vc Д (0 6d, 
где 

bfi = d b
aü> aß — da

&Q)b
a, 

и 
R a ab ß,cv,d6 = 2 õb

ag<dõa 
[6g v]  P + 2^ßgY6d'dagcl  

Ь  

— тензор кривизны для k- lG m- n. 
Метрическая форма (1.9) индуцирует скалярное произведе­

ние, которое мы обозначим через <С , >. 
В статье [6] для грассмановых многообразий k' lG2,4 найдены 

все 2-направления а, в которых их риманова кривизна стацио­
нарна в смысле определения, данного в п. 1. Резюмируем полу­
ченные там результаты. 

Пусть базис { e t } ,  ( i , j =  1,2,3,4), присоединенный к под­
пространствам hE 2  пространства !Е 4  (k, I = 0,1,2), выбранный 
в начале п. 2, является ортонормированным. Тогда ga = 0, при 
i ф /, a g i l  = gu = ей где ei равно 1 или —1. Переобозначим 
касательные к k- lG 2 A  векторы е а

а  следующим образом: е ]
3  = е\, 

е\ = е 2, е 2
3  = е 3, е 2

4  = е 4. Если | = и r\ = rj jej — линейно 
независимые векторы из T p( k> lG 2 t 4), то они определяют 2-направ-
ление о, которое определяется простым бивектором o i j  = 
Имеет место 

Лемма 2. Риманова кривизна К (а) грассманова многообра­
зия h' lG 2 t4 в 2-направлении о в вышеуказанном базисе для не­
изотропных о вычисляется по формуле 

К{ \ £lg2(£l(712H-g2Ö'34) a+£3£4(£3g13+g4g24)2 
( ]  10)  

eiezg+(oU)2+(oZ>)z+£3Sbg' ' ^ ' 

где а^ — компоненты простого бивектора, определяющего о и 
о = (сг ] 2) 2

(+ (сг 3 4) 2  и = ((Т 1 3) 2;+ (<7 2 4) 2. Ее стационарные зна­
чения получаются в следующих случаях: 

A) независимо от значений k и I: 
I) при О 3 4  = —Е\Е20 П ,  (Г 2 4  = —£З£4<713, £i£2((712)2 = 

= a 1 4ö 2 3  + £3£4(<713)2, имеем К(а) = 0; 

II) при (У 1 2  = (7 3 4  = 0, (7 2 3  = (7 1 4, (7 1 3(Т 2 4  = ((J 1 4) 2  UMeeM 
К(о)= 1; 

III) при сг 1 3  = гт 2 4  = 0, а 2 3  = —er14, сг 1 2с 3 4  = (сг 1 4) 2  

*(*) = 1; 

B) в случае, если k = I = 0 или k = 1, 1 = 2 или k = I = 2, 
имеем 

IV) при 0 Z A  —  £\Е 20Х 2 ,  А 2 4  = £З£4<713, (7 1 4  = (7 2 3  = 0, СГ 1 3  = 
= ±сг12, получается К{а)= 2. 

62 



§ 2. Конгруэнции неизотропных 2-плоскостей и их грассмановы 
отображения 

1. Пусть в грассмановом многообразии h' l& 2,n дано (п — 2)-
мерное подмногообразие к , г$2,п, т. е. конгруэнция 2-плоскостей 
индекса k в *R n- В дальнейшем мы часто будем обозначать его 
просто через если это не приводит к недоразумениям. Пусть 
I является его каноническим вложением. Если 
1-формы -г™ являются для $ кобазисными, то для кобазисных 
1-форм со а  и о) аа для h' l%2,n имеют место формулы 

t* (y« = yjLaßrß) 

1*0)а
а = Л аа^. 1 ' 

Система Пфаффа г™ = 0 должна являться вполне интегрируе­
мой, так что 

dt a  = rfi A (2.2) 
Внешнее дифференцирование уравнений систем (2.1) с учетом 
(2.2) и последующее применение леммы Картана дают 

dA*-?>=A%T^ — Л?ры«И-Л« Р тт*, ( 2  3 )  

йЛ аа£ = Л аьр<0 Ьа+Л™ау T Vß — 
причем A aß y  = Л а

т Р, öaoßv — 6aovß- Отметим, что здесь вместо 
<v bß и iW ß

a  следовало бы писать iV f l  и i*co ß
a, но мы будем, для 

простоты, здесь и в дальнейшем, применять следующие отож­
дествления: i*Q) ba = ü)ba, t*<üß

a = (о^а, i*io a  = о) а, так как при­
менение с* к указанным 1-формам не дает существенно новых 
соотношений. С помощью (1.7) и (2.1) найдем структурные 
уравнения канонического расслоения над Й 

d(i) a—,(o c  Д io> ac-\-*2 a, 
d.(O ab=M cb л 0) ас + *#V 

Здесь 2-формы 

'2 а= 1*1'« =--- Д т<\ (2.4) 

'(2°ь = 1'О аь=\- 'R'bafz" А т» (2.5) 

где 
*Г а

а Р  = Г% л бЛ^ Г аЛ 0
| ь | ( 3 ], 

*R abaß -= К аЬ,су,йбЛ \-аЛ ̂<iß, 
называются, соответственно, формами кручения и кривизны ука­
занной связности [4]. В [4] также показано, что значения 
2-форм *2 а  зависят от выбора точки в 2-плоскости конгруэнции 
5 1 ;  в  е е  п р о и з в о л ь н о й  т о ч к е  X  с  р а д и у с о м - в е к т о р о м  X  =  М  - х а е а  

*2(Х)=*2 с+х ь  *Qcb- (2.6) 
Точки X ,  в которых * 2 ( Х )  =  0, называются точками нулевого 
кручения. 
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Точка X с радиусом-вектором Х = М-\~х ае а  в 2-плоскости 
pet, для которой существует направление в Г р($), такое, 
что dX, вычисленный для этого направления, принадлежит дан­
ной 2-плоскости р, называется фокусом. Множество всех фоку­
сов в каждой 2-плоскости ре® является некоторой алгебраи­
ческой линией порядка п — 2, которая называется фокальной 
линией конгруэнции. Она имеет уравнение (см. [4]) 

det |A aß+xM«aß| = 0. (2.7) 

Ее бесконечно удаленные точки, которые в данной 2-плоскости 
р <= Й могут быть интерпретированы как направления, опреде­
ляемые векторами х ае а, для которых det |x aA a

aß' = 0, называ­
ются фокусными направлениями. 

2 .  Если для конгруэнции Й  2-плоскостей индекса k  в l R n  

фиксирована какая-нибудь точка W в каждой ее 2-плоскости 
р е то к каждой р можно присоединить (п — 2) -плоскость 
пространства lR n, проходящую через эту точку W и являющуюся 
вполне ортогональной к р. Возникает многообразие l~ h' lW n-2,n 
(п— 2) -плоскостей, присоединенное к данной конгруэнции <51 
В дальнейшем мы обозначим его просто 92. В случае п = 4 
многообразие 9J является также конгруэнцией 2-плоскостей. На­
чало репера можно перенести в точку W, и тогда со а  = M°ßr ß. 
Фокус для 9? определяется как указано выше. Множество всех 
фокусов в данной (п — 2)-плоскости q е 92 называется фокаль­
ным многообразием. В случае п = 4, т. е. когда 92 является кон­
груэнцией, фокальное многообразие в каждой q е 92 является 
линией второго порядка, уравнение которой имеет вид 

det I— gabgavAybfitya\ = 0. (2.8) 
С помощью (1.8) и (2.1) найдем структурные уравнение 

канонического расслоения над Ü векторов, ортогональных к 
2-плоскостям из Ü: 

где 

(2.9) 

И 

R^ayö — ̂ ^а,ал,Ьт/1 лауА т(>0-

3. С помощью канонического вложения i: k> l@2,n->~ k' l (®>2.n и 
проекции ф : h' l@>2,n^ h' lG2,n определяется отображение гр = 
— h,l&*2,n h,lG2,n, которое будем называть грассмановым 
отображением конгруэнции h> l®-2, п  в k t lGo,n• Отображение гр со­
поставляет каждой 2-плоскости р е й ее 2-направление как 
точку в h' lG 3 tn• Обозначим этот образ тр(®) конгруэнции *,% при 
тр через К. 

В дальнейшем целесообразно несколько ограничить выбор 
подвижного репера, присоединенного к точке М в 2-плоскости р 
конгруэнции Й. Именно, пусть е а  в 2-плоскости pet ортонор-
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мированы, т. е. gab = 0, если афЬ и g a a  = £а = ± 1, и пусть 
е\ не имеет фокальное направление, т. е. 'det -|A a^| ф 0. Тогда 
в качестве базисных форм т™ для ^ можно вйбрать формы; 
г® = i*oi a\. После этого в уравнениях (2.1) имеют место A aiß = 
= и, следовательно, конгруэнцию Ä можно определить си­
стемой 

и ( 2  4 0 )  

1*ы<* 2=Л аzftah, 

где, как мы условились, в правых частях этих -уравнений опу­
щен t*. • г • 

Теорема 1. Касательное подпространство образа К конгру­
энции Ü 2-плоскостей пространства lR n, как касательное про­
странство (п — 2)-мерного подмногообразия в грассмановом 
многообразии MG 2, n  натянуто при выбранном выше репере на 
векторы V ' 

и=е^+Л*ше\ V (2.11) 
/ 

Риманова метрика (1,9) индуцирует на К инвариантную сим­
метрическую квадратичную форму , 

ds*2=Ga&co*ito Pi, (2.12) 
где 

Gaß  =  £igaß4~£2gvöAV2aAö2ß. (2.13) 

Второй фундаментальный тензор для К относительно подвиж­
ного репера {гр(р), f a, e 2ß} совпадает с объектом 6 a

2ß V, опреде­
ленном в (2.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в е д е м  ф о р м ы  ф о р м у л о й  

A^ßüA'+Ä (2.14) 

Согласно уравнениям (2.10) имеем — 0; следовательно, 
этой системой в k' lG 2, n  выделяется подмногообразие К размер­
ности п — 2, которое является образом конгруэнции В силу 

  (fa)=Ay2ai(oh(e\) — Ahvcoh (e l
a) =Aß2a — Л^=0 

векторы f. a  являются касательными к К. Поскольку они и ли­
нейно независимы, то они образуют базис для T^ P )(K) а 
a T M p )( k' lG 2,n). Легко видеть, что {f a, e 2

ß} и {<v ai,-# p} можно 
принять за новые базисы соответственно для касательного 
T^(p)( h' lG 2,n) и кокасательного T* M p )( k- lG 2, n) пространств к 
грассманову многообразию h> lG 2, n. Внешнее дифференцирование 
уравнений # a  — 0 дает dti™ ='aß\ Д A a

ß, где 

A aß = dAa2ß — Л а2у ((t> Vß —Av2ß<y2l) — Öa&6)iZ-\-Ay2ftfOa'y-

Следовательно, A aß = ь  и объект 6 a
2 ß v  является вторым 

фундаментальным тензором для К- Наконец, метрическая фор­
ма (1.9) индуцирует как раз метрику на К формулой (2.12). 
Теорема доказана. -
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A — (2.15) 

Л-! = 

В следующей теореме укажем, как к подмногообразию К 
присоединить полуканонический репер, описанный для N-мер­
ных подмногообразий V N  риманова пространства-У 2№ в § 1, п.Л. 
В доказательстве нам понадобится следующая 

Лемма 3 (см. [14], стр. 196). Квадратичная (2N X 2N)-мат­
рица А вида 

Е В 

С D 

где Е единичная, а В, С и D — произвольные (N X N) -матрицы, 
регулярна тогда и только тогда, когда регулярна (N X N) -мат­
рица D — СВ; если матрица А регулярна, то обратной к ней 
матрицей А~ х  является 

Е-\-В (D — С В)- 1  С -В(О-СВ)- 1  

—  ( D  —  C B ) ~ i C  ( D - r C B ) - 1  

В случае, когда detJG api| ф 0, тензор (2.13) определяет на Й 
риманову или псевдориманову метрику и верна 

Теорема 2. Пусть тензор (2.13) определяет на К риманову 
или псевдориманову метрику. Тогда К можно отнести к под­
вижному полуканоническому реперу {гр(р), f a, hp}, где векторы 
f a  определяются формулами (2.11) и 

hß = —£igßeGV6Ae2ve1ö+ (^öß — £2gßv^pCTAfi2pAv2a) 62ö (2.16) 

— ортогональные к ним векторы. Кобазис {я™, # ß}, дуальный 
базису {f a, hp}, составляют формы 

Я а  = Eig ßv GaP<üvt+£2gv6 Ga&A 62ß(UV2, (2.17) 

и определяемые формулами (2.14). 
Относительно репера {гр(р), f a, Aß} метрика на К опреде­

ляется формулой (2.12), а метрика в расслоении N {К) фор­
мулой • 

(dsJ-)2=#aß#a4Р, (2.18) 
где 

. га ТвяО""Л'аяЛ»й. (2Л9) 
В этом репере структурными уравнениями для К являются 

ti?ü> ai=<u ßi Д i^ß, (2.20) 

=rvß Д t«v!+4- A 6>öi, (2.21) 

где 
t aß=i(o aß — Л aaßCt> 2i+gpoG a 6bfyßyA a26(o yi, ' (2.22) 

и 
^™ßvö=/C aßvö;~l- ̂ aßv6, 

тензор его кривизны, состоящий из тензора 
j(a a  . — H~~Gaebn bx , (2.23) А ßvö nmU U 2iß[v |2e|õ] » V ' 

и следующего ограничения тензора кривизны грассманова мно­
гообразия k' lG 2,n: ' 
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i < xPvõ=2[eige TG« t(eig m^6]4-^gnßAn
2[yAe

im |+ 

+е2л w 2 l yg 6 ] n  ) ;+ея тО°*Л«* (6Г1^ ЭЛР 2 [ 0^ ) Р  + 

+ e i ( 5 e[6^ V]p^A p 2ß+e2g paA p
2ßA a

2 [ v  A8
|2|õ) ) ]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И щ е м  в е к т о р ы  A ß  в  в и д е  л и н е й н о й  
комбинации Aß == Х а$е 1

а;+ Из требования ^(Aß) = <5"ß 
вытекают соотношения F aß = y«ß;+ А%,Х^. Теперь из требова­
ния <f<z, A ß> != О взаимной ортогональности векторов f a  и Aß 
получается-система 

= —£2A62agvö) 
решение которой в случае det j G aö|| ^ О дает X ß

Y  = 
= —£2gv6ÖaßAö2a, где G aeG ö ß  == <?ß

a. Следовательно, искомые 
векторы Aß выражаются по формуле (2Л6). Выписывая мат­
рицу коэффициентов при е 1

а  и из выражений (2.11) и (2Л6), 
получаем 2 (п — 2) Х 2 (/г — 2)-матрицу вида (2.15), где 

B=IU ß2all, C=||-e2gvöG«ßA»2all, 

D= I!dßv — £2gvflGaeA62aAß2ei 

Поскольку здесь D — CB = | |dß
Y||, то матрица А регулярна и, 

следовательно, {f a, A ß} можно рассматривать как новый базис 
для T^p)( h' lG 2,n)' Дуальным к нему является кобазис {я™, t> ß}, 
который получается из кобазиса {о> а\, .ü> ß

2} при помощи матрицы 
(А^ 1) 7. Выражая теперь из формул (2.14) и (2.17) формы Л 
и <y ß2 через новые базисные формы я™ и t9- ß, получим 

<0*1= G« ß  (e^ßv^v — gveA^ßtf*) 
1(Оа2 = €lgyöG ßö A^ßTT7 + (&*ö — £2göeGßVA«2ßAe2v) tfö. 

Подстановка найденных выражений в (1.9) дает 
ds^= G aß^ a^ ß  + ̂ «ß^a^ß, 

где // aß выражается согласно (2.19). Следовательно, метрика 
на К определяется формой (2.12), а на N (К) формой (2.10). 

Для вывода структурных уравнений для К продифференци­
руем сначала выражения (2.17), учитывая, что на К справед­
ливо 0 = 0. Вследствие этого получим уравнения (2.20), где 
формы т^у выражаются" согласно (2.22). Внешнее дифференци­
рование последних форм дает нам вторую группу структурных 
уравнений для К, в "которых тензор кривизны -R aß V6 является 
суммой тензоров (2.23) и (2.24). Теорема доказана. 

§ 3. Конгруэнции неизотропных 2-плоскостей пространств 
и и их грассмановы отображения 

1. В этом параграфе рассмотрим конгруэнцию f t ,^ 2 )4 неизот­
ропных 2-плоскостей пространства R 4  и ^4. Парой (k, I) здесь 
может быть одна из пар (0,0), (1,1) или (0,1). Для простоты 
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обозначим соответствующие им конгруэнции через $, 
и а присоединенные к ним описанным в § 2, п. 2, способом 
конгруэнции через 92, 92" и 92'. Систему (2.10) перепишем здесь 
в виде 

•й> 3  = Жи 31+ |р<У 41, 1Ы 4=<ГО) 31+Т<У 41, (3.1) 

<У 32 = 2to 4l, <» 42=^ 3l + ̂<y4i, (3.2) 

применяя для обозначения, принятые в [4, 8, 9] и опуская 
I*. Кроме того, в ортонормированном репере, \ где g 1 L  == е и  

§зз = £з, g22 — gu = 1, имеют место -
о) 1з=—SIESEL, <У2З=—£зй)\ o)h=—£ico üi, <xt2k——&>Ч 

(O l2=—£iOi\ <i)34=—£3(t>43. 
(в случаях и имеем соответственно e \ = £3 = 1, 
£1 = —£3 =—1 или £\ — —£3 = 1). Внешнее дифференциро­
вание уравнений (3.2) и последующее применение леммы Кар-
тана дают. " : 

dx-f- (% a+2:^+£i)iü> 2i— (z+£3^) <у4з=«<y3i+/Jcrj4i, 

fl?Z;+ Z (^ + %)<У21 + CS (%~^) 43 — jS'tV3!+7'Ü)4!, ,g gx 
d£-{- £ (k-\-K) £U2i-j- (x — & ) <y43 = C'(ü3l4~ b<V4l, 

(^+Z^-|-£i)<Ü2I+ (2+ £з£) a> 43 = Ьtito 4l. 

Уравнение (2.7) фокальной линии имеет вид (ср. [4]) 
(х 1) 2+ (&;+%) х 1* 2^- (£я — z£) (х2) (я;+т) xVf-

'+ (&я+ят — — zo) x2-f (ят — до) =0. (3.4) 

Допустим, что на каждой 2-плоскости р <= w$2,4 фиксирована 
какая-нибудь точка и начало репера перенесено в эту точку. 
Тогда к данной конгруэнции присоединяется конгруэнция 2-плос-
костей, описанная в §> 2. В таком случае 

<Ы 1=/?йА+Г<Ы 41, <х> 2= S Ct> 3i—f— 

и уравнение (2.8) фокальной линии присоединенной конгруэН-
ции имеет вид 
EiZ (у 3) ̂+Si£3 (k — x) y3if — Eit (г/4) 2-рез (xf — £1<7 — zp) у 3-}-

+ (eis+£r— kp)y\-\-{pq — rs) = 0. (3.5) 

Формулы (2.4), (2.5) и- (2.9) дают для 2-форм кручения и 
кривизны конгруэнции а'^2,4 и' 2-форм кривизны присоединен­
ной К ней конгруэнции следующие выражения 

-. ^=ВД Д^ 4,, *2*=П(й\А <0% 
*й*1= *12h=0, =—Ei *Q12= Rioh Д 6> 41, 
* 3=^=0, *№з=—ез W'4=7 S<y 3i A^i, 

где 
T i  = E L  (£зр — er), 72=£з(,р% — яг),-|-т£ — £3&z, (3.6) 

R  =  C — £  s z ,  ( 3 - 7 )  

S = -£3(^ —z^+£i). / (3.8) 
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2. В случае конгруэнции $ в /? 4  базисные векторы е а  и е а  

можно выбрать в главных направлениях фокальных линий 
(3.4) и (3.5). Тогда ß,+ и = О и k — к = 0, вследствие чего 
k = к — 0 (ср. [4,8]). Уравнение (3.4) фокальной линии для 
Ä имеет вид 

(х 1) 2  — z£(х2)(л-\-т) х 1  — (£q-\-zo) xzr\- (лг — да) =0. (3.9) 

3. В случае конгруэнции можем аналогично, за счет вы­
бора векторов е а  в главных направлениях фокальной линии 
(3.5), принять k ±= к. Относительно возможностей упрощения 
уравнений (3.2) путем поворота векторов е а  имеются следующие 
случаи. 

1) Если ||2/г| < \k 2  + 1—Hl то будем говорить о конгруэн­
ции типа 1. Тогда мо!жно принять k = 0, и тем самым при­
вести уравнение (3.4) фокальной линии к виду (3.6). Если 
z£ ^ 0, у этой линии существуют асимптотические направление 
которые определяются из 

х х :  x 2 = ± y z £ :  1 .  
Поскольку 

(±7z£ ei+ег, ±"|/z£ <?iH-e2) = 1 — z£, 

то оба асимптотические направления либо евклидовы '.(если 
О ̂  < 1), либо псевдоевклидовы (если z£ > 1). 

2) Если \2k\ > \k 2  + 1 — z£\, то будем говорить о конгруэн-
у  ции типа 2. В этом случае можно принять k 2  + 1 —z£ = О 

и привести уравнение (3.4) фокальной линии к виду ' 

(х 1) 2+2Ых 2  — (х2)2+ \rt+%)X 1-}-[ Ця — т) — ~(^+1) — 2сг] х9+ 

. , И-(яг — ,£><т) — О, 
Эта линия имеет всегда асимптотические направления, которые 
определяются соотношением • 

х 1 : х 2 = (—к±уЩА ) :  1. 
Поскольку 

( е ,  е )  =  — 2 k  ( & Ч = у / г 2 + 1 ) ,  
где - ' 

e=el+(-k±jW+\}*i, 

то одно асимптотическое направление евклидово, другое — 
псевдоевклидово. 

3) В оставшемся случае, когда \2k\ = \k 2-{- 1—z£|, будем 
говорить о конгруэнции Й' типа 3. Тогда уравнение (3.4) фо­
кальной линии для ^ можно переписать в виде 

(X 1) a+26xix2 — (14=26) (х2) 2+• (л+т) xi+ 
!+[/г(я+т) — za — ^]х2+ят — ̂ сг=0, (3.10) 

• - 69 



где z и £ связаны соотношением z£ = (£ + I)2. Эта линия 
имеет 2 асимптотических направления, в которых х 1  : х 2  = 
'= ( + 1) : 1 и х 1  : х 2  = (—2k + 1) : 1; из них первое является 
изотропным. Следовательно, конгруэнции @ z  типа 3 характери­
зуются наличием у фокальной линии изотропного асимптотиче­
ского направления. 

4* В случае конгруэнции пространства '/? 4  можем ана­
логично тому, как это делается в п. 2 для за счет выбора 
векторов €а в главных направлениях фокальной линии (3.4) 
сделать k х — 0. 

1) Если теперь \2k\ С \z—£ |, то присоединенная к этой 
конгруэнции конгруэнция псевдоевклидовых 2-плоскостей явля­
ется конгруэнцией типа 1 и будем говорить о конгруэнции 
типа 1. В этом случае можем, принять k = 0, и уравнение (3.4) 
фокальной линии принимает вид (3.6). 

2) Если \2k\ > i|z — £j, то присоединенная конгруэнция яв­
ляется конгруэнцией типа 2, и будем говорить о конгруэнции 
типа 2. В этом случае можем принять z — £, вследствие чего 
уравнение (3.4) принимает вид 

(Х 1) 2  — (k 2 -\-Z 2 )  (х2)2j+ (я+т)x l-\-[k(jt — t) -\-z(Q-\-a) ]х2+ 

\-\-лт — ,рсг=0. 

3) В случае, когда \2k\\—\z—£ |, присоединенная конгруэн­
ция является либо конгруэнцией типа 3, либо является конгру­
энцией, у которой фокальная линия — прямая. В обоих случаях 
будем говорить о конгруэнции типа 3. 

(Х<)== 2+ (я+т) X' - [ &+zo±-j(t - z) (я -т) ] х2+ 

+ят — @(Г=0. 

5. Переходим к изучению образа К, К' или К" конгруэнции 
Й, или в грассмановом многообразии, G 2 j 4, 1 , 1  G 2, 4, 0 , 1G2, 4  

соответственно. Как выяснилось в п. 2—4 настоящего .пара­
графа, всегда при рассмотрении конгруэнции Я 1, или Й" 
можно за счет выбора репера сделать ,х = е 3&. Пользуемся 
пока только такими ортонормированными реперами, где выпол­
няется последнее соотношение. Тогда, согласно теореме 1, мат­
рицей основного метрического тензора образа К, К' или К" яв­
ляется 

£2+£3&2+£i£3 ß(z+£) 

k { z + £ )  62+e3z2+ei 
Gaß!l = lleigaß+gvöAV2oc/l02ß||— (3.11) 

Каждой точке f ( p )  подмногообразия к- г/С 2,4 можем сопоставить 
риманову кривизну (§ 1, п. 2) грассманова многообразия Ä'*G?,4 
в 2^направлении о касательного к h' lK%A в этой точке подпро­
странства 7\|,(p)( f e- z/<2,4). По теореме 1 касательными к f t //C 2,4 
являются векторы f 3  = ез^е 2з + ££24, /4 = eU + ze 2

3,+ ke 2
4; 
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следовательно, 2-направление о касательного пространства 
T^p)( h< lK2A) определяется бивектором 

(7^=1, o? i S=z, а 1 4=/г, а 2 3=—езк, о^——£, 
(734 = £   — (3.12) 

Риманова кривизна К (о) в этом 2-направлении согласно (1.10) 
равна 

/С ( j) _ £*(g*+£3fe2 — ̂ )а+ез(ез2 — £)2 

£1+51 (£3Ä?2 - z£) а+26 2+£з (z 2+£ 2) 
Для конгруэнции $ пространства У? 4, в репере, указанном в п. 2, 
последняя формула принимает вид 

J l - z Z ) > + ( z - £ y  4 z £  
1  • (l+z2)(l+a (l+z2)(l+£2) • > 

Из результатов статьи [20] известно, что риманова кривизна 
/С(ст) грассмановых многообразий G m > n  (в частности для т = 2, 

./1 = 4) удовлетворяет неравенствам 0 ̂  К (а) ^ 2. Теперь не­
посредственное сравнение (3.9) и (3.14) дает нам следующую 
теорему. 

Теорема 3. Фокальная линия конгруэнции 2-плоскостей про­
странства R4,является линией эллиптического (соответственно 
гиперболического или параболического) типа тогда и только 
тогда, когда образ К этой конгруэнции в грассмановом многооб­
разии G 2,4 имеет риманову кривизну 1 <с К (о) ^ 2 (соответ­
с т в е н н о  0  ̂  К  ( о )  <  1  и л и  К ( о )  =  1 ) .  

З а м е ч а н и е .  Д л я  о б р а з о в  К '  и  / С "  к о н г р у э н ц и и  и  Й "  
пространства ЛЯ А  аналогичной теоремы нельзя получить, так 
как К (о) для них не имеет точных границ и для некоторых 
2-направлений является даже неопределенной. 

§ 4. Исследование метрики подмногообразий 

Метрика на подмногообразии К в G2i4 является всегда поло­
жительно определенной римановой метрикой. Иначе обстоит 
дело в многообразиях I' 1C? 2 t 4  и 0,1G2)4, где метрика на подмного­
образиях К' и К" может быть положительно или отрицательно 
определенной, неопределенной или вырожденной. Из (3.11) по­
лучается, что 

g = det]g aß|;=£3[6 4+2/j 2(£i — £3z£)+ (z2— 1) (£2-1)]. 
Следовательно, в случае G > 0 метрика риманова (она поло­
жительно или отрицательно определена), в случае G < 0 псев-
дориманова, и в случае G. — 0 вырождена. 

1. Так как для конгруэнции типа 1 можно принять 
k = 0, то для ней 

С= (£2-1) (22-1), (4.1) 
и получается 
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Теорема 4. Образ К' конгруэнции типа I в грассмановом 
многообразии 1 , 1  G 2,4 несет риманову (соответственно псевдори­
манову или вырожденную) метрику тогда и только тогда, когда 
кривизна R ее, и кривизна S присоединенной к ней конгруэнции 
92 z z  ортогональных 2-плоскостей, связаны неравенством R 2  < 
< (S — 2)2  (соответственно неравенством R 2  > (5 — 2)2  или 
равенством R 2  = (S — 2)2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д у е т  н е п о с р е д с т в е н н о  и з  ф о р м у л  
(3.7—8) и (4.1). 

Для конгруэнции ^ типа 2, в силу k 2  = z£— 1, имеем, что 
G = —4k2—(z— £)2. Здесь предположение G = 0 влечет за 
собой k = & и z = £ — ±1. Оказывается, что такая конгруэн­
ция не существует. Действительно,, из системы (3.3) тогда 
следовало бы <у 4

3  = 0, но dft> 4
3  = —2o>3i Д w 4i ф 0. Поэтому по-

получается 
Теорема 5. Образ К' конгруэнции типа 2 несет псевдо­

риманову метрику. 
Для конгруэнции !$' типа 3, в силу \2k\ = \\-\-k 2— z£|, 

имеем G\=—(ž—£) 2. При сравнении этого выражения с 
(3.7) получаем следующую теорему: 

Теорема 6. Образ К' конгруэнции $ z  типа 3 несет псевдо­
риманову метрику тогда и только тогда, когда кривизна 
R этой конгруэнции отлична от нуля, и вырожденную метрику 
тогда и только тогда у  когда R = 0; последняя конгруэнция су­
ществует с произволом двух функций двух аргументов. 

2. Аналогичные результаты получим для конгруэнции й" 
пространства !/? 4. Для конгруэнции 1$" типа 1, в силу k = 0, 
имеем G = (z 2—1) (1—С2) и получается 

Теорема 7. Образ К" конгруэнции $ z /  типа 1 в грассмано­
вом многообразии 0 ) 1  G2,4 несет риманову (соответственно псев­
дориманову или вырожденную) метрику тогда и только тогда, 
когда кривизна R ее и кривизна S, присоединенной к ней конг­
руэнции 92* ортогональных 2-плоскостей, связаны неравенством 
R 2  '> (,S — 2)2  (соответственно неравенством R 2  <С (S — 2)2  

или, равенством R 2  = (S — 2)2). 
Для конгруэнции ®z/  типа 2, так как z = £, имеем, что 

G ==—k 2(k 2  + 2z2,+ 2) — (z2 — I)2. В случае G = 0 из системы 
(3.3) в силу k '= 0 и z = £ = ± 1 следовало бы, что а) 2\ = 0, 
в то время, как doy 2\ = ±2o>3i Д а) 4\. Получается 

• Теорема 8. Образ К'" конгруэнции типа 2 несет всегда 
псевдориманову метрику. 

Для конгруэнции К" типа 3 в силу \2k\ = |z — £ | имеем 
G = —(k2 z£— I)2. е  При сравнении с {3.8) получается 

Теорема 9. Образ К" конгруэнции К" типа 3 несет псевдо­
риманову метрику тогда и только тогда, когда кривизна 
S присоединенной к ней конгруэнции, отлична от нуля и несет 
вырожденную метрику тогда и только тогда, когда S •= 0; по­

72 



следняя конгруэнция существует, с произволом двух функции 
двух аргументов. 

4. Возможно, что метрика подмногообразия К' в 1 , lG 2,4 яв­
ляется вполне вырожденной. Такие конгруэнции описывает 

Теорема 10. Метрика на подмногообразии К' в 1 , 1  Ог,4 яв­
ляется вполне вырожденной тогда и только тогда, когда про­
образ его — конгруэнция й' пространства — имеет нулевую 
кривизну и фокальная линия на каждой 2-плоскости конгруэн­
ции является такой нецентральной линией второго порядка, что 
для ней асимптотическим является изотропное направление 
этой 2-плоскости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  м е т р и к а  н а  К '  я в л я е т с я  в п о л н е  
вырожденной, то в (3.11) должно выполняться 

6(2+£)=0, 6Ч-£ 2=1, 6 2+z 2=l. 

Из последних равенств следует 1) или z + £ = 0 и б 2  + z 2  = 1; 
2) или 6 — 0 и z 2  = £2 = 1. Здесь второй случай отпадает, 
так как он ведет к несовместной системе (см. п. 2.). Поэтому 
остается первый случай. Параметризуем равенство б 2  + z 2  = 1 
следующим образом: 6 — cos у, z = sin <р. Здесь 6 — 0 при­
ведет ко второму случаю, поэтому предполагаем, что 6 ф 0. 
Система (3.3) в этом случае равносильна следующей 

—sin ср (d<p-f-2 sin <po) 2i) — ac^i-j-ßcoh, 
cos <p(d*pt-\-2 sin <po)h) — ß(o3i—ao)\ 

из которой следует, что sin <р — 0 и a — ß — 0. Таким образом, 
имеем z = £ = 0, 6 = ±1, и указанное подмногообразие в-
1 , 1  (/2,4 определяется вполне интегрируемой системой 

<у 3а = =  <У 42= (4.2) 

Здесь можно оргадичиться системой (4.2) с верхними знаками, 
так как преобразованием е'з = —е3, = е 4  случай 6 = —1 
тоже сводится к нему. Прообразом этого подмногообразия К' 
является конгруэнция Ü' типа 3, которая имеет нулевую кри­
визну, фокальная линия которой имеет уравнение 

4  (X 1) 2±2Х 1Х 2+ (Х 2)а+ (Л-+Т) (Х Х±Х*)+ЛГ — еО = 0, 

откуда видно, что направление изотропного вектора е = е\ =F 
является для этой линии асимптотическим. 

Обратно, пусть конгруэнция 1^ имеет нулевую кривизну и 
пусть фокальные линии ее, для которых асимптотическим яв­
ляется изотропное Направление 2-плоскости конгруэнции, не­
центральные, Тогда выполняются 

£ — z=0, z£=0, 62=1. 

1 Отсюда немедленно следует, что вполне интегрируемая система 
(4.2), определяет в l' lG 2 A  подмногообразие с вполне вырожден­
ной метрикой. Теорёма доказана. 
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З а м е ч а н и е .  В  с и л у " 4 т е о р е м ы  1  и  в ы ш е и з л о ж е н н о г о  э т о  
подмногообразие с вполне вырожденной метрикой является и 
вполне геодезическим. -

Наконец, отметим, что образ К" конгруэнции не может 
обладать вполне вырожденной метрикой, так как система (3.2) 
при условиях 

A>(Z+£)=О, P+L=^ P+ 1 = Z2 S  

является несовместной. 
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EUKLEID1L1STE RUUMIDE 2-TASANDITE KONGRUENTSI 
GRASSMANNI KUJUTUS^ 

I. Maasikas 

R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse eukleidilise või pseudoeukleidilise ruumi 2-mõõtmeliste 
mitteisotroopsete tasandite kongruentsi. Defineeritakse selle kongruentsi kujutus 
vastava eukleidilise või pseudoeukleidilise vektorruumi 2-mõõtmeliste alamruumide 
Grassmanni muutkonda. Töö üheks põhiülesandeks on selle kujutise kui Grass­
manni muutkonna alammuutkonna poolkanoonilise reeperi konstrueerimine, mis 
lahendatakse teises paragrahvis. Kolmandas ja neljandas paragrahvis uuritakse 
ruumide /?4 ja '/?4 2-tasandite kongruentse ja nende Grassmanni kujutisi. On 
antud rida teoreeme, mis iseloomustavad kongruentsi fokaalsete omaduste vahe­
kordi tema kujutisel määratud sisemeetrikaga. Täielikult lahendatakse küsimus, 
millal kujutise sisemeetrika on täiesti kidunud. 

DIE GRASSMANNSCHE ABBILDUNG DER EBENENKONGRUENZEN DER 
2-DIMENSIONALEN EBENEN IN EUKLIDISCHEN RÄUMEN 

I.  Maasikas 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im Artikel betrachtet man die Ebenenkongruenzen von nichtisotropen 
2-dimensionalen Ebenen in den euklidischen oder pseudoeuklidischen Räumen. 
Man definiert die Abbildung dieser Kongruenz in der grassmannschen Mannig­
faltigkeit der 2-dimensionalen Unterräume der betreffenden euklidischen oder 
pseuidoeukltidisehen Veiktorräiume. Mit dieser Abbildung verbindet man ein 
semikanonisches 2 (n— 2) -Bein und für sie leitet man die S.trukturgleichungen 
und den Krümmungstensor ab. 

Weiter wenden Kongruenzen in Rx und lRt untersucht. Es sind einige 
Theoreme gegeben, die die Foik ai ei g en soh af ten der betrachteten Kongruenzen 
mit den Eigenschaften der Abbildungsmetrik verbinden. Zum Abschluß werden 
alle Kongruenzen mit voll-isotroper Abbildungsmetrik ausgesucht und cha­
rakterisiert.^- ' 
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КОНГРУЭНЦИИ 2-ПЛОСКОСТЕЙ С ВПОЛНЕ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИМИ ГРАССМАНОВЫМИ ОБРАЗАМИ 

И. Маазикас 

Кафедра алгебры и геометрии 

1. Настоящая статья тесно примыкает к статье [1]. Поэтому 
в ней применяются введенные там понятия и обозначения. 
Здесь исследуются конгруэнции неизотропных 2-плоскостей про­
странств R 4  и 1/?4, образ которых при их грассмановом отобра­
жении [1] является 2-мерным вполне геодезическим подмного­
образием грассманова многообразия k < lG2,4-

В [1] показано, что фундаментальный объект 6 a
2ß Y  второго 

порядка конгруэнции $ является для образа К этой конгруэнции" 
вторым фундаментальным тензором. Но, поскольку в теории 
конгруэнции 2-плоскостей хорошо изучены инвариантные объ­
екты первой дифференциальной окрестности для то наиболее 
сильные связи свойств самой конгруэнции И и ее образа К вы­
являются в случае, когда этот образ является вполне геодези­
ческим подмногообразием. В статье находятся все конгруэнции 
с вполне геодезическими грассмановыми образами и даются их 
геометрические характеристики. Отметим, что статья обогащает 
знания и по теории самих подмногообразий грассманова мно­
гообразия, например, показывается, что вполне геодезические 
подмногообразия в h> lG2,4 проходят только в тех 2-направле-
ниях, в которых риманова кривизна многообразия k> lG 2,4 ста­
ционарна. 

2. Как в статье [1], так и здесь предполагаем, что рас­
сматриваемая конгруэнция определяется системой 

'(U 3^=jr<y 3i:+,p<y 4i» (у4=о"(х>31+тси41, (la) 

'<y 32=63&V 3li+?6iJ 4l, cu 42 = £ <031+ £ ti>4l. (lb) 

Продолжение уравнений (lb) дает ч  

dk-\- (^-j-z^+ei)^!— (z+e3£) <у4з—a<ysi+j6<y4i, 

dz-{-kz{\-\-ez)<)}2i Ч-ез^(1 — £з)си4з=./01У311+?^41» - ^2) 

d£-\-k£ ( 1+ез) й) 21 + k(l—£3) <У43 = =  Ci^t) 3i -j- Ь  (У 41, 

s 3dk-\-( -\-z£-±-Ei)<o zi+ (z+£3^)<y43=Ž>'<ü3H-a(u4i. 
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•Согласно определению вполне геодезического подмногообразия 
и теоремы 1 из [1] образ конгруэнций ^ или в соответ­
ствующем грассмановом многообразии является вполне гео­
дезическим тогда и только тогда, когда в системе (2) 

a = ß = y = . a = b  —  c = 0 .  -  ( 3 )  

Выведем условия совместности системы (lb, 2) при условиях 
(3). Для этой цели продифференцируем уравнения (2) с уче­
том (3). 

В случае конгруэнции й пространства R± и конгруэнции fä? 
пространства lR 4  в предположении (3) из крайних уравнений 
системы (2) следует (z-j-£)IÜ> 4

3  — 0. Пусть сперва z + £ =ь 0; 
тогда (2) сводится к системе ' 

dk+ (k 2"— Z2+£I)Ü)2I = 0, dz-\-2kzo}2i=0. 

Путем внешнего дифференцирования отсюда получаются соот­
ношения 

(k 2  — z2-fei)z=0, kz2=0. 

Независимо от значения ei последняя система удовлетворена 
при z — 0, т. е. вполне геодезическое К или К' определяется 
вполне интегрируемой системой 

iü) 32i=k(o 3i, <у42=/гси41, dk-1-(^ 2+ei)o) 2i = 0. (4) 

Для случая е\ = 1 (для конгруэнции Й пространства R 4) При­
бавляется возможность k = 0 й z = —£ — ±1, следовательно, 
вполне интегрируемая система 

<y 32=±cu 4i, &>42= +<У31, (5) 
определяет тоже вполне геодезическое К в G 2,4- Здесь можно 
ограничиться -системой (5) с верхними знаками, так как преоб­
разование е'з — с4, е'4 — ез переводит систему с нижними зна­
ками к ней. -

Рассмотрим теперь случай суг 4
3  = 0. Внешнее дифференциро­

вание последнего уравнения приводит к равенству k 2  — z£ —еi, 
вследствие чего первое уравнение системы (2) можно предста­
вить в виде dk -\- 2(k 2  + £i)'(ü2i = 0V из которого, после внеш­
него дифференцирования получается z = £. Поскольку z = £ = 
— 0 приводит к системе (4), то считаем, что здесь z = £ Ф 0. 
Параметризуем Для конгруэнции К пространства R4 конечное 
соотношение z 2—k 2  = 1, положив z = ch q>, k = sh <p. Тогда 
вполне интегрируемая система. 

(о 32=|(У 31 sh (р-ch <р, ü>42 = o)3i ch ф+<ы 41 sh <р, , 
<ы 4з=0, d<p= —2(o2i ch <р, 

определяет в G 2, 4  вполне геодезическое подмногообразие К. 
Для конгруэнции W пространства можно конечное соотно­
шение k 2  — z2 = 1 параметризовать, положив k = ch (р, z = sh <р, 
и тогда вполне интегрируемая система 
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<ti 32=ti> 3i ch ф+'йД sh <p, ü>4i2=6>3ishfl3-fü)4ichy, 
cu 43=0, dxp—— 2üj2i sh 

определяет в 1 , 162,4 вполне геодезическое подмногообразие К'. 
В итоге можем сформулировать следующие теоремы. 

Теорема 1. Образ К конгруэнции 2-плоскостей пространства 
Rh в грассмановом многообразии G2,4 является вполне геодези­
ческим подмногообразием тогда и только тогда, когда эта кон­
груэнция определяется системой (1а) и, одной из вполне инте­
грируемых систем (4), (5) или (6). Такие конгруэнции сущест­
вуют с произволом двух функций двух аргументов. 

Теорема 2. Образ К' конгруэнции 2-плоскостей пространства 
*/?4 в грассмановом многообразии' x^Gi A  является вполне гео­
дезическим подмногообразием тогда и только тогда, когда эта 
конгруэнция определяется системой (1а) и одной из вполне ин­
тегрируемых систем (4) или (7). Такие конгруэнции существую7 
с произволом двух функций двух аргументов. 

Для конгруэнции й" пространства в предположении (3) 
из крайних уравнений системы (2) следует (k 2  + z£ + l)a>2i = 0. 
Рассмотрим сначала случай .оД = 0. Внешнее дифференциро­
вание этого уравнения дает z— 0, вследствие чего система 
(2) сводится к системе dk = 2za) 4

3, dz = 2&<ы 4
3, из которой по­

лучается либо k = Z — 0, либо k 2  = z 2  j\- \. Последнее соотно­
шение параметризуем следующим образом: k = oh <р, z = sh ср. 
Остается рассмотреть случай k 2  z£ ;+ 1 = 0. В этом случае 
путем внешнего дифференцирования из средних уравнений си­
стемы (2) следует k 2:+ z£ — 1 — 0, но одновременное выпол­
нение последних двух равенств невозможно и этот случай от­
падает. В итоге получается 

Теорема 3. Образ К" конгруэнции Й" пространства '/? 4  в 
грассмановом многообразии 0 , 1  G2,4 является вполне геодезиче­
ским подмногообразием тогда и только тогда, когда эта кон­
груэнция определяется системой (1а) и одной из вполне инте­
грируемых систем 

(V 32=0, *Ü 42=0, <у21 = 0, V (8) 
или 

>(о 32=—cu 3i ch 9>+'<у41 sh <р, oj 42=—<y 3i sh ф+оА ch <р, . „. 
чу 2! —0, d>(p=2(jt) J l3. 

Такие конгруэнции существуют с произволом двух функций 
двух аргументов. 

3. Для . вполне геодезического подмногообразия К или 
К', определяемого вполне интегрируемой системой (4), 2-на-
правление а касательного к ним Тщ Р)(К) или Тщ Р){К'), опреде­
ляется бивектором (см. [1], стр. 71) 

o l 2= 1, yi3—(j24—о, (j 1 4=—o 2 3=k, сг 3 4=/г 2. 
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лТакое о удовлетворяет условию III стационарности римановой 
4  кривизны и для него К(а) == 1 (см. [1], § 1, п. 3). То же самое 
<вернр для вполне геодезического К" в 0 , 1  G 2,4, определяемого 
вполне интегрируемой системой (8) лишь с той разницей, что в 
этом случае имеет место еще k — 0. 

Для вполне геодезического К в G 2, 4, определяемого вполне 
интегрируемой системой (5), 2-направление сг, касательного к 
нему Тщ Р)(К), определяется бивектором о 1 2 :— а 3 4  = 1, а 1 3— 
= er24 = 1, о и  а 2 3  = 0, который удовлетворяет условию IV 
стационарности римановой кривизны в этом 2-направлении и 
д л я  к о т о р о г о  К ( а )=  2 .  Н а к он ец ,  к а с а т е л ь н о е  2 - н а п р а в л е ни е  о ,  

>к вполне геодезическому К, К' или К", которое определяется 
соответственно вполне интегрируемой системой (6), (7) или (9), 
-определяется бивектором 

(7^=1, O i 3=—£3, 02A = Z, (T i4=—s3o23 = ky (J34——£l. 
В этом 2-направлении К (а) = 0 и, так как компоненты o i j  удо­
влетворяют условию I из [1]. стационарности К (о), то риманова 
кривизна является стационарной. 

Ставим теперь обратную задачу: найти все подмногообразия 
К, К' и К", риманова кривизна К (о) которых стационарна. 
В этом случае бивектор <тЧ определяющий касательное 2-на­
правление T^ p )(K)j T^( V)(K r) или Тц( Р )(К"), должен удовлетво­
рять одному из условий I—IV стационарности римановой кри­
визны К (а), которые даны в [1]. В случае, когда выполняется 
условие I стационарности, из него с учетом (3.12) из [1] сле­
дует, что С — £з2, k 2  = z 2  — £i£3. Сравнение этих равенств с 
выражениями (3.7) и (3.8) из [1] дает следующий результат. 

Теорема 4. Образ К, К г  или К" конгруэнции Й' или Ü" 
в грассмановом многообразии является подмногообразием ста­
ционарной римановой кривизны К(а) = 0 тогда и только тогда, 
когда эта конгруэнция и присоединенная к ней конгруэнция 
имеют нулевую кривизну. 

З а м е ч а н и е .  В  о б щ е м  с л у ч а е  п о д м н о г о о б р а з и я  К ,  К '  и  К "  
стационарной римановой кривизны К(а) — 0 не являются вполне 
геодезическими^ '• 

Из условий III стационарности римановой кривизны К {а) 
получается, что для К и К' должны иметь место z — t, — 0, а 
для К", кроме того, k = 0. Получается 

Теорема 5. Всякое подмногообразие К, К' и К" стационар­
ной римановой кривизны /С(сг) = 1 является вполне геодезиче­
ским и определяется вполне интегрируемой системой, соответ­
ственно (6), (7) или (9). 

Из условий IV стационарности К { о )  для подмногообразия К  
в G 2,4 получается 

Теорема 6. Подмногобразие К стационарной римановой кри­
визны К (о) = 2 в 0,2,4 является вполне геодезическим; оно опре­
деляется вполне интегрируемой системой (5). 
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В [4] подмногообразие римановой кривизны К ( о )  = 2 в G 2 A  

называется вполне геодезической 2-сферой и в [2, 3] показано, 
что оно представляет собой множество попарно, изоклинных 
2-плоскостей. 

4. Переходим к подробному изучению конгруэнции 2-плос-
костей, образ которых является вполне геодезическим подмного­
образием. 

Теорема 7. Дл я  к о н г р у э н ц и и  Й  ( и л и  Й г )  2 - п л о с к о ст е й  п р о­
странства R 4  (соответственно - ]Я 4) следующие утверждения эк­
вивалентны: 

1) - ее образ в грассмановом многообразии G 2 A  (соответствен­
но ]' 1G 2 i4) является вполне геодезическим подмногообразием 
ста ц и о н а р н о й  р им а н о в о й  к р и в и з ны  К  ( а )  =  1 ;  

2) у всех 2-плоскостей конгруэнции $ (соответственно Й г) 
существует общее 1-направление; 

3) конгруэнция Й (соответственно ®') имеет нулевую кри­
визну и ее фокальные линии — нецентральные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  о б р а з  к о н г р у э н ц и и  @  ( и л и  $ ' )  
в грассмановом многообразии G 2,4, (соответственно 1 , 1  G 2 >4) яв­
ляется вполне геодезическим подмногообразием стационарной 
римановой кривизны К{о) = 1, то она определяется системой 
( 1 а ,  4 ) .  По с к о л ь к у  в  э т ом  с л у ч а е  d ( k e  1  —  е 2 )  —  — k o ) 2 \ ( k e \  —  е 2 ) ,  
то направление вектора ke\ — е 2  является общим для всех 2-пло­
скостей конгруэнции, следовательно, из 1) вытекает 2). 

Если у всех 2-плоскостей конгруэнции Й (или $') существует 
общее 1-направление, е = te 1 +(1 — t)e2, то из этого требования 
выводим условия 

dt-[t 2-\-ei(l — 02]«2i —О, 

k+t{ 1—£)—о, 2(i—o=o, £(i—o=o. ^ 

Последние три из них дают 

t=£ 1, z=£=0, • 

Теперь в силу z = •£ = 0, кривизна R — £ — z конгруэнции 
равна нулю и фокальные линии, уравнения которых 

(x i) 2-\-2kx ix z-\-k z(x 2')' l-{- (я+т)х 2+я:т — @о=0, 
являются нецентральными. Следовательно, из 2) вытекают 3). 

Если конгруэнция К (или К') имеет нулевую кривизну и ее 
фокальные линии нецентральные, то выполняются £ — z =-0 и 
z£ = 0, из которых следует z = £ = 0. Теперь система (2) при­
нимает вид 

dk^~ (k 2-\-ei) (o 2i=<i(o si, dk-\- (k 2-\-ei) w 2i = flwS, 

следовательно d k  -f ( k 2  + £\)<o2i = 0, и вполне интегрируемая 
система (6), (соответственно (7)) определяет в G 2 i4 (соответ­
ственно 1 , 1  G 2,4) вполне геодезическое подмногообразие стацио­
нарной римановой кривизны К(а) — 1. Итак, из 3) следует 1). 
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Теорема 8. Образ К" конгруэнции 2-плоскостей простран­
ства в грассмановом многообразии 0 , 1G 2 )4 является вполне 
геодезическим подмногообразием стационарной римановой кри­
визны К{о) = 1 тогда и только тогда, когда у всех 2-плоскостей 
конгруэнции Ü" существует общее {-направление. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У к а з а н н о е  в п о л н е  г е о д е з и ч е с к о е  п о д ­
многообразие К" в 0' 1G 2,4 определяется вполне интегрируемой 
системой (8). Поскольку de 2  — 0, то направление вектора е 2  

является общим для всех 2-плоскостей конгруэнцЙЯ. 
Обратно, из требования существования у всех 2-плоскостей 

конгруэнции общего 1-направления е = tei+(L — t)e2, полу­
чается система 

dt—[t*+( i  — t ) z ] (oh  =  0 ,  

2 ( 1 - 0 = 0 ,  £ ( 1 - 0  = 0 ,  k + t (  1  — Ä ) = 0 ,  k  —  t ( \ - k ) = 0 .  

Из последних четырех уравнений получается k — z = £ = 0; 
система (2) сводится к системе а) 2\ = <ш 3ь со 2\ = acj 4\, откуда 

ч заключаем, что 'tv 21 = 0. Теперь вполне интегрируемая система 
(8) определяет названное подмногообразие в °' ,G2i4. Теорема 
доказан^. • 

Теорема 9. Образ К конгруэнции Ü 2-плоскостей простран­
ства У?4 в грассмановом многообразии G 2 i 4  является вполне гео­
дезической 2-сферой тогда и только тогда, когда фокальная ли- -
ния на каждой 2-Плоскости из Й — окружность и кривизна 
конгруэнции R = н=2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  К  я в л я е т с я  в п о л н е  г е о д е з и ч е ­
ской 2-сферой, то ® определяется системой (1а, 5); следова­
тельно, кривизна R = £ — г = +2, и фокальная линия конгруэн­
ции — окружность, ее уравнение (3.9) можно привести к виду 

Обратно, если кривизна конгруэнции R = +2 и фокальные ли­
нии — окружности, то из формул (3.7) и (3.9) статьи [1] полу­
чаем £ — z—-Fl, z£ = —1, и отсюда получаем z — —£ == + 1. 
Теперь немедленно следует, что подмногообразие К является 
вполне геодезической 2-сферой, которая определяется системой 
(5). Теорема доказана. 

В случае, когда для конгруэнции Й кривизна R ф. 0, то в 
каждой ее 2-плоскости существует однозначно определенная 
точка Т нулевого кручения [1], она определяется из системы 

Г 1  — x 2 R = 0, Т 2  — x x R = 0. 

Подставляя здесь для Г 1, Т 2  и R их выражения (3.6). и (3.7) 
из [1], получаем, что точка Т имеет координаты 

. У ( JCZJ-—^T^ Q Z \  . 

\  £  — z  '  £  — z  /  < .  •  '  (  /  
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Теорема 10. В случае конгруэнции Й с центральной нерас­
пад ающей фокальной линией на каждой 2-плоскости ее образ 
К в грассмановом многообразии G 2,4 является вполне геодези­
ческой 2-сферой тогда, и только тогда, когда эта линия является 
окружностью и точка Т нулевого кручения совпадает с центром 
С этой окружности. 

Если конгруэнция Й не состоит из 2-плоскостей, проходящих 
через одну фиксированную точку, а фокальная линия на. каждой 
ее 2-плоскости вырождается в точку, то образ ее в G 2,4 является 
вполне геодезической 2-сферой тогда и только тогда, когда Й 
представляет собой конгруэнцию касательных плоскостей к та­
кой двумерной минимальной поверхности, у которой индикат­
риса нормальной кривизны является окружностью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  К  я в л я е т с я  в п о л н е  г е о д е з и ч е ­
ской 2-сферой, то $ определяется системой (1а, 5) и, согласно 
теореме 9, ее фокальная линия есть окружность. При помощи' 
(13) находим, что точка Т нулевого кручения имеет координаты 
Т = (—(л,-f- г) /2, +,(^ — о)/2), и из (12) видно, что она совпа­
дает с центром фокальной окружности. 

Если теперь эта фокальная окружность вырождается в точку, 
то л = т и £ |+ а = 0. Перенесение начала репера в эту точку 
влечет за собой л — t = g = o = 0, следовательно, со 3  = w 4  = 0. 
Внешнее дифференцирование последних уравнений и применение 
леммы Картана дают 

(ö i  — a ,(o3 i+jö'ü)4!, о) г——ß'<o 3i-\-aVi. (14) 

Здесь предположение а' — ß' = 0 привело бы к конгруэнциям, 
состоящих из 2-плоскостей, имеющих общую точку, которые ис­
ключены из рассмотрения. Поэтому можем в нашем случае обо­
значить («'У 2  -f (/Г) 2  — 1/4. Тогда из (14) и (5) получим 

(t) 3i=A (а'со 1  — ß'co2), ct)4i=А (ß'(o l-\-h'(o 2), 

(о\——А (ß'ü) 1  — a'iü2), w42=A{a'(o l  — ß'w2). 

Отсюда видно, что такая Й является конгруэнцией касательных 
плоскостей к минимальной поверхности, индикатриса нормаль­
ной кривизны которой есть окружность, уравнение которой 

; (</ 3) 2+Ü/ 4) 2=A. 

Перейдем к доказательству обратных утверждений теоремы. 
Если фокальная линия на каждой 2-плоскости конгруэнции есть 
окружность, то уравнение (3.9) из [1] можем, в силу — —-1, 
переписать в виде 
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Если теперь центр С ее совпадает с точкой Т нулевого круче­
ния, то имеют место 

Л2 2+1 Я+Т {д — 0)Z Q — GZ2 

z2+1 ~~ 2 ' z2+ 1 2Ž 

которые равносильно соотношениям 

(z 2  — 1) (л— г) —0, (z2 — 1) (zV+e) =0. 

Здесь одновременное выполнение равенств л = х и z 2a -j- д = 0 
привело бы к распадению фокальной линии. Поэтому в случае 
нераспадающей линии z 2  = 1. Следовательно, вполне интегри­
руемая система (5) определяет в G 2,а указанное подмногообра­
зие К. 

Рассмотрим теперь случай, когда фокальная линия на* каж­
дой 2-плоскости конгруэнции ® вырождается в точку. Тогда 
имеем 

z£< 0, я — т=0, д £ —  o z = 0. 

В таком случае точки с радиусами-векторами X = 
= М-\-ле {— (gjz)e2 описывают некоторую 2-мерную поверхность 
$*, для которой 2-плоскости ""конгруэнции являются касатель­
ными. Помещая начало репера в точку касания, имеем, в силу 
л = х = д = а, что = о) А  = 0. Путем внешнего дифферен­
цирования и применения леммы Картана из последних равенств 
следует 

ßf и' 
o) i=u /(o 3  i+JÖWi, со 2——-со 3  Н w 4i. (15) 

Z -2 

Поскольку здесь предположение a' = ß' = 0 приводит опять к 
конгруэнциям, которые исключены из рассмотрения, можем в 
нашем случае обозначить (а') 2/£ — (ß')2/z = l/A. Тогда из (15) 
и (lb) следует 

< Л = Л  ( 0 > Н = А  ( - ~ ' М ' , + Т < " 2  ) •  

м 32=Л (—^'ш'+a'ft) 2), j -

Отсюда видно, что эта поверхность является_ минимальной 
тогда и только тогда, когда z£ + 1 = 0. Для минимальной $* 
уравнение индикатрисы нормальной кривизны имеет вид 

(У 3) 2+г 2(У 4) 2=А 2[ • 

Если z 2  = 1, то эта индикатриса является окружностью. В по­
следнем случае К является вполне геодезической 2-сферой, ко­
торая определяется вполне интегрируемой системой (5). Тео­
рема доказана. 
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Теорема И. Образ конгруэнции Й (или $') пространства 
RaVRa) в грассмановом многообразии является вполне геоде­
зическим подмногообразием стационарной римановой кривизны 
/С(а) = 0 тогда- и только тогда, когда сама эта конгруэнция 
имеет нулевую кривизну и параллельными в расслоении над 
Й (соответственно $') нормальных векторов являются поля еди­
ничных векторов в главных направлениях фокальной линии 
конгруэнции & (соответственно $1"). 

З а м е ч а н и е .  Д л я  к о н г р у э н ц и и  в  lR 4  сюда включаются 
и конгруэнции, описанные теоремой 8 из [1], для которых 
риманова кривизна К (а) их образа не определена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р и в е д ё м  д л я  к о н г р у э н ц и и  Й ,  и б о  д л я  
оно совершенно аналогично. Конгруэнции Й, образ которых 

обладает в теореме указанными свойствами, определяются систе­
мами (1а) и (6); в силу последней из них соответствующая 
кривизна R — 0, и поля векторов е 3  и е 4  — главных направле­
ний фокальной линии (3.5) из [1] являются параллельными в 
расслоении над $ нормальных векторов. 

Обратно, если для конгруэнции ® имеет место R = 0, то 
согласно (3.7) из [1] 

£—;г=D, 

В репере, где k = х,- главными направлениями для фокальной 
линии (3.5) из [1] являются направления векторов е ъ  й е 4; из 
требования параллельности этих векторных полей в расслоении 
над $ нормальных векторов вытекает ю> 3

4  — 0. Но в таком слу­
чае система (2) принимает вид . 

dk-\-2z 2(o 2i = aco 3i-{-ßo)^u dz^2kzo)2i—ßo>3iJra>a)Au 

Внешнее дифференцирование равенства k 2— z2 + £i = 0 дает 
ka = zß t  kß == га, откуда, в силу k 2\-\- z 2  Ф 0, заключаем, что 
а — ß = 0. Теперь К в G 2, 4  определяется вполне интегрируемой 
системой (6) и является вполне геодезическим подмногообра­
зием стационарной римановой кривизны К(о) = 0. Теорема до­
казана. 

Для конгруэнции имеет место аналогичная 

Теорема 12. Образ конгруэнции Й" пространства lRi в 
грассмановом многообразии 0 > 1G 2, 4  является вполне геодезиче­
ским подмногообразием стационарной римановой кривизны 
К(а)=0 тогда и только тогда, когда присоединенная к ней 
конгруэнция 9t z  имеет нулевую кривизну, и поле единичных век­
торов в главных направлениях фокальной кривой для Й" яв­
ляется параллельным в каноническом расслоении над Й". 

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р о в о д и т с я  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь ­
ству теоремы 11 и мы его опускаем. 
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KAHEMÕÕTMELISTE TASANDITE KONGRUENTSID, MILLE GRASSMANNI 
KUJUTIS ON TÄIELIKULT GEODEETILINE 

I.  Maasikas  

^  -  R e s ü m e e  

Käesolevas, artiklis jätkatakse artiklis [1] alustatud eukleidilise ruumi /?* 
ja pseudoeukleidilise ruumi lR4 mitteisotroopsete 2-tasandite kongruentsi ja 
tema Grassmanni kujutise omaduste uurimist. Leitakse kõik kongruentsid, mille 
kujutiseks Grassmanni muutkonnas on täielikult geodeetiline alammuutkond ja 
tuuakse välja neid iseloomustavad geomeetrilised omadused. 

DIE KONGRUENZEN DER 2-DIMENSIONALEN EBENEN, DEREN 
GRASSMANNSCHE ABBILDUNG VOLLGEODÄTISCH IST 

I.  Maasikas 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Diese Arbeit ist eng mit dem Artikel [1] verbunden. Man betrachtet die „ 
Ebenenkongruenz - von 2-dimensionalen Ebenen in Rt  und von nidhtisotropen 
2-dimensionalen Ebenen in lR4. Im Artikel werden alle obengenannten Kongruen­
zen in Rt und ausgesucht, deren Abbildung in der grassmannschen Man­
nigfaltigkeit eine vollgeodätische Untermannigfaltigkeit ist. \ 
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КЛАССИФИКАЦИИ КОНГРУЭНЦИИ СИМПЛЕКТИЧЕСКИХ 
ПЛОСКОСТЕЙ ПРОСТРАНСТВА Sp 4  

ПО ТИПАМ ФОКАЛЬНОЙ КРИВОЙ И ГРУППАМ 
ГОЛОНОМИЙ 

А. Парринг 

Кафедра алгебры и геометрии 

Настоящая работа является продолжением статей [2,3]. 
Рассматривается конгруэнция двумерных симплектических пло­
скостей в 4-мерном аффинно-симплектическом пространстве, 
пользуясь формулами и понятиями из i[2]. С конгруэнцией дву­
мерных симплектических плоскостей связывается ее канониче­
ское расслоение, слоями которого являются плоскости конгруэн­
ции [1,2]. При этом возникают формы кривизны и кручения 
внутренней связности, по которым происходит классификация 
конгруэнций. 

В § 1 необходимые в дальнейшем формулы приводятся в 
нужной здесь форме. В § 2 дается классификация конгруэнций 
по формам кривизны. Даны еще классификации по типам фо­
кальной кривой (§§ 2,3) и группам голономий 1  (§ 4). Выяснено 
взаимное отношение этих трех классификаций. 

§ 1. Внутренние связности 

1.. Формы Пфаффа со 1  и <</к (/,/(, ... = 1, ..., 4) в форму­
лах перемещения 

dM—^ei, dei~(oK ICK 

подвижного репера {M\ei\ в 4-мерном ,аффинно-симплектиче­
ском пространстве Sp 4  удовлетворяет структурным уравнениям 

do) 1  = (о к  /\<о 1  Ку dxo 1  k = =m lk/Х'О) 1  L (1-1) 
и уравнениям 

dglK = gLK}(0 LI-{-giL(0 LK, (1*2) 

где Hg/кН — кососимметрическая регулярная матрица, опреде­
ляющая метрику в Sp 4. 

В Spt рассматривается конгруэнция В симплектических пло­
скостей. Применяется следующий репер {М; ei}: начало М и 

86 



векторы ei (i,j, ... , o = 1,2) принадлежат плоскости конгруэн­
ции, е р  (p,q, — 3,4) перпендикулярны векторам е* и 

\\glK\\ = 

О 1 
—1 о 

о о 
о о 

о о 
о о 
О 1 

-1 о 

Из (1.2) следует, что" тогда матрица ||WzKI 
строение 

0) li <iTi йГ 1 
-(У1! Ы32 

w 4i 
(У 42 

-(jus 
6t>32 

<Ы 41 l(V 33 <У 43 
-0) öi (t) i '0й?3 

имеет следующее 

(1.3) 

Конгруэнция В определяет свое каноническое расслоение 
л:Е~*В, слоями которого • являются плоскости конгруэнции, 
как точечное многообразия в Sp 4, и базой которого является 
сама конгруэнций В, как 2-мерное многообразие. Структурной 
группой расслоения л:Е-+В является эквиаффйнная группа 
SGL (2; R)* Т 2, где SGL (2; R) — группа 2 X 2-матриц А с 

' det Л = 1, а Т 2  — группа сдвигов. Если {С?Р} — корепер в про­
извольной точке некоторой области U czB, то 

ddp=04 Д 0P q. 

Уравнения конгруэнции имеют вид 

•й)Р. = АРдд«, <O pi=A I>iq6 (t. 

Продолжая эти уравнения, получим 

VAPq^APi^+APqsß 8, 

VAPiq—APiqS8s, 

АР .  , = 0 

АР., , =0. я [<?«! 

(1.4) 

( 1 . 5 )  

( 1.6) 

Ортогональные дополнения к слоям расслоения л : Е -> -В  инду­
цируют в нем внутреннюю связность со структурными уравне­
ниями 

d(o i  = o) i  Д oj i
]
JrQ i, 

do) ij=(ohj Д 
где 

1  £Р Д 01, ^ ij=~lrR ijp, ]0P /\вя 

и 

Q %— 2 ^1P9 l  

T l
P q  — 2gxhgrsAr. А (p Iftkl ' R % j p q  ^ g l h g r s A r . .  А  ЯР |ftl9l (1.7) 
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Вместе с расслоением я: Е-?-В возникает векторное расслоение 
p:V~*B двумерных симплектических направлений, ортогональ­
но дополняющих плоскости конгруэнции, т. е. натянутых на 
векторы е р  выбранного'нами репера. Возникает также внутрен­
няя связность расслоения p:V-^B со структурными уравне­
ниями 

do) pq = o) r
q  Д a)pf-{-fi vq, (1.8) 

где 

Ü"q=^-Rpq„e' /\ в' (1.9) 

— формы кривизны. Здесь 

R pqst = 2g l kq qrA r
k [ sÄP l i [ t ]. (1-10) 

Структурной группой расслоения p : V -+B  является группа 
SGL(2; R). 

Продолжая (1.7) и (1.10), получим соответственно 
^7T isr'=R ijsrü)3-\-T i

s rt6 t, < 

VRPqsr^RPqsrte*, (1.11) 

' ^7Rijsr=RijSrt6t, 
где 

т\ r t ^ 2 g « g p M p
w A \ M + A > ( , A < i k w ) ,  -  -

Rljsrt=2glhgpq(AP .[s^Aq
h^r] -\-Лр.[а A q  ), (1-12) 

/ ?P g s r ( ==2g^ u(A" M s | tAP i | r ]+A\ [ sAP | i | r ] f.) :  

2. Применим теперь эти общие формулы к случаю нашей 
конгруэнции плоскостей в S/? 4, обозначая для простоты 

Г г=Г г34, R l j  = R V j3 i ,  R P q = RPq3i-

Из (1.7) и (1.10) получим: 

Г1 = А3зА 424 А34А 423 — А4ЭА324+А44А323, , < 

- (А3ЗА414 - А3
4А413 - А4ЗА314+А44А31З) , K ' 

R i l —  ^22=А31ЗА424 А41ЗА324Т]-А32ЗА414 А314А423, . 
Rh=—2 (А31зА4и —Д41ЗА314) , (1.14) 
R*2 = 2 ( А 32ЗА 424 А 42ЗА 324) , 

RS 3_ ^44 = А42ЗА314 — А424А313 — А41.зА3
24+ А414А323, 

Я43=2(А414А 423 -А413А424), (1.15) 
. Rh=-2 (А32ЗА314 — А324А31З) . 

Непосредственная проверка покажет теперь, что имеет место 
следующее важное в дальнейшем равенство: 

• . .  det l|/?<ill = det (1.16) 

8 8 '  
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Аналогично (1.11) и (1,12) дают: 
dr=-TWi — TZah+RW+RW+Ti (63з+в\) + 

(117) 
dT z=-TW+ TWi+RW —£V+ Р (^З+0 4

4)+ The 3:f Г 2^ 4, 

dR li—R i2(o 2 ,i — R2i<o iz~\-R ii (533-}-ö44) + ̂ 1 13S3-}- Rin0^k, 
dR?t=2Rh(oh - ЗДЧйЭД-Д 21 (^з.+5 44) ;+^ 21З6 3+/? 214@ 4, (1.18) 
dR i2= 2R ii(t) l2 —2^? 12(M11 -j-R i%(S44) -|- ЯХ2зд 3^~*24$4, 

dR 33=R 3no> i3 — R i3(o3i.-\-R33 (03ä~\-^i) r\-R333@3-{~R33iß*t, 
dR^=2RSo>h — 2R33(üH+RA3 (53З+544) +# # 4з 4£ 4, (1.19) 
да 4 =__2/? 34^+2/? 3зй> 34.+^ 3

4(^+0 4
4)+^ 34з0 3+^ 3440 4; 

здесь обозначено х  

Г г34р = Г гр,' R lj3kp = R ljp, R Pq3kr = R Pqr-
Обозначая 

/? = det  ll = det ll^ll, A = det \\Ap
q\\, 

получим 
=^  (6 3 з+ 5 4 4 )  - \ - R pO p ,  / ,  n n )  

dA = A (5 3ä+@ 44) —rW+rW4-Apc?P V • 
3. Множество точек F с F — M +*%• плоскости, принадле­

жащих конгруэнции В, для которых в некотором касательном 
к В направлении dF = Л г'вг, называется фокальной кривой дан­
ной плоскости и обозначается через f. Из этого определения 
следует, что F является точкой фокальной кривой тогда и толь­
ко, когда 

deti|Ar g+x*AP* gll=0. 
Последнее уравнение для конгруэнции плоскостей в Sp 4  сво­
дится в силу (1.13) и (1.14) к 

R* 1 (я 1) 2  — 2R liXW — Rh (х2) 2-\-2T zx l  — 2Гх2 — 2Л = 0. (1.21) 
При переносе начала репера М в новую точку М г  с М'~= . 

= М x l€i и с сохранением векторов ei неизменными, имеют 
место -

'П=Т\+х^ и  (1.22) 
а величины R j  и R p

q  не изменяются, как это следует из (1.18) -
и (1.19). 

Так как матрицы величин 
Rki = =  ghjRhi Rpq =  gprR rq 

симметричны, то их можно подходящим выбором векторов ei и 
бр, соответственно, привести независимо друг от друга к одному 
из видов (напомним, что составленные из них базисы опреде­
лены с точностью до эквиаффинной группы): 

а 0  II а 0  I  и О Н  0  0  
0  а '  " о  -—а ' 0  о " '  0  0  

где и Ф 0. Итак, матрицы И #411 и \\R p
q\\ к одному из видов 
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( I )=  

( I I I )=  

О а 

—а О 

О а 
О О 

(II): 

(IV) 

О а 

а О 

О О 
О О 

(1.23) 

Далее через R (  I), R (U ) ,  (III), R {  IV) и r(I), л (II), r (III), 
r(IV) обозначим классы конгруэнций В, у которых матрицы 
WRhW и WRipW имеют соответственно виды I, II, III, IV. В силу 
(1.16) получаем #(1) = г(I) и #(И) = г(И). Итак, справед­
лива 

Теорема 1. Конгруэнции В плоскостей в Sp 4  делятся на сле­
д ующи е  н е п е р е с е к ающи е с я  к л а с с ы  2 1 ,  $ ,  . . .  ,  $  :  % =  R ( l )  i =  
= r(l), ® = R(U) = r(II), © = tf(III) П r(III), Ф = R(Ul) n 
flr(IV), @ = /?(IV) flr(IH) и % = R(IV) П^(IV). 

Вопросы существования конгруэнций этих классов рассмат­
ривается ниже. 

4. Возьмем на плоскости р~ х  {а), где а е В, некоторый симп-
лектический репер {М; е*}. После его параллельного перенесе­
ния относительно внутренней связаности вдоль всевозможных 
малых петель / а  базисного многообразия В получим в слое 
р~ ]  (а) новые реперы {'М;'е г}, которые получаются из {М; е*} 
при помощи некоторых элементов группы SGL(2,R) * Т 2. Мно­
жество таких элементов является подгруппой, которая называ­
ется локальной неоднородной группой голономии (см. [1]). 
Обозначим ее через X. Если здесь вместо репера {М\ е*} рас­
сматривать базис {ei}, то получается локальная, однородная 
группа голономии, которую обозначим Y. Аналогично возникает 
локальная однородная группа голономии Ф внутренней связно­
сти векторного расслоения p:V^B. Как известно,- алгебра 
Ли локальной группы голономии есть подалгебра в алгебре Ли 
структурной группы расслоения. Для групп X, W и Ф она 
определяется значениями форм, соответственно, ({?%', •&*), 

И QPq. 

§ 2. Исследование конгруэнций с центральными фокальными 
кривыми 

1. Пусть дана конгруэнция В симплектических плоскостей 
в Sp4 с центральной фокальной кривой f на каждой ее плос­
кости <х^В. Из (1.21) следует, что R — det WR^W ф 0, т. е. 
конгруэнция принадлежит одному из классов 91 и Каждая 
плоскость eeß конгруэнции определяет однозначно новую 
симплектическую плоскость а', проходящую через центр С фо­
к а л ьн ой  к ри в ой  f  с=  ( а )  и  о р т о г он а л ьн о  д о п о лн яющую  а .  

-Следовательно, данная конгруэнция В индуцирует новую кон­
груэнцию В' симплектических плоскостей. Если векторы репера 
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выбрать также как в § 1, п. 1, а начало репера выбрать не на 
плоскости а е В, а на плоскости а\ то вместо первых из урав­
нений (1.5) будут уравнения 

ü) i  =  A *рвР. 

Конгруэнция ßz определяет также свое каноничехжое расслое­
ние я'\Е г-+<В'. Формулы (1.4) и( 1.8) вместе с формулами 

4(0^=0)4 Д G)Pj+Qp, (2.1) 
где 

д TP q rei Д 8 Г  

Т*,г=2Л^Л' Ш, (2.2) 

составляют структурные .уравнения расслоения я': Е' В'. 
Структурной группой этого расслоения является SGL(2; R) * Т 2. 
Координаты точки X с X = М xPe v  фокальной линии f на 
плоскости а' е В' удовлетворяют уравнению 

R^{x3)Z — 2RhxW — Rh{xb)*+2TW — 2TW — 2А=0, (2.3) 

где обозначено 
ТР = ТРы, A=det \\Л 1

Р\\. 

2. Для более подробного исследования конгруэнции В с 
центральными фокальными кривыми выбираем репер {М; в/} 
следующим образом: начало М перенесем в центр фокальной 
кривой f, ae* и ер направим соответственно в сопряженные 
направления фокальных кривых f и f. Тогда WR*) | | и | |# p

g!l од­
новременно имеют вид 

О а 

—га О 
где а ф О и £=±1; здесь верхний знак соответствует 
классу % и нижний знак классу В. Выбранный репер опреде­
ляется с точности преобразований 

e\=eiCos~y е ср-\гег~У е? s\n~y е<р, ze 3=e 3  cos Уе ip-fei Уе 3  sin Уе ip, 

(2.4) 

вг=—ei Уе sin Уе <р-\-е 2  cos Уе <р, fe 4=—е 3  Уе sin Уе ̂ >+е 4  cos Уе 

В каждом таком репере 
Т 1=R i

i=RZ 2=R2 3—#4 4—о j  . 

R 2i — —e/?12=a :#0, R ! t3=—e/?3
4= ̂ афО, 

Аз формул (1.5) и (1.14) следует, что 
—2(osi Д <<ü 4i=ав 3  Д б 4. (2.6) 

Следовательно, формы <о ъ\. и <y 4i . линейно независимы и их 
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можно выбрать за базисные формы 6р, т. е. в (1.5) можно счи­
тать 0Р — о) р\. Тогда 

A p
i q=;õ p

q. (2.7) 

Система уравнений для определения ЛР д  и AP 2 q, получаемая 
из (1.13) — (1.15) и (2.5), дает следующее решение 

А 44 = —-Л3з, А 4З=еА^, Л 32З=А 424=0, Л 42З— ±1, Л 324= -Fs. (2.8) 

Следовательно, 
R 21=—2, R i2=2e, #4з= +2, R 3i= -\-2е, 

# = 4 £, Л = — (Л Зз) 2  — е (Л 4з) 2. 

Уравнения (1.5) получают вид 

<у 3=Л 33Ct) 3t'+еЛ 4з<ы 41, <у 4=Л 4э(У 31 — Л 3з0> 41, q\ 
<у 32= Teet) 4!, <V 42=±'<y 3l, 

а уравнения (1.21) и (2.3) фокальных кривых f и f сводятся к 

(хЧ>+е(х*)*+Л=0, ' Q  

± (х 3) 2±е (х 4) 2+Г 4л: 3  — Г 3* 4  — А=0. Д' ;  

Так как теперь с? 3  = (о 3\ = ±<а 42 и 0 4  = co 4i = н=есо 32 в силу 
(2.9), то 

2d6 3=da) 3iztd(t)^2=о 4  Д [ + (sü) 2! — со 1  г) — (еа>4з — <ы3
4) ], 

2dd l=do) i
l4 zdct) 32—6 3  Д e[=F (etv 2i — <у1г) + (еси 4з — <у3

4) ]. 

Сравнивая результаты с (1.4), получим 

в 3
4=—£0 4з=~[± (eo> 2i — <o lz) — (ect>43 — сЛ) ], а 3

3=£ 4
4  = 0. (2.11) 

Вторые соотношения из (1.6) получают вид 

—{уЧ+й^з—А <Ü 3i'+ ß<y4i, . 

zh (EÜ^I-F-ICY^) ~F (ЕБЛЗЧ*"6^3*) — 2 (B<T>3I-}-CÜ)4I), (2.12) 
+ (йА'+ес^г) + ( <l> 43-f- ect> 34) =2(a<y 3i+6(y 4i), 

—Ü)1! <t>33=6<t)3l+C<y4i. 
Здесь обозначено 

Л =Л 31зз= Ч-Л 4азз, о=Л 41зз = ±|еЛ 32зз, 

В  =А 3134== +Л 4234, Ь=Л 4134=±еЛ 3234, 

С = Л 3144— "РЛ 4244, С—Л 4144== ±бЛ 3244. 

Из (1.18) и (1.19) получим равносильные к (2.12) соотноше­
ния , . ' • 

2(eoßi-\-\(ix iz)—-~R li30^i — #114<У41, 
2(еа) 4з+<У 34) =±# 338Ct) 3i±# 334Ci> 4i, (2 13) 

4<ü1t=flWi+flWi, 
4<у3з= 4-# 433<y 3i-F/? 434!(y 4i. 
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Имеет место 
Rhp=eR l2p, R i3p=eR 3bp. 

Сравнивая (2.12) и (2.13), получим 
R 113—— ± 2  ( е й  —  В ) ,  # 2 1 з=# 12З=—2(А-}-Ь), 
R lii=—R z'x=±2(eb — С), 7? 214=>24=—2(В+с) 1  ' •' 

и 
R 333——#443= +2 (B-j-ga), #4зз=R3i3 =_-+- 2 (А— Ь), . 

#з 3 4 =_^4 4 4 =_ ь 2(С+еЬ), # 434=# 344= rF2(B —с). (  ' }  

Теперь из (1.6) получим выражения для дифференциалов dA 33, 
dA 4

4  и g?A 43, dfA 34. Вместо них применим равносильные им вы­
ражения, получая их при помощи сложения и вычитания соот­
ветственно двух первых и двух последних между собой 

Л4з (£6t> 43+*ü 34) |+2А3з(У3з — 2oj i = 
= (А333+Л.443)<У31+ (A334+A444)<Ü41, /О Iß) 

' . А3з((У4з+£<У34) —2А4э(У3з Т 2<ы2= 

= (А433 — еЛ34з) (d?i+ (А434 — еА344) w4i 
и . 

2^А3з+А4з[ ±^e^2i — <oh) — 2 (е<у4з — о>3
4) ] = 

= (Л333—А44з)<У31'+ (А334—A444)'tt>4i, ' (2.17) 
2dA43—еА3з[ ± (ew*i — <oh) — 2 (е<у4з — оА) ] = 

= (А 4зз+еА 34з) «Vf (А4з4+еА344) w 4i, 

Из (1.17) или из (2.16) находим 

2<i> i=T z3co si-\-T 2iKo ( ki, 
2е<о*=.—7' 1эа> 31 — Т^оА, 

где 
Р 3= ± [ (еА4зз — А34з) — А 3з(еа;+В) — еА 4з(Ь —А)] ,  

Г 14=± [ (еА 4з4 - А 34 4) - Л 3з(Ь-\-еС) - еА 4з(с -В)], 

Рз=-[ (А 3з^+А 44з),+А 3з(Ь - А)-А 4з(а+В) ], 
Г 2 4=-[ (А 3 З4+А 4 44);+А 3 З(с -  В ) ;+А 4 з (Ь+С)  ] .  

Теперь по (2.18) можно уточнить, что в (2.3) 

(2.18) 

(2.19) 

Р= |"(Р.ТГ' 3), Г'=—1 (Т £Г>4-РЗ) , „  

Л—-L- е (Г*37\ — ГУ«). 

Так как 
do)h=2(i) ii Д ü>2i+2co3i Д й> 41, 
do) l2——2(у 41 Д ü)42 — 2eco3i Д co 4i, 
</(У4з=+2(У31 Д <y4i-f-2<y33 Д <У4З, 

d<y 34= x±2s<y 3i Д ti> 4i — 2<у3з Д <м 3
4, 

то <У 21=7^=0, а> 4з=И=0, <У 3
4¥=0. 

(2.20) 
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3. Исследуем вопрос существования конгруэнции с цент­
ральной фокальной кривой f, применяя методику и обозначе­
ния, данные в [4]. Из уравнений конгруэнции (2.9), получим 
Si = 4 новых квадратичных внешних уравнений. Все они имеют 
вид 

Ai Д йА-Мг Д ü)4i—О, 
где А а  — левые части формул (2.12), (2.16) и (2.17). Их чис­
ло 8. Если f является эллипсом (е = 1) или гиперболой (г— 
— —1), то Аф 0 и формы Л а независимы. В этом случае 
<7 = 8, s 2  = 4 и число Картана Q — 4 + 4-2 =12. С другой 
стороны, по лемме Картана N — 12. Итак, конгруэнция, фо­
кальными кривыми которой являются эллипсы или гиперболы, 
существует с произволом четырех функций двух аргументов. 

Если f является мнимыми (вещественными) пересекающи­
мися прямыми, то Л = 0. При мнимых прямых всегда Л 3

3  = 
= А 4з = 0, а при вещественных прямых придется добавочно 
рассматривать случай rang \\A q

p\\ = 1, т. е. Л 3
3  = ±Л 4

3  ф 0. 
Но в этом добавочном случае q — 7, S\ = 4, s2  = 3, Q = 10 и 
N — 10. Так как Q = N, то конгруэнция, имеющая фокальной 
кривой вещественные Пересекающиеся, прямые при rang \\A q

vII = 
= 1, существует с произволом трех функций двух аргументов. 
В основном случае при обоих типах фокальных кривых q — 6, 
Si = 4, 52 = 2 и Q = N = 8. Итак, конгруэнция, фокальной 
кривой которой — мнимые или вещественные пересекающиеся 
прямые с rang И Л И = 0, существует с произволом двух 
функций двух аргументов. Величины Л р

9  — 0* 
На каждой плоскости конгруэнции есть центр С. Многооб­

разие центров обозначим через П. Так как 

d C = c L M  —  ̂ Т 2 3 6 1  —  е Т ^ е г - р  Л 3 з е 3 + Л 4 з е 4  j w 3 i - j -

-f Т\е 1 — ~ еГ^еа+еЛ^ез — Л 3
3е 4) <w 4i, 

то векторы 

аз=~ T 2
3ei — еГ^ег+Л^ез+Л^, 

/ Z  (2.21) 

а 4=— Т\е 1 — — еГ^ез+еЛ^ез — Л 3
3е 4  

являются касательными векторами многообразия П. В системе 
{а 3, а 4} может быть 2, 1 или 0 линейно независимых векторов. 
Соответственно, П является поверхностью, кривой или точкой, 
и мы будем говорить о средней поверхности, средней кривой 
или средней точке, конгруэнции. В случае средней поверхно­
сти П ее метрика определяется, в силу (2.21), тензором 

0 а 

—а 0 
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где / 
о=A~{~A. 

Если а ф 0, то средняя поверхность является симплектической, 
а если а = О, то аффинной. Из (2.21) получим еще следующие 
выводы. 

Если фокальная криёая является эллипсом или гиперболой, 
то касательная плоскость средней поверхности пересекает плос­
кости конгруэнции только в точке С. Кроме того, конгруэнция' 
является нормальной (т. е. каждая плоскость конгруэнции пере­
секает П перпендикулярно) тогда и только тогда, когда 
7V=0. 

Если фокальной кривой является пара мнимых или вещест­
в е н ны х  п е р е с е к ающи х с я  п р ямы х  с  Л р ъ  =  0 ,  то  

a) при rang ||Г^|| = 2 конгруэнция состоит из касательных 
плоскостей средней поверхности, 

b) при rang ||7 чр|| = 1 является П кривой, которой каса­
ются все плоскости конгруэнции, 

(?) при T ip '= 0 (rang ||7\|| = 0) конгруэнция является 
двупараметрической связкой с центром в С и П совпадает с С. 

4. На каждой плоскости конгруэнции могут существовать 
некоторые инвариантные точки W с W = М + так назы­
ваемые точки Вагнера (см., например, [2]). Для вычислений 
координат w i  надо найти следующие величины: 

Qijrs^ 2  §pqApirAq js, g^Qjlrsj Qij==QijrsQrs (2.22) 
И 

Pirs=gp qÄP rA qis, Pi = PirsQrs, wk = PiQh\ (2.23) 
Здесь Q r s  и Q h i  — обратные матрицы к матрицам Q r s  и - Qij. 
При рассматриваемой конгруэнции с центральной фокальной 
кривой в выбранном репере 

IIQi.r S | |=£||Q a sll= 1  
01 

1Kb 
из которых следует 

II Qrsll = +2 

=—IIQairsll = ± 

1 О 
О е 

— 1 О 

1 О 
О £ 

i!Q r sll = +4-
1 О 

и при помощи последних 

HQ,ill = ° - 1  

Тйк как 

. llPlr 

1 О 

—А4з А3з 

ЛУеЛ4з 

||Q«|| = 

l|L )2rs|| = ± 

2 0 е 

0 1 
— 1 0 

Л3з еЛ4з 

еА4з —А3з 
TO 

P i= ( 0 ,  0 ) ,  w h =  (0 ,  0 ) .  
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Итак, на произвольной плоскости конгруэнции с центральной 
фокальной кривой f точка Вагнера W; центр С кривой f и точ­
ка Т, в которой кручение равняется нулю, совпадают. 

5. Рассмотрим прямые, пересекающие перпендикулярно 
плоскость л и ее бесконечно близкую плоскость конгруэнции. 
Точки пересечения этих прямых с л дают некоторое множество 
точек на я, называемое стрикционной индикатрисой плоско­
сти л. Обозначим ее через S. Известно, что фокальная кривая f 
является подмножеством стрикционной индикатрисы, т. е. 
fczS. По [2] координаты х к, такие что Хе5 при X = 
— М -f X h€h, вычисляются из системы 

(Ptrs+^Q f tirs)W=0, (2.24) 
из которой в данной ситуации следует 

(—Л 4
3+х 2) (iü> 3I) 2+2Л3

3ш31й)41+е (А 4зй=^ 2) (CÜ 4I) 2=0, 

(Л^+х1) (о> 31} 2+2еЛ 4з1У 31й) 41+е (—Л^+я 1) (o> 4i) 2=0. 

Если фокальной кривой f является эллипс или гипербола, то 
по (2.17) можно взять Л 4

3  =; 0 и Л 3
3  ф 0, так как Л ф 0. Си­

стема (2.25) получит вид 

х 2  (<v 3i) 2+2 Л 3sC(> 3i'Ct> 4i-f ex 2  (<y 4i) 2=0, 
(AVf* 1) (w 3i)' 2+£(—Л 2з+^) (w 4i)?=0. 

Отсюда исключением форм оД и о)\ получается следующее 
уравнение стрикционной индикатрисы S: 

(х1) 2+е(х 2) 2+Л = 0, 
и поэтому S = f. - •' 

Если фокальной кривой является' пара вещественных пря­
мых с условием rang ||Л р

а | | = 1, то (Л 4
3) 2  = .(Л 3

3) 2, т. е. 

(х 1) 2— (х 2) 2=0 
и поэтому S = f. 

Если фокальной кривой является пара пересекающихся пря­
мых с ЛЧр = 0, то (2.25) получает вид 

x l[ (w 3i) 2+e(&) 4i) 2] =0. (2.26) 

В случае мнимых прямых (е == 1) получим х 1  = 0. Значит, S 
состоит из одной точки С = W = Т, которая совпадает с един­
ственной вещественной точкой фокальной кривой. В случае ве­
щественных прямых (е = —1) в направлении (<u 3i) 2  = (<y 4i) 2  

координаты каждой точки плоскости конгруэнции удовлетво­
ряют системе (2.26). 

Итак, если фокальной кривой f конгруэнции является 
эллипс, гипербола или пара пересекающихся прямых с 
rang ll/l^all = 1, то стрикционная индикатриса S совпадает с 
фокальной кривой f, а если пара вещественных пересекающихся 
прямых с rang ЦЛР<Х|| = 1, то S совпадает со всей плоскостью 
конгруэнции. • 
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§ 3. Исследование конгруэнций с нецентральными фокальными 
кривыми 

Нецентральную фокальную кривую имеют классы (£, Ф, @1 и 
гУ конгруэнций. 

3 .1. К о н г р у э н ц и и  к л а с с а  < £ .  В е к т о р ы  е *  и  е р  напра­
вим соответственно в сопряженные направления матриц WR^W и 
||/? р

д | |. Тогда по (1.23) все компоненты этих матриц равны 
нулю, кроме R 2i и /? 4

3. Уравнение фокальной кривой имеет вид 

Rh (^) 2+2 TW — 2Тух2 — 2Л = 0. (3.1) 

Она является либо параболой, либо парой параллельных (ве­
щественных и мнимых) прямых, либо парой сливающихся пря­
мых. Во всех случаях можно взять o> 3i и со 4\ за базисные фор­
мы, поскольку 

2(o 3i Д <o\ = R 2i8 3  Д @4 ;  

тогда A q\ p  == ö q p .  Из R l
{  = R l2 = Rh = R 34 — 0, R2\ ф 0 и 

R 4з = 0 следует, в силу (1.14) и (1.15), что 

А 323 = А 424 = А 324=0, А 42З¥=0; 

кроме того, последние два из (1.6) сводятся к 

'Ct> 12—{—A 4 23(U 34 = CIO)31, 

^А423+2А4
2з('0>11 — w3

3) =A<y3i+ß<y4i, (3.2) 

—A423tt)34 — (У12= B(ö 3 l+C(0\. 

Не ограничивая общности, можно взять А 4
2з — ±1. Из (3.1) 

следует, что е 2  имеет направление либо оси параболы, либо 
центральной прямой. Начало репера М переносим в такую 
точку параболы, в которой в\ является направляющим векто­
ром касательной в этой точке, либо в некоторую точку цент­
ральной прямой. Во всех случаях по (3.1) число Т 2  = 0, а по 
(1.13), в свою очередь, А 44•=—А 3

3. Сравнивая (1.4) с выра­
жениями для d(o p  1, получим: 

8 3з=—<о х  i+o^s, d 3i=co 3i, 

eh = T(o 2i+<oh, 8\=—o)h — (oh. {"} 

Из первых двух уравнений (1.6) следует 

^А 3з+А 3з(У 11+А 34(+<У 21 — <У4З) — ti1+A43Cü3
4= аку 31+а 2(у 41, 

dA 34 — 2AV4+A34 (<У11+2(У3З) = ААЙА+ЯЗЙЛ, „ .. 
й?А 4з+А 4з(<и 11 — 2<v3

3) -|-А3з(+й;21+2(У4з) +со 2=Ь 1 (у 31+/72й> 41, 
—dA33 — Ahcoh — А 4зм 34+А 3

4(У 4З — b2<y3i+b3ct>4i, 
а из (1.17) 

dP=-37Wi+7W4-rW 

0=—По) 21 — 2(о1+Т2
3(о31+Т\(о*и (  }  

где 

7 Труды по математике и механике XV 97 



T l3=~\-Qг-\-Л*з(В — а) — А 3
4А, 

Т^=^а 3+Л 3
3С — Л\В, 

Th= — {ai-\-b2), 

Th= — {a2+b3). 

1. Если f является параболой, то Т 1  = —Л 34/1 4
2з 

(3.6) 

О и 

(3.7) 
А — 0. Значит, /1 3

4  Ф  0 и 
(А 3 З) 2+А 4ЗА 34=0. 

Учитывая допустимое преобразование 'ei = и 'е 2  — Я _ 1е 2, 
можно взять Г 1  = +1. Это ясно и по (3.5). Преобразование 
гб\ = —бу и 'е 2  = —е2 позволяет ограничиваться случаем 
Г 1  = —1. Итак, А 34 = +1. Из (3.4) и (3.7) последовательно 
выводим Л 3

3  = 0 и А 4з = 0. 
В выбранном репере уравнения (1.5) имеют вид 

(У 32 =  0, <У 42—dzCt) ui, ü)S = +<у41, СО 4  = 0, 

и уравнение фокальной кривой имеет вид 

(х 1) 2— х 2=0; 

2 и /? 4
3  = ±1. Из (3.2) и (3.4) следует 

<t) 12= -"-(a-j-B)cu 3i——- Co)4i, 

при этом R 2 j = 

'Cl) 4: dz —ß)У1+"2 C<y 4i, 

(У 1! — (У33= ß(x)41, 

cü2i+ci)43—.(у1 = aicö 3i+a20> 4i, 
ü)1i-f-2a)33= zh Ö2<y3i zh fl3<y4i, 

&J2= -f- biü) Ji -+- Ö2<X)4I, 
zhCD43—CL)1— Ь 2 (У 31 + ЬЗ(У 41. 

Из (2.22) и (2.23) в этом случае следует 
0 1 

(3.8) 

I Q Urs II — 

IQ21r.ll = 

—1 о 
+ 1 о 

о о 

Q12rs11 — 

IQ22r.sH = 

±1 о 
о о 

о о 
о о 

(3.9) 

II РIrs II = =  

о о 

0  ± 1  
1Я2Г.П = 

0 0] 
1 о 

При помощи последних матриц, формулы (2.24) превращаются в 

х 2(<у 3,) а  —(Ü) 4I) 2=0, 

zbx1 (&)3I)2+€L)31Ü>41 = 0. 

98 



В направлении {(/Л; оЛ}, где со 41 = zfx ]co 3i и co 3i =£ 0, эта си­
стема дает 

(Л: 1) 2  — л: 2=0. 

Итак, стрикционная индикатриса совпадает с фокальной кри­
вой f. Из (1.22) следует, что на плоскости конгруэнции нет 
точки с нулевым кручением Ü = 0. При рассмотрении вопроса 
существования конгруэнций этого типа в качестве форм Л а  

(а = 1, ... ,8) будут левые части равенств (3.2) и (3.4) в та­
ком виде, как они получаются после нашего выбора репера. 
Линейно независимых среди них имеется q — 1. Так как 
Si = 4 и S2 = 3, то число Картана Q = 10. По лемме Картана 
формы Аа, как следует из (3.2) и (3.4), выражаются через <y 3i 
и (o 4i с N = 10 новыми коэффициентами. Следовательно, под­
класс класса G, конгруэнции которого имеют своими фокаль­
ными кривыми параболы, существуют с произволом трех функ­
ций двух аргументов. 

2. Если f является парой (вещественных или мнимых) па­
раллельных прямых, то Г 1  = 0 и AR 2\ > 0. Следовательно, 
случай мнимых параллельных прямых отпадает. По (3.4) 
можно сдвигать начало репера по центральной прямой в точку, 
в которой Л 4

3  = 0, и после этого можно взять Л 3
3  = 1. Итак, 

Л 4 l p  -  0 ,  Л 323 = Л 424 = А 324 = 0 ,  А 423 = d = l ,  А 3 з  =  — Л 4  \  =  1 ,  
А 34 = А 4з = 0, R 21 = —2 и R 4з = +2. Уравнения (1.5) имеют 
вид 

(У 32 = 0, 6J 42= =h<y 3l, C0 3  = (L> 31, 6J 4=—<У 41, 
а уравнение фокальной кривой f имеет вид (х 1) 2= 1. Среди 
форм А а  линейно независимых q = 6. Поскольку S\ = 4 и 
s 2  = 2, то Q = 8. По лемме Картана формы А а  выражаются 
через 10 величин, на которые наложены, в силу (3.5) два 
ограничения T x

v—,0. Итак, N = 10 — 2 = 8. Данный подкласс 
(£, конгруэнции которого имеют своими фокальными кривыми 
пары параллельных вещественных прямых, существует с произ­
волом двух функций двух аргументов. Используя (3.9) (они 
одинаковы для всего класса Š) и 

II Рхг Ръгя II = 
: 1 0 
0 0 

0 1 
1 о 

для стрикционной индикатрисы получаем систему 
=F х 2  ((o si) 2+2(о 3i ö)4i = 0, 

(l+^)(w3,)2=0. 
В направлении, где ы 3\ = 0, эта система удовлетворяется при 
каждой точке X плоскости конгруэнции с X = М -j- x iei. Итак, 
стрикционной индикатрисой является вся плоскость конгруэн­
ции. При данном подклассе центральные прямые образуют дву-
параметрическое семейство. Учитывая (1.22), можем заключить, 
что в точках центральной прямой и только там кручение равно 
нулю. 
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3. Если фокальной кривой является пара сливающихся пря­
мых, то T i  = А = 0, т. е. Л 34 = Л 3з = 0. Поскольку в нашем 
распоряжении еще сдвиг по f, то можно сделать еще Л 4

3  = 0, 
Итак, для данного подкласса мы имеем 

A qip = Öqp, Л 323 = Л 424 = Л 324 = 0, Л 423= + 1 , A qp = 0. 
Уравнения (1.5) принимают вид 

'CÜ 32=0, Ü)49 = -4-r< )3i. tü3=0, о) 4=0, (3.10) 
их продолжение приводит, в силу (3.2) и (3.4), к 

—(o l2± ico3i=acosi, 
±2 (й)1! — <у3з) =Л (У 31+В<У 41, 

Ч 2  <У 34 — оЛ = В cu 3i -f- C<y 4i, (3.11) 
(У 1  = аку 31, 

+би 2= b i<y 3i — Й1(У 41. 
Уравнением фокальной кривой является (х 1) 2  = 0. Из (3.11) 
следует, что среди форм А а  независимых q = 5 и s\ = 4, s 2  = 1, 
Q = N = 6. Итак, i(данный подкласс конгруэнции класса, имею­
щий фокальной кривой пару сливающихся прямых, существует 
с произволом одной функции двух аргументов. Так как Pi r s  = 0 
и учитывая (3.9), то стрикционная индикатриса определяется 
уравнениями 

х 2  (w 3i) 0, х 1  (ы 3,) 24- (»Vi = 0. 
В направлении {ojzü со 4\} = {0,Я} каждая точка плоскости кон­
груэнции удовлетворяет системе. Следовательно, стрикционная 
индикатриса совпадает со всей плоскостью конгруэнции. Из 
двух последних уравнений (3.11) следует, что точка, в которой 
находится начало репера М, определяется однозначно на каж­
дой плоскости конгруэнции. Эта точка описывает некоторую 
2-мерную поверхность л с уравнениями со р  = 0. Результаты 
их продолжения 

a)Pi=APij<oj, АР.. }= 0 

связаны величинами из формул (3.11) следующим образом: 

А 311 = -—, Л 312= Л 321 = Л 322 = 0, 
а 1 

Л 411 = -—— , А 412 = Л 421= dz , А 422 = 0, 
( a i ) 2  . 0 1  

где а\ ф 0. Следовательно, конгруэнция состоит из касательных 
плоскостей поверхности я, на которой фокальная прямая в каж­
дой точке идет по асимптотическому направлению. Из (1.22) 
следует, что кручение равно нулю во всех точках X е f с X = 
= М 4- Х 2ег и только в них. 

Для всего класса & по (2.22) 

Следовательно, точки Вагнера не существуют. 
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3.2. Конгруэнции' класса 25. Здесь все компоненты 
Rh и равны нулю, кроме R 2что позволяет взять w 3i и со 4\ 
за базисные формы, так как 

2<У 3
1Д<у 41=—W 3AS 4. 

Итак, = (Pq и = —2. Из /?'i = = R q p  =  0 следует, 
что Л 92р = 0, И поэтому Г 1  = 0. Для всего класса 3) имеем 
Qi2rs = =  Q 2irs == 0 И 

IIQi.r S | |=||_° у 

Так каю Q r s  сингулярна, то точка Вагнера не существует. Урав­
нение фокальной кривой имеет вид 

(*i) 2  — Р*Ч-'Л = 0. 

Мы имеем право перенести начало репера на центральную пря­
мую, получая при этом 

—Р=Л3З+Л44=0. 

Продолжение уравнений конгруэнции о) г2 = 0 и о) А
2  = 0 даст 

<о 12 = 0. Поскольку de2 = со 22^2, то центральные прямые всех 
плоскостей конгруэнции параллельны и они образуют 2-пара-
метрическое семейство. Соответственно случаям Л >> 0, Л С 0 
и Л •= 0 фокальная кривая f является парой вещественных, 
мнимых или сливающихся прямых. Сравнивая выражений dco p  1 
с (1.4), получим 

д 3 з  =  — 6 3 ь  =  с о \ ,  
V44=—(У 1! — (О3 з, С/ 4з=0) 4з. 

Из первых (1.6) следует 

dA4+Ah(o\ — Л 34<у 4з-|-Л 4з£й 34 — <У1 = ßio)3i+a2a>4i, 
<^Л34 2Л 33(У 34+Л 34 (0)1\-\-2(03з) = ä2w3i~\-cl3(i)'li, 

^Л4з+2Л3з^4з+Л4з(^11 — 2(о3з) =Ь^\+Ь 2соЬ, [  ' 
—da33 — Л 3з^ 11+Л 34й> 4з — Л Sct) 34 — «у 1  = b 2co 3i-f-^3<y 4i. 

4. При параллельных фокальных прямых (Л =7^ 0) все ком­
поненты Л« р  не равны нулю. Не ограничивая общности, можно 
предполагать Л 4з ф 0, так как здесь (и далее в аналогичных 
случаях) можно сделать следующее. Преобразование 'е ъ  = е 4  

и ze 4  = —е3 переставит местами Л 4
3  и Л 3

4. Преобразование 

/e 3=-i z  (в 3  — е 4), /е 4=—г (е 2+е 4) 
У2 У2 

допускает при Л 4
3  = Л 3

4  = 0 превратить Л 3
3  в Л 4

3, так как 

'Л 3з = j- (Л'з+Л= 4), '/l'.,=A»3+4- (Л43-Л=4), 

'Л 34=Л 3з+-^- (-Л» 3+Л\), 'Л\=~ (Л',+Л 3
4). 
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Наконец, преобразование 'е\ ——е х  \We 2  — — е 2  меняет знак у 
Л 4

3. Все эти преобразования допустимы, т. е. они определяются 
элементами группы SGL (2; R) и сохраняют ранее фиксирован­
ные величины. По (3.12) можно взять А 4

3  = 1, А 3
3  = 0 и 

Л 34 = =F 1. Здесь верхний знак соответствует вещественным, а 
низкий знак — мнимым параллельным фокальным прямым: 
(х 1) 2  = +1. В выбранном репере уравнения (1.5) и результаты 
их продолжения имеют вид 

W 32=0, Ы 4  2=0, СО 3— 4 z(0 ii, (O i  = a> 3i 
и 

6^2=0 

+ (У 4З4-(У 34 — (У1 = 0lf0 3l-(-a2t0 4l, 

-Ь (w 1i-j-2oj 33) = 0-ч.со 3  i~{- cizco'^u 

со 11 — 2ct)33= bi<y3i+bai»4!, 

+ Ci)43 — (ti3/ t  — tti1  = 0г(У31~|~0зсо41. 

На основании последних q = 5, si = 4, s 2  = \ к Q = N = 6. Сле­
довательно, подкласс класса Ф, конгруэнции которого имеют 
своими фокальными кривыми пары параллельных вещественных 
или мнимых прямых, существует с произволом одной функции 
двух аргументов. Так как 

Plr.\\ = 
— 1 0 

0 ±1 
Р'Лг.чН = 

0 0 

0 0 

то стрикционная индикатриса имеет одно существенное урав­
нение 

— (w3i)2+(<ti4i)2=0. 

В случае вещественных фокальных прямых в направлении с 
<y 3j : со 41 = 1 : ± 1 это уравнение удовлетворяется при всех точ­
ках плоскости конгруэнции. В случае мнимых фокальных пря­
мых такого направления не существует. Тогда стрикционная 
индикатриса вещественных точек не имеет. 

5. При сливающихся прямых имеем —А = (А 3
3) 2  + Л 4

3Л 3
4  = 

= 0. Тогда либо Л9р = 0, либо А 4
3  ф 0. 

В первом случае <о>р2  = 0 и <о р  = 0, продолжение которых 
дает w ]2 = 0 и со 1  = 0. Система вполне интегрируема. На фо­
кальной прямой f фиксированная точка М, в которой находится 
начало репера, описывает кривую л. Вектор е 2  является ее каса­
тельным вектором. Так как de 2  — со 2

2е 2, то л является прямой. 
Следовательно, конгруэнция — пучок с осью л. Уравнения 
стрикционной индикатрисы вырождаются. Все точки плоскости 
являются точками индикатрисы. 

102 



Во втором случае (3.12) позволяет взять Л 4
3  = 1 и Л 3

3  = О, 
а Л 3

4  = 0 следует уже из Л = 0. Уравнения конгруэнции и их 
продолжения получают вид 

о) р  2=0, <у 3=0, <o I t=ü) 3i 
и 

^2=0, 

й) 34 <y 1  = ß16t>3l, 

(У1! 2 Cü 33 = Ь 1<Ы 31 + &2<У 41, 

—<У34— <У* = Ö2sCL)31—р- 0з<х> 41. 

Отсюда следует si = 4, s 2  = 0, q — 4, Q = N — 4. Конгруэнция 
в этом случае существует с произволом четырех функций од­
ного аргумента. Так как P 2 rs = 0 и 

то стрикционная индикатриса имеет уравнение (o) 3i) 2  = 0. Итак, 
вся плоскость является стрикционной индикатрисой. Так как 
de 2  = (о 22^2 и  dM = о) хе\ -j- о) 2в2 +а/е4, то фокальные прямые 
всех плоскостей конгруэнции параллельны и образуют 1-пара-
метрическое семейство. Уравнение со 3  = 0 даст 3-мерную поверх­
ность. Плоскости конгруэнции являются двумерными подпро­
странствами касательных плоскостей этой поверхности. У кон-
груэнций всего класса 2) на центральной прямой и только там 
Q = 0. 

3.3. Конгруэнции класса (5. Здесь все компоненты 
Rh и R c'p равны нулю, кроме /? 4

3. Так как 

—2йА Д о)^2=Rh8 3  Д б 4, 

то со 41 и со 42 можно взять базисными формами. Следовательно, 
Л 41З = 1, Л 4Н = Л 42З = 0 и Л 424 = 1. Разрешая ограничения, 
наложенные на Rh и R ci p, получим добавочно Л 3г Р  = 0. Значит, 
о) 3г = 0, продолжение которых дает <у 3

4  = 0. Так как de 4  = 
= —<у3

3в4, то вектор е 4  направлен в некоторое инвариантное 
направление. Кроме того, конгруэнции класса ($ находятся в 
трехмерном пространстве, так как <у 3

г- == cd 3
4  = 0. Компонентами 

кручения являются Т 1  = А 3
3  и Т 2  = Л 3

4. Сравнивая doo 3\ и d<x> 4
2  

с (1.4), получим 
S 33= — (аА + йЛ) , 6 3/ 1  = (У 2!, 

С7 44 = (У 1! £У33, б 4з= й) 12-

Так как Q^ r s  = 0, то Q P ( ]  =  0, и точка Вагнера не существует. 
Из 

Т 2х х  — Гх 2  — Л = 0 

следует, что фокальные точки образуют либо прямую, либо не 
существуют, либо заполняют всю плоскость конгруэнции. 
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6. В случае прямой переносим М на эту прямую. Получим 
7 м  = О, Т 2  Ф 0 и А = 0. Следовательно, Л 3з = Л 4

3  = 0 и 
Л 3

4  Ф 0. Поскольку 
Л 34<х) 12= fllW 4l-f-Ö2W 42, 

<^Л34+Л34( С1) 11 + 2ы 3з) +Л 44й) 34= Ö2lti4l + a30J42, (3.13) 
to1 = b 1 й)41 -j- Ь 20)42, 

dA 44 — Л 44<У 11-р-Л 34й) 43 — |(У2'=б2й>41-(-Ьзб1)42, 

то сдвиг по фокальной прямой позволяет взять Л 44 = 0, а из 
(3.13) следует Л 3

4  —1. Итак, при данном подклассе уравнения 
конгруэнции и их продолжения имеют вид 

(031 = 0, OJ 32=0, ü)3  = OJ42, = 0 
и 

<У 34 = 0, OJ12= 

<y 1l4 -2<y 33= Ö2(t>4! -]- fl3w4  2, 
-CL)1 = Ь I'CT)4L—F— bzül^z, 

<у4з — <у2= Ьай> 41-|-Ьз(У 42-
Отсюда следует, что 5! — 4, s2  = 1, q = 5 и Q = Л/ = 6. Следо­
вательно, подкласс класса 6, конгруэнции которого имеют фо­
кальной кривой прямую, существуют с произволом одной функ­
ции двух аргументов. Так как 

11^.11= ° ° \ P i  
0 0 

0 0 0 1 

то стрикционную индикатрису находим из системы 
(У41(У42=0, (<у4

2)2 = 0. 

В направлении {о) 4ь «S} = {Я; 0} этой системе удовлетворяет 
каждая точка плоскости конгруэнции. Уравнение со 4  = 0 опре­
деляет трехмерную поверхность. Плоскости конгруэнции явля­
ются двумерными подпространствами ее касательных плоско­
стей. При этом конгруэнция сама находится в трехмерном про­
странстве. 

7. В остальных случаях класса (5 имеет место T i  = 0, т. е. 
Л 3з = Л 34 = 0, и, следовательно, Л = 0. Каждая точка плоско­
сти конгруэнции является фокальной точкой. Так как Л = 0, 
то случай, когда фокальные точки не существуют, отпадает. 
По (1.6) ' 

ti? Л 4Я -j- Л 43<ti 11 -j- Л 44Ci> 42 — !'О1 = b iO)' ll~\-b 2i0 42, 
с/Л 4

4+Л 4за> а1 — Л 44О; 11 — (oz= 62(у41-|-6З<у42-

Итак, существует однозначно определенная точка-, в которой 
Л 4

3  = А 44 = 0. В выбранном репере данный подкласс опреде­
ляется уравнениями 

ы 31 = 0, ы\=0, со 3=0, м 4=0, 
и их продолжениями 

<х> 1  = Ö16t>4l —f— Ö 2CL)42, (02= b:>0J4i-j-b3CU42, Ci>34 = 0. 
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Отсюда следует Sj = s 2  = 1, q = 2 и N = Q = 3. Значит, под­
класс класса 6, конгруэнции которого имеют фокальными точ­
ками все точки плоскости конгруэнции, существует с произво­
лом одной функции двух аргументов. На каждой плоскости 
конгруэнции однозначно определенная точка М описывает дву­
мерную симплектическую поверхность. Ее касательные плоско­
сти образуют рассматриваемую конгруэнцию, которая сама уже 
находится в трехмерном пространстве. Прямые X = М -j- te* 
образуют двупараметрическое семейство параллельных прямых. 

3.4. Конгруэнция класса Все компоненты R ji и 
R q

P  равны нулю. Формы >a> pi попарно зависимы, так как внеш­
нее произведение каждой пары равно нулю. Уравнение фокаль­
ной кривой 

Т 2х 1  — Г 1* 2  — Л = 0. 

8. Если фокальной кривой f является прямая, то при М ф f 
можно взять со 3  и со 4  базисными формами. Тогда A q

v  = õq
v. 

Вектор е 2  берем параллельным к прямой f. Тогда Т х  Ф 0 и 
Т 2  = 0, из которых следует Л 3

2 3  + Л 4
2 4  Ф 0 и Л 3

] 3  + Л 4
И  = 0. 

На основании (1.17) можно взять 7 м  = Л 3
2 з  + Л 4

2л = 1- Так как 
ранг матрицы системы 

<0P i=AP iq(0 (i (3.14) 
равен единице, то при помощи преобразования е 3  и е 4  можно 
добиться Л рг 4  = 0. Итак, Л 32з = 1. Ограничения, наложенные 
на R\ и RVp, удовлетворены. Поскольку 

5 3з — 0) 33 <У 2, 6' 34 = (У 34, 

V 43 = (У 43 — Л 413(0 1  — А 423<У 2, 5 44 = —1(У3з, 
то из первых (1.6) следует 

(-«А+Л 41з« 3
4) Д ш 3=0, 

[с/Л 413 — Л 4 1з(й) 11 + 2й) 3 з  —  (О2) — Л 423(У 21] Д СО 3  — Л 4 13С0 ' 3 4 Д Ct) 4  = 0, 
(О> 11 + 1У2-гЛ 423(У 34) А (О 3  — (О34 А &> 4=0, (3.15) 

— Л^ЭСИ^Ч-Л42З (tu 1! — 2<Y33-F-a)2) -|-£О4З] А 
А (О3 Л423ОА А <У4 = 0. 

Последние уравнения позволяют предполагать Л 4гз = 0, а 
Л 41з = 0 или Л 4

1 3  = ±1. Уравнения конгруэнции в первом слу­
чае следующие 

<У 31 = 0, <У 41 = 0, ,(032=(03, (О 4  2=0. 

Их продолжения по (3.15) имеют вид 

О) 2! = ai(03, <У 11 + М 2=02(У 3  + аЗ'У 4» <y 34 = 03ti 3  + ti4(y 4, (У 43 = (2бСи 3. 

Уравнение a> 4i = 0 вполне интегрируемо, вследствие чего воз­
никает некоторое многообразие М. В силу остальных уравнений 
конгруэнции Si = 3, s 2  = 1; q = 4 и Q = N = 5. Во втором слу­
чае 

<У 31 = 0, <У 41 = ±'tü3, CÜ32=CÜ3, С0 42 = 0. 
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Из (3.15) получим 
o) 1i+2cü , s3 — ctr=aiü)3+a2ti)\ 

w
34 = a2w34-ß3W4, 

<y1l-)-W2= #4Ü>3 — ß2C(J4, 
+ üj12-h'(y43 = <2б(У3, 

«2iH=w34 = aeW3. 
Отсюда <7 = 5, s, = 4, s 2  = 1 и Q = N = 6. Следовательно, 
подкласс класса $, конгруэнции которого имеют своими фо­
кальными кривыми прямую, существует. 

Если фокальные точки не существуют, то Т 1  = 0 или 
А 3гз + Л 4г4 = 0. Здесь есть две возможности : ранг матрицы си­
стемы (3.14) равен нулю или единице. В первом случае A pi q  = 0, 
т. е. Qj pi = 0. Их продолжение новых уравнений не дает. Сле­
довательно, система вполне интегрируема. Мы имеем дело с кон­
груэнцией параллельных плоскостей. Во втором случае Л ри = 0. 
Из (1.6) следует 

Л 41з-аА А со 3  = 0, 
[д?Л 41з — Л 41з(й> 114-2(у 3з) — Л 42З<^П] А ̂  — Л 41З<У 34 А <У 4=0, „ 

Л 423Ш 34А^ 3  = 0, (  }  

[с/Л 423 — Л 413(У 12~ЬЛ 423 ((У 1! — 2а)3з) ] [\ СО 3  — Л 423£0' 34 А <У 4 =  0. 
Так как преобразованием 'е 2  = е\ и 'в\ = —е2 можно Л 41з и Л 4

2 3  

переставить, то можно предполагать Л 4[ 3  ф 0. Уравнения (3.16) 
позволяют взять Л 41з = 1 и Л 42з = 0. Сделав в (3.16) подста­
новку фиксированных величин, видим, что третье уравнение от­
падает. Оставшиеся трое уравнений получены дифференцирова­
нием уравнений со 31 = 0, а) 4\ = ±w3i, <у4

2 = 0. Эта система вы­
деляет некоторое многообразие М, поскольку Si = 3, Q = 3, 
s 2  = 0, N = 3. Прибавлением уравнения >со\ = 0, из М выделя­
ется данная конгруэнция в силу полной интегрируемости. Так 
как о) 14 = о) 2  4 = со 34 = 0, то направление вектора е 4  инва­
риантно. 

Если все точки плоскости являются фокальными точками, то 
rang \\Л р

(,\\ = 1. Преобразование '8 р  = A p
qd (i позволяет взять 

Л 3з = Л 4
3  = Л 3

4  = 0 и Л 44 = 1, Т. е. со 3  = 0 и со 4  = О 4. Векторы 
е 3  и е 4  можем направить так, чтобы Л ри = 0, так как в системе 

<oPi=APi q8« 
ранг матрицы системы единица. Из Л — 0, следует Л 31 3  = 
= Л 32з = 0. Одна из величин Л 4

] 3  и Л 4
2з отлична от нуля. Имея 

ввиду 'е\ = е 2  и ze 2  = —можно предполагать Л 41 3  ф 0. Беря 
за базисные формы 'S 3  = (Л 41з)~ !с 3  = со 4\ и в 4  = ы 4, полу­
чим Л 41з = 1. Поскольку 

8 33= — (О)11 + Л 423<У 21 + W33) , С 34=0, 
о 4з= — («1+Л 4

2 3О> 2), а 44 
то из (1.6) следует 

(у 34=а ü)4i, А 4зз(У 34=0, 
<М 4

2 3  — й) 12+Л 4
2з(2^ 11+Л Wi) =bw 41. 
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Мы можем фиксировать А 4гз = 0. Отсюда следует, что данный 
подкласс с уравнениями со 3  = 0, со р2 = 0, co 3i = 0, существует 
с произволом одной функции одного аргумента. 

На основании этого и результатов предыдущих параграфов 
имеют место следующие теоремы. 

Теорема 2. По фокальной кривой f конгруэнции л:Е—*В 
делятся на следующие классы а, Ь, k. Фокальная кривая f 
является соответственно 

a) эллипсом,, 
b) парой мнимых пересекающихся прямых, 
c) гиперболой, 
d) парой пересекающихся прямых, 
e) параболой, 
f) парой параллельных прямых, 
g) парой мнимых параллельных прямых, 
h) парой сливающихся прямых, 
i) одной прямой, 
j) пустым множеством, 
к) плоскостью конгруэнции. 
Ни один из этих классов не является пустым. 
Теорема 3. Классификации в теоремах 1 и 2 связаны сле­

дующим образом: а[}Ь = 31, с U d =. ecß, f {] h а & {]<£), 
g cz ®, j d и i (J k a ® U Ни один из классов 91, 33, . .., 5 
не является пустым. 

§ 4. Классификация конгруэнций по группам голономий 

В этом параграфе рассматриваются группы голономий клас­
сов конгруэнций, выделенных по типам фокальных кривых. Ис­
ходные понятия даны в § 1. Локальные однородные группы го-
л ономии  Ч* '  и  Ф с о о т в е т с т в е нно  р а с с л о е ний  л \ Е -+В  и  p : V -+B  
являются подгруппами группы SGL (2; R) Ее подгруппы сле­
дующие: 

1) собственная ортогональная группа +0 2, 
2) собственная псевдоортогональная группа Ю 2, 
3) параболическая группа Г, 
4) группа из единичного элемента {1}. 

Элементы параболической группы имеют вид 

1 а 

0 1 ' 

Этим группам соответствуют алгебры Ли, элементы которых 
имеют в подходящим образом выбранном базисе соответственно 
вид 

0 со 0 со 0 со 0 01 
—(о 0 ' со 0 ' 0 0 ' 0 0> 
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С другой стороны, алгебры Ли однородных групп голономий 
W и Ф состоят соответственно из матриц \\Qh{X, У|| и 
\\fip q(X, У) II, где X и У — любые векторы касательного про­
странства базисного многообразия. 

Теорема 4. Классам конгруэнций Е, . . . ,  g соответствуют 
следующие пары однородных групп голономий (У, Ф): 

(+0 2 ,+0 2 ) ,  (Ю 2 ,Ю 2 ) ,  (Г ,  Л ,  (Л 0} ) ,  ( {1} ,  { ! } )•  ( 4 . 1 )  

Пара матриц (II-/?-Nil, ||/? рд||) для каждого класса конгруэнций 
остается неизменной относительно преобразований групп соот­
ветствующей пары (4.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  с л у ч а е  к л а с с а  2 1  а л г е б р ы  Л и  г р у п п  
Ф и Ф состоят по (1.23) из элементов вида 

II  , (*, У) II =4II №.' 6 3  л 6 4  (*. у) II = II 0 "I 
Z —CU U 

И 

\\п%(X, У) =i- ||A>V= А 5 4(Х, У) II =||_° ™| . 

Следовательно, V = +0 2  и Ф = +0 2. 
При параллельном переносе базисов {е г} и {е р} по петлям 

базисного многообразия получим новые базисы 'ei = Ahe-, и 
z€ p  = Лс/рвд, где ||Л^|| и И Л II — элементы группы +0 2. При 
этом 

где, ||£ j/|| и ||В»р|| — обратные матрицы к матрицам ||А^|| и 
||Л9р||. Учитывая по (1.23) виды Rh и /?%, в случае класса 2( 

'Rh=Rh, 'R%=Rv p. 

В случае класса Ж теорема доказана. Доказательства для 
остальных классов аналогичны, 

Далее рассматривается локальная неоднородная группа го-
лономии X расслояния л : Е -*-В. Ее алгебра Ли состоит из эле­
ментов вида (й*(Х, У), Qh(X,Y)). Здесь {& {(Х, У)} является 
алгеброй Ли некоторой подгруппы G группы сдвигов Г 2. Иначе, 
G есть подгруппа векторного пространства Г 2  как группы отно­
сительно сложения. 

В случае класса 21 (класса 93) в центре фокальной кривой М 
компоненты кручения равны нулю: Т {  = 0. Значит, й* м(Х, У) = 
— 0 и, следовательно, G = {О}. С фокальной кривой связанный 
репер {AT, е,} преобразуется при параллельных переносах по 
петлям базисного многообразия в новые реперы {'М/е*}, где 
'М  =  М +  а  и  z e ,  = A  h e  j ,  a a  ̂  {О}  и  ЦА^И  е  У .  Итак ,  а  =  О 
и 'М = М. Имея еще в виду вторую половину теоремы 4, заклю­
чаем, что справедлива следующая 

Теорема 5. Если фокальной кривой конгруэнции является 
эллипс или пара мнимых пересекающихся прямых, то локаль­
ная неоднородная группа голономии X сопряжена с локальной 
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однородной группой голономии W, изоморфна группе +0 2  и 
оставляет инвариантной фокальную кривую. Если фокальной 
кривой является гипербола или пара пересекающихся прямых, 
то +0 2  надо заменить на Ю 2. 

Класс G по типам фокальной кривой f делится на три под­
класса. Если f является параболой, то репер {М; ej в § 3 был 
выбран следующим образом: М — точка параболы, е х  направ­
лен по касательной к параболе в точке М, а е 2  направлен в ин­
вариантное направление оси параболы. При параллельном пе­
реносе такого репера {М\ е*} по петлям получим новые реперы 
{'М\ ei}. Векторы ei по теореме 4 преобразуются элементами 
из группы Г. Так как (Г 1, Г 2) = (—1,0), то 

(П Х (Х ,  У ) ,  ОЦХ ,  У ) )  =  ( / ;0 ) ,  
где ^eR. Итак, G = Т х  есть одномерное векторное простран­
ство, являющееся направляющим пространством касательной 
прямой в точке М. Следовательно, М переходит в точку 'М с 
/М = М г\-а, где а^Т х. При параллельных и сливающихся 
прямых G = {О}, поскольку T i  — 0, а У = Г по теореме 4. 
Итак, справедлива 

Теорема 6. Если фокальной кривой конгруэнции является 
парабола, то локальная неоднородная группа голономии X изо­
морфна группе Г*Т Х. В точке М параболы Т х  является направ­
ляющим вектором касательной в этой точке. Парабола при па­
раллельных переносах инвариантна. Если у класса (S фокаль­
ной кривой является пара параллельных или сливающихся пря­
мых, то X сопряжена с группой V, изоморфна группе Г и остав­
ляет инвариантной фокальную кривую. 

Класс $) по типам фокальной кривой f имеет три подкласса: 
/ является парой вещественных параллельных, мнимых парал­
лельных или сливающихся прямых. У репера {М; а} начало 
лежит на центральной прямой, а е 2  является направляющим 
вектором этой прямой. Поскольку в точке М имеем Т 1  — 0, то 
G = {о}. Если фокальной кривой является прямая (под рас­
смо т р е ни ем  ч а с т ь  к л а с с о в  ©  и  $ ) ,  т о  в  р е п е р е  {М \  а } ,  г д е  М 
находится на прямой и е 2  — направляющий вектор этой прямой, 
Т г  = (0; 1). Следовательно, G = {Ле 2} = Т х. Если фокальные 
точки не существуют или фокальными точками являются все 
точки плоскости конгруэнции, то в любой точке Ti = 0, и, сле­
довательно, G = {0}. Справедлива 

Теорема 7. В случае класса Ф фокальная неоднородная 
группа голонимии X сопряжена с однородной группой голоно­
мии W, изоморфна группе Г и оставляет инвариантной фокаль­
ную кривую. Если фокальной кривой конгруэнции является пря­
мая, то X сопряжена с группой Т х  и оставляет инвариантной 
фокальную прямую. Если фокальные точки не существуют или 
з а п о л н яют  в сю  п л о с к о ст ь  к о н г р у э н ц и и ,  т о  X  =  { ! } .  

Кроме того, из результатов этого параграфа следует 
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Теорема 8. По  п а р е  ( X ,  Ф ) ,  г д е  X  и  Ф  л о к а л ь н а я  н е о д н о р о д­
ная и однородная группы голономии внутренней связности, со­
ответственно расслоении л : Е -> В и p :V-+B, конгруэнции де­
лятся на следующие классы: 

а=(+0 2 *{0 } ,  +0 2), ß=(W2 * { 0 } , W 2 ) ,  у= ( Г *Т и Г ) ,  
0= ( Г*{0 } , Г ) ,  е=(Г*{0}, {1}), 
-?=({ !>*{<>} ,  Г ) ,  »=({1}*Г . , {1 } ) ,  « = ( { ! } * { < > } ,  { 1 } ) .  
Теорема 9. Классификации по группам голономий и по ти­

п ам  ф о к а л ь н о й  к р и в о й  с в я з а ны  с л е д ующим  о б р а з ом :  а  =  a \ j  Ь ,  
, ß  =  c [ ) d ,  v  =  e ,  õ =  е =  ( f [ j g [ j h )  n s u=me ,  
v  = k[\^, = / n Ö-, i = (/U*)flfr 
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RUUMI Sp 4  KONGRUENTSIDE KLASSIFITSEERIMINE FOKAALKÕ V E R A  
T Ü Ü P I D E  J A  H O L O N O O M I A R Ü H M A D E  J Ä R G I  

A .  P a r r i n g  

R e s ü m e e  
Käesolev artikkel on artiklite [2, 3] järg. АПinses sümplektilises ruumis 

Spi vaadeldakse sümplektiliste tasandite kongruentse. Uurimisel kasutatakse 
artiklis [2] antud mõisteid ja valemeid. Kongruentsiga seotakse tema kanooni­
line kihtkond, mille kihtideks on kongruentsi tasandid [2, 3]. Tekivad siseseos-
tuse kõveruse ja väändevormid, mille abil toimub kongruentside klassifitsee­
rimine. 

D I E  K L A S S I F I K A T I O N E N  D E R  K O N G R U E N Z E N  D E S  R A U M E S  Sp4  N A C H  
D E N  F O K A L K U R V E N  U N D  D E N  H O L O N O M I E G R U P P E N  

A .  P a r r i n g  

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Der vorliegende Artikel ist eine -Fortsetzung der Artikel [2, 3]. Im affinen 
symplektischen Raum Sp4  werden die Kongruenzen der symplektischen Ebenen 
betrachtet. Die Kongruenz wird als Faserraum behandelt, wobei die Fasern 
symplektische Ebenen sind. Es entstehen Torsions- und Krümmungsformen des 
inneren Zusammenhangs. Zuerst werden zur Untersuchung notwendige Formeln 
gegeben (§ 1), danach werden die Kongruenzen nach der Torsion (§ 1), 
nach den Typen der Fokalkurven (§§ 2, 3) und nach den Holonomiegruppen 
klassifiziert. Außerdem wird das Verhältnis zwischen diesen Klassifikationen 
erläutert. 
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СФЕРИЧЕСКОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ КОНГРУЭНЦИЙ 
СИМПЛЕКТИЧЕСКИХ ПЛОСКОСТЕЙ ПРОСТРАНСТВА Sp 4  

А. Парринг 

Кафедра алгебры и геометрии 

Симплектическое векторное пространство 1ч, связанное с 
аффино-симплектическнм пространством Sp 4, отображается в 
шестимерное бнвекторное пространство Л 2{У 4). Пространство 
A 2(l /

4) является псевдоевклидовым пространством 2Е 6  со струк­
турной группой 20 6+. В 2Е 6  можно определить длину |дс| любого 
вектора х. Если |дс] ф О, то каждому такому х можно сопоставить 
вектор х 0  = Xx длины ]лго| 2  = ±1. Вектор х является элементом 
единичной сферы S 5. Это соответствие применяется для отобра­
жения конгруэнции симплектических плоскостей В пространства 
Spi в S 5  с: 2Е 6. Полученное отображение B-+S 5  будем называть 
сферическим отображением конгруэнции В. В данной заметке 
исследуется это отображение и образ конгруэнции В как по­
верхность в S 5. Применяются символика, понятия и нужные 
результаты статьи [2]. 

1. Пусть Sp4 — аффинно-симплектическое пространство 
метрикой 

О 1 
— 1 О 

О О 
О О 

О О 
О О 
О 1 

-1 О 

где /,/, ... = 1,2, 3,4. Реперы {М;е/}, относительно которых G 
имеет данный вид, называются симплектическими. Формы 
Пфаффа со 1  и со 1# в формулах перемещения 

dM—со 1  ei, de j — tок1ек 1 . 1 )  

симплектического репера {Al; е к} удовлетворяют структурным 
уравнениям 

do) I  = оу к  Д о) 1  к, d(t) IK = (o LK Д о) хь, ( 1 .2) 
где 
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\ ( ß L K \ \  =  

(U1! <i)\, 0)3l 

<У*2 (У 1! <t) 32 
i4„ z.i4, z.i3„ ••(У 2 

•ü)"2 

ОТ 1 6Г3 
'M 42 
6t) 43 

йЛ 

(1 .3 )  

(1.5) 

Г2, данное 

2. Обозначим через Г[ группу направляющего пространст­
ва V 4  симплектического пространства Sp 4, а через Г2 — группу 
автоморфизмов бивекторного пространства Л 2(VA). Каждый 
симплектический базис {е к} пространства \\ индуцирует базис 
{Е а}, где a,ß, ... = 1, 6, бивекторного пространства 
X2 ( V 4 ) ,  причем 

Ei=ei/\ez, Ez=e 1Д е 2, E 3=eiAe4, ^ 

^4=62 Д е 3, ^5=е2Дб4, Еб = вз/\еь. 

Здесь для каждой нары индексов (/; /<) применяется один соби­
рательный индекс а: 

(1; 2)~>1, (1;3)->2, (1; 4)->3, 

(2; 3)->4, (2; 4)->5, (3;4)->6. 

Непрерывное инъективное отображение Н: Г 
законом 

И • А1т-^АК ль 
• [М JV] 

является гомоморфизмом. Образ А к  
[ MA L  

N ]  перепишем в виде 
6 X 6  м а т р и ц ы ,  и с п о л ь з у я  ( 1 . 5 ) .  П р и  л ю б о й  п а р е  А , В < = Г \  
имеет место свойство гомоморфизма 

Н ( А В ) = Н ( А )  Н ( В )  

Я(А Т)=#(А) Т, 

где Т — знак транспонирования. Условие Л е Гi равносильно 
условию 

AGA T  — G, 
откуда при помощи (1.6) следует 

Н ( А )  H ( G )  tf(A) T  = tf(G). 

Следовательно, Н ( Г \ ) является подгруппой группы F^cz Г 
Здесь через Г 3  обозначена группа,, которая сохраняет тензор 
метрики 

H ( G )  

Теперь применим к группе Г 2  еще некоторый внутренный авто­
морфизм 

1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 —1 0 0 
0 0 —1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 
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(pL • Г2~+Г2, 
данный формулой 

<p L(%)=mi-\ 
где Le/' 2  — такая ортогональная матрица, которая приводит 
Н (G) к диагональному виду. Значит, L T=Lr l. Группа q) L  ° Н(Г t) 
изоморфна группе Н(Г\). Пусть, например, 

L = 
У2 

У2 0 0 0 0 0 
0 0 +1 —1 0 0 
0 S 0 0 +1 0 
0 0 ±1 —1 0 0 
0 н=е 0 0 —1 0 
0 0 0 0 0 V2 

(1.7) 

Тогда ( p L °  Н ( G )  =  G получает вид 

G = 

1 0 0 0 0 0 
0 +1 0 0 0 0 
0 0 ~\~£ 0 0 0 
0 0 0 +1 0 0 
0 0 0 0 ±£  0 
0 0 0 0 0 1 

(1.8) 

где е = ±1. Матрицы L  таковы, что они приводят Н ( G )  к диа­
гональным видам, которые отличаются между собой расположе­
нием + 1 и —1. Виды матриц (1.8) находят применения при 
исследовании конгруэнции с центральными фокальными кри­
выми, т. е. классов 2Г и $ статьи [2]. Группа срь 0Н(Г\) сохра­
няет метрику G. Значит, <рь°Н(Г\) с= 20 6, где 20 6  — псевдоорто­
г о н а л ь н а я  г р у п п а  п р о с т р а н с т в а  2 V 6 .  Т а к  к а к  п р и  л ю б о м  Л е Г i  
имеем det \\А | | = 1 и, с другой стороны, (p L°H — непрерывное 
отображение, det \\cp L  ° H(G) |j = 1 по (1.8) и G <= Гi, то 
<рь°Н(Г\) с= 20 6+. Итак, у нас доказана 

Теорема 1. Образом симплектической группы Г, при отобра­
жении <фь ° Н является подгруппа группы 2Ое+. 

Для каждого бивектора х  —  x I J e T  Д ej = Х а'Е а  относительно 
метрики (1.8) определяется длина |дс,| по формуле 

\x\ Z= (Х 1) 2^ (X 2) 2=F (Х 3) 2± (Х 4) 2+ (Х 5) 2+ (Х 6)2._ 

Отметим, что эта формула в общем виде такова (см. [1]) 
( |  X \ Z = X I J X K L g I K g J L .  

3. Каждой симплектической плоскости пространства S p 4  

соответствует простой бивектор х, который определяется одно­
значно до точности коэффициента. Так как в случае симплекти­
ческой плоскости |*| ф 0, то х можно нормировать, т. е. \х\ = 1, 
после чего рассматриваемое соответствие становится однознач­
ным. Возникает отображение 

гр : Ai-^S 5, 
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где М — множество симплектических плоскостей в Sp 4, a S 5  

5-мерная единичная сфера в 2£ 6. Называем отображение У сфе­
рическим. Если параллельные плоскости отождествить, то отоб­
ражение Y инъективное. Кроме того, W(M) a S 5, так как отоб­
ражению W подчинены только простые бивекторы. Называем 
У(М) грассмановым многообразием. Находим структурные 
уравнения грассманова многообразия W(М). При преобразова­
нии (1.8) базис {£7 а} переходит в базис { zE a}, причем формулы 
перехода суть 

'Е,=Е и  %=4г-(Т£з  —Я«),  %=-4(£Е 3 +Е 5 ) ,  

f 1 2\ (1-9) 

%=&, %= — (±E3-E t), %=-^(=FeE2-£5). 
У2 У2 

Используя формулы (1.9) и их обратные, а также (1.4), (1.2) и 
(1.3), получаем, что формы 2^«, и <у к/ в формулах инфинитези-
мальных перемещений 

d e j  —  o ) K i e K  (1.10) 

• связаны следующим образом: 
... =2Л=2 61 = 2 16=0, 

2 21 = ±^2= =F26
2  = = — 4АH=W4

2) , 
]/2 

V3 1 = =  ± е  21 3 = =  + е  2 6з=—2 36=-4г (=Ы 41+еы 32), 

У 2 

2 4i = Н-2 14= +2 64=—U i6——~ (й)31+ы4г), 
У2 

2 5
1  = =Fe2 15=d=e2 65 = —25

6  = -4г (оЛ+£о> 3
2), 

У2 

И 32=— e2h=-~[ (<y 2i — eoj»12) ± (оЛ — £<У34) ], 

2 4
2=2 2

4= — W4-CÜ 33, 

252=S225=—[± (^l+ect)^) + (w 4
3+ecü 34) ], 

24
3=£ 23i = -^~[ — (fiüA + O)^) ± (£С04З+О)34) ], 

V5 3 = =^3 5 = q = ( wl 1  +  Ü)33))  

2754 = — £ 245=-^-[ =F (<У21 — fiü)^) + (co43 — £ÜA) ]. 

1  1 4  

(1.11) 



Отсюда видим, что подгруппа (рь°Н(Г {) задается с десятью 
формами, как и сама группа Г и  Применяя преобразование 

1 
•(%+%),  "Ев--

1 
•(%-%),  

У 2 У2 
можем уточнить теорему 1. Имеет место 

Теорема 2. Образом симплектической группы Г х  при отобра­
жений <pL°H является группа 20 5+. 

Внешнее дифференцирование первых из (1.10), дает струк­
турные уравнения пространства 2Е е: 

(1-12) 

Если удовлетворяют еще (1.11), то (1.12) являются струк­
турными уравнениями пространства 2Е 6  со структурной группой 
<р°Н(Г\). Если е\ и ег находятся на симплектической плоскости 
л, то ей соответствует однозначно определенный простой нор­
мированный бивектор 

ip (я) =Е\ = е\ Д вг='Е\, 

который далее обозначим через М. Переобозначим 
U! = 'E i +и 0*=2i I + 1, Wi = 2 J+4+i. (1.13) 

Как следует из (1.10) и (1.11) грассманово многообразие ip(M) 
удовлетворяет следующим формулам перемещения и структур 

dM=W U l, di? IK = & LK Д П! к  

и 
dft 1  = ft K  Д & 1  к, du I  = ft K

IUK, (1.14) 

где П* к  = Р 1  klm^ l  А — формы кривизны. У тензора кри­
визны Р 1  KLM отличны от нуля компоненты только при L = К и 
М = /. Обозначим Р :к = P !KKI• При этом 

0  1 1 1  
£ 0 £ £ 

-1 —1 0 —1 
—£ —£ —£ 0 

Итак, У(М) является 4-мерной сферой. Обозначим Y(М) через 
S A. Эта сфера S 4  находится в некотором 5-мерном пространстве. 

' Так как Е х  Е 6  Ф 0 — постоянный вектор, то ортогональное 
дополнение {Е\ + Е 6) 1  к пространству {Еi + Е 6} содержит S 4. 
Оно является пространством типа 2Е 5. Каждая касательная пло­
скость л^ 2Е 5  К сфере S 4  имеет ввиду (1.8) метрику 

=  1 0  0  0  
0 ч=е 0 0 
0 0+ 1  о 
0 0 0 -1-е 

IP 1, ±2 

(1.15) 



Так как формы 

 =•—z (й^+оЛ), # 2=-4:( dba> 4i+£ü) 32), 
V2 1/2 
. F  (1.16) 

•гЯ = —(<t) 3i±Ct) 42), ^4  = ̂7(W41=F£W32) 
У2 . "j/2 

линейно независимы, то многообразие S 4  определяется и фор­
мами o) vi. Первая квадратичная форма 

ds 2= + (#) 24=£ ( ) 2+ (?Я)2±£ (tf 4) 2  (1.17) 
выражается через co vi следующим обпразом: 

ds 2=g p qgi i<a) /P i(o q  j. (1.18) 
Здесь и далее i, /, .. ., о = 1,2, а уо, q, . .. = 3, 4. 

4. Рассмотрим конгруэнцию В а М симплектических плоско­
стей в Sp 4. Симплектический подвижной репер выберем так, 
чтобы начало репера Мий; находился на симплектической пло­
скости конгруэнции. Конгруэнция, как 2-параметрическое семей­
ство симплектических плоскостей, выделяет в грассмановом 
многообразии S 4  некоторое подмногообразие У (В), которое вы­
деляется уравнениями 

,0)PI=APIQEQ, (1.19) 
где {5^} — кобазис 2-мерного многообразия параметров. Рас­
смотрим конгруэнции с центральными фокальными кривыми, 
т. е. классы Ж и S предыдущей статьи. Существует репер в ко­
торой (1.18) имеет вид 

<У 32=+£ '(У 41, <l> 42= ±CL)31, 
т. е. б 3  = (o 3i и д 4  = со 41. Здесь £ = +1 соответствует классу ЧЛ, 
а £==—1 соответствует классу 51 Из (1.15) следует, что гр(В) 
в случае данных классов выделяется уравнениями 

#1 = 0, # 2=0. 

Метрический тензор G r s  в первой квадратичной форме 
ds 2 l= Grsfflfi 8  

в выбранном репере выражается по (: 

il Grell = 11 (Ur ,  Us)  | |  =  ±  

Кроме того, из (1.15) следует, что 

II Güll = || '  0 . (1.21) 

Продолжая (1.20), учитывая при этом (1.16), получим 
& Р=А* Р Я&*, A\ p q ]=0. '  (1.22) 

При этом по (1.11) и (1.13) 
1> 1

3=г> 3
1, t> 14=£# 4I, $2

4=#4
2. 

На основании (1.14) находим структурные уравнения подмного­
образия гр{В). Первые из них дают 
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d = /\&\ d =W Д^з. (1.23) 

Вторые из них по (Г.22) переписываются в виде 
d p=A q

v, (1.24) 

где A q
p  — формы кривизны. Они выражаются через компоненты 

тензора кривизны 
. A qp = r qp r s '& r  Д # s. 

Обозначим его существенные компоненты через r q
p  = r q

p 3, 4. В 
этих обозначениях (1.24) получит вид 

d^ 3=r^ Д . й?^4=г 3
4^ Д  . (1.25) 

При этом 
Г4 3 =_ £ Г3 4 = £ [ Л1 з з Л1 4 4_ (Л1зз)2] + [Л2ззЛ2 4 4  -(Л2з4) 2]+2. 

Назовем г 4
3  кривизной многообразия ip(B). Формулы (1.23) и 

(1.25) являются структурными уравнениями гр{В). Переписывая 
(1.14) для индексов i и /, получим 

d$U = rhst& s  Д 
откуда 
  = Г 2,# 3  Д tf- 4, <  = rW Д # 4. 

Здесь обозначено rh = г^ 3 4. Величины r 2i и г' 2  выражаются 
f 2l = —ег12= (Л^ЗЛ^ — Л 2

3 3Л 134) -f-£ (AViA^ — A144A2
4 3) . 

Здесь г 21 называется римановой кривизной многообразия гр(В). 
Продолжение формул (1.20) дает 

с/АЬз — — £А*3з&21 = ацР+а 2№, 
с/Л* 3 4—J— (fA^s — Л* 4 4) tfS — eAh^\ = a^^ra^, 

dA *44'—I— 2 £ Л 4 3 4  — sAhi'ü2i = a3iP-\-ai t 'dA 

„ и 
dA\ 3  — 2A 23 3^3+Ai3 3^i = fr1^+b2^, 

dAhi-f (£Л2зз — A244) tfS+A1»34^1 = biP+bsti*, 
dAh^sAhsWs+Ah^i = M4. 

На многообразии ip{B) можно определить ряд известных вели­
чин: 

a) вторые основные формы 
Žp=A*P 9#W. 

b) вектор средней кривизны 
H=GP qAi p qUi, 

c) нормальная кривизна h = \Н\. По (1.21) 
/г 2= =F[ (Я 1) 21+£(Я 2) 2], 

где обозначено Н 1  = Gp qA i
p q, причем в выбранном репере 

H i  = rfc (Л l3 3 —)— еА г 4 4). 

При Ь 1  = 0 называется многообразие ip{B) вполне геодезиче­
ским, а при А {

р с }  = PGpq — омбилическим. Можно еще выде­
лить такой класс многообразия ip(B), когда Н параллельно 
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переносим относительно связонсти, т. е. WH i  = 0, или иначе 
= О, 

откуда 
dH l  — sH4Pi = 0, d +H^i = 0. 

Значит, 
Öi-|-£Ö3 = 0, а 2-\-аь—0, Ь{-}~8Ьз=0, bz-\-b^=0. 
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RUUMI Spt  SÜ M P L E K T I L I S T E  T A S A N D I T E  K O N G R U E N T S I  
S F Ä Ä R I L I N E  K U J U T U S  

A .  P a r r i n g  

R e s ü m e e  

Afiinse-sümplektilise ruumiga SpA  seotud sümplektiline vektorruum V 4  kuju­
tatakse kuuemõõtmeliseks bivektorruumiks Л 2(У 4). Vektorruumi l/ 4  sümplektili-
suse tõttu osutub A 2( V 4) pseudoeukleidiliseks ruumiks 2£ 6.  Ruumis 2£e on või­
malik defineerida vektori x pikkus. Juhul, kui jx |^=0, saab vektorile x seada 
vastavusse sellise vektori x 0  = Лх, mil jxj 2  = +1. Vektor \x\ on ühiksfääri S 5  

element. Tekkinud kujutust kasutatakse ruumi Sp 4  sümplektiliste tasandite 
kongruentsi В -kujutamiseks sfääri S 5cz 2£ 6.  Nimelt igale sümplektilisele tasan­
dile л: e ß vastab kordaja täpsuseni määratud ruumi 2£ 6  vektor. Kuna selle 
vektori pikkus on nullist erinev, siis saab viimast normeerida. Kongruents В 
kujutub S 5. Nimetame seda kujutust sfääriliseks kujutuseks. Käesolevas lühi-
artiklis on leitud kongruentsi В põhiliste valemite kujutised sfäärilisel kujutu­
sel. Kasutatakse antud kogumiku artikli [2] sümboolikat, mõisteid ja vajalikke 
tulemusi. 

D I E  S P H Ä R I S C H E  A B B I L D U N G  D E R  K O N G R U E N Z E N  
DER SYMPLEKTISCHEN EBENEN DES RAUMES S/>4  

A .  P a r r i n g  

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Den mit dem affinen symplektischen Raum verbundenen symplektischen Vek­
torraum V4  bildet man /i-п 'den 6-dimensionalen Bivektorraum A 2(V 4) ab. Der 
AbbiLdungsraum ist der pseudoeuklidische Veiktorraum 2Eq. Dabei entsteht eine 
Abbildung Y der -symplektischen Ebenen der Kongruenz В i;n der Einheits­
sphäre S5  c= 2Eg mit Hilfe des Einheitsbivektors der symplektischen Ebene. 
In diesem Kurzartikel -definiert man die sphärische Abbildung und man unter­
sucht die S t rukt u r gl ei cihun g en der Abbildungsmanndg-faltigkeit Y (B) und ihren 
von den Strukturgleichungen der Kongruenz В hergeleiteten Zusammenhang. 
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КВАЗИЛИНЕЙНАЯ СИСТЕМА ТИПА S\2  С РАЗЛИЧНЫМИ 
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ В R3  (ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ) 

X. Кильп 

Кафедра алгебры и геометрии 

1. Системой типа S ,
m 2  называется система m дифференци­

альных уравнений с частными производными первого порядка 
при m неизвестных функциях и двух независимых переменных. 
Такая система при m различных характеристиках обозначается 
через S'm2(i). В работе [4] автора с помощью метода Картана 
строилась общая теория квазилинейных систем S^U) ПР И  ПР°" 
извольном т, а именно, давались инвариантные условия суще­
ствования у таких систем промежуточного интеграла, необходи­
мый и достаточный признаки систем, приводящихся к линейным, 
рассматривались вопросы, связанные с законами сохранения и 
обобщенными функциями тока, а также связь последних с про­
межуточными интегралами. Те же вопросы при т — 3 рассмат­
ривались А. М. Васильевым [2]. В работе [4] автор вдобавок 
к указанным вопросам изучала внутреннюю геометрию интег­
ральных многообразий квазилинейных систем S '^ü)- Изучался 
вопрос существования у системы решений с постоянным двой­
ным отношением некоторых четырех характеристических корней, 
рассматривались аффинные связности без кручения с абсолют­
ным параллелизмом направлений, присоединяемые к триткани, 
заданной общими дифференциальными уравнениями на двумер­
ном многообразии. Результаты последней задачи использова­
лись для исследования вопроса существования у системы реше­
ний с некоторой тройкой характеристик, образующих шести­
угольную триткань. 

В настоящей работе рассмотрим конкретную геометрическую 
задачу, в которой встречается некоторая квазилинейная система 
«S'm2(D- Оказывается, что рассмотрение изотермической поверх­
ности в трехмерном евклидовом пространстве R3  приводит при 
продолжении к квазилинейной системе Нашей целью 
является исследование всех указанных проблем общей теории 
в случае этой конкретной системы. 
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2. Формулы инфинитезимального перемещения подвижного 
репера (Af, е р) в R 3  имеют вид 

dM==mPe P, de p  = —<ü4peq, р, q, r= 1, 2, 3. (1) 

Поскольку в R 3  репер ортонормирован, то 

j ]0)Р р  
=  0, = 0, (2) 

и выполняются уравнения структуры 

d.(üP — COPq  А О)? düJPq = (JOP r  Д CO r
g. (3) 

Изотермические поверхности 1  в R 3  — это поверхности, ли­
нейный элемент которых может быть приведен к виду ds 2  = 
= A (d£ 2-\-drj 2), где | и г\ — параметры линий кривизны. При­
соединим к каждой точке изотермической поверхности в R 3  трех­
гранник Дарбу, векторы е\ и е 2  которого лежат на главных ка­
сательных поверхности. Обозначив буквами а \\ с главные кри­
визны и учитывая формулы (1), получим сначала уравнения 

о) 3=0, (o 3i = ao) i, (o 32=C(jo 2. (4) 

При этом, система S12: о) 1  = О, со 2  = 0 вполне интегрируема. 
Поскольку линии кривизны определяются уравнениями 

«' = 0 и (о 2  = 0, а 

ds 2=A (d?+dr) 2) = (cü 1) 2-f {со2)2, (5) 

то взяв £ за параметр линий кривизны со 1  — 0, а г) за параметр 
линий кривизны (о 2  = 0, из равенства (3) следует, что должна 
существовать функция и такая, что 

U(o i  = dŠ, Uü)2—d7]. (6) 

Дифференцируем внешним образом уравнения (6) и (4): 

du А со 1  — U(o /\<(о2—0, du А о) 2  + исо Д о) 1  = 0, (7) 

• d a  A W1  - о) A ti 2=o, d c  А w 2  — о) А ̂ =0, (8) 
а — с а — с 

где со = Ct) zi — —(У12. 
Уравнения (4), (7), (8) образуют замкнутую дифференци­

альную систему и определяют изотермические поверхности. При 
этом, подсистема квадратичных уравнений (7), (8) самостоя­
тельная и ее можно рассматривать отдельно. По ней уравнения 
(4) восстанавливаются интегрированием. Значит, можно ут­
верждать, что изотермические поверхности в R 3  определяются 
системой (7), (8). Изучением этой системы и займемся. 

Система (7), (8) имеет четыре характеристики 

со 1  —0, со 2=0, 0 1  = со 2  — ico i  = 0, ti t e=<y2+io)1  = 0. 

1  См. [3], но в [3] в структурных уравнениях (3) пишется dcofq — 
— (o rq Д <1> рт, что дает некоторое различие в знаках наших формул от 
соответствующих формул в [3]. 
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Берем другие линейные комбинации левых частей уравнений 
(7), (8), т. е. приводим систему (7), (8) к характеристикам: 

/ du da \ . . . (du . dc \ . _ Л  

( ja й) 1 =0, н л w 2=0, 
\ и а — с / \ и а — с 1 

(9) 
°> а^ 2=О. 

Мы пришли к системе квадратичных уравнений (9), причем си­
стема Sis вполне интегрируема. 

В таком случае (см. [4], § 2) система (9) эквивалентна не­
которой квазилинейной системе S^i). Полученная система рас­
сматривается уже на некотором продолженном многообразии. 

3. Введем обозначения 

<0 s=sh (— —) +sW, Oi^sh L - i—) + w, 
\  и  а — с !  \  и г  

l du dc \ l du \ ' ' 
W4 =  S4 4  +sW, W 6  = S 6

6  L + i +s 62^ 2, 
x и a — с / X и I 

где параметрам s a
a, s ax (a = 3, 4, 5, 6; Я = 1, 2) можно давать 

любые значения; параметры s a
a  при этом, отличны от нуля 2. 

Теперь система (10) перепишется в виде 

о)3 а ̂  = 0, <у 4  А (У 2=0, со 5  А £?1==0, (о 6  А -£? 2=0. (11) 

Приступим к нахождению структурных уравнений задачи. 
Из уравнений (3) следует, что в R 3  при соотношениях (4), т. е. 
на изотермических поверхностях 

dio x  — —со А Ci) 2, dct> 2=о) А <у\ dco=acco l  А м 2, (12) 
откуда 

dQi=icõ/\Q\ dü z=—ico /\ Q z. (13) 

Выразим из (10) формы со, du/u, da/(а—с), dcj(а — с) через 
главные формы задачи со а, со\ дифференцируем формы (10) 
внешним образом и выразим последние дифференциалы через 
формы со а, со х, получим 

dc0 3  = c0 si А СО{-\-(0 33 А С> 3+ 0 345<У 4  А CU 5+ß 34Q<V 4  А <У 6+ 

+ a 342Ö> 4  А <*Р-f ß352ü>5 A W2-f a3620)6 А 

с/й) 4=<У 42 А <У 2+С0 44 А <У 4+ 0 4ЗЭ(У 3  А <У , Г '+<2 4ЗвбГ А <» 6+ 

+ o 43ict) 3  Л А A °Л 

d(o 5=co\ А (У 5+1У 51 Л ß1, dco6=co6в А (У 6+'б> 62 А & 2  

Е  В дальнейшем форма ы 3  понимается во введенном в формулах (10) 
смысле. 
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Выразим da j 1, da) 2, dQ\ dQ 2  также через формы о) а, 

do) i  = a llaü) 1  Д co 2+ßsco 5  Д co 2-f- а ва> 6  Д со 2, 

üfct)2=ö2i2ü>1  Д со 2  — а 5со 5  Д со 2  — tie<y6  Д а) 2, 

сШ 1  = А 11 2С0 1  Д (У 2  t (05(tl 5+ß6CL) 6) Д 42 1, 

сШ 2=A^aco 1  Д со 2—f— i (а$а)''-{-ава)&) Д f? 2. 

Здесь ahi, cl,, где /', k, 1=1, 2, 3, 4, 5, 6; А = 5, 6 — 
определенные выражения через s'u и их дифференциалы, а вы­
ражения co jk содержат вдобавок еще формы co j. Произведем 
канонизацию, положив а 5  = а 6  = —1, а 3

4 5  = —а3
46  = а 4

3 5  = 
= —а4зб = I, т. е. s 55 — s66 — 0,5; s3

3  = —s4
4. После этого 

можно а го2, o 4ai, o'i2, ß2i2, А 1^, A 2i2 привести к нулю, положив 
5 3i = 5 4

2  — s5i = s62 = 0. Закончим канонизацию, положив 
а 3

4 3  = i, а 4
3 4  = —i, тогда со 3

3  = i(o) 4  — со 5  — со 6), со 4
4  = 

= —i(со3  -}- со 5  — а> 6). Производив такую канонизацию, прихо­
дим к структурным уравнениям 

dh) l  = G) 2  Д (со 5+со 6) , do) 2= (со 5+со 6) Д со 1, 

d =i{G)b-f со 6) Д ß1, сЮ 2=Ш 2Д(со 5+со 6), 

doj 3  = da) l t=i(a) b  — со 6+со 3) Д (ш 5  — со 6  — со 4), (14) 

do) r j=da) 6=i/4-acQ 1  Д „Q2, 

da = i(a — с) (со 5  — со 6-Ь<о 3), 

= —i(a — c) (со5 — со 6—со 3). 

4. Исследуем вопрос промежуточных интегралов (опреде­
ление см. в [2], § 3) системы (11). В данном случае система 
S]5 : ü l  = 0, со 5  = 0, система S 2e : О 2  = 0, &> 6  = 0 и система 
51256 : £?' = 0, £?2 = 0, со 5  = 0, со 6  = 0 вполне интегрируемы, 
причем каждая из них совпадает со своим характеристическим. 
Значит (см. [4], § 4), уравнение со 5  Д £?'= 0, уравнение 
со 6  Д Q 2  = 0 и подсистема со 5  Д Q 1  = 0, со 6  Д = 0 нашей си­
стемы (11) дают промежуточные интегралы. Этим промежуточ­
ным интегралам можно дать следующую интерпретацию. Рас­
смотрим комплексную плоскость. Уравнения со 5  Д Ü1  = 0 и 
со 6  Д — 0 задают на ней линии уровня гармонических функ­
ций, а системой со 5  Д Q 1  = 0, со 6  Д Q 2  — 0 задаются уравнения 
Коши—Римана!. Значит, самостоятельной подсистемой coi 5  Д 
Д £>' = 0, со 6  /\ Q 2  = 0 задается сеть линий кривизны на по­
верхности, затем добавляют уравнения со 3  Д со 1  = 0, со 4  Д 
Д со 2  = 0, которые задают саму кривизну этой поверхности. 
Построенная поверхность изотермическая. 

5. Задача нахождения связностей, присоединенных к трит­
кани характеристик, в данном случае упрощается в силу по­
стоянства характеристических корней Я. Мы не будем следить 
за процессом упрощения соответствующих общих формул из 

122 



[4], а вспомним нужное нам рассуждение из книги В. Бляшке 
[1]. Если триткань задана на двумерной поверхности диффе­
ренциальными уравнениями л х  = 0, л 2  = 0, л х  л 2  = 0, то 
йл х  = <р /\л х,+ ал х  Д я 2, d 2  = <р Д л 2  + Ьл х  Д л 2. Введя фор­
му в = <р — ал 2

;+ Ьл 1, получаем с1л ]  = в Д л 1, (1л 2  = & Д л 2, 
d© = Ял х  Д л 2. Последние формулы показывают, что к данной 
триткани присоединяется связность с формой в и кривизной R. 
Как и в общем случае, эта связность будет с абсолютным па­
раллелизмом, ибо имеется лишь одна форма связности О. 

Ищем связность, присоединенную к триткани характеристик 
л х  = i(o x  = 0, л 2  = —о)2  = О, л 1  + л 2  = Q x  = 0 на двумерных 
интегральных поверхностях данной системы (9). На них 

со — i du/и = 2v (со 2 ,  — ico1), co-j-i du/u = 2ju(co2-{-ico1), (15) 

откуда 

co= (v-\-/i) co 2-\-i(p — v)(o l. (16)  

Значит, dco x  = —i(H-— v) м 1  Д or, doo 2  =—(у v) со 1  Д oj 2. Для 
данной триткани 

dtt x  =—i (и — у)л*/\ л 2, d 2•=i(| - srv) ^  Д л 2, 

&=i (ц — v)(o z-\-i (fi^-v) (У1. 

Вычислим 

d6= (id/n~\-/io)) Д ü2 — (idv — veo) Д ß1. (17) 

Сюда нужно подставить выражения dv, dp, получаемые при 
продолжении (15) с учетом (16): 

dv= [—v p-\-v2-\-0 ,Ъ (ас — iL) \(ß i Jr[iv(v-\-p) +0,5L]co2, 
(18) 

dji = i[—vp — (i2-{-0,5(ас — iM) (p — v) -$-iO,5M]co l, 

где M и L — новые произвольные переменные. Подставим полу­
ченные выражения (16), (18) форм dv, dpi, со на интегральных 
многообразиях в (17), получим dß = 0. Значит, R = 0. 

Следовательно, триткань характеристик со 1  = 0, со 2  = 0, 
= 0 определяет на интегральных поверхностях системы (9) 

связность с единственной формой в = i (pi -f- v) (о х  + i(p— v)co2  

и нулевой кривизной. В силу последнего (см. [4], § 8) эта три­
ткань характеристик является шестиугольной на всех интеграль­
ных многообразиях системы. Поскольку ^характеристические 
числа постоянны, то и их гармоническое отношение постоянно. 
Следовательно (см. [4], § 7), любая тройка характеристик оп­
ределяет ту же самую указанную выше связность и образует 
шестиугольную триткань на всех интегральных поверхностях 
системы. 
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6. Исследуем существование законов сохранения (или ин­
тегралов) у системы (11). Как и в общем случае (см. [4], § 9) 
квазилинейных систем S 1

m 2(i), нульмерных интегралов не су­
ществует, ищем одномерные интегралы (9, вернее, замкнутые 
формы Q такие, что dQ = Q и 

Q=A(o 3  Д -В^ Д а) 2+Ст 5  Д Д Q 2. (19) 

Требование замкнутости формы Q дает после разложения по 
лемме Картана 

cLA — iA (2б>5  — 2со6 — tv4) +ß (<х)5+ш6) =Aio) l-\-A 3o) 3, 

dB — iB (2еу5  — 2й>6+(У3) — А (о) 5  — А) 6) = ß2<y2+ß4cu4, 
(20) 

dC-\-iC(ü)5-|-cü6) 4- (A-|-tß) (о)3 — &>4) = Ci^-fCW5, 
dD — Ш(й> 5+'(У 6) + (А — t'ß) (ы3 — ft;4) = D2£?2+ZW6., 

Надо определить величины А, ß, С, £> по системе (20). Изучим 
систему (20) на совместность и произвол в выборе решения. 
Внешнее дифференцирование уравнений (20) приводит к усло­
виям совместности 

А\=Bz, В%=—iB, А з=iA (21) 

и, после введения обозначения А х  — В 2  = Е, к уравнениям 

dE — iE( 2о)5  — 2ti6+M3  — w4) +ас (A w\+ßti> 2) =0, 

[rfCi+2iCj (о)5+а>6) — 0,Бас (C+0,5tC 5) ß2+ 
+ t'£(6J3 —а;4) ]Д ß1+[dC5+/C5ü>6+3(tA — ß) ((У3 — (о4) ]Д ü/ = 0, 

(22) 
[dD2 — 2Ш2(й)5+.й>в) +0,5ас (—D-fO,5iD e) Q1  — 
— z£ (w3 — ,w4) ] Л & + [ dD 6  — iDtfo5  — 3 (В+г А) (со 3  — ш 4) ] Д со 6=0. 

Полученная система замкнутая, в инволюции и определяет ре­
шение с произволом в две функции двух аргументов. 

Функциональный произвол объясняется существованием 
функций тока (определение см. [2], § 3). Функции тока 
в = HQ 1  для характеристик Q x  — 0 определяются из условия 
d (HQ 1) =Q (см. (19)), что приводит к уравнению 

dH+iH{o) b^-<o e) = Я 1Я 1+Я 5йЛ (23) 

Дифференцирование уравнения (23) дает 

[dHi+2iHi( +<o*) — 0,5(0,5Я5+Я)acQ2] Д Q l+ 
•+[dHb+iH^+^)1[/\^= 0, (24) 

т. е. функции тока в — HQ1  существуют с произволом в одну 
функцию двух аргументов. Здесь простейшее решение во мы 
получим при Я1 = Я 5  = 0, остальные, в соответствии с общей 
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теорией [4], определяются интегралами вполне интегрируе­
мой системы Sis: Q l  = 0, <у 5  = 0, т. е. представляются в виде 
в = <рв2. При #5 = 0 получим тривиальные функции тока, для 
которых d& = 0 во всем пространстве, и которые существуют 
с произволом в одну функцию- одного аргумента. 

Полагая в уравнениях (20), (21), (22) величины А = В = 
= D — 0, С = Н, СI = Hi, Cs = #5, получим систему, равно­
сильную системе (23), (24). Следовательно, все интегралы, для 
которых А = В = D = 0, определяются функциями тока 
в =  . 

Аналогичный результат верен и для функций тока в — KQ2. 
Функций тока 6 = Afw 3  + Na> 1  для характеристик со 1  = 0 

не существует, также как функций тока в = Мы* + Noo 2  для 
характеристик со 2  = 0. 

Ищем функции тока в = Poo 3  + Qo/ + Roo 1  + So) 2  для ха­
рактеристического многообразия со 1  = 0, со 2  = 0. Требование, 
чтобы d& — Q, дает [4] для определения Р, Q, R, S диффе­
ренциальные уравнения 

dP — i (P+Q) (<yr> — о) 6  — o>4) —Р^-\-Ря(л) 3, 

dQ — i(P-j-Q) (со5 — 6)6+'Ct)3) = Qa<y2+Q4a>4, 

dR-j-S (.6>' r ,+-ti6) =^1(У1+^зм3, 

dS — R ( j—'Ct>6) = 52cü2-)-54üj4. 

Внешнее дифференцирование приводит к условиям совместности 

Pi — Qz—0, Рз [ ^54 ——— 0, Ri — 52=0, Rs = S^ — O, 

и, обозначив Р 3  = -—Q 4  = V, R {  — S2  = Т, к уравнениям 

dV — 2iV(o)5 — ö)6-(-i оР — бу4) =0, 

dT+ac(Sco*+Ra) l) = 0. 

Условия совместности последнего уравнения дают S = R = 0. 
Произвол лишь в постоянных. Но эта функция тока в триви­
альная, т. е. dß = 0 тождественно во всем пространстве. 

На этом изучение системы (11) закончим. 
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RUUMI r s  ISOTERMILIST PINDA MÄ Ä R A V  E R I N E V A T E  
K A R A K T E R I S T I K U T E G A  S ' 4 2  T Ü Ü P I  K V A A S I  L I  N E A  A R N E  S Ü S T E E M  

( G E O M E E T R I L I N E  T E O O R I A )  

H. Kilp 

R e s ü m e e  

Autor on oma varasemas artiklis [4] välja arendanud esimest järku osa-
tuletistega m diferentsiaalvõrrandi süsteemide geomeetrilise teooria kahe sõltu­
matu muutuja juhu jaoks. Käesoilevas töös käsitletakse selle teooria põhitule-
musi ühe konkreetse ülesande puhul tekkiva diferentsiaalvõrrandite süsteemi 
korral. Vaadeldakse eukleidilise ruumi R 3  isotermilisi pindu määravat süsteemi, 
mis osutub erinevate karakteristikutega nelja võrrandi süsteemiks. Töös uuri­
takse selle süsteemi geomeetrilisi omadusi selliste mõistete valguses nagu 
vahepealsed integraalid, karakteristikute kolmnurgas ja sellega seotud afiinne 
seostus, säilivusseadused ning üldistatud voolulunktsioonid. 

Q U A S I - L I N E A R  S Y S T E M  W I T H  D I F F E R E N T  C H A R A C T E R I S T I C S  O F  
T Y P E  S ' 2 4  D E T E R M I N I N G  A N  I S O T H E R M I C  S U R F A C E  I N  S P A C E  R 3  

( G E O M E T R I C  T H E O R Y )  

H .  K i l p  

S u m m a r y  

In paper [4] the geometric theory of systems of m first degree partial 
differential equations has been developed iby the author. In this paper she 
applies the general results of this theory in investigating the system of 
differential equations, which arises in a concrete problem. The system defining 
isothermic surfaces in Euclidean apace R 3  is considered. This system consists 
of four equations with different characteristics. The geometric properties of 
this system are examined in the light of such notions as intermediate integrals, 
affine connections related to three fields of characteristics and generalised 
current functions. 
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КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ ТИПА С РАЗЛИЧНЫМИ 
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ ДВУМЕРНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

В R4  С НУЛЕВОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНОЙ И 
КРУЧЕНИЕМ (ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ) 

X. Кильп 

Кафедра алгебры и геометрии 

Нас будут интересовать конкретные примеры квазилинейных 
систем типа 5'^, для которых построена общая теория в работе 
автора [5]. Системой типа S l

m 2  — называется системы m диф­
ференциальных уравнений в частных производных первого по­
рядка при m искомых функциях и двух независимых перемен­
ных. Такая система с различными характеристиками обознача­
ется через S l

m 2(\). Как известно [4], любая система дифференци­
альных уравнений при продолжении приводится в продолжен­
ных переменных к квазилинейной. Нас интересуют при этом 
системы с различными характеристиками. 

Пример системы типа •S 142(i), получившийся в результате 
продолжения при рассмотрении изотермической поверхности в 
R3, изучался в работе автора [6]. В настоящей работе рассмот­
рим конкретную геометрическую задачу, а именно, двумерную 
поверхность с сетью линий кривизны и нулевой гауссовой кри­
визной в R4, в которой при продолжении получаются некото­
рые две квазилинейные системы типа S 1

4 2(i), отличившиеся друг 
от друга выбором независимых переменных. Исследуем все 
проблемы общей теории в случае этих двух конкретных си­
стем. 

§ 1 

1. Рассмотрим четырехмерное евклидово пространство R4. 
Формулы инфинитезимального перемещения подвижного ре­
пера (М, е р) в R4  имеют вид 

dM=o) pe P, de p  = —ct)^peq, р, q, r= 1, 2, 3, 4. (1) 

Поскольку в R4  репер ортонормирован, то 

й) Рр = 0, ü)Pq-^-(t)4p  =0. (2) 
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Выполняются уравнения структуры 

d(0 p  = (0 pq Д <O q, d0) vq = 0) vr/\w rq. (3) 

Пусть в R 4  задана двумерная поверхность V 2 .  На поверх­
ности V 2  всегда существует ровно одна сопряженная сеть, во­
обще говоря, не ортогональная. Предполагается, что эта сеть 
ортогональная, т. е. является сетью линий кривизны, и, зна­
чит, кручение поверхности равна нулю. Пусть еще гауссова 
кривизна поверхности V 2  равна нулю. Присоединим к каждой 
точке М поверхности V 2  репер (е р), векторы е\ и е 2  которого 
направлены по главным касательным. Тогда поверхность V 2  

задается уравнениями 

<о 3=0, о 4=0, (4) 

причем система = 0, с о 2  =  0 вполне интегрируема. 
Формы ы 1 ,  (о 2  — главные формы на многообразии V 2 .  В си­
лу уравнений структуры (2), (3), полной интегрируемости сис­
темы Sis и предположений на поверхность V 2  в результате про­
должения системы (4) получим 

eo 3i = ао) х, а) 32—0, о) к  1 = 0, о) 42 —Ш г. (5) 

Продифференцируем полученные равенства (5) внешним обра­
зом: 

da Д й) 1 —а(о/\о) 2 ,= 0, aw Д со*-\-ш 2  Д Q=0, 

dc /\iü) z-$-0(o /\ (о* = 0, сю Д а) 2-\-асо 1  Д Q =0, 

ГДе 0) = О) 21 = —(0 ] 2, & = « 43 Ct> 34-
Система (4), (5), (6) замкнутая и определяет в R 4  двумер­

ные поверхности с сетью линий кривизны и нулевой гауссовой 
кривизной. Здесь самостоятельная подсистема квадратичных 
уравнений является существенной, т. к. по ней уравнения (4), 
(5) в R 4  в подходяще выбранном репере при предположении 
полной интегрируемости системы S 1 2  восстанавливаются интег­
рированием. Значит, можно говорить, что двумерные поверхно­
сти с сетью линий кривизны и нулевой гауссовой кривизны в 
R 4  определяются системой (6). Нашей целью является изуче­
ние этой системы (6). 

Система (6) имеет четыре характеристики 
о) х  = 0, ог=0, -О 1  = aoS -f со) л= 0, Q 2=a<o x  — car= 0. 

Берем другие линейные комбинации левых частей уравне­
ний (6): 

(р da — Ш) /\ w i=0, (eo—Q) Д Q i =0, . 

(q dc-\-mQ) Д м 2=0, (м+.О) Д .0 2=0, 

где введены обозначения р — 1 ja, q — 1 /с, I — а/с, т — с/а. 
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Мы пришли к системе четырех квадратичных уравнений с раз­
личными характеристиками, причем система 5\ 2  вполне ин­
тегрируема. В таком случае система (7) эквивалентна (см. 
[5], § 2) некоторой квазилинейной системе Следует от­
метить, что система (7) получилась в результате продолжения, 
т. е. рассматривается уже на некотором продолженном мно­
гообразии. 

2. Введем обозначения 

<o 3=s 3
3(p da — IQ)-j-s3i(ü l, o)b=sb5 (o)-Q) -\-sbiQ i, 

<ü4=s4
4(g dc+mQ) -f sSw2 o>6=s6

6 (ü>+ß) + s6
2Q2, 

где параметрам 1  s a
a, s"x можно давать любые значения; пара­

метры s a
a  полагаются, при этом, отличными от нуля 2. 

Во введенных обозначениях (8) система (7) запишется в виде 

<уЗ д | ( У1 =  0, у 4  Д<у2 =0, w 5AQ i  =  0, со 6  Д Q 2=0. (9) 

Приступим к нахождению структурных уравнений задачи. Из 
структурных уравнений (3) следует, что в R 4  при соотноше­
ниях (4) и (5) 

dco i  = —о) Д со 2, d(o 2=(o Д a) 1, d<o = 0, dQ = 0. (10) 

Выразим дифференциалы форм (8) через главные формы за­
дачи 

d,(o 3=(o 33 Д <ü 3 Jr(o 3i Д <jo i J
ra 3ibio i  Д а> 5+<2 3

4 е<м 4  Д <t) 6+ 
+ a 342<t) 4  Д (fj 2+ti 3526ü 5  Д OJ 2-f Ö3620J6 ДйЯ, 

6?(У 4  = !<У 44 Д &> 4+<Ы 42 Л <У 2+а 435<У 3  Д Ci) 5-f- ö430ü)3 Д Ci) 6+ 

+a 43iw 3  Д it) 1+<2 45i'ü> 5  Д <i> 1H-a 46i6o 6  Д а» 1, 

d<d b=w>5 Д (v 5+'Ct) 5i Д ß^+a^iw3 Д ti) 1^ а 542'0> 4  Д &> 2~{-а 5б2^ 6  Д Q 2, 
d(0 6— (066 Д (У 6+С0 62 Д .Q 2+a 6-il6J 3  Д CiZ-f- (2 642(У 4  Д (У 2+а 651б) 5  Д ß1. 

Выразим rfü) 1, d(o2, dQ l, d02 также через формы со а, со х: 

d(L> 1  = a 1i2(o 1  Д i(y 2 ,+ß5<y 5  Д <у 2+Яб<у 6  Д&> 2, 

d(ü 2=a Z  12Ü)1 Д CL) 2—Ö5« 5  Д СО 1  — &6<У6 Д СО 1, 

(Iß 1=ЛЗ<У 3  Д 6Ü 1-F--^4Ö> 4  Д (O 2 JRAL
5I(JO" Д ß1-}-Л 1Б2&> 6  Д £?2, 

dQ2=A3(o3 Д et) 1—Л 4<у 4  Д ы 2+Л 2мсо 5  Д Qi+A\2w6 Д Q2. 

Здесь 3  а 1  ии а  
v> ^ | t, Л Р, где Л = 5, 6; Р = 3, 4 — определен­

ные выражения от <?'/, и их дифференциалов, а выражения со'/,, 
содержат в добавок еще формы Произведем канонизацию, 
положив а 3

4 5  = — а 3
4 6  = — 1 , сг 4

3 5  = — а 4
3 6  = 1, Л 3  = /, Л 4  = т. 

1  В течение всей статьи а, ß. у, . . .  —  3 ,  4 ,  5 ,  6 ;  a  2 ,  ц, rj, . .. = 1 ,  2 .  
Формы (У 3  и си 4  в дальнейшем понимаются в смысле (8). 

3  В течение всей статьи /, А, /, . .. — 1, . . .  , 6. 
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т. е. s 5б = s 66 = 1/2, s 33 = с, s\ = а. За счет этого еще а$ = 
= о 6  = — 1, А ]

5 1  = —Л 2
6 2  = m — I, Л 1  

б 2  = —Л251 = / + т. 
После этого можно а х

Ц Т ), о ар. привести к нулю, положив 
S 31 = S 42 == S 5 !  =. S 62 = 0. Тогда 

<y 33=/>ci> 4+ (m — /) (й>6  — cu5), 6iA=gw3+ (/ — m) (w6  — ft»5), 

<M31 = '<y42 =&l55=OJ5l = CU66 = ft)62 = 0. 

В результате такой канонизации получим структурные уравне­
ния: 

Мы 1  = со 2  Д (ш 5+<У 6), dw 2= (tu 5-f-<y 6) Д со 1, 

dQ l=la) 3  Д ft^+^f» 4  Д cü 2 + (т~1)шъ  Д (^г+О^ 6  Д •ß2.  

dQ2=lü)3 Д (у 1 —m<y 4  Д у 2 — (m-j-O^5  Д — (m  — /)<У6  Д £?2, 

dw 3= |>а) 4+ ( /  —  т )  ( с о 6  —  ft)5) ]  Д о; 3  —ft)4  Д («/' — со 6), (11) 

dw k= [qw s-\- (I — tri) (со 6  — ft)5) ]  Д ft) 4 -j— : ft) 3  Д (<у 5  — ft>6), 

d(jo-'=da)6=0, 

da = loo3-{-al (со6 — со 5), dc = тсо к  — cm (со 6  — ft» 5). 

3. Применив все общие соображения (см. [5], § 4) для 
исследования существования промежуточных интегралов, ока­
зывается, что у системы (9) we существует промежуточных ин­
тегралов. 

4. Вопрос связности решим по той же упрощенной схеме 
как и в [6], п. 5. Рассмотрим на интегральных многообразиях 
системы триткань ft» 1  = 0, ft»2 = 0, Q 2  = а с о 1  — с ft» 2  = 0, т. е. 
берем я 1  = Oft) 1, л 2  = —су2. Запишем систему (7) на инте­
гральных многообразиях 
р da — Ш = aft» 1, q dc-\-mQ=ßco2, со — £? = 2v£?\ ftj-|-£? = 2 laü2, 
откуда 

< (j = a(v4-//)ü) 1+c(v—/z)ft» 2, G?a = [a -l(p—v) + t ia]ft»1—a2(v+ja)to2, 
Q  =  a ( u—v) ft)1—с (г+JM) ft> 2, dc =—c 2 ( p— v)  co i +[cm(v- \ -p i )  + с/3]со 2. 

Будем иметь 

drt l=d(aoo l) =—o 2 (i>-j-/0ft) 2  Д a) 1—a 2 (v+/^)ft) 1  Д ft> 2=0, 

dn i  = d(cco 2) =—c z(p>—v)& 1  Д ft) 2-fc 2(r—ja)ft) 2  Д <x» 1  = 0. 

Значит, 6 = 0, dd = 0, /? = 0. Триткань со 1  = 0, ft» 2  = О, 
„Q2 = 0 определяет связность с нулевой формой 6 и нулевой 
кривизной R на двумерных интегральных поверхностях данной 
системы. На всех интегральных поверхностях эта триткань ха­
рактеристик шестиугольника (см. [5], § 7). Поскольку гармони­
ческое отношение характеристических корней 1/0, 0, а/с, —о/с 
постоянно, то и любая тройка семейств характеристик 'образует 
шестиугольную триткань на всех интегральных поверхностях 
системы. 
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5. Для определения одномерных законов сохранения 6 
ищем (см. [5], § 9) замкнутые квадратичные формы Q, обра­
щающиеся в нуль на всех интегральных многообразиях системы, 
так чтобы de = Q, т. е. замкнутые формы Q вида 

Q—Do) 3  Д о) х-\-£oj4  Д <x>2-f-F<o5 Д Q l-\-Gco 6  Д Q 2. ( 1 2 )  

Требование замкнутости формы Q дает для определения вели­
чин D, Е, F, G систему дифференциальных уравнений 

c/D-|-Z)[jt?<y4 — moj6 5] ,-f~l[ (Е — F)co5-\- (Е — G) со 6] = Dко 1-^Озо) 3, 

dE-\-E[q(o 3-\-l(o 6 5] — (D-\-F) <y5+ (G — D) со 6] =Е 2о) 2-\-Е^, 

(13) 
dF-\- (D+E) {qo) 3  — p^) + G(l+m) сo 6+F(l — m) fy5= 

dG — (D — E) (qo)3— pw4) — F(1+т)ы5+ G (tn — /)со6= G 2Q 2-\-GeO) 6, 

где со 6 5  = to 6  — or5. Изучим систему (13) на совместность и про­
извол в выборе решения. Внешнее дифференцирование уравне­
ний (13) приводит к условиям совместности 

Fi = — G2=qF2 — pDi = 0, D3=qD, Ek = pE, Di = E2=0, (14) 

и к уравнениям 
[df 5+f (/+m)2(y 6+(D+£) (m — l) (qo)3  — pwk) ] Д w 5=0, 

[dG 6+ G (/+m) 2to 5+ (D-E) (l — m) (qoj3 — prf) ] Д t i
6=0. 1  ' 

Система (13), (14), (15) в инволюции и определяет решение с 
произволом в две функции одного аргумента. 

Говорят, что система обладает обобщенной функцией тока, 
если у нее есть интеграл, обращающийся в нуль на каждом 
интегральном многообразии вдоль одного семейства характе­
ристик. 

Находим функции тока для характеристик 0 х. Такая функ­
ция тока определяется формой вида 

&=Н№+К(о\ (16) 
замкнутой на всяком интегральном многообразии, т. е. форма 
de должна иметь вид (12). Таким образом, функции тока (16) 
существуют с произволом в две функции одного аргумента, а 
при К0, т. е. функции тока 

0 = HQ\ (17) 
также как при Н = 0, т. е. функции тока 

в =  К(о\ ( 1 8 )  

существуют с произволом в одну функцию одного аргумента. 
Аналогичные результаты верны соответственно для функций 

тока 6  = H Q 2  +  К о о \  &  =  H Q 2 ,  0  =  К о ) 6 .  

Находим функции тока для характеристических подмного­
образий Q 1  = 0, Q 2  = 0, т. е. формы 

в = Я 1£ 1+// 2Я 2+ КХО) Ь + W, (19) 
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замкнутые на каждом интегральном многообразии. В общем 
случае такие функции тока существуют с произволом в четыре 
функции одного аргумента, а функции тока 

&=HiQi+H 2Q\ (20) 
также как функции тока 

e = Kio) r j-\~K2d) 6, (21) 
существуют с произволом в две функции одного аргумента. 

Функций тока 0 = Ны х  + Ксо 3, 0 = Но 2  -f- /С&> 4, 0 = 
= Н\0) х  + Н 2(о 2  + К1 со 3  + К2О) 4  не существует. 

Такой широкий произвол в существовании функций тока 
объясняется полной интегрируемостью уравнений со 5  = 0 и 

•со 6  = 0. В силу этого среди форм (16)~т-(20) могут содержать­
ся такие, дифференциал которых равен нулю во всем простран­
стве, следовательно, и на интегральных многообразиях. Они не 
дают функций тока в полном смысле этого слова, но дают 
лишний произвол. Поэтому, чтобы получить нетривиальные 
функции тока, надо профакторизовать все полученные формы 0, 
для которых d0 имеет вид (12), по тем формам 0, для которых 
d0 = 0 во всем пространстве. Находим последние. Для того, 
чтобы d0 = 0, надо для характеристик Ö1  = 0 в форме (16) 
полагать Н — 0. Значит, все формы (18) задают тривиальные 
функции тока, а формы (17) — нетривиальные функции тока. 
Аналогично, для характеристических подмногообразий Q x  = 0, 
Q 2  = 0 все нетривиальные функции тока задаются формой 0 
вида (20) и только. 

Положим в (13) величины D = E = 0. Тогда из (14) сле­
дует, что Е 4  = Ds — 0, а тогда из (13) вытекает, что F — G = 0. 
Значит, законов сохранения с формой Q = Ем 5  Д Q x  + Gw 6  Д Q 2  

не существует. Существование таких законов сохранения обес­
печило бы и существование промежуточного интеграла (см. 
[5], теорема 8), но промежуточных интегралов у рассматри­
ваемой системы (9) не существует (см. п. 3). (  Не существует 
и законов сохранения, определяемых функциями тока, посколь­
ку для последних надо обязательно полагать D = Е = 0. 

§ 2 

1. Исходим из той же задачи, что в § 1, но полученную 
там систему (5) перепишем в виде 

-CI0 1 = A ( 0 3 i ,  О ) 3 2  —  0 ,  Cl) 41 = 0, M 2 =Ccu 42, (22) 
т. е. за независимые формы задачи берем формы 

0 = ш 3и @ 2=<у 42- (23) 
С точки зрения системы квадратичных уравнений, которая 

получилась в результате продолжения исходной пфаффовой 
системы (4), и которая является у нас объектом изучения, так 



поступить можно, поскольку эта система квадратичных уравне­
ний рассматривается на продолженном многообразии и ее 
можно считать уже не связанным с самим многообразием V2, 

на котором независимыми являются формы с о 1 ,  ш 2 .  

Продифференцируем систему (22) внешним образом 

dA Д в 1+С(о Д в 2—0, со Д <a 3i — Ü/\ © 2=0, 
dC /\ 6> 2+АСУ Д 0 1  = О, (о Д .ÜJ 42 — Q f\ в'= 0. 

В замкнутой системе (4), (22), (24) подсистема (24) 
стоятельная и имеет четыре характеристики 

01 = 0, 6> 2=0, в^+@ 2=0, в 1—@ 2^=0. 

Берем другие линейные комбинации левых частей (23) 

(йЩ-Сы)А 01 = О> (ы-^)Д(01+@2)=О, 

(dC-Acv) Д @ 2=0, (w+ß) А (в 1-# 2) =0. / 

Мы получили систему четырех квадратичных уравнений с раз­
личными характеристиками, причем, система S 1 2  : б* 1  == 0, 
О 2  = 0 вполне интегрируема. Тем самым мы получили (см. [5], 
§ 2) пример квазилинейной системы S' 42(i), притом, отличный от 
рассмотренного в § 1. Нашей дальнейшей целью является изу­
чение этой системы (25). 

2. Введем обозначения 

0 3=s 33(dA-\-Gco) +s 3
10 1, 6> 5=s 35 (ы-ß) +s5i (в1+в2), 

0^=sh(dC-Aco)+s^0 2, 0 6=s 6e(-w+ß)+s 6
2(0 1-0 2), (  j  

где s aa Ф 0 и s ai — произвольные величины. Тогда система 
(25) запишется в виде 

es д 01=0, б> 4  а <9 2=о, 0 ЪА(б> 1+б 2)=о, @ 6  А(6> 1—в 2)=о. 
(27) 

Приступим к нахождению структурных уравнений задачи. Для 
этого следует вспомнить введенные обозначения (23), уравне­
ния (22) и формулы (3). По последним в R 4  

d0 l  = 0, dß 2=0, d<o=0, dQ= 0. (28) 

Выразим дифференциалы форм (26) через главные формы за­
дачи 0а, (9 х: Имеем 

dß 3=eз 3  А <9 3+ <9 31 А А 6> 5+а 34б0 4  А @ 6+ 
+ ß34204 А e 2+ß 352@ 5  А <9 2+0 362 в 6  А @ 2, 

04 4  Д @4_Р @4 А  Д <9 2+А 435(9 3  А 0 5+О 436@ 3  А @ 6  + 

+a 43i6> 3  А А А 

d0'>=0h A 6> 5+6> 5i А {0'+в 2), d0 6=0 66 А @ 6+в 62 А (0 1  — @2) • 

Здесь — определенные выражения от s !k и их дифферен­
циалов, а выражения для содержат вдобавок к этому еще 
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формы (о\ Произведем канонизацию, положив ti 3
4s = о 3

4 6  = 1 , 
o 4 35 = 0 4 36 = — 1, т. е. s 5 5  = s 66 = 1/2, s 3 3  =  s\. Обозначив 
d In s 33 = 0, получим 0 3з = = 0. Остальные коэффициенты 
приводятся к нулю за счет s з. S 42 с5 об s 1 — s 2 Тогда 

такой 
0. 

@ 3! = 6> 42 •= в 5\ == в 62 = в 55 = в 6б — 0. В результате 
канонизации получим структурные уравнения задачи 

dß l  = 0, d02=0, de3 = <9 Д 6> 3+6> 4  Д (<9 5+в 6), 
(29) 

d0'=e А^ — в 3  А{® 5+0 6), d6* = 0, d6 6=0, d& = 0, 

которые являются структурными уравнениями Картина для 
семипараметрической группы преобразований, допускаемой си­
стемой (24), и оставляющей инвариантными проканонизирован-
ные формы (26). 

3. Выбрав за независимые формы задачи <у 3
ь  со 42, мы полу­

чили систему (24), которая, в отличие от системы (6), имеет про­
межуточные интегралы (см. § 1, п. 3). Действительно, система 
в 5  = 0, в 1  + в 2  = 0, система <9 6  = 0, 0 ]  — 02  = 0 и система 
05 = 0, 06 = 0, 0х = 0, 02 = 0 вполне интегрируемы и совпа­
дают со . своими характеристическими. Значит, уравнение 
05 а (0 1  + 0 2) = 0, уравнение 0 6  Д (0 ]  — 02) = 0 и подсистема 
0 5  А (0 1  + 0 )>= 0, @ 6  Д (0 1  — @6) = 0 нашей системы (27) 
дают промежуточные интегралы. 

Этим промежуточным интегралам можно дать следующую 
интерпретацию. Рассмотрим проекцию четырехмерного каса­
тельного к У 2  пространства на бесконечно удаленную гипер­
плоскость. Получим трехмерное проективное пространство, но 
с метрикой, т. е. трехмерное эллиптическое пространство. Семей­
ство двумерных плоскостей касательного пространства перехо­
дит в семейство прямых этого эллиптического пространства. 
Формы 0\ 0 2, со и Q являются главными на трехмерном мно­
жестве прямых в эллиптическом пространстве. Последнее нахо­
дится во взаимно-однозначном соответствии с множеством пар 
точек двух двумерных сфер [1,2], причем движению в эллип­
тическом пространстве соответствует пара вращений сфер в 
себя, так как четырехмерная ортогональная группа, каждый 
элемент которой представляется в виде матрицы 

0 СО 01 0 
СО 0 0 02 

01 0 0 Q 

0 —в 2  —Q 0 

распадается в прямое произведение двух двумерных 

со — Q 0 
0 01+в2  

со-\-Q 0 

0 (9 1  — 0 г  
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Промежуточный интеграл of Д (£? 1  + Q 2) = 0 со 6Д(£? !— Q2) = 
= О, где о) 5  = 0,5 (о) — Q), <о6  = 0,5 (о) + Q), определяет двух-
параметрическое семейство прямых в тремерном эллиптическом 
пространстве, т. е. конгруэнцию, такую, что на сферах уравне­
ния б 5  Д (0 1  + 0 2) — 0 и О 6  Д (в 1  — в 2) — 0 соответственно 
выделяют однопараметрические кривые. 

Аналогично [6], п. 4., отсюда можно уследить возмож­
ность задания поверхности с сетью линий кривизны и ну­
левой гауссовой кривизной в R 4, задав на некоторой двумер­
ной поверхности сначала системой 0 5  Д (0 х  + 0 2) = 0, 
в 6  Д [0 х— 02) = 0 определенную структуру касательного про­
странства, а затем, добавляя уравнения <9 3  Д 0 х  = 0, 0 4  Д 0 2  — 
= 0, определяющие главные кривизны поверхности. 

4. Поскольку характеристики задаются на интегральных 
многообразиях системы (30) уравнениями 0 х  = 0, 0 2  = 0, 
0 1  -j- 0 2  = 0, 0 х  — 02  = 0, a d0x  = 0, d02  = 0, то все тройки 
семейств характеристик определяют одну и ту же тривиальную 
связность с нулевой формой и нулевой кривизной и образуют 
шестиугольную триткань на всех интегральных поверхностях 
системы. 

5. Величины D, Е, F, G, дающие замкнутые формы 

n=D0 l  Д 6> 2+£0 4  Д 6> 2+f<9 5  Д (@!+0 2) + 
-\-G0 6  Д (0 У  — 0 г) (31) 

для определения одномерных законов сохранения, определяются 
из системы дифференциальных уравнений 

dD+D0 — Е (6>5 — 6>6) = D i0 l-\-D303, 

dE+E0+D{0b — в 6) = Е 20 2+Еь0\ 

dF+D0 4  — E03=Fi(0 l+02) +Fb0\ (32) 
dG+D0b+E03=G2(0 l  — 02) + G606. 

Изучим систему (32) на совместность и произвол в выборе ре­
шения. Продолжение уравнений (31) дает условия совместности 
Dj = Е 2  = D 3  = Е 4  == 0 и уравнения 

dE+D(0 5  — 6>6) =0, dFi Д (0 1+0 2) +dF b  Д 6> 5=0, 

dD — £(6>5 — 0е) =0, dGe Д (0 1  — 02) +dG6  Д <9 6=0, 

после чего система становится замкнутой, и общее решение со­
держит две функции двух аргументов. 

Функциональный произвол объясняется существованием 
функций тока и полной интегрируемостью уравнений @ 5  = 0, 
0 6  = О. Последнее обстоятельство дает опять (см. § 1, п. 5) среди 
всевозможных функций тока некоторое множество тривиальных. 

Форма 0 — Н (0 х  -f 0 2) -j- К© 5  будет определять функцию 
тока, если d0 имеет вид (31). Условия для этого 
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dH=H i(© i+0*)+H ьв\ 
d K=Ki ( e 4 - & ) + K i e * ,  

dHi Д (e i+6 2)+dH 5  Д 6> 5=0, (  J  

dKi Л (вН-в 2) +d/(5 Л 6> 5=0 
определяют решение с произволом в две функции двух аргу­
ментов. Среди них тривиальные получаются при Я 5  = К \ ,  кото­
рые существуют с произволом в одну функцию двух аргументов. 

Для функций тока © = Н(& 1  -f © 2) определяющими урав­
нениями будут 

+Я 5(9 5, dH\ Д (0 l-\-© 5)-\-dH 5  Д © 5=0. (34) 
Такие функции тока существуют с произволом в одну функцию 
двух аргументов. Среди них нетривиальные определяются урав­
нениями dH = H 5© 5, dH5 Д © ъ  = 0 и существуют с произволом 
в одну функцию одного аргумента. 

Для функций тока • в  =  К © 5  имеем 
dK=Ki(© l+© z)+Kb©\ dKi Д (© X Jr© 2) -\-dKb Д <9 5=0. (35) 

Произвол в одну функцию двух аргументов. Среди них триви­
альные определяются уравнениями dK = КБ© 5, dKs Д © ъ  = О 
и существуют с произволом в одну функцию одного аргумента. 

Аналогичные результаты верны для функций тока в = 
= Я(6> !  — © 2) + К©\ © = Я(6>> — © 2), 0 = к©6. 

Для функций тока 0 = Н\ (0 х  -f- © 2) -j- Н 2(© { — 0 2 ) -j- КБ© 5-\-
+ Кб© 6  получим 

dHi = Н п  (0 14-<9 2) + Я 1 56> 5, dH 2=H 2 i{0' — ©z) + Я 2 6в 6, 
dK* >=Ku{© i J r©*)+Kbb©\ dK6=Ke2{© i  — © 2)-\-Кбв© 6  

и существуют они с произволом в четыре функции двух аргу­
ментов. Среди них для тривиальных Я 1 5  = Кб\, Я 2 6  = К62 и 
произвол их в две функции двух аргументов. 

Положим в уравнениях (32) величины D = Е = G — 0. Если, 
кроме того, в них положить 1) F = Я, К= 0; или 2) F = К, 
FI = 0; или 3) F = FI, или 4) F = К, получим систему, равно­
сильную соответственно системе (33) в случаях 1) и. 2); системе 
(34) в случае 3); и системе (35) в случае 4). Следовательно, 
все законы сохранения, для которых D = Е = G = 0, могут 
быть определены функциями тока 0 = Я (в 1  + в 2) + К© 5. 

Сравнив еще систему (32) с системой (36), можно утверж­
дать, что произвольный закон сохранения может быть определен 
одной из следующих функций тока 0 = Я, (в 1  + в 2) -|-
+ Я 5(6> 1  — @2), в = Н\ (0 1  + 02) + /( 6@ 6, в = Я 2(0 !  — в 2) --
-j- Къ©\ Все они существуют с произволом в две функции двух 
аргументов, а тривиальные среди них с произволом в две функ­
ции одного аргумента. 

Функции тока © = II\01, © — Н 2© 2  существуют с произ­
волом в одну функцию одного аргумента, а функции тока © 
= Hi©1  + Н2© 2  с произволом в две функции одного аргумента. 
С этим всевозможные функции тока рассмотрены. 
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RUUMI R 4  NULLISE GAUSSI KÕ V E R U S E  J A  V Ä Ä N D E G A  
K A H E M Õ Õ T M E L I S T  P I N D A  M Ä Ä R A V A D  E R I N E V A T E  K A R A K T E R I S T I ­

K U T E G A  S > 4 2  T Ü Ü P I  K V A A S I  L I N E A A R S E D  S Ü S T E E M I D  
( G E O M E E T R I L I N E  T E O O R I A )  

H .  K i l p  

R e s ü m e e  
Samuti nagu eelmises töös [6] annab autor siin oma artiklis [4] välja­

arendatud kahe sõltumatu muutujaga esimest järku osatuletistega m diferent-
siaalvõrrandi süsteemide üldise teooria pohitulemuste rakendusi ühe konkreetse 
ülesande käsitlemisest tulenenud süsteemi puhul. Vaadeldakse neljamõõtme-
lise eukleidilise ruumi nullise Gaussi kõveruse ja väändega kahemõõtmelisi 
pindu määravat kaht süsteemi, mis saadakse baasivormide kahe erineva valiku 
korral. Uuritakse nende süsteemide omadusi selliste mõistete valguses nagu 
vahelpealsed integraalid, karakteristikute kolmkangas ja sellega seotud afiinne 
seostus, säilituvusseadused ning üldistatud voolufunktsioonid. 

Q U A S I - L I N E A R  S Y S T E M S  W I T H  D I F F E R E N T  C H A R A C T E R I S T I C S  
O F  T Y P E  S U 2  D E T E R M I N I N G  A  T W O - D I M E N S I O N A L  S U R F A C E  

O F  Z E R O  G A U S S I A N  C U R V A T U R E  A N D  T O R S I O N  I N  S P A C E  R 4  

( G E O M E T R I C  T H E O R Y )  

H .  K i l p  

S u m m a r y  

As in the previous paper i[6] the author here puts forward some 'applications 
of the main results in general theory of m first deqree equations with two 
independent variables developed in her paper [4]. The properties of two systems, 
that determine two-dimensional surfaces of zero Gaussian curvature and 
torsion in four-dimensional Euclidean space and correspond to two different 
sets of basic forms, are investigated in the light of such notions as intermediate 
integrals, 'affine connections related to three fields of characteristics and gene­
ralized current functions. 
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О СУЩЕСТВОВАНИИ БЕЗУСЛОВНОГО ШАУДЕРОВА 
РАЗЛОЖЕНИЯ В БАНАХОВЫХ СТРУКТУРАХ 

Э. Оя 

Кафедра математического анализа 

В статье [9] мы определили безусловное шаудерово разло­
жение (см. определение 1) для отделимого локально выпуклого 
пространства, которое обобщает понятие безусловного базиса. 
Одним из хорошо известных обобщений банахова пространства 
с безусловным базисом является циклическое пространство 
([16, 17]; см. определение 3). Недавно А. И. Векслер [2] пока­
зал, что циклическое пространство может быть превращено в 
банахову структуру. В настоящей статье изучается вопрос о 
существовании безусловного шаудерова разложения в банахо­
вых структурах. Вводится понятие (moo)-пространства (см. 
определение 4), которое оказывается весьма полезным при изу­
чении этого вопроса. Доказывается, например, что любое бана­
хово К(jN-пространство, которое не является (moo)-простран­
ством, имеет безусловное шаудерово разложение (см. теоре­
му 2). Кстати, отсюда вытекает существование безусловного 
шаудерова разложения для всякого циклического пространства 
(см. следствие 4). Значит, понятие банахова пространства с 
безусловным шаудеровым разложением обобщает понятие цик­
лического пространства. С другой стороны, показывается, что 
(moo)-пространства не могут иметь безусловных шаудеровых 
разложений определенного типа (см. теоремы 3 и 4 и след­
ствие 5). 

Определение 1 (см. [15, 9]). Шаудеровым разложением ба-
I нахова пространства 1  X называется такая последовательность 2  

(Р п) непрерывных ненулевых проекторов в пространстве X, что 
Р, {  о Р п  — 0, если k ф п, и х=2Р пх для каждого х е X, 

где ряд сходится по норме. Шаудерово разложение (Р п) про­
странства X называется безусловным, если ряд 2 Р пх безуслов­
но сходится 3  к х е X. 

1  Рассматриваются бесконечномерные пространства. 
2  Если пределы изменения индексов не указаны, то индексы пробегают 

в с е  з н а ч е н и я  1 ,  2 ,  . . . .  
3  По поводу безусловной сходимости см. [4], стр. .102 и 124; [8], 

стр. 119. 
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Мы будем рассматривать шаудеровы разложения в банахо­
вых структурах, согласованные в известном смысле с упорядо­
чением данной банаховой структуры 4. Установим сначала неко­
торые простые свойства таких шаудеровых разложений. 

Определение 2. Шаудерово разложение (Р п) банаховы 
структуры X будель называть дизъюнктным, если PkXdP nX tipu 
k tx. 

Предложение 1.. Дизъюнктное шаудерово разложение явля­
ется безусловным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  х  =  2  P k X .  Т а к  к а к  
то из (Ь)-непрерывности струк­

турных операций вытекает сходимость ряда 2 \PkX\. А тогда 
при любой расстановке знаков Xh = dz 1 частичные суммы 
ряда SXhPhX образуют (Ь) -фундаментальную последователь­
ность. В силу (Ь) -полноты пространства X ряд ZXkPkX схо­
дится, т. е. ряд 2 PkX сходится безусловно. 

Предложение 2. Пусть для шаудерова разложения (Р п) ба­
наховой структуры X найдется целое число m ̂  О такое, что 5  

QXd(I — Q)X, где Q = 2 i < k < mPh, 1 1  Р п  > 0  пР и  

п > tn. Тогда (Q n), где Q\ = Q и Q n  = Pn+m-i tipu п ̂  2, 
является дизъюнктным шаудеровым разложением пространст­
ва X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  о п р е д е л е н и я  я с н о ,  ч т о  ( Q n )  будет 
шаудеровым разложением пространства X. Проверим его дизъ-
юнктиость. Поскольку Q n x  =  ( /  —  Q ) Q n x  при п ̂  2, то 
QjXdQnZ для п ̂  2. Положим х = |Qa#| Д |Q„z |, где k, п ̂  2 
и k ф п. Так как 0 ̂  х ̂  CM]Q f ez/|) и х ^ Qn (|QnZ|), то xdQiX 
и (ввиду положительности Qi) QiX = 0 при i ̂  2, т. е. 
х = Q\X = 0. Значит, QhX d Q nX. Предложение доказано. 

Если же m = 0 (в обозначениях предложения 2), то раз­
ложение (Р п) можно охарактеризовать еще точнее. 

Предложение 3. Если все проекторы Р п  шаудерова разложе­
ния (Р п) банаховой структуры X положительны, то они явля­
ются операторами проектирования в К-линеале 6  X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  х  ̂  0 ,  т о  х  ̂  P k X ,  п о с к о л ь к у  
х  =  I  P k X  и P k X  0. Тогда и 0^ Q k X  s C  х ,  где Q h  =  / — P k -

Рассмотрим проектор P h .  Положим X k  =  { х  ̂  X :  P h x  =  х )  и 
Y k  =  { х  е X :  Q h x  =  x } .  Дословно повторяя первую часть дока­
зательства утверждения 2.23 главы III из [5], мы установим, 
что X k  и Y h  являются компонентами /(-линеала X .  Покажем, 

4  Мы будем в основном пользоваться терминологией и обозначениями, 
принятыми в монографии [3]. Отметим одно исключение: символ 2 всюду 
указывает на сходимость по норме. 

5  Через I обозначим единичное отображение в пространстве X, через 
О — нулевое отображение. 

6  Определения компоненты и проекции элемента на компоненту (см. 
Г3], стр. 97 и 98) имеют смысл в любом /(-линеале. 
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что Yk является дизъюнктным дополнением компоненты Хи- По­
скольку 0  ̂  Pfc(kl)  ̂  \ х \ ,  то из x d X k  следует, что P k ( \ x \ )  = 0 .  

Но тогда P k ( x + )  =  Р к ( х - )  =  0; значит P k x  =  0 ,  т. е. x < = Y h .  

С другой стороны, из нормальности X k  и Y h  вытекает, что z = 
= \PhX\ Д е Xh П Y k ,  т. e. z = 0. Теперь, так как для лю­
бого xgI имеем х  =  P k x  +  Q f { x ,  то по теореме о единственно­
сти представления 7  

P k x = P r x h x ,  х ^ Х .  

Таким образом, P h  — оператор проектирования. 
Переходим к доказательству существования безусловного 

шаудерова разложения в KN-пространствах с непрерывной нор­
мой 8. 

Лемма 1. Во всяком бесконечномерном KN-линеале X суще­
ствует последовательность попарно дизъюнктных ненулевых эле­
ментов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с м о т р и м  м н о ж е с т в о  S a  в с е х  д и с к ­
ретных элементов 9  хеХ таких, что х>0 и 1Mb— 1. Так как 
в X выполнен принцип Архимеда (см. [3], стр. 192), то эле­
менты множества Sd являются попарно дизъюнктными. Действи­
тельно, если х и у из архимедова /(-линеала дискретны, то или 
хс\у или х = Ху при некотором Я (см. [3], стр. 88), но второе 
условие в множестве Sd не выполняется. Если Sd будет беско­
нечным множеством, то оно содержит требуемую последователь­
ность. А если Sd — конечное множество, то (ввиду бесконечно­
мерности пространства X) существует 1 0  0 <С u ̂  lm Sd. Так как 
и не дискретен, то существуют у\ и Z[ такие, что y\dz x  и 0< у\ у  

Z\ ̂  и. Покажем, что, по крайней мере, у {  можно выбрать так, 
что у\ ф lm Sd. Действительно, допустим, что Z\ <= lm S d. Мы 
можем считать, что Z\ дискретен, так как для него существует 
дискретный элемент х, удовлетворяющий условию 0 <; х ̂  z b  

Тогда найдется такое число Я >> 0, что и — Xz\ > 0 и 
(и — Xzi)dzi (см. [3], стр. 88). Положим у\ — и—  z1. Так как 
и — У\ + Xzi ф. lm Sa, то у\ ф lm S d. Аналогичным образом на­
х о д и м  у 2  и  z 2  т а к и е ,  ч т о  y 2 d z 2 ,  0  <  у 2 ,  z 2  ̂  У \  и  у 2  ф  l m  S d .  
Продолжая этот процесс неограниченно, мы получим последо­
вательности (у п) и (z n), при которых выполняются соотноше­
ния 1 1  0 < у п, z n  5$: z/ n-i и y ndz n, из которых вытекает, что 
(z n) —- последовательность попарно дизъюнктных элементов. 

Лемма 2. Если в банаховом KN-пространстве X с непрерыв­
ной нормой задана последовательность (z n) попарно дизъюнкт­

7  Эта теорема (см. [3], стр. 99) имеет место 6  в любом /(-линеале. 
8  Норма в /(iV-линеале X называется непрерывной, если она удовле­

т в о р я е т  у с л о в и ю :  J C n  I  0  = > | | Я п 1 1 0 .  
9  Элемент х К-линеала X называется дискретным, если не существует 

дизъюнктных между собой элементов у > 0 и z > 0 таких, что у ^ |х| и 
2 SC |х|. 

1 0  Символ lm У обозначает линейную оболочку множества Y cz X. 
1 1  Считаем уо — и. 
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ных ненулевых элементов, то существует безусловное шауде­
рово разложение (Рп) пространства X такое, что Рп ~> 0 и 
z n  е  Р п Х .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м  у п  =  | z n j / ( 2 n  | | z j | ) .  П о ­
скольку yn^2 i < h < m  y h, где m^n, и ряд 1 y h  сходится, 

последовательность ( у п )  ограничена по упорядочению. Поло­
жим и = V Уп- Рассмотрим компоненту Х и, порожденную эле­
ментом и. Компонента Х и  является /(-пространством с единицей 
и относительно индуцированного из X упорядочения, а попарно 
дизъюнктные элементы у п  образуют полное множество в Х и. 
Тогда компоненты Х п  а Х и, порожденные соотвественно элемен­
т а м и  у п ,  о б р а з у ю т  р а з л о ж е н и е  п р о с т р а н с т в а  Х и  и  л ю б о й  х ^ Х и  

представим в виде х = SQ nx, где Q n  — оператор проектиро­
вания пространства Х и  на компоненту Х п  (см. [3], стр. 107). 
Ввиду непрерывности нормы х = 2 Q nx при всех х <= Х и. 

Если теперь оператор проектирования пространства X на 
компоненту Х и  обозначить через Р, то положительные проек­
торы Р] = Q! о Р + / — Р, P 2=Q 2OP, Р 3  = Q,3°P, ... обра­
зуют шаудерово разложение пространства X, которое в силу 
п р е д л о ж е н и й  2  и  1  б у д е т  б е з у с л о в н ы м .  П р и  э т о м  z n  е  Р п Х ,  
т а к  к а к  у п  е  Р п Х .  

Из лемм 1 и 2 вытекает 
Теорема 1. Во всяком банаховом KN-пространстве с непре­

рывной нормой существует безусловное шаудерово разложение 
(Р п), где Р п  > 0. 

Следствие 1. Любое КВ-пространство имеет безусловное 
шаудерово разложение (Р п), где Р п> 0. 

З а м е ч а н и е .  В в и д у  т е о р е м ы  1  и з  [ 9 ] ,  л ю б о е  б е з у с л о в н о е  
шаудерово разложение /(B-пространства является ограниченно 
полным 1 2, так как в KB-пространстве нет подпространства, изо­
морфного 1 3  Со (см. [6]). 

Следствие 2. Всякая банахова структура содержит подпро­
странство с натягивающим или ограниченно полным безуслов­
ным базисом 1 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  б а н а х о в а  с т р у к т у р а  X содержит 
подпространство Z, изоморфное с 0, то Z — пространство с на­
тягивающим безусловным базисом. Если же в X нет подпро­
странства, изоморфного Со, то X является /(/^-пространством 
[6] и (в силу следствия 1 и замечания к нему) имеет.ограни­
ченно полное безусловное шаудерово разложение (Р п). Возь­

1 2  Шаудерово разложение (Рп) банахова пространства X называется 
ограниченно полным, если каждая ограниченная последовательность 

Х*)> Г Д е  Xk^PhX, сходится. 
1 3  Здесь и всюду в дальнейшем термин «изоморфизм» будет использо­

ваться только в сЧшсле теории нормированных пространств. 
1 4  По поводу натягивающего, ограниченно полного и безусловного бази­

сов см. [4], стр. 119—129. 
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мем произвольные ненулевые х п  е Р пХ. Из определений без­
условных шаудеровых разложения и базиса и ограниченной 
полноты вытекает, что (х п) является ограниченно полным без­
условным базисом для 1 5  elm {х 7 1}. 

З а м е ч а н и е .  С л е д с т в и е  2  п о к а з ы в а е т ,  ч т о  г и п о т е з а  ( с м .  
[8], стр. 160) «всякое банахово пространство содержит подпро­
странство с безусловным базисом» справедлива для банаховых 
пространств, имеющих подпространство, изоморфное банаховой 
структуре. О возникновении этой гипотезы см. [8], стр. 160—161. 

Рассмотрим /(/V-линеал X. Введем следующие обозначения 1 6: 
Х ]  = X*, X 2  = X**, .... Недавно Ю. А. Абрамович и Г. Я. Ло-
зановский [1] показали, что Х 2 п+ 1  является /(^-пространством 
при каждом /г = 0,1, ... , если X удовлетворяет условию 1 7  

lim — ||xi V *2 V • • • V х„\\=0, (S) 
t l  

где Xi ^ 0 и llxjll ^ 1. Таким образом, имеет место 
Следствие 3. Если KN-линеал X удовлетворяет условию 

(S), то пространство Х 2 п + 1, где п = 0,1, . .., имеет ограниченно 
полное безусловное шаудерово разложение (Р п) с Р п  > 0. • 

З а м е ч а н и е .  С л е д с т в и е  3  о б о б щ а е т  а н а л о г и ч н ы й  р е з у л ь ­
тат Резерфорда [14]. У Резерфорда X — m (очевидно, что (S) 
выполняется в m и, вообще, в любом KW-линеале ограниченных 
элементов) и он доказывает существование ограниченно полного 
шаудерова разложения в пространствах Х 2 п + Х  с помощью из­
вестной теоремы Бессаги и Пелчинского (см. [11], теорема 4): 
банахово пространство X имеет топологически дополняемое под­
пространство, изоморфное 1\, тогда и только тогда, когда в X* 

. существует подпространство, изоморфное т. 
Определение 3 (см. [10, 2]). Банахово пространство X с 

а-полной булевой алгеброй 93 коммутирующих непрерывных 
п р о е к т о р о в  1 8  н а з ы в а е т с я  ц и к л и ч е с к и м  п р о с т р а н с т в о м  ( X ,  3 3 ,  е ) ,  
е с л и  с у щ е с т в у е т  e e l ,  д л я  к о т о р о г о  X  =  c l m  { A e :  A e  2 3 } ,  и  
в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е - ,  е с л и  А  =  V  { А а :  а  е  5 f } ,  т о  А Х  =  
= clm {АаХ: а <= 21}. 

Поскольку всякое циклическое пространство (X, 93, е) со­
гласно [2] может быть превращено в банахово X7V-пространство 
с единицей и непрерывной нормой, то, имея в виду это отноше­
ние порядка и выбирая в качестве (z n) (см. лемму 2) полную 
в Ä последовательность попарно дизъюнктных элементов, по­
лучим 

Следствие 4. В любом циклическом пространстве (X, 93, е) 
существует безусловное шаудерово разложение (Р п) cz ЙЗ. 

1 5  Символ clm Y обозначает замкнутую линейную оболочку множества 
У с X. 

1 ( 1  ,Символ X* обозначает сопряженное пространство пространства X. 
1 7  В [1] приводятся и другие условия, эквивалентные (S). 
1 Н  Булевы операции определяются соотношениями: A \J В = А + В — AB, 

А / \  В - - A B ]  р о л ь  е д и н и ц ы  и г р а е т  / ,  р о л ь  н у л я  —  0 .  
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Непрерывность нормы не является необходимым условием 
существования безусловного шаудерова разложения в банахо­
вом /(аЛ^-пространстве. Действительно, рассмотрим множество 

=  { ( * „ ) :  ^el, ( l i i n i l )  е5}, где S = c 0  или S = 
= lp (p^\) и X — некоторое банахово /С аА/-пространство, 
норма которого не является непрерывной. Множество 5(^0, на­
деленное нормой II (х п) II = II (| |*п11) Iis и упорядоченное положи­
тельным конусом К = {(х„) е S(X): х п  ^ 0}, оказывается ба­
наховым Kü/V-пространством, норма которого не является не­
прерывной. Но £(Х) имеет безусловное шаудерово разложение 
(Рп), если Рп определить соотношением Р п(хь) = (dnkXh). 

Чтобы выделить класс банаховых /( а./У-пространств с без­
условным шаудеровым разложением, введем следующее 

Определение 4. Будем говорить, что банахова структура X 
является (moo)-пространством, если при любом непрерывном 
положительном бесконечномерном проекторе Р: X X про­
странство РХ содержит подпространство, изоморфное простран­
ству т. 

Теорема 2. Если банахово K aN-пространство X не является 
(moo)-пространством, то оно имеет безусловное шаудерово раз­
ложение (Рп), где Рп ~> 0 при п ̂  2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  Р — такой положительный не­
прерывный проектор в X, что бесконечномерное пространство 
РХ не содержит подпространства, изоморфного т. Пространство 
РХ, как подпространство пространства X, является частично 
упорядоченным банаховым пространством. Если определить 
для любых х,у^РХ их супремум по формуле 

х  V1У — Р  ( х  V у ) ,  

то РХ превращается в /(-линеал. Покажем, что РХ является 
/ ( < г п р о с т р а н с т в о м .  Д о п у с т и м ,  ч т о  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  ( х п )  а  Р Х  
ограничена по упорядочению в РХ. Тогда существует \/х п  = z. 
Так как х п  ^ Pz и из соотношения х п  ^ у е РХ вытекает 
z ̂  у, следовательно, Pz ̂  у, то Pz = \J xx n. В РХ можно 
ввести эквивалентную монотонную норму (см. [3], стр. 194), 
поскольку первоначальная норма следующим образом согласо­
вана с упорядочением: если lUj| -> 0, а \у п\\ ^ |x n | b  где |x|i — 
модуль элемента х <= РХ, то и \\у п\\ -> 0. В самом деле, \х\\ = 
= * V\(—Х) = P(N) > \Рх\ = |*|, так что \у п\ < |z/n:|i< 
^ \x n\i = Р(\Хп\). Отсюда вытекает, что \\у п\\ ^ ||Я|| | |х„||, т. е. 
из ||*nII —0 следует | |г/ п | |->0. Обозначим через У пространство 
РХ с его структурой /(-линеала и эквивалентной монотонной 
нормой. Таким образом, У является банаховым /UV-пространст­
вом с непрерывной нормой, поскольку в нем нет подпространст­
ва, изоморфного т (см. [7]). По теореме 1 в У существует без­
условное шаудерово разложение (Q n) с Q n  > 0. Положим 
Р\ = I — Р и Р п  — Т~ х  ° Qn-\ °Т о Р для п^>2, где Т : РХ -> У 
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— тождественное отображение на Р Х .  Проекторы ( Р п )  обра­
зуют требуемое разложение пространства X. Теорема дока­
зана. 

Теперь легко привести примеры (moo)-пространств. Именно, 
(moo)-пространствами являются все банаховы /(VV-простран-
ства, в которых нет шаудерова разложения. Единственные из­
вестные нам примеры таких пространств исчерпываются теми, 
которые были найдены Дином [13]. По результатам Дина 
м о ж н о  с к а з а т ь ,  ч т о  п р о с т р а н с т в а ,  и з о м е т р и ч н ы е  С ( Н ) ,  г д е  Н  
— экстремальный бикомпакт, т. е. /СЛ^-пространства ограничен­
ных элементов, являются (moo)-пространствами. 

В заключение статьи установим несколько результатов, в 
некотором смысле обратных по отношению к теореме 2. 

Теорема 3. Если (moo)-пространство X имеет шаудерово 
разложение (Р п) такое, что Р п  > 0 при п ̂  tn, где m — неко­
торое натуральное число, то (Р п) является ограниченно пол­
ным 1 2  и натягивающим 1 9. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м  Р  =  1 — 2 , ^ .  _  Р п .  

Очевидно, что Р — положительный непрерывный проектор. 
Точно так же, как в доказательстве теоремы 2, превратим РХ 
в банахову структуру У и обозначим через Т : РХ У тождест­
в е н н о е  о т о б р а ж е н и е  н а  Р Х .  В в е д е м  п р о е к т о р ы  Q n  =  
= Т ° P m + n_[ ° Т~ 1. Легко проверяется, что (Q n) — шаудерово 
разложение для У. Так как Q n  > 0, то шаудерово разложение 
(Q n) является дизъюнктным (по предложению 2) и поэтому 
безусловным (по предложению 1). 

Допустим сначала, что ( Р п )  не ограниченно полно. Тогда 
и (Q n) будет таким же (см. [12], лемма 3.2). По теореме 1 
из [9] существуют такие z {  = U a ( i )Zi ф 0, где U o { i )=2 h^ a { i )Qk 

и a(i) — попарно непересекающиеся конечные подмножества 
натурального ряда, что Z = clm {zj cz У изоморфно простран­
ству Со. При этом выполняются неравенства 

Ki sup j/ij < II tiZiW < Кг sup |^*|, (1) 

где ( t i )  e c 0  и K \ ,  K 2  > 0 — некоторые постоянные, не завися­
щие от (ti). Так как 

i i  i ;  tiZiW=и  j:\tiZi\ II= u i ; !  и \zi\ i| II=ui; и |-Zti и, 
г=1 г=1 i—l i— 1 

то элементы Zi можно считать положительными. Тогда для каж­
дого Zj существует такой положительный функционал gi е У*, 
что gi(Zi) = 1 и | |gill = l/llzi| |^l//Ci. Теперь можем, полагая 
hi = gi ° Uo(i) и повторяя рассуждения из доказательства до­

1 9  Шаудерово разложение (Рп )  банахова пространства X называется 
натягивающим, если (Рп*), где Р п* — сопряженный оператор оператора 
Рп, является шаудеровым разложением пространства X* в топологии, порож­
денной нормой. 
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статочности теоремы 1 из [9], построить непрерывный проектор 
S пространства Y на Z, который, благодаря положительности 
функционалов hi и элементов z t-, будет положительным. Но 
тогда существование проектора T- l°S°T°P в X противоречит 
предположению теоремы. 

Вторая часть теоремы доказывается совершенно аналогично 
предыдущей. В самом деле, если допустить, что (Р п) — не на­
тягивающее шаудерово разложение, то и (Q n) не натягивающее 
(см. [12], лемма 3.2). Тогда по теореме 2 из [9] существуют 
такие ненулевые элементы Zi = U a i i )Zi, что Z = clm {zj изо­
морфно пространству 1\. При этом справедливы неравенства, 
аналогичные (1), только вместо норм в с 0  — нормы в 1\. Кроме 
того, и здесь можно считать, что z* > 0. Теперь продолжим до­
казательство буквально так же, как в первой части, только 
вместо теоремы 1 из [9] применим теорему 2 из [9]. 

В связи с теоремой 3 возникает следующая 
Проблема 1. Может ли (moo)-пространство иметь шаудеро­

во разложение (Р п) такое, что Р п  > 0 tipu п ̂  п 0, где /г0 — 

некоторое натуральное число? 
Эта проблема ослабляется, если рассматривать (moo)-про­

странства, которые являются, например, /(УУ-пространствами. 
Пока единственные примеры (moo)-пространств, которые у 

нас имеются, суть пространства без шаудерова разложения, то 
возможно и более сильное утверждение. 

Проблема 2. Может ли (moo)-пространство иметь (дизъ­
юнктное) (безусловное) шаудерово разложение? 

Следующие утверждения касаются проблемы 2. 
Теорема 4. Если банахово KaN-пространство является 

(moo)-пространством, то оно не имеет дизъюнктного шаудерова 
разложения (Р п) такого, чтобы бесконечно многие из Р пХ со­
держали дискретный элемент. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р а с с у ж д а я  о т  п р о т и в н о г о ,  д о п у с т и м ,  
что 0 ф Xk е Pn(h)X, где n(k) < n(k + 1), — дискретные эле­
менты. Пусть Qh — оператор проектирования на одномерную 
(в силу теоремы IV. 12.1 из [3]) компоненту, порожденную 
э л е м е н т о м  X h .  В в е д е м  п р о е к т о р ы  S n ,  о т о б р а ж а ю щ и е  X  в  Y  =  
= clm {x k}, соотношением S n—2 i^h^n Qh- Поскольку они 
являются операторами проектирования, то они положительны и 
l lSnll = 1. Так как Q k(P nx)= 0 при пфп(1г) и любом хе! 
(ввиду диз-ъюнктности (Р п)), то существует lim S nx на всюду 
плотном в X  множестве { 2 Р и х :  xel, п =  1, 2, ...}. 1 h ' * 
Теперь по теореме Банаха—Штейнгауза заключаем, что предел 
lim S nx = Sx существует для всех х е X и отображение S — 
непрерывный проектор пространства X на У. Кроме того, из 
Sn > 0 вытекает S > 0. Так как в сепарабельном пространстве 
Y = SX нет подпространства, изоморфного т, то мы приходим 
к противоречию. 
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Следствие 5. Если дискретное 2 0  банахово KoN-пространство 
является (moo)-пространством, то оно не имеет дизъюнктного 
шаудерова разложения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о к а ж е м ,  ч т о  е с л и  д и с к р е т н о е  п р о ­
с т р а н с т в о  X  и м е е т  д и з ъ ю н к т н о е  ш а у д е р о в о  р а з л о ж е н и е  ( Р п ) ,  
то дискретные элементы содержатся в бесконечно многих из 
РпХ. Сначала отметим, что для любого дискретного элемента 
О ф х е X найдется число п такое, что х е Р пХ. Действительно, 
так как х — 2 PkX, то \х\ = 2 \Рих\. Поскольку \х\ ^ \PhX\, то по 
дискретности элемента х имеем P kx = 0 при всех k, кроме од­
ного. Если теперь допустить, что все дискретные элементы со­
держатся в множестве U n < m^ >  X, то произвольный элемент 
вида n-^m п 

PkX = S a<=^x a, 

где k > т и ха — дискретные элементы, равняется нулю, так 
как PhX d х а  при всех а е Ж. Но это противоречит условию 
Ph Ф 0 в определении шаудерова разложения. 

З а м е ч а н и е .  И з  п р е д л о ж е н и я  2  и  с л е д с т в и я  5  в ы т е к а е т ,  
что если дискретное банахово KaN-пространство X имеет шау­
дерово разложение, удовлетворяющее условию предложения 2, 
то X не является (moo)-пространством. 
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TINGIMATU SCHAUDERI LAHUTUSE OLEMASOLU BANACHI VÕ R E D E S  
E .  O j a  

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis leitakse Banachi võrede klass, milles on olemas tingi­
matu Schauderi lahutus. Uuritakse ka, missugustes Banachi võredes ei saa olla 
teatud tüüpi Schauderi lahutusi. 

O N  T H E  E X I S T E N C E  O F  U N C O N D I T I O N A L  S C H A U D E R  D E C O M P O S I T I O N S  
I N  B A N A C H  L A T T I C E S  

E .  O j a  

S u m m a r  y  

A sequence of continuous projections (P„), n = 1, 2, . . ., in a Banach space 
X is called an unconditional Schauder decomposition of X iff Ph-Pn — 0 when 
k ф n and for each x <= X the series 2 P nx unconditionally converges to x. We 
say that a Banach lattice I is a (moo)-space iff for any monotone infinite-
dimensional continuous projection P in X the space PX contains a subspace 
isomorphic to m. The next existence-theorem (Theorem 2) is proved. //. a 
boundedly v-complete Banach lattice X is not a (moo)-space then X has an 
unconditional Schauder decomposition (P n) with monotone P n  for n ^2. It 
follows from this theorem that any cyclic space has an unconditional Schauder 
decomposition. On the other hand, Theorem 3 asserts: if a (moo)-space X has 
a Schauder decomposition (P n) with monotone P n  for n ̂  n 0  then (P„) is 
shrinking and boundedly complete. It is also shown (Corollary 5) that any 
discrete boundedly o-complete (moo)-space X does not have a Schauder 
decomposition (P„) such that \PhX\ Д \P ny\ — 0 when кфп and x, у e A'. 
Finally, let us mention one more result (Corollary 2). Every Banach lattice 
contains a subspace with a shrinking or boundedly complete unconditional basis 
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ЯДРО КНОППА И ЯДРО почти-сходимости 
В ПРОСТРАНСТВЕ т. II 

JI. Лооне 

Кафедра математического анализа 

Понятие ядра элемента в отделимом локально выпуклом 
пространстве Е введено в статье [2]. Там же введены понятия 
сходящегося по ядру элемента и ограниченного по ядру эле­
мента. 

Пусть Е •— отделимое локально выпуклое пространство над 
R или С, и Е' — топологически сопряженное пространство к Е. 
Пусть $ — некоторый фильтр в Е' с базисом 23 = {Kt: (е /) 
из выпуклых слабо замкнутых множеств. Пусть 

Пересечение замыканий множеств Лч(х), где i GE /, называется 
ядром К(х) элемента х по фильтру Говорят, что элемент 

ограничен по ядру, если ядро К(х) является непустым 
и ограниченным множеством. Если ядро К{х) содержит только 
один элемент, то говорят, что х сходится по ядру. Как доказано 
в статье [3], в бэровском пространстве, в случае счетного /, 
пространство ограниченных элементов Е т  или равняется про­
странству Е или является в нем множеством первой категории. 
При этом, если Е = Е т, то найдется слабо бикомпактное мно­
жество К, такое что К(х) = {(x,f): f Ш К} совпадает с ядром 
элемента лс (см. [2], предложение 1, и [3], предложение 5). 

В статье [4] мы рассматривали два ядра в пространстве т 
всех ограниченных последовательностей. Оба эти ядра опреде­
лены фильтрами со счетным базисом, и при этом множество 
ограниченных элементов по этим ядрам совпадает с простран-
§'3). Это ядро, определенное слабо бикомпактным множеством 
ством т. Одним из этих ядер является ядро Кноппа (см. [2], 
К° всех таких элементов f из т\ которые удовлетворяют усло­
виям 

K i ( x )  =  { ( x ,  f ) : f £ = K i } .  

1 °  (ev, f) = 0, (v = 0, 1, 2 ,  . . . ) ,  

2 °  < e ,  f ) =  1 ,  

(0.1) 

(0.2) 
(0.3) 3° 11/11 =1. 
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Второе ядро, рассмотренное в [4], это — ядро почти-сходимо-
сти, которое определено множеством F всех банаховых функ­
ционалов, т. е. множеством всех функционалов из К 0, удовле­
творяющих кроме (0.1) — (0.3) еще следующему условию 

4° (5Л: — x , f )  =  0 Vx е т, (0.4) 

где S — оператор левого сдвига (т. е. если х = Цо, Ii, •••}, то 
Sx = {|i,| 2, ...}). Целью статьи [4], продолжением которой 
является настоящая, было изучение свойств этих ядер и отно­
шений между ними. К сожалению, в статье [4] имеются неко­
торые ошибки. На странице 132 в ней перед равенством (1.1) 
необходимо вставить: «При данном определении порядка для 
каждого множества Н, содержащего верхние грани всех своих 
конечных подмножеств и имеющего верхнюю грань в Re m, и 
для любой положительной f из Re m' выполняется равенство 

sup (х, /) = (sup Н, f), 
.те 11 

(см. [1], стр. 239)». Оказывается, что доказательство леммы 1.1 
из [4] верно лишь для определенного класса матричных преоб­
разований, в который входят, например, компактные матричные 
преобразования и все те преобразования, для которых множе­
ство Н = {Ах: llxll ^ 1} удовлетворяет вышеупомянутому усло­
вию. 

Основной целью настоящей статьи является изучение струк­
туры множества банаховых функционалов F. В пространстве 
т' определяется так назывемый метод арифметических сред­
них 51 (см. § 1) и показывается, что множество F является под­
множеством всех / <= К 0, которые суммируемы методом Е. При 
помощи этого результата пересматриваются также доказатель­
ства предложений 3.2—3.4 из [4], где применялась лемма 1.1 
и выясняется, что предложение 3.2 из [4] остается верным 
в общем случае. 

Однако, в предложении 3.3 из [4] условие (3.14) и в пред­
ложении 3.4 из [4] условия (3.18) и (3.19) не являются необ­
ходимыми (см. предложения 2.2—2.3 в настоящей статье). Ав­
тор выражает свою благодарность С. А. Рудакову (Уральский 
госуниверситет), обратившему на это внимание. 

В дальнейшем нам потребуются следующие результаты. 
Предложение 0.1. Пусть К — множество в пространстве т\ 

топологически сопряженном к пространству т. Пусть А — ли­
н е й н ы й  н е п р е р ы в н ы й  о п е р а т о р  1  н а  m  и  п у с т ь  К  а  =  { * A f  :  f  < =  К } ,  
где *А — сопряженный оператор к А. Если К — слабо биком­

1  Мы говорим, что А — оператор на т., если A Для матрич­
ного преобразования А >= (a 7 lh) это значит, что sup 2 |а Пй] ̂  оо. 
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пактное множество, определяющее ядро в т, то и К а опреде­
л я е т  я д р о  в  п г ,  п р и ч е м  К ( А х )  =  К А { Х )  д л я  к а ж д о г о  х е ш .  

Доказательство см. [2], стр. 129. 
Предложение 0.2. Пусть К\ и Кг — слабо бикомпактные 

множества в tri', определяющие ядра в т. Для того чтобы 
К\ {х) а /С 2  (х) для всех х е tn, необходимо и достаточно, чтобы 
К 1  с  К 2 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  с м .  [ 2 ] ,  п р е д л о ж е н и е  2 .  
Предложение 0.3. Пусть А = (а пи) — матричное преобразо­

вание на tn. 
I .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  А  п р е о б р а з о в а л а  в с е  о г р а н и ч е н н ы е  п о с л е ­

довательности в нулыгоследовательность 2, необходимо и доста­
точно, чтобы 

lim 2j\a nk\ = 0. (0.5) 

II. Д л я  т о г о  ч т о б ы  А  п р е о б р а з о в а л о  в с е  о г р а н и ч е н н ы е  п о ­
следовательности в почти-нулыюследовательность, необходимо 
и достаточно, чтобы 

1 п+т 
lim sup -ržlž a i h\ = 0. (0.6) 
то n tn-\- h  , = n  

Д о к а з а т е л ь с т в о  с м .  в  с т а т ь е  [ 5 ] ,  т е о р е м а  4 .  

§ 1. Множество банаховых функционалов 

Рассмотрим в пространстве т' всех непрерывных на т ли­
нейных функционалов g последовательности г = {gu} с gh = 
= 'S/ig, где S h  есть /г-кратный оператор левого сдвига, т. е. 
S},x = (|/i, ih+i, .. .} и fSk — сопряженный оператор к S/ t. 

Рассмотрим метод % арифметических средних на множестве 
последовательностей г как оператор, который преобразует по­
следовательность г в последовательность 9Гг = { (Г т^}, где 

' Т™§=~гт2' 8»е- С - 1 )  

I h= 0 
Будем говорить, что функционал g суммируем методом 5Г, если 
последовательность 9Гг сходится поточечно. 

Если g е К 0  или g е F, то и 2Гг с= К° или соответственно 
чЛг ci F. В самом деле, если g ̂  К 0, то полагая е_„ = {0,0, . . .} 
для каждого п, получаем 

1 (Си, tT mg) : =  (T mek, g}= (Ck-m, g") =  0, 
2° ( e ,  '  T m g )  =  ( T m e , g ) = ( e , g ) = \ ,  
3° IMrmg||<| |rm | |  \\g\\ = \, 

откуда, учитывая что (e^Tmg)— 1, вытекает, что : |ИГ§"|| — 1. 
» 

2  Мы говорим, что х = {!о, Ii, . . .} — нульпоследовательность, если 
lim ih = 0. 



Если g е F, то 

4° { S x  —  x , t T m g ) = = ( T m ( S x  —  x ) t g ) =  

= i — SftX, g)=:0. 

Рассмотрим оператор арифметических средних на элементах 
из К°. 

Предложение 1.1. Д л я  л ю б о г о  g  е К° все предельные точки 
последовательности %г являются банаховыми функционалами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  t  —  н е к о т о р а я  п р е д е л ь н а я  
точка последовательности %г, т. е. найдется возрастающаяся 
последовательность {ш/<} натуральных чисел такая, что 

< = lim 2J 'Shg- (1-2) 
* m„+l f t_ 0  

Покажем, что для t выполняются условия (0.1) — (0.4). 
Первые три условия вытекают непосредственно из того, что 

операторы удовлетворяют этим условиям. Покажем, что 
имеет место и (0.4). Действительно 

j(Sx х, /)| = lim 
1 ™h  

———^(Si+i X  —  S i X ,  g )  
m f t+i ,=0 

= lim — l—-1{ [Smk+j — So) x, g) I < 
h mh-f 1 1  

< l i m — - ! | g | |  | k l f  =  0 .  
л mft-И 

Предложение доказано. 
Предложение 1.2. Flodмножество функционалов из К 0, сум­

мируемых оператором арифметических средних, совпадает с 
множеством F всех банаховых функционалов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  g  е F ,  то ( х ,  g m )  = {х, g) для 
любого х m и lim T mg — g. Значит, каждый банаховый функ­
ционал суммируем оператором арифметических средних, при­
чем пределом является он сам. Наоборот, пусть g^K°, причем 
существует 

t=\i m-~rr^' S kS- (I. 3) 
'» m+' 6=0 

Покажем, что g ^ F .  Поскольку, по предложению 1.1, элемент 
t  < =  F, то для g е F достаточно показать, что (х, t) — (х, g) для 
любого х е c F. Так как 

1 m 
^=lim —rJ£ t skt, (1.4) 

™ «+ 1  
t=o 



и для любого х е Ср имеет место 
I т 

lim — У!8 кх = х 
т m+1 k = = 0  

(здесь рассматривается сходимость в банаховом пространстве 
/л), то 

0=(х, t — t)=lim—-j— 2J (Skx, t — g) = 
m m + i  h = = 0  

=  t - g ) = ( x ,  t  
m v w+! /(—о 

g>-

Следовательно, предложение доказано. 
Следствие 1.2.1. Опорной 3  функцией множества банаховых 

функционалов является функция 

1 m 

/I (х) = sup (lim —— 2J (Shx, f)). (1.5) 
/ек' m  m _r Ч=о 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о с к о л ь к у  и з  z 1  e  Z 7  в ы т е к а е т  ( 1 . 4 ) ,  
то sup ((x,t): t ̂  F) ̂  h(x). Докажем и обратное неравенство. 
Пусть / е К° и 

— / 1 171 \ 
lim( x>zrrrŽ t shf)=a. (1.6) 
m  *  I I I  1  ,  '  k — O  

Поскольку { ( T m x ,  f ) :  m  e N} — числовая последовательность, 
то найдется возрастающая последовательность {/?z/-} натураль­
ных чисел, такая что 

lim ( T m hx, f) —Ct-
li 

Так как l T m f  <= К °  для любого m  и К °  — слабо бикомпактное 
множество, то найдется подпоследовательность {тщ)} последо­
вательности {nik) такая, что существует 

1 mhU)+ 1  

lim ——р 2  ' S k f = g ,  
j  m Ä ( j ) + 1  k = = 0  

причем 
( x , g )  =  a .  (1-7) 

По предложению 1.1 функционал g^F, и, значит, для любого 
f <= К° и хет найдется g^F такой, что из (1.6) вытекает 
(1.7). 

Следствие полностью доказано. 

3  Функцию g(x) — sup {(х, f): f e M} называют опорной функцией мно­
жества М. 

152 



§ 2. Ядерное включение матричных методов 

Предложение 2.1. Пусть А=(а пъ) матричное преобразова­
ние на т. Чтобы для каждого ХЕШ имело место 

К 0  ( А х )  c z F  ( х ) ,  (2.1) 
необходимо и достаточно выполнение условий 

1° \\man h  = 0 (£ = 0, 1 , . . . ) ,  (2.2) 

2° lim a n k = l ,  (2.3) 
n h 

3° lim JjJ '|flnft| = l-» (2.4) 
n  n 

4° lim |anft — ßnÄ+il = 0. (2.5) 
n h 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  п р е д л о ж е н и я м  0 . 1  и  0 . 2  в к л ю ч е ­
ние (2.1) равносильно включению F а К°. 

Н е о б х о д и м о с т ь .  П о с к о л ь к у  F а К 0, то из (0.1) — (0.3) 
вытекает необходимость условий (2.2) — (2.4). Необходимость 
условия (2.5) вытекает из соотношения - (0.4). В самом деле, 

( A ( S x  —  x ) , f ) = 0  Vf  е К°, Vxem (2.6) 

равносильно требованию, чтобы метод A (S—Е) преобразовал 
все элементы из m в с 0. Значит, по предложению 0.3 условия 
(2.5) и (2.6) равносильны. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Е с л и  А удовлетворяет условиям (2.2) — 
(2.5), то для всякого [е/(° функционал g = {Af удовлетворяет 
у с л о в и я м  ( 0 . 1 )  —  ( 0 . 4 ) ,  т .  е .  g ^ F .  

Предложение доказано. 
Предложение 2.2. Пусть А — (апк) — матричное преобра­

зование на т. Чтобы для каждого х m имело место 
F ( А х )  а  К ° { х ) ,  (2.7) 

необходимо и достаточно выполнение условий 
Г 74im a n h  = 0 (k = 0, 1, ...), (2.8) 

2° F-lim JžJank=l, (2.9) 
n  и 

1 n+m 
JJaih = L (2.10) 3° lim sup У:-

m n 7^ m+1 

Д о к а з а т е л ь с т в о  о п и р а е т с я  н а  п р е д л о ж е н и я  0 . 1  и  0 . 2 .  
Из них вытекает, что для (2.7) необходимо и достаточно, чтобы 

 )  ( A e k , f )  =  0 ,  V /  Е  F  ( k  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
б) ( A e , f ) =  1, V/ G F,  
в) ||МЛ1 = 1. 

Условия а) и б) равносильны соответственно условиям (2.8) 
и (2.9). 



Д о с т а т о ч н о с т ь .  П о к а ж е м ,  ч т о  п р и  у с л о в и и  ( 2 . 9 )  и з  
( 2 . 1 0 )  в ы т е к а е т  в ) .  В  с а м о м  д е л е ,  е с л и  f ^ F ,  т о  

Mf= lim 
1 

Следовательно, 

Пусть 

t A f |]  ̂  lim 

m+ 16=, 

1 
-I  

k=i "i+l L_ 

=i 

l 4 S k A ) f  

(2.11) 

1 
, ,j;s kA. 

m + l £  

Следовательно, для любого f из F 

IIMflKÜHTlIMJH 
m 

Поскольку 

lim ||A, 

IJAmll = SU PJ£ , ^ 
» » m+' ',-t 

1 n+m 

' 2aib\> 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 

то из (2.9), (2.10) и (2.13) вытекает в). 
Н е о б х о д и м о с т ь .  Д о к а ж е м  о т  п р о т и в н о г о .  П у с т ь  и м е е т  

место (2.7) и 

(2.15) lim \\А т\\ = а> 1. 

Пусть { п ( т ) }  — любая последовательность натуральных чи­
сел, и 

—-—~ при п ( т )  ̂ . i ^ n ( m )  - \ - т  
П + 1  (2.16) 
0 при n ( m ) > i  и п(т)-\-т<Ц. 

Метод В = (bmi) удовлетворяет условиям предложения 2.1, сле­
довательно, 

К ° ( В х )  c z F ( x )  Vxem, (2.17) 

Из включения (2.7) вытекает 

K ° ( B A x ) c z K ° ( x )  V  x e = m .  ( 2 . 1 8 )  

Значит, метод С = ВА удовлетворяет условиям теоремы Кноп-
па, и, следовательно, 

j  п(т)+т 

lim—— I ciiki — l (2.19) 
m-j-1 h i=n(m) 

для любой {n(m)}. Итак, из (2.7) вытекает (2.19), т. е. если 
имеет место (2.7), то не может иметь места (2.15). 
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Предложение доказано. 
Следствие 2.2.1. Почти-регулярное преобразование А удо­

влетворяет условию (2.7) тогда и только тогда, когда 

h m s uP^T7-S m п ' ' fr j i 

n+?n 

J£a i k  
1. 

Предложение 2.3. Пусть А = (а пь) — матричное преобра­
зование на т. Чтобы для каждого хеш имело место 

F ( A x ) a  F ( x ) ,  

необходимо и достаточью выполнение условий 

1 °  F A i m a n k  =  0 ,  ( k  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
П 

2° /4im JS f lnft = 1, 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

3° lim sup 

4° lim sup 

1 
m-f-1 

1 

n+m 

i=n 

=  1 ,  

m+ l  2  1 2  ( a < k  üih+i) = 0. 

(2.23) 

(2.24) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  п р е д л о ж е н и ю  0 . 1  в к л ю ч е н и е  ( 2 . 2 0 )  
равносильно включению F A<^ F. Поскольку FczK°, то по опре­
делениям Z 7  и /С° для с= F необходимо и достаточно, чтобы 
имели место 

 ) FA С= К°, 

б) ( A ( S x  —  x ) , f )  —  0, Ух т, V/eF. 

По предложению 2.2 условия (2.21) и (2.23) необходимы и до­
статочны для а). По предложению 0.3 условие б) равносильно 
условию (2.24). 

Предложение доказано. 
Следствие 2.3.1. Почти-сильное 4  регулярное преобразование 

удовлетворяет условию (2.20) тогда и только тогда, когда 

lim sup 1 V 
m + >  б  

21 aik 
i—n 

= i. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  с а м о м  д е л е ,  у с л о в и я  ( 2 . 2 1 ) ,  ( 2 . 2 2 )  
и (2.24) являются необходимыми и достаточными для того, 
чтобы А было почти-сильно регулярным (см. [5], стр. 550—551). 

4  Почти-сильное регулярное преобразование А — это преобразование, 
которое переводит все почти-сходящиеся последовательности в почти-схо-
дящиеся последовательности, сохраняя при этом /•'-предел. 
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KNOPPI TUUM JA PEAAEGU KOONDUVUSE TUUM RUUMIS т .  II 

L.  Loone 

R e s ü m e e  

Artiklis jätkatakse töös [4] püstitatud probleemide lahendamist. Uuritakse 
peaaegu koonduvuse tuuma määrava hulga F struktuuri, kasutades nn. arit-
meetiliste keskmiste operaatorit kaasruumis m'. 

K N O P P  S  C O R E  A N D  A L M O S T  C O N V E R G E N C Y  C O R E  I N  S P A C E  m ,  И 

L. Loone 

S u m m a r y  

This paper is a continuation of [4]. A method of arithmetical means A is 
defined in space m' of all continuous linear functionals on m (see (1.1)). It is 
shown to be possible to describe the set of all Banach functionals as such a 
subset of K° that is summable by the method A (where K° denotes the subset 
of tn' defining Knopp's core). It is shown that a linear functional g e /(° is a 
Banach functional iff 

lim tTmg=g. 

The necessary and sufficient conditions are established for inclusions (2.1), (2.7) 
and (2.20) to be valid for any matrix method in space m; in those formulae A 
denotes a matrix method, F(x) denotes the set of all Banach limits of x, and 
K°(x) denotes Knopp's core of the element x. 



МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ БАЗИСОВ СУММИРОВАНИЯ 
И МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ 

Т. Тяхт 

Кафедра математического анализа 

В работе [2] даны необходимые и достаточные условия для 
того, чтобы полная минимальная система с тотальной сопря­
женной являлась соответственно безусловным базисом, базисом 
или чезаровским базисом в пространстве Банаха. В настоящей 
статье приведен такой-же результат (теорема 5) для таких 
базисов суммирования, где в поле суммируемости имеет место 
А-сходимость по отрезкам. Это понятие (определения 1 и 2) 
обобщает известное понятие сходимости по отрезкам (см. [5], 
стр. 37) и позволяет найти (теоремы 1 и 2) эффективные необ­
ходимые и достаточные условия для множителей суммируемо­
сти в более широком классе матриц, чем метод Пейеримхоффа 
(СМ. [1], § 25). 

В последнем параграфе приведены некоторые результаты 
о вложении методов суммирования и множителей суммируе­
мости. 

§ 1. Определения и обозначения 

Пусть { е п ,  f n } означает 1  биортогональную систему в про­
странстве Банаха Е. Мультипликатором М системы {е П у  f n} на­
зывается множество числовых последовательностей {у п}, таких, 
что для каждого элемента х е Е найдется у Е Е, , так что 
f in { х ,  f n )  = ( у ,  f n ) .  

Если множество {е п} полно в пространстве Е и сопряженная 
с и с т е м а  { / п }  т о т а л ь н а ,  т о  с и с т е м у  { е п }  н а з ы в а ю т  б а з и с о м  М а р -
кушевича (короче М-базисом) в пространстве Е. 

Если при каждом х ^ Е  ряд 2  2  ( x , f n ) e n  суммируем регу­
лярным методом А, то будем говорить, что последовательность 
{<?„} является А-базисом в пространстве Е. 

1  Здесь и далее множеством значений индексов является {1,2,3, ...}. 
- Если пределы суммирования не указаны, то индекс пробегает все 

целочисленные значения 1,2, ... 
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Матрицы преобразования ряда в последовательность обозна­
чаем А = (а Пк), B = (ß n k). В случае преобразования последо­
вательности в последовательность используем обозначение 
21 = ( ü n h ) .  

Символом А*1\ (соответственно %*1\) обозначаем множество 
последовательностей {е/,} таких, что 

£/<== ClnhCn 

(или 
£h== &nhCа 

соответственно), где {с п} е / ь  

Если метод А обратим, то множество с а всех ZI-суммируе­
мых последовательностей является пространством Банаха с 
нормой 

II {<Fn} II SUp j] У @тп£п\, 

где {|п} е Ca- При этом множество с° А  всех Л-суммируемых 
к нулю последовательностей оказывается замкнутым подпро­
странством пространства с А. 

Пространством Банаха является также множество у А  всех 
А-суммируемых рядов, если норму ряда 2и п^уА определить 
равенством 

l l„^j W77. II= = = =  SUp i ^  CLinn Un\.  

Символом (2Г, В) обозначается класс множителей суммируе­
мости первого рода, т. е. класс последовательностей {б ? г} таких, 
что для каждой последовательности {| n} <= с А  ряд 2 e n£n Е у в-

Класс множителей суммируемости второго рода, т. е. класс 
т а к и х  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й  { е п } ,  ч т о  д л я  к а ж д о г о  р я д а  2 и п  е  у л  

ряд 2 EnUn ^ у в, обозначается символом (А, В). Подмножество 
сходящихся к нулю множителей суммируемости {e n} ̂  (А, В) бу­
дем обозначать символом (А, В)0. Отметим, что каждый е <= 
е (А, В) однозначно разлагается на сумму е == е° + aõ, где 
а — число, £° Е (А, В)0 и õ = {1,1,1, .. .}. 

§ 2. Сходимость по отрезкам 

Определение 1. Пусть А — регулярный обратимый метод. 
Если последовательности õh = {<5n/t} образуют B-базис в про­
странстве £°а, то будем говорить, что в пространстве с 0а имеет 
место B-сходимость по отрезкам. 

Лемма 1. В пространстве С°А с тотальным множеством {()'.„} 
имеет место B-сходимость по отрезкам тогда и только тогда, 
когда 

a mkßnk£k = 0  ( 1 )  ( 1 )  

k 
для каждой {l/J е с° А-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  
•õu образовали B-базис в пространстве с° А, необходимо и доста­
точно, чтобы для каждой {|ь} е с° А  имело место 

li S ßnkZköhW — 0(1), 
к 

а это эквивалентно условию (1). 
Лемма 2. Пусть в пространстве с°А имеет место В-сходи-

мость по отрезкам, где метод В треуголен. Тогда 

lim a r nkßnh^k : = : =0 

равномерно по п при каждой {!&} е с° А. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В о з ь м е м  { | h }  е  с ° А .  И з  д о к а з а т е л ь ­

ства леммы 1 заключаем, что существует постоянная К, такая 
что 

\ S a mhßnk£h\ ̂  KW {Ift} II • 
k 

Пусть е :> 0. Найдем такое число s, что 

II  { In}  —  ßsh^höhW • 
k ^ 

Теперь выберем число М е  так, чтобы при каждом га > М е  было 

| г -  . 
к 

Это возможно, так как А регулярен и В треуголен. Тогда 

I У ' ttmhßnh^kI ^  I У' CL mhßnh (| f t  ßsk^h) |  ~4~1 У Ct, mhßnkßsh£k\ 
kk k ' 

Лемма доказана. 
Определение 2. Говорим, что в пространстве у а имеет место 

B-сходимость по отрезкам, если ряды 

Ph — S Õhn ( 2 )  

образуют B-базис в пространстве ул-
Аналогично лемме 1 доказывается 
Лемма 3. В пространстве у А  с тотальным множеством {оп} 

имеет место B-сходимость по отрезкам тогда и только тогда, 
когда 

amkßnkUh = 0 (1) (3) 
k 

для каждого ряда 
WFT ЕЕ у А-

Следующие две теоремы показывают связь между сходи­
мостью по отрезкам и множителями суммируемости. 

Теорема 1. Пусть А — регулярный обратимый, В — регуляр­
ный метод. В пространстве с° А  имеет место B-сходимость по 
отрезкам тогда и только тогда, когда 

( Ж , В ) = % * и .  (4)  
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П у с т ь  в  п р о ­
странстве С°А имеет место ß-сходимость по отрезкам. Учитывая 
общий вид непрерывного линейного функционала в простран­
стве Ca (см. [5], стр. 27), видим, что для каждой последова­
тельности {e/J €= Ü*ii найдется непрерывный линейный функцио­
н а л  f  т а к о й ,  ч т о  e k = ( õ h , f ) .  

Пусть {!k} = сл. Обозначая 

| = lim 2 anhh, 

получаем 
ßnh£k^h =  ßnk (|/t I) Ök, f ) "Ы ßnkSk. (5) 

k h 

Первое слагаемое сходится, ибо имеет место ß-сходимость по 
отрезкам. Сходимость второго слагаемого следует из того, что 
{ s / J  е  % * 1 \ .  Т а к и м  о б р а з о м ,  { е к }  е  ( Ж ,  В )  и  с = ( Ж ,  В ) .  

С другой стороны, 21*/] zu (Ж, В) даже без требования В-схо­
д и м о с т и  ( [ 5 ] ,  с т р .  2 9 ) .  С л е д о в а т е л ь н о ,  % * l \  =  ( 2 Т ,  В ) .  

Д о с т а т о ч н о с т ь  у с л о в и я  ( 4 )  с л е д у е т  и з  ( 5 ) ,  е с л и  и м е т ь  
в виду, что теорема о совпадении понятий слабого и сильного 
базисов ([4], стр. 621) остается справедливой и для базисов 
суммирования. 

Теорема 2. Пусть А — регулярный обратимый, В — регу­
лярный метод. В пространстве уа имеет место B-сходимость по 
отрезкам тогда и только тогда, когда 

( A ,  B ) ° = A * l i .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  1 .  
В общем случае понятия сходимости по отрезкам для про­

странств с°а И уа самостоятельны. Однако, имеет место сле­
дующая 

Теорема 3. Пусть А — регулярный нормальный трансля-
тивный слева метод. В пространстве С° А  имеет место А-сходи­
мость по отрезкам тогда и только тогда, когда это имеет место 
в пространстве у А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  с х о д и м о с т и  п о  о т р е з к а м  в  п р о ­
странстве у а достаточно, чтобы это имело место в пространстве 
Л-суммируемых к нулю рядов у' 0  а- Возьмем 2 1  и и е у°,\ и обо­
значим 

Ъ')'! _ ̂  * U}{ . 

Тогда {с,,} с== с 0
А  и 

S  S h f i k —  S  U u Q h  —  R v ,  
/г--Л 

где 
Я„={0, . . . , 0, In, In, .. 
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Тогда 
п V—1 

II 2J QmkRk ll , = = =  SUp I 2j fl«v 2j dmh£h\== 

h n v—2 h—1 
n—1 n П —1 

= SUp | J£J amhb 2J Onv| —sup \2j amhanh+lih\. 
n h—l v=fe+l n k—i 

Учитывая транслятивность метода А, получаем по лемме 2, что 

lim \\21 amnRп\\ = 0. 
т п 

Таким образом, Л-суммируемость ряда I gkfik эквивалентно 
Л-суммируемостью ряда 2 и^ди- Теорема доказана. 

П р и м е р  1 .  П у с т ь  А = С а  — метод Чезаро порядка а ̂  0. 
По теореме 22.2 из книги [1] имеем (А,А)° = А*/ Ь  т. е. в про­
странстве у а имеет место Л-сходимость по отрезкам (теорема 2). 
Теперь заключаем из теоремы 3, что Л-сходимость по отрезкам 
имеет место и в пространстве с°д, так что (%,А) = %*1 {. 

П р и м е р  2 .  П у с т ь  Л  =  ( R ,  р п )  — метод взвешенных сред­
них Рисса. Тогда в пространстве С°А имеет место Л-сходимость 
по отрезкам ([1], стр. 185), и, следовательно, по теореме 3 
имеет место А-сходимость по отрезкам и в пространстве р А. 

§ 3. Базисы и мультипликаторы 

Теорема 4. Пусть В — регулярный метод, последователь­
ность {е п} образует А-базис в пространстве Банаха Е, М — 
м у л ь т и п л и к а т о р  б а з и с а  { е п } .  Т о г д а  M z d ( A , B ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч а е м  с о п р я ж е н н у ю  к  { е п }  си­
стему через {f n}. Возьмем {е„} е (Л, В). Тогда для каждого 
х е Е ряд 

21 (•*'' fn) (5) 
является слабо B-суммируемым. По теореме Банаха—Штейн-
гауза ([4], стр. 636) ряд (5) является B-суммируемым к неко­
торому элементу у^Е и (y,f n) =£ n(x,f n). Таким образом, 
{е п} е М. Теорема доказана. 

Используя теорему о замкнутом графике, можно доказать 
следующую лемму ([3], стр. 134). 

Лемма 4. Пусть Е\ и Е 2  — пространства Банаха, {е {
п, f {n} 

есть М-базис в пространстве Ei, где i = 1,2. Если для каждого 
х (= Е х  найдется у е Е 2  такой; что е п{х, f 1^ = (У, f 2n), то пре­
о б р а з о в а н и е  Л е :  E i  - >  Е 2 ,  о п р е д е л я е м о е  р а в е н с т в а м и  А Е е х

п  —  
= £kS2n, является непрерывным. 

Лемма 5. Пусть А — регулярный обратимый метод, õu — 
= {<?&«} • Тогда система {on} cz l h  определяемая равенствами 

fin ==,21 CLnkQh, 
h 
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является М-базисом в пространстве / ь  Сопряженным к {,£>„} в 
пространстве 1\ является система {ip n} с 

1рп z= Cihn'(Phi 
h  

где {ери} — сопряженная система к {^} в пространстве 1 Х. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  с о п р я ж е н н о е  п р о с т р а н с т в о  

/ * ,  — щ и Unk = О (1), то {ipn} с= 1*\. Пусть (a~ lnk) — матрица 
преобразования, обратного к А. Из того, что (,Qi, (рь) = а~ 1щ, по­
лучаем 

{ Q i i  I p n )  C t k n C C  * i h = = Ö i n  
h 

т. е. { (£n, ipn} — биортогональная система. Полнота системы 
{,£п} следует из полноты системы {(?„}. Остается доказать, что 
м н о ж е с т в о  { i p n }  т о т а л ь н о .  П у с т ь  |  =  { £ П }  Ё 1 |  И  i š , i p n )  =  0 .  
Тогда 

£п= Ц,фп) =2j а  {£•> ipk) 0, 
k 

т. е. I = 0. Лемма доказана. 
Лемма 6. Пусть А — регулярный обратимый метод, М — 

мультипликатор М-базиса {e k} в пространстве Банаха Е. Если 
A*l\ а М, то система {е^ образует А-базис в пространстве Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  { , £ > п }  и  { < ? п }  о з н а ч а ю т  т о  ж е ,  
что и в лемме 5. Для каждого х е Е определяем линейный опе­
ратор А х  :1 Л->Е равенствами A xg n  = (x,f n)e n. Так как 
A*l\ ci М, то по леммам 4 и 5 операторы А х  непрерывны. Из 
равенства 

AxÕn = =  ttnk (х, fk) &k 

и ограниченности множества {t$ n} cz /, следует теперь ограни­
ченность множества {A xõ n}- По теореме Банаха—Штейнгауза 
lim A xõn — х при каждом х <= Е, т. е. {е^ является Л-базисом 
в пространстве Е. Лемма доказана. 

Следующая теорема является следствием теорем 2 и 4 и 
леммы 6. 

Теорема 5. Если в пространстве у а имеет место В-сходи-
мость по отрезкам, то для того, чтобы Al-базис {e h} в простран­
стве Банаха Е был А-базисом, необходимо и достаточно, чтобы 
м у л ь т и п л и к а т о р  М  = э  ( А ,  В ) .  

§ 4. Множители суммируемости 

Как мы видели, в случае сходимости по отрезкам легко 
найти множители суммируемости (см. теодемы 1 и 2). Приве­
дем несколько результатов относительно вложения методов и 
множителей суммируемости, используя сходимость по отрезкам. 
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Везде в этом параграфе А — регулярный обратимый, В — 
регулярный метод. 

Предложение 1. Пусть (А, В) 0  = А*1Х. Тогда (A, A) zd 
ZD (В, С), где С — произвольный регулярный метод. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  м у л ь т и п л и к а т о р о м  с и с т е м ы  
(2) является (Л, Л), то по теоремам 2 и 4 получаем (Л, Л) ZD 

( В ,  С ) .  
Предложение 2. Е с л и  ( А , В ) 0  =  А * 1 г ,  т о  А  а  В .  
Доказательство. Учитывая общий вид непрерывного 

линейного функционала в пространстве у А  и лемму 4, полу­
чаем (Л, A) 0  cz А*1\, т. е. (Л, А) с: (Л, В), откуда следует, что 
А а В. 

Следствие. Е с л и  ( A , B ) °  =  A * h  и  ( В , А ) °  =  В * 1 и  т о  А  ~  В  
и A*U = В%. 

Предложение 3. Если (Л, Л)° = А*/ ь  то (Л, Л) = (Л, В) 
тогда и только тогда, когда A cz В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У ж е  и з  т о г о ,  ч т о  ( Л , Л )  c z  ( А ,  В ) ,  сле­
дует Л cz В. Наоборот, пусть A cz В. Тогда по теореме 2 имеет 
м е с т о  ( Л ,  В ) 0  =  Л * / ь  т .  е .  ( Л ,  Л )  =  ( А ,  В ) .  

П р и м е р .  Е с л и  ß  ^ а  ̂  0, то ( С а ,  С а )  = (С а, C ( i). 
Замечание. Впервые Л-сходимость по отрезкам исследо­

вал Целлер [6]. 
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SUMMEERIMISBAASIDE MULTIPLIKAATORID JA 

SUMMEERUVUSTEGURID 

T. Tä h t  

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis on esitatud tarvilik ja piisav tingimus selleks, et täie­
lik minimaalne süsteem totaalse kaassüsteemiga oleks summeerimisbaas 
Banachi ruumis. Seejuures kasutatakse A-lõikekoonduvuse mõistet, mis on üldis­
tuseks tuntud lõikekoonduvuse mõistele [5] ja võimaldab leida efektiivseid 
tarvilikke ja piisavaid tingimusi summeeruvustegurite jaoks laiemas menetluste 
klassis, kui Peyerimhoffi meetod (['], § 25). 
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MULTIPLIERS OF THE SUMMABILITY BASES AND SUMMABILITY 

FACTORS 

T. Tä h t  

S u m m a r y  

In the given article is presented the necessary and sufficient condition in 
order that the complete minimal system with total conjugate system was the 
summability base in Banach space. Here the meaning of A-convergence on 
segments is used which is the generalization of the well-known meaning of 
the convergence on segments [5] and enables us to find effective necessary and 
sufficient conditions for the summability factors in a wider class of matrix 
than the Peyerimhoff method ([1], § 25). 
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О ПОРЯДКЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ БАНАХА 

А. Кивинукк 

Кафедра математического анализа 

§ 1. Введение 

Настоящая статья содержит некоторые оценки порядка при­
ближения операторами Н. П. Купцова [3]. 

Пусть $ — комплексное банахово пространство, в котором 
действует (см. [3], стр. 121 —122) сильно непрерывная полу­
группа операторов {V x: 0 ̂  т С оо}. Порождающий оператор Q 
для полугруппы {V x} предполагаем s-регулярным, т. е. при на­
туральном s существует действительное число в такое, что ре­
зольвента Rx(Q*) оператора Q* = e i eQ s  удовлетворяет нера­
венству 1  ([3], стр. 137) 

Рассмотрим случай, когда оператор Q* имеет дискретный 
бесконечный спектр. Из s-регулярности оператора Q следует, 
что все точки спектра оператора Q* являются вещественными 
собственными значениями ([3], стр. 148). Точкой сгущения соб­
ственных значений служит бесконечность. Модули собственных 
значений обозначаем 

m i < m 2 <  . . . .  

Пусть Гп — окружность с центром в нуле и радиусом о п  е 
<= (m n, m n + 1). Введем проектирующие операторы 

Рг,= 

2™7 / R k( Q ' ) dX при п> 1, 

1 "I) Г"-' dl) 
— J Ri(Q*)d/i при п— 1, 

2л1 г  

которые проектируют $ на подпространства cz D ( Q * ) ,  где 
D(Q*) — область определения оператора Q*. Операторы Р п  

1  Везде константы обозначаем через С,  С\ ,  С 2  и т. д. 
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обладают свойством Р пР т  = б ПтР п, где б Пт — символ Кроне-
кера. 

Обозначим 

« < » ) =  { f e * : f=  2  f j ,  / j s S J j } .  
>=1 

Тогда наилучшее приближение элемента f е В элементами под­
пространства имеет вид [3], стр. 148—151): 

E n ( f ) =  inf W f - ž f j W .  
fi&Xi J= 1  

Полугруппа { V x }  позволяет для каждого f е 3} определить 
модуль непрерывности 

•Wft(f,t5)=sup II (Ут —£) кЛ1, 
Т=Сб 

где Е — тождественный оператор. Модуль непрерывности об­
ладает свойствами: 

а) G ) k ( f , õ )  j 0 при б  —0 для любого f  < =  95; 
б) для любого Jo > 0 существует С = С(<? 0) > 0 такое, 

что для всех / е У и всех J е [О, <У 0] справедливо нера­
венство 

(f, «<S) <0(1 +а) hiõh (f, d); (1.2) 
в) o ) k ( f , õ )  непрерывна по f  при всяком фиксированном <5; 
г) если k  ̂  /, то для до > 0 существует С  =  С  ( д о )  >  О 

такое, что при б е [О, <У 0] имеет место 

<ok(f,d)^C^m(f,õ)', (1.3) 
в частным случае / = 0 имеем 

-ш(Ы)<СЧ1/11. (1.4) 

Свойства а) — в) доказаны в работе [3], стр. 122—123. 
Свойство г) следует из неравенств 

т  ( f ,  б )  —  sup II (V x  — Е )  h f \ \  <  

< sup II (V, — £)6 4II sup II (У,- Е) if II 
Т<:6 Т^б 

< sup II (Vx — E)\\h- lü)l(f, 6) =Ch~ l(Di(f, 6). 

При помощи операторов (1.1) определяем оператор Фурье 
([3], стр. 149) 

Sn = 21P, 
V—1 

и оператор Зигмунда порядка к 

\тп+1 / J 
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Справедлива ([3], стр. 155) 
Теорема 1.1. Пусть для s-регулярного оператора Q, порож­

дающего сильно непрерывную полугруппу {V\}, существует ог-
граниченный линейный правый обратный оператор Q - 1. Тогда 
при к — 2 для всех f е $ имеет место неравенство 

IIf-z*„fll<C(i, и, m.)<v„(f, г— 1--). (1.5) 

УгПп+l 

З а м е ч а н и е .  В  д а л ь н е й ш е м  с ч и т а е м  о ц е н к у  ( 1 . 5 )  с п р а в е д ­
ливым для всех четных' xs, так как в работе [3] приведенное 
доказательство имеет место и в этом случае. 

Из теоремы 1.1 и из определения наилучшего приближения 
вытекает следующая ([3], стр. 156) 

Теорема 1.2. В предположениях теоремы 1.1 для всякого 
элемента f eö и любых натуральных пир справедливо нера­
венство 

E n ( f ) ^ C ( p ,  -  1  ) .  

~j tTl ii'+1 
Введем оператор 2  

U r = Ž g ( m h , r ) P h ,  (1.6) 
ft=1 

где для любого натурального k  величина g ( n i h , r )  является ве­
щественной функцией от параметра г. Область определения па­
раметра г обозначаем через в которой фиксируется неко­
торая точка сгущения д. 

Наряду с оценкой (1.5) в работе [3] доказаны некоторые 
оценки порядка приближения операторами (1.6) в случае, когда 
вместо функции g участвует треугольная матрица чисел. Поря­
док приближения оценивается через наилучшие приближения. 

В следующих параграфах изучаются порядки приближения 
операторами (1.6) через модули непрерывности. Операторы 
(1.6) предполагаются такими, что функция g является в неко­
тором смысле аналитической. В качестве применения рассмот­
рим задачу А. X. Турецкого [7]. 

§ 2. Оператор Зигмунда нечетного порядка 

Для установления ограниченности совокупности операторов 
служит ([3], стр. 154) 

U n  — ̂Av(n)Pv  
V—1 

2  Предполагается сильная сходимость ряда (1.6). 
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Лемма 2.1. Пусть элементы Xv{n) вещественной матрицы 
таковы, что 

1 )  Л х ( п )  —  0  д л я  V  ̂  п  +  1 ,  
2) \Лх(п)\ = 0 ( 1 )  равномерно по v и п, 
3) при некотором четном k для v < п имеет место нера­

венство 
Av(n) — ̂ v+l ( W) Яу+1 (^) — Яу+2(^) 

m Äv+i — m\, m f tv+2 — m f t
v+i 

Тогда 
ll£/nll = 0(l). • 

Введем линейное многообразие 3  

1 /t=i J 

Может оказаться, что 23' ф У. Кроме того, если для f е 23' 
обозначим 

. 8=2-1-PJ. (2.1) 
m>h h— 1 

то в общем случае g ̂  23'. Но линейное многообразие 93' обя­
зательно непусто, так как 23W с= 95'. 

Теорема 2.1. В предположениях теоремы 1.1, где s — не­
четное, для всякого элемента f е 93' и для любых нечетных к 
справедлива оценка 

II f Z K
n/|| = Ox,s,m t  "|&>(x+l)s ̂  /, х " I ~t~^H+lCi>(x+l)s я  } j" > 

Ут п+1 1Imn+i 

где элемент g е 95 определяется равенством ( 2 . 1 ) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  У ч и т ы в а я  с в о й с т в о  н о р м ы ,  п о л у ч и м  

ввиду линейности оператора Z x
n  неравенство 

II/ - ZVII <11/- + ||Z« n  (/ - Zx+inf) II + 
+ \\Z"+U-Z"nZ*+U\\. (2.2) 

Если в условии 3) леммы 2.1 взять k = 2%, то получим 
||Z%|| = 0(1). Следовательно, по теореме 1.1 можем первое 
и второе слагаемое правой стороны неравенства (2.2) оценить 
через величину 

Ci(x, S)t»(x+l)s(f, ) > 
ymn+1 

так как к + 1 — четное. 

3  Если nii = 0, то полагаем (mi)-'Pi/ = 0. 
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Рассмотрим третье слагаемое правой стороны неравенства 
(2.2). По определениям операторов Z x

n  и P v  для / еЗ3' имеет 
место равенство 

Z x +V — Zx+1
nZx

nf=mn+rK  ̂  
V=1 

где элемент g" е 33 определяется равенством (2.1). Если 
tn^W n\ то S nt n  — tn  и по теореме 1.1 имеем 

II П1ч 1Р\4п II Ci (k, S) ttln+l^OJhs ̂  tn, ~ ^ , 
V=1 jmn+i 

где k — четное число. Учитывая, что Z x + ,
ng е 23W и к -j- 1 — 

четное число, получим 

l|Z*+V — Zx+1
nZx

nf|KC3(%, s) mn +i<y ( x +i ) s  (zx+ing,-—!—) . 
ymn +i 

Из свойства модуля непрерывности (1.4) следует 

Щк+l)s (Z x+* n£, °) =C'Ci>(x+l)s (gf, °) +CtJ(x+l)s (§" — Zx+*ng, °) ̂  

<<y(x+i)s( g ,  ° )  + C4(x,  S,  mi) | |g — Z^ngll .  

Используя для нормы | |g— Zx + 1
ng"| |  теорему 1.1, получим окон­

чательно 

!|Z x + 1„f Zx+1
nZx

n/| | C5 (%, S, Ш1) Шп+1(У(х+1)8 ̂  ^ • 
yra n_j_i 

С этим все слагаемые правой стороны неравенства (2.2) оце­
нены' и теорема доказана. 

Отметим, что теорему 2.1 для периодических функций дока­
зал М. Ф. Тиман [6]. 

§ 3. Операторы приближения общего вида 

Для точки сгущения ,д области определения   параметра г 
оператора (1.6) фиксируем семейство {У р(р) '• р ~> 0} окрестно­
стей со свойством: для любого С ̂  1 справедливо вклю­
ч е н и е  V p ( C p )  c z V p ( p ) .  Т а к  к а к  т А + 1 ' >  m h ,  т о  V p ( m k + \ )  а  
с =  V p { m h )  и  

l/p(m n +i)c= П Vp(m h ) .  (3.1) 
fe=i 

Для функции 
G ( m h , r )  =  1 — g ( m h , r )  

сформулируем 
Условие А. Пусть существуют натуральное число Я м функ­

ции c v(r), где сх(г) ф 0, такие, что при г е V p(mfe) имеет место 
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разложение 

G ( n t h ,  г )  =  £  c v ( r ) m h
v  

v=X 

с бесконечным радиусом сходимости. 
Введем функцию 

|G|(m Ä,r) = \ c v ( r ) l mhv, 
v=X 

тогда для оператора (1.6) справедлива 
Теорема 3.1. Пусть для функции G выполнено условие А. 

Тогда существует константа С ̂  1 такая, что при || U r\\ = 0(1) 
для всех / е 23 и г е V p(m n+1) имеет место неравенство 4  

||f-t/rfll<|G|(Cmn+1,r)||f-ZVI|. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  е  > >  0 .  Д л я  к а ж д о г о  /  е  2 3  с у ­
ществует t n  е 23< п) так, что ||f —tfnll  ̂  En(f) -)-е. Ввиду линей­
ности оператора (1.6) имеем 

II/ - ад < у/ - /„||+||/„ - ̂n!l+ll l/r(/«- /) IK 
< ( 1  +  | |ад)(£п(/)+е) + Ц5^п | | ,  (3 .2)  

где 

S G n= 2 Ž  G ( m k , r ) P h .  
h=1 

Пусть re y p(m„ + 1). Тогда по (3.1) условие А выполнено, и 
имеем 

°о п оо п / т, XV 
S G n= 21 М Г )  2 j m h X Ph= Cv{ r ) m n+i V  = 

v=>. fe=l v=X ft=l ^ n+l 

= =  2 Cv (f) ИТ-п+Т? (S n  Z v
n), 

v=X 
откуда 

l |S G
n/ n |K |<M r)l m n+i v  | |/ n  — Z y

n t n \ \ ,  (3.3) 
'V=X 

так как при ^ e 23< n> имеет место S n t n  = t n .  
Для оператора Z v

n  имеем 

II t n -Z -n t n  II = II (E -ZK)  (E -Z^n )  ̂ | |<(l + ||Zi n | |) | | t n -Z^n t n  II,  

откуда при г по индукции получим 

IItn  -  ZVnlKCv-Ь I\ tn  -  Z*»U,  

где С ̂  1 + ||Z'nl|. Следовательно, из (3.3) получаем 

IISc n tnIKC-^ IG| (Cm n + l ,  r ) \\ t n -Z\ tn\ l  (3.4) 

4  Здесь a<ß  означает, что a < C ß ,  где С > 0 — некоторая константа. 
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Учитывая неравенства 
E n ( f ) ^ \ \ f - Z \ f \ \  

li t n  - zK t n  ii <Pn-fil+llf-^nfii+\\ZK ( f - t n )  iK 

< (1 • + W Z K W )  ( E n  ( / )  + e )  +  1 1 /  -  Z K f l  

из (3.2) и (3.4) получаем 

II/  -  U r f W  < (CI+C2|G| (Cm n +i, r)) (II/ - ZX
N/|| +s), 

где С, > 1 + liiril и C 2  ^ (2 + ||ZM|)C-\ 
Устремив в последнем неравенстве е к нулю, завершаем до­

казательство. 
Доказанная теорема показывает, что порядок приближения 

операторами (1.6) можно оценить через порядок приближения 
операторов Зигмунда. 

Теорема 3.2. Пусть выполнены все предположения теоре­
мы 1.1, и пусть, кроме того, m n +i/m n  = 0(1) и функция G удов­
летворяет условию А. Если существует функция Ö С 
<  в  ( г )  f  о о  п р и  г  — > -  о  т а к а я ,  ч т о  V 9 ( & ( r ) )  =  и  

\ G \ ( C 6 ( r ) , r )  =0с(1) ,  (3 .5)  

то для всех / <= 23' (при четных As для всех / е 93) и для лю­
бого параметра г имеет место неравенство 

'  c o x s ( f ,  @(r)~ 1 / s), As — четное, 

в, 
+6>(г)й>(я+1) 8(^, 0 ( r ) ~ l l s ) ,  As — нечетное 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  A s  —  ч е т н о е  ч и с л о .  Т о г д а  п о  
теоремам 1.1 и 3.1 получаем 

II/ — U r f \ K \G](Cmn+i, г)ü) x s ( f ,  mn+r i / s), (3.6) 
где re V p ( m n + l ) .  Возьмем теперь для любого параметра г  такое 
натуральное п, что справедливы неравенства 

т п+1^в(г) <т п +2. 

Тогда получаем неравенство 

\G\(Cm n +i,r) <|Gj(C0(r),r) 
и включение 

V p ( ß ( r ) )  c z  V p ( m n + l ) .  

Если г  е V p ( ß ( r ) ), то имеет место (3.6), где в аргументе мо­
дуля непрерывности соотношение m n + 1/m n  — 0(1) допускает 
замену величины m n + 1  функцией в из-за свойства (1.2). Пред­
положения теоремы о функции 6 завершают доказательство при 
четных As. 

Доказательство теоремы при нечетных As проводится анало­
гично, только вместо теоремы 1.1 надо применить теорему 2.1. 
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§ 4. Задача Турецкого 

В классе непрерывных 2я-периодических функций А. X. Ту­
рецкий [7] поставил следующую задачу: для данного метода 
приближения U n  найти класс функций, в котором имеет место 

I I / —  U n f \ \  —  O f { E n  ( / ) } .  
Рассмотрим эту задачу для операторов (1.6). Воспользуемся 

следующими общими теоремами. 
Теорема 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1. Если 

m n +i/m n  = 0( 1), то для f <= s15 и k,n= 1,2, ... имеем 

(Ok s  ( / ,  0 )  SC С,  {En  ( f )  +<$»« i: (mj+1* - m/) E i  ( f )  +^m," | | / | | } ,  
j = l 

где С j ие зависит от n, 6 и f. 
Теорема 4.1 приведена в [4] и доказывается так, как тео­

рема 2.9 из [3]. 
Лемма 4.1. Пусть выполнены условия 'теоремы 1.1. Если 

m l  = 0 и m m +i/m n + l  = Оц(1) (у, = 1,2, ...), то условие 

m"2
1/s 

6 l ' I ̂kr-dt = O f{o> ks{f,ö)} (<$->0) (4.1) 

необходимо и достаточно для того, чтобы имело место 

~ j t  (in j+ i k  -m h )E j ( f )  =  Of {E n (f ) }. (4.2) 
i—i 

Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и  а н а л о г и ч н о  с л у ч а ю  п е ­
риодических функций ([5], стр. 416—417). 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  т п + 2 " 1 ; 8  <  / П п + Г 1 / 8 -  Т о г д а ,  
учитывая соотношение m n + [lm n  = 0(1), из свойств модуля не­
прерывности а) и б) получим 

m n + l
h  

-i/s 1 .ч 
' 2  

J J t a + l  d f >  
m „ + 2 6  J 

б -1/.S 
-ft+l 

—l/S 
mv+i 

71 — 1 /* 
- 2 J  

«*»(•. 0 d < ;  

mn +2Z i  ̂  J_1,. /k s + 1  

"Ч-+2 
-l/s 

mv+l 

1 s'»..(^)/i£r> 
• m n + 2  '  ymv + 2 'm-y; 

1 n _ 1  / 1 \ 

m"+ i  v-i Tm„+ 2  
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Отсюда по условию (4.1) и по теореме 1.2 заключаем 

1 

т пЦ-1 V = 1  

£ (mv+ih  — mv*)£v(f)< 

<  • _ 1  
h . j t  (mv+i f e  — m v

f e )t ihs  (/,  — ) < (üks  ( f ,  -  -— ).  (4.3)  
mn+1 , \ \ ; / 

V = 1  ymv +i ymn + 1  

В теореме 4.1 сделаем подстановки /2/лп (ц = 1,2, ...) и 
<5 m m+\~ ] / s- Тогда по теореме 4.1 в силу (4.3) имеем 

ЦП \1П П 
21 (m v + i

h  — mv
h)Ev(f) = 2J • • • — 2J • • -У 

V—/1+1 V—1 V=1 

z 5* m m +i h  "j (Oks ̂  f, — * ^ Еууп (f) j" ffin+i(Oks ^ ч  У 

У^цп+1 У/Ип+1 

При т ^ п  справедливо E m ( f )  ̂ . E n ( f ) ,  и, следовательно, 

(fflv+i' ž  — /?1\Л) Еу (^) 5-^ En (f) (tn^n+i^ TTl-n+l^) 
v=n+l 

(/) • 
Из этих неравенств получим 

f. (Л > (f. -^L-) - (^)ш,( /. Т^) . (4.4) 

]/т ц п + 1  Ут п + 1  

По свойству модуля непрерывности б) имеем 

о; As 
\ \—f \ т п+1 / V / 

ym n +i ymj 

и ввиду этого из (4.3) следует 

/ 1 \ 1 / 1 \ 
&>Ц />~ (Wv+i f t  — т/)«Ц -.73^1 / = 

Ут ц„ + 1  
ц" + 1  V = 1  ym v + 1  

1 и jn / 1 \ 
=— г-S -S ("W~ т» 6)у»«1 15= 

| i" + ' j- yT^T 
1 M. 

m V-n+1 .  1  

(Ohs ( •, ч  ) ( f^ jn+l k  1)?г+1 / () z 3" 

J _ 1  Ут ) П +1 

>  ( ) * m , (  . ,  )  i  { i  -  ( .  

-fc i- m j" + 1  
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Следовательно, из (4.4) получим 

£.(f)X»W-1) 
V m""+l/ V 

где 

,_ 1  v X 171 j  n+1 '  * 

Так как 1 <C а(/г) f при pi -> oo, то /t можно выбрать так, чтобы 
выполнялось неравенство 

E « ( f ) > a { ß ) ( - ~ - ) h m , ( f , T ^ — ) >  

y/n„+i 

\ т ц 7 1 +1 / X •; / 
Ут п +1 

Но предположение m | j i n +i//n n+i = О ц(1) допускает неравенство 

Е п  {f) s~>o)hs , 7~ZZZT ) ' 
ym n+i 

которое вместе с оценкой (4.3) доказывает лемму. 
Теорема 4.2. выполнены условия теоремы 1.1 ы усло­

вия 1) и 3) леммы 2.1, а для {т п} справедливы соотношения 
т,\ = 0 и m n +ijm n  = 0(1), то для всех f е имеет место нера­
венство 

\ \ f - 2 K ( n ) P v f \ \  <i; (Av(n) - A v +i( « ) ) £ v ( f ) ,  

где Ai (n) = 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  с м .  [ 3 ] ,  с т р .  1 6 1  — 1 6 2 .  
Следующая теорема устанавливает порядок приближения 

операторами (1.6) через наилучшие приближения. 
Теорема 4.3. Пусть выполнены условия теоремы 1.1, функ­

ция G удовлетворяет условию А, а для {т п} справедливы соот­
ношения Ш] = 0, m n +i/m n  = 0(1) и п/т п + {  = 0(1). Если суще­
ствует функция в с 0^@(r) f оо при г —>-о такая, что 
Vp(@( r)= и справедливо (3.5), то для всех f<=$ß и при лю­
бом reSR имеет место 

[«г)] 
l l f  —  U r f  1 1  <  @ ( r ) - K  2  ( m v + i x  —  m v

k ) E v ( f ) .  
V—1 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  ч и с л а  X v { n )  =  1 —  (mv/mn + 1)x  

удовлетворяют условиям теоремы 4.2, то справедливо 

||/ —Z n
x f j | <  rrin+rx ( m v + i x  — m v x ) E v ( f ) ,  

V=1 
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и из теоремы 3.1 получаем 

W f — U r f W  < m n + r l \ G \ ( C m n + i , r )  £  ( m v + i x  — m v
x ) £ v ( f ) .  

v=l 

Используя теперь соотношение (4.5) и предположение о по­
следовательности {т„}, получаем требуемое неравенство. 

Одно возможное решение задачи Турецкого дает 
Теорема 4.4. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и пусть 

функция G удовлетворяет условию А, причем т х  = О и п <( 
<( т п  п. Если существует функция в с О ^ в (г) f oo при 
r-+,g такая, что справедливо (3.5), то для всех удовлетво­
ряющихся условию (4.1) при k = Я имеет место 

II f - U r f \ \  =  O f { E [ e i r ) ] ( f ) }  ( г - , 0 ) .  (4.5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о  у т в е р ж д е н и я  с л е д у е т  и з  т е о р е м ы  4 . 3  
и из достаточности леммы 4.1. 

§ 5. Применения для периодических функций 

Пусть 93 — С 2 л  (непрерывные 2л>периодические функции) 
или ^8 = Ьр 2л (измеримые 2яг-периодические функции, р-ая сте­
пень модуля которых интегрируема) общеизвестными нормами. 

Для каждой [е® определим полугруппу { V x }  соотношением 
Vxf(x) = f(x~\- т). Так как \\V X\\ = 1, то порождающий оператор 
Q  —  d j d x  е с т ь  1 - р е г у л я р н ы й  ( [ 3 ] ,  с т р .  1 3 6 — 1 3 7 ) .  О п е р а т о р  Q  
и м е е т  п р а в ы й  о б р а т н ы й  Q ~ ] f ( x )  =  0 f x f ( t ) d t .  О п е р а т о р  Q *  =  
= e i j l / 2Q имеет область определения 

D ( Q * )  = D ( Q )  =  { f ^ 5 8 : f  абсолютно непрерывна и /' е У} 

и модули собственных значений m n + 1  = п (см. [8], стр. 66). 
Кроме того, как показано в [3], стр. 146, 

Ph+lf = Akf =: 
c i h ( f ) coskx-\-bh(f)sinkx при k=\, 2, 

4-МЛ при k = 0, 

где a k ( f ) ,  b k ( f )  — коэффициенты Фурье функции feS. 
Следовательно, операторы (1.6) являются классическими опе­

раторами приближения, построенные на базе ряда Фурье. 
Теорема 5.1. Пусть функция G удовлетворяет условию А. 

Если существует функция в с 0 ̂  @(r) j оо при r-+g такая, 
что Vf>(@(r))— 91 и справедливо (3.5), то для всех f еимею­
щихся тригонометрическую сопряженную f* е 1 2 я, имеет место 

\ \ f — U  f l i v f 0 ^ '  ~  ч е т н о е ,  
1  ш + i i f ,  в  ( r ) ~ l )  + е  ( r ) < L > x + i ( g y  в  ( г ) - * )  г  Я — нечетное. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  У я с н е н и я  т р е б у е т  т о л ь к о  у с л о в и е  
f* Е Ь 2 п, остальное следует непосредственно из теоремы 3.2. 

Существование сопряженной f* <= £2л означает (см. [5], 
стр. 168), что —bh и a,fe ее коэффициенты Фурье. Но тогда по 
теореме 8.7 из [1], стр. 101, ряд 

™ ük cos kx-\-bh sin kx /ri. £ ~k 
(5Л) 

равномерно сходится. Следовательно, f ^ У и теорема 3.1 при­
менима. Для четных Я условие f* е 1 2 л  излишне. 

З а м е ч а н и е .  В  р а б о т е  [ 6 ]  п о к а з а н о ,  ч т о  т е о р е м а  2 . 1  с п р а ­
ведлива для всех периодических функций f е Ö. Именно, в ходе 
доказательства достаточно предполагать существования функ­
ции g^$B с рядом Фурье (5.1), а не сходимости по норме ряда 
(5.1). Обстоятельство, что ge© имеет ряд Фурье (5.1), следует 
из результатов книги [1], гл. IV, § 11. Тем самом доказана тео­
рема 5.1 для всех /е5, 

Теорема 5.2. Пусть функция G удовлетворяет условию А. 
Если существует функция в с 0^(9 (г) f oo при г^-q такая, 
что V р(6(г)) •= 91 и справедливо (3.5), то для всех f еВ, удо­
влетворяющихся условию 

1 

б'-f = (d-*-0), (5.2) 
6 

имеет место (4.5). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в ы в а е т с я  н а  т е о р е м е  4 . 4 .  
Сравниваем теорему 5.1 с результатом Турецкого (см. [7], 

теорема 1). 
Теорема 5.3- (А. X. Турецкий). Пусть f е С 2 Я  разлагается 

в ряд 

f ( x ) = 2 a h c o s k x  (tt/t^O), (5.3) 
h=0 

сходящийся равномерно для всех х. Если операторы (1.6) при 
г  =  п  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и я м  g o ( n )  =  1 ,  g k ( n )  =  0  ( k  >  п )  и  

(-—) <1 ( k  =  \ , . . . , n )  (5.4) 

при натуральном v, существуют число а ̂  (0, v) и целое m^O, 
такие, что 

( * = 2 , 3 , . . . ) ,  ( 5 - 5 )  

то имеет место (4.5), где в (г) = г = п. 
Покажем, что если G удовлетворяет условию А, то из (5.4) 

и (5.5) при г— 1 <ö <о> следует (5.2). 
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Сопоставление (5.4) с условием А дает v = Я. Если 
( I n  k ) т  

f e l + a  - (Я — 1 <«<Я, m>0), 
то 

(0</3<1, m>0). 

Отсюда по теореме 2 из [7] существует производная /( х - 1) та­
кая, что 

W(p-D, tf)=0/(dP|ln^). 

По свойству модуля непрерывности (см. [5], стр. 116) имеем 

д) = 0/(d x +P - 1  |ln <У| т). 

Полученный модуль непрерывности удовлетворяет при 0суЗ < 1 
условию (5.2). 

При помощи условия А обобщаем теорему 5.3. 

Теорема 5.4. Пусть для f е С 2 л  имеет место (5.3), суще­
ствуют число ае(0,Я) и целое m ̂  О, такие, что справедливо 
(5.5). Если G удовлетворяет условию А и существует функция 
6 с О^в(г) f oo tipu г —>• о такая, что справедливо (3.5), то и 
справедливо (4.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р е ж д е  в с е г о  о т м е т и м ,  ч т о  д л я  п е ­
риодических функций теорема 3.1 верна с константой С= 1 
(см. [2], неравенство (2.2)). Таким образом, из теоремы 3.1 
следует 

\ \ j - u r f \ \ < \ a \ ( n , r ) \ \ f - z \ j \ \ .  

Так как оператор Зигмунда удовлетворяет условиям теоре­
мы 5.3, то получим 

I I / - U rf\\ = Of{\G\(n, r)En(f)}. 

Положим п = [@{г) ] и учитывая предположение (3.5), полу­
чаем требуемое утверждение. 
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LÄHENDAMIS KIIRU SEST BANACHI RUUMIS 

A. Kivinukk 

R e s ü m e e  

N. Kuptsov [3] tõestas lähendamisteooria põhilised otsesed ning pöörd-
teoreemid Banachi ruumis, kus tegutseb tugevalt pidev operaatorite poolrühm. 

Käesolevas artiklis on Banachi ruumis defineeritud lähendamisoperaatorid 
(1.6) ja tõestatud nende operaatorite lähendamiskiiruste hinnangud. Tõestustes 
kasutatakse operaatorite (1.6) koonduvustegurite g teatud mõttes analüütilisust 
ja lähendamisteooria põhiteoreeme. 

UBER DEN APPROXIMATIONSGRAD IM BANACHRAUM 

A. Kivinukk 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

N. Kupzow [3] bewies die Grundsätze der Approximationstheorie im Banach-
raum, wo die stänke stetige Operatorenhalbgmppe verfährt. 

Im vorliegenden Artikel sind die Approximationsoperatoren (1.6) im Banach-
raum definiert. Für die Operatoren (1.6) beweist man die Abschätzungen des 
Approximationsgrads, wenn in (1.6) die Konvergenzfaktoren g in gewissem 
Sinn analytisch sind. 
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О МНОЖИТЕЛЯХ ПОЧТИ СУММИРУЕМОСТИ ТИПА (Л, Л) 

В. Соомер 

Кафедра математического анализа 

§ 1. Введение 

Пусть Л = (a n k) — метод суммирования, переводящий по­
с л е д овательность х = {Xk} в последовательность 1  Ах = {у п} с 

уп z =  qnhxk- (1) 

Обозначим через с, f и т соответственно пространства схо­
дящихся, почти сходящихся и ограниченных последовательно­
стей; через Ca — поле суммируемости и через /А — поле почти 
суммируемости метода А, т. е. 

f A = { x :  A x ^ f } .  

Напомним, что последовательность х является почт сходя­
щейся к числу s тогда и только тогда, когда 

f-lim x — s, 
где 2  

\ п + р 

f-\imx=u-\im—— У] x t. (2) 
» р+ 1  i=„ 

Метод Л называется почти регулярным (см. [7]), если cczfA 
и  f - l i m А х  —  l i m х  д л я  л ю б о й  х е с .  

Последовательность е — {еп} называется мультипликатором 
множества f A[}m или множителем почти суммируемости типа 
(Л, Л), если ex = {shXh} ̂  f а 0 пг для любой х = {x h} ̂  f A(] пг. 

Обозначим множество всех мультипликаторов некоторого 
множества К через 9№(/(). 

1  Для краткости обозначим 2  и lim соответственно через 2  или 2 k ,  

и  l im  или  Игл«.  

2  Через u-lim f ( n ,  р )  обозначен предел lim P f ( n , p ) ,  равномерный отно­
с и т е л ь н о  п .  
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Если А  — метод типа с—>-/, f т. е. с  cz /А, И s  ̂  M ( f A  [ }  t n ) ,  
то метод C-(Cnk), где с п к  = еиа пи, также должен быть мето­
дом типа с —*- /, т. е. должен существовать предел /-lim Uh a nh£k 
(см. [7], теорема 3). Следовательно, Wl(f A  П tn) с= /А П tn. 

Последовательность х называется сильно суммируемой мето­
дом А к числу а, если 

limn \cLnk\ \xh — a\ = 0. 
к 

Аналогично введем понятие сильной почти суммируемости. 
Последовательность х назовем сильно почти суммируемой 

методом А к числу а, если 

/-lim \ апк\ Iх к  — «| = 0. 
к 

В статье рассматриваются почти регулярные матричные ме­
тоды, удовлетворяющие следующему условию: 

( а ) :  для любой последовательности {$ т} с 0 < < ? т ^ 0 ,  най­
дется последовательность натуральных чисел {Л(т)}, такая, что 

•oo j n+m 

&ih\ Õrn-

к=Цш) m+ 1  i=n 

В § 1 доказан аналог теоремы Мазура—Орлича—Брудно, 
при помощи которого в § 2 показано, что мультипликаторы мно­
жества /А П m сильно почти суммируемы, если a nh ̂  0, п, к — 
= 0,1, ... -

В § 3 доказывается, что Ш ?(/А П т) является пересечением 
множеств множителей суммируемости некоторых типов. 

Ниже используем следующие теоремы из работ [5,7]. 
Теорема 1. Матричный метод А является почти регулярным 

тогда и только тогда, когда 3  

/-lim a nh= а/, = 0, (3) 

f - l i m ^ a n h = l ,  (4) 
h 

J £ \ a n h \  =  0 ( \ ) .  (5) 
h 

Пусть 
/о— {x <= /, /-limx=0}. 

Теорема 2. Почти регулярный метод А является методом 
типа m /о, тогда и только тогда, когда 

1  п + р  

M-lim ——г I = (6) 
f „ P+1  i=„ 1 

3 Во всей статье свободные индексы принимают все значения 0, 1, .. 
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Теорема 3. Пусть @ — семейство всех сильно регулярных 
матриц. Имеет место равенство 

аад= л Щ с А ) .  
Лев 

Теорема 4. Пусть А — регулярный метод с a nk ̂  0. После­
довательность х е ÜOZ(CATl т) тогда и только тогда, когда она 
сильно А-суммируема. 

§ 2. Аналог теоремы Мазура—Орлича—Брудно 

Распространим известную теорему Мазура—Орлича—Брудно 
о совместности регулярных методов на множестве ограниченных 
последовательностей на множество /а Л т -  Для этого нам нужна 

Лемма 1. Если А и В — почти регулярные методы, удовле­
творяющие условию (а), почти суммируют ограниченную по­
следовательность {х й} к различным значениям, то существует 
ограниченная последовательность, почти суммируемая мето­
дом А, но почти не суммируемая методом В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  ( a n k )  и ( b n h )  — соответственно 
матрицы методов А и В. Обозначим 

ч 
1 п+р I п+р 

cipkn =  —— У! aih. = - • — У! bih. (7) 
P I 1 Pr 1 r 1 i=n r 1 i—n 

Не ограничивая общности, можем считать, что 

/-lim А п(х) =lim а р к пхь=0, 

/-lim В п  (х) = lim ßpknxk = 1. 
р h 

Так как методы А и В почти регулярны и выполнено усло­
вие (а), то мы можем выбрать последовательность {^ р} с 
0 <С õp-+0, последовательность натуральных чисел {/?;} и цело­
ч и с л е н н ы е  н е у б ы в а ю щ и е  ф у н к ц и и  н а т у р а л ь н о г о  а р г у м е н т а  Л ( р )  
и ß(p), удовлетворяющие условиям 

ЧР )  ЧР )  

|'0!pfcn| ̂  Õ P ,  \ßphn\  ̂  Õp, (9) 
k=l h—l 

]'ßpftn| ^Õp, |/?pftn| 5-^ Õp, (10) 
fc=H(p) Ь=ц(р) 

причем Ä(pj) = pi(pj— 1), /=1,2,3, .... 
Построив теперь последовательность z = {zk} таким же об­

разом, как это сделано Питерсеном ([1], стр. 367, 368), можно 
на основании условий (9) и (10) показать, что /-lim А п  (z) = 0, 
а предел /-lim B p(z) не существует. 
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Из леммы 1 непосредственно следует 
Теорема 5. Если А и В — почти регулярные методы, удов­

летворяющие условию (а), и /А П m  cz f B  П tn, т° для любой 
х GE fа [} m имеет место равенство /-lim Ах = /-lim Вх. 

§ 3. Мультипликаторы множества fA П m  и  сильная почти 
суммируемость 

Теорема 5 дает нам возможность доказать, что 
ex->/-lim А (ех) является мультипликативным оператором, если 
X <= / А П tn И £(=Ш (/ А П tn) . 

Теорема 6. Если последовательность e^M(f A  0 m), то для 
любой х (Е5 Ja П tn имеет место 

/-lim А (ех) = /-lim Ае • /-lim А (х). (11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1 )  П у с т ь  / - l i m  As Ф 0. Построим мат­
рицу В = (buk), положив b n h  = a n hE k/f-\[mAs. Ввиду почти 
регулярности метода А, метод В будет также почти регулярным. 
Следовательно, если х (= /А Г) т, то ex ее f а  Г) т, т. е. 

Вп ( х )  =A n(ex)//-lim Ae. 

Тогда XG/ВП^ Итак, доказано, что /А П т  с= f B  П tn. Теперь 
из теоремы 5 вытекает, что 

/-lim Ax=/-lim Вх = 
= /-lim А (ex) //-lim Ae, 

и, значит, 
/-lim A (ex) =/-lim Ах • /-lim Ae 

2) Если /-lim Ae = 0, то выберем b nh = ünkSk + а пи-

Методами, развитыми Хиллом и Следдом [5] для исследова­
ния мультипликаторов множества с а Л ш, можно исследовать и 
мультипликаторы множества /А Л tn. Для этого докажем сле­
дующие предложения. 

Лемма 2. Пусть е  е  Ш ( / А  Л  tn) и X — компактное множество 
вещественных чисел, состоящее из замыкания области измене­
ния последовательности е и из точки /-lim Ae. 

Если F — непрерывная функция с вещественными значения­
ми на множестве X и y h  = F (еь), то у е (/А Л т), и для любой 
z €= f а Л tn имеет место 

/-lim A (yz) =/-lim Az-/ 7  (/-lim Ae). (12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  т е о р е м ы  4  с л е д у е т ,  ч т о  

/-lim A (ze n) =/-lim Az- [/-lim Ae] n  

для любой ГЕ/ АЛ"1 и е Е 9ГО(/А Л ^). Значит, теорема верна, 
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если F — многочлен. Но, так как /-lim Az непрерывна в про­
странстве т с нормой ||z| | = sup/t\zh\ (см. [7]), то из теоремы 
Вейерштрасса о приближении непрерывных функций многочле­
нами и вытекают утверждения теоремы. 

Охарактеризуем теперь мультипликаторы множества /А Л Т  

* при помощи сильной почти суммируемости. 
Теорема 7. Пусть метод А таков, что а пи ̂  0. Если е е 

Е 9ГО(/А Л т), то последовательность Е сильно почти суммируема 
матрицей А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  в ы т е к а е т  и з  т е о р е м ы  7 ,  п о л а г а я  в  н е й  
F(t) — \t\ и ZFT — 1. Если е е Щ/А Л ̂ ), то е е [А Л и и 

/-lim J£a nh(eh — /-lim Ae) =0. 
/г 

На основании леммы 2 получим, что 

/-lim ßnft |ek — /-lim Ae| = 0. 
k  

Обозначим через Л/ множество всех натуральных чисел. 
Имеет место 

Теорема 8. Если А — почти регулярный метод с а пп ̂  0, то 
ограниченная последовательность х является сильно почти А-
суммируемой к числу а тогда и только тогда, когда найдется 
множество Z с= N, такое, что характеристическая функция %z\x 
почти А-суммируема к нулю и 

lim Xk —-a. 
heZ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Д о п у с т и м ,  ч т о  
у с л о в ия т е о р е м ы  в ы п о л н е н ы .  П у с т ь  Х \  =  { х 1 ^ }  =  % z - x  и  х 2  =  
= {x 2h} = XN\Z- Х. Тогда Х = Х {-J-Х 2  и 

ŽJcink \xk — a\— J£\x lk — a\+ \x2h — a\. 
k fteZ k<^N\Z 

По теореме 1 матрица { a n k% z  ( k ) ) является матрицей типа 
Со-^/о, а матрица (a nhXN \z (k)) удовлетворяет условиям теоре­
мы 2, т. е. является матрицей типа m —/0. Так как 

lim ( x x
k  —  a )  =  0, 

FC<=Z 

а последовательность {x 2k — a}em (  то 

f - \ im  ̂  a n h \ X k  —  «1 = 0. (13) 
it 

Н е о б х о д и м о с т ь .  Д о п у с т и м ,  ч т о  р а в е н с т в о  ( 1 3 )  в ы п о л ­
нено. Определим множества Е(г) следующим образом: 

E ( r )  =  { k ,  \ x h  —  a \ ^ \ f r } ,  
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тогда, учитывая формулы (7), 

№ркпХЩг){.Ь-) ̂ ^ ̂  dphn I%h — «j, 
ft k 

откуда для любого г = 1,2, ... 

/"lim a nkXE(r)(k) =0. • (14) 
л 

Из-за почти регулярности метода А и условия (а) можно вы­
брать последовательности {m r} и {/? г}, такие, что 

lim r  шах ( сс Ркп~{~ cipkn) — 0 
P r < p=cp r + 1  к<т г  к>т г + 2  

равномерно относительно п. Из (14) вытекает, что 

lim rmax^apft^E(r+i)(/?) =0. 
Р>Р Г  K 

Пусть теперь 

F r= {k е Е(г); 

тогда yv\Z = [j F,-. Если p r  ^ р ̂  р г + ь  то 

c cphnX N \ z  ( k )  ̂  a P hn- \ -
к k<m r  

+  C l p h n ^ r C L p h n % E ( r + i ) { k )  •  
k>m r+2  It 

Значит, 

ft 
Если теперь k  e Z и т г ^ к ^  r n r + 2 l  то |x h  — -a| С 1 /г, т. е. 
lim J X/i — aj = 0. 
FTEZ 

В частном случае, когда Л = Е и 9J£ (/а Л т) = из тео­
ремы 8 вытекает результат о мультипликаторах пространства f, 
доказанный Чинг Чоу [3]. 

§ 4. Множество Ж(7а П ^0 как пересечение множеств множи­
телей суммируемости некоторых матричных методов 

Пусть Л — почти -регулярный метод, з Ж — семейство мат­
риц Т = (tph), где tpk = >a Vkn при некотором п. 

В статье [2] была доказана следующая 
Теорема 9. Имеет место равенство 

/А= П °т- (15) 
тев\i 
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Оказывается, что аналогичный результат можно получить и 
для  множества  !Щ /А  П  т )  •  

Теорема 10. Пусть метод А почти регулярен и удовлетворяет 
условию а Пк ̂  0. Тогда 

m ( f A ( ) m ) =  Л Щс г  Ilm). (16) 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  3 ,  
но мы используем полученные результаты о множестве 
Ш([ А  Л т) и теорему 9. 

Докажем, что 
Щ/ АЛт)<= Л Ш ( с т ( ] т ) .  (17) 

Действительно, если х <= Ш({ А  Л т), то на основании теоремы 4 
она сильно почти Л-суммируема и тогда из теоремы 8 вытекает 
существование такого числа а, что 

lim \Xk — <z]=0, 
LIEZ 

и XN \Z  почти Л-суммируема к нулю. 
Из (15) вытекает, что X N \ Z  является Г-суммируемой к нулю, 

а из-за положительности Т эта суммируемость сильная. Но тогда 
х сильно Г-суммируема к числу а (см. [5], теорема 4.1), и из 
теоремы 4 будет вытекать, что х е Ж(с г  Л т) для любого Т el, 
т. е. условие (17) выполнено. 

Пусть 
х е  Л  Щ с т  Л  т )  

ТеС 

и у е /л Л т- Так как ввиду теоремы 9 для любого Т е :Z, 

/а Л m <= ст Л т, 
то для любого Г <= £ 

ху е  с т  Л  т -

Следовательно, 
х г / е  Л  ( c T ( ] m ) = f A i ] m ,  

ГеС 
т. е. хё1(/аЛ^)' Мы получили, что 

Л Щсг Лт)с=<Ш(/ АЛт). (19) 

Из условий (17) и (19) теперь вытекает условие (16). 
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PEAAEGU SUMMEERUVUSTEGURITEST TÜÜPI (А,А) 

V. Soomer 

R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse jada-jada teisenduse (1) kujul antud maatriksmenet-
l u s i .  J a d a  x  —  { x s }  n i m e t a t a k s e  p e a a e g u  s u m m e e r u v a k s  m e n e t l u s e g a  A —  ( a n h ) ,  
kui jada Ax = {</„} on peaaegu koonduv, s. t. kehtib tingimus (2). Kõik 
maatriiksmenetlusega A peaaegu summeeruvad jadad moodustavad menetluse А 
peaaegu summeeruvusvälja, mille tähistame /А. 

Juhul, kui menetlus A rahuldab tingimust (a), on leitud tarvilikud ja pii­
savad tingimused, et kompleksarvud en  oleksid hulga /А П tri multiplikaatorid, 
s. t. EX = {SKXH} e fa (1 tn iga x<=f A_C\m puhul. 

Teatavate lisaeelduste puhul on tõestatud Mazur-Orlicz-Brudno teoreemi 
analoog. On näidatud, et hulga /А л m multiplikaatorite hulk on teatavate sum-
meeruvustegurite hulkade ühisosa. 

ON ALMOST SUMMABILITY FACTORS OF (A, A) TYPE 

V. Soomer 

S u m m a r y  

In this note are considered sequences-to-sequences summability methods. 
The sequence X = {XA} is called almost summable by the matrix method A = 
= (а„к), if the sequence Ax defined by (1), is almost convergent. The set 
of all sequences which are almost summable by method A, is called the almost 
s ummab i l i t y  f i e l d  o f  me thod  A  and  i s  o b s e r v ed  b y  f  A .  

In the case (a) is fulfilled, the necessary and sufficient conditions for 
multipliers of /а л m are founded. 

In § 4 it is shown, that the multipliers of /А л tn are the intersection of 
summability factors of certain matrix methods. An analogue of well known 
Mazur-Orlicz-Brudno theorem is proved. 
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К ВОПРОСУ ОБ Г-КРАТНОЙ СВЕРТКЕ МЕТОДА (С, 1) 

Д. Коган 

Свердловский государственный педагогический институт 

§ 1. В работе [6], стр. 209, был введен метод суммирова­
ния (С, 1)/* следующим образом: пусть дан ряд 

( 1 . 1 )  
п=0 

~ J" d(o\ J" d(ü2 • • • J* ( W/i) d(i) r, 
W  0 0 0 Ь<Сй,+й) 2+.. ,+(0 r  

где со — любое положительное число; если существует конеч­
ный 

lim T(o = S, 

то будем говорить, что ряд (1.1) суммируем методом (С, 1)/* 
к S. Этот метод является интегральным аналогом для г-кратной 
свертки метода (С, 1), которая изучалась в [8]. Перечислим 
некоторые результаты, полученные в [6], стр. 210—214. 

Пусть / 2 л  — класс вещественных 2я-периодических ограни­
ченных функций, интегрируемых в промежутке [—л, я] по Ле­
бегу, a LJ r )(f\x) означают (С, 1)/-средние для ряда Фурье 
функции f. Отметим, что LJ~ ]) представляет собой известный 
оператор Фейера ([5], стр. 155). 

Лемма 1.1. Если f <= / 2 л, то 
•Cüt . <i)rt 

j? sin7"-—-sin-—-
L J * H f ; x ) = - ^ r J  f ( x + t )  —  d t .  (1.2) 

Имеют место следующие свойства оператора LJ rh 

I. L C Ü< r)(cos /; х) = ( 1 leos х при любом со > 1; 
\ 0 ) г - Г \  / 

II. L J r ) ( s i n  t \  х )  = ̂ 1—— -  ̂  j sin х при любом <у >> 1; 

III. LJ r~>(1; х) = 1 при любом о > 0. 
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В работе [6] изучались приближения 2л-периодических 
функций линейными операторами L^ r\ Целью настоящей статьи 
является продолжение изучения свойств метода (С, 1)/*, кото­
рый в дальнейшем для краткости будем обозначать через С^ г\ 

§ 2. Метод Сг ( г )  можно представить (см. [2], стр. 9) как пре­
образование ряда в последовательность или как преобразование 
последовательности в последовательность, определенные соответ­
ственно матрицами (а т п) и (а т п). Определим матрицу ,(%„). 

Лемма 2.1. Матрица (а т п) имеет следующий вид: 

dmn (р 

где 

< p { t ) =  <  
1 

О 

( - ) • '  \ m / 

7Г -S.  ( -^(041-*) '  
it 

при 

при \t\>r. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  f  е  / 2 Л  И 

c he i h x  (1.3) 

является ее рядом Фурье. Рассмотрим lj r\ В силу, леммы 1.1 
можно записать 

L mW(f; х )  = w  / /(ы)/([<у (ы — х) ]d«, 

где 

К ( х )  =  

Теперь введем функцию 

_ . X . гх 
2 r  sin r  — sin — 

лх г + 1  

< p ( t ) =  f  к ( x ) e ~ i t x  d x ,  (2.1) 

которая с точностью до числового множителя представляет пре­
образование Фурье функции К. Вычислим интеграл, стоящий 
в  п р а в о й  ч а с т и  р а в е н с т в а  ( 2 . 1 ) .  М о ж н о  з а п и с а т ь ,  ч т о  ( p i t )  =  
= <p\(t)i,+ <p 2(t), где 

«<"ЧгЛ ̂ ) '  
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Используя известные формулы ([3], стр. 470—472): 

y / s i n x y  s i n ^  r f  л  
» \ х 1 х 2 

при b  ̂  г ,  

Л sin х V sin агх , 
-j-) ~i— d x= 

и 

=Т['-^Г7Г 2 (-\)i r
k){r-ar-2ky] (2.3) 

0<h<r(l-a)/2 

при 0 < а ̂  1, получаем 

?>(0 = 1-тг JS (-')"(') (|<|-fe) r  (2.4) 
• 0<fc«£|t| 

при 1^1 < г 12. Используя также формулы (2.2) и (2.3), убеж­
даемся, что 

2  ( - \ ) « [ r ) ( r - \ t \ - k y  (2.5) 
0<A<r- | f ]  

при г  1 2  < !^| ^ г; причем <p(Y) = 0 при ,|/| > г и <p( t )  =  1/2 при 
]й| = г/2. Покажем, что <р(^) можно записать одной формулой 
(2.4) при \t\ ^ г. В сумме, стоящей в правой части равенства 
(2.5), сделаем подстановку г  — k  = /; тогда при r / 2< . \ t \ ^ r  
имеем 

*>(0 = 1--^ 2 <—i) J(0 (|<|-У)'. 
0<j<|f| 1  

Мы здесь учли, что * 

i;<-i) j(^) (j<|—;)'=4'</=ri, 
j=0 ' 

где у = x r  и х = —j /J. Итак, используя, что при |^| — г/2 

1— 2 <-i)»(I)(!'l - ^ r = T '  

получаем, что имеет место формула (2.4) при ^ г. Чтобы 
в дальнейшем применить теорему Харди—Юнга ([1], стр. 141), 
надо доказать, что К имеет ограниченную вариацию на всей 
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оси. В силу того, что К является четной функцией, достаточно 
доказать, что она имеет ограниченную вариацию на положи­
тельной полуоси. Существует конечный промежуток [0, d], где 
К монотонна. Следовательно, в промежутке [0, <?] она имеет 
ограниченную вариацию. Теперь покажем, что К имеет огра­
ниченную вариацию в промежутке [d, +00). Имеем 

K( x )  =  fK ' ( t ) d t ,  
6 

причем 
со оо сю 

I W M \ d x ^ c , j ^ r + c 2 J ^ r = o ( i ) .  

Остается применить известную теорему (см. [7], стр. 77—78). 
Итак, К имеет ограниченную вариацию на всей оси. Используя 
теорему Харди—Юнга и четность функции К, получаем, что 

п Г 

х) = lim ^ ChCo J К[со(и — х) ]e i h u  du = 
7i->00 k=—n —OO 

n l k \ 00 / k \ 
= lim У] (p\ — )che ihx= cp\ —) cke ihx. 

• \ CO / , \ CO '  71-+00 k——n h~ — 00 

Пусть (о = m, где tn — любое натуральное число. Тогда 

тг / Ь \ 
V(f; *) = 2<Р\— fCke'K". 

Итак, лемма доказана. 
З а м е ч а н и е  2 . 1 .  П р и  г  =  1  и м е е м  

1   1 при \ k  \ ^ т  
т 1 1  

О при \kV>m, 

т. е. получаем известную матрицу для (С, 1). 
З а м е ч а н и е  2 . 2 .  М а т р и ц ы ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е  м е т о д а м  

и r-кратной свертке для (С, 1), введенной в работе [8], не со­
впадают. 

Лемма 2.2. Матрица (атп) является регулярной. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о в е р и м  в ы п о л н е н и е  у с л о в и й  р е г у ­

лярности (см. [2], стр. 17). Пусть г > 1. Во-первых, 

lim I  \ n\ r \  a m n= Hm \ 1 у^7/ ~ 1 
• т .—>оо ' i */ fr 
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при любом \п\ — 1, 2, ... . Теперь покажем, что второе условие 
регулярности также выполняется. Если воспользоваться инте­
гральной формой для cp(t), т. е. учитывая, что 

/  п \  1 , 1  Г sin rx . / „ 2п \ , 
<Р\  — )  = ~ ^ ~ \  /  — - —  s i n  г  I  1  I  х  d x ,  
\ т ' 2 л J

Q  x r + 1  \ тг ' 

получаем 

™ г, Л  . ™ 2 Г sin rx . X' / 2м+1 \ 
2  \ Л а тп = JEJ— / —-Г-sin — cost г  •) XÜ?X SC  

1 1 
Л  я i x r + l  m x m / n=0 n=0 0 

н; 2 Л sinx r  , _ / 1 x  < у / d*=0(l). 
n  лт I x n=o о 

Теорема 2.1. Для методов C/ r )  w Чезаро [С, г), где г — на­
туральное число, имеет место совместное включение 

С*<г)=э(С, г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  л е м м ы  2 . 1  с л е д у е т ,  ч т о  а т п  = О 
при \tiI > тг, т. е. матрица (а тп) конечнострочна. Рассмотрим 
матрицу (атп), где 

&тп = =  ßynn 01m,n+l 

Очевидно, что o m, n  = 0 при я > тг. Методы, определяемые 
матрицами (а т п) и (а т п) равносильны ([5], стр. 141 —142). 
Для доказательства нашей теоремы применим теорему Кука 
(см. [8], стр. 88). Остается показать, что 

(2.6) 
171=0 

где М — постоянная, не зависящая от т. Воспользовавшись 
интегральной формой для элементов матрицы (а т п), полу­
чаем 

2 Г sin r  х . х / 2n-\-l \ , 
а т п——/ — sin — cost г Iхdx, 

л J
0  x r + 1  т \ т / 

ввиду чего можно записать 

А га т п= У! ( 1)^ ̂  ̂  Ia m,n-\~k = =-

s i n r  (-md) cos[ r  - w>+ 1  ]x d x. 
л  J

Q  xr+! /t\ k >  L m  J 
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Используя тождество 

± , - _ 1 й и ± 1 ] „  
h~0 

= Re £ (-1)»( [ ) exp [ г - ̂±i>+_!] ж/, ,2.7) 

получаем 
Unn (*) = 2 r  Re {i r[cos (mr — 2n — r — 1) x/m-f-

-j- i  sin (mr — 2n  — r  — 1 ) x / m ] }  sin r  x / m ,  

где через l m n(x) обозначена левая часть равенства (2.7). Сле­
довательно, 

Unn ( х )  = =t2 rsin ( т г  — 2 п — г — 1) х/т • sin r  х/т 
или 

Unn (*) =±2 r  cos (тг — 2 п  —  г  —  \  ) x / m - s \ n r  х / т  
в зависимости от г. 

Пусть 
l m n ( x )  = 2 r  sin ( т г  — 2п — г— l)x/m-sin r  х/т, 

тогда 

2 r + 1  Г sin r  х sin' + 1  х/т • sin (mr — 2ti — г—1 )x/m , 
A ramn— ——dx. 

л * . x' + i  

Сделав в интеграле подстановку х / т  =  и ,  получаем 

2 r + 1  Г sin rmw-sin r + 1w-sin[r(m—1) — 2п—1 Ли , 
A ra m n  = -I тг) —du. 

TT tn1 J //'+1 

Отсюда 
лт' о 

j  \A ra r  

I / 2 r + 1  f 1 sin и 
1 ' лт г  / 1 и 

r+l 
d u -

tn 1  

где I — постоянная, не зависящая от т. 
Итак, 

А га т п  = 0 (т- г). (2.8) 

В остальных случаях доказательство оценки (2.8) аналогичное. 
Так как а т п  является полиномом порядка г относительно п, то 
а т п  представляет собой полином порядка г—1 относительно 
п при (р — 1)т < п < рт, где р — 1, 2, ... , г. При 
п > тг имеем а тп — 0; в остальных случаях а т п  — полином 
не более r-го порядка относительно п. Отсюда вытекает, что 
А га т п  может быть отлично от нуля только при конечном числе 
значений п—Ш\, п 2, , ti s, где s не зависит от tn, причем 
r t j  =  с  j m , +  d j  ( j  —  1 , 2 , . . .  ,  s ) ,  г д е  c u  c 2 ,  . .  .  ,  c s ,  d x ,  d 2 ,  . . .  ,  d s  

— постоянные, не зависящие от т. Следовательно, учитывая 
оценку (2.8), получаем (2.6). Итак, теорема доказана. 
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Лемма 2.3. Если f е / 2 л  и (1.3) — ее ряд Фурье, то 
2л 

  
WSS~2 l-I ̂ 4f;x)e-**dX=ch(l r [ m r /  

при \k\ ̂  m. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  У ч и т ы в а я  ( 1 . 2 ) ,  а  т а к ж е  и з м е н я я  

порядок интегрирования и проводя замену переменной, полу­
чаем 

2л оо 

1 

2я „ 

где 

JL m*Wx)e-»*dx=^ J s i n - » - s i n r » . c o s 2 ^ / m  du= 

= wi+w2, 

•  ^7 _  gft f (  sin« у sin(r+2fe/m)M 
я * \ и J и 

w  =_£ä f / sin ц у sin (г — 2k/m) и ̂  
2  я ~ \ и / и 

Из доказательства леммы 2.1 следует, что 

.*-<*.(•£), w,=cm(±). 

Следовательно, 

=«*(•£)• 
При \k\ из леммы 2.1 следует, что 

4i) {  \kV 
m / r\m T  

Теорема 2.2. Если f G / 2 я  м L m^(f; х) —/(*) = o(l/ m r )  р а в ­
номерно по х, то f(x) !== const. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У ч и т ы в а я  л е м м у  2 . 3 ,  м о ж н о  з а п и с а т ь ,  
что 

2л 

~/ [fW - £««(/; *) К""^=-^ L  (2.9) 

при i|&|. ^ m .  Так как f ( x ) — L m W ( f ; x )  • =  o(l/m r) равномерно 
по х, то получаем 

2л 

Н т™2я" f m r U ( x )  — Lrn{r4hx)]e~ ihxdx=0. 
mr+oo О 

Следовательно, на основании равенства (2.9) имеем = 0 при 
любом k Ф 0. Отсюда следует, что /(*) == с 0. 
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Следствие. Если f(=I 2n и f(x) Ф const, то (С, Л) ̂ -средние 
ряда Фурье функции f не дают приближение порядка o(mr r). 

§ 3. Интеграл в правой части равенства (1.2), который обо­
значим теперь /(о(/;х), имеет смысл при более общих предпо­
ложениях, чем те, которые были нами сделаны ранее. Пусть" 
L (—oo,, -f-oo) — класс всех измеримых на оси функций f, для 
которых существует конечный интеграл Лебега 

_ 7 \ f ( x ) \ d x .  

Пусть 
g ( x )  =  ( \ + \ x \ r+1)- if( x ) ,  

Ясно, что, если f измерима на оси и g е L(— o o ,  o o ) ,  то интеграл 
/ w(f; х) существует. 

Рассмотрим теперь более общий оператор G M, где при 
i6tj >> О 

G w ( f - , x ) = < o J f ( t )  K [ ( o { x  —  t ) ] d t ,  (3.2) 

причем будем предполагать, что ядро К удовлетворяет следую­
щим условиям: 
а) К ( - х )  =  К ( х ) ,  <  

б) / K { x ) d x —  1, 

в) К ограничено в промежутке —1 ^ х ̂  1, 

г) х г + 1К(х) ограничено на всей оси, где г — натуральное 
число. 

Очевидно, что если f — измеримая на оси функция и g <= 
е L (—oo, оо), то интеграл (3.2) существует для любого ы >> 0. 
Ядро оператора / ш  удовлетворяет вышеуказанным условиям. 

Теорема 3.1. Пусть измеримая на оси функция f удовлетво­
ряет условию g е L (—оо,  оо) .  Тогда 

1) если 

f ( x - \ - t ) - { - f ( x —  t )  
lim 
Zt->0 

где h > 0, то 

™т/1' 2 

lim G a ( f \ x ) = s ;  

d/|=0, 

2) если f(x) непрерывна в конечном интервале (a,ß), то 

l i m  G w ( f \ x ) = f ( x )  

равномерно в любом замкнутом интервале [а,Ь] а (а, ß). 
Д о к а з а т е л ь с т в о  п р о в о д и т с я  а н а л о г и ч н о ,  к а к  в  т е о ­

реме, доказанной в [1], стр. 145—147. 
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MENETLUSE (С, 1) KORDSEST KONVOLUTSIOONIST 

D. Kogan 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis uuritakse menetluse С^ г~> omadusi, mis on töös [8] 
käsitletud menetluse (C, l) r* integraalile analoog. 

ABOUT r-MULTIPLE CONVOLUTION OF THE (C, l )-METHOD 

D. Kogan 

S u m m a r y  

In the present paper we consider properties of the Cj< r>-method, that is 
the integral analogy of the (C, l) r*-method, which has been considered [8]. 
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СУММИРУЕМОСТЬ ФОРМАЛЬНОГО УМНОЖЕНИЯ РЯДОВ 
МЕТОДОМ РИССА 

Н. Веске 

Кафедра математического анализа 

Пусть даны ряды 1  

%и п  ( 1 )  
и 

Vn. (2) 
Составим по правилу Коши ряд-произведение 

w n ,  ( 3 )  
где 

п п 
Wn = =  JŽj  Uk^n—/t== U-n—hVk-

Ä—0 h—O 

Подчиняем ряд (1) некоторому ограничению и оставим почти 
произвольным ряд (2). Ищем условия для I п и, чтобы ряды 
(1) и (3) были одновременно сходящимися или суммируемыми. 

Обозначим 

U n = J E u k ,  V n =  2  v k >  W n =  J g W h .  
k=0 ft== 0 h=0 

Тогда 
n h nn n 

Wn = =  ,J»J Wvfft—v= :  Jjjj Mv Jjžj Vk—V'^ UyVn-v-
h—O v=0 v=0 h=?v v=0 • ч J 

Пусть В — (bnh) — матрица преобразования последова­
тельности в последовательность разрывного метода Рисса 
(R*,Ä,ß), т. е. В — треугольная матрица 2  с 

bnh = =Af nh, fnh z =  (1 Яд/Лп+l) 
где Я = { Л п }  и 0 < An f сю, а ß  >  — 1. 

Пусть А = (a nh) — метод Чезаро (С, а) целого порядка 
а ̂  0. Обозначим А~ х  — (а'пь)', тогда 

a n h^A<*-4A*, a' n h=A<tA-?-i. 

1 Если пределы изменения индексов не указаны, то они принимают все 
значения 0, 1, 2, ... . 

2  Во всей статье 
ÄS п h -4 ̂ ti к =-- :  ^ п к S n fk + li 

Л а + 15„*=Л(/1 а5 п к). 
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Рассмотрим следующую задачу формального умножения ря­
дов: 

каким должен быть ряд (2) и число V, чтобы при всякой 
(С, а)-суммируемой к нулю последовательности 

Ы (4) 
последовательность 

{ W n - V U n y  (5) 

была (R*, Л, ß)-суммируемой к нулю. 
В этом - случае говорят, что последовательности {W n }  и 

V{U n} равносуммируемы методом (R*, !A, ß)\ 
Обозначая Л-средние последовательности (4) через {U' n}, 

а B-средние последовательйости (5)\ хчерез {W'n}, имеем 

W' n=jtdnkV\, (6) 
b=0 

где (см. [2], стр. 119) 

d„ b=2; k(v v-v) i: 6„„Л?Л"-™Л= 
v=0 >y=v+k 

=AZ2(V v-V)A«b n, h + y >, (7) 
v=0 

ибо ввиду треугольности метода В имеем Ь пк = 0 при k > п 
и, следовательно, (7) справедливо при всех 0 ̂  k + v ̂  п. 

Таким образом, рассматриваемая задача сводится к матрич­
ному преобразованию (6) последовательности {U' n} в после­
довательность {W'n}, где dnh даны формулой (7). Теперь мы 
можем сформулировать поставленную задачу следующим обра­
зом: 

каким условиям должны удовлетворять ряд (2) и число V, 
чтобы преобразование (6) переводило все сходящиеся к нулю 
последовательности {U' n} в сходящиеся к нулю последователь­
ности {W 'n } .  

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема, полученная 
применением леммы 1 из статьи 2 к преобразованию (6). 

Теорема 1. Для того, чтобы последовательность (5) была 
(R*,l,ß)-суммируемой к нулю для всякой (С, а)-суммируемой 
к нулю последовательности (4), необходимо и достаточно вы­
полнение условий 4  

( VV-  V ) A a b n , k + v= o ( l ) ,  (8) 
v=0 

iM?|J£(V v-V04«ftn,*+v| = O(l). (9) 
h=0 v=0 

Чтобы найти более простые достаточные условия, докажем 
некоторые вспомогательные результаты: 
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Лемма 1. Если последовательность 
{ A a r n k }  ( k ^ n )  (10) 

монотонна по индексу k, то 
n—v 
2Ai\A*b n , k + v \  =  0( l )  (v<n). (11) 
ft=0 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в и д у  м о н о т о н н о с т и  п о с л е д о в а т е л ь н о ­
сти (10) по k, находим 

' :£Ли \A < xb n.h+v\= SAh\ S Ax-k-vbnx| = 
h—0 k—0 x=ft+v 

• =\2bn*zAU;x\\= 
•x—v h=0 

= \ 2 bnx\ — |r-nv| = 0(1). 

Лемма 2. Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  ( R * , X ,  ß )  =э (С, а) совместно, не­
обходимо и достаточно выполнение условия (11) при v = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  В —"(/?*, Я, ß) zz> 
=d (С, а) = Л, необходимо и достаточно, чтобы матрица G = 
=: BA~ l [— (gnk) удовлетворяла условиям теоремы Теплица 
(см. [ 1 ], теоремы 12.1 и 1.2). Так как 

§nh==AhAa'bnh, 
то ввиду регулярности метода (R*\ А, ß) и, учитывая доказатель­
ство леммы 1, имеем 3  

lim g n h  = AkA a + l\=0, 

lim 2]gnk = \im r n 0= 1. 
h—0 

Из леммы 2 непосредственно вытекает 
Следствие 1. Если последовательность (10) монотонна, то 

(R*, Я, ß) ZD (С, а) совместно. 
З а м е ч а н и е  1 .  П р и  а — 0 мы получаем из условия (11) 

требование регулярности метода (./?*, Я, ß)> так как условие 

js\bnk\=0{ 1) 
h=0 

— одно из условий регулярности этого метода (см. [1], тео­
рема 1.3). 

Постараемся упростить условия теоремы 1. При этом мы 
получаем следующие четыре теоремы. 

Теорема 2. Последовательность (5) является (R*, Я, ß)-сум­
мируемой к нулю для всякой (С, и)-суммируемой к нулю после-, 
довательности (4), если 

\ 2 ( Vk-V)\ = 0 (iy, (12) 
k=о 

3  Всюду lim означает предел при п-^ оо. 
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а последовательность 
{.A abnh} монотонна (13) 

(no индексу k, где k ̂  n) и члены ее одного знака. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  ( 1 2 )  и  ( 1 3 ) ,  

то условие (8) теоремы 1 выполнено, так как 

lim 2 A ab n ,h+v (Vv — V) = 
v=0 

— lim2da+1bn,fe+v2 (Ух — У) = 
v=0 y.=0 

.= О (1) lim J^A a + lbn tk+y>— 
V—0 

=  0 ( l ) l i m  Aabnk—0. 

Левая часть формулы (9) при выполнении условия (13) приоб­
ретает вид 

п n—h V П 

V)| =0(1)2^"И аМ. 
ft=0 v=0 х=0 h—O 

что по доказательству леммы 1 ограничена. 
З а м е ч а н и е  2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2  о с т а е т с я  с п р а ­

ведливым, если вместо условия (12) требовать выполнения 

\ 2 ( V k - V n ) \  =  0 ( \ ) .  (14) 
h=о 

А так как 

\ 2( v h - v n )M2  2  v , \= \ 2 k ü h \ ,  
h=0 k—O v—k+i k=l  

то условие (14) можно заменить условием 

\\2kvh\ — 0{\). 
h= 1 

Теперь применяем к преобразованию 

Гп= 2 Al J5M«&n,*+v( Vv- V) U\ (15) 
h—O v=0 

следующую леМму (см. [5], стр. 83). 
Лемма 3. Билинейное преобразование 

W'n=2 2h n k vU ' h ( V v - V )  
h=0 v=0 

переводит пространство I X со в пространство с 0  тогда и только 
тогда, когда 

lim/infev = 0 
и 

• 2\hnhv\=0(\), 
h—O 
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На основании. леммы 3 мы докажем следующую теорему. 
Теорема 3. Последовательность (5) является (R*, Я, ß)-сум­

мируемой к нулю для всякой (С, а)-суммируемой к нулю по­
следовательности (4), если 

2\Vn-v\<oo, > . (16) 

и последовательность (10) монотонна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  д а н н о м  с л у ч а е  h n k v = A t A a b n , h + \ -
Для того, чтобы {W'n} сходилась к нулю, по лемме 3 необхо­
димо и достаточно, чтобы 

lim4 a6n,fe+v=0 (17) 
и выполнилось условие (11). Эти условия выполнены по лем­
ме 1, если последовательность 10 монотонна. 

З а м е ч а н и е  3 .  У с л о в и е  ( 1 1 )  в ы п о л н е н о  п о  л е м м е  2 ,  е с л и  
( R * , X ß )  = >  ( С ,  а ) .  '  .  

Напомним определение сходимости со скоростью ß или 
//-сходимости (см. [3], стр. 387): пусть /г = {/* п} — монотонно 
возрастающая последовательность положительных чисел. Схо­
дящаяся последовательность {V„} с lim V n  = V называется 
/г-сходящейся, если существует конечный предел 

lim iin(Vn — V) = V. 

Последовательность {V n} называется В^-ограниченной зна­
чением V (см. [4], стр. 114), если 

PnC2bnkV k—V) = 0( 1). 
h=О 

Методом, развитым И. Куллем [6] для билинейного пре­
образования, можно доказать следующую лемму. 

Лемма 4. Билинейное преобразование 

w n= £ j š c n k v u ' k ( v v - v )  
h=0 v=0 

переводит пространство I X  co в пространство тогда и только 
тогда, когда 

lim Сnk\~ =-0 

iJ?|Cnfcv| =  0 ( l ) :  
\ к—О 

Теорема 4. Пусть а ̂  1. Последовательность (5) является 
(/?*, Я, ß) -суммируемой к нулю для всякой со скоростью ß = 
— \п-{• 1} к нулю (С, а)-суммируемой последовательности (4), 
если 

V=  2 v n ,  (18) 

" (19) 

и / 
{Л а~^г п к} монотонна. (20) 
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Д о к а з а т е л ь с т в  о .  В  с и л у  в ы п о л н е н и я  у с л о в и я  ( 1 8 )  
преобразование (15) имеет вид 4  

Гп = JBА;(k+1)•-»j jg  (Vv-  V)A a bn,k+\(Ä +1 )U'k= 
ft=0 v=0 

• П n—h oo 

— —2 Ah {k-\-  1)  - 1  2 A a b n ,k+v 2  ) U / k =  

h=0 v—в" Z=v+1 

n n—h l—l 

= —JŽ [  JS Vi2A abn i k+v-\-
h=0 1=1 v=0 

+  2  ( k + l ) - * ( k + l ) U ' k .  
Z=n—ft+i v=0 

Отсюда при билинейном преобразовании получаем 

с  _ f —A™(^+1)-Ma(fnfe —Гпл+г) (1<^<л — Ю, 
п Ы~ 1—Л«(А+1)^«г п к  (1>п — к) 

и по лемме 4 необходимые и достаточные условия для того, 
чтобы последовательность {W' n} сходилась к нулю при 
(С, а) ̂ -суммируемой к нулю последовательности (4) и при ус­
ловиях (18) и (19), являются 

lim А а  (г п к  — rn,k+i) = 0, (21) 

lim4ar„Ä = 0, (22) 

j t  A?  (k+l ) - i \A*(r n h - r n , k + l ) \=0( \ )  (1 (23) 
fe=0 

Условия (21) и (22) выполнены, а условие (23) можно пред­
ставить в виде 

_2ЛГУ»г„ к|=0(1). (24) 
fc=0 

Но по лемме 1 для справедливости (.24) достаточно выполнение 
условия (20). 

З а м е ч а н и е  4 .  У с л о в и е  ( 2 4 )  в ы п о л н е н о  ( п о  л е м м е  2 ) ,  е с л и  
{ R \ X , ß )  = >  ( С , и  - Л ) .  

Пусть теперь метод (R*, Я, ß) транслативен слева. Имеет 
место 

Теорема 5. Последовательность (5) является (R*, Я, ß) -сум­
мируемой к нулю для всякой сходящейся к нулю последователь­
ности {(п + 1) в«п} и (R*, Я, ß) -ограниченной со скоростью 
{(я + 1) т} последовательности {V n—V} тогда и только тогда, 
когда 
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 )  д-J-y^l, где J>0 и y>0, 
или 

б) у~> 1, где <5=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р е о б р а з о в а н и е  ( 6 )  и м е е т  п р и  а = 0 
вид: 

W'n — 2 2 (Vv — Ю 
h=0 v=0 

Для того, чтобы последовательность {W'n} сходилась к нулю 
для сходящейся к нулю последовательности {(п -f 1 ) 6и п}, по 
теореме 1 необходимо и достаточно выполнение условий 

\im2(Vv-V)b n, h + v=0, (k=0, 1, 2, ...) (25) 
v=0 

И '  

2 - 1 Г П Х г \ 2 ( у * - 4  =  0 ( 1 ) .  ( 2 6 )  
ft=0 ^"Г 1/ v=0 

Но, так как условие 

(п k-\-1) v  ( l/ v—V) b n , k + v \  = 0(1) 
V=0 

означает, что последовательность {V n  — l/} является В^-ограни-
ченной, где метод В = (R*, Л, ß) слева транслятивен и ßn = 
= (п + l) v, то условие (25) выполнено, т. е. 

lim (ti — k-\- 1)~V-0(1) =0 при y>0. 

Но условие (26) выполнено тогда и толькр тогда, когда 

j£(k+\)~*(n-k+\)-v=0(\) .  (27) 
h = 0  

По теореме 2 статьи [7] условие (27) справедливо тогда и 
только тогда, когда 

а) при <?>0, у>О 
или / 

б) у~> 1 при 0=0. 
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'RIDADE FORMAALSE KORRUTISE SUMMEERUVUS RIESZI 
MENETLUSEGA 

N. Veske 

R e s ü m e e  

Jätkatakse töös [21 alustatud probleemide uurimist ridade võrdsummee-
ruvusest. Leitakse piisavad tingimused menetlust (/?*, Я, ß) iseloomustava 
jada {An}, jada {vn} ja arvu v kohta selleks, et jada (5) oleks menetlusega 
(R*, Я, ß) nulliks suiraneeruv iga menetlusega (С, a) nulliks summeeruva 
jada (4) korral. Vaadeldav probleem on üldistatud ka juhule, kus jada (4) 
menetlusega (С, a) nulliks summeeruvus asendatakse kiirusega ц nulliks 
koonduvusega. 

SUMMIERBARKEIT DES FORMALEN PRODUKTS DER REIHEN 
NACH RIESZ-VERFAHREN 

N. Veske 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im Artikel wird die Summierbarkeit der formalen Produktsreihe (3) dei 
Reihen (1) und (2) nach Riesz-Verfahren (/?*, Я, ß) im Fall, wenn die Folge 
(4) gegen Null (C, a)-summienbar ist, oder die Folge {(n + 1)6мп} eine Null­
folge ist, behandelt. Zum Beispiel gelten folgende Sätze. 

Satz 3. Wenn die Bedingung (16) erfüllt ist, und die Folge (10) monoton 
ist, dann ist die Folge (5) gegen Null (R*, Я, ß)-sumrhierbar bei jeder gegen 
Null (С, a)-summier baren Folge (4). 

Satz 4. Wenn die Bedingungen (18) und (19) erfüllt sind, und die Folge 
(20) monoton ist, dann ist die Folge (5) gegen Null (R*; Я, ß) -summierbar 
bei jeder mit der Geschwindigkeit ц gegen Null (С, a)-summierbaren Folge (4). 
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О ЗНАЧЕНИИ ФУНКЦИЙ ЛЕБЕГА ДЛЯ СИЛЬНОЙ 
СУММИРУЕМОСТИ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ ПОЧТИ 

ВСЮДУ 

X. Тюрнпу 

Кафедра математического анализа 

1. Рассмотрим систему <р интегрируемых по Лебегу на 
е  — [а , Ь] функций щ .  

Говорят, что ряд 1  

ŽŠ  (t),  (1) 
где х = {|ft} е / 2, является почти всюду на е  с и л ь н о  А В г - с у м -

мируемым или А [В\ г -суммируемым, если существует линейный 
непрерывный оператор f  из пространства I 2  в пространство всех 
измеримых, конечных почти всюду на е функции М е  со значе­
ниями f ( x ,  t )  так, чтобы почти всюду на е  

Hm F n ( r , A , B , x ,  0 —0, (2) 

где 

F n  ( r , A , B , x , t ) = j t  < * n k \ ßh  ( x ,  t )  —  f  [ x ,  t )  Jr, 
fc=0 

ßh  {X ,  t )  =  ̂J  ßkv£v (pv { t )  у  ( 3 )  
v=0 

A = (a-nh) — треугольная регулярная матрица преобразования 
последовательности в последовательность с а п п  ̂  0 и В  =  

= (ßnh) — произвольная регулярная треугольная матрица пре­
о б р а з о в а н и я  р я д а  в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь ,  п р и ч ё м  г  ̂ 1 .  

В работе [6] мы исследовали равносильность методов силь­
ного суммирования в предположении, что ряд (1) для всех 
хе/ 2  сходится по метрике L 2

e .  В настоящей работе мы отка­
жемся от этого предположения и находим достаточное условие 
для А[В]г-суммируемости ряда (1) почти всюду на е при по­
мощи функций Лебега системы <р для методов суммирования 
А  и  В .  

1  Через 2uk мы обозначаем ряд 2 Uh. 
h  = 0  
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Роль функций Лебега для суммируемости ряда (1) почти 
всюду на е показывает теорема А, доказанная в [5] (см. тео­
рему 1). 

Теорема А. П у с т ь  р е г у л я р н а я  т р е у г о л ь н а я  м а т р и ц а  С  =  

=  i v n k )  п р е о б р а з о в а н и я  р я д а  в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  у д о в л е т в о ­

р я е т  у с л о в и ю  

Jt sup I   
r Z = 0  p ^ n  v = l  г  

г д е  ( y ~ f )  =  С ~ \  и  ф у н к ц и и  Л е б е г а  

L n ( C ,  t ) = = f \ 2 y n h < p k ( t ) < p h { t ) \ d r  
a h=0 

п о ч т и  в с ю д у  н а  е  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю  

•  -  L n ( C , t ) = O t (  i). , ' 
Т о г д а  р я д  (1 ) ~ д Л я  в с е х  х ^ Р  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  я в л я е м с я  С - с у м -

м и р у е м ы м .  

Мы докажем следующие теоремы, обозначая 
Ъ п 

Л п { В ,  t )  —  f  sup \  ßnkß i k«ph ( t )<ph ( r ) \  d t .  
a l^n k=0 

Теорема 1. Е с л и  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  

2 2 a n h A r h ( B , t ) = O t (  1), (5) 
h=0 

т о  д л я  к а ж д о г о  х ^  Р  и  д л я  к а ж д о г о  о п е р а т о р а  f  и з  Р  в  М е  

п о ч т и  в с ю д у  н а  е  

F n ( r , A , B , x ,  t ) —O t ( \ ) .  

Теорема 2. Е с л и  м е т о д ы  В  и  A B  у д о в л е т в о р я ю т  у с л о в и ю  

(4) и  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  

2 a n k L r
k  ( B, t ) = O t {  1), (6) 

h = 0  

т о  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  р я д  ( 1 )  я в л я е т с я  А [ В ] г - с у м м и р у е м ы м  д л я  

в с е х  х  е  / 2 .  X  

Пусть выполнено условие (6) с г = 1, причем А и В суть 
методы Рисса Р, для которого условие (4) при Р и РР выпол­
нено. Тогда по теореме 2 ряд (1) почти всюду на е является 
Р[.Р]гсуммируемым, и, следовательно также РР-суммируемым 
для всех х е Р. Если, кроме того, ряд (1) для всех хе / 2  схо­
дится по мере, то по теореме Никишина (см. [3], стр. 339) для 
каждого s > 0 найдутся измеримое подмножество T Bcze с 
mes Т е  > b — а — е и постоянная М е  > 0 такие, что 

. </ г  |i:^(0| 2^} , / 2<^ eiixii. (7) 
e/t= О 
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Так как теорема 1 из [6] верна в случае, если условие (1.4) 
из [6] заменить на условие (7), то мы заключаем, что теперь 
из РР-суммируемости ряда (1) почти всюду на е вытекает его 
Р-суммируемость почти всюду на е. Итак, нами доказана сле­
дующая 

Теорема 3. Е с л и  р я д  (1) д л я  в с е х  хе/ 2  с х о д и т с я  п о  м е р е  

н а  е ,  т о  д л я  Р - с у м м и р у е м о с т и  р я д а  ( 1 )  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  д л я  

в с е х  х  е  / 2  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  

j t p k L h ( P ,  t ) = O t ( P n ) .  (8) 
k>=0 

Очевидно, что если почти всюду на е  L n { P , t ) = O t {  1), то по­
давно выполнено условие (8). Следовательно, теорема 3 уточ­
няет теорему А в случае, когда ряд (1) сходится по мере на е  

для всех xel 2  и С = Р. 
Прямым обобщением теоремы 3 является следующая 
Теорема 4. П у с т ь  р я д  (1) д л я  в с е х  х  < =  I 2  с х о д и т с я  п о  м е р е  

н а  е ,  т о г д а  д л я  е г о  Р - с у м м и р у е м о с т и  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  д л я  в с е х  

X  е  I 2  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  д л я  н е к о т о р о г о  н а т у р а л ь н о г о  ч и с л а  m  

п о ч т и  в с ю д у  н а  е  

L n(m,P, t)=O t( 1), 
г д е  

L n ( \ , P ,  t ) = L n ( P , t )  

и  п р и  j  2 

Ln (/ ,  Р, t  ) =  Рп Jjjj phLk (/ 1,  Р, t )  •  
k = 0  

Так как теорем 4 верна при P h  = k -f- 1, т. е. в случае метода 
арифметических средних С 1, то теорема 4 обобщает известную 
теорему Качмажа (см. [2], стр. 227). 

2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 .  В  с и л у  л е м м ы  3  и з  
[4] мы должны показать, что для каждого в ~> 0 найдутся изме­
римое подмножество T e cze с mes Т е  > b — а — е и постоянная 
М е  >> 0 такие, что равномерно относительно всех разбиений 
множества Т е  на произвольное число m + 1 измеримых непере­
секающихся частей Ш е

т п  имеет место неравенство 

I IJXmn(t) (2 ank \ßh (х, t) Ir} l/r dt^M e, (9) 
a n=0 ft=0 

где x emn — характеристическая функция множества 3ft emn. 
Найдем теперь по теореме о достаточном числе функционалов 

функции &nk (х, t) такие, чтобы 

IJ\&nk(X, 0Г=1 
h = О  

ДЛЯ 1 /г'Н- 1 J r ,= 1 и 

{j£ a n k \ ßh (x ,  0 |r}1/r= jt Ь п к в п к { х ,  t ) ßh(x ,  t ) ,  
fe=0 h=0 

где b r n h  =  C L n h .  
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Следовательно, нам надо вместо неравенства (9) доказать 
^неравенство 

b т п 
Итмм/ S x ' n n ( t )  2,'Ьи п в , , , , ( х , l ) ß l t ( х ,  t )d<|<Al 6. (10) 

a ?i=0 А=0 
Изменяя порядок суммирования и воспользуясь неравенством 
Гельдера, получаем 

И„(х)!<м (5s»v)4 (ii) 
v=0 

где 
* - е  

Bmv = = : J (0 Jžj  bnhOnh (X, t)  ßkv-
a n=v h=v 

Заменяя в правой части неравенства (11) квадрат интеграла 
на двойной интеграл, при помощи замены порядка суммирова­
ния и интегрирования, находим 

ш 
J Ž j  В т у  =  C m - \ - D m - \ - E m - \ - F т ,  (12) 
v=0 

где 
Ь Ъ т п т р 

C m = = f f  ^Ьп к в п к ( х ,  t )  J j k J  Xm p ( t )  b  P i 6 p i  ( x ,  x )  R h i ( t ,  x ) d t  d x ,  
а а n= 0 h =0 p = ft + l Z = ft +1 

b b то p m n 
Dm = :  J*J X™P (f)  Ь plO pl(X, x) %m n (t) Ьпквпк (X, t)Shl(t, x)dt dx, 

а а p =0 1=0 n = p ft=p 

b Ъ m p m p—l 
E m  

=  J J X™P (^) Ь piO pl(X, x) /tm тг (0 bnh&nk (x, t)S h l(t, x)dt dx, 
а  а  p — 0  1 = 0  ? i  =  p  h  =  l  

b  b  m  p  p —1 n 
рт=и^хшр(х)^ь р1вр1(х,г) 2xŽn(t) ]>]bnkenk(x, t)Shl(t,  x)dt  dx, 

а а p= 0 1—0 n = l h = l 
k 

Rhl{t,  t)  = ßhvßlv<Pv{t) '(pv{T) , 
v=0 

и 
l 

Shl t) = ßhvßlvfpv (0 <Pv ( t) . 
v=0 

Далее имеем 

i |C m|< J sup bnh J 6nh{x, /)] vraisup sup ̂  b v i\8 P i(x, x)\Ah{B, t)dt, 
" T n k=0 -r.ee p 1=0 

Так как 8  

2  bpi  I Qp i  ( x ,  a p i ) 1 / r > 
1=0 1=0 

то в силу регулярности метода А, найдется постоянная М 0 
такая, что 

|C m |<Af/sup { 2 a n k A r k  ( B , t ) } ^ d t .  
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Теперь из условия (5) вытекает существование постоянной 
М е  > 0 такой, что 

jC m |  ̂ Mg/4. 
Аналогично доказывается, что также ] D m \  ̂  M J4, j£ m |  ̂  

^ Ме/4 И \F m \  ̂  Ме/4. При помощи неравенств (12) и (11) за­
ключаем теперь, что имеет место неравенство (10). Теорема 
доказана. 

3. Для доказательства теоремы 2 нам нужна 
Лемма. П у с т ь  Н п  —  н е п р е р ы в н ы е  о д н о р о д н ы е  о п е р а т о р ы  и з  

п р о с т р а н с т в а  Р  в  п р о с т р а н с т в о  М е ,  п р и ч е м  д л я  з н а ч е н и й  э т и х  

о п е р а т о р о в  H n ( x , t )  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  

\ Нп (Xi~\~X2, t ) \ ^ \ H n  (Xi, t ) \ - \ - \ H n{Xl, t )  | .  

Е с л и  д л я  к а ж д о г о  x  e  l 2  п о ч т и  в с ю д у  н а  e  

1° H n ( x , t ) = O t (  1) 

и  д л я  к а ж д о г о  х  и з  н е к о т о р о г о  т о т а л ь н о г о  в  I 2  м н о ж е с т в а  

2° lim Н п(х, 0=0, г 

т о  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  д л я  в с е х  х  е  Р  

lim Н п  ( х ,  t )  =0. (13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  2  
из [1] (см. стр. 361). Действительно, определим операторы V n ,  

V и W из Р в М е  соответственно равенствами 
V n ( x , t ) =  sup \ H h ( x , t ) \ ,  

V ( x , t ) =  s u p \ H h ( x , t ) \ ,  

к 
и 

W ( x ,  t )  =  lim sup \ H h ( x ,  0|. 
m-+-oo 

Из определения оператора V n  вытекает его непрерывность и 
свойства 

II V n ( x i + x z )  II < II V n ( X i )  II + II V n  ( х г )  II, (14) 

\ \ V n ( a x )  I H H H  V n ( x ) \ \  

где II • II обозначает норму в M e, a  x bx 2  е M e  и e e R. Далее, 
из условия 1° вытекает неравенство г  

•IIV«(*)IK||V(*) II < oo, 

вследствие чего равномерно по п в пространстве М е  имеем 
<xV n (x)  <9, при д->0. Итак, множество {Vn(*)} поточечно 
ограничено в М е, откуда при помощи принципа равнонепрерыв-
ности (см. [ 1 ], стр. 65, лемма 13) имеем, что равномерно по п  

в пространстве М е  

lim Vn(x)=S. 
х-*  В  
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Так как V ( x )  =  lim V n  { * )  для всех x ^ l 2 ,  то оператор V  не­
прерывен в точке 6 е I 2. Итак, из неравенства 

II.W(*)IKHV(*)|| 
• . у 

вытекает непрерывность оператора W  в точке в  е I 2 .  

Кроме того, так как 

\ W ( X i ,  t ) —W(xг, /)|= lim] sup|H h(*i, t ) \  — sup \ H h ( x 2 ,0 I <  
m-*-oo h^m k^m 

< lim sup \ \ H k i X u t )  J — \ H h ( x 2 ,  t )  |j<: 
тп-уяо h^m 

lim sup \ H h { x i—x 2 , t ) | =  ,  
m-koo k~5fm 

=  W ( x i  —  x 2 y  t ) ,  

то и подавно ". 
| |r(xi)-r(x 2)||<||r(^-x 2)||, 

вследствие чего заключаем, что оператор W  непрерывен всюду , 
в I 2 .  Но по условию 2° имеем W(x) = в для всех х из некоторого 
тотального в I 2  множества, следовательно, всюду в I 2  имеем 
W(х) = 6, откуда вытекает равенство (13). Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .  П о к а ж е м  с н а ч а л а ,  ч т о  
из условия (6) вытекает существование требуемого оператора f 
из определения А[В] г-суммируемости. 

Определим оператор f  из I 2  в М е  равенством 

f ( x ,  t ) =  lim J £a n hßh (x ,  t ) .  (15) 
n->oo h =0 

Если мы докажем, что предел (15) существует в М е  для всех х  

из I 2 ,  то по теореме 17 из [1] оператор f  линеен и непрерывен. 
В силу неравенства 

Ь п ( Л В ,  t )  =  / Щ a n k  2 ßhx (px { t )<pv {x ) \ d t ^  
^  a  h =О v=0 

< 2JankL h(B,t)^ 
ft=о 

^{ jt a nh} i / r '{jt anhL rh(B, t)} 1 / r, 
h— O  *  h = 0  

имеем при помощи условия (6), что почти всюду на е  

L n { A B J ) = O t {  1 ) .  

Так как по предположению теоремы 2 метод AB удовлетворяет 
1  условию (4), то по,,теореме А ряд (1) для всех х; е/ 2  является 

АВ-суммируемым почти всюду на е. Следовательно, хподавно в 
М е  существует предел (15). 
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В работе [5], стр. 207, мы доказали, что при условии (4) 

вследствие чего, из теоремы 1 и регулярности метода А ,  имеем, 
что почти всюду на е 

F n ( r , A ,  В ,  х ,  t ) = O t (  1 ) .  

Кроме того, если х = то в силу регулярности методов 
А и В почти всюду на е имеем f(x,  t)  =  <pi(t), вследствие чего 
почти всюду на е для каждого £=1,2,... 

M m  F n ( r ,  А ,  В ,  е и  0 = 0 .  

Следовательно, предположения леммы для операторов Н п ,  опре­
деленные равенством 

Н п  ( х ,  t )  =  { F n ( r , A ,  В ,  х ,  t )  } } / * ,  

выполнены, т. е. почти всюду на е 

lim F n ( r , A , B , x ,  t )  =0 

для всех х  е / 2. Теорема доказана. 
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LEBESGUE'l FUNKTSIOONIDE TÄHTSUSEST FUNKTSIONAALRIDADE 
TUGEVA SUMMEERUVUSE KORRAL 

H. Türnpu v  

R e s ü m e e  

Käesolevas töös leitakse piisavad tingimused funktsionaalridade (1) tuge­
vaks Aßr-summeeruvuseks peaaegu kõikjal Lebesgue'i funktsioonide kaudu. 

Tõestatakse, et kui menetluse В  Lebesgue'i funktsioonid L n ( B , t )  rahulda­
v a d  p e a a e g u  k õ i k j a l  l õ i g u s  [ a ,  b ]  t i n g i m u s t  ( 6 ) ,  s i i s  o n  r i d a  ( 1 )  i g a  x  e  l 2  
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korral peaaegu kõikjal tugevalt Aßr-summeeruv. Järeldusena saadakse Kacz-
amarz'i tuntud tulemuse täpsustus Lebesgue'i funktsioonide osast ortogonaal-
ridade summeerimisel Cesäro menetiusega. 

LEBESGUESCHE FUNKTIONEN UND STARKE SUMMIERBARKEIT DER 
FUNKTIONENREIHEN FAST ÜBERALL 

H. Türnpu 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Es sei <p =={<ph) ein Funktionensystem, wo die Funktionen <pu im Sinne 
von Lebesgue meßbar und fast überall endlich sind. Wir nennen die Reihe 
in Form (1) fast überall stark ABr-summierbar, wenn fast überall in [a, b] der 
Grenzwert (2) existiert. Wir beweisen folgenden 

Satz. Wenn für Lebesguesche Funktionen Ln(B, t) fast überall in [a, b] 
die Bedingung (6) erfüllt ist, dann ist die Reihe (1) für jede x e l2  fast überall 
in [a, b] stark ABr-sutnmierbar. 

Aus diesem Satz ,folgt eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes von 
Kacmarz über Cesärosche Summierbarkeit der Ortihogonalreiihen fast überall. 
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ОБ АБСОЛЮТНОЙ ЧЕЗАРО-СУММИРУЕМОСТИ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ ПОЧТИ ВСЮДУ 

X. Тюрнпу 

Кафедра математического анализа 

1. Пусть <р = {<pk} — система измеримых конечных почти 
всюду на е= [а, Ь] функций такая, для которых ряд 1  

Zinkit) (1) 
для всех х = {Ift} е /Р  (1 <L p < oo) сходится по мере на е. 

Говорят, что ряд (1) почти всюду на е является абсолютно 
суммируемым методом Чезаро С™, или IC™!-суммируемым, если 
почти всюду на е 

\т^ п(х, t) |<°°, 
где 

^n(x,t) = (A^ n)-^An-k kh(p h(t). 
h=0 

Ниже мы воспользуемся следующими обозначениями 
, 0Ч r(m+l) 

а Г = {  2 \h\v)V v, 

(  \  * 00 -

k=m 
где г(т)  =2 т ,  s (m)  = 2 r<m) и ( a ,  q )  =  ( I— a q ) / ( q — 1). 

Если <р — ортогональная система и р = 2, то Лейндлером 
[8], в частности, доказана 

Теорема А. Для \С™\-суммируемости почти всюду на е орто­
гонального ряда (1) достаточно, чтобы при а~> 1/2 имело место 

<оо, 

при а= 1/2 — • 

21т,4®'<оо, 

и при —1 < а < 1/2 — 

J£r(m/2 — та)Am <оо. 

1  Через 2uk мы обозначаем ряд 2 Uh. 
h—O 
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В этом же случае Грепачевской [2,3], в частности, доказана 

Теорема В. Для iJC®]-суммируемости почти всюду на е орто­
гонального ряда (1) достаточно, чтобы при а > 1/2 имело место 

р(2) 
ХП £«+2 -<оо, 

(fi.+2)yig(*+2) 

при а = 1 /2 — 

F{2) 

и при —1 < а < 1/2 — 

F(2) bfl+1 . 
^ (rt-f- 1 )<х+1/2 

J 
Кроме того, Барон [1] и Грепачевская в [2,3] установили, 

что имеет место 

Теорема С. Пусть w{ri) \ оо и 

•2—тт псо(п) 
*<С ОО. 

Ортогональный ряд (1) почтй всюду на е является |С"|-сумми­
руемым для тех х е / 2, для которых при а •> 1/2 имеет место 

2jš 2 k<o(k)<oo, 
при а = 1/2 — ~ 

| 2й+1й) (£+1) lg(£+1) < oo, 

и при —1 < а < 1/2 — * 

JS^kO) (k) А: 1" 2« < oo 

В настоящей работе мы докажем следующие обобщения 
теорем А, В и С, полагая 1 <С р < оо и lfp\-\- \/q — 1. 

Теорема 1. Едли ряд> (I) для всех х^1 р  сходится по мере 
на е, то он почти, всюду на е является \С а\-суммируемым для 
тех х <= 1р, для которых при а >? 1 /q имеет место 

^т'<оо, (2) 
при а = \/q — 

JJm1/P4<P><oo, (3) 

и при —1 <[а < 1 Jq — 

^r(m/q — ma)A ( m Coo. (4) 
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Теорема 2. Е с л и  р я д  (1) д л я  в с е х  х  ̂ Лр с х о д и т с я  п о  м е р е  

н а  е ,  т о  о н  п о ч т и  в с ю д у  н а  е  я в л я е т с я  I C ® ] - с у м м и р у е м ы м  д л я  

т е х  х  Е /Р, д л я  к о т о р ы х  п р и  а  >  1 J q  и м е е т  м е с т о  

р ( р )  

ХП ^п+ 2 . . <°°, (5) 
~ (n+2)lgi/P(rt+2) 

п р и  а  =  l / q  —  

р(р) 
71-|-1 . //-«х <°°, (6) 

п+1 
м  п р и  — 1  <  а  <  1 / < 7  —  

(/г+1)-(а+1/р)я1+1<оо. (7) 

Теорема 3. П у с т ь  w ( n )  f oo и  

(n+lH^n+l)]*-' < 0°' (8) 

Е с л и  р я д  ( 1 )  д л я  в с е х  x ^Ip с х о д и т с я  п о  м е р е  н а  е ,  т о  о н  п о ч т и  

в с ю д у  н а  е  я в л я е т с я  JOJ-с у м м и р у е м ы м  д л я  т е х  х  Е /Р, д л я  к о ­

т о р ы х  п р и  а  >  \ ] q  и м е е т  м е с т о  

271ЫМ6)<оо, (9) 
п р и  а  =  \ J q  —  

~ 2 \h+i\p<o(k+\ ) lg (Ä+l)<oo; (10) 

и  п р и  —1 <  а  <  l / q  —  

Z\h\<o{k)kM<oc. (11) 
Отметим, что аналогичные теоремы для метода Рисса дока­

заны нами в работе [6]. 
2. Для доказательства теорем 1—3 мы воспользуемся сле­

дующим 'утверждением Никишина (см. [5], стр. 158, теорема 7). 
Лемма 1; Е с л и  р я д  (1) д л я  в с е х  х  е  / р  с х о д и т с я  п о  м е р е  

н а  е ,  т о  д л я  к а ж д о г о  е  >  0 н а й д у т с я  и з м е р и м о е  п о д м н о ж е с т в о  

Т е а  е  с  mes Т г >  b  — а  — е  и  п о с т о я н н а я  М е  >  0 т а к и е ,  ч т о  д л я  

в с е х  ч и с е л  { с ^ }  

Л 2  c h < p h ( t ) \ d t ^ ME { j £ \ C k \ p y i p .  
Г е  h = 0  h = О  

Кроме того, нам нужна еще следующая лемма (см. [7], 
стр. 142, лемма 2). 

Лемма 2. Д л я  т о г о ,  ч т о б ы  и з м е р и м а я  н а  е  ф у н к ц и я  g  б ы л а  

к о н е ч н о й  п о ч т и  в с ю д у  н а  е ,  н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  д л я  

к а ж д о г о  г > 0  н а ш л о с ь  т а к о е  и з м е р и м о е  п о д м н о ж е с т в о  Т е а е  

с  mes Т е >  b  —  а  — е ,  ч т о  

S  r j g ( t ) \ d t<oo .  
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. Далее заметим, что для |О]-суммируемости ряда (1) почти 
всюду на е достаточно, чтобы почти всюду на е 

т 
sup П~* |г% (x,t) j < oo.  

m n= 0 
. По лемме 2 и теореме Леви последнее место, если для каждого 
е > 0 найдутся измеримое подмножество Т г  а е с mes Т е  > 
> b — а — г и постоянная М Еж > 0 такие, что 

m ' 

2 гс-1 f T  hPn (X, t)  I dt<Me x.  
n=0 6 

Но из леммы 1 выводим, что 

/г "™ 1Н (*• 0| dt^Meljb (геЛ«)-Р(Л*:'*)Р II»!»'} 1». 
ft=0 

Итак, |С а|-суммируемость ряда (1) почти всюду на е вытекает 
из сходимости ряда 

71+2 

п h=0 

где 
6^=<»^)-р(лгл*)р№-

Ниже мы исследуем сходимость этого ряда. 
3 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 .  Т а к  к а к  

r(m+l) п 
1=2 2 

m n=r(m)+1 h—O 

то при помощи неравенства Гельдера получаем оценку 
r(m+l) п 

l^2r(mlq)( £ ŽB^yiv.  
n=r(m)+l h=0 

Далее, учитывая, что 
п m miti{r(/+l).,n} 
2 B«nt+Zk =0(1)2: 2 В« ПР+0(П-Ъ) 
h=0 ' 1=0 v=r(ZH-i 

И 
=0(1) [га~р«*и) \ih\PkP(n — k+\) ?(«-!)], 

находим 
r(m + l) m mln{r(Z+l),n} 

l = 0 ( l ) ^ [ r (m p / q  —  m p a  —  m p )  2  2  2  X  

m n =r(m)+l <==0 v == r(/)+1 

m r(Z+l) r(m+l) 
= 0(l)2[r(—m — mpa)2 vp]5v |p  X 

m 1 = 0 v = r(l)+l / n = maijr(ra)+l,v) 

X ( n - v + l ) p a " p ] 1 / p + ö ( l ) .  ( 1 2 )  
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a) Рассмотрим теперь случай, когда а  > I J q .  Тогда 
ра — р > —1 и, следовательно, учитывая, что 

r(m-fl) 
2  (я+1 —  v ) p < x ~ p = 0  ( \ ) r  ( т р а  —  m p - \ - t n ) ,  
n=v 

имеем 
т r(Z+l) 

I=0(l)2[r(—mp)2 _£ v3> ] , / , '+0(l) = 
m 1=0 v=r(iy1-1 

m r(Z+t) 11 

m 1=0 v—r(Z)+l 

=0(1)гг(-ш)|г(()Л,")+0(1) = 
m Z=0 

=0(1)^лГ+0(1). 

Теорема 1 при а  > 1/</ доказана. 

b) Пусть теперь а  =  1 J q .  Тогда р а  — р  = —1, и, следователь­
но, из оценки (12) выводим 

т—2 r(Z+l) r(m+'l) 

/=o(i)2;[r(-mp)j: 5 "Ш' -S (n+i-v)- 1]"^ 
m Z=0 v=r(Z)+l n=r(m)+l 

r(m) r(m+l) 

+o(i)j:[r(-mp) j; vp|iv|i> 2? (n+i-v)-'] 1^ 
m v=r(m—1)+1 ?i=r(m)+i 

r(m+l) r(m>+1) 
+ 0(l)2JI>(-mp) 2 ""Ш" 2: (r4-l-r)-']"f.+0(l). 

v=r(m)4-l n=v 

Так как при v ^ r ( m— 1 )  
r(m+l) 

2; (л+i—r)_i=o(i), 
n=r(m)+i 

а при v r  ( m )  

r(m+l) r(rrH-l) 

2 (n+l-v)-'=0(l)m, 27 («.+ 1— v)-*=0(l)m, 
n=r(m)+l n=v 

то получаем оценку 
m—2 tn-2 . 

/=0(1)^г(-т)^г(/+1)ЛГ }+ 
. Z=0 - 1=0 

+ 0(1)2 +0(1)2? т*'»Л®+0(1) = 

=0(1)2лГ )+0(1)2> 1' ! ,'С+0(1). 

Теорема 1 при а  =  I J q  доказана. 

.216 



с) Рассмотрим, наконец, случай, когда —1 < <z < l / q .  Из 
оценки (12) получаем 

т—2 r(Z=H) r(m + l) 
£ »*  2 (я+1 - v)"" - 1'] 1 / р  + 

- ' 1 = 0 v = r(i)+V п = r(m)+l х 
r(m) r(m + l) 

+ 0(1) ТТГМ-яро-m) У r'tlJ» -5J (n+1 -v)r«-p ]w + 
\ = т(т —1)+1 n = r(m)+1 

r(m + l) r(m + l) 
+ 0(l)jg[r(-«pa-.m) Jg VP:|5V|P (rt+l-V)pa~p]1/p+0(l). 

V = r(m) + 1 n = v 

Так как теперь pa— p < — 1 ,  т о  п р и  v ^ r ( m — 1 )  
г(тп-Н) 

2 (n+1 — v) p^-p (mpa — mp-\-m), 
n=r{m)+1 

и при v  /"(m) 
r(m+l) r(nH-i) 

(n+1 — v)p«-p = 0(1), (n+1 — v)P"-P=0(l). 
n=r(m)+l n=v 

Следовательно, 
m 

7=0(1) J£{r (—m/7)%r(lp) [AWP} 1/P+ 
* ' Z=0 ' 

+ 0( l)JJ{r (-mp<z - m) r (m/7) [A <P >J p} 1/p+ 

+ 0(l)J£{r(—mpa  — m) r (mp+p ) [AW]p } i ' P+0 ( l )  =  

=  0(1 )2  ̂ V ( / ) i r ( -m)+  

m=Z 

+ О (1) r (m — m j p  —  m a )  A<p)_ t+ 

+0(l)^Jr(m — t n / p  — ma)AM+0( \ ) ,  

в результате чего, доказательство теоремы 1 закончено. 
4 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2 .  Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  

теоремы 2 достаточно показать, что условия (2), (3) и (4) вы­
текают соответственно из условий (5), (6) и (7). 

Покажем сначала, что из условия (5) вытекает условие (2). 
На самом деле, так как 
00 r(i+l) 

2  n - 1£(p) lg-*/p t i =2£  n~ l  lg-t/p п£ <Р > ^  

n=2 n=r(i)+1 

^ r ( i + i )  (P) 
>2 r(—i— l)lg~1/pr(t+l) 2 ETii+i)+i> 

п==г(г'Н-1 

>2(i+ l)~ i / p{ 2 [Am]p} i ! p, 
rrt=i+l 
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то положив в неравенстве (см. [4], теорема 345) 

J; мр (Щ \zh\) l l p> 

Zi — [A<p)j]p получаем, что при некотором М ;> О 

V"p 

п— 2 
что и требовалось доказать. 

Далее, положив в неравенстве (см. [4], теорема 344) 

2 2 (2W P . n=l ii=l h—n 

Zk — [Ä(p)h]p получаем 

2пчрА(Р)^М 3У;{2 [л<Р)]р}1/Р<Мз2;№ . •*** n L k r(n) 
n=l fe=n n=l 

Учитывая, что £(Р )п j 0 при /г-> oo заключаем, что ряд 2 Е^ Г( П) 
сходится, если сходится ряд 2 пг 1Е<р) п. Итак, из условия (6) 
вытекает условие (3). 

Пусть —l/q  ̂  а <С l/q. Заметив, что 

(р) 0 0  (р) 
£  г ( т ) г ( — т / р  —  п г а ) Е Г ( т )  ̂  J £ r ( m / q  —  m a ) A m  

и сходимость ряда 2r(mjq — та)ЕЩ(т) вытекает из сходимости 
ряда 2 тгМР+^Е^т, получаем, что в данном случае из усло­
вия (7) вытекает условие (4). 

Пусть наконец —1 < а < — l/q.  Тогда из неравенства 
ОО Г(7П+1) 

rt-(i/p+«)£(p>= JyJ n-(i/p-«)£(p)^: 
n=2 n=r(m>+l • 

^  r ( m  —  t n / p  —  m a ) E ^ + i ^  

^ 2 r ( m lq — ma)/,? 

выводим, что и теперь из условия (7) вытекает условие (4). 
Теорема 2 доказана. 

5 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3 .  Д л я  д о к а з а т е л ь с т в а  
теоремы 3 достаточно показать, что при выполнении условия (8) 
из условий (9) — (11) вытекают соответственно условия (5) — (7). 
Покажем сначала, что из условия (9) вытекает условие (5). 
Для этого заметим сперва, что условие (5) равносильно схо­
димости ряда 

/== £ r ( n /q)Es(n).  
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Учитывая возрастание oj(ti), получаем оценку 

oo s[k+1>—1 
1=Хг(п/q)(S. 2 

h=n i—s{h) 
oo s(fe-f-l)—-I 

= 22r(n/q){2J<a- l {s(k)) 2  1&1М0>1/Р-
fc=n i=s{h) 

J 
Положив теперь в неравенстве (ср. [2], лемма 6) 

оо оо оо 

2r(n/q) (2ЫУ 1 г<М г2Пп1Я)Цп\Ч", (13) 
n=1 h=n n—l 

s(n+l)-l  
£„=*)-* (s(n)) 2J | l«IM0 

i=s{n) 
получаем 

s<n+l)—1 
J^Mp-2r(n/q)<o- l 'P(s(n)) ( ± \ii\P(0{i)) l 'P.  

i=s{n) 

Применив неравенство Гельдера, выводим 

/<Mp{2Jr(n)6ü-9/p(s(n))}i/q2;||n| p ü)(n)]i/P. 

Так как из условия (8) вытекает сходимость ряда 

2г(п)(0*- д{5(п)), (14) 

то из условия (9) следует условие (5). 
Покажем, далее, что из условия (10) вытекает условие (6). 

Учитывая, что условие (6) равносильно сходимости ряда 

к= 2г(п)Е (*Ъ, (15) 

надо лишь доказать, что из условия (10) вытекает сходимость 
ряда (15). Но 

OO s(k+l}— 1 
К=2г(п) (2 2 ||г| Р) 1 /Р< 

h—n i=s(h) 
OO s<ft+i)—1 

2Jr(rt) {2 r (—k)<o-Hs(k)) JZ ,0)(i)\Ši\P\gi} l 'P.  
h=n i=s(h) 

Следовательно, применяя неравенство (13) и неравенство Гель­
дера, выводим 

'oo s(A+l)—1. 
K^M p j£r(k) [r(k)(ü (s (k) ) ]-VP ( \ii \P,o)(i) lg i)Vp< 

k—l i=s(k) 

^M p {2 r(—k) leo(s (k)) y-*yi*{2\š h \Pa>(k) lg k) 1/p. 

В силу того, что из условия (8) вытекает сходимость ряда (14), 
мы получим, что из условия (10) вытекает сходимость ряда (15), 
Что и требовалось доказать. 
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Покажем, наконец, что условие (11) влечет за собой усло­
вие (7). На самом деле, так как для —1 < а, < \/q 

L=2;n-"l ' + c ' )E^ n"š^2n-^^''+'^ ,  ( % 'и 
n  — t  п  = 1 к = [Ig n] i  —  r ( h )  

оо со r(fe-f-l)—1 

П = 1 А= [lg п]  i=r (h )  

<2Jn' V /' + a' 2 [«.(r (*))r(t(9,„)>]-'/=> f l l;£ ' l' /P, 
n = 1 h  =  [lg n ] t = r(ft) 

то, изменяя порядок суммирования, имеем 
0 0  r(k + l)~l , , . r(fc + l) , 

^<2JN(r(^)r(^('7,«))]- 1^( л |*i|«(0< ) 2 п  • 

ft =0 i = r(A) n = 1 

Но, так как —1 < а < 1/<7, то для некоторого М > 0 

r(ft+l) 
5 M-( 1/p+a)^ JMr(—&//?-}-& — #&) = Mr (k/q — ßa),  
n=l 

вследствие чего применение неравенства Гельдера дает 

£<Л1{ 
к=0 " i=l 

Учитывая, что из сходимости ряда (8), вытекает сходимость 
ряда 2[<i) (r(k)) мы заключим, что условие (11) влечет за 
собой условие (7). Теорема полностью доказана. 
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FÜNKTSIONAALRIDADE ABSOLUUTSEST SUMMEERUVUSEST PEAAEGU 
KÕIKJAL CESARO MENETLUSEGA 

H. Tiirnpu 

R e s ü m e e  

Töödes [1, 2, 3, 8] on leitud piisavad tingimused ortogonaalridade |C«j-
summeeruvuseks peaaegu kõikjal (vt. teoreemid А, В ja C). Käesolevas töös 
tõestatakse teoreemid 1, 2 ja 3, kus süsteem (p ortogonaalsus on asendatud 
rea (1) mõõdu järgi koonduvuse nõudega iga x e /Р (1 < p < oo) ' korral., 
Seega on siin tõestatu teoreemide А, В ja С üldistuseks. 

UBER ABSOLUTE SUMMIERBARKEIT DER FUNKTIONENREIHEN 

, , H. Türnpu 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In dieser Arbeit werden verschiedene hinreichende Kriterien für die 
fast überall absolute Cesärosche Summierbarkeit der Funktionenreihen in Form 
(I) gefunden. Im Spezialfall, wenn p = 2 und <p ein Orthogonalsystem ist, 
haben Leindler [8], Baron [1] und Grepatschevskaja [2, 3] Sätze А, В und 
С bewiesen. Im den Sätzen 1, 2 und 3 sind die obenerwähnten Ergebnisse verall­
gemeinert. 
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ч: 

О ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ СО СКОРОСТЬЮ 

Я. Сикк 
Кафедра математического анализа 

Введение 

Настоящая статья посвящена изучению свойств некоторых 
подпространств заданного пространства тригонометрических 
рядов. 

В силу известного результата С. Н. Бернштейна непрерыв­
ная 2я-периодическая функция удовлетворяет условию Липшица 
степени «е(0,1) тогда и только т^гда, когда 

II/ —  O n f\\c =  0 ( n ~ a ) ,  (1) 

где Onf — средние Фейера функции /. Аналогичные характери­
стики известны и для других классов функций (см. например, 
[6], стр. 346, 350, 362 и 384; [1], стр. 197, и -[9], стр. 174). По­
нятие Я-ограниченности, введенное в работах Г. Кангро (см. 
[2], стр. 136), позволяет определять конструктивные простран­
ства Х тх и Хх как подпространства заданного банахова про­
странства тригонометрических рядов, которые удовлетворяют 
условию, аналогичному (1). Частный случай пространства Х\ 
рассматривается в работах А. А. Конюшкова [3] и П. Л. Улья­
нова [8]. 

В настоящей статье исследуются некоторые свойства про­
странства Хтх, а также ^-дополнительного пространства 
(Х,Т к ),  которое тесно связано с пространством Х Т х• При этом 
понятие пространства (X, Т к ) является обобщением Г-дополни-
тельного пространства, свойства которого изучали Гёс [10,11] 
и М. Тыннов [7]. 

Через X мы обозначаем банахово пространство действитель­
ных функций f .  Норму в пространстве X  обозначаем через \ \ f \ \ x -

Ряд Фурье, соответствующий функции f, обозначим f °  =  

= {cih,bh). Пространство всех {f°}, если f ее X, является норми­
рованным пространством с нормой \\f°\\x = WfWx (см. [10], пред­
ложение 2.1). Обозначим это пространство через X .  
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Обозначаем: 
1. Lp (I ^ p <c oo) — пространство всех функций f ,  для 

которых 

11Л1р=(Л/(<)11'<<<)"»<«,, 
—Л 

причем, при р  =  1 пишем V  —  L \  

2. М — пространство всех ограниченных функций с нормой 

НЛ1м= sup \f( t)\<oo-
<е[—л, л] 

следовательно, L°° = М\ 
3 . С  — пространство всех непрерывных функций с нормой 

!1/11с=11Л1м; 

4. V  — пространство всех функций ограниченной вариации 
с нормой 

\\f\\v= f\df\<oo-
—Л 

5. L<$> — пространство Орлича всех функций f ,  для которых 

Шф= sup f \ f ( t ) g ( t ) \ d t < o o ,  

S^Mxy -л 

где Мху — множество всех g, удовлетворяющих условию 

jV(]*|)d*<l, 
—л 

причем Y  есть дополнительная JV-функция к Л/-функции Ф ,  а 
функция Ф удовлетворяет так называемому Лг-условию: сущест­
вуют такие постоянные а > 0 и и 0  ^ 0, что Ф(2и) ̂  аФ(и) при 
и ̂  и 0  (см. [4], стр. 34 и 83, или [13], стр. 76—79). 

6. Lw — пространства Орлича, где дополнительная ^-функ­
ция Ф  к Af-функции Y  удовлетворяет ^2-условию. Если ф ( и )  =  

= c\u\p с 1 < р < оо и О 0, то Ь Ф  = Lp и Lx? = L?, где 
Р~ х  + Т 1  = 1 (см. [4], стр. 25, 86, или [13], стр. 25 и 26). 

7. d X  — пространство всех f °  =  ( c i k , b h ) ,  для которых 

f 4 -T' f ) e X  

Если X  — нормированное пространство, то и d X  — нормиро­
ванное пространство с нормой ||f 0|| d J C  = \\F 0 \\ X  (см. [7], стр.67); 

8. Р  — множество всех тригонометрических полиномов , 

Р п  ( х ) =  2  (ßft cos kx - \ - bh  sin kx ) .  
h=1 
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Пусть Т — треугольный метод суммирования Теплица, опре­
деленный матрицей (т пл) преобразования ряда в последователь­
ность. Если 1  f° = l\an cos пх + b n  sin nx), то обозначаем 

П 
Onf°= Tnh {ah cos kx-\-b k  sin kx).  

Напомним следующие понятия, введенные Г. Кангро (ср. [2], 
стр. 136). 

Пусть Я = {An} — монотонно возрастающая последователь­
ность положительных чисел. Последовательность х= {| п}, схо­
дящаяся к пределу | в банаховом пространстве X, называется 
Л-ограниченной, или ограниченной со скоростью Я, если 

Я„И!п-!1и=0(1). (2) 

Пусть А, — некоторый метод суммирования последователь­
ностей, переводящих х в последовательность Ах. Если Ах явля­
ется Я-ограниченной, то последовательность х называется А %-
ограниченной. Ряд 1 Uh называется А %-ограниченным, если по­
следовательность частичных сумм этого ряда Л х-ограничена. 

Пусть {Е п(х)} — последовательность наилучших приближе­
ний для х в метрике пространства X. 

Нам понадобится следующая теорема С. Н. Бернштейна (ср. 
[6], стр. 51). 

Теорема. Если бесконечная последовательность {х п} линейно 
независимых элементов замкнута в X, а пространство X полно, 
то для всякой монотонно убывающей к нулю числовой последо­
вательности {Е п} найдется элемент JCGX такой, что Е п{х) = Е п  

при любом ПЁN. 

§ 1. Пространства Х Т\ и Х\ 

Определение 1. Пространство всех f° G  X, "для которых най­
дется последовательность тригонометрических полиномов ~{Р п} 
такая, что 

In \\Рп -Пх=0(\), (3) 

будем называть ̂ -конструктивным пространством к X и обозна­
чать через Хх. 

Определение 2. Пространство всех f° е X, для которых 2  

1° Ит1кпГ-пи=0 . .   

U _JŽ°JU\o„r-n\x=0(\),  (5) 
1 Если у знака I пределы индексов суммирования опущены, то сум­

мирование происходит по всем целочисленным значениям индексов от 1 до 
ОО. 

2  Все пределы в данной статье конечны. Под знаком предела указание 
оо всюду опущено. 

224 



будем называть Т^-конструктивным пространством к X и обоз­
начать через Хтх 

Предложение 1. Если X является ВК-пространством 3  в ко­
тором множество Р всех полиномов всюду плотно, то и Х Тх яв­
ляется В K-пространством с нормой 

ИЛ1тх= II Лк+51ф{А п  \\Onf °  —  Лк}. (6)  

n 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П р о с т р а н с т в о  Х т х  я в л я е т с я  в е к т о р ­
ным пространством, если для любых его элементов f ° i  = 
= (flftO, bk { 1 ) ),  и f° 2  — {a^ 2 \  bh { 2 ) )  и любого «GR определить 

f° i+f°2= ( f lkW+aik»,  b kW+bhW), 

и 
a f ° i = (aa h W,ab h W).  

По определению 2 получаем, что \\f°\\x < 00 и 
sup {An \\onf° — Лк}<°°-» 

Отсюда вытекает, что ||/°||гх:< oo. Поскольку метод сумми­
рования линеен, то ||/°||тх удовлетворяет всем аксиомам нормы. 

Докажем теперь, что Х Тх — полное пространство. Пусть 
f° p  = (ah

i p \  bh
( v ) )  е Хтх — последовательность Коши в простран­

стве Хтх, т. е. для каждого числа е > 0 найдется такое число W, 
что 
II f °P  /°р+г' |1тх— П/°ЗЭ —|—/°р+г II -ХГ.Н -

+ sup {An II f ° p  —  f ° p + i  O n  { f ° p ~ \ - f ° p + i )  lk} (7) 

при p> N и при каждой i . Так как {/%} является последова­
тельностью Коши и в пространстве X, то существует предел 

lim \\f° k - f ° \ \ x =0.  
k  

Поскольку условие (7) выполняется для каждого г, то имеет 
место неравенство 

llfp-Лk+supU* I\ 0 n ( f ° p - n - ( f o p - f ° )  Ik} <e. (8) 

Остается доказать, что f° е Х Тх- Для этого надо показать, 
что имеет место (5). Имея в виду, что выполнено условие (8) и 
f°p е Хтх получаем 

Ли  \ \ a n f °  -  Лк=Ап IIOn f °  —Г -  0n f 0
p + f ° p + 0 n f ° p  -  Гр1к< 

<Ап ||б7„ (Г — /°р) — (Г — Гр) 1к+ 
,+Ап II Onf°p — /°р1к = 0(1). 

Сходимость по координатам следует из того, что топология про­
странства Хтх сильнее, чем топология пространства X, a X есть 
В/(-пространство. Предложение доказано. » 

3 Банахова пространство X называется ВK-пространством, если из схо­
димости {f°n} по норме X следует сходимость числовых последовательно­
стей {a/i< n>} и {Ьй ( п )} при каждом k. 
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Предложение 2. Если f°  е Х Тх, то при каждом <р е X* после­
довательность {<p(onf°)}  является ^-ограниченной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  в ы т е к а е т  и з  т о г о ,  ч т о  с л а б а я  с х о д и ­
мость следует из сильной сходимости. 

Предложение 3. При каждой скорости Я существует тригоно­
метрический ряд f°  е X, такой, что имеет место соотношение 
/°е4 

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д у е т  и з  т е о р е м ы  С .  Н .  Б е р н ш т е й н а ,  
положив в ней последовательность {£„} = {Яп"1}. 

Приведем примеры конструктивных пространств. 
1. Пусть Т — (Tnk) — треугольный метод суммирования 

Теплица, который удовлетворяет условию 

dii<^oo. (9) sup— f  I b ̂  гnk cos ku 
« Л  о 1  2  ft 

Если Я — ограниченная скорость, то пространства С и Стх, а 
также Lo и Lorx совпадают (см. [7], стр. 69 и 70). 

2. Пусть Т — С 1  — метод арифметических средних. Если 
Я = {«"} при 6t е= (0, 1), то 

С TL— С\ = Л а,  

где Л а  — класс Липшица степени а (см. ![ 1 ], стр. 197). 
3. Пусть Х= {n f c + | 3}, где k — целое число и ]3е (0, 1). 

Тогда класс Сх совпадает  с  классом функций,  имеющих k 
непрерывных производных, причем е Л« (см. [1], стр. 197). 

4. Пусть Я= где & — целое число. Тогда класс Сх со­
впадает с классом функций, имеющих & непрерывных производ­
ных 4  и ре Л* (см. i[l], стр. 197). 

5. Пространство С% совпадает с пространством С°° тогда 
и только тогда, когда п г  — о(Я п) для каждого г = 0, 1,... (см. 
[6], стр. 351). 

6. Пусть Т = (Z, г) — метод Зигмунда. Тогда т пн = 
= 1 —k r(n -1- 1)~г. Далее пусть Я — {пг}. Если г >- 0 четное 6, 
то е Lip (1, р) (1 ^ р <С оо) тогда и только тогда, когда 
f ̂  Lp Tx, а если г >- 0 нечетное, то /Х^- 1) ^ Lip (hp) тогда и 
только тогда, когда g е /Л Тх, где g — функция, сопряженная 
к f (см. [12], стр. 369). 

7. Пусть i(Ok(f ',t)p — модуль гладкости в пространстве L p  

и Я = {п а}. 
а) Если 0 (< а < k, то L px есть класс всех функций f е L p, 

для которых 
cok(f; t) p=0(t«).  

4  Класс Л* состоит из всех непрерывных функций /, для которых 
{f (-V+^i) +/(* h) — 2/ (х)} = О (/г). 

5  Функция принадлежит классу Lip (1, р) (1 ^ < °°) тогда и 
только тогда, когда 

| |/(х+/г)— f(x) II р — 0(h).  
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б) Если а — k, то Lv\ принадлежит к классу всех функций 
из / е LP, для которых 

(OK (/;  t ) p  =  0 ( t k / \ n k ) .  

в) Если a Z> k, то Lp% принадлежит к классу всех функций 
ИЗ L P, ДЛЯ которых 

ш ( / ;  t) p  =  0 ( t h )  

(см. [6], стр. 347). 
8. Если скорость Л удовлетворяет условию 

Я/гГ-Ъ-*<оо, 
h 

то LP%CZC V  И CXDC R  (см. [б], стр. 347). 

§ 2. О ^-дополнительных пространствах 

Предложение 4. П у с т ь  м е т о д  Т  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  (9). 
Т о г д а  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  f °  е  £ Ф Т а ,  н е о б х о д и м а  и  д о с т а т о ч н а  

Т х - о г р а н и ч е н н о с т ь  р я д а  

]£{a h Ck-\-b k dh) (Ю) 

п р и  к а ж д о м  g °  е  ( C h j d h )  е  L y .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  П у с т ь  f °  е 1 Ф Гя-
Из определения пространства Х Тх, вытекает, что 

1° lim lkn/° — /°]|ф=0, (11) 

2° ЛИ Ц (Т ПГ -ПФ=0 ( 1 ) .  (12) 
Последовательность 

Л 

9 n ( g ° )  =  J£ tnh (ahCk+b k dk )  = —  f  ( < r „ f ° ( x ) )g ( x )dx  (13) 
6-1 я 4, 

является последовательностью непрерывных линейных функцио­
налов в Lxy (см. [13], стр. 124, примечание 2). Поскольку 

I f  ( x ) g ( x )  d x  
—Л 

также есть непрерывный функциональный в L W  (см. [13], стр. 
142, примечание 2), то в силу (11) и неравенства 

/ (anf) f d x  - /  f°g ° d x  l ! < x „ r - r i ! ® l l g 0 l l T  

ряд (10) является Г х-ограниченным при каждом g° G  L W .  
Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  р я д  ( 1 0 )  я в л я е т с я  ^ - о г р а н и ч е н ­

ным для каждом g 0GL f. Тогда в силу неравенства 
] го 

-у IIО п Г  — 0П-И/°!1ф< Slip I/ [Onf° — On + if° ] g °dx ,  (14) 
я 
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Onf 0  является фундаментальной последовательностью в Е ф  (см. 
[13], стр. 142, примечание 2). Так как Ь Ф  есть полное простран­
ство (см. [4], стр. 83, теорема 1), то o nf° сходится в Ь ф  по 
норме. Так как неравенство (14) выполнено при каждом i, то 

из которого выводим, что /° е Ьфтх. Предложение доказано. 
Предложение 5. П у с т ь  м е т о д  Т  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  (9). 

Т о г д а  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  f °  е  L ^ T \ ,  н е о б х о д и м а  и  д о с т а т о ч н а  

Т х - о г р а н и ч е н н о с т ь  р я д а  (10) п р и  к а ж д о м  g °  < =  Ь ф .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  п р е д л о ж е ­
ния 4. 

Следствие 1. П у с т ь  м е т о д  Т  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  (9). 
Т о гда для того,  чтобы f °  принадлежал к  L tx, L^tx (1  <С р <С °о)  

и л и  М ,  н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  р я д  (10) я в л я л с я  

Т к - о г р а н и ч е н н ы м  п р и  к а ж д о м  g ° ,  с о о т в е т с т в е н н о  и з  М ,  L i  и л и  L .  

Предложение 6. Е с л и  м е т о д  Т  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  (9), 
т о  д л я  f °<= (dV) T x  н е о б х о д и м а  и  д о с т а т о ч н а  Т х - о г р а н и ч е н н о с т ь  

р я д а  (10) п р и  к а ж д о м  g ° ^C .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д  и  м о с т ь .  Е с л и  f °  =  

= (ßfe, bh )  е dV, то F° =  (—bhjk,  a k /k)  и существует непрерыв­
ный линейный функционал 

где g °  =  ( C h ,  d k )  G С (см. [4], стр. 254). Так как выполнено 
условие (9), то последовательность {<7ng°} сходится равномерно 
в [—я,  я]  для каждого g°  ̂  С (см. [7], стр. 70, теорема 3). 
Имея в виду, что 

•у lknf —- Л1Ф< sup I f  [Onf°  — f ° ] g °  d x ,  

Il8irxr<l -л 

^  tnh{ a h Ch - \ - b h d h )  

=~ I/[ong° — g ° ] dF  ( x )  I! ong0  — g°ll с IIЛI v ,  
Я I v я 

—л 

получаем, что существует предел 

lim 2 J  * n k  ( a h c h + b h d h )  J g°  (*) F °  (x). 

Поскольку 
Л 

А» I— /  f ° d (o n F° (x ) ) -  J f ° dF° ( x )  <  
I Я „ 
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<Лп ИГНс \ \ o n F ° ( x )  —  F ° ( x )  liv, 

то ряд (10) является ^-ограниченным. 
Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  р я д  ( 1 0 )  я в л я е т с я  ^ - о г р а н и ч е н ­

ным при каждом g° е С. Поскольку (10) является непрерывным 
линейным функционалом в С при каждом п, то по теореме Ба­
наха—Штейнгауза предел 

Я» 

есть непрерывный линейный функционал. Кроме того, 
л л> 

lim — / g°Onf °dx=~  J g ° d F ° i ( x )  

n Л _л  Л 

для каждого g°<=C. Если g ° ( x )  =  c o s k x ,  то 
л л 

— f cos d F ° ( x )  = l i m —  f  ( a n / 0 ) c o s  kxdx= \ \m  t n kdu  =  cih .  
Л _ л  n ^ _ r e  »I 

Аналогично, при g°(x) = sin kx ,  получаем 
Я 

— f sin k x d F ° i ( x )  =bh .  
л J 

—Я 
Значит, f ° ^ (dV ) T \ -  Предложение доказано. 

Определение 3. П р о с т р а н с т в о  в с е х  ( а и ,  b k ) ,  д л я  к о т о р ы х  р я д  

2  ( a h C k  +  b k d h )  я в л я е т с я  Т х - о г р а н и ч е н н ы м  п р и  к а ж д о м  

( с и ,  d h ) ^ X ,  н а з ы в а е т с я  Т х - д о п о л н и т е л ь н ы м  п р о с т р а н с т в о м  к  

п р о с т р а н с т в у  X  и  о б о з н а ч а е т с я  ( X ,  Т 1 ) .  

Если при некоторых k  все коэффициенты Ck, либо d h ,  либо 
Си и d h  вместе равны нулю для всех (си, du) е X, то при тех же 
k полагается соответственно аи, либо Ьи, либо аи и Ьи вместе 
равным нулю для всех (аи, bu) е (X, 7 х) (ср, [7], стр. 75, 
определение 1). 

Предложение 7. Е с л и  Т  у д о в л е т в о р я е т  у с л о в и ю  (9), т о  

и м е ю т  м е с т о  с л е д у ю щ и е  р а в е н с т в а  

( Ь ф ,  Т к )  = L x p T \ \  ( L x p , T K )  —L<bT \  

( L ,  ny=M T k -  (Lp ,  П )  =  L < * T X  при l / p + l / q = U  

( M , n ) = L T X ]  ( С ,  T x )  =  ( d V ) T , .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  п о л у ч а е т с я  н е п о с р е д с т в е н н о ,  е с л и  в о з -
пользоваться предложениями 4, 5 и 6 и определением 3. 

Предложение 8. П у с т ь  X  я в л я е т с я  В К - п р о с т р а н с т в о м ,  п р и ­

ч е м  Р  в с ю д у  п л о т н о  в  X .  Т о г д а  ( X ,  Т % )  я в л я е т с я  В К - п р о с т р а н с т ­

в о м  с  н о р м о й  
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l ir i l( X | T^ = ll/°l l (TX)=^{ s u p sup \(Onf °,  g°) |+ 
li II£°!!.y=C1 

-fsup sup hk\(Onf° — f0, g ° ) \ } ,  (15)  
h l lg°l l,Y^l 

где 

(ОпГ ,  g ° )  =  ( f ,  O n g ° )  =  t n h  ( a h C h + b h d h )  
h = 1  

Ы° - Г, g°)= (Ы°, g°> - lim (Сif", g°)).  

Доказательство. Покажем сперва, что (Х,ТХ) является 
векторным пространством. Определим линейные операции в 
пространстве (X, Тх) так же, как в пространстве ХТк. Пусть 
f b  е (vY, Р-), тогда и af°^(X,T l). Действительно, по опреде­
лению 3 

lim j^TnhictkCk+bkdb) =S (16) 

для всех (Cft-, dh) е X и 

hi{ 2Tih(a h Ch+b hd k) — S} = 0(1). (17) 
h=\ 

Тогда 
lim Tnfc( C Z t+«6,A) =«S 

и 

Ai{ t i k(aa h Ch = abhdh  — aS} = 0(l) 
k=l 

Пусть теперь f° u  f°2  G (X, P-), тогда и f°i  + f°2^ (X,T l) . 
Действительно, так как T — линейный метод суммирования и 
существуют пределы S 1  и S 2  типа (16), то существует и предел 

lim JŽTnk(a^Ch+a h 4 h -\-b h
l d k ^-b k

2 d h )  = S1-j-S2. 

Так как имеет место 

Яг[ t i k  ( t t ^Ck-^ t t k^Ck-^b^dk-^-b i c -dh)  (S^J-S 2) ] = 
/г=l 

=Ai[ JŽj tik (a^Ck+bk^dh) — S1 ] -f-
7i=l 

+Ы tih(ak 2c h+bk zdk) — s 2 ]  = О(1), 
fc=1 

то (X, P\) — линейное пространство. 
Докажем теперь, что (15) является нормой в пространстве 

(Х,ТХ). Если f° = (0,0), то все суммы (15) равны нулю, зна­
чит Ц/°||(ТЯ) = о. Если |1П1(тх) = о, то все суммы Са п, Г, £f°> 
равны нулю. Эти суммы могут быть нулевыми во-первых тогда, 
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когда X = {о}, но тогда по определению 3 имеем (Х ,Т к )  =  

=  { £ } .  П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  X  Ф  { £ } .  П у с т ь  g ( x )  =  c k  c o s  k e l  
такая, что Си Ф 0. Из того, что ||f°| |(TA,)'= 0 вытекает, что и 
а к  = 0. Аналогично можем рассуждать о каждом k, при для 
котором Ck Ф 0. Следовательно, аи = 0 для каждого k. Анало­
гично получается, что Ьи = 0 при каждом k, следовательно, 
Р =  (0,0) .  

Покажем, что ||П1(гя) является конечной. По определению 
нормы (15) для этого необходимо и достаточно, чтобы 

sup sup \(Ohf° ,g°) \<oo,  (18) 
h llglx<l 

И 
sup sup Äk\(Onf°  — f° ,  g°) \<°° .  (19) 

h linijf^l 
Функционал 

71 
{Onf 0 ,  g°)— J>jTnk(akCu+budu)  

h =  1  

является непрерывным линейным функционалом в X. Если 
f° <= (X, Р-), то <0nf°,g o'> сходится при каждом g°el По 
принципу равномерной ограниченности получим 

sup liinil =л sup sup \(Onf° ,  g°)| < oo, 
n n | |g°ll Y<l 

из чего вытекает (18). Кроме того, функционал lim <.a n f° ,  g"°> 
является непрерывным линейным функционалом в X. Следова­
тельно, и Яп <С (onf° — f°), g°>- является непрерывным линей­
ным функционалом в X. Так как f° е (X, Т К), то последователь­
ность {Л п  <. (a nf°— П, £°>} ограничена при каждом g°Gl 
По принципу равномерной ограниченности 

sup \ \ ( (On f °  —  f ° )  ,  g ° ) \ \ x  =  sup sup \ ( ( O n f °  —  f°) ,g°) \<00,  
n  n  \ \ g ° \ \ x < l  

откуда следует (19). 
Докажем теперь, что (X, Т 1) — полное пространство. Пусть 

f°p — (<2k<P), bu { p )) <= (X, Г х) (/7=1, 2, ...) — последователь­
ность Коши в пространстве X, т. е. для каждого е > 0 найдется 
такое число N, что 

11Гр-Гр+г11(тх)<е. (20) 

при р > N и при каждом г. Если g°(x)  =  c k  cos kx ,  то из 
(15) получаем | | г п ь(яь < р )  — a k < p + i ) )  c h \  < б при р > N и всех i .  
Из этого вытекает, что a^ p ) ^a k  при /? ->- оо и каждом k .  

Аналогично, выбирая g°(x)  = d h  s in  kx ,  получаем, что b h
( p ) ->b h  

при р -> oo и каждом k. Но так как условие (20) выполнено 
для каждого i, то 

\\Г Р -Птх)<е. 
Покажем, что f °  = (аи, Ьи) е (Х.Т 1 ) .  По определению для этого 

231 



необходимо и достаточно, чтобы существовали пределы 

lim^J Tik(a h Ck J
r b h dk) =ö(g°)  (21) 

г к=1 

b\(o<r,g °)-õ(g 0 )\  =  0( 1) (22) 

для всех g °  е X. Допустим обратное: пусть найдется g °\  =  
— (c h ^\  dh w )  G  X такой, что <.o n f 0 ,g 0 \>- не сходится. Так как 
<LOnf°, g°~> — непрерывный, линейный функционал в X, то мы 
можем предполагать, что IlgMIx 1. В силу неравенства (20) 
для любого е > 0 существует р > N такое, что 

л\(0 nf р, g  l) (Onf ,  g ») !•<£.  

Поскольку последовательность <.o n f° p ,  g° \  > сходится при 
каждом р > N, то в силу последнего неравенства <o n f° ,  g 0 \ "> 
также сходится, что отвергает обратное предложение. Оста­
ется показать, что выполняется равенство (22). По условию 
(20) для любого е > 0 существует р > N, такое что 

л sup sup |At< (tfipp — f °p) ,g°)  — fa((Oi f°  — f°) ,g 0 } \<£ 

для всех g° e X. Из этого вытекает, что 

Fi<(а,Г - Г), g ° ) I ( ( о Г  -  Л ,  g ° >  -
— Ai ( (o i f°p  — f°p) ,  g°)|.+ 

+ |Аi ((Oif°p  — Гр), S°} \  — 
= 0(1).  

Значит, /° G (X, 7 х). Сходимость по координатам следует из 
неравенств 

—flftl (1/я) и/% — П(ТЯ)||С05 ik 

]bk W  — b h \  \c tnh\  < (l/л) Hf°p — /°||(rx)llsin k- \ \x  

(cp. [7], стр. 78). Предложение полностью доказано. 
Предложение 9. Если X [) Р всюду плотно в ВК-простран-

стве X, то /° е (X, Г х) тогда и только тогда , когда 
ПЬ)<оо. (23) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  ( 2 3 )  
следует из того, что норма Н/ 0 | |(тх) в (X, Т х) конечна. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  у с л о в и е  ( 2 3 )  в ы п о л н е н о .  П о к а ­
жем, что <.Onf°, g°~> сходится при каждом g'°el Последова­
тельность норм непрерывных линейных функционалов <р п  {g°)  =  
— <.Onf° ,  g°> ограничена. Если g° Е (X Л Р), то 

g°=JE (Ck cos kx J
r dh sin kx)  

fe=i 
и последовательность {<cr n/°, g°>} сходится. Так как X f] P 
всюду плотно в X, то по теореме Банаха—Штейнгауза последо­
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вательность {<.a n f° ,  g°>-}  сходится в X. То, что последователь­
ность {<COnf°, g°>) является А-ограниченной непосредственно 
следует из (22). Предложение доказано. 

Предложение 10. Если X — инвариантное относительно 
сдвига 6  ВК-пространство, то (X, Т х ) — инвариантное относи­
тельно сдвига ВК-пространство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И с п о л ь з у я  о п р е д е л е н и е  н о р м ы  в  п р о ­
странстве (X, Т 1) и понятие сдвига, получаем 

11ГМ1(ТА)=л|>ир SUp XnliOnfug 0 } — (f° t ,g°) \  +  
n ||glJr<l 

-fsup sup \ (On( f° t ,g°)11 = 
n ILg°llx<l 

=jr[sup sup Ak\ {Onf 0  — f 0 ,g ° t )\+ 

-|-sup sup 1 {Onf° ,  g° t ) \  =  
n llg°f  llx <1 

= 11П1(ТХ). 

Предложение доказано. 
Предложение 11. Если Т удовлетворяет условию (9) и X яв­

ляется одним из пространств Ь ф ,  Lxy, Lp( \  <с р <С оо) или М, 
то при a <= [1/2,  1]  имеет место равенство / 

liriH=<zsup \\0nf° \ \x* .  (24) 
I п Tl 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  п р о с т р а н с т в е  Ь Ф  в ы р а ж е н и я  
rt<Gnf 0,g°> и л<. (onf 0  — являются непрерывными 
линейными функционалами (см. доказательство предложения 8). 
Из свойств пространства L<& вытекает, что 

ы°1к<2я sup \(0пГ,ё°)\^2\\0пП\чг (25) 
1«°«Ф<1 

и 
Лп\\опГ — Г11чг<2я sup In (Onf°  — f° ,  g°>|< 

^2Ä n \\0nf o - f °\\v  (26) 

(см. [10], стр. 142). Так как (25) и (26) имеет место для всех 
п, то 

(1/2) (sup IknHv+sup (Anlknf — f ° \W) <  

<jr(sup sup \ (Onf° ,g°)  l+sup sup In  J (Onf°  — f° ,  g°}|)< 
n Нй1 ф<1 n Ив°11 ф<1 

<sup II(ТпГIIw+SUp Яп lkn(/°) — rilvp. 

6 Нормированное пространство X называется инвариантным относитель­
но сдвига t, если f° t  е X и \\f°\\ x  = liftil JT, где Г<(х) =/°(*'+Л-
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Из последнего неравенства выводим, что имеет место (24). 
Аналогичное рассуждение применимо и для пространства Lxy. 
Если Ф(и) = си?, где с >> О, то = Lp И Lxp = Li, где 

1 / y ö  +  1 / ^  =  1  п р и  р  >  1 ,  а  L v ?  =  М  п р и  / 7 = 1 .  
Предложение полностью доказано. 
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ПОСТУПИЛО 
25 V 1974 

FOURIER' KORDAJATE TÄ1ENDRUUMID KIIRUSEGA 

J. Sikk 

R e s ü m e e  

Artiklis üldista takse Goes'i ja Tön nov i töödes [10, 11, 7] vaadeldud 
T-täiendruumi mõistet A-tõkestatuse juhule, kasutades Kangro poolt [21 sisse 
toodud A-tõkes'ta'tuse mõistet. Töös leitakse TMäiendruumide omadusi põhiliste 
funktskxmiruumide korral. 
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COMPLEMENTARY SPACES WITH RAPIDITY OF 
FOURIER COEFFICIENTS 

J. Sikk 

S u m m a r y  

The purpose of this paper is to generalize the notion of the complementary 
spaces investigated by Goes [10, 11] and by Tõnnov [7], to the rapidity, 
by means of the notion of A-boundition, introduced by Kangro [2]. 

Let X be a Banach space of trigonometric series and A = {AA} with 
Xh >0 the rapidity. We define the space XT X  as the set of all feX, that 
satisfies conditions (4) and (5). It is shown in the article that XT^ is a 

Banach space with the norm (6). 
We define the space (X,  T^)  as the set of all /°— (au,  b k ) ,  than the 

seri e s  ( 1 0 )  i s  A - b o u n d e d  f o r  a l l  (Ck,  d h ) ^ X .  W h e n  t h e  c o e f f i c i e n t s  Ck o r  dk,  
or Ck and du together are zeroes for all (ск, rf k)eX for some k, then we 
suppose respectively that the coefficients a k  or b k, or a.k and bk together 
for all (ak, bk)^{X, T^) are zeroes for exactly the same k. 

The space {X, ТЦ is the Banach space with the norm (15). It is proved 
t ha t  (£ф,  T^) — ( ^хр ,  TjJ ~  ̂ фтх> (L, Т к ) — ( ^ >  T' K )  =  (dV) T X .  

Some topological properties of complementary spaces with rapidity for 
main functional spaces are studied. 
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РАЗНОСТНАЯ СХЕМА РЕШЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ С КВАДРАТИЧНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

Э. Тамме 

Кафедра вычислительной математики 

А. Онопер 

Кружок СНО при кафедре вычислительной математики 

Рассмотрим смешанную задачу 

du п  

— = L r u  —  a u 2  —  b u + f ,  ( х ,  t )  GQ t ,  (1) 
Г= 1 

u(x, 0) =<p(x)  ̂ 0 ,  x<=Q, 

u = 0 при (x, t) <= S T ,  

(2) 

(3) 

где 

а 
Q={x—(x i,  x n ) :  0<x r </ r ,  1  

— прямоугольный параллелепипед с границей Г, Q T  = Q\ (0, 7] — 
цилиндр и 1 Т  = Г X [0, 7] — его боковая поверхность. Всюду 
в этой заметке предположим, что функции а(х, t) ,  b(x, t) ,  
f(x,t) ограничены и неотрицательны, a p r(x,t) ограничена и 
положительна в замкнутом цилиндре [QT]. 

Пусть требуется найти решение u(x, t) задачи (1) — (3), не­
отрицательное в цилиндре Qt- Задачи такого типа встречаются 
в приложениях. При помощи принципа максимума несложно по­
казать, что рассматриваемая задача не имеет более одного не­
отрицательного решения. Предположим, что задача (1) —(3) 
имеет неотрицательное решение, и построим для вычисления 
этого решения более эффективную разностную схему, чем общие 
разностные схемы для решения квазилинейных параболических 
уравнений (см., например, [1,2]). 

Покрываем цилиндр [QT] сеткой [QT/I]. Для этого выбираем 
натуральные числа N r  ^ 2, г =1,2, . . . ,  п, и шаги h r  = 
= /г/А/г >0, х > 0. Параллелепипед Q покрываем сеткой 

[£?/,]  =  {Xi= ( i ih i ,  . . . ,  i n hn): 0<(',<Л/Г, 1 
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где i  = (t'i, ..., i n) — мультииндекс. Обозначим через Qu = 
= [Qh] Л & множество внутренних узлов и через Г и. = 
= [Qh] П Г множество граничных узлов этой сетки. Затем вве­
дем сетку 

[QTh] = {(Xi, th): Xi е [ОД, 0^tk=kr^T} 

и обозначим Q Th = [Qr/i] П Q t -

Пусть у — у а = y(Xi, t h ) сеточная функция, определенная 
на сетке [Qr/t]. Введем обозначения 

I r
± i y= I r ± i yih  =  у(irdz 1)h r ,  tn/zn, tk), 

d r y=—^-(I r y  y) ,  / r =/ r
+ 1 ,  

дгу=~{у — Ir-ty), дгу=~(дгу+д г у). 

Аппроксимируем дифференциальное выражение L r u разност­
ным 

Lr h y=prdrdry-\-q r dry=A r I r -iy — B r y+C r I r y,  

где р т  = pr(Xi, t h ), q r  = qr(Xi, th) и 

л 1  I Mr \ D  2 1 / h r q r  \ 
r ~  А Л  v r _  2  / '  r ~  h , * P "  C r ~  h ?  i P r +  2  / •  

В дальнейшем предположим, что в цилиндре Q t  выполнены 
условия 

h r \q r (x, t)\^2pr(x, t) ,  г = 1, 2, ..., п. 
Тогда коэффициенты А г, В г  и С г  неотрицательны и A r  - f- С г  = В г .  
При доказательстве лемм 1—3 пользуемся только этими свой­
ствами коэффициентов А г, В г  и С г. Поэтому эти леммы остаются 
в силе и при других аппроксимациях выражения L ru, удовлетво­
ряющих этим условиям. 

Для решения задачи (1) — (3) пользуемся экономичной раз­
ностной схемой (ср. например [1,3]) 

lp) — z/v-l) 

=L v h yM v=\,  2 ,  . . . ,  / i - l ,  •  ( 4 )  
т 

u —  * )  
=Lnhy — ay 2  — by+f,  (5) 

T 
yiy)  — yjy)  =  о и у = у ih = 0 при Xi е А, где а = a{x u  t h ), 
b = b(Xi, t h ), f=f(xi , t h ), y i 0 ) =y i t h-u k=l y  2, . . . ,  [7/r], y i 0 =(p(Xi) .  
Нелинейное уравнение (5) решаем итерационным методом 

————-=L n h ^ — ayiy-Vyiy)  — byW+f,  v=n,  n + 1 ,  . . . ,  ( 6 )  
T 

Z/<v) = 0 При Хг G A. 
Последовательность y  имеет следующие свойства. 
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Лемма I. Если z/  ̂  О и О <С kx  ̂  Т, то 
0^ </ v )^ max z/i ( 0 )+f max f ih, v—\,  2, ... 

х 4еО л  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о т р и ц а т е л ь н о с т ь  z / < v >  д о к а ж е м  о т  
противного. Пусть у( 0 )  ^ 0, ..., z/( v™') ^0 и min t/i ( v )  — z//v )  <С 0. 
Тогда при V С п 

у^ = у^П+Г(А^'%<У> -  ßvj^/V.+ C^/.y/V,) ̂ y/V-,,^0. 

При V ^ п аналогично 
(//*)=^»-ч+т — ajkt i  f -VyjW — bjktjjW+fjk)  5= 

>У, ("-у+т/№^0. 
В обеих случаях получаем противоречие, что доказывает неотри­
цательность z/< v ). 

Оценку сверху для z/< v )  получим при помощи принципа мак­
с и м у м а .  П у с т ь  m a x  z / i ( v )  =  z / / v ) .  Е с л и  v  ̂  п — 1 ,  т о  

yf v y< i/j ( v _ 1 )+TLvft«// v )< z//v-1)^ max z/i^, 

откуда 
z// v>=max z/i ( v )^max (// т _ 1 '<тах z/i ( v - 2 )^ ... ̂  max z/iW. 

При v ̂  ti 

z / j(v)=^.(n-i) + T( L n / i ! /.(v) _ ajkyp-VyjW — гад 3-М+Ы<' 

^max i/i < n _ 1 )H-T/jft^max г/г ( 0 )+т max fife. 
г г г 

Лемма доказана. 
Лемма 2. У равнение (5) имеет при 0 <С kr  ̂  Т решение 

у  =  y i h  ̂  0 и последовательность z/ ( v ), v = п, п + 1, ..., схо­
дится к этому решению со скоростью геометрической прогрессии 

лУ-П+1 
max |z/iW — y i h\ < _ max jz/i<n) — //i(n _ 1 ) |, (7) 

^ X i(^Qh  

где 

q= - X K  <1, sup aikZ/i w^0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м  z W  =  z / ( v + 1 ) —  z / v ) .  П р и  
из (6) получим 

zM=T{L n h zM — az/v)z(v> — ayW-v — bzM), 
откуда следует, что 

max |ziM| < q max |zi< v - 1>,| < ... <f" n + 1max |Zi< n _ 1>|. 
i i i 

Так как q •< 1, то из этих неравенств вытекает сходимость по­
следовательности z/M и оценка (7). Переходя в равенстве (6) к 
пределу v-^oo, получим, что предел у = lim z/ v> является ре­
шением уравнения (5). Таким образом все утверждения лем­
мы 2 доказаны. 
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Из доказанных лемм следует, что при любом начальном 
условии z/io = <p{Xi) ̂  0 разностная схема (4), (5) имеет неот­
рицательное решение z/гь, которое можно найти при помощи 
формул (4) и (6), и что это решение удовлетворяет неравен­
ствам 

О< t/ih5$: max z/jo+Г max при (x {, t k)(=Q Th. 
(xj> 

Об устойчивости разностной схемы (4), (5) имеет место 
Лемма 3. Если yik и Vih являются неотрицательными реше­

ниями разностной схемы (4), (5), соответственно, при неотри­
цательным начальным условиям yi Q  и Vio и при неотрицательным 
свободным членам f i h  и gih, то 

max \y i h  — Vik\< max \y i Q  — v i 0 \  +  T max \ f ik  — gih\ .  (8) 
( x i , t h ) ^ Q T k  ( X i , t k ^ Q T h  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  z = y— v  и z   = yW — u ( v) по­
лучим из (4) и (5) соотношения 

zfy) — xLvhzfy\ v=\, 2, ..., n — 1, 
z — z(n-V=t[Lnhz — a (y-f v)z — bz+f — g]. 

При помощи принципа максимума оценим 
max|zi( v )!^max|zž ( v - 1 ) | ,  v =  1 ,  2, ..., ti—1 ,  . 

i  г  

max |z«J <max \z i } k - i \+T max\f i h  — g i h \ ,  
i i  i 

откуда следует оценка (8). Лемма доказана. 
О сходимости разностного метода (4), (5) имеет место 
Теорема. Если задача (1) — (3) имеет в области [QT] доста­

точно гладкое неотрицательное решение u(x,t) и в этой области 
также a, b, f, р г  и q r  достаточного гладки, то приближения 
yih.^-0, найденные из схемы (4), (5), сходятся к этому реше­
нию со скоростью 

max Iu(X i ,  t h) — y^i^TM (\h\2-\-t), 
(Xi , t h \ < = Q  T h  

где M — положительная постоянная и \h\ 2  = h x
2  -(- h 2

2  + • • • + hn2-
Доказательство. Исключая из (4), (5) вспомогатель­

ные величины z/W, z/(2), ... , z/ ( n _ 1 ), получим соотношение 
(Е «  xLi f i )  (Е xLih) .  • .  (Е tLnh) у— yi ,k—i 

— т (£ — tL l h ) . . .  (Я — т! п _1 Л ) (ay 2 +by — f) ,  
где Е — единичная матрица. Подставляя сюда вместо у значе­
ния и — Uih = u(X{,tk) решения задачи (1) — (3), получим 

( Е  т L > i h . )  ( Е  . . .  ( Е  т L n h )  z z  —  U i ^ k — i  
—  т ( Е  —  t L i h ) . . .  ( Е  —  r L n - i . / i )  { а и г - \ - Ь и  —  f )  - j - t i p .  

Открывая скобки и учитывая гладкость решения и коэффициен­
тов уравнения (1), нетрудно убедиться, что \ip i h\ ̂  М(\h\ 2  -j- т) 
при Xik <= Q Th- Для погрешности z = и — у получим соотно­
шение 
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(E xLif i) (E xE^j i) . . .  (E tE n f i )z — Zi,k— i — 
t  (E %L,\h) . . . (E T-^N—I,/T) [Ö(y-\-u) z-\-bz]-\- t ip .  

Переход от z^h-i к z = z i h  можно осуществить также при по­
мощи формул 

z ( 1 )  — Z i t h - i=TL i h zW+t\p,  
Z(V) _ Z (v-1)= х V v hzfy\ v = 2, tl — 1, 

z  —  z ( n - 1 ) = r [ L n / l z  —  a  ( z / +  u ) z  —  b z ] ,  
откуда 

|zi/ t |^max |Zi< n - 1>| ... ̂ max |z<W|^max jzi,ft-i|+t max 

Из этих неравенств следует утверждение теоремы ввиду оценки 

max [Ziftj^r max '|^|<7М(|/г| 2+т). 
( X i , t h )<=Q T h  ( X i , t k )<=Q T h  
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D1FERENTSSKEEM RUUTMITTEL1NEAARSUSEGA PARABOOLSE 
VÕRRANDI LAHENDAMISEKS 

Е. Tamme ja A. Onoper 

R e s ü m e e  

Vaadeldakse ülesande (1) — (3) mittenegatiivse lahendi leidmist risttahuka-
kujulises piirkonnas, ülesanne aproksimeeritakse ökonoomse diferentsskeemiga 
(4) — (5), tõestatakse selle stabiilsus ja koonduvus kiirusega 0( ; |А.|2 + r). 
Mittelineaarse algebralise võrrandisüsteemi lahendamiseks antakse iteratsiooni-
meetod (6) ning tõestatakse selle koonduvus. 

EIN DIFFERENZENSCHEMA FÜR DIE LÖSUNG DER PARABOLISCHEN 
GLEICHUNG MIT DER QUADRATISCHEN NICHTLINEARITÄT 

E. Tamme ja A. Onoper 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im vorliegenden Aufsatz wird die Ermittlung der nicht negativen Lösung 
für die Aufgabe (1) — (3) im Quader betrachtet. Die Aufgabe wird mit dem 
Differenzenscherna (4) — (5) approximiert. Es werden die Stabilität und die 
Konvergenz • (mit der Geschwindigkeit 0(\h\2  -\~r)) dieses Verfahrens bewiesen. 
Für die Lösung des nicht linearen algebraischen Gleichungssystems wird die 
Iterationsmethode (6) dargeboten und ihre Konvergenz bewiesen. 
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О БОЛЬШИХ ПРОГИБАХ АБСОЛЮТНО ГИБКОЙ 
УПРУГОЙ МЕМБРАНЫ С НАЧАЛЬНЫМ ПРОГИБОМ 

Л. Роотс 

Кафедра теоретической механики 

Рассмотрим изгиб абсолютно гибкой упругой мембраны, на­
груженной равномерно распределенной нагрузкой интенсив­
ностью р. Мембрана круглая (радиус с) и закреплена так, что 
радиальные смещения на контуре невозможны. Начальный про­
гиб осесимметричен относительно оси z. 

Дифференциальные уравнения абсолютно гибкой мембраны, 
на которую действует равномерно распределенная нагрузка р, 
имеют вид 

dw , dwo 
ho г 

уф- Е\ 1  ( d wY \ d w  d w ° ]  
г L 2 V dr f dr dr 1 dr 

где обозначено 
wо — начальный прогиб, 
w — дополнительный прогиб, 
h — толщина мембраны, 

Ф — функция напряжений; 
1 d0 d % 0 
г dr ' dr 2  

Переходим к безразмерным величинам 

Wo 

Or', _, я 0  —С7@. 

[ В( 
Wo 

h 
w w =— 
h 

Ов 

Е \ 1 h , 

— 1 1— 
Е \ h 

и 
' с ,  
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Учитывая, что 

Ов-
dr 

(•ГОг) 

и вводя, следуя работе [ 1 ], вместо г координату 

можно уравнения (1) преобразовать к виду 

4а, 
dw* t  

1
 

dx dx / 
d 2  1 / dw* \ 2  

(хог  )  - -  2  (  )  dx 2"""' ' 2 
а далее, введя новые переменные 

,/ 32 \ 1 / 3  

y=xar ) , 

dw* dw 0 * 

dx dx 

к виду 

w ' o= w 0 *\ 
1 P* 

j -

w' = w*(^ 2 ' 

P*' 

|i/3 

dw' X dw ' o  

dx У dx 

d 2 y X 2  ,/  dw ' o  

dx 2  У г  

1 \ dx 

К уравнениям (2) принадлежат граничные условия: 
1) в центре мембраны о г  — ов, или 

ей/ 

dx х = 0  х=0 ' 

2) на контуре и г  = О и ш' = О, или 

dy 

dx 
1+r 

(3) 

(4) 

w'\ x=i=0. (5) 

В качестве конкретного примера рассматриваем мембрану с 
начальным прогибом 

У х=1' 

W 0  

где f  = const, Здесь 
dwo 
dx 

= f {  i - £ ) = f o - * > .  

f / 2 X1/3  

=-T \ y )  =~^=const; 

уравнения (2) принимают вид 
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dw'  .  x  —=A , 
ал: г/ 

dhI ( 6 )  

dx 2  у 2  '  

Граничные условия (3) и (4) удовлетворены, если задать 
у=А sin ах,  

где а — решение уравнения 
2 а 

tan«: 
1+г> 

Применяя затем к решению второго уравнения в системе урав­
нений (6) метод Галеркина, получим для определения коэффи­
циента А уравнение 

/ 1АЗ+/ 2Л2+/З=0, 
где 

1 
I l = a 2f  sin 4  ах dx,  

о 
1 

/ 2=Я 2  / sin 3  ах dx,  
о 
1 

1 3 — —  /  х г  sin ах dx.  
о 

Далее, из первого уравнения системы уравнений (6) находим 

.  „  \  С xdx 
w '=lx—  —  /  —  1 -С. 

A J ein /7V A J
0  s in  ах 

Из граничного условия (5) 

с \ j x d x _  
A J

0  sin ах 

следовательно, 
1 

,  1 Г х  dx , .  .  , .  
w  =~ / —  ЬА(х—  1 ) .  

A J
x  sin ах 

Прогиб в центре мембраны 
/ р* V/ 3  

w(0 ) = f i \~2~) w '(0)  = 

1 

о 
Вычисление проведены для стальной мембраны (v  = 0,3; 

£ = 2,1 • 106  кГ/см 2) при значениях параметров 
с  = 200 h\ р  = 7 кГ/см 2 - ,  f/h = 3; в этом случае w(0) = 3,78 h .  
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ALGLÄBIPAINDEGA MEMBRAANI SUURTEST LÄBIPAINETEST 

L. Roots 

R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse telgsümmeetrilise algläbipaindega ümmarguse elastse 
membraani suuri läbipaindeid ühtlaselt jaotatud koormuse mõjul. Esitatakse 
niisuguse membraani diferentsiaalvõrrandid, mis on tuletatud analoogiliselt 
tasapinnalise membraani diferentsiaalvõrranditele töös [1]. ühel erijuhul on 
leitud neile võrranditele ligikaudne lahend Galerkini meetodi abil. 

ON THE GREAT DEFLECTIONS OF A MEMBRANE WITH AN INITIAL 
DEFLECTION 

L. Roots 

S  u  m  т а г у  

In this paper the great deflections of an elastic membrane with axisym-
metrical initial deflections under uniformly distributed normal pressure are 
considered. In one case the approximate solution by using the Galerkin method 
is found. 
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УСТАНОВИВШАЯСЯ ПОЛЗУЧЕСТЬ БАЛОК В СЛУЧАЕ 
МАТЕРИАЛОВ С РАЗНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ НА 

РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ 

Я. Леллеп 
Кафедра теоретической механики 

Установившаяся ползучесть конструкций в случае анизотроп­
ного материала рассматривалась в работах [2, 4, 6]. В статье 
[4] исследовалась анизотропная ползучесть дисков, причем по­
ведение анизотропного материала в условиях ползучести описы­
валась уравнениями 

е и  =  В ( Л к а ) п  ( k  —  \ ,  2, 3). 

Здесь su — скорости деформации вдоль главных осей анизотро­
пии, о — напряжение, В, п и Ли — некоторые постоянные, опре­
деляемые экспериментально. 

В работе [5] исследуется ползучесть материалов, поведение 
которых является различным при растяжении и сжатии. Обна­
ружено, что у таких сплавов, как магниевые и титановые, ско­
рости деформации ползучести при одних и тех же напряжениях 
на растяжение и сжатие отличаются более, чем в три раза. При­
ведены результаты экспериментов, проведенных на образцах, 
вырезанных из цилиндрической заготовки алюминиево-магние-
вого сплава при температуре 200° С. Экспериментальные данные 
аппроксимируются функцией 

е=ехр(—Ku-\-ßh  [or ] ) ,  

где £ — скорость деформации, Ки и ßu  — постоянные, имеющие 
различные значения, как для различных образцов, так и при 
растяжении и сжатии. Например, при растяжении образца, вы­
резанного из осевого направления заготовки, К = 13,0 и ß  —  
= 0,75 мм 2]кГ, а при сжатии того же образца К = 14,1 и 
ß  = 0,75  мм 2 /кГ.  

В статье [1] исследуется установившаяся ползучесть круг­
лых и кольцевых пластин, выполненных из разномодульного не­
упругого материала. Допускается, что поведение разномодуль-
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ного материала при растяжении и сжатии (аналогично анизо­
тропному материалу) описывается уравнениями 

Г В  ( Х о ) п ,  ( 7 > 0 ,  

1 —В I(jj", (7^0, 

где показатель степени п имеет одинаковое значение при рас­
тяжении и сжатии. 

Ниже рассматривается установившаяся ползучесть балок 
при изгибе под действием распределенной нагрузки. Допускает­
ся, что балки изготовлены из материала с разными свойствами 
на растяжение и сжатие. Задача решается в случаях экспонен­
циального и степенного законов ползучести. 

§ 1. Постановка задачи и основные уравнения 

Рассмотрим изгиб прямой балки длины 2/, нагруженной 
равномерно распределенной поперечной нагрузкой интенсивно­
сти р. Допустим, что балка имеет постоянное поперечное сече­
ние вида прямоугольника ширины 1 и высоты h. Концы балки 
считаем свободно опертыми. Координатную систему Оху введем 
следующим образом: за ось х, определяющую положение сече­
ний балки, выбираем ось недеформированной балки, а ось у 
направим вертикально вниз. Начало координат поместим в 
центре тяжести левого конца балки. Дополнительно введем 
вспомогательную координату г, остающейся в процессе дефор­
мации перпендикулярной к оси балки и показывающей расстоя­
ние волокон от оси балки. Из-за симметрии рассмотрим в даль­
нейшем лишь левую половину балки. 

Уравнения равновесия имеют вид 
d 2M 
dx^ 9 

d T  < 1 Л >  

где М — изгибающий момент и Т — осевая сила. 
Геометрические соотношения представляются в виде 

dU d*W 
£~ dx dx* ' (  ' 

где е — скорость деформации, u — скорость горизонтального 
перемещения и w — скорость прогиба. 

Изгибающий момент и осевая сила выражаются через нор­
мальное напряжение по формулам 

/1/2 /1/2 

M — f o z d z, T=fodz. (1.3) 
-/1/2 -/г/2 
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Для удобства введем следующие величины: 

х  2 г  и  

Т' 7 ]~~~h ' U~ I ' 
. (1.4) 

4M , 2Г hW 4l 2P К  }  

/ г —    ' /г ' 2/ 2  ' Р  Л 2  

С помощью величин (1.4) можно уравнения равновесия (1.1) 
представить в виде 

t'=0, (1.5) 

где штрих обозначает дифференцирование по Формула (1.2) 
примет вид 

— r]W". (1.6) 
Вместо (1.3) имеем 

li= f or] dr]-, t=fadrj. (1.7) 
-1 -i 

Интегрируя уравнения равновесия (1.5) с учетом граничных 
условий jLi(O) = 0, д" (1) =г= 0, t (0) = 0, получим 

2I-I2); <=о. (1.8) 

Обозначим безразмерную координату волокна балки, в котором 
скорость деформации равна нулю, через г]\. Из формулы (1.6) 
выясняется, что 

( , - 9 )  

I 
С помощью (1.9) формула (1.6) примет вид 

е=к{г] — г]\), (1.10) 

где для удобства введено обозначение л — —w". 

§ 2. Экспоненциальный закон ползучести 

О. В. Срсниным [5] обнаружено, что поведение материала с 
разными свойствами на растяжение и сжатие хорошо согласу­
ется с экспоненциальным законом ползучести, который можно 
представить в виде 

J  Be™, о> 0, 
S  I—De- n a, оС 0. 

Хотя соотношения типа (2.1) в согласии с экспериментальными 
данными, они имеют некоторые недостатки. Важнейший недо­
статок заключается в том, что они не в силах описывать про­
цесс ползучести при малых значениях скорости деформации. 
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Определяем из формул (2.1) напряжение 

сг>0, 

о < 0. 

1 . е 
— In — , 
т В 

1 
(2.2) 

In—— 
П и 

Примем, что первое из соотношений (2.2) справедливо лишь при 
е > В, а второе — при е с —D. При остальных значениях ско­
рости деформации, т. е. при —D ̂  е ̂  В, считаем напряжение 
о равным нулю. Таким образом, формула (2.2) приобретает вид 

о=\ 

1 . 
In-—-

t i  D 
e<—D, 

0, — 

£>ß. 
1 . E 

l l l_D -tn  В 

(2.3) 

Предположим, что при —1 ̂  f] <. rj\ волокна балки сжаты, 
а при г]] <С г] ̂  1 растянуты. Тогда с учетом (1.10) соотноше­
ния (2.3) примут вид 

—V)]> — 

D I 
0, r j  1 — 

х > 

I n  ]- <л<1-

D_ 

x 

(2.4) 

tn 

Вычисляя t по формулам (1.7) и (2.4), имеем 

D \ .1 — r j i  
m  x  \  m n  / 

откуда с учетом (1.8) получим 

tn t i  
In x—\-\-—— — -

— n(  \  — r\ l )  

1 — r;i , 1 — rjl 1-1-7?! 
— In — 

(2.5) 

[ 1  
( 
'  В 

L X \ 1 m п / 

m В 
In 

1 +Г) 

D -] 
(2.6) 

Изгибающий момент ji определяем согласно (1.7). Применяя 
при этом формулу (2.4), имеем 
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_L| i-h 1  j 'A) 2
+5L, 

^  X  '  X  
(-

D 

in i X  ' 4m 
'A) 2

+5L, 
^  X  '  X  \ m n 

"  4 n 
OrNfi) 2  j" 2in х(1+Ы jj l n  x(l,+1?l) +  

ll^»0_'[ 2 l n  «(»-*) _i| + 
4m L В J 

—»7i) 
[ l n  * ( '  m )  1 ] .  (2.7) 

m L £ J 

Заменяя в (2.7) величину ln x выражением (2.6) и учитывая 
первое из равенств (1.8), приходим к формуле 

I /В 2  №\ 2 / В D \ m(l+r]i) 2 -\-n 
х г \т п / к \ т п I т(\-\-т) — п 

+м( 1 — ?yi)2  

(l;+i?i)  —я(1 — m) 

2(1 — т)(т+п) Г 1 — rji  1 — гц \+гц l+i?i 1 
— m В n DJ 

(2.8) 

m(l-\-r] i) — n( \  — гц) 

т(\+гц) 2 +п(1—гц) 2  2 v Г 1 , \+гц 
f-2 (1 —г] i) —ln—j-— 

mn L n  D 

m В 
]-2p(2f-| 2)=0. 

Соотношение (2.8) можно рассматривать в качестве квадрат­
ного уравнения для определения величины х. Поставляя его 
решение в (2.6), получим уравнение для определения величи­
ны Tji .  

Следует отметить, что в случае В — D, т — п, правая часть 
соотношения (2.5) равна тождественно нулю при гц — 0, и вме­
сто (2.8) имеем 

Этот результат и ожидался (см. [3], стр. 427) 

§ 3. Степенной закон ползучести 

Допустим, что поведение образца при растяжении и сжатии 
описывается уравнениями 

Г В(Хо)™, О, 

I —В |oj", а«0. < З Л )  
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В отличие от формул (2.1) соотношения (3.1) способны описы­
вать процесс ползучести и в случае малых скоростей деформа­
ции. 

Разрешая уравнения (3.1) относительно напряжения сг, 
имеем 

г \ ( е  у/т 
X \  В ) '  '  

I -е VI* < 3 ' 2 )  

- ( - г )  •  

Допуская, что в верхней части балки действуют сжимающие и 
в нижней части растягивающие усилия и имея в виду (1.10), 
соотношения (3.2) приобретают вид 

Г .л  11/п 
I -д{Г]1 — Г}) I , — 1<Г/<7/1 ,  

О=< . Г ™ (3.3) 
\ X 1 1 / т  _1_ 

я 
Вычисляя изгибающий момент и усилие по формулам (1.7) и 
(3.3), получим соответственно 

=( 2гП йт- ( ,+ч , ) ,и ,"-3" (1н-ч' )Н + 
( т П  - * > Н  •  ( З Л )  

'=-ят(т.Г ( 1+'"» 1 +""+етг(5-Г <» "*> 

В I L 2/2+1 v  ' ' ' n+1 

. J_ 
Я  \  В /  L  2 m + 1 v ~  w ± /  ' '  т + 1  

и 
и  / „у \1/н т / V \1/т 

1+1/ т 

(3.5) 

Соотношения (1.8) позволяют написать формулы (3.4) и (3.5) 
в виде 

Л 1 ( л  Г  ( 1 + ч , > . + . / » +  
< n + l ) ( 2 n + l )  \  В I * т  т  

m[l+m(l+»)i)] / и У'"1 ! _ _£.(21 — «) =0, (3.6) 
'• Я(т+1) (2т+1) \ В У у  '  '  2 V b  ^ 

и 
/ % \(т-п)/г?т т(м+1) (1 — ̂ 7I) 1 +1^ 
х В / Яп(т+1) (l+?7i) 1 + 1 / n  

Далее, придется различать два случая. Во-первых, если 
т = п, то из (3.7) следует 

1 ( 7 )  l+1/w 
т=- 1  / г —const. (3.8) 
' 1-!-(Я)1+1/71 
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Из уравнения (3.6) с помощью формулы (3.8) получим 

l + W1+1/n ]n+1 Г Р (2/1+1) =4 v-= = , . • (3.9) 
2 J L An 4 3  J v  }  

Учитывая то, что к — —w", можно путем двойного интегриро­
вания при граничных условиях w(0) — 0, w'(\) = 0, найти из 
(3.9) скорость прогиба. Во-вторых, если т Ф п, то из урав­
нения (3.7) определяем 

т (n-\- 1) 1 тпЦт-п) (  ̂  ^  n(m+i)j(m-ri) 
(3.10) В 

Г т(п-\-1) у 
L ЯмГт-!-П J Ы(т-1-1) J (l+??i) m ( n + 1 ) / ( 7 n - n )  

Подставляя в соотношение (3.6) вместо к ее выражение (3.10), 
получим уравнение для определения величины г\\\ 

т У" (1 — гц) т + 1  уДт-п) 

/ ~(l JrVi) n + i  -I [(-*44 
-I-n(l — гц) 

Я(т+1) 

[2 l+m(l+i ? 1) 

2/z+l 2m+l 
+"Y"(I 2  — 2|) =0. (3.11) 

Скорость прогиба находим из (3.10) путем численного интег­
рирования после решения уравнения (3.11) и замены величины 
г] 1 ее численными значениями. 

Проведено численное решение уравнения (3.11) при р = 40. 
Результаты вычислений представлены в таблицах 1 и 2. Таб­
лица 1 соответствует случаю п = 3, т = 5, а таблица 2 случаю 
п = 5, т = 3. 

Т а б л и ц а  1  

х\ Л 
0,5 1,5 

£ \. 
0,5 1,5 

0,1 0,0767 —0,3410 
0,2 —0,0245 —0,4255 
0,4 —0,1149 —0,4956 
0,6 —0,1567 —0,5265 
0,8 —0,1772 —0,5412 
1,0 —0,1819 —0,5456 

X я 
0,5 1,5 

1 \ 
0,5 1,5 

0,1 0,5347 0,1672 
0,2 0,6413 0,3237 
0,4 0,7197 0,4502 
0,6 0,7514 0,5043 
0,8 0,7658 0,5295 
1,0 0,7700 0,5370 

Т а б л и ц а  2  
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TALADE STATSIONAARNE ROOMAVUS MATERJALIDE KORRAL, MIS 
KÄITUVAD ERINEVALT TÕMBEL JA SURVEL 

J. Lellep 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis vaadeldakse otstest vabalt toetatud talade painet üht­
laselt jaotatud ristkoormuse mõjul. Eeldatakse, et materjali käitumist iseloo­
mustab roomavusseadus, mille parameetritel on tõmbe- ja survepingete korral 
erinevad väärtused. Probleemi uuritakse kahel juhul, kui roomavusseadus on 
esitatud vastavalt astme- ja eksponentfunktsiooni kujul. 

STEADY CREEP OF BEAMS, MADE FROM MATERIALS, WHICH BEHAVE 
DIFFERENTLY IN TENSION AND COMPRESSION 

J. Lellep 

S u m m a r y  

Creep bending of a simply supported beam under uniformly distributed load 
is studied. It is assumed, that material of the beam behaves diferently in 
tension and compression. The analysis has been carried out in two cases; when 
creep rate is a power function of stress and a exponential function of stress 
respectively. In both cases the functions have different parametres in tension and 
compression. 
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