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SISSEJUHATUS.

Kdesolev arvuteooria konspekt on midratud esmajoones
TRU Matemsatikateaduskonna iilidpilastele. Olles seotud
ametliku programmi nduetega olid autorid sunnitud védlja
Jédtma suure osa kaasaja arvuteooria ainestikust. Seepédrast
anname siin pdgusa ililevaate arvuteooria sisut, probleemi-
dest ja meetoditest.

Arvuteooria tekkis aritmeetika edasiarenemise tulemuse-
na ja tema aineks oli esialgu naturaalarvude spetsiifiliste
omaduste uurimine. K#desoleval ajal haarad arvuteooria
mirksa laiema probleemide huiga. Arvuteoorias vaadeldak-
se mitte ainult naturaalarve, vaid paljudel juhtudel téis-
arvude ringi, ratsionaalarvude ja isegi reaalarvude ning
kompleksarvude korpust.

Probleemid ja iilesanded, mis tekivad arvuteoorias, vdib
jaotada jédrgmisse nelja pdhiriihma.

1. Maédramatute ehk diofantiliste vdrrandite lahendamine.
Diofantilisteks (kreeka matemaatiku Diophantose nime jirgi,

kes elas III saj.) nimetatakse ratsionaalarvuliste kordaja-
tega algebralisi vdrrandeid ja nende siisteeme, kus tundma-
tute arv on suurem viorrandite arvust. Selliste vorrandite
lahendamise all mdistetakse k3digi tdisarvuliste v3i ratsio-
naalarvuliste lahendite leidmist.
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Diofantilise vdrrandi lahendamisele viib kasvdi jarg-
mine lihtsalt sdnastatav iilesanne: Osteti kaht liiki tiki-
kaupa, millest esimese iihik maksis a rbl. ja teise iihik b
rbl. Kokku maksti kauba eest ¢ rbl. Kui palju osteti kumba-
gi kaupa? Kui esimest liiki kaupa osteti x lhikut ja teist
liiki kaupa y iihikut, siis ililesande lahendiks on vdrrandi

ax + by = ¢
mittenegatiivsed téisarvulised lahendid.

Saadud vorrand kuulub nn. lineaarsete diofantiliste
vorrandite hulka, mille lahenduvuse kiisimust on ammendavalt
uuritud. Ea teist jédrku diofantiliste vGrrandite teooria on
pdhjalikult vélja tootatud. Néditena viime tuua nn. Pythago-
rase vorrandi x2 + y2= 52, mille k3ik naturaalarvulised la-
hendid on antud valemitega x = k(n2 - 2). y=2kmn, s =
= k(n2 + na), kus k, m, n on suvalised naturaalarvud, nii et
m >n ja iiks arvudest m, n on paaritu.

Korgemat jédrku diofantiliste vdrrandite lahendamiseks
puudub iildine tecoria. On teada vaid erivdtteid iliksikute
vérrandite lahendamiseks. Rida probleeme ootab veel lahenda-
mist. Nii néiteks pole teada, kas vorrand x' ¢ y' + z* = t*
on lahenduv. Samuti on ténapdevani lahendamata kuulus Fer-
mat' probleem vérrandi x* + y* = z° (n >3) lahenduvuse koh~

ta Jne.

2. Diofantiline léhendamine. Siia kuuluvad reaalarvude

ratsionaaslarvudega léhendamise kiisimused (niditeks arvu T
ratsionaalsete léhismurdude leidmine, samuti v3rratuste la-
hendamine tédisarvudes (niditeks vdrratus |ox - y]<;, kus
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o¢ on antud irratsionaalarv). Efektiivseks meetodiks nende
probleemide lahendamisel osutub ahelmurdude algoritm.

Diofantilise léhendemise &alla kuulub ka transtsendent-
3ete arvude teooria, mille tekkimine 19. saj. on seotud ar-
vude e ja JT transtsendentsuse t3estamisega. Selle teooria
edasises arengus on eriti suur ndukogude matemaatikute osa
(A.0.Gelfond jt.).

3. Algarvude jaotus. Juba Bukleidesel leiame tJestuse
selle kohta, et algarvude hulk on l3dpmatu. 19. saj. tekkis
probleem algarvude jaotumisest aritmeetilistes jadades. Vas-
tuse sellele kiisimusele andis L.Dirichlet' poolt t3estatud
téhtis teoreem: iga aritmeetiline jada {an + b}, kus a ja b
on iihistegurita arvud, sisaldab ldpmata palju algarve.

Rida algarvude jaotusega seotud kiisimusi on ténapidevani
veel lahendamata. Néiteke pole teada, kas algarve kujuga
2P - 1 on 13pmata palju (nn. Mersenne'i arvud). Puudub ka
vastus analoogilisele kiisimusele arvude kohta kujuga da + 1
Jne.

4. Aditiivsed probleemid. Need probleemid on seotud
naturaalarvude (tavaliselt suurte arvude) lshutamisega
kindlat tiilipi liidetavate summaks (néditeks naturaalarvude
ruutude summaks, algarvude summaks jne.). Sealjuures piiii-
takse kindlaks teha, milline on v#éhim vsadeldavat tiitipi 1lii-
detavate arv jne.

Kasutatavate meetodite poolest jaotatakse arvuteooria
enamasti jérgmisteks pdhiharudeks (vt. ndit. [4]).

1. Elementaarne arvuteooria. Siia kuuluvad loetletud
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pdhikiisimustest ja probleemidest need, mis on lahendatavad
peamiselt elementaarmatemaatika vahenditega, sealhulgas
kongruentside teooria, mille loojaks oli saksa matemaatik
C.F.Gauss (1777-1855), ahelmurdude teooria, mida arendas
prantsuse matemaatik J.Lagrange (1736-1813) ja paljud tei=-
sed kiisimused. Tuleb midrkida, et arvuteooria meetodite ele-
mentaarsus ei tdhenda veel nende lihtsust.

Arvuteooria elementaarsete meetodite loomisel on suuri
teeneid vdljapaistval vene matemaatikul P.L.TSebdsovil
(1821-1894),‘prantsuse matemaatikutel J.Liouville'il
(1809-1882) ja C.Hermite'il (1822-1901), ndukogude matemaa-
tikul L.G.Snirelmanil (1905-1938) jt.

2. Analiiitiline arvuteocoria. Analiiiitiline arvuteooria

kasutab matemaatilise analiiiisi, reaal- ja kompleksmuutuja
funktsioonide teooria, reateooria, tdenédosusteooria jt. ma-
temaatika harude vahendeid. Arvuteooria selle haru loojaks
on L.Euler (1707-1783). Suurt mdju analiiitilise arvufeooria
arengule avaldasid C.F.Gaussi todd.

Reaalarvude piirkonnas arendasid analiilitilisi meeto-
deid saksa matemaatik L.Dirichlet (1805-1859) ja vene mate-
maatik P.L.TSebdsov, kompleksmuutuja funktsioonide teooria-
ga seotud analiiiitilist arvuteooriat arendas saksa matemaatik
B.Riemann(1826~1866). Analiiiitilise arvuteooria edasiarenda-
jatena tuleb veel médrkida saksa matemaatikut H.Weyl'i
(1885-1955), vene matemaatikut G.F.Voronoid (1868-1908),
india matemaatikut S.Ramanudzani (1887-1920), inglise
matemaatikut G.Hardy't (1877-1947) ja J.Littlewoodi (siind.
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1885), saksa matemaatikut C.L.Siegelit. V3imsad analiiiitili-
sed meetodid on vdlja tootanud ndukogude matemaatikud
I.M.Vinogradov (siind. 1891), A.0.Gelfond (siind. 1906) Jja
J.V.Linnik (siind. 1915).

3. Algebraline arvuteooria. See teooria, mis ldhtub
algebralise arvu m3istest, on loodud inglase J.Wallig'e
(1616-1703), J.L.Lagrange'i ja L.Euleri poolt. Eriti tdht-
sad on siin saksa matemaatikute C.F.Gaussi, E.Kummeri (1810~
1893), R.Dedekindi (1831-1916), L.Kroneckeri (1823-1891)
Ja védljapaistvate vene matemaatikute J.I.Zolotarjovi
(1847-1878) ja G.F.Voronoi tood. Kaasaegsetest vidlismaa ma-

temaatikutest tuleb mirkida H.Hasset ja C.L.Siegelit, ndu-
kogude matemaatikutest N.G.TSebotarjovi (1894-1947), B,V.
Venkovi (siind.1900), I.R.Saferevitdit (siind.1923).

4. Geomeetriline arvuteooria. Arvuteooria selles ha-
rus kasutatakse nn. ruumilisi voresid ehk tédisarvuliste
koordinaatidega punktide hulki. See teooria leiab rakenda-
mist geomeetrias ja kristallograafias, arvuteoorias on ta
seotud tdisarvuliste kordajatega ruutvormide teooriaga.
Selle arvuteooria haru rajajateks on G.Minkovski (1864-
-1909), G.F,Voronoi ja F,Klein (1849-1925).

Kdesolevas konspektis leiab.vastavalt programmile ki~
sitlemist peamiselt elementaarme arvuteooria. Teatud mid-

ral kasutatakse ka analiiitilise arvuteooria meetodeid.
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I.TXISARVUDE JAGUVUS.

Kéesolevas peatiikis téhendagu siimbolid 8,byCyeeeyXyFyeee
tdisarve. Nagu me varsti nieme, viime enamasti piirduda mit-
tenegatiivsete tédisarvudega, 8.0. arvu null ja naturaalarvu-
dega. Me ei esita siin naturaalarvude aksiomaatilist definit-
siooni, kuid m#rgime, et naturaalarvud rahuldavad kaht Jérg-
mist pShilist aksioomi.

Induktasiooniaksioom. Kui mingi naturaalarvude hulk si-
saldab arvu 1 ja koos iga naturaalarvuga ka temale jérgnevat

naturaalarvu, siis ta sisaldab k3iki naturaalarve.

Arhimedese aksioom. Iga kahe naturaalarvu a ja b jaoks
eksisteerib kolmas naturaslarv c, nii et bc>a.

Induktsiooniaksioomist jédreldub hdsti tuntud tédieliku
induktsiooni printsiip.

§ 1. JAGATA MOISTE JA JAGUVUSE LIHTSAMAD OMADUSED.

Olgu antud tédisarvud a ja b. Kui leidub kolmas tédisarv c,
nii et
a = be,
siis iitleme, et a jagub b-ga, ja kirjutame a: b, ehk b on a
jagaja ja mirgime bla. Siinjuures nimetame arvu b ka arvu a
teguriks ja arvu a arvu b kordseks. 4sjaolu, et d ei ole a
jagaja, mirgitakse sageli nii: d{a. Tdisarvude jaguvusel on

jérgmised, definitsioonist lihtsalt jérelduvad omadused, mil-
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le kontrollimise jétame enamasti lugejale..
Teoreem 1.1, '
1° a:a ja a:1 iga a korral.
2° 0O:a iga a korral.
3° Kui bi:a ja a:b, siis a = + b.
4° Kui a:bd ja b:c, siis a: c.
5° Kui a‘c, siis ab:c iga b korral.
6° Kui a:b, siis + ai (+ b).

Omadus 6° vdimaldab jaguvusteoorias piirduda mitte-~
negatiivsete tdisarvudega.

Teoreem 1.2. Kui kehtib vdrdus
C 4+ A+ oo + £ =D +Qq + 0ee +8

Ja kGigi liikmete kohta peale iihe on teada, et nad on ar-
vu b kordsed, siis ka see iilejddnud iiks on b kordne.

Tepreem 1.3, Kui a on b kordne ja lal<|bl, siis
a =0,

T3epoolest, kui a = bc, siis |al| = |bl-lcl <|bj, mil-
lest lcl<1. Et ¢ on tdisarv, siis ¢ = O.

Teoreem 1.4, (teoreem jddgiga jagamisest). Mistahes

tédiarvude a ja b # O korral leidub parajasti iiks tédisarvu-
de paar q, r, nii et

1) 0<r<l|vl ja 2) a=gqgb+ r.

Siin nimetatakse a jagatavaks, b - jagajaks, q = mit-
tetdielikuks jagatiseks, r - jadgiks.

Tdestus. 1) Eeldame algul, et a>b>0. Vaatleme arvu
b kordseid, s.o0. arve 1b, 2b, 3b,... Arhimedese aksioomi
kohaselt leidub naturaalarv k, nii et kb>a. Jéreli-

Selleks et holbustada viiteid eespool esitatud tulemus-
tele, on siin ja edaspidi ka iisna lihtsaid omadusi nimeta-
tud teoreemideks. Viimased on kdik nummerdatud.
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kult leidub selline naturaalarv q, et
gb<a ja (q#1)b > a.
Téhistame a - qb = r; siis r >0. Siit a = gb + r. Arvu q
valiku t3ttu
gb + b = (qg#1)b > a = gb + r.
Seega b>r. Selle juhu jaoks on teoreem t3destatud.
2) Kul a =b>0, sils g =1, r = 0.
3) Kui b>a>0, siis q =0, r = a.
4) Kui a<0, b>0, siis on -a>0 ja eelneva t3ttu
-a = q4b +ry, O<Sr;<Db; siit
a= (-q,,)b - T4
Kui r, v3rdub nulliga, siis teoreem on tJestatud. Kui aga
rq >0, siis tédhistame
bery=rja -qq-1=q.
Niilid O<r<b ja a = (qg+1)b - b + r = gb + r.
5) Kui b <0, siis on -b>0 ja seega a = (~b)g+r,
Osr<|bl, ehk a = (~q)b + r.
T3estame 1l3puks, et q ja r on iiheselt mddratud. Ole-
tame, et
a = bq + r = bg, + T,
kue O <r <|b| jJa O <r <|b|. Siis
b(g - qq) =rqy -,
kusjuures |r, - r|<ib|. Bt vdrduse vasak pool jagub b-ga,
siis teoreemide 1.2 ja 1.'5 pohjal |ry - r| =0 ehkr, =r.
Seega ka g4 = q.
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§ 2. SUURIM UHISTEGUR. EUKLEIDESE ALGORITM.

Vaatleme vaid positiivseid arve ja nende positiivseid
tegureid.

Arvude 81985 e0ep8y iihisteguriks nimetatakse arvu b,
millega jaguvad kdik need arvud. Arvudel 81585y e00y8) vaib
olla mitu dhistegurit, kuid ilkski tegur ei saa olla suurem
kui min(aq,az,...,an}. K3ige védiksem iihistegur on arv 1.
Uhistegurite hulga suurimat elementi nimetatakse suurimaks
ihisteguriks ja té@histatakse

d'= (aq.aa,...,an).
Arve, mille suurimaks ihisteguriks on arv 1, nimetatakse

ihistegurita arvudeks. Mirgime, et lihistegurita arvude hul-

ga osahulgad vdivad olla ihisteguriga. Nii on nditeks arvud
6, 10, 15 ihistegurita, kuid paarikaupa ihisteguriga.

Teoreem 1.5. Kui a on b kordne, siis a ja b iihistegu-

rite hu'k ihtib b tegurite hulgaga, kusjuures
(a;b) = b,

Tdestus. Olgu a = bk. Siis a ja b iga iihistegur on
ka b teguriks. Vastupidi, teoreemi 1.1 pdhjal on iga b te~-
gur bk = a teguriks. Seega a ja b itthistegurite hulk iihtib
b tegurite hulgaga. Siis ilihtivad ka nende hulkade suurimad
elemendid. : ;

Teoreem 1.6. Kui a = bg + r, siis a ja b iihistegurite
hulk Uhtib b ja r iihistegurite hulgaga ja

(a,b) = (b,r).
T3estus. Teoreemi 1.2 kohaselt peab a ja b iga iihiste-
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gur olema arvu r teguriks, s.t. b ja r @histeguriks. Yastu-
pidi, b je r ige iihistegur peab olema a teguriks, s.t. a ja
b iihisteguriks. Uhtivad ka ithistegurite hulkade suurimad
elemendid: X
€a,b) = (b,r).

Edasi vaatleme Bukleidese algoritmi, mis seisneb jérg-
nevas. Olgu a ja b tdisarvud, kusjuures b>0. Teoreemi 1.4
koheselt kirjutame vdlja vdrdused:

a=Dbg +7r, (0O<r,<b)
b=rq, + 1, (O<r2<r1)
) Ty= TpQz + Ty (0 < ry < ra)
Ppe2 = PpoqQt Ty (0 < e < rk_,l)
Tg-1 = Pyl (Fyqq = 0).

Vérduste ahelik (1) 13peb, kui mingi jddk Tpaq = 0. Nulli-
ga vorduva jéagi tekkimine on sealjuures moodapéésematu,
sest

b >r, >r2>r5>...>0
Ja seega el saa Jadas b,r1,ra... olla rohkem kui b elementi.
Vdrdustest (1) jéreldub teoreemi 1.6 t3ttu, et

(a,0) = (byry) = (rq,r5) = co0 = (PpoqsT) = Tps
kusjuures a ja b iihistegurite hulk iihtib r, tegurite hulga-
ga. Saime Jérgmise tulemuse:

Teoreem 1.7. Arvude a ja b iihistegurite hulk iihtib
Eukleidese algoritmi viimase nullist erineva jéag’ r, tegu-
rite hulgaga ja

(a,b) = Ty .
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Jéreldus. kia ja k|b parajasti siis, kui k|(a,b),
ehk teisiti: arvude a ja b iihistegurite hulk iihtib nende

arvude suurima Uhisteguri tegurite hulgaga.

Teorecem 1.8. (am,bm) = (a,b)m.

T3estuseks tarvitseb kdik virdused (1) arvuga m 1lébi
korrutada. Tulemus on samavddrne Eukleidese algoritmi raken-
damisega arvudele am ja bm. Siis aga

; (am,bm) = r.m = (a,b)m.

Teoreem 1.9. Olgu k arvude a ja b mingi iihistegur.

Siis

(% E)= akb;? ]

TSestus. (a,b) = (k~§, k~E )= k(g ’ E).

a b
1]
(‘ub) <.~ob)
nende suurima iihisteguriga saame iihistegurita arvud.

Teoreem 1.,10. Kui (a,b) = 1, siis (ac,b) = (c,b).
T3estus. Et b:(ac,b), siis bei(ac,b). Kuna ka

Jédreldus. ( )= 1, s.t. arvude jagamisel

ac:(ac,b), siis ¢ = (ac,bc):(ac,b). Jérelduse pdhjal teoree-
mist 1.7 saame
(b,c)i(ac,db).
Vastupidi, bi(b,c) ja ac:(b,c); seega jérelduse pdhjal teo-
reemist 1.7 (b,ac):(b,c). Teoreemi 1.1 pdhjal on siis
(ac;d)i= (o5b)s
Teoreem 1.11. Kui (a,b) = 1 ja acib, siis c:b.
TGepoolest, eelmise teoreemi pdhjal (ac,b) = (c,b). Et
aga ac:b, siis teoreemi 1.5 kohaselt (ac,b) = b ja seega ks

3. = 7=



(cyb) = b, 8.t. c on b kordne.
Teoreem 1.12. Kui (ai,b) a1 (1=1,i..40)5 8i%8

(a,‘aa.. .an,b) = 1.
TSestus. Teoreemi 1.10 pdhjal (a1a2...an,b) -

= (32...an,b 3 =l = (an,b) T

Teoreem 1.13. Kui (ai’bj) s 1y kOl i8], 2, vyli-Ja
3=1,2,...,0, siis

(a1a2...a., b1b2...bn) .
Teoreem 1.13 on jareldus teoreemidest 1.10 ja 1.12.
Rohkem kui kahe arvu
81185y 008y (n>2)

suurima iihisteguri leidmine taandub arvupaaride iihistegu-
rite leidmisele:

Teoreem 1,14. Olgu

(a4,85) = dg, (dq.a3) =d5y..0,(d, 50a) = d) 4.
Siis

A, q = (ags85,.0098).

Tdestus. Jirelduse pdhjal teoreemist 1.7 iihtib arvude
a, ja a, iihistegurite hulk arvu d, tegurite hulgaga; arvu-
de 8418583 iihistegurite hulk iihtib seega d4 ja 8z ihiste-
gurite hulgaga, s.o. d, tegurite hulgaga. Bdasi, 84385587,
a, ihistegurite hulk ihtib 4, ja a, tegurite hulgaga, s.o.
d5 tegurite hulgaga jne. L3puks saame, et arvude
81385500098, iihistegurite hulk iihtib S tegurite hulgaga.

Nende hulkade suurimad elemendid on sealjuures vdrdsed:

(aq,az,...,an) =dy q-



Ulesandeid.

Leida arvude jérgmised suurimad iihistegurid:
1. (6188, 4709).

2. (81 719, 52 003).

3. (81 719, 52 003, 33 649).

4, (42 914, 66 397).

§ 3. VAHIM UHISKORDNE.

Olgu antud positiivsed tdisarvud 893585500080 Iga

tédisarvu, mis on kdikide nende arvude kordne, nimetatakse

arvude 84985 ceey8y iihiskordseks. Uheks iihiskordseks on

korrutis 81850048, Kuid ka iga korrutis ka1a2...an, kus k
on tdisarv, on nende arvude ithiskordne. Seega on arvude
iihiskordseid 13pmata palju. Uhiskordseks on samuti arv O.
Jarelikult eksisteerib vdhim positiivne ihiskordne. Vii-

mast nimetatakse arvude 84985900098 vahimaks iihiskordseks
Ja mé@rgitakse
m = [aﬂ"z"°"‘n]‘
On selge, et 0 < m g a485...8,.
Teoreem 1.15. Arvude iga iihiskordne jagub véhima
ihiskordsega.
T3estus. Olgu M arvude 84385y 00ey8y mingi iihiskordne.
Siis teoreemi 1.4 kohaselt
M=mq+r, 0OSr< m.
Viimasest vordusest jéneldub teoreemi 1.2 pdhjal, et

ka r peab olema nende arvude ihiskordne. Kuid r<m ja m
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on arvude vdhim iihiskordne. Jérelikult r = 0 ja
M = mq.

Jédreldus. Arvude a ja b iihiskordsete hulk (I) iihtib arvu
m kordsete hulgaga {maq}.

Teoreem 1.16. Kahe arvu suurima iihisteguri ja védhima
ihiskordse korrutis vdrdub nende arvude eneste korrutisega,
s.t.

(a,b)-[a,b) = ab.

T5estus. Téhistame lithidalt [a,b] = m. Teoreemi 1.15

kohaselt abi:m, s.o. ab = gm, kus q on tédisarv. Siit

a_n b_n=m
o Bt - et

Vdrduste paremad, seega aga ka vasakud pooled on tédisarvud.
Jéarelikult on q arvude a ja b iihistegur. Néditame, et q =
= (a,b). Selleks tdestame, et q jagub arvude a ja b iga tei-
se iihisteguriga (vt. jdreldus teoreemist 1.7).

Olgu q4 arvude a ja b mingi ﬁhistegnr. Siis

8 uiaiide ol
qq ot 44 vy Q4 e
mis nditab, et M = gs on arvude a ja b mingi i{ihiskordne. Teo-

reemi 1.15 pdhjal M:m, s.t.

M _ab  ab
L1 BB A

on tdéisarv. Seega q jagub arvuga qq ja jérelikult on q arvu-
de a ja b suurim ihistegur

q = (a,b).

Niiiid saame

5._12 = (a,b) ehk ab = (a,b)-[a,b).
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Jareldus. Arvud a ja b on iihistegurita parajasti
siis, kui [a,b] = ab.
Tdepoolest, tarvitseb eelmises teoreemis vitta (a,b) =1,
Mdrgime, et teoreem 1.16 ei laiene rohkem kui kahele
arvule. Niditeks
(6,4,9)[6,4,9) = 1:36 < 6.4°9.
Teoreem 1.16 voimaldab leida kahe arvu vidhimat iihiskord-

set
a

(a,b) (a,b)
Et Eukleidese algoritmi abil on leitav iga kahe arvu suurim

[a’b) =

iihistegur, siis on viimase seose tottu leitav ka iga kahe
arvu védhim ilihiskordne.

Teoreem 1.17. Olgu antud n arva 84,85y .00,8,) Ja ol-
i CTC D Rl £ L S DR, SR P
Siis

By = (21085000008

TGestus. Jédrelduse pdhjal teoreemist 1.15 iihtidb a,; ja
a ihiskordsete hulk arvu m, kordsete hulgaga. Samal p3dhju-
sel ihtidb a4, a, ja az kordsete hulk m,; ja az thiskordsete
hulgaga, s.0. m, kordsete hulgaga. &dasi iihtibd 81,8585 ja
a, ihiskordsete hulk m, ja a, uhiskordsete hulgaga, s.o. ny
kordsete hulgaga jne. Ldpuks iihtib 84385500058 iihiskordse-
te hulk mo_q kordsete hulgaga. Siis on aga vdrdsed ka nende

hulkade vdhimad elemendid, s.o.

[a1,32,...,an] =my_4-

Teoreem 1.18. Paarikaupa iihisjagajata arvude vidhim
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iuhiskordne v3rdub nende arvude korrutisega, s.t. kui
(ai,aj) w20 A 3=, i agtis ik
siis
[a1'33""‘an] = 8485008,
TGestus. Kui n = 2, siis jédreldub t3estus teoreemist
1.16. Uldjuhul

m, = [31,&2] = aq8, ’ (l1’33) =1,
By = ['1-33] sl e (‘2984) =1,
my = [-2'.4] = 848,828, (‘3:35) =1,

m,_q = 8q85...8,.

Jéreldus. Kui ¢ jagub arvudega 84985500058, ja viima-
sed on paarikaupa iihisjagajata, siis ¢ jagub korrutisega
aq8,...8, .

T3epoolest, ¢ on arvude 8qyceeydy ihiskordne. Seega ja-
gub ta vdhima iihiskordsega 81850008,

Ulesandeid.

Leida arvude jdrgmised véhimad iihiskordsed:
5. (10 001, 8103).

6. (8407, 21 111].

§ 4. ALGARVUD.

1. Naturaeslarvu vihim {ihest erinev jagaja. Naturaalar-
vude hulgas on vaid arvul 1 iiksainus positiivne jagaja, kdi-

gil teistel naturaalarvudel on vdhemalt kaks jagajat: arv 1

Ja see arv ise. Naturaalarve, millel on parajasti kaks eri-
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nevat jagajat, nimetatakse algarvudeks. Naturaalarve, mis
peale iihe ja iseendaga jagumise jaguvad veel vihemalt mingi
kolmanda naturaalarvuga, nimetatakse kordarvudeks.

Kordarv a on iseloomustatud sellega, et leidub arv b,
kus 1 <b < a, nii et alb. Algarve tihistame tavaliselt siim-
bolitega p ja g, kasutades vajaduse korral veel indekseid.

Teoreem 1.19. Uhest suurema naturaalarvu védhim iihest
erinev jagaja on algarv.

T3estus. Olgu arvu a vihim iihest erinev jagaja b
(1<b<a), ‘

a = be.

Oletame, et b ei ole algarv. Siis on ta kordarv ja jagub
mingi arvuga gq,

b=gs, 1<qgqe<hb.
Seega

a = g(cs), qQ <b.
Et aga b on vihim iihest erinev jagaja, siis oletus, et ek-
sisteerib g, mis on nimetatud omadusega, ei pea paika.

Leoreem 1.20. Kordarvu a véhim iihest erinev jagaja ei
ileta reaalarvuva.

TGestus. Olgu p véhim jagaja. Siis a = pb. Et p on
vdhim jagaja, siis

b >p.
Korrutame vdrratust arvuga a = pb. Saame
ab >p2b,
millest
p<Va.

iy et



Teoreemi abil saab kindlaks teha, kas antud arv a on
algarv véi kordarv. Selleks tarvitseb proovida, kas arvul
a leidub jagajaid p<vVa. Kul leidub, siis a on kordarv,
kui ei, siis algarv. Samaaegselt saab jagajad leida. Nai-
teks selleks, et teha kindlaks, kas 337 on algarv vdi kord-
arv, leiame k3igepealt, et V337 = 18,..., ja seejédrel kont-
rollime, kas 337 jagub algarvudega 2,3,5,7,11,13,17, Osutub,
et ei jagu. Jérelikult on 337 algarv.

2. Algarvude hulgs 13pmatus. Algarvude tabelid.
Teoreem 1.21. Algarvude hulk on l3pmatu.

Vaatleme Eukleidese poolt umbes 2500 a. tagasi antud
vastuvéditelist tdestust.

Oletame, et algarve on 13plik bilk ja kirjutame nad
k3ik viElja kasvavas jérjekorras:

P4= 2, Po= b H p3=5....o Ppe
Moodustame naturaalarvu
(1) & = PaPpe+eppt 1.
On kaks teineteist vdlistavat voimalust: 1) a on algarv,
2) a on kerdarv.

Et P, OB suurim algarv, ja a > Py 8ils a ei ole alg-
arv. Seega peab a olema kordarv ja tal peab olema algarvu-
lisi jagajaid. Seega

a: Py s
kus 1 oh mingi natursslarv 13plikust jadast 1,2,...,n. Et
vdrduse (1) vasak pool ja esimene liidetav paremal pool ja-
gub Py -g8, eiie peab jaguma py-ga ka teine liidetav, s.t.
1ipy- See on aga vdimatu, sest p; >1. Vastuolu tuli oletu-
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sest, et algarve on 13plik hulk. Teoreem on t3estatud.

Praeguseni pole meetodit, mis lubaks iga antud arvu
kohta praktiliselt oelda, kas ta on algarv voi kordarv.
Sellise meetodi leidmine on arvuteooria iiks raskemaid prob-
leeme ja tema lahendamine oleks tOeliseks suursiindmuseks.
Védiksemate arvude puhul saab kasutada proovimismeetodit,
kugjuures proovimist hdlbustavad algarvude tabelid.

Selleks, et kisimust lahendada arvu N kohta, on vaja
tabelit, mis haarab algarvud kuni reaalarvuni VN.

Kédesolevaks ajaks on algarvude tabelid viidud iisna
suurte arvudeni.Tuntuimad neist on ameeriklase D.N.Lehmeri
poolt koostatud ja 1914.a. ilmunud tabelid, mis sisaldavad
k3iki algarve kuni algarvuni 10 006 721. Mérgime, et nime-
tatud tabelid ilmusid hiljuti triikist venekeelse vdljaande—
na (J.H, Jleuep. TaGauus OpocTsX umcex or 1 ze 10 006 721,
Mockma, 1967 ), 1959.a. koostasid C.L.Baker ja F.J.Gruen-
berger algarvude tabeli, mis sisaldab kdiki algarve kuni
arvuni

Pgoooooo = 104 395 301.
See tabel ei ole triikis avaldatud, vaid on paljundatud mik-
rofilmina.

Algarvude tabelite koostamiseks kasutatakse kuni té&na-
seni Eratosthenese poolt III sajandil e.m.a. vdljatdotatud
lihtsat meetodit v3i selle meetodi modifikatsioone. Vaatle—
me Eratosthenese meetodit arvu N mitte iiletavate algarvude
tabeli koostamiseks.

Kirjutame vidlja kdik naturaalarvud alates arvust 2 ja
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13petades arvuga N:
(2 2y 3y 4y 5y 65 75 8y 9y sy No
Esimene arv 2 jagub ainult arvuga 1 ja iseendaga. Jéreli-
kult on 2 algarv. Kriipsutame jadas (2) l&bi k3ik arvu 2
kordsed peale arvu 2 enda. Pédrast 2 on esimene lébikriip-
sutamata arv 3. See ei jagu 2-ga, sest muidu oleks ta lé-
bi kriipsutatud. Jérelikult 3 jagub vaid 1 ja iseendaga
ja on seepdrast algarv. Kriipsutame jadas 1l&bi kdik arva
3 kordsed peale 3, s.0. iga kolmanda arvu alates arvust 6.
Sealjuures loendamg ke juba ldbikriipsutatud arve. Jérgmi-
ne ldbikriipsutamata arv on 5. Ta ei jagu algarvudega 2 ja
3 (muidu oleks ta ldbi kriipsutatud). Jérelikult jagub 5
vaid arvu 1 ja iseendaga ning on algarv,. Niiid kriipsutame
1l8bi arvu 5 kordsed, s,0. iga viienda arvu alates arvust
10, Analoogiliselt toimime edasi. L3puks jadas lébikriipsu-
tamata jddnud arvud ongi kdik algarvud vahemikus 1 kuni N,
Mirgime, et kul on juba l&dbi kriipsutatud kéik alg-
arvust p vdisemate algarvude kordsed, siis kdik allesjéd@nud
arvud, mis on védiksemad kui p2, on algarvud. TSepoolest,

iga kordarv a, mis on vdiksem kui p2

s on juba 1l&bi kriip-
sutatud, sest tal on algarvuline jagaja qgVa <p ja q
kordsed on k3ik liébi kriipsutetud. Siit jérelduvad jérgmi-
sed tulemused.

Teoreem 1.22, Algarvude tabeli koostamisel Eratosthe-
nese meetodil vdib jérjekordse algarvu p kordsete l&bikriip-
sutamist alustada arvust p2.

Teoreem 1.23. 4Arvu N mitte iiletavate algarvude tabe-
1i koostamine on ldpetatud, kul on 1ldbi kriipsutatud arvavN
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mitte liletavate algarvude kdik kordsed.

Niisiis, algarvude tabeli koostamiseks néiteks 100
piires tuleb l&bi kriipsutada arvude 2, 3, 5 ja 7 kordsed.
Tabeli koostamiseks ei tarvitse vidlja kirjutada kdiki na-
turaalarve 2 kuni 100. Piisab kui joonestame jirgmise ta-
beli.

O 72 23" K" § 8
ot e et v CL Sl Suale GiS e SR
101" "¢ . .0 . el ¢ e AR
o Ml e Iap gl TR k XX .S
DO TR g g A e g T
NG XS X i xR R RS
v el ohieis oGy eE X 25X HK TEEER
- e et T g s s el dplum - gowl gl
TOR RSy .. X 0 R XX X ¥ e
80 -ty e pE! C R ek Jabi SRl o
ot e S Velies 4 - gt JEEEe GREE - K.

Igale ruudule vastab tabelis parajasti iikks 100-st véiksem
naturaalarv. Arvu lébikriipsutamist vdib midrkida ristike-
sega vastavas ruudus. 2 ja 5 kordsed v3ib liébi kriipsutada
veergude kaupa. Tiihjaks jdénud ruutudele vastavad niiiid alg-
arvud. Téhistame need ruudud ringikestega.

3. Erikujulisi algarve. Peale suurte algarvude, mida
v31ib leida koostatud algarvude tabelitest, on teada veel

mdningaid erikujulisi algarve, mis asuvad  kaugel véljas~
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pool olemasolevate tabelite piire. Selliseid suuri algarve

on leitud Mersenne'i arvude hulgast. Mersenne'i arvudeks -

prantsuse matemaatiku M.Mersenne'i (1588-1648) nime jérgi -
nimetatakse arve
l(n =% -1,

Teoreem 1.24. Selleks, et Mersehne'i arv oleks algarv,
on tarvilik (kuid mitte piisav), et astendaja n oleks alg-
arv.

T3epoolest, kui n on kordarv, n = mk , siis

M,=2"-1= @* - 1
jagub arvuga g T - B "n on siis kordarv. Tingimuse
mittepiisavus jéreldub néditeks sellest, et M,, = 2047 =
= 25-89.
Niisiis M,, Mg, Mg, My, ... on kordarvud. M,, M;, Mg,
y .. voivad olla algarvud ja esimesed neist ongi: M, =
=3, My =7, Mg =31, U, = 127.

Tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et Mersenne'i

arv lp oleks algarv, annab jérgmine teoreem, mille tdestuse

v5ib leida nditeks raamatust [9], lk. 43-46.

Teoreem 1.25. Arv Hp = 2P - 1 on paaritu algarvu p

korral algarv parajasti siis, kui rekurrentse jada

By 58, 8w Weainy By ® ey = Rysis

M.
element sp__1 Jjagub arvuga b

Tuginedes sellele teoreemile, on viimasel ajal hakatud
Mersenne'i arvude hulgast algarve otsima elektronarvutite
abil. Suurim teadaolev algarv on 211 213 _ 4

siisteemis kirjapandult koosneb 3376-st numbrist (numbrite

, mis kiimnend-
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arvu saab lihtsalt leida kiimnendlogaritmide abil:

log 2™ 213

= 11 213°log 2 =11 213:0,30103 = 3375,4). Prae-
gu on ildse teada 2% Mersenne'i algarvu. Need s#adakse n
vadrtustel 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127,
521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941,

11 213. Ulejddnud n vdédrtustel kuni 12 000 on kdik Mersenne'i
arvud kordarvud.

Teiseks puudutame Fermat' algarve. Fermat' arvudeks -
prantsuse matemaatiku Pierre Fermat' (1601-1665) nime jérgi
- nimetatakse arve kujul
F, = 22k +1, k2zO.

Fermat' arvude juurde jGuame, kui pliliame leida tingimust,
millise n korral 2 + 1 on algarv.

Teoreem 1.26. Arv 2% + 1 v3ib olla algarv vaid juhul,
kui n = 2%,

Tdestus. Koigepealt mérgime, et kul n on paaritu, ja-

gub 2241 alati kolmega:

241 = (2+1)(2n-1 .20 s )
Niisiis juhul, kui 241 on algarv, on n paarisarv. Paaris-
arv voib aga olla vaid kujuga 2k voi 2kq, kus k> O ja q on

uhest suurem paaritu naturaalarv. Kui n = 2kq, siis lahutub

2P4+1 teguriteks
K Kk 4
e S B 22 4% 1 = (22 ) +1 =48% 1 =

(Pt RS, Sy,

k
kus A = 22 . Seega v3ib 2241 olla algarv vaid juhul kui
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Fermat pani téhele, et esimesed arvud F°= 3, Fq4= 5,
F2= 178 F3= 257, F4= 65 537 on algarvud ja oletas, et kdik
arvud Fk on algarvud. See hiipotees piisis iile 100 aasta, sest
juba jérgmine Fermat' arv

rs=225+1 = 4 296 961 297

on niivord suur, et tema alg~ vdi kordarvulisust oli védga
raske tdestada. Alles Euler leidis, et F5 ei ole algarv,
vaid avaldub algarvude 641 ja 6 700 417 korrutisena. Praegu-
seni pole teada iihtki Fermat' algarvu peale esimese viie.
Mdnekiimne kohta on teada, et nad on kordarvud. T3estatud on
see k3ikide indeksite korral vahemikust 5 kuni 16, aga ka
mdnede suuremate 1ndeksite,'nﬁiteka 452 ja 1945 korral.
Lahendamata on kiisimus, kas Fermat' algarve on 13plik v3i
13pmatu hulk. Ka Fermat' arve on viimasel ajal hakatud uuri-
ma elektronarvutite abil. Fermat' arvude tegurite leidmine
tugineb peamiselt jérgmisele teoreemile.

Teoreem 1.27. Kui k > 1, siis Fk iga algarvuline te-
gur on kujuga

P = m°2k*2 + 1.

Néiteks on t3estatud, et arvu F1945 véhim jagaja on
p = 52197, 4,

Teoreemi 1.27 t3estuse v3ib leida raamatust [9], lk.
47.

Fermat' arvud esinevad ringjoone vordseteks osadeks
Jaotamise probleemis.Nimelt tGestas Gauss, et sirkli Jja
Jjoonlaua abil saab ringjoont jaotada n vdrdseks osaks para-

jasti siis, kui n = 2kp1p2...pn, kus PqsPpy+e+yP, On Fermat'
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algarvud.

Peale ebadnnestunud funktsiooni Fn = 22n + 1 on piiiitud
leida ka teisi funktsioone, mis annaksid ainult algarve.
Euler uuris sellest seisukohast poliinoome. Ta leidis, et
poliinoomi

n2+ n+ 17
védrtusteks on algarvud, kui n = 0,1,...,16. Analoogiliselt

on poliinocomi

2n°+ 29

vddrtused algarvud, kui n = 0474 ¢¢.428; poliinoomi

n2+ n + 41

véddrtused on algarvud, kui n = 0,1,...,40; poliinoomi

2% = 79n + 1601
védédrtused on algarvud, kui n = 0,1y .0.,79. Tekib kiisimus,
kas ei leidu poliinoomi, mille véirtused on téisarvulise n
korral alati algarvud. Euler tdestas, et sellist poliinoomi
ei leidu. Nimelt kehtib jérgmine teoreem.

Teoreem 1.28. Uhegi tdisarvuliste kordajatega poliinoo~

mi védrtused ei ole argumendi tdisarvulistel véadrtustel koik
algarvud.
TSestus. Olgu
£(n) = a + an + a2n2+ ces + aknk,
kusjuures n = ¢ puhul olgu f£(c) algarv

f(c) = a + aqc + a2c2+ o akck= P.
Arvutame

f(c+pt) = a + ag(c+pt) + a2(c+pt)2+ cee + ak(c+pt)k.
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Olles avanud sulud ja vdtnud kokku liikmed, kus puudub p,
saame f(c) = p. Ulejdénud liikmed annavad p sulgude ette

votmisel sulgudes naturaalarvu
N = a,t + 2a,ct + a t2 + = N (t)
iy 2 2P SES WMo\ 5

8.0. t suhtes k-astme poliinoomi véédrtuse. Seega

f(c+pt) = p(1+Nk(t)).
Loeme t tdisarvuliseks muutujaks. Et vasak pool ei ole
konstant, siis Nk(t) ei saa olla samaselt null. Seega on
N, (&) kdikidel t vddrtustel nullist erinev, vélja arvatud
15plik arv vdrrandi Nk(t) = 0 juuri, kui viimaste hdlgas on
tédisarve. Tegur 1+Nk(t) on siis iihest erinev ja f(c+pt) on
kordarv. Niisiis, kui £(c) = p on alzarv, v3ib f£(c+pt) olla
algarv vaid 18pliku arvu t vdidrtuste korral.

Véga oluline lahendamata probleem on sellise funktsi-
ooni £(x) leidmine, mille védrtus kohal n vérduks n-nda alg-
arvuga p, ehk teiste sdnadega n-nda algarvu valemi leidmise
probleem. Poola matemaatiku W.Sierpinski poolt on kiill

tdestatud, et leidub reaalarv o, nii et
n n-1 n-1
p, =[et10? ] - 102 fx102 ],

mis nagu lubaks p, arvutada, kuid of tépne vadrtus pole tea-
da. On teada selle reaalarvu (arvatavsti irratsionaalarvu)
mdned eeimesed kohad (vt. [4], lk. 193). On teada ka teisi

analoogilisi valemeid, kuid need on sama laadi puudustega.

4, Algervud aritmeetilistes jadades. Algarvud on pea-
le arvu 2 kdik paaritud. Seega saab k3Jiki algarve, vidlja
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arvatud arv 2, esitada kujul 2n+1. Jada {2n+1} saab aga
jaotada osajadadeks {4n+1} ja (4n-1}: g
Bai Vi AN A5, Lo A e S ’
Bar O B0 Ses W v RBE L
Seega peituvad koik paaritud algarvud jadades {4n—1} ja
(4n+1}. Saab tiestada, et milemad osajadad sisaldavad 15p-
mata palju algarve. T3estame niiteks jédrgmise teoreemi.
Teoreem 1.29. Jadas {4n-1} on lpmata palju algarve.
I3estus. Oletame viditevastaselt, et algarve kujuga

4n-1 on 13plik hulk. Olgu need

(2) P13Ppy e¢e y Py-

Moodustame naturaalarvu

4p1p2...pk—1.
Et see arv on kujuga 4n-1 ja on suurem k3ikidest sellekuju-

listest algarvudest, siis peab ta olema kordarv. Jérelikult
avaldub ta paaritufe algarvude korrutisena
£3) 4paPoesepy = 1 = Q99p+-0Qy -
Algarvude Qqye++»Q, Seas peab olema vidhemalt iiks kujuga
4n-1, sest vastasel juhul oleks nende korrutis kujuga 4n+1.
Niisiis jagub vGrduse (3) parem pool vihemalt iihega alg-
arvudest (2). Siit jireldub, et ka arv 1 peab jaguma iihe-
ga nendest arvudest, mis on aga v3dimatu. Vastuolu tuli ole-
tusest, et algarve kujuga 4n-1 on 15plik hulk.

Jada {2n+1} v3ib jaotada ka kolmeks osajadaks: (6n-1},
{en+1}, {6n+3}. Viimene neist sisaldad vaid algarvu 3, osa-
Jada teised elemendid jaguvad sellega. Analoogiliselt vdib
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véita, et kdik paaritud algarvud peituvad jadades {8n+1},
{8n+3}, {8n+5}, {8n+7} v61 jadades, milles n kordaja on 10,
12, M4ye00, vabaliikm;d aga nendest vdiksemad paaritud na-
turaalarvud. Sealjuures ei huvita meid need osajadad, mille
iildelemendis on suuruse n kordaja ja vabaliige iihistegu-
riga, sest need osajadad vOivad sisaldada iilimalt iiht alg-
arvu.

Dirichlet' poolt on 1837.a. tdestatud jédrgmine teoreem.

Teoreem 1,30, Kul (a,b) = 1, siis jada {an+b} sisaldab
16pmata palju algarve.

Teoreemi t3estus on komplitseeritud, seda me siin ei

esita.

§ 5. ARVU LAHUTAMINE ALGTEGURITEKS,
Arvu glgteguriteks nimetatakse selle arvu algarvulisi
Jjagajaid.
Teoreem 1,31, Erinevate algarvude p ja q korral p{ q.
TGestus. Algarvu q positiivseks teguriks on vaid ar-
vud 1 ja q. Bt p £#1 jap # q, siis p{q.

Jéreldus. Kui algarv q jagub algarvuga p, siis q = p.

Teoreem 1,32, Kui korrutis 84850008, jagub algarvuga
p, s8iis jagub selle algarvuga vdhemalt iliks tegur.

Toestus, Kui oletada, et iikski tegur ay ei jagu p-ga,
siis (a;, p) =1 (i=1,2,...,n) ja teoreemi 1.12 pdhjal ei
jagu ka korrutis p-ga.

Markus. Teoreem ei kehti, kui jagaja on kordarv.

Teoreem 1,33. Iga naturaalarvu, mis on iihest suurem,



saab lahutada algarvude korrutiseks parajasti iihel viisil
(teguriteks lahutusi, mis erinevad vaid tegurite jirjekor-
ra poolest, loetakse identseteks).

Tdestus. 1) Tdestame algul, et leidub vihemalt iiks ar-
vu a algteguriteks lahutus. Kui a on algarv, siis koosneb
teguriteks lahutus iihest tegurist. Kui a ei ole algarv,
siis a = pja4, kus p, on arvu a viéhim algarvuline jagaja.
Kui ay on algarv, siis algteguriteks lahutus on saadud. Kui
a, ei ole algarv, siis

4. = Dlse
kus P, on arvu a4 védhim algarvuline tegur. Kui a, on alg-
arv, siis

.. & Dylole
ja algteguriteks lahutus on saadud. Kui a, ei ole algarv,
siis

pe Fois o
Jne. Protsess on 13plik, ses%

a>a;>a,> ... >1.
Ldpptulemusena saame
8 = PqPp+ Py 4Py» kus pp = 8 4.

Siinjuures tegurid P1sPps =+ esPy el tarvitse olla kdik tiks-
teisest erinevad.

2) Tdestame algteguriteks labutuse iihesuse. Oletame,
et leidub vdhemalt kaks algteguriteks lahutust (teine v3ib
olla saadud mingil teisel teel):

a = p;lpa...pk = q1q2...qk...qn,

=



kus konkreetsuse mottes olgu k €m. Vorduse parem pool ja-
gub algarvuga q,. Siis pesb jaguma qq-ga ka korrutis
PqPpe«+Ppe Eelmise teoreemi pdhjal peab siis vidhemalt iiks
tegur jaguma g,-ga. Jagugu p, (tegurite numeratsioon on
meie valida: siin el pea tegurid olema kasvavas jarjekor-
ras). Et pqJa qq on algarvud, siis py = g, (teoreemi 1,31

jéreldus). Jagame vdrduse p,-ga lébi, saame

Dpe-+Dy = EPERRT FERRY. B
Rakendame endist mGttekédiku, vdttes a, asemel a4 jne. Lo~
puks, kui k < m saame, et
1= Qg oy
Viimane v3rdus on aga voimatu. Jédrelikult k = m. TGestuse
kdigus saime, et
q; = Py, 1=1,2,...,k.
Seega algteguriteks lahutus on iihene.
Teoreemi 1.33 nimetatakse aritmeetika pShiteoreemiks
voi ka jaguvusteooria pdhiteoreemiks.

Peale pohiteoreemi tdestust vdime kirjutada

o
aspy'pa®... PR,
kus Py £ pj, kui i # j, ja o3 on iga i korral naturaalarv.
Viimast kuju nimetatakse naturaalarvu kanooniliseks kujuks.

On koostatud spetsiaalseid tabeleid, mis lihtsustavad

naturaalarvu teguriteks lahutamist. Nii koostas D.N.Lehmer
1909.a. tabeli, milles on toodud vdhimad algtegurid kdikide
naturaalarvude jaoks, mis ei iileta 10 miljonit ning ei jagu
iihegagi algarvudest 2, 3, 5 ja 7 (viimaste tegurite leidmi-
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ne on ka ilma tabelita lihtne). Mérgime, et 3piku [6] 13-
pus on esitatud analoogiline tabel k3ikide 10 000-st véik-
semate arviode jaoks.

Teoreem 1.34. Olgu naturaalarvu a kanooniline kuju
jdrgmine:
1) a=p:"pg2... p:".

Selleks, et 4 oleks arvu a jagaja, on tarvilik ja piisav,
et

(2) a= pqp* pzﬂ’z--- p:" ’
kus ospisoci, 121,32, .00,

TGestus. Tarvilikkus. Olgu dla 3a pld, kus p on alg-

arv. Siis teoreemi 1.1 pBhjal pla. Jaguvusteooria pdhiteo~
reemist jédreldub, et p peab iihtima {ihega algarvudest
PqsPpyeeesPp- Niisiis ei saa d kanoonilises kujus olla iiht-
ki arvudest P4sPpsecesPy erinevat algarvu. Seega d avaldub
kujul (2), kus f3; >0. Esitame a korrutisens & = bd ja asen-
dame viimases seoses a ja d nende kanooniliste teguriteks
lahutustega (1) ja (2):

pi pzpz e plfn X

s ot o
a=py'py2... py"=bpy
Kui nuiid oletada, et mdne i korral ﬂi > &y, siis vorduse
a

d-
Pt
jaoks kaks teguriteks lahutust: iiks el sisalda algarvu Pys

lébijagamisel teguriga p;‘i saaksime naturaalarvu

teine sisaldab. Pdhiteoreemi pdhjal pole see viimalik. See~
ga Py < %,

Piisavus. Olgu arv d antud korrutisena (2). Niditame,
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et azd.Selleks lelame jagatise

o= o -
e B

Eelduse pdhjal on kdik astendajad mittenegatiivsed. Seega

F on naturaslarv ja teoreem on t3estatud.
Teoreemi pdhjal v3ib védlja kirjutada arvu e k3ik jaga-
jad. Niiteks arvu 600 = 27.3.52 kdik jagajad on antud vale-

miga d = 2*3P 57, ks =0, 1, 2, 3; p=0, 1; y=0, 1, 2.
Teoresemi pdhjal vdib lihtsalt saada naturaalarvu a k3digi
jagajate arva T(a):

T(a) = (xq+ (& + 1) oo (X + 1.
Nagu néhe, ei a83ltu jagajate arv teguritest Pqe-+P,, vaid
88ltub ainult nende astendajatest 1peeey X

Teoreemi jédreldusena vdidb tuletada ka juba keolikursu-

sest tuntud reeglid arvude suurima iihisteguri ja viéhima
iihiskordse arvutamiseks. Nendel me aga el peatu.

Ulesandeid.

7.+ Leida arvu 81 057 226 000 kanooniline kuju ja jaga-
Jate arv.

8. Leida arvu 968 kdik jagajad.
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II. AHELMURRUD.

§ 1. LOPLIKUD AHELMURRUD.

Olgu antud tédisarv a ja naturaalarv b. Rakendame neile

Eukleidese algoritmi

T
1 2
%=a1+5— ehk%=a1+z,
T 1
b 2 | e 1
r_1'a2+F1' ehk E;‘“z*?,,‘v
S
b J b o b J
1 I3 1 4
r2='3+r2 ehk r2=a5+r2,
T3
rﬁ'i-an +rn_.‘ ehk—-—}- a, 1+
- - e ?
A 1 T2 1 rn—2
z'n—1
b
n-2

Jérk-jéargulisel asendamisel leiame

a 1
b PR B8 vy

32+

ay+ ——
> at .

1
+o—_—
8n
Saadud murdu nimetatakse ratsionaalarvu g ahelmurruks. See-
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juures 84585500058y kannavad ahelmurri elementide ehk mitte-
t#ielike jagatiste nimetust. Ahelmurru elemendid on naturaal-
arvud, védljs arvatud a,, mis v5ib olla ka O v3i negatiivne
taisarv; viimane element ay > 1. Seega saame Eukleidese al-
goritmi abil iga.ratsionaaldrvu % aren@ada 16plikuks ahelmur-
ruks.

Ahelmurdu (1) té&histatakse sageli ka kompaktsemalt:

8, + 1J52 + 1/53 + ceo # JJ%n

voi

R e 1
b aF B ... BT

ol

vai

[ a1,a2,...,at].
Oma kursuses kasutame neist téhistustest esimest ja viimast.
Kuigi viimane siimbol iihtib eelmises peatiikis kasutatud vi-
hima Uhiskordse simboliga, el tekita see asjaolu segadust,
sest korraga védhimast iihiskordsest ja ahelmurdudest juttu ei
tule.

Eukleidese algoritm annab ratsionsalarvu g jaoks vaid
iithe ahelmurru, sest ta midirab mittetéielikud jagatised iihe-~
selt. Euld on mdeldsv, et mdnel teisel teel on saadud g jaoks
teine ahelmurd, mis erineb Bukleidese algoritmiga saadud mur-
rust. Néitame ega, et sellist olukorda ei saa esineda, kui
ahelnurru elemendid rahuldavad iilalpool mérgitud tingimusi.

Teoreem 2.1. Iga ratsionaalarvu § jaoks eksisteerib
vaid {iks ahelmurd kujul (1), kus elemendid 8983y .58, OB

naturealarvud ja viimane element &, on iihest suurem.
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T3estus. Oletame, et eksisteerib kaks margitud omaduse-
ga ahelmurdu, s.t.
%:a,| +1/32+ coe +1—/an=
o =a,']+:'/aé+...+1/a;,
kus ay - iy 33 >1, kui i = 2,3,00040=1, J = 2,3,...,m1,
a, >4, ap >1. Olgu m > n. Oletame, et a, Ja a!‘ (k< n)

on esimesed iiksteisest erinevad elemendid, s.t.
1

84 = 84y eee 8 4 =a;_,‘, a, # a.:‘ (L€ k £n)s
Lahutame ahelmurdude vorduse (2) vastavatest pooltest vdrdsed
elemendid a4 ja aj. Et saadavas vorduses murdude lugejad on
vordsed, siis on vordsed ka nimetajad. Saame vorduse uute
ahelmurdude vahel

ay + 1/33 + eee -o-j/an = a'2 +‘1/aé + eoe -rl/a':l .
Viirase vorduse vastavatest pooltest lahutame jélle viordsed
arvud a, ja aé ning vordsustame nimetajad.

Nii toimime seni, kuni jGuame vGrduseni
(3) a =8 + 1Jah,1 B +1/an = ay "'l/‘iﬂ + eae +—1—/a;,
kus siimbolit o, on kasutatud viimati saadud ratsionaalarvu
tédhistamiseks. Kui k< n, siis

1
8y qtecet —/an >1

ja seetdttu

1 1

—/ah,‘ * coe +—/qn<1.
Seega &, =[ock] (ai tdisosa). Kui aga k = n, siis a = o, ja
ikkagi 8 =[°‘k]' Tépselt samuti néeme, et ai =[oLk]. Sgadud
tulemus on vastuolus eletusega, et a, * al". Seega a4 = a.'|,...,

a, = al". Kirjutades vdlja vdrduse (3) k = n korral, saame
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B = aﬁ + 1J§ﬁ+1 4 e0e ¥ 11&5 , kus a, = a;.

Viimane vdrdus saab kehtida vaid siis, kui n = m. (Miks?)
Seega on teoreem tdestatud.

Eukleidese algoritm annab viimaseks jagatiseks a, ala-
ti dhest suurema naturaalarvu, samal ajal kui eelnevad mit-
tetdielikud jagatised a; (L =1,2,..04n-1) v3ivad ka iihega
vorduda. Monikord osutub kasulikuks ahelmurd, kus ka viima-
seks elemendiks on 1. Sellise ahelmurru saamiseks esitatak-
se element L kujul (an -1) + 4, millega ahelmurru elemen-
tide arv suureneb ilhe virra. Seega saab ratsionaalarvu g
esitada nii paaris- kui ka paaritu arvu elementidegas murruna.
Kaob kiill ahelmurruks arenduse iihesus, kuid viimane polegi
téhtis. (Teha kindlaks, kus on teoreemi 2.1 tdestamise kdi-
gus kasutatud eeldust, et a, >1 ja a! > 1! Uhtlasi veendu-
da, et ei esine kolmandat viimalust § esitamiseks ahelmur-
runa kujul (1), kus a; > 1, 1 = 2,3,...,0).

Mirgime, et kogu alljdrgnev mdttekdik ja saadavad tu-
lemused ei s3ltu sellest, kas ahelmurru viimane element on
71 v8i mitte. Seeplrast olgu edaspidi valemiga (1) antud §
ahelmurd iikskdik kummal kujul.

Ratsionaalarva ¢ shelmurruks arendemisel v3ime Buklei-
dese algoritmi rakendada jéirgmisel kompaktsel kujul (ndites

on % - 1;#):

134 51 32 19 .13
e 1 1 w556

Seega

42=



12 2 + 1
51" 14+

-
]

2+
“[2n 19 1’ 1! 2, 6] = [20 1' 1: 1’ 2, 5, 1]0

Kul murru lugeja ja nimetaja on védikesed arvud, saab ahel-
murruks arendada ka peast:

g 2 _1 o
5 105 +_1.2-0-z

Sealjuures on otstarbekas vaadelda Eukleidese algoritmi kui
tédisosa vidljaeraldamise meetodit.

Vastupidi, kui ahelmurd on teada, saab arvutada tema
védrtuse

1eV2 V3 4 aa i 4 3 %y .l 22

Allpool esitame mugava arvutusskeemi ahelmurru vairtuste
leidmiseks. Nimetatud skeemi saamiseks toome sisse ahelmur-
ru léhismurru m3iste ja tuletame rekurrentse seose ldhis-

murdude arvutamiseks.
Ahelmurru (1) léhismurdudeks nimetatakse jérgmisi ahel-

murde:
1
84y 84 *32 y 84 +;ﬂ|— seeey 84 +—/a2 * one 4-—/an
P z

v64 nende véirtusi. Tkhiatane i-ndat léhismurdu Qi . Seega
ot T
By 7
P2 i a,‘a.2+ i
L PR PR

P, a1&2¢3 - a1+ P2a3 + P1
Q% 2&3 + 1 Q2a5 +Q o
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Uldiselt ei ole murruga veal tema lugeja ja nimetaja méé-
ratud, sest murd ei muutu laiendamisel ja taandamisel. Ol-
gu aga Pi Jja Qi nii valitud, et nad vdrduvad vastavalt pa-
remal pool virdusmidrki olevate murdude lugejate ja nimeta-

jatega. Kui arvutame jérgmise ldhismurru, siis saame

P4 A P a, + P2 3
QZ §3a4 +Q,
T5estame tdieliku induktsiooni meetodil, et iildiselt

b Tt L
Q = Q18 * (k = 3).
Selleks oletame, et viimased valemid kehtivad, ja néditame,
et nad jiddvad kehtima ka siis, kui indeks k asendada
(k+1)-ga. Eirjutame vélja léhismurrud jérjekorranumbritega
k ja k+#ls

P P a_ + P
k 1y 1 x-1% * Fp.
= + $ oco P a, =
e * k" Q98 * Q'
SR o g T e AR
Q:'? = &1 0.2 eve ak + &k+1 .

Selleks, et saada k-ndast ldhismurrust léhismurdu jérje-

korranumbriga (k+1), tarvitseb asendada a, summaga

a,+ 3;11- Asendamise juures arvestame, et P, 4, P, -

Qg1 Ja Qo ei sisalda elementi a,. Saame

1
o Py a(a + ) + P
k+1 i k=1""k" a, 4 k=2 - Pk_1(a!gk*1+1) + 8 4P o>
. x <
U Ut T * Uz Wt (BBt * Ao

T



_ Py ant Py o * P Pifgeg ¢ P
Q18 Q20841 + Ut UPhat * U

Seega

Pes1 = Pelier * Pa o
(4)

Ut = UBker * U o
mida oligi tarvis néidata.

Saadud rekurrentseid valemeid kasutatakse ldhismurdude
jévkjdrguliseks arvutamiseks. Selleks, et neid valemeid
saaks rakendada alates indeksist 1, toome sisse suurused
P_']o Q_1t PO Jja QO' nii et

P, = aqa, + 1= Pja, + Py, Q = 8, = ua, + Qs
Py=a4 +Pa; +P 4y, Q =1=Q.84 +Q,4

Siit

P°=1, P_1=O, Q°=O, Q_1=1.

Arvestades seoseid (4), vdib ldhismurde arvutada jérgmise
skeemi jérgi

[ ME Rty
8 1R By By e B

10 | Q) Qs wwe iRy

Ndide 1. Kasutades toodud arvutusskeemi, arvutame

ahelmurru

1025 3y 85:5, 6, 7. 21
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kSik lidhismurrud

| 102 o Rl 6 7
1 3 10 43 225 1393 9976
1.2 780" 457 972 6961

Seega

Néide 2. Arvutame 4;} kGik léhismurrud:

171 191 171 20 1 9 2 1
0 3 8 1 1 &4 2

0 0 1 8 8 .1 877 TN
0 3 1 9 0 19 86 191

Seega

171 Py Pe Wiy B
hr =101.8,1,4,2] Ja g =0, o€ =1, Q%=q. %=

» R P,
1 6 1721
= = = Kl
g T g & o
Néiteme, et kahe jérjestikuse léhismurru lugejate ja ni-
moetajate vahel kehtib seos

k
(5) PiQiaq = PeaQ = (1%

Valemi (5) t3estame tédieliku induktsiooni meetodil. Kdige~
pealt veendume, et valem kehtib, kui k = O



PQq = P_4Q, =11 =00 =1 = (-1)°

Edasi oletame, et valem kehtib kuni indeksini k, ja ndita-~
me, et ta kehtib ka indeksi k+1 puhul. TSepoolest,

PratQ% = Peluer = (8Pt Py q)Q -
- PelapqQe* Q) = PpqQ PQyq = =(-1)%= (-DF,
Seega valem kehtib iga k korral.
Siit saame téhtsa jérelduse:

Iga ahelmurru mistahes ldhismurd on taandumatu.
3
TSepoolest, kui QE oleks taarduv, siis lugejal ja nime-
k

tajal oleks iihine jagaja. Siis peab aga jaguma ka vdrduse
PeQ1 = Ppa = (-DF
parem pool selle jagajaga, mis on vdimatu.
Niisiis,
Py Q) = 1.
Ahelmurruks arendatav murd % v5ib olla taanduv. Kui aga
saadud ahelmurru védrtus arvutada rekurrentsete seoste (4)

abil, siis saadav viimane ldhismurd ehk murru % véirtus

gﬁ on taandumatu.
Ulesandeid.
9. Arendada arv 1;8 ahelmurruks, millel on
1) paarisarv elemente,
2) paaritu arv elemente.
10. Arendada ahelmurruks 2,3547 ja leida kdik léhismur—
rud.

Y



11. Leida arv, mille ahelmurruks on
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9].
12. Leida arv, mille ahelmurruks on
(1,55 800: 30100
Leida kdik ldhismurrud, Kuidas muutuvad léhismurrud, kui
sama arv on arendatud paaritu elementide arvuga ahelmur-
ruks?

§ 2. KAHE TUNDMATUGA LINEAARNE DIOFANTILINE VORRAND.

Olgu antud kahe tundmatuga tdisarvuliste kordajatega
lineaarvdrrand
ax + by = c.

Sellist vdrrandit nimetatakse diofantiliseks vorrandiks,

kusjuures tema lahendamise all m3istetakse kdigi tédisarvu-
liste komponentidega lahendite leidmist. Vorrandi kordaja-
tel a ja b v3ib olla tihine tegur. Olgu
(a,b) =a>1.
8iis a = a44, b = b4, kusjuures (aﬂ,b1) = 1. Peale asenda-
mist saame v@rrandi
a,dx + bdy = c.

Et vdrduse vasak pool jagub d-ga, siis selleks, et vorrand
oleks téisarvudes lahenduv, peab jaguma ka parem pool, s.t.
peab olema d | c. Niisiis jubul, kui (a,b)% ¢, punduvad vdr-
randil lahendid.

Edasi vaatleme juhtu, kus (a,b)|c. Siis ¢ = c,d ja pea-
le asendamist vdrrandisse ning d-ga ldbijagamist s aame eel-

gl



nevaga ekvivalentse vorrandi

asx + byy = Cqs
kus juba (a1,b1) = 1. Allpo.ol néieme, et vaadeldaval juhul
on vorrand lahenduv, s.t. tingimus (a,b)|c on lahenduvu-
seks ka piisav. Selleks, et vabaneda kordajate indeksite
kirjutamisest, vaatleme kohe algusest peale vOrrandit
1) ax + by = ¢, kus (a,b) = 1.
Vorrandi lahendi saamiseks arendame % ahelmurruks ning leia-

Ppq a_Pn
me eelviimase ldhismurru Q;_; . Et = Q; Jja

(a,b) =1, ails P = a, Q.= b. Asendame seoses

n
Prln-1 = PpaQp = k)
Pn Jja Qn vastavalt véédrtustega a ja b:
aQn-1 = an_1 = (—")no
Korrutame vorduse mdlemat poolt teguriga (-1)nc. Saame seo-

se
-1
a[(-1)ann_1] + b[(-ﬂ)n an_,l] =c.
Siit ndeme, et virrandit rahuldavad tdisarvud
-1
(2) X, = (-D%Q 40 ¥, = (D eP 4.

Markus: Eelmises paragrahvis médrkisime, et ratsionaal-
arvu % saab arendada kaheks erinevaks ahelmurruks, kusjuures
iihe ahelmurru elementide arv erineb teise omast iihe vdrra.
Seetottu voime alati arendada % paarisarvulise elementide

arvuga ahelmurruks. Siis valemid (2) lihtsustuvad ja omanda-
vad kuju

i -89 >



o = Ryr To = Fpge
Viimane lahend ei iihti {ildiselt lahendiga (2).
Nditame, et lahendeid on ldpmata palju ja nad avalduvad
kdik iihe erilahendi kaudu. Olgu (xo,yo) vorrandi (1) erila-
hend (iikskdik, kas #dsja leitud lahend v3i mingi teine), s.t.

kehtigu samasus
(3 ax, + by, =c.

Oletame, et leidub veel teisi lahendeid. Téhistame mistahes
lahendi (x,y). Siis kehtidb ka samasus

(#) ° ax + by = c.

Lahutades vdrdusest (4) vdrduse (3) saame
a(x—xo) + b(y—yo) =0
ehk
a(x-xo) = b(yo-y).
Viimase vorduse parem pool jagub b-ga, jédrelikult peab jagu-
ma ka vasak. Et aga (a,b) = 1, siis peab b-ga jaguma X=X,
s.tl

X - X = bt ebk x = X+ bt,

kus t on mingi tédisarv. Asendamisel saame

abt = b(y,- ),
millest
s B i at.
Néitame, et
X = X + bt,
(5) Yy = yo- at
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on lahend iga t korral. TGepoolest,
ax + by = a(xc+ bt) + b(yo— at) = ax + by, = o.

Niisiis on jubul, kui (a,b) = 1 diofantilisel vGrran-
dil ax + by = c ldpmata palju lahendeid, mis avalduvad va-
lemitega (5), kus t on suvaline tidisarv ja (xo,yo) mistahes
erilahend.

Néide. Lahendame vorrandi 29x + 41y = 35.

Arendame %2 ahelmurruks ja leiame eelviimase l&hismur-
ru (arvutuste digsuse kontrollimiseks arvutame ka viimase

léhismurru, mis peab vdrduma %%).

29 41 29 12 5 2 1

1 2 2 2 2

o v bVo 1 - ShaR. UK. SR
0 1 A 3 7 19 41

Seega Ps = 12, Q5 =17, n =6 ja ilheks erilahendiks on ‘
x= (-1).35:17 = 595,
To= (<1)7:35.12 = -420.

Uldlahend avaldub aga jérgmiselt:
595 + 41 ¢,

y = =420 - 29 t.
Saadud iildlahendi kuju on ebasobiv, sest vabaliikmed oh ab-
soluutvédrtuselt liialt suured. Selleks et véhemalt iiht va-
baliiget vihendada, eraldame 595-st 41 teatud kordse (jaga-
me 595 41-ga nii, et saaksime absoluutvédrtuselt vihima po-~

x

sitiivse v3i negatiivse jadgi):
595 = 4114 + 21,
. TarTu OLikoOLI

RAAMATUKOGU



Seega

X =21 + 411 + 41 ¢t = 21 + 41(14+%) 21 + 41 u,

kus u = 14 + t. Niiid
¥y = =420 - 29(u-14) = =420 - 29 u + 406 = =14 - 29 u,
Kui vorrandi kordajad on véikesed, saab erilahendi lei-
da ka lihtsa proovimise teel. Nditeks vorrandi

5x - 11y = 7
lahendamiseks vdib x avaldada y kaudu
X = Y7
5

ja teha kindlaks, millise vddrtuse peaks andma y-le, et

My + 7 jaguks 5-ga. Ilmselt sobib Yo" 3. Siis aga x,= 8.

Seega erilahendiks on xX,= 8, J,= 3 Ja uldlahendiks
x=8-1¢

F.=t 5.5,

y

Ulesandeid.

13. Lahendada diofantilised v3rrandid
a) 97x + 35y = 3189,
b) 30x + 57y = 66,

14, Lasteaiale osteti kaht 1liiki pildiraamatuid. Uhed
maksid 23 kop. tiikk, teised 38 kop. tilkk. Kui palju osteti
kumbagi 1iiki raamatuid, kui kokku maksti 13 rbl. 59 kop?

15. Leida vdrrandi

25x + 18y = 2423

positiivsed t&isarvulised lahendid.
16. 523 m pikkuse tsentraalkiittesiisteemi soojustrassi
rajamiseks on kasutada 30 12 m pikkust ja 70 7 m pikkust
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toru. Millised voimalused on torude valikuks, kui tahetak-
se ldbi saada torusid tiikeldamata? Kul palju tuleb vdtta
kumbagi liiki torusid juhul, kui tahetakse sdilitada voi-
malikult palju pikemaid torusid?

§ 3. LOPMATUD AHELMURRUD.

1. Irratsionaalarvu arendamine ahelmurruks. Néitame,

et suvalist reaalarvu  saab arendada ahelmurruks. Piir-
dume juhuga, kus oL on irratsionaalarv, sest ratsionaalar-
vu ahelmurruks arendamist me juba késitlesime.

Olgu aq =[at], s.o. suurim tédisarv, mis ei iileta o .
Siis

& =a, + kus 062>1.

s
o5 ’
062 on irratsionaalarv, sest juhul, kui 062 oleks ratsio-

naalarv, oleks seda ka o . Bdasi olgu a, = [a,]. Siis
w i |
a'z = 32 + 7‘3‘ ’ kus x; > 1
Analoogiliselt leiame

& e B
OLB-a3+““, kus 064>’|,
1
064=a4+?5-, kus Ol >1 " jne.

Uldiselt

1
“n-%"’xnﬂ’

kus a = [e¢y]) Ja o4 on iihest suurem irratsionaalarv.
Vaadeldav protsess ei ole irratsionaalse « korral

16plik (18plik on ta ratsionaalarvu korral).Kui katkestame
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tdiscsa véljaeraldamise n-ndal sammul, siis saame ahelmur-

r
a i az+ |
. 1
4
s
“a* &t

Siin &, on Sdlsarv (v3idb olla ka null v3i negatiivnme),
858z, .0.8, OB natursalarvud, O(,n+1 on iihest suurem irrat-
slonaalarv.

Ahelmurdu, mille elemendid a, (k = 2,3,...) On natu-
raslarvud, nimetatakse korrapdraseks. Ahelmurd (4) pole
korrapérane, sest 0(«n+1 ei ole naturasalarv. Jédtkates aga
tédisosade véljaeraldamise protsessi piiramatult, s.t. las-

tes n—+ oo, saame lopmatu korrapédrase ahelmurru.

(5 a4 + e o

A

o‘
R o

Lopmatute ahelmurdude korral kasutame analoogilisi kompakt-
semaid téhistusi nagu 15plike ahelmurdude puhul.

Enne kui kirjutada, et ahelmurd (5) vordub O -ga, tu-
leb defineerida 1dpmatu ahelmurru védrtus ja ndidata, et
antud juhul see védrtus vdordub ol -ga. Vaatleme esialgu mis-
tahes 1ldpmatult ahelmurdu kujul (5), kus a, on tédisarv ja
a; = 1, kui i1 > 2, eeldamata, et see ahelmurd on saadud an-
tud resalarvust o¢ iilalkirjeldatud tédisosade vidljaeralda-
mise protsessi tulemusena. Votame 13plike ahelmurdude jada

& oy o



5 | s 2 1
® T Trtay TrM T T

a2+ E—

i+

S

' mida nimetame ahelmurru (5) léhismurdude jadaks. Ldpmatut

=a14-2/a2 +J/53-r +-1—/%, O

ahelmurdu (5) nimetatakse koonduvaks, kui eksisteerib 1dr-
lik piirvéiartus

P
: i e
nN=» 9

Viimast piirvddrtust nimetatakse 1ldpmatu ahelmurru (5)
véartuseks.

Teoreem 2.2. Iga l1lopmatu ahelmurd koondub teatud reaa
arvuks. '

Toestus. TGestame, et ahelmurdude jada on fundamentaal-
jada, s.t.
(7 lim (Pn - Pn"'m)= O iga m =1 puhul.

n-> co +m

Kuna léhismurrud (6) on 13plikud ahelmurrud ja igale ahel-
murrule jadas (6) eelnevaid ahelmurde v3ib lugeda tema 18-
hismurdudeks, siis kehtivad §-s 1 leitud seosed. Eriti on

n+1
Pty = PpQuyq = (-0

Seega

(8) Q el +1

Bt Que1 = Uopyq * Qg J@a =1, QG =821,

Q}) Qa + Q4 Sy Q4>Q3 & QZ?B’ Q5>Qq, L Q; =5, s8lis
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*
alates n vddrtusest 6 on kindlasti Qn > n. Niisiis

saame n > 5 korral

g
\Qﬁ Prem \Q;

m~"1 m=1

4 < i3 b m
Qn+kqn+k+1 (o+k) (n+k+71) = n(am) °’

n+1\ Pn+m—1 Pn+m\_

toee s | T,

millest jadreldubki vdrdus (7). Et reaalarvude hulgas iga

fundamentaaljada koondub, siis leidub reaalarv p J nii
et
P
lim =2 =
T, e

millega teoreem on tGestatud.

BEdasi tG3estame jérgmise teoreemi.

Teoreem 2.3. Kui ahelmurd (5) on saadud irratsionaal-
arvust of tédisosade viljaeraldamise protsessi piiramatul
jédtkamisel (nagu on kirjeldatud kdesoleva punkti alguses),
siis tema vddrtus on o .

Tdestus. Vorreldes léhismurru ;ﬁ avaldist jadas
(6) jaP o¢ avaldist (4) ndeme, et o saadakse ldhismur-
. Bt

rust ‘Qﬁ s kui a, asendatakse summaga a) *w .
n+

P 4 Pn—‘\ ant Pn—2
o R
Qﬁ :n-1 ant :;—1

siis

Tegelikult voib védita, et Qn >u,, kus u on Fibo-
nacci jada n-is element. Fibonacci jada on defineeritud
rekurrentselt valemiga u, = u, 4 + u, 5, U, =y =1,
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Pp-a (‘n i n+1)+ Pp2 Pangr +Ppq

%-1(%*(;‘,”15 Qo % %ne * g

Leiame vahe I; -y

Pa _ o . Pn_Pp%p41 *Ppa Pplpq - PpaQy =
g Q; Q;“Nﬂ - Gm_- m“’nﬂ ” I:;--1)
& =n?

Qn(qn d'n+1 » Q'n-‘1)

Et o .4 >1, siis lim (Quol, .4 +Qq) =+00 ja

n -» oo
seega .
lim n-oc)ao
Jum (2
ehk
Pll
(9) lim = o ’

mida oligi tarvis tdestada.

TGestame 1l3puks, et iga irratsionaalarvu jaoks eksis~
teeridb vaid iiks 1l3pmatu ahelmurd.

Teoreem 2.4, Kui kaks ldpmatut ahelmurdu kujul (5),
kus a; > 1 (L = 2,3,4,4.:)y On virdsed, siis on vdrdsed
nende ahelmurdude kdik elemendid.

T3estus. Oletame, et leidub kaks l3pmatut ahelmurdu,

mille vddrtused on vdrdsed, s.t.

(10) a, +l/az +1-/n3 + oo = 8 +l/aé +l/a; e
kuid mis erinevad vidhemalt iihe elemendi poolest. Olgu k ele-
mentide esimene indeks, mille korral a, # "k' s.t.

O ERETENPEY TN
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Téhistame
(11) “‘k = ak + 1‘/ak+1 + s00 di = ai + l/a&_.’a' + ss0
L]
Et a4 = 1, 8o >Ty eeey 84 217, ak+2? e
siis
1/‘k+1 + eee <1. 1/&;“1 + o00 £1

Jja seega

ak = [Otk} » ‘i = [di]o

Kuna iga 15pmatu ahelmurd koondub, siis seoste (11) tottu

on o, ja o} teatud irratsionaalarvud ning virduse (10)

voib kirjutada kujul

a, + 1—/32 + soet Lak__,] + 1/ock =
(12)
= aj +1/aé + ooe +1—/al'r_1 +1—-/¢i .
)

Bt ;1-.-.&", eeo 3 B =8, _qysiis toimime samuti nagu teoreemi
2.1 tdestamisel: lahutasme vorduse (12) pooltest vastavalt
vordsed elemendid a4, aj Javdrdsustame saadavas vorduses
murdude nimetjad (arvestame, et mGlema murru lugejad vor—
duvad iihega). Sellist protsessl korrates jouame vorduseni
oLk = o(.i o Siis aga

a = (o) =log) = o,
mis on vastuolus oletusega, et a, # a'k « Saadud vastuolu
toestabki teoreemi.
Esitame nédite irratsionaalarvu ahelmurruks arendamise
kohta.
Niéide 1. Arendame ahelmurruks o = V7.
Tdisosade jdrkjérgulisel véljaeraldamisel saame

By e SR B Pl Bilorre - B o v i
ot..v"7_a+u2.oc2-v_7__2- ‘ '1*oc3'
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& 3 e SUEY g i 1
Oy = > =1

V7 -1 S0
o _2_=1%_+"= o S
4 = v oo 1+ Cp ’ c‘s = V7 - 3
1 1
=W+2= 4 + K, = = 0, .
Ag ’ 6 V7 -2 2

Seega ot7 2 063 y Kg =0, jne. Siit jéreldub ka vas-
tavate tdisosade vOrdsus.Saame nn. perioodilise ahelmur-
ru

V7% (254,905 . L. 5800
Viimast perioodilist ahelmurdu mérgime liihemalt jérgmiselt

P81, 1..9]) .

PGhjalikumalt késitleme perioodilisi ahelmurde jérgmises
paragrahvis. :

Kdesoleva punkti 1l3pus mirgime, et arvu JT ahelmur—
ru esimesed elemendid on jérgmised:

7T =[3,7,15515292,1,1,152,15357,74,2,15004) o
arvu e ahelmurd on aga jéargmine:

0w [ 2,1, 5,18, A0 1,8,1,:4:)
8.t.

81 =2, 85 =1, a5, =21, 85,4 = 80 = 1 (221,2,3,...).
Valemite tuletuse arvu e ahelmurru elementide jaoks véib
leida niiteks 3pikust [2]), lk. 221-223, Arvu e ahelmurd
on leitud Euleri poolt.

2. Reaalarvu parimad ratsionaalsed ldhendid. Nagu

jédreldub vordusest (9), voib léhismurdudega arvu o kui
tahes hidsti lihendada. Jérgnevas uurime sellise ldhendami-
se viga, jada {ﬁ} elementide o -le lihenemise iseloomu ja
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néditame, et ldhismurd on & -~le teatud mittes parimad
léhendid. Vaatleme kdigepealt, kuidas toimpb léhismurdu-
de jada {%} elementide léhenemine arvule of . Selleks
léhtume teoreemi 2.3 tiestamisel saadud seosest

1)n+1

i i Q; q'n(q‘nun-o-'l * Q'n-1

Vérduse (9) paremal poolel esineva murru nimetaja on posi-

tiivne, lugeja aga paaritu n korral positiivne, paarisar-

vulise n korral negatiivne. Seetdttu juhul, kui n on paa-
b J

ritu arv, on (¥ >Q§ s Paarisarvulise n korral aga o(,<§:—: .

Seega
P P
2k+1 2m
(14) <& <L .
QElm Q-2-;
Néitame, et sealjuures
l 2- d’l <‘ n-1 _
Selleks ldhtume ¢ avaldiaest
o & 41 P * ’ X
L q;" §-1
millest avaldame o s
n+1 P
P -« S ( 2 - 0‘)
o _ -n=-1 Qp-1 ) n-"1
n+l1 ~ - ) 2
RE; 1n ( qxj\ )
Siit
P P P
n-1 £ S ek \ ey
‘Q_,"'o‘“ Xpet J 1l0(' §>\a’ ﬁ\’
sest

n+1 >1 ja Qn;Qn_,], kuli n > 2.
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Niisiis
il '°‘\<|u; - | < l ) B
Arvestades vorratusi (14) ja'(15) voime kirjutada, et

e T Pl g
< < ..'<“<...< < < .
T <G<T < TG <T

Edasi hindame viga, mis tekib o¢ ldhendamisel ratsionasal-
o
arvuga Q:-: « Valemist (13) saadav tépne hinnang

® 1
o - 2
%" BQl&aen ¥ Spt)
ei ole otseselt kasutatav, sest ta sisaldab iildiselt tund-

matut suurust & Paneme aga téhele, et

n+1°

q
(04 = + .
n+1 &n+1 En +2 > 41

Seega
QU Krpyq Qo+ ) > Qulag g Q@ + Qq) = Q Qe
mistottu
Pn 1
% ESLiEs ~ 2

Seos (16) voimaldab hinnata ka vea alamméira. Hinnangu saa-

miseks arvestame, et

1
(0.8 + — L + 1
n+1 = Zne1 X pe2 8ne1
Jja

%ne1 Wt U1 < 8ppq Yt Qg = Quqt Qe

Seega

| - 4l > g

L



Néeme, et vea iilemine ja alumine tGke erinevad suhteliselt
vidhe., Seepérast annab valem (17) véga tépse hinnangu.
Néide 2. Leiame arvu 9T mdned esimesed lé&hismurrud

ja hindame nende erinevust arvust JT .

I

>
ol 3 22 333 355 103993 104348 ... P,
i oy 106 113 33102 33215 ... Qy
Valem (17) annab
22 1 1 1
|7¢ = | < s < woo » | 7T = 48| < mommrrs <0,0001,

| 7¢ ~ 338 | < pryg3rom < 0,000 000 27.

Eriti mugavaks léhendiks arvule JT on neljas léhismurd
Py
r# = % s mis suhteliselt védikese nimetaja puhml annab

7 G- 1 292 1 e

suure tépsuse. See on seotud sellega, et ahelmurru jérgmi-
ne element as = 292 on viordlemisi suur ja selletdttu ka
valemis (17) esinev nimetaja QS on vorreldes eelneva nime-
tajaga Q“_ = 113 jﬁrqult kasvanud., Médrgime, et JT ja %;
tegelik erinevus on 04,00000025... ; niisiis valemi (17)
abll saadav veahinnang peaaegu iihtib tegeliku veaga.

Mirgime, et juba Arhimedes leidis arvu sT jaoks
1ihendi 3% ; 16. sajandil leidis aga léhendi 22; hollan~
di matemaatik Adriaen Metius.

Ratsionaalarvu ¢ (b > 0) nimetatakse reamalarvu o

arimaks ldhendiks, kui ei eksisteeri iihtki naturaalarvust
x

? v
mis erineks o/ -st vihem kui erineb % « Seega on% reaal-

b védiksema voi temaga vordse nimetajaga ratsionaalarva
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arvua ol parimaks lahendiks parajasti siis, kui iga teise

ratsionaalarvu-? korral, mis rahuldab vorratust

o - F|<[ec- 8|
on y > b. Geomeetriliselt téhendab see seda, et kui vdtta
arvteljel punkt & Jja vahemik (X - §, X + §), kus % on
oK parim ldhend, siis kdigi selles vahemikus asuvate rat-
sionaalmurdude nimetajad on suuremad kui b. Toestame teo-

reemi.

Teoreem 2.5. Reaalarvu o ahelmurru iga ldhismurd

P
é (n>2) on arvu ¢f parimaks lédhendiks.
TGestus. Votame mistahes ratsionaalarvu-? s mis eri-
neb of -st vihem kui x2 s 8.t. ratsionaalarvu, mille kor-
P
ral I-; _“|<‘ﬁ - acl + Tarvitseb ndidata, et siis y >Q'n .

Belduse kohaselt

|2 - of <[ - of <22 -

Bt % asub vanemikus (T Q;) T ‘q l I n—’l
_x|_1"Pp1 - Ryl 1 [7Ppq = Ry |
R L B

= S TR S

Siit

&; >lyPn—1 o xQ'n—‘ﬂﬁ 0.

P,
X A
Kui oleks yP 4 - xQ 4 = 0, siis - 29

8= , Viimane v3rdus

]

§ 22

- 39
pole aga vdimalik, ses asub O{ -st kaugemal kui Q—E .

Et |yP, 4 - XQ, 4| on naturaalarv, siis ongi y >Q, -
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Léhismurdude vahel kehtib seos
Paet _ Po®ne1*Ppn
;’1 Qn‘m"l ’Qn-‘l

Eui a 4 >1, siis saab rddkida veel nn. vahepealsetest
murdudest

s kus & .1 -

%kr:%:‘—-: o 2,...,%’1-‘1.
Mirgime tdestuseta, et ka moningad vahepealsed murrud osu-
tuvad ahelmurruks arendatud reaalarvu parimateks l&hendi-
teks (vt. [2, 6)).

Vajadus reaalarvu parimate ldhendite leidmiseks v3ib
tekkida mitmetel juhtudel. Mainime néiteks hammasiilekande
projekteerimist. Kahe hammasseostizega ratta pdorlemise
nurkkiirused on poordvordelised hammaste arvuga, Hammas-
te arv hammasrattas saab aga olla vaid tédisarv, kusjuures
hammasrattaid ei saa valmistada védga suure hammaste arvuga.
Seega hammasrataste poorlemise nurkkiiruste suhe on mitte
véga suure lugeja ja nimetajaga ratsionaalarv, Kui ndutak-
se kahe v3lli iihendamist hammasrataste abil nii, et nende
nurkkiiruste suhe oleks &« , siis juhul kui A& on irrat-
sionasalne (v3i on vdga suure nimetajaga ratsionaalarv) ei
ole nurkkiiruste suhe tépselt realiseeritav ja tuleb lep-
pida of ratsionaalse ldhendiga, mille nimetaja ei ole eri-
ti suur. Sellise probleemi ees seisis muide 17. sajandi
véljapaistev mehhaanik, fiilisik ja matemaatik C.Huygens
(1629-1695) péikesesiisteemi mudeli konstrueerimisel, kui
oli tarvis realiseerida planeetide tiirlemisperioodide te-
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gelikke suhteid hammasratasiilekannete abil. Huygens kasu-
taski nimetatud suhetele sobivate parimate ldhendite saa-
miseks ahelmurdude l&hismurde.
Néide 3., Leida irratsionaalarvu V2 = 1,442 ...
parim ratsionaalne lédhend, mille nimetaja ei iileta 100.
Arvu VZ esitusest kimnendmurruna vdib saada liht-
salt ldhendi nimetajaga 100, s.o. ratsionaalmurru ;‘C% ’
mille viga on 0,0042. Vordleme seda ldhendit ahelmurrust
Ve s [1,2,2. 22041
saadavate parimate ldhenditega. Leiame ldhismurrud.

RS e
o B L B A Y B
1 0 [ 1 2 5 12 29 70 169

b
Sajast véiksema nimetajaga parim léhend on é = ;8 .
Selle ldhendi viga
|vZ - % | < ppomgg < 0,000085 .

Niisiis on ratsionaalarv ;g reaalarvule V2 mirksa pa-—
141

remaks lahendiks kui 755 ¢ Lihtne on kontrollida, et ise-
gi lidhismurrud g-a» ja ;,‘% erinevad 4/2-st vidhem kui eri-
neb 4{% .

Jérgmine teoreem nditab, et ratsionaalmurd,mis teatud
mottes kiilllalt hésti aproksimeerib reaalarvu, iihtib tingi-
mata selle reaalarvu ahelmurru iihe léhismurruga.

Teoreem 2.6, Kui téisarvude a ja b (b >0, (a,b)=1)

korral on tédidetud tingimus
a A
o - %
| 8 262
siis % on arvu O ahelmurru iiks ldhismurde.
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TGestus. Beldame, ot & # §, sest vastasel juhul
oleks viide triviaalne. Arendame ratsiomalarvu% ahel=-

murruks,
a it Pk
v = [‘1"2.000..&] = Tk ’
vottes k Paarisarvu, kui ol - % <0 ja k paaritu, kui

® - §>0. Siis ® .
k k-1 k k-1
o%-f=o-gf= (D hx-q;]= = a- .

Moodustame arvu

) JPT
(18) W = —"q"—_.l,!-"—

" a
Siis

U _ Peuq | %t | P T Pl |
Qe *QFy U QXQ = Fy)

k+1
6-12 1 1
= = 2
L ™ bl - 2| :

w 4+

= - Pk
led.-rkl
millest saame, et Q
W >2- ";" =1.

Olgu <« arendatud ahelmurruks

w = [‘k*1.ak’.2’.o.] .
Et & >1, siis a4 >1 ja avaldis [a.‘,az,...,ak, 8y 10
"k+2""] = p kujutab endast ahelmurdu, mille védrtus on
mingi reaalarv [5 » Arva P v3ib esitada mittekorrapédrase

16pliku ahelmurruna
p = [ 849859000939 W ] B
mistdttu valemi (7) kohaselt
P w+ Py _q
BB e
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Asendades siia «w avaldise (18), saame, et p=o .
Seega on
(a10050eeen, ] = §
reaalarvu o léhismurd.
Ulesandeid.
17. Arendada ahelmurruks a)¥3 , b) VT3 , ¢)V3T,

2) FRER. ) AR
>

6

18. Kasutades 1. punkti 13pul esitatud ahelmurdu,
leida arvu e parim ratsionaalne léhend, mille nimetaja ei
iileta 100. Hinnata ldhendi tépsust.

19. Teoreemi 2.6. abil kontrollidas, kas 49 on V5 ahel-
murru iks ldhismurdudest.

20, Leida irratsionaalarvu i/! ahelnurru mdned elemen~
did.
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§ 4. REAALSED RUUTIRRATSIONAALID.

1. Ruutirratsionaal ja perioodiline ahelmurd. Re-
aalseks ruutirratsionsaliks nimetatakse tédisarvuliste

kordajatega ruutvorrandi reaalset lahendit, mis ei ole

ratsionaalarv. Seega avaldub reaalne ruutirratsionaal

Jdrgmiselt:

(1) A+ VD %

kus A, B, D on tédisarvud, D>0 ja D ei ole td@isruut.
Ruutirratsionaaliga (1) ilhist ruutvdrrandit rahuldab te-—
ma ksasirratsionaal
A=VD

Ruutirratsionaalid on tihedalt seotud perioodiliste ahel-
murdudega. Ahelmurdu nimetatakse perioodiliseks, kui
teatud kohast alates tema elemendid hakkavad korduma,
s.t, kui ta mvaldub kujul

(CPPY PYRPPTY PP FERTTFY RN PL FERTRI WU PR <, 8
Viimagst ahelmurdu tZhistame liihidalt jargmiselt:

[‘1"2'""‘1-1’(31’“"ai-fk-"l)] ~
Eui i = 1, siis nimetatakse perioodilist ahelmurdu puht-

periocodiliseks, kui i > 1, siis segaperioodiliseks.
Kirjutale irratsionaalarvu o kujul

R

g m—

B> a3+.




Kui osutub, et d.“,,k = ui. siis ahelmurd on perioodi-

line, kusjuures ol =[“1"‘""1-1’(‘1"""11»!:—1)] %

TGepoolest,
1

a +
i+ ‘e
oy i

1
84 +k-1 +¢x1

Qi=ai+

Viimase nimetaja ahelmurruks arendamisel saame jédlle sa-
ma tulemuse. On selge ka vastupidine: kui ahelmurd on pe-
rioodiline, siis mingist indeksist alates

Fgex = %4 9
kug k on kindel naturaalarv (perioodi pikkus), i vdib aga
teatud indeksist alates omandada koiki véartusi.
Teoreem 2.7. Reaalarv ol , mis annab arendamisel pe-
rioodilise ahelmurru, on ruutirratsionaal.

T3estus. Kasutame seost d’i«vt = o(,i Ja esitame o«

kahel kujul: ;
e Tl 20

ol = + =
. a, + . q uj.-‘l"‘:l. ¥ q-Z
., 1
+
a. +
i-1 oy
’
PR, _Piak _ Piag1®3tPyp0
= 8 sl -7 Q__TW—
a + .o 4 1+k i+k- 17 +k-2
°+

e
84k * oy

Avaldame kummastki seosest 061.
Pi2=%Y o _ Piewd = %o
% = Foit . Set™™ Tegka

ui=

Seega rahuldab & jérgmist tdisarvuliste kordajatega rmut-
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vorrandit
2 é
(Q 1R+ = YU ap1) ™ + Qe 4Py o + Q 5Py e 9

= Piok-2%-1 = PiaQuae2)® + Py Py q = Py qPy o = 0o
Teoreem on tdestatud.

Néide 1., Leida ruutirratsionaal, mis avaldub jérgmie
se periocodilise ahelmurruna: of = [4,(1,3,1,8)] .
Siin O, = &g Seega 1 = 2, i+k = 6. Esitame ot «, ja
“6 kaudu:
P.‘acz + Py 2 35“6 + Py
Qop +Q Qg + G

Arvutame Pi' Qi:

S e e

BT % 598 N
8. Qcipiemplatiguing” ogg

Seega
4“2-01 211&6024
o o, - W + 5 *
Siit
1 24 - 5
Ola = = =&
T AP P R 6°

8400 - 211 = 240 - 96 - Sa° + 204,

5a2=115.
o =m .
(Miks on & =V¥2% , aga mitte -v23 7)

Muidugi voib leitud Plll Jja Q- asendada kohe teoreemi
tdestamisel s@adud ruutvérrandisse, Viimast on aga raske
meeles pidada.

Eehtib ka tGestatud teoreemi podrdteoreem:
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Teoreem 2.8, (Lagrange). Iga ruutirratsionaal aval-

dub perioodilise ahelmurruna.
Toestus (vt. [10]). Olgu o ruutirratsionaal, s.t.

tédisarvuliste kordajatega ruutvdrrandi irratsionaalne la-
hend. Nimetatud vorrandiks olgu
<)) byx% = 2c4x + 44 = O,
kus ka ¢, on tédisarv (alati v3ib saavutada, et x kordaja
on paarisarv, tarvitseb vaid vGrrandit 2-ga ldbi korrutada).
Leiame vorrandi jérjestikuste Oci—de jaoks. Koigepealt
&) %=y e (x>0,
mistdttu voime vdrrandi (1) esitada kujul

by (ay «1»aL2)2 - 2c4(ay +-°2—2) +dq =0
ehk

('b.‘a.‘;e - 2cqaq + g)ag = 2(cq = byaq) o 5+ by = O.
Néeme, et o, rahuldab ruutvorrandit
(3) b212-2c2x +d, =0,
kus by, ¢, ja d, on samuti tédisarvud nagu vorrandi (1) kor-

dajad, kusjuures

e 2
b2-b1a1-201a,| +d1 ’
(4) c, = ¢q - byay ,
d2=b.1 .

Sama tiilipi ruutvdrrandi saame 065, ceny Oliy B qpeee jaoks.

Kuid.i=a‘+

. rahuldab ruutvorrandit
= “i +1

2 2
Dy qX” = 205,qx + 45,4 =0,

kus

o,



S oni-
6 Bout ¥ DRy i B0a0 300
7 b L B Gl L L

(8) d1+1 = bi .

Siinjuures bi+1' Ci4a? §1+1 on tédisarvud. Kdikide vor-
randite diskriminandid iihtivad, sest
Dyyq = 54 = byadyyy = (of = bya;)? - by(byaf -
- 2cya, + di) = ci - bsdy =Dy .
Niisiis Dy, 4 =Dy = eee =Dy = 0§ = bydy =D .

Vaatleme ldpmatut kordajate jada

(9 Doy Dzs Byy Doyeee
T3estame, et siin on 13pmata palju naaberelemente, mis on
vastandmirkidega. Oletame vastupidi, et selliseid elemente -
on 13plik hulk. Siis alates teatud kohast on jada (9) ele-
mendid kdik iihe ja sama mérgiga. Olgu by > 0, kul 1.5 k.
Siis seose (8) tdttu on positiivsed kdik kordajad a, ala-
tes d, .4 = b, . Teiselt poolt niéitab valem (7), et siis
(10) Op > Cpy > Cpep oee s
sest ay > 0. Bt kdik cy on tédisarvud, siis teatud kohast
alates on kdik cy negetiivesed. Seega alateé teatud indek-
sist kehtivad vdrratused

by >0, ¢, <0, d; >0.
Et O(i > 0, siis peab kehtima vdrratus

b, &% - 2¢,0, +d, >0,
Tulemus on vastuolus tdsiasjaga, et ati on vdrrandi (5)
lahend. Analoogilisele vastuolule jSuame, kui oletame, et
jadas (9) on teatud indeksist i alates kdik b1‘< O. Ilmne
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on ka, et iikski b; # 0 . Seega on jadas (9) 1dpmata palju
vastandmérgilisi naaberelemente. Olgu bm Ja bm+’l vastand-
mérgilised. Ruutvorrandi, mida rahuldab 06m+1, voib seo-
se (8) tdttu esitada kujul

2
11) bmmx

Nagu &sja tGestasime, on selliseid vorrandeid, kus esimene

- 2cm+,, + bm= 0.

Ja viimane kordaja on vastandmirgilised, ldpmata palju.

Igal sellisel vorrandil (11) on iiks positiivne ja iiks ne-
b

gatiivne lahend, sest ﬁ]- < 0. Positiivseks lahendiks
B

on o .4+ Nzitame, et vorrandite (11) seas on erinevaid
vaid 15plik hulk. Léhtume diskriminandist, mis on kdigil

vorranditel sama:

2
Cne1 = Byy1by = D > 0.
Et by .4 <O, siis ¢2 4, <D ehk |c_.|<VD . Samuti on
m m+1 4 m+1 m+1 2

[bm+1bml< D. Tédisarve, mis rahuldavad viimaseid vorratusi,
on 16plik hulk. Jérelikult 1l5pmata paljude vorrandite 1)
hulgas on erinevaid vaid 1Gplik hulk. Olgu kaheks iihtivaks

vorrandiks vdrrandid

2

2
. b RAgE T 2cA+1x + b,

Jja

]
o

2 =
b}“,lx - chu*.lx v b,“- = 0,
Nende ainsad positiivsed lahendid peavad iihtima; ‘x1+‘| =

= a1 See aga tdhendab, et oL on perioodiline,

2. Puhtperioodilised ahelmurrud. Selgitame, missugu-

sed ruutirratsionaalid annavad arendamisel puhtperiocodili-

se ahelmurru. Vastuse sellele kiisimusele annadb jérgmine

10. o Al



teoreem.
Teoreem 2.9. Ruutirratsionaali

d-='£&

B
ahelmurd on puhtperioodiline parajasti siis, kui o >1 ja

kaasirratsionaal

e e .

B 3
rahuldab tingimust -1<6C<O0,
TGestus. Tarvilikkus. Olgu o puhtperioodilise ahel-

murru vadrtus, s.t. teatud indeksi k > 2 korral ock = 0.
Siis a4 = ak;;’l, millest jdreldub omakorda, et o >1 ,

Seostest

P_a0, 4+ P
gt i el = SRS
Q1 K + U

saame, et O{ rahuldab samasust
Qa0® *+ Qe = Pq) o - P, = 0.

Arvutades ruutpoliinoomi

£(x) = Q_4x° + (Q_p = Py_4)x - o
wvdé@rtused kohal O ja -1 saame

£(0) = -P,_><0, £(-1) = Q4 - Qe.p) +

+(Prq - P 5) >0,

millest n&htub, et poliinoomi teine juur &:%ﬁ ra-

huldab vdrratust -1<&X < 0.
Piisavus. Olgu O = st VI >1 ja 1< x =
S v B

=4 = VB _0. Nagu nihtus teoveemi 2.8. tSestamisel,

Pl



on kdik irratsionaalarvud c"n samuti ruutirratsionaalid,
kusjuures ruutvérranditel, mida nad rahuldavad, on iihine
diskriminant D, Niisiis
A+ VD A - /T
N i B £

n n
kus An, Bn on téisarvud. T3estame tdieliku induktsiooni
meetodil, et iga n >1 korral
(12) —1<o?n<0_ .

Tingimus on tdidetud eelduse kohaselt, kui n = 1, sest
&, = & . Oletame, et vdrratus (12) kehtib mingi n »1

korral ja nditame, et ta kehtib siis indeksi n+1 korral.
q

Kuna &, =8, + ——— , siis kaasirratsionaalide vahel

Xns1
kehtib seos

&y = 8y +— (Tsestadal).

Xn41

Siit
& = 1
n+l T = »
™ "

Bt a) >1 ja -1<& < 0, siis saamegi, et 1< 4 < 0.
Lagrange'i teoreemi kohaselt eksisteerivad i ja k nii, et
%y vk = Ja jérelikult 0714,1: =&y . Ngitame, et siit
jéreldub vdrdus Xpq = &, = A&, mis téhendabki, et o¢

on puhtperioodiline., Seosest 041_1 =8y 9 ¢+ 0(1 saame
i
1
(-2 = a + = - —=a + (- & de
1-1 = 811 T 0 X, 1-1 i-1

E o0<- ai_., <1, siis a; 4 =[— -_L]. Analoogiliselt
e |

seosest
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Fhri-1 T Fewic1 Y2
i+k

saame

RN [ . )
i+k=-1 = | T =
%4k
Ja et oLy =0y siis 85, 14 = 8;_q¢ Et vborduste

g SN o I B L (s
oy % 4k

et % T H

aremad
P pooled on virdsed, siis on O‘io-k 1= Oti 1 Jja

Xkt = X _4q+ TDSestasime, et vrdusest Xk = oy
jédreldub vdrdus X = 0(1_.' . TGestatu pdhjal jéreldub

siit vordus “k+i—2 =ai_2 jne., kuni jouamegi vSrduseni
X - &
ok e oyt e Ol

Jéreldus. Uhegi ruutirratsionaali VD (D > 1) ahel-
murd ei ole puhtperioodiline.
T5epoolest, =— VD < -1.

Niide 2. Ruutirratsionaali o = ——;—ﬂ ahel-
murd on puhtperioodiline, sest o >1 ja __5_ﬂ

asub vahemikus (-1,0). Ahelmurruks arendamisel saamegi

_2_+.5_J£'L = [C1, 1, 1,8)].

Teoreem 2.10., Olgu D mitteruutarv ja VD >B >0.
Siis ruutirratsionaali -!%— ahelmurd on jérgmine

VB = (a1 (apreeesngqp2ap)]
Toestus. Vaatleme ruutirratsionaali o = a, + Alg—,

kus [J@] Bt YB->1, sils & >13ja g =

-76~



=8q - ng- asub vahemikus (-1,0). Seega on ©0¢ ahelmurd
puhtperioodiline. Bt [ot] = [ay + YP- | = 2a,, siis

a, + -Q- = [2&1,32,...,ak_1,2a1 v BopesesBy q928q,,..],
millest

q— =[a,1,(&2,33.oo-,ak~1'281)] °
Néiteks on

vT3 =(3,(1,1,1,1,6)] ,
VE; = [6)(']"',3’1’5"‘05i1!’|’12)] ]
Y2 - [1,(8,2)] (xontrollidal)
Mérgime %Gestuseta, et ruutirratsionaali 3‘%— korral

alati
b U J

8.2 = &

e0ssscese

(v¢. [11], 1k. 336).
3. Pelli vorrand. Vaatleme diofantilise vOrrandi
(13) x° - Dy° = 1

lahendamist. Buler nimetas seda vdrrandit (13) mingi aru=-

saamatuse t3ttu J.Pelli (1610-1685) nime jérgi Pelli vore
randiks., See nimetus kandus Buleri to6odest edasi ja on
kirjanduses kasutusel senini. On selgunud, et J.Pell ei
tegelnud iildse vorrandiga (13), esimesena aga leidis iil-
dise lahendusmeetodi P.Fermat. Seepdrast oleks digem nime-
tada vorrandit (13) Fermat' vorrandiks. Jddme siiski kir-
Janduses iildiselt kasutatava nimetuse juurde., Pelli vor-

randitel on tdhtis koht kogu diofantiliste vorrandite te-
oorias.

L



Kui D <O v6i D = d°, siis on vdrrandi (13) lahem
damine triviaalne. Eeldame seepédrast, et vdrrandis (13)
on D positiivne tdisarv ja VD irratsionaalarv. Olgu

arvupaar (x ) vdorrandi (13) lahend. Voime piirduda

0?70
positiivsete lahenditega, sest kui (xo,yo) on lahend,

siis on seda ka (xo,yo). Mérgime veel, et X9 Yo OD
seose

2 -
(14) X, = Dy, =1

tottu iihistegurita. Kirjutame samasuse (14) kujul
(x5 = 3o VD)(x, + 3, VD) =1
ehk

X . 1
- 2 xo ’
Yo ( T, s W)
X
Kuna siit jdreldub, et -y—°>v15 >1, siis
o

X

-y—°-+ B . 2D 2.,
(o]

Viimast vdrratust arvestades saame, et
x
1
0<2 - VD <—.
yo 2y
X
0

Teoreemi 2,6. kohaselt peab siis 7 olema ruutirratsic
o

Pn
naali VD ahelmurru iiks léhismurdudest Q; » kusjuures

x
X, = Ppy ¥, = Q0 Et y—z >VD, siis indeks n peab olema
paarisarv, Niisiis tuleb Pelli v3rrandi koiki lahendeid
otsida vaid /D ahelmurru paariarvulise indeksiga li-
hismurdude lugejate ja (vastavate) nimetajate hulgast.

£dasi uurime, millised léhismurrud vdivad anda vor-
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randi lahendi ja teeme kindlaks, kas Pelli vorrand on
lahenduv iga D korral.

Avaldame VD P, Ja Q kaudu:

(15) VD = 22 .
Qnd'ncfl ¢ Q’n—’l
Siit
o S Ppa = Qpq VD ik (Pn-1-Q,n—1 W)(Pn’qn VD)

n+ b R /D 2 - B
n~ Sn PS - Q%D
ehk arvestades, et n on paarisarv,

b +
an+‘l=_2_A%——'

Pn - QnD
kus b =Q 4QD - P, 4P, on tdisarv. Murru nimetaja
2
Pn
¥ = Q,. Tdisarvude paar (Pn’Qn) on seega vdrrandi (13)
lahendiks parajasti siis, kui
% =d s VD,
Et seose (15) tottu

VD = (a']’aa'""anldn+1] ’

- DQ,!21 vordub vdrrandi (13) vasaku poolega, kus x = A

siis
Xpq=b+ D = [bo-a,],aa,...,an, v
= [b+a1,a2,...,an,b+a1,a2,...,an,...].
millest
-~ VD = [81585000098,,b483855 000,80 ,b48,000]=

= [q,(az....,an,b+a1)].

Niisiis (Pn,Q,n) on vorrandi (13) lahend parajasti siis,

kui 1D avaldub perioodilise ahelmurruna kujul (16), kus
perioodi pikkus n on paarisarv. Kujul (16) avaldub aga teo-
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reemi 2.10. pohjal VD iga positiivse tdisarvu D korral,
mis ei ole tdisruut. Juhul kui irratsionaalarvu VD
ahelmurru perioodi pikkus n on paarisarv, on vorrandil
(13) kindlasti lahend X, =Py
di eelviimase elemendi indeks. Kui aga VD ahelmurru

= Qn, kus n on perioo-

periocodi pikkus on paaritu arv k, siis viib VD avalda-
da ikkagi kujul (16), kus n on paarisarv, kui vaid iihen-
dada kaks perioodi:

/D = [a1.(a2,a5,...,ak,2a1,a2,a5,...,ak,aaq)]=

= [a1,(a;,a;,....a;,2aq)]. n=2k.

Seega on vdrrand (13) lahenduv ka juhui, kui VD ahel-
murru vdhima perioodi pikkus on paaritu arv k, kuid sel
juhul on lahendiks arvupaar (PZK’QAK)‘ Kumnalgi juhul
saame niiviisi véhimad positiivsed lahendid. Ulejd&nud
lahendid saadakse, kui peatuda mingi teise perioodi eel-
viimasel elemendil ja arvutada vastava lahismurru lugeja
ja nimetaja. Seega on vdrrandi (13) kdoik lahendid antud
arvupaaridega

(Pk’Qk)’ (Pek’QZK)’ (PBkQQBk)’ (PQKQQQk)""'

kui 4D ahelmurru viéhima perioodi pikkus k on paaris-

arv, ja arvupaaridega
PogsQi) s (PyierQuids (PoiaQgidse-es

kui VD ahelmurru véhima perioodi pikkus k on paaritu

Néide 4.
Lahendame vorrandi x° - 2y° = 1. Kuna V2 =[,@)],
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s.t. vdhima perioodi pikkus k-1 on paaritu, siis lahendi-
teks on arvupaarid (P,,Qp)s (Py,Q), (Pg1Qgloeeesr 800
(3,2), (17,12), (99,70)ye+s &

Ulesandeid,

21, Leida ruutirratsionaal, mille ahelmurruks on [(1)].

22, Leida ruutirratsionaal, mille ahelmurd on [-1,
(1,2) )

23, Kasutades teoreemi 2.9. teha kindlaks, kas jérg-
miste ruutirratsionaalide ahelmurrud on puhtperioodilised
vol mitte:

a) 2 + b) 1+ V13
I Ll
24, Teades, et —2—2‘7& = [(1,1,1,4)) , kirjuta-

da vdlja jéargmiste ruutirratsionaalide ahelmurrud:

a) 8 + yz' b) -1 + !2’ c)_ -4+ MZ,
25. Teades, et —%ﬂ =[1,09,2)], kirjutada vdlja

ruutirratsionsalide

- "'3 R4 ja 2 "3 Y ahelmurrud .

25. Lahendada jérgmised Pelli vdrrandid:
)¢ et 3y2 =:15
b) x2 o 3272 =1,

¢) x2-135° =1,

1. e s



IIT, ARVUPEOREETILISED
FUYUNEDS I 00 NT-D
Arvuteoorias vaadeldakse enamasti funktsioone,
mille mddramispiirkonnaks on naturaalarvude hulk v3i

mille vdartused on tédisarvud.

§ 1. ARVU JAGAJATE SUMMA JA JAGAJATE ARV,

de Multiplikatiivsed funktsioonid. Funktsiooni
d(a), mis on defineeritud kdikide naturaalarvude hulgal
Ja mille vddrtus on nullist erinev védhemalt iihe naturaal-
arvu korral, nimetatakse multiplikatiivseks, kui

Blagay) = ¥ ¥(ay)

Kui viimane vordus kehtib suvaliste naturaalarvude aq ja
a, korral, siis nimetatakse funktsiooni tugevalt multip-
likatiivseks; kui see vordus kehtib kdigi iihistegurita
naturaalarvude korral, siis ndrgalt multiplikatiivseks.

Nditeks on tugevalt multiplikatiivne funktsioon
J(a) = a® iga reaalarvu s korral.

1° Multiplikatiivne funktsioon rahuldab tingimust

T =1,

T3epoolest, {}(ao) = {5(1&0) = 55(1)-f>(a°). Kui
a, on niiiid selline naturaalarv, mille korral %(ao) £ 0,
siis jdreldubki siit vajalik vdrdus.

2° Multiplikatiivsete funktsioonide korrutis on
multiplikatiivne,

T3estus on triviaalne.

Milline on ndrga ja tugeva multiplikatiivsuse vahe-
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kord?
X, o ol

2, Summad iile arvu jagajate. Olgu a = p11p22...pkk

arvu a kanooniline kuju. Siis arvu a Jagajad avalduvad
2 p
k31k kujul 4 = p11p22...p'3kk, kus 0 < P, <o, . Tinista-

me siimboliga % summat ilile k3igi arvu a Jagajate d.
a

Teoreem 3.1, Kui 4(a) on mdrgalt multiplikatiivne

funktsioon, siis kehtib valem

M 22 %@ =[14+ ¥ + B0D + ov + B3]
d‘ﬂ Otk
eoe [1 + %(pk) + eee + ‘s(pk )] ’

kusjuures juhul, kui a = 1, tuleb vorduse parem pool lu—
geda virdseks iihega.

I3estus, Avame sulud vorduse (1) paremal poolel.
Siis saame summa, mille iildliikmeks on (kasutame ndrka
multiplikatiivsust)
(2 «scpf‘)e(pga)...%(pﬁ'ﬁ - acpﬁ’p’;%..pﬁ*).

kus 0<P1<011 « Siinjuures saame parajasti kdik vasakul
esinevad liidetavad, sest koondumisi ei esine. Sellega
ongl teoreem tdestatud.

Votame B(a) = a®. Siis valem (1) omandab kuju

xX,8 ot
() d% ds = (1 + p'? i p’2|s +-..+P11 )ooo(4+pi+oo-*ptk.)=

o848 04281»8 o, 8+8

p11 -1 "9 - 1 pkks -
= * ) see 3

pg -1 p2 - pt -1

Viimane valem annab arvu a jagajate s-ndate astmete sum—

ma. Erijuhul, kui s = 1, saame a jagajate summa, mida
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tdhistatakse S(a),

o o
S(a) = 2. 4= (1 + Dy +eee+ P 1)...(1 + P, +teset+ D k)
& 1 1 k k
a4 ol +1 oL, 41
1
Py ) 'pza i ki B oo
Pq"' P2-1 pk-“

Néiteks arvu ?20 = 2 3 «5 koigi jagajate summa on

S(720) = -%—,— -25;3,— = 2418,

Eriti on S(p) = p + 1, kui p on algarv,

Kui s = O, saame valemist (3) arvu a jagajate ar—
vu T(a),

t(a) = ;r': 1= (00, + (K, + Daaa(% + ).
dla

Néiteks on T(720) = (4 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 30,

Teoreem 3.2. Funktsioonid S(a) ja T(a) on ndre
galt multiplikatiivsed.

= d ot2 p p ﬁm
TSestus. Olgu a = py p2 ...pn jab = qq q2 seely ,

kus (a,b) = 1. Siis kdik tegurid Pi» qJ on iiksteisest

erinevad ja seega

o, 41 [~ 4 +1 P +1
4 1
Pq .} pn = 1o Se s
S(a)s(b) = p1 —— -o-——pn =T q1 g ces
qJ3m+1 %
o ———r— = S(ab),
aqu =

T(a) +T(D) = (Sq#M)eua(X #1)( Pa+N)en( f#1) = T(ad).

Kui niiid (a,b) >1, siis a ja b kanoonilises kujus leidub
védhemalt iiks iihine tegur. Olgu nditeks Py = qj. Siis aga
S(a)S(b) £ S(ab), T(a)- -T(b) # T(ab), sest ei kehti

samasused

-84~



o+ P+ X+ B+
pii -1 p:i_;j -1 Pii pj -1
2 ’

T W2 By v

(oci+1)(pj+1)=otip3+1.

3. Tdiuslikud arvud. Nimetame arvu pirisjagajateks

koiki jagajaid, mis on temast vdiksemad. Arvu, mis vor-
dub oma parisjagajate summaga,nimetatakse tdiuslikuks
arvuks. Sellisteks arvudeks on nditeks
6=1+24+3,
28 =1 + 2 + 4 +7 4+ 14,
Juba Eukleides leidis valemi, mis annab kdik t@iuslikud

n

paariarvud. Ta nditas, et tema poolt leitud valem annab

ainult tédiuslikke arve, kuid ei tSestanud, et sellega on
antud kdik tédiuslikud paarisarvud. Viimase asjaolu tGes-
tas L.Euler alles 2000 a. hiliem.
Teoreem 3.3, Paarisarv a on tédiuslik parajasti siis,
kui ta avaldub kujul
) a2 - (x>,
kus Mersenne'i arv Mk > 2k - 1 on algarv.
Tdestus. Kdigepealt paneme tédhele, et a on tadiuslik
parajasti siis, kui S(a) = 2a. Arvutamegi S(a):
s(a) = s(2*"(2* - 1)) = sF sk - 1) -
s (2% = 1)2% = 2a,
Seega Eukleidese valem annab téiusliku arvu.
Toestame ka vastupidi, et iga t&@iuslik paarisarv on
antud valemiga (4). Olgu a t&iuslik paarisarv, s.t.

a=2", (b,2) =1 ja S(a) = 2a. Teisiti,
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s2p) = 2%

ebk
5(251)s(b) = 2% = (2% = b) + b,
millest
b
S(b) = b + g gt
2~ =1
Tdhistame "??"___ = ¢, siis S(b) = b + c. On selge, et ¢

2 -
on téisarv, sest S(b) ja b on téisarvud. Bt b = c(25 - 1),

siis ¢ on b jagaja. Vorduses

S(b) =b + ¢
on vasakul kdikide b jagajate summa, paremal aga kahe b
Jagaja summa b + ¢. Vordus kehtib parajasti siis, kui
naturaalarvul b on tépselt 2 jagajat. Seega on b alg-
erv ja c = 1. 5i1s aga b = 2° - 1 = M, eeldusel, ot
2k _ 1 on algarv. Teoreem on t3estatud.

Nagu varem mainitud, on praegu teada 23 Mersenne'i
algarvu. Seega on iihtlasi teada 23 tédiuslikku arvu, millest
esimesed on 6, 28, 496, 8128, suurim teadaolev aga
21121211213 _ 1), On muidugi lahtine kiisimus, kas téius-
likke arve on 10plik v5i 1dpmatu hulk, sest pole teada,kas
Mersenne'i algarve on 13plik hulk v3i 13pmata palju. Mis
puutub paaritutesse tédiuslikesse arvudesse, siis vGib iisna
suure tdendosusega tielda, et neid‘pole olemas. On tdestatud
et kul paarituid téiuslikke arve eksisteerib, siis on nad
védga suured, igal juhul suuremad kui 05279. Bealjuures

4k + 1'2

on nad siis kujuga p » kus p = 4m + 1 on algarv,

(N,p) =1, ja nende erinevate algtegurite arv el ole vdik-
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sem kui 2800 (vt. [4],1k.188).

Tdiuslikest arvudest v3ib lugeda ka J.Gabovitsi
artiklist "Tdiuslikud arvud" ("Matemaatika Ja kaasaeg"
VIII, lk. 58-64).

Ulesandeid.

27. Kui palju erinevaid Jagajaid on arvul 2475 ja
milline on nende summsa?

28. Leida arvu 360 koigi Jagajate ruutude summa
ja arvu 3602 kdigi jagajate summa,

29. Arvul N°

on 15 erinevat jagajat. Kui palju
erinevaid jagajaid on arvul NB?

30. Leida arv, mille k3igi Jjagajate korrutis on
583%2.

31. Leida arv, mille kGigi jagajate korrutis on
SN0,
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§ 2. ARVU TAISOSA.

Arvu téisosa on funktsioon, mis on méddratud reaal-
arvude hulgal ja mille vddrtused on téisarvud.
Kui m on tédisarv ja kehtivad vGrratused
m < x<m+l,
siis iitleme, et reaalarvu x téiosa on m, ja kirjutame
{x) = m. Seega on
fxl<x.<[x] + 1.

Siit jarelduvad jérgmised omadused (tdestadal).

1° Kui a on tédisarv, siis
[x + a] = [x] + a.

2° Kui a on tédisarv ja kehtib vorratus a ¢ x, siis
kehtib ka vdrratus a < (x].

Teoreem 3.4, Olgu antud positiivne reaalarv x ja na-
turaalarv k < x. Arvu x mitteiiletavate k kordsete arv vor-
aw [E).

TGestus. Kirjutame vdlja kdik arvu x mitteiiletavad
naturaalarvu k kordsed 1-k, 2°kK,e.e., h'ke Et hk < x <
<(heN)k, sils h< % <h +1 ja seega h = [&] .

Teoreem 3.5, Olgu x suvaline positiivne reaalarv ja

a mistahes naturaalarv; siis

3] - (&)
Toestus. Téhistame b = [X]. siis
b<E<b+1,
abg x <a(b + 1),
Omaduse 2° pdhjal
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ab s{x] gx<ald + 1),
millest
bs%<b + 1.

soosn v = [12] « [2].

Teoreem 3.6. Algarv p kuulub tegurina korrutisse
n! parajasti

b Bl

T3estuseks leiame korrutisest 1:2-3,..n kdik tegurid,

L2 1]
Ao
+
L ]

L]

L ]

mis on arvu p kordsed. Sellised on
1p, 2p, 5Ps'0f’ hp = [%] P .
Seega esineb p korrutises n! iildse [%1] teguris. Vittes

igast sellisest tegurist vdlja p, saame p astmes [%]

Algervu p kordsetest jddvad siis jérele tegurid
P15 S [%] :

Ka mSnedes nendest arvudest vdib p veel tegurina esineda.

Arvu p kordsed on [n]
@)) 1Py 2Pyeeey ["I;L]P'

Eraldades igast kordsest teguri P, saame siit p veel astmes
[2! a
i n
D = -I;L = [—pz] °

Teguri p eraldamisel jédvad jada (1) elementidest jiérele
tegurid

Y R [—?z] .

12. s



Siit eraldame jdlle védlja p kordsed; saame lisaks p ast-
mes [_nj] , jne. Seega esineb korrutises n! algarv p
P

(3] » I3 -+ [5 ~

> n, siis liidetavad tulevad nullid. Seega n! =

o0
o =§I§E] Ja (ayp) =1,

Kui pk

a.p* , kus

123

ja
(2)

n n
Y + P eee
ol = [ ] p[p] [;2]
pgn
Paragrahvis 5 kasutame funktsiooni

™x) = 2, lan=1nfx}!
nex
Valemi (2) ja tesreemi 3.5. tSttu viib selle funktsiooni
esitada kujul

= ‘x' X ses .
3) "x) = % (ln p)({p] + [?] - )
Naéide 1. Mitmendas astmes esineb 7 arvu 6522 faktori-
aalis?

a
nal
Kasutame seost [—EE] = [[LE-—]ja rakendame teoreemi
P

[6222] = 951, [93‘;%] = (% -,
(5] - (98- o (28 031 - =

Seega arv 7 esineb astmes 931 + 133 + 19 + 2 = 1085,
Néide 2, Leida 21! kanooniline kuju.
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Arvus 21! esinevad algtegurid 2,3,5, 7,1, 13,17,19.
1 1
= [3) +[F + [Fs B r0ese2erans

a4F2% 21 B ¥ e s
« (8] [§) -7ee-n w-(8] -n
fogl A il S 1 (e R : 2 =
o, = (8] =3, o= (#] =1, o =at, = g = 1.
Seega 211 = 2'8.39.5%.93.11.13 17 .19,
41garv p, kus n > p >§ , kuulub nl kanoonilisse ku-

jusse esimeses astmes.

Ulesandeid.
32. Mitmendas astmes esineb 3 arvu 333 faktoriaalis?
%%. Leida arvu 120! kanooniline kuju.
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§ 3. EULERT ¢ ~FUNKTSIOON.

Euleri < -funktsioon (a) on defineeritud kdiki-
de naturaalarvude hulgal jédrgmiselt:

¢(a) on naturaalarvu a mitteiiletavate ja arvuga a
iihisjagajata naturaalarvude arv,

Olgu T (b) mingi tingimus, mida rahuldab naturaal-
arv b. Téhistades ‘simboliga N[b; T(b)] tingimust T(b) ra-
huldavate naturaalarvude b arvu, vdime P-funktsiooni de-
fineerida ka valemiga

@(a) = N[b; b <a, (b,a) = 1].

Teoreem 3.7. N[b; b<a, (a,b) =4d] =(((%).

TGestus. Otsime naturaalarve b, mis ei iileta arvu a
Ja rahuldavad tingimust (a,b) = d. K3iki neid saab esitada
kujul b = db,, kusjuures a = day ja (a1,b1) =1, Siin a
Ja 4, on fikseeritud, b ja b, aga muutuvad arvud, kusjuures
by € a4 . Igale b-le, mis rahuldab. tingimusi b<a, (a,b)=4d,
vastab parajasti iiks b, mis rahuldab tingimusi b, <ay,
(31,b1) = 1, Seega
N[bs b < 8, (b,)=a]=N([bs; by sy, (bg,a9)=1]=(a)=qf3).

Néide 1, Olgu a = 60 ja d = 5. Siis

N[b; b <60, (b,60) = 5) = P& = @12) = 4.

Teoreem 3.8. > @) = a.
dla
"Ioestus, Kirjutame kasvavas jérjekorras vdlja arvu a

kdik jagajad:
(1 dqy dyy A5y eeey A,y (4477, d )y e

Eelmise teoreemi pdhjal
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N[b; ® < 8, (bya) = (11] = (P(ﬁ ) = Cp(dt(a))'

N(b; b < a, (bya) = d5) =<P(a§)

N(bs b <a, (b,a) = dt<a)]4=CP(a—1__—:-;-;) = @(aq).
Liidame kdik vordused (2). Selleks et kindlaks teha, mil-
lega vordub vasakul saadav summa, jaotame kdik naturaal-
arvud b, mis ei iileta arva a, s.t. arvud
(3) 15 29 35 eoey
klassidesse, vottes iinte klassi kokku k3dik need arvud,
millel on arvuga a iiks ja sama suurim iihistegur di (1=
=1,25000y T(a))e. Selliste klasside arv on ilmselt T(a)
Ja arvude arv kGikides klassides kokku a ; sest klassidesse
jaotamisel ei jd&# arvudest (3) iihtki ﬁlé, samuti ei kuulu
iiks ja sama arv kahte erinevasse klassi. Seega vorduste

(2) vasakute poolte summa vdordub a-ga ja saame

@ = @) +qlf) + e+ O)-

T(a)
Téhistame a‘-i- = c;. Siis a = c,d;, millest nihtub, et
¢; on a jagaja. Sealjuures vastab igale jagajale d1 para-
jasti iiks Cye Niisiis erinevaid jagajaid cy om tépselt nii~
sama palju kul on jagajaid di’ 8.0, arvult T(a). Et aga
Jagajatega d4; on ammendatud kdik a jagajad, siis on ka

jadas

S4s C200ees Cr(a)

parajasti kdik a jagajad. Sealjuures on nad niilid kahanevas

jirjekorras. Seega F- = ¢ 4 = @ c(a)-i+ Siit jéreldubki
i
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vajalik vordus
a= (P(a,t(a)) + cP(a,c(a)_,l) Ry CP(az) + P(aq).
Eﬂgﬂ_}_.}_. Euleri (_P-funktsioon on ndrgalt mul-
tiplikatiivne.
TGestuseks kasutame tédieliku induktsiooni meeto-
dit. Kui a = b = 7, siis kehtib vdrdus
@) @) = P (1,1 =1,
Oletame, et (p-funktsioon on ndrgalt multiplikatiivne
iga naturaalarvude paari o¢, f, (x, f) = 1,korral, mil-
le korrutis uP < ab, (a,b) = 1. Néditame, et siis ¢ on
multiplikatiivne ka a ja b suhetes, s.t.
@(ab) = @(a) ().
Jaotame a ja b jagajad kahte riihma: a ja kdik périsjaga-
jad oL ; b ja kdik parisjagajad P.
Teoreemi 3.8 kohaselt
a = (f(a) +Z°:‘,' Pl ),
b = ¢(b) +>Tﬂ__: PP

Korrutame vorduste vastavad pooled. Saame

ab = (p(a) Q(b) +Z;(?(a)(?(P) +> QO Px) +
+ ST QEQp).

o, P
Eelduse kohaselt (a,b) = 1, seega ka (a, p) = (ot o) =
=1, Et ap < ab, ob < ab, xp<ab, siis viime saadud
seose esitada kujul

(4) ab = P(a)p(v) +Z;_q?(a9) +Z(_p(o¢ b) + ZCP(O‘.P).
o ot,P
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Lahtudes seosest

=5 g

jaotame ab jagajad nelja riihma: 1) ab, 2) kdik jagajad
kujuga «b, 3) kdik jagajad kujuga ap » 4) kdik jaga-
jad kujuga d-P kus & ja P on endise td#hendusega. Siis
(5) ab (P(ab) +:q?(ap) +§:q?(ocb) + Zcp(ocrb p A
Lahutades vordusest (4) vorduse (5) leiame, et 0 =@la) (o)~
- P(ab) ehk
@P(ad) = P(a) P(v).
Teoreem on tGestatud.
Selles, et (P -funktsioon ei ole tugevalt multipli-
katiivne, vdib veenduda ndite varal. Olgu a = 6, b = 2.
Siis
@W(a) = PB) =2, P = P2) =1,
kuid
@(ab) = @(12) = 4 £ @P(a) - P(b).
Tuletame valemi Euleri CP ~funktsiooni védirtuste
arvutamiseks. Kdigepealt teame, et kui p on algarv, siis
@) =
Tdieliku induktsiooni meetodil t3estame, et (P(pk)= pk—pk'q.
Oletame, et iga j < k puhul

CF(pj) J 3=

- p F

P
Siis

P + Q) 4+ woi + @) +

%k ¢ (@)

+ Q) = CP(Pk) ST ™) ¢ T 2pPP) v e b

s (1) +1 = PO + Y,
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nillest
Pp%) = p* - p& = Pk - %).

Kasutades <f(a) multiplikatiivsust, rakendame (P-
-funktsiooni arvu a kanoonilisele kujule
otq oy
a=p1 paooopn'o
Siis saame

ey 1y %2 1 d Misiay D 1
9(a) = py (V=502 (1-32-) e 95 5(4 ';‘»;) = a Q(q .

P332 5) =
1 1 1
360(1 - z)(1 - 3)(1 - 5) = 96.

Niide 2. (P(360)

Ulesandeid.

34. Kui palju on arvust 1000 védiksemaid naturaalarve,
mis on temega iihistegurita?

35. Eui palju leidub naturaalarve, mis on vdiksemad
kui 10 000 ja mille suurim iihistegur 10 000-ga on 8?

36. Kui palju leidub naturaalarve, mis on vdiksemad
kui 10 000 ja mille suurim iihistegur 10 000-ga ei iileta 107

37. Kui palju on 1000-st véiksemaid naturaalarve a,
mille vdbim ihiskordne 41000-ga on 100 a? Kirjutada vilja
viis esimest ja kaks viimest sellist arvu.
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§ 4. MOBIUSE FUNKTSIOON ju(a).

Mobiuse funktsioon defineeritakse kdikide naturaal-
arvude hulgal jédrgmiste valemitega

1 p@ =1,

2) pm(av®) = o,

23 ,A.(p1p2 ees Pp) = (=12, kui Pqs Pps eeey Py OD
iuksteisest erinevad algarvud.

Néiteks: :
8 10 B e el o I B R Bl s e o

/.A(a)l1l-1,-‘llol-1|1|-1IOIOI’I I_1lo |_1
Niisiis vGib Mobiuse funktsioon omandada vaid véidrtusi

B0, .1,

Teoreem 3.10. Funktsioon F.(a) on ndrgalt multipli-
katiivne, kuid ei ole tugevalt multiplikatiivne.

Toestus. Ylgu (a,b) = 1. Vaatleme erinevaid voimalusi.

1) Kui a v3i b sisaldab ruuttegurit, siis }x(ab) =
=0 = u(a)pm(b).

2) Kui a = PqPo+ePps D = 4qQpe..qy, kus teguri-
teks lahutustes on k3ik tegurid erinevad, siis

M(a) = (DB, up) = (-,
Et (a,b) = 1, siis iikski Py el vdrdu iihegi a;-8a. Seega
plab) = (“DPH = (L)B(-DE = ua) (b))

Seega ndrk multiplikatiivsus on tdestatud. Selle t3estami-
seks, et }4(&) ei ole tugevalt multiplikatiivne, votame
8 =Dq eee Ppy b =aq eee q, kus (a,b) £ 1. Siis & ja b
teguriteks lahutuses leidub vdhemalt iiks iihine tegur,

13. e



nditeks p; = 9y Siis aga
@) () = (<1)P*E, kuia  p(ad) = 0.
Teoreem 3.11. Kui 9(a) on ndrgalt multiplikatiivne

funktsioon ja

™ as= p?1p:‘2 p:‘n,
siis
2) S H@OB@ = (1= 8p).ee (1-py),

dla
kusjuures jubul kui a = 1, tuleb vdrduse parem pool lugeda
vordseks iihega.

Tdestuseks tarvitseb arvestada, et funktsioon
pM(a)D(a) on norgalt multiplikatiivne ja kasutads §-s 1
toestatud vordust (1).

Teoreemi 3.11 jéreldusena saame jérgmise tulemuse.

Teoreem 3.12. éT__/A(d) =0, kui a>1 .,

a

Tgestuseks tarvitseb virduses (2) votta y(a)=1,
Ulesandeid.
38. Arvutada m(182), pm(183), pm(184).

39, Kontrollida otseselt (vasakul seisva summa arvu-

tamise teel) teoreemi 3.12 kehtivust a = 40 korral.
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§ 5. ALGARVUDE JAOTUMINE NATURAALARVUDE
JADAS, FUNKTSIOON JT(x).

Kdesolevas paragrahvis késitleme algarvude jaotu-
mist naturaalarvude jadas ja uurime vastava jaotusfunkt-
siooni mdningaid omadusi. Mdrgime, et kiisimus algarvude
jaotumisest on arvuteooria iliks raskemaid ja osalt veel
lahendamata kiisimusi.

1. Algarvude jaotusfunktsioon. Olgu st(x) resalarvu

x mitteiiletavate algarvude arv, s.t.

7(x) = Z'l.

psx
Seega on 7Tr(x) arvuteoreetiline funktsioon, mis on méira-

tud kdigi reaalarvude hulgal ja omandab vaid téisarvulisi
véddrtusi. Nimetame teda algarvude jaotusfunktsiooniks.

Tahistame jérgnevas (kogu kdesoleva paragrahvi ula-
tuses) jérjekorras n-ndat algarvu siimboliga p,. Siis funkt-
siooni st(x) definitsioonist jéreldub, et

FEEX) o =05 - K0l Pp SX <Pp.qi
eriti on
7t(p,) = n.

Funktsioon sT(x) on mittekmhanev katkev funktsioon, kus-
Jjuures algarvude hulga ldpmatuse t3ttu

lim J(x) = +00.
X - 00

Juuresoleval joonisel on esitatud funktsiooni y = JT(x)
graafik x vdikestel positiivsetel vdirtustel. Funktsiooni
katkevuspunktide ja kdigi :algarvude hulk on {iksiiheses
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vastavuses.

. S8
10
9
8 1 a———
75 e
B9 e e 3
s- e
4 4 B '3
. G
2 1 e
.9 -
O SN e 1M1 13 12 . 19 273 X

Kuigi 7t(x) kasvab koos x-ga piiramatult, leidub
kuitahes pikki arvtelje 13ike, kus 7T(x) on konstantne.
See ndhtub jédrgnevast teoreemist.

Teoreem 3.13. Iga tédisarvu n > 1 korral leidub
naturaalarvude jadas vahemik, milles n jérjestikust natu-
raalarvu on kordarvud.

Tgestus. Kirjutame vdlja n jérjestikust naturaalarvu

(sl 52, (@)l + 3, ooy @) + (041),
Kdik need arvud on kordarvud, sest esimene jagub védhemalt
arvuga 2, teine arvuga 3, ... , viimane arvuga (n+1).

Algarvude tabeli vahetu vaatlus nditab, et olemas-
olevate tabelite piirides leidub isegi vdga suurte alg-
arvude paare, kus algarvud erinevad teineteisest vaid 2
vorra. Tabeli alguses on sellisteks arvudeks 3, 5; 5, 7;
11, 133 17, 19; 29, 31. Niisuguseid algarvude paare
nimetatakse "kaksikuteks". Esimese 30 miljoni naturaal-
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arvu seas leidub 152 892 paari kaksikuid . On piistita-
tud hiipotees, et kaksikuid on 1dpmata palju, kuid se-
nini pole 3nnestunud seda toestada. Leidub ka neljast
jérjestikusest algarvust koosnevaid komplekse, mis sisal=-
davad kaks paari kaksikuid. Kui selline kompleks koosneb
algarvudest

Py P+2, D+6 ja Dp+8,
siis oeldakse, et on tegemist nelikuga ; nditeks 5, 7,
1, 133 115 13,717 Py 101, 77108, 10241095 /195 195, 197,
199. Esimese 10 miljoni naturaalarvu seas leidub 899 neli~-
kut, esimese 15 miljoni seas 1209. K3ige kaugem teadaolev
nelik Saadakse, kui p = 2 863 308 731, Arvatakse, et ka
nelikuid on ldpmata palju.

Kaksikute olemasolu suurte algarvude korral ja tGes-
tatud teoreem nditavad, et algarvud paikmevad naturaalar-
vude jadas vdga ebaiihtlaselt.

Funktsiooni 7T(x) jaoks on teada mitmeid valemeid
(vt. ndit. [6), lk. 88-91, vdi [2), lk. 349=353), kuid
arvutamine nende valemite jédrgi muutub seda tiilikamaks,
mida suurem on x. Pealegi ei vdimalda nimetatud valemid
uurida funktsiooni 7t(x) kasvamise keskmist kiirust. Vii-
mase suhtes on mugavamad asiimptootilised valemid, millest
tuleb juttu jédrgmises punktis.

2. Funktsiooni Jst(x) hi ja_asiimptootilised aval=-
dised. TGestame jédrgmise teoreemi.

Teoreem 3,14 (TSebdSov). Eksisteerivad konstandid
a ja b, kusjuures 0 < a <1, b > 1, nii et iga x > 2 kor-
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ral kehtivad vorratused
X X
1) lm(ﬂ(!)< bln_x'

T5estus. 1) Hindame kiigepealt avaldist T(x) - 21(%)»
kus funktsioon T(x) on defineeritud 2. paragrahvis, s.t.

(2 ™Mx)=, ,lan= in(x}! = % (1n p)(%] + [iz]f...),

Eeldame, et n>3. Siis

(2n) - 27(n) Zznlk 5":11[
T(2n) = 2T(n) = n - n =
=n+ k=1

(3
= ln%‘fl + 11'125g Y e lnw > (a4N)1n 2,
sest 102! >1n 4 = 2 1n 2 ja iilejédnud liidetaved
1n n;' 1n(1 + -) > 1n 2. Teisest kiljest
innl =C§n<1 +c;n cece +czn+ ece "’Can (1 "'1)2n=
= 2°®  ja seega
(4 T(2n) - 28(n) = 1n {28 <on 1n 2,

Votame suvalise x 2> 6 ja valime n nii, et 2n £ x <
< 2(n+1). Kuna T(x) on mittekahanev tiikati konstantne
funktsioon, siis T(x) on vordne kas arvuga T{2n) vdi on
sellest 1n(2n+1) vdrra suurem ja T(i) = P(n). Seetdttu

T(2n) - 21(n)< N(x) - 2M(F) S T(2n) - 27(n) +
+ 1n(2n+1).
Arvestades hinnanguid (3), (4) ja vdrratust n+1 > %, saame
(5) (x) - 2T(§) > (n#1) 1n 2 >-1-%-§ x,

(6) T(x) - 2M(F) <2n 1n2 + 1n(20+1)<x 1n2 + In(x+N) <
<x(1n2 + 1).
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2) Hindame 7t(x) alt. Valemist (2) saame
(7) Mx)-22(F)= g (an p)(([Z]-2[E))+C [Sﬂ'a[ﬁz])’“')’

Kui > x, siis liidetavad [1"] - 2[—.52: ] vsrduvad nulliga.
P

Need liidetavad aga, kus pks x, ei iileta 1. T3epoolest,

iga reaalarvu o korral & - 1 < [x]<o ja seega

(@] - 2[%] <X - 2("2‘ - 1) = 2. Seega avaldises (7) on

ln p kordajaks s

x =€: ( 1]-2_51‘])45,

kus liidetavate arv s on médratud tingimusega psg x, Vii=-

mase vdrratuse logaritmimisel saame, et sln p <£1ln Xx,

millest

8 > °
Seega °‘p$ %_:—% Ja
T(x) - 2'1'(2)(: lap 55 ln x = 1ln x; 1 = s(x) ln x.
Arvestades hinnangut (5) saame siit
77(x) lnx;l’;z %

s’t.
T(x)>ayrs, kus a =—l§—2- #145
Vorratus on tdestatud x»6 korral. On selge, et konstandi

a vidhendamisega saab vdrratuse muuta kehtivaks kdikide

= 2 korral.

3) Hindame rt(x) iilalt. Ldhtume seosest (7), jéttes
parempoolses summas &dra mittenegatiivsed liikmed, kus

P=s 5. Sellega summa v3ib ainult viheneda. Sealjuures
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iilejééinud liidetavates on 1ln p kordajad

([I-f] - 2[2‘3] ) + ([;‘z] ot 2[?})+ PO

X 2 12
sest 2<psx, X>6 ja seega 2p> X, p > >X,

2p2> X, p3>x, eee BSeosest (7) saame

(x) - 21'(%) >Z lnp > lné Z 1 = (n(x)-n(é))ln’é 1
F<pgx F<p&x
Liites viimase vGrratuse mdlemale poolele st(x)ln 2, mis
on véikeem kui x 1n 2, ja kasutades hinnangut (6) saame
7T(x)1n x = M(Fa 3 L ™x) - 2MFH+ x ln 2 <
<x(21n2 +1) = ecx,
kus ¢ = 2 1n 2 + 1, Arvestades, et kiillalt suure s korral

71’(;!;) = Oy saame viimast vdrratust korduvalt rakendades
78(x)ln x <cx + ﬂ(g)ln é £Ccx + ¢ i + J'C(Exz)ln zz X aee
...scx+c§+ cee fozﬁ'ﬁﬂ(';"') 1n2%<

<cx(1 +% +§2- % ves) E F2UeXe

Téhistades b = 2¢c = 2(2 1n 2 + 1), saame x >b korral
7T(x) <b 12y .

Eui konstanti b suurendada, hakkab virratus kehtima
Juba alates vddrtusest x = 2. Teoreem on tdestatud.

Votnud T(x) - m(;) asemel avaldise

Mx) - MF) - 1F) - ME) + 1)

t3estas P.L.TSebdsov 1850.a., et teatud (kiillalt suurest)

x vddrtusest alates kehtivad vdrratused (1), kus a = 0,921,
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b = 1,106, Peale selle t3estas Tsebdsov, et kui eksis-

teerib piirvddrtus

lin  (71(x) : ) »

X =00
siis see vordub iihega. Piivddrtuse olemasolu ei Snnestu-
nud tal aga tGestada. Alles 1896.a. toestasid J.Hadamard
Jja de la Vallee Poussin teineteisest sdltumatult, et ni~
metatud piirvédrtus eksisteerib. Testus nduab kompleks-—
muutuja funktsiooniteooria kasutamist. 1948.a. andis Sel-
berg tdestuse, mis ei kasuta kompleksmuutuja funktsiooni=-
teooriat. Seega kehtib asiimptootiline valen.
(8) 7T°(x) ~ Ix% .
Teisiti v3ib tulemust tdlgendada nii: kiillalt suurel 13i-
gul [1,x) on algarve ligikaudu yz—— osa k3ikidest
naturaalarvudest.

Suhet Egl s kus x on naturaalarv, vdib nimetada
algarvude keskmiseks tiheduseks 15igul [1,x). Euna vdrra-
tusest (1) jéreldub, et

1lim 5.;!).;0,

X 00
siis algarvude keskmine tihedus kdigi natursalarvude hul-
gas on null.

Peale valemi (8) on teada ka teisi funktsiooni sT(x)
aslimptootilisi valemeid. 1808.a. leidis Legendre olpiiria-
lisel teel, algarvude tabeli uurimisel, jirgmise ligikaud-

Meenutame, et f£(x) ~ g(x) mingi piirprotsessi suhtes,
kui selles piirprotsessis 1lim %g-} -4

«105=
14, -



se valemi:

TU(X) = 15T, 08565 °
Samal viisil sai Gauss valemi
X
(9 Tx) = | o .

2
TSebd8ov pohjendas aastatel 1849-1852 nende valemite kehti-

vuse, toestades iihtlasi, et valem

(10) JT(x) ~Tﬁl-—i
on suurte x vdidrtuste puhul kdige tépsem siis, kui a = 1.
Liéhtudes sellest, et valem (8) kehtib, nditame ka
valemi (9) kehtivuse, s.t. tGestame, et
o
(e e fadt )
Selleks tarvitseb nididata, et G

} %o o) o0

s,

Kasutades L'Hospitale'i votet saamegi

lim ( )-nn(l—-—-z—_—lnx"'):
X =00 S Tn=ix
ln x
=limr-—-qr=1.
Eadds - B

Osutub, et Gaussi valem (9) on valemitest (10) mérksa t&p-
sem. Ulevaate valemite (8) ja (9) tépsusest annab jédrgmine
tabel.
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X X
S T S P
2
107 168 178 0,94 1,159
10* 1229 1246 0,98 1,132
10° 9592 9630 | 0,99 1,104
10°® 78498 78628 0,9983% 1,084
5-10° 348513 348638 | 0,9996 1,075
107 664579 664918 |  0,9994 1,071
108 5761455 | 5762209 |  0,99986 1,061
109 50847478 | 50849275 |  0,99996 1,053
1010 | 455052512 1,0023

Mérgime, et valemist (8) vdib saada asiimptootilise
valemi ka n-nda algarvu Pn jaoks. Selleks ldhtume seosest

ZHXOIBX - 1, o) ,

mis on lopmata vdikese oL(x) korral samaviidrne valemiga (8).
Logaritmimisel saame

Ins0x) + 1n ln x - 1In x = In(1 + X(X)),
millest :

ln 7(x) _ 4 , 1n(1 + o(x)) _ 1nln x
Dok n x 0 %

lim 2B7UX) g,
X - 00

Ja
Niid leiame
X = X Ioas -
2B AT IR il TR I8 A ok TR ) - A

Kui votame siin x = Pps siis viimane v3rdus omandab kuju
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lim E%E%E = 1
o -oco
ehk
R lnn.

3. Euleri t3estus algarvude hulga lGpmatuse kohta,
Euleri valem. I peatiiki 4. paragrahvis t3estasime, et alg-
arve on ldpmata palju (teoreem 1.21). Esitame niiiid nimeta-
tud teoreemi Euleri t3estuse, mis kasutab matemaatilise
analiiiisi aparatuuri ja mis pani aluse analiiiitilisele ar-
vuteooriale.

Olgu p, algarv. Siis rida g —zr koondub ja

kehtib valem
o0

1 1 1 1
(11) =1 4 — 4+ eoe = .
rem R R ) P

P, = A
Oletame, et algarve on vaid 16plik hulk

Pqs Pps oo+ 9 Pp o
Kirjutame vidlja valemid (11) k3ikide algarvude jaoks ja kor-

rutame saadud n seose vastavad pooled. Vasakul saame

R 1
l l t= e 5
A=%4 P,

paremal aga absoluutselt koonduva korrutisresa, mille iild-
liikme v3ib esitada kujul

(12) 1

o4 o o
p1 p220 . opnn

kus oy, Kogeeey &, on suvalised mittenegatiivsed téisar-
vud. Kuid aritmeetika p3hiteoreemi (teoreemi 1.33) kohaselt
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saab iga naturaalarvu esitada iihesel viisil kujul

5:1 ;:2 ;;5...p s 8est negu me eeldasime, leidub ainult
n algarva D,, PpseeesPpe Jérelikult ildliikme (12) vdib
esitada ka kujul %, kus m on mistahes naturaalarv. Et
liikmed kujul (12) on k3ik iiksteisest erinevad, siis v3ib

ridade (11) korrutise esitada kujul
00

kusjuures meie arutluse kohaselt on see rida koonduv.Kuid
matemaatilises analiiiisis tGestatakse, et saadud harmooniline
rida hajub. Jérelikult oletus, et algarvude hulk on 13p-
lik, ei pea paika.

Teoreem 3.15. Kui 8 > 1, siis kehtib nn. Euleri va-

lem
oo
I | RO SRR § 4
A=1 1-1—5- n=T =°
Px
Tdestus., Léhtume valemist
(13) 1 2 1 1 1
o =1+ bRy }a"'""
e Py Pa Py

Px
Kirjutame vdlja valemid (13) kdikide algarvude Pqs PpseeePy

Jaoks, mis el iileta mingit etteantud naturaalarvu N. Korru~
tame k3ikide saadud valemite vastavad pooled. Kuna korru-
tatavaid ridu on 16plik hulk, siis korrutisrida on abso-
luubselt koonduv ja tema liikmeid vdib védlja kirjutada suva-
lises jarjekorras. Arvestades seda, paigutame korrutisrea

liikmed kahanevas jarjekorras. Saame tulemuseks seose
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1 1. , Wiy, RS,
('14)[31' =1 4 == 4 == boeet == + == + == 4o0s
YT ¢ gk (gt oo gl and :
A=1 pS 1 2

kus esimesed N liiget vorduse paremal poolel on jérjesti-
kuste naturaalarvude 1, 2, 3, 4, ..., N poordvdédrtuste
s-ndad astmed, sest naturaalarvud 1, 2, ..., N on koik

Gq &  op
esitatavad kujul Pq Do eeePp Arvude N, > N + s
K, 2 Ny +1,... seas ei esine enam kiki jérjestikuseid
naturaslarve (néditeks ei esine pn+1). Kui s > 1, siis ri-
da

14+ L + A + L + eeo

28 38 48

koondub ja seepédrast voib iga kuitahes védikese positiivse
reaalarvu § Jjaoks leida natursalarvu N, nii et

B
(N+1)®  (H+2)®

+ eee < £

Siis age ammugi

—1—'—+—1;—+...<6.
N3 N3

o
Seega valemist (4) jéreldub, et l3pmatu korrutis I——|1—_—1_-1—: :
| AN
koondub. Minnes iile piirile n - oo ja arvestades, et siis ka
N = og, saamegi Euleri valemi. Euleri valemis esinevat sum-
maty, vaadelduna s funktsioonina, nimetatakse Riemanni dzee-

tafunktsiooniks ja téhistatakse &(8). Seega

C(s)=z ;s A

n=1
Euleri valeml abil ja ¥ -funktsiooni uurimise alusel on
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saadud algarvude kohta iisna kaugeleulatuvaid tulemusi.

4. Algarvude poordvddrtuste rea hajuvus. Kédesoleva

paragrahvi 13pul t3estame veel algarvude jérgmise téhele~
panuvdédrse omaduse.

Teoreem 3.16. Algarvude pdordvéddrtuste rida

S Diigs o0 8 35 Z 1
z+3+5+7+’r;r+.oo= T
A= ”
hajub.
Toestus. Valem (13) kehtib, kui 8 = 1, Seega keh~-
tib s = 1 korral ka valem (14), mis on esimesest tule-

tatud. Valemist (14) jéreldub, et

- N

1
[ ] atheine o 8
A=1 1 = ._ﬂ n=

kus n on naturaalarvu N mitteliletavate kdikide algarvude

Pqseee, Py aTVe Laseme N piiramatult kasvada: N -»oco; siis

ka n » 00, Bt hamoonilin’e‘ rida hajub ja tema summa on +co,

8iis hajub ka korrutis ] - ja tema véddrtus on
+ 00 NS 3 - N
8iit jdreldub, et hajub rida
o0
; R T S | 1nﬂ
- it PA

kusjuures tema summa on + oo ., Arendame - 1ln(1 - -3—) ritta,

arvestadea, et T(’l Saame

e anli"-'5 "2 G S + 3% 4 <
e ] 3 iy o
<PA+( )+( ) + eee 3;—_-_1-—52 Px.
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(=]
Rea 2. -;',— liikmed on suuremad kui positiivsete
Z_ A

liikmetega hajuva rea vastavad liikmed. Seega hajub ka

1 1
rida 2 E —-p-; Jja rida —p—; .

T3estatud teoreemist jadreldub niditeks, et kiillalt
suured algarvud paiknevad reaalarvude hulgas mérksa ti-
hedamalt kui naturaalarvude astmed reaalarvulise astenda-

jaga 8 > 1. T3epooclest, rida Z 1'
n

koondub, kui s>1.
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ING.XONGRUENTSID.

§ 1. KONGRUENTSIDE OMADUSED.

1. Kongruentsi definitsioon. Olgu antud fikseeritud na-
turaalarv m ja mistahes tédisarvud a ja b. Siis teoreemi 1.4
kohaselt

a

b

gm + 1, 0L r,< m,
™ 1 1

qom + Tp, 0g r, £ m,

kusjuures g4, g5, rq ja r, on iiheselt mddratud. Jédrgnevas
uurime tdisarve nende jédkide jédrgi tuues selleks sisse
kongruentsi moiste.

Definitsioon 1. Arve a ja b nimetatakse kongruentseteks

modulo‘ m ja mdrgitakse
(2) a= b (mod m), ,
kui a ja b annavad jagamisel arvuga m lhe ja sama jédgi.

Kirjutist (2) nimetatakse kongruentsiks, arvu m - moodu~
liks. Asjaolu, et a ei ole kongruentne b-ga mooduli m jérgi,
mdrgime nii:

aZ b (mod m).
Arve a ja b nimetatakse sel juhul inkongruentseteks modu-

lo m.

Modulo (lad. k.) - mooduli jérgi. Mdnikord kasutame
vdljendi "modulo m" asemel ka eestikeelset "mooduli m jargi".
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Kui a=b (mod m), siis a = qqm +r, b=gm+r
(O£ r< m), millest a - b = (94~ qa)m. Vastupidi, kui
(a=b)i m, s.t. a - b = gm, siis vdrdustest (1) jéreldub, et
rq = ry. Seega kehtib kongruents a = b (mod m) parajasti
siis, kui (a-b): m. Eriti on aga a = O (mod m) parajasti
siis, kui a: m. Viimase asjaolu tdttu defineeritakse arvude
kongruentsi sageli ka jérgmiselt.

Definitsioon 2. Arve a ja b nimetatakse kongruentseteks
modulo m, kui vahe a - b jagub m-ga.

Et a - b: m parajasti siis, kui leidub tdisarv t, nii
et & = b + mt, siis vOib kasutada ka jérgmist definitsiooni.

Definitsioon 3. Arve a ja b nimetatakse kongruentseteks,
kui leidub tédisarv t, nii et
(3) &a=Db +mt.

Arvude kongruentsuse definitsioonist jédreldub rida
lihtsalt kontrollitavaid kongruentsi omadusi, millest osa on
analoogilised vorduse omadustega. Allpool on esitatud need
omadused teoreemidena, kusjuures teoreemide t0estamine on
mitmel juhul jdetud lugejale.

2. Omadused, mis ei ole seotud mooduli muutumisega.

Teoreem 4.1. Kongruents on refleksiivne, s.t.
a=a (mod m),
stiimmeetriline, s.t.
kui a=b (mod m), siis b= a (mod m)
ja transitiivne, s.t.
kui a= b (mod m) ja b=c (mod m), siis a= ¢ (mod m).
Teoreem 4.2. Kui a,= b, (mod m), a, = b, (mod m), ...,

a,= b (mod m), siis
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a4+ 8o+ ... 48, = Dat Dot ou. 4+ b, (mod m),
s.t. kongruentse iihe ja sama mooduli jérgi v3ib liikmeti
liita.

Teoreem 4.3. Kongruentsi iga liiget v3ib iile kanda
kongruentsi teisele poolele, muutes liikme mérgi vastupidi-
seks; néiteks

kui a + b= ¢ (mod m), siis a=c - b (mod m).

Teoreem 4.4. Kui a = b (mod m), siis mistahes tdisarvu-

de k ja n korral

atkm=b* nm (mod m),
s.t. kongruents jddb kehtima, kui kongruentsi iihele v3i md-
lemale poolele liita (v3i nendest lahutada) mooduli kordne.

Teoreem 4.5. Kui a,= b, (mod m), a, = b2 (mod ®), .0}
ceey B S by (mod m), siis

848y «+. 8 = bb, ... b, (mod m),
8.t. kongruentse iihe ja sama mooduli jédrgi vdib liikmeti
korrutada.

Teoreem 4.6. Kui a=b (mod m), siis

a®= b” (mod m)
iga n » O korral, s.t. kongruentei mdlemaid pooli v3ib tds-
ta lihte ja samasse astmesse.

Teoreem 4.6 on jédreldus teoreemist 4.5.

Teoreem 4.7. Kui a = b (mod m), siis mistahes tédisarvu
k korral

ka = kb (mod m),

8.t. kongruentsi m3dlemaid ﬁooli v3ib korrutada iihe ja sama

tédisarvuga.
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Teoreem 4.8. Kui a = bo (mod m), a = b, (mod m),...,
ceey B bn (mod m), X = X, (mod m), siis

o -1
aold"l+a1ﬁ1+...+an.=_‘box§+bqg + .o + Dy (mod m).
TSestus. Teoreemide 4.6 ka 4.5 pdhjal
ai:(:1 = B TR SR C T o AU PERE TR I

millest teoreemi 4.2 pdhjal saamegi tdestatava kongruentsi.

Jéreldus. Kui f(x) = ax + a,lxn i cee v 8 JaX =X,

(mod m), siis
f(x,‘)E f(xz) (mod m).

Teoreem 4.9. Kui tdisarvuliste kordajatega tédisratsio-

naalses funktsioonis
=4 oL
/I
f(x,‘,xz,...,xn) = z Aac“.“‘,‘_k X4 cee Xy k

asendada arvud A . Xgpeee9Xy vastavalt mooduli m

1...0(

jédrgi kongruentsete arvudega B,,c1 INPUATES CERRRTS ) siis
o

: 1 *x
saadud uus avaldis z B°¢1“.°C Jq e+ ¥ = on kongruent-

k
ne esialgsega mooduli m jérgi.

Tdestus on analoogiline teoreemi 4.8 tGestusega.

Teoreem 4.10. Kui c)a ja c|b ning (c,m) = 1, siis
kongruentsist
a=b (mod m)
jédreldudb kongruents

T
=g (mod m),

s.t. kongruentsi mdlemaid pooli voib jagada a ja b iihise te-
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guriga, kul see tegur on mooduliga iihisjagajata.

T3estus. Olgu a = b (mod m) ja a = a4c, b = byc, kus-
juures (c,m) = 1. Siis a = b = (aq- b1)c = mt. Bt
(a4=bqdci m ja (c,m) =1, siis teoreemi 1.11 pdhjal a4~ byi m
ehk a,- by = mt. Seega a ;= by (mod m) ehk

a b
e s (mod m).

Mdrgime eriti, et kongruentsi ei tohi jagada a ja b
ithisteguriga, kui see on iihtlasi mooduli teguriks. Nditeks
kehtib ilmselt seos
84 = 24 (mod 10).

EKui jagaksime kongruentsi mdlemaid pooli 4-ga, siis saaksime
21 = 6 (mod 10),

mis pole dige.

3. Mooduli muutumisega seotud omadused.

Teoreem 4.11. Kongruentsi mdlemaid pooli ja moodulit
v3ib korrutada iihe ja sama arvuga, s.t.
kui = b (mod m), siis ak= bk (mod mk).
Teoreem 4.12. Kongruentsi mdlemaid pcoli ja moodulit
vdib jageda iga nende iihise teguriga, s.t. kui a= b (mod m)
jaa=ad, b=D>bd, n= md, siis

aq = b, (mod m,).
Teoreem 4.13. Kongruentsi

ac =be (mod m)
m5lemaid pooli v3ib jagada c-ga, kuid siis peab moodulit

Jagama (c,m)-ga.
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Tdestus. Olgu (c,m) = d; siis ¢ = cqd, m = myd, kus-

juures (c,l1) = 1. Saame
acqd = be,d (mod m,ld).

Teoreemi 4.12 pdhjal jédreldub siit kongruents
acy = bey (mod my),
teoreemi 4.10 pdhjal aga
a=b (mod m,).
Kui eelmise punkti 13pul toodud niites kongruentsi
84 = 24 (mod 10)
m3lemat poolt jagada 4-ga, siis peab moodulit jagama arvuga
(10, 4) = 2. Saame
21 = 6 (mod 5),
mis on juba dige.
Teoreem 4.14. Kui a=b (mod m,), a=b (mod m2),...,
a= b (mod m.), siis a= b (mod m), kus m = [m,l,lz,...,lk].

T3estus. Vahe a-b jagub arvudega Ry Moyee.,m . Seega
on a~b arvude By Moy eee,my mingi iihiskordne, s.t. nende ar-
vude vihima {ihiskordse kordne:

a=b = mt
ehk

a=b (mod m).

Teoreem 4.15. Kui kongruents kehtib mingi mooduli jér-
gl, siis ta kehtib ka selle mooduli mistahes jagaja jédrgi,
8.t. kui a= b (mod m) ja d|m, siis a= b (mod d).

TSestus jédreldudb samasusest

a=b+mt=b+dm1t=b+dt1,
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kus t4, = mt on tédisarv.

Teoreem 4.16. Kui kongruentsi iiks pool ja moodﬁl jagub
mingi arvuga, siis jagub selle arvuga ka kongruentsi teine
pool.

T3estus. Olgu a=b (mod m), kus dla ja d|m. Siis
"a=Db + mt ehk a4d = b + mdt, millest teoreemi 1.2 pdhjal
jéreldub, et d|b.

Teoreem 4.17. Kui a=b (mod m), siis

(a,m) = (b,m).

Teoreem 4.17 jéreldub teoreemist 1.6.

4. Rakendusi. Kdesolevas punktis vaatleme kongruentsi
omaduste rakendusi jaguvustunnuste tuletamisel mning arvude
korrutise ja astme jagamisel tekkiva jadgi leidmisel.

Tuletame kdigepealt arvudega 9 ja 3 jaguvuse tunnuse.
Iga arvu N v3ib tema numbrite an,ax;_1,..., a, kaudu esitada
kimnendsiisteemis kujul

N = an-10n"1+ an_,l.’lon'2 + ... 485070 + a4

Et 10= 1 (mod 9 ja mod 3), siis ka 10°= 1 (mod 9 ja mod 3).
Jédrelikult
N=as+ B qt ees + 8y + 8y (mod 9 ja mod 3).

Seega arvu N jagamisel 9-ga (3-ga) tekib jéddk, mis iihtib ar-
vu numbrite summa jagamisel 9-ga (3-ga) tekkiva jédgiga. Jé-
relikult arv jagub 9-ga (3-ga) parajasti siis, kui jagub 9-ga
(3-ga) tema numbrite summa.

Edasi tuletame arvuga 11 jaguvuse tunnuse. Et 10= -1

(mod 11), siis 10%= (-1 (moda 11) ja
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N= (aq+ az+ P e (a2+ a,+ voe) (mod M),

Jérelikult arv jagub 11-ga parajasti siis, kui pasaritutel
kohtadel asuvate numbrite summa ja paariskohtadel asuvate
numbrite summa vahe jagub 11-ga.

101~ga jaguvuse tunnuse tuletamiseks esitame arvu N sa-

jandstlisteenis

N

S 100R=2 i 2
b 100 + b, _4°100 + «e0 + 05100 + by =

(102, + a2n__1)-100n'1 + oeu + (8,70 + aB)-’lOO +

+

(aa-'lo + a1).

Bt 100= -1 (mod 101), siis 1005 ® (-1)¥ (mod 101) ja
N= (b1+ b5+ e e (b2+ b4+ awee ) (mod 108).
Seega jagub arv 101-ga parajasti siis, kui 101-ga jagub vahe
TSGE (bg# Dyt coe ) = (bt Byt oon)
ehk summa

(by- b2) 4 (bB_ b,‘) e

Néditeks arv 1234567891011 ei jagu arvuga 101, sest (11-10)+
+ (89-67)+(45-23)41 = 1 + 22 + 22 + 1 = 46 ei jagu 101-ga.
Tuletame veel 7-ga jaguvuse tunnuse. Selleks koostame

tebeli:

10°= 1 (mod 7)

10 = 3 (mod 7)

10°=3°= 2 (mod 7)

10°=3-2= -1 (mod 7)
1045 22 = -3 (mod 7)
107 = 2:(-1) = -2 (mod 7)

420




10°= 1 (mod 7)
10’= 3 (mod 7)

6

Alates 10 -st hakkavad jédgid korduma. Seega

N = a4+ 32-10 + a3- 102 + a4-1o3 t o= Ay + 5&2 +
e 2a3- a,- 3&5- 2ag+ ay+ dag+ 2a9 i s OGS 7 ) e
Jérelikult arv N jagub 7-ga parajasti siis, kui 7-ga jagub
algebraline summa
aq+ 3&2+ 2a3- a,- 3a5- 29.6+ FEee
Viimast summat vGib arvutada néditeks jérgmise skeemi alusel:
N=891011172345 698
kordajad: 3 1-2-3-1 2 3 1-2-3-1 2 3 1
korrutised mod 7: +3+2=2+0-1+2+342=-6+42=5-240+1 ==1= 6

Néditena vdetud arvu N jagamisel 7-ga tekib jadk 6, seega see
arv ei jagu 7-ga.

Analoogilisel viisil v3ib tuletada mistahes arvuga m
Jjaguvuse tunnuse.

Vaatleme veel kongruentsi omaduste rakendusi jargmise
nédite korral.

Néide. Leida jddk, mis tekib korrutise

a = 141:263+843%.721

jagamisel arvuga 101.

Ulesanne on samavddrne vdhima positiivse arvu x leid-
misega, mis on kongruentne arvuga a:

141:26%-843+721 = x (mod 101),

kus O £ x £ 101. Teoreemi 4.5 pdhjal vdib kdik tegurid asen-
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dada kongruentsetega modulo 101:
X = 40°61°35+14 (mod 101).
Korrutist pole vaja leida.Voib leida kahe arvu korrutise ja
jétta dra mooduli kordse (millise omaduse pdhjal?), tulemu-
se v3ib korrutada kolmanda teguriga ja jadtta jédlle &ra moo-
duli kordse jne. Saame
4061 = 2440= 16 (mod 101),
40:61+35 = 16+35 = 560= 55 (mod 101),
40:61.35-14. = 5514 = 770 = 63 = x (mod 101).
Seega korrutis annab jagamisel 101-ga jédgi 63.
Analoogiliselt v3ib leida jédédgi, mis tekib antud astme
Jjagamisel aptud arvuga.

Ulesandeid.

40. Esitades tédisarvu tuhandendsiisteemis ja arvestades,
et 1001 = 7:11+13, 999 = 27.37 tuletada arvudega 7, 11, 13
ja 37 jaguvuse tunnused.

41. Tuletada jaguvustunnused jagamiseks 4-ga, 8-ga,
99-ga.

42. Leida jéék, mis tekib arvu 5361°7 jagamisel 97-ga.

43. Leida jé#k, mis tekib arvu (1237178 & 34)%® jagami-
sel 1M1-ga.

44, Leida arvu 32‘153 kaks viimast numbrit.

§ 2. JAAKIDE SUSTEEMID.

1. Jdégiklassid. Jagamisel arvuga m iht ja sama jadki
andvate arvude hulka nimetatakse jéégiklassiks mooduli m
jérgi (ehk jddgiklassiks modulo m). Téhistame jédgiklassi,
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kuhu kuuluvad arvud, mis on kongruentsed r-ga mooduli m
jérgi, sumboliga T. Seega jédgiklass T on kongruentsi
M = r (mod m)
rahuldavate kdikide t&disarvude x hulk. Teisiti deldes, kdik
jddgiklassi T kuuluvad arvud saame, kui laseme avaldises
Xm + I
muutujal x omandada k3ik téisarvulised vadrtused. Eriti
r € T. Et tdisarvude jagamisel m-ga vGib mittenegatiivne
jédék olla vaid
04335 Pt s we
siis mooduli m jérgi on olemas m erinevat jéédgiklassi
2 PR KON (Rl el o e, 28

Teoreem 4.18. a = T parajasti siis, kui a= r (mod m).

T3estus. Kui a= r (mod m), s.t. kui a € T, siis kongru-
entsi transitiivsuse ja slmmeetria omaduse (teoreem 4.1) t5t-
tu jdreldub kongruentsist (1) kongruents
(2) x = a (mod m)
Ja vastupidi, kongruentsist (2) jéreldub kongruents (1).
Jérelikult

&= T,

Kui aga @ = T, siis aeT ja seega a= r (mod m).

TGestusest jéreldub iihtlasi, et jéd&dgiklass T on iga
oma elemendiga iiheselt médratud.

Teatavasti moodustab kdikide jddgiklasside hulk antud
mooduli m jérgi ringi, kui jdédgiklasside summa ja korrutis

defineerida valemitega

a+b5=-a+0b, ab =ab.
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(vt. ndit. G.Kangro. Korgem algebra, Tln., 1962, lk. 145-150,
voi [2], lk. 80-87). Sealjuures on selles ringis olemas nul-
litegurid, kui moodul m on kordarv; nullitegurid puuduvad,
kui moodul on algarv. Viimasel juhul on jdédgiklassiring iiht-
lasi korpus. Muide, sellise moodulist tingitud erinevuse tGt-
tﬁ kaotavad mitmed kongruentside teooria teoreemid oma kehti-
vuse, kui neis algarvuline moodul asendada kordarvuga. Olles
defineerinud tavalisel viisil ringi elemendi kordse ja astme

valemitega

na =a+a+ ... +8, 0-a=0, - na-=n(-a),
22 -

n liidetavat
@*=a3 ...3, @°=T71,
\._V——)
n tegurit

voime lihtsalt tdestada, et kehtib jédrgmine teoreem.
Teoreem 4.19. Iga tédisarvuliste kordajatega poliinoomi

-1 0
£(x) = coxn + c,‘xn +.eo 40 qX +CX

je antud mooduli m korral kehtidb valem
f£(a) = T(a).
T3estus. Klassidel ca ja ca on iihine element ca; seega

need klassid iihtivad: ca = ca. Tdpselt samuti on klassidel
(A)® ja a® iihine element a®; jirelikult (a)® = a®. Seetdttu

e~ =+l —=yn=1 - -
£(a) = co(a) + c1(a) + oo 4 Cp g8+ cnoﬂ =

n =T - amer o
coa &> an P .ese ¥ cn_,]a + Cn- =

.
=c.al + cﬂan 1

% + ... v Cp qa +c = f(a).
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2. Téielik jédkide siisteem. Nagu négime, on mooduli n

jérgi olemas parajasti m erinevat jéddgiklassi. Vottes igast
klassist vabalt iile elemendi ehk esindaja, saame arvude hul-

ga, mida nimetatakse téielikuks jéékide siisteemiks modulo m.

Néiteks on tdielikuks jéidkide siisteemiks modulo 8 arvude

-7, 0, 10, 3, 4, =3, 14, 7
hulk. Enamasti v3etakse klasside esindajateks véhimad mit-
tenegatiivsed jadgid

0, 1,2, 35 8, 5, 6,77 1hod B)

mdnikord on kasulik vdtta aga absoluutvddrtuselt védhimad
jédgid. Nditeks modulo 8 on nendeks

-3, =2, =1, 0, 1, 2, 3, 4
voi

-ty =3, -2, "1s o, 1v 2, 3.

Teoreem 4.20. Kulgegu x iile tdieliku jéddkide siisteemi

modulo m. Siis arvud ax+b, kus (a,m) = 1 ja b on suvaline
tdisarv, moodustavad samuti tdieliku jédkide siisteemi.
Toestus. Omandagu x vddrtusi

Xg9Xqy eov 3 Xp_qs
kus viimases jadas ei ole elemente, mis kuuluksid iihte ja
samasse jadgiklassi, s.t. pole kongruentseid modulo m. Aval-
dis ax+b saab niilid jargmised vddrtused

ax + b, axq+ b, ... , &x; q+ b.

Kui selles siisteemis ei leidu kongruentseid modulo m, siis
iga arv satub eri klassi. Oletame vastupidi, et leidub kaks
arvu, mis on omavahel kongruentsed, s.o.

ax;+ b Esaxj+ b (mod m).
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Molemalt poolt vdib lahutada iihe ja sama arvu:

ax; = axy (mod m).
Bt (a,m) = 1, sils teoreemi 4.10 pdhjal

x; = x5 (mod m),
mis on vastuolus eeldusega. Seega ka ax+b kulgeb iile tédie-
liku jédékide siisteemi. Teoreem on tdestatud.

Néide 1. Olgum = 6 ja x = 6, =5, 2, 15, 4, =1, s.t.
=0,1 2, 3, 4, 5 (mod 6); siis
5 - 3 =27, =28, 7, 72, 17, -8

8.0,

5x - 3= 3, 2, 1, 0,5, 4 (mod 6).

3. Taandatud jéékide siisteem. Teoreemi 4.17 pdhjal on

ihte ja samasse jédgiklassi kuuluvatel arvudel mooduliga iiks
ja sama suurim {ihistegur. Eriti tédhtsad on need klassid,
mille puhul see suurim {ihistegur on 1. Vittes igast selli-
sest klassist vabalt iihe esindaja, gaame arvude hulga, mida
nimetatakse taandastud jédkide siisteemiks modulo m.

Taandatud jédkide siisteemi vdib seega koostada tdieliku
Jéékide siisteemi elementidest, vottes sealt kdik need, mis
on mooduliga iihistegurita. Vottes eriti aluseks tdieliku
jéédkide siisteemi

19 25 ‘ees y B>y B

saame 8iit mooduliga iihistegurita arve

¥[a; (a,m) =1, ag n] =¢(m)
tikki. Seega on taandatud jédkide siisteemis mooduli m jér-
gi ¢(m) arvu.
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Teoreem 4.21. Kui (a,m) = 1 ja x kulgeb iile taandatud
jédékide siisteemi, siis arvud ax moodustavad samuti taanda-
tud jédkide siisteemi.

TGestus on analoogiline teoreemi 4.20 t3estusega. Lase-
me muutujal x kulgeda iile taandatud jddkide siisteemi

Xq9Xpy vy x?(m),
siis ax omandab vdadrtused

8X4,8X5, +.s 5 8X

cp(m) v

Kui viimaste hulgas oleks mooduli m jérgi kongruentseid,
ax; = ax; (mod m),
siis (a,m) = 1 tdttu jérelduks siit
x; = x5 (mod m),
mis on vastuolus eeldusega. Seega arvud aXg; oo ax‘o(m)
kuuluvad erinevatesse jéddgiklassidesse, mida on arvult @(m).
Tuleb veel nédidata, et (axi,m) = 1. See aga jéreldub sellest,
et (a,m) =1 ja (xi,n) =1.
N&ide 2. Mooduli 8 jérgi on taandatud jéikide siisteemis
@(8) = 4 elementi, kusjuures siisteem ise on jérgmine:
14' 3495, 7
Olgu a = 5, siis 5x omandab vddrtused 5, 15, 25, 35, mis on

kongruentsed vastavalt arvudega 5, 7, 1, 3.

4. Euleri ja Fermat' teoreemid.
Teoreem 4.22 (Euler). Kui (a,m) = 1, siis

a‘«m)n 1 (mod m).
Toestus. Kirjutame védlja taandatud jédkide susteemi mo-

dulo m:
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1) r.‘,rz,...,r(e(m).
Siis ka
ar,,ar,, ...,ar‘p(m)
on taandatud jéékide siisteem sama mooduli jérgi. See téhen-
dab, et
arq= g, (mod m),
ar, = ri2 (mod m)

ar = ry (mod m),
P em)
kus kongruentside peremad pooled on jéd#égid hulgast (1) ja
séal;juuree kdik erinevad. Korrutame k3ik kongruentsid omava-

hel 1&bi; saame
Km) =
a ATy cee l',(m)z ri“| r12 e rice(m) (mod m).
Korrutis TTge+«Tpim) vasakul vordub kongruentsi parema poo-
lega. Et (ri,n) = 1 iga i korral, siis
(r1r2...rp(m),m) = 1.
Seega v3ime teoreemi 4.10 pdhjal viimast kongruentsi korru-

tisega taandada ja saame
a?(n) = 1 (mod m).

" Néide 3. Olgum = 9, ¢(9) =6, a =1, 2,4, 5,7, 8.
Siis teoreemi pdhjal
6= 1 (mod 9), 7°= 1 (mod 9),
4%= 1 (mod 9), 8= 1 (mod 9).
5= 1 (mod 9),
Teoreem 4.23 (Fermat). Xui p on algarv, siis
aP = a (mod p).
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Toestus. Vaatleme eraldi kahte juhtu. Olgu esiteks
(a,p) = 1. Siis arvestades, et cp(p) = p-1, vdime Euleri
teoreemi pdhjal kirjutada
: P = 1 (mod p).

Kongruentsi mGlemate poolte korrutamisel arvuga a saamegi
véite.

Teiseks olgu pja. Siis

a=0 (mod p) ja aP= O (mod p).
Seega kehtib vdide ka sel juhul.

Ulesandeid.

45. Kirjutada vdlja taandatud jéddkide siisteem mooduli
30 jérgi.

46. Kasutades Euleri teoreemi arvutada jddk, mis tekib
arvu 3459522 jagamisel 110-ga.

47. Kas arv 6 781 207°* - 1 jagub 39-ga?

48. Naidata, et 272°27~' = 1 (mod 37-73).

§ 3. TUNDMATUT SISALDAVAD KONGRUENTSID.

Kongruentsi
(@D) £(x)= 0 (mod m),

kus f(x) on tédisarvuliste kordajatega poliinoom
(2) £(x) = ax® a2 4 L. 4 a,_4 X +a,

nimetatakse tundmatut sisaldavaks kongruentsiks.
Kui sealjuures a # O (mod m), siis nimetatakse kongru-

entsi (1) n-astme kongruentsiks.
Kui x asemele paigutada erinevaid tédisarve, siis voib

17 =9



juhtuda, et mdned neist rahuldavad kongruentsi (1), s.t.
nende korral £(): m.

Kui kongruentsi (1) rahuldab mingi x = x,, siis jérel-
duse pdhjal teoreemist 4.8 rahuldavad seda kongruentsi ka
k3ik arvud, mis on kongruentsed x,-ga modulo m. Seepérast
loetakse tavaliselt kongruentsi (1) lahendiks kogu jadgi-
klassi 21, lahendit mérgitakse aga jérgmiselt:

xX=x (mod m).
Sellise kokkuleppe puhul on kongruentsil niisama palju
lahendeid, kui palju jédke tdielikust jddkide siisteemist
teda rahuldab.

Kongruentsi (1) rahuldavate arvude leidmise iilesanne
on samavdédrne vorrandit
&) £(X) =0
rahuldavate jdédgiklasside leidmise iilesandega. TGepoolest,
kongruents f£(x4)= O (mod m) kehtib teoreemi 4.18 kohaselt
parajasti siis, kui £(x;) = O; teoreemi 4.19 t3ttu on aga
X)) = 2(xy).

Et mooduli m jérgi on olemas m jédgiklassi, siis kong-
ruentsi (1) (samuti vdrrandi (3)) lahendamine on teostatav
ilimalt m proovimise teel.Selleks et kontrollida, kas jéa-
giklass rahuldab kongruentsi (1), tarvitseb kontrollida, kas
selle klassi mingi esindaja rahuldab kongruentsi (1).

K3ikide lahendite leidmiseks tuleb 1l&bi proovida kdik
elemendid tédielikust jédkide silisteemist modulo m. Teoreeti-
liselt on sellega kongruentside (1) lahendamise iilesanne

tédielikult ammendatud. Kui moodul m on vdike, on selline
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meetod ka praktikas hidsti kasutatav.
Ndide 1. Leiame kongruentsi
. x° +x +1=0 (mod 7)
lahendid. Tdielik jéékide siisteem modulo 7 on jérgmine:
=3, =24 =1, 0, 1, 2, 3.
Proovimine nditab,et neist rahuldavad kongruentsi =3 ja 2.
Seega on kongruentsi lahenditeks
X = =3 (mod 7) jax=2 (mod 7)
ehk
X = 4 (mod 7), x=2 (mod 7).
Samu lahendeid voib esitada ka kujul
X=4+7t ja x =2 + 7%,
kus t omab kdiki téisarvulisi véidrtusi.
Néide 2, Kongruentsil
© +x +1=0 (mod 5)
el ole lahendeid, sest iikski arvudest
-2, =1, 0, 1, 2
ei rahulda teda.

Juhul kui moodul m on suur, on kongruentsi (1) prakti-
line lahendamine proovimise teel tiilikas. Jérgnevates parag-
rahvides vaatlemegi kongruentside lahendamise meetodeid, mis
voimaldavad kindlaks teha lahendite arvu ja leida lahendid
voimalikult vdheste operatsioonidega. Lahendamisel tuleb
mdnikord kongruents asendada temaga ekvivalentse kongruent =
siga. Sealjuures vdivad kongruentsid esineda kujul
(4) £(x) = g(x) (mod m),
kus £(x) ja g(x) on tédisarvuliste kordajatega poliinoomid.
Kaht kongruentsi
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£24(x) = 81(x) (mod my)
ja
£5(x) = gy(x) (mod m,)

nimetatakse ekvivalentseteks, kui arvude hulk, mis rahuldab
iht kongruentsi, iihtib arvude hulgaga, mis rahuldab teist
kongruentsi.

Teoreem 4.24. Kongruentsiga (4) ekvivalentse kongruentsi
saame, kui

1) kongruentsi (4) mSlemale poolele liidame iihe ja sama
suvalise poliinoomi W (x);

2) kongruentsi (4) mdlemaid pooli korrutame iihe ja sama
tédisarvuga, mis on mooduliga m iihisteguritaj;

3) kongruentsi (4) mdlemaid pooli ja moodulit korrutame
ihe ja sama naturaalarvuga k.

Toestus. 1) Kui mingi x, korral
£(x,) = &(x,) (mod m),
siis 4

r(xo) B w(xo) = g(xo) + co(xo) (mod m);

vastupidi, viimasest kongruentsist jédreldub ka esimene (teo-
reem 4,3 ).

2) Kui mingi x, korral

£(x,) = g(x,) (mod m) ja (b,m) =1,
siis
bf(xo)z; bg(xo) (mod m);

vastupidi, viimasest kongruentsist jdreldub ka esimene (teo-
reemid 4.7 ja 4.10).

3) Kui mingi X, korral
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f(xo) =2 g(xo) (mod m),
siis
lcf(xo) = kg(xo) (mod km);

vastupidi, viimasest kongruentsist jéreldub ka esimene (teo-

reemid 4.11 ja 4.12).

Teoreemist jéreldub, et kongruentsid £(x)= g(x) (mod m)
ja £(x) - g(x) = 0 (mod m) on ekvivalentsed.

Teoreem 4.25. Kui a,= b, (mod m), 3= b, (mod m), ...
ces y B E b (mod m), siis kongruentsid

£(x) = aoxn +ees tax+a =0 (mod m)
Ja :

glx) = bnxn oo +4X + b =0 (mod m)
on ekvivalentsed.

T3estus. Kui f(xo)EE 0 (mod m), siis teoreemi 4.8 koha-
selt g(xo)=-'= f(xo) =0 (mod m). Kui aga f(x°)$ 0 (mod m),
siis ka f(xo)EE g(xo)is 0 (mod m). Teoreem on tdestatud.

Tundmatut sisaldav kongruents v3ib esineda ka (1)-st eri-
neval kujul, nditeks eksponentkongruentsina

a*="b (mod m),
kus a ja b on tdisarvud, a>O0. Osutub,'et eksponentkongruent-
si lahendeid ei saa esitada kujul x =c (mod m), vaid neid
saab esitada jddgiklassidena m-st erineva mooduli jérgi.

Ulesandeid.

49, Lahendada kongruents

x +xt +x +1=0 (nod 6).
50. Lahendada kongruents
53x* + 9x> - 19x° + 25x + 17 =0 (mod 5),
asendades eelnevalt kordajad védiksematega.
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§ 4. LINEAARKONGRUENTSID,

1, Juhtum, kus x kordaja ja moodul on iihistegurita,

Lineaarkongruentsiks nimetatakse kongruentsi

(@ ax = b (mod m).

Kédesolevas punktis vaatleme juhtu, kus (a,m) = 1. Nditame,

et siis on lineaarkongruentsil parajasti iiks lahend.
EKongruentsi parem pool kuulub teatud jédgiklassi E, s.t.

bek ehk b= k (mod m). Kirjutame vélja tédleliku jéidkide

siisteemi modulo m:

(2) 0, 1. 2' 3' ece ¢ n-1,
Siis
(3) a0, a*1, a2, ... , a(m=1)

moodustab teoreemi 4.20 kohaselt samuti tdieliku jéddkide
slisteemi, kusjuures jéégiklassi k kuulub parajasti iiks jéi-
kidest (3). Olgu selleks ax,. See téhendab, et ax, = k (mod
m), kusjuures iikski teine jédk siisteemist (3) ei ole kongru-
entne k-ga modulo m. Kongruentsi (1) ainsaks lahendiks on
seega
x®x, (mod m).

Eeldades endiselt, et (a,m) = 1, vaatleme lineaarkongru-
entsi (1) lahendamise meetodeid.

A. Mooduli kordse liitmise meetod. Kirjeldame meetodit
nédidete varal.

Nédide 1. Votame kongruentsi
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5x = 4 (mod 7)
ja liidame paremale poolele v3i lahutame sellest arvu 7
kordseid kuni saame arvu 5 kordse
5X = 4 = 2:7= =10 (mod 7).
Jagamisel 5-ga saame lahendiks
x = -2 (mod 7)
ehk
x= 5 (mod 7).
Meetodi rakendamisel vdime kongruentsi pooli jagada iihe

Jja sama arvuga.
Ndide 2. Kongruentsi

210x = 103 (mod 353), (210, 353) = 1
voime lahendada jérgmiselt:

210x = 456 (mod 353),
35x = 76 (mod 353),
35x = 76 - 706 = =630 (mod 353),
X = -18 = 335 (mod 353).
B. Ahelmurdude meetod. Arendame % ahelmurruks. Siis

Kuna BQy_q = By 4@y = (-D" ja (a, m) = 1 t3ttu Py = m,

Qp = & siis

mMpq = &y q = (D?
ehk

&, 4 = (D" e mg .
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Niiid aga
aP,_4 = (_1)11-‘1 (mod m),

millest pirast korrutamist arvuge (~1)®"'b saame
a(-1)n'1an_1 = b (mod m).

Seega kongruentsi (1) lahendiks on
x= (—1)“’1an_1 (mod m),

mis eeltGestatu pGhjal on ainus.
Néide 3. Lahendame kongruentsi 97x = 53 (mod 149).
Arendame 1—3; ahelmurruks:

L TS NG RO Lok skane ol
1 1 1 I A
o 4 1:9 2 3 20 43 9

Et n = 6, Pn—’l =43 ja b = 53, siis lahendiks on
xm ~53-43 = =2279 = -44 = 105 (mod 149).
C. Lineaarkongruentsi lahendamine Euleri teorecemi alu-

sel. Teatavasti, kui (a,m) = 1, siis

e @™ = 1 (nod m).
Korrutame kongruentsi b-ga. Saame

o Wy = p (mod m)
ehk

a(a @m)-14) = b (mod m).
S1iit ndeme, et kongruentsi ax= b (mod m) rahuldab

x=a @(‘)'1b(m0d m).
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Nédide 4. Lahendame kongruentsi 17x= 15 (mod 44). Siin

(17, 44) =1 ja @44) = X4): @(11) = 2-10 = 20. Seega la-
hendiks on
x=17"2 15= 19 (mod 44).

2. Juhtum, kus x kordaja ;ja moodul on iihisteguriga.
Olgu (a,m) = d. Siis a = a,d ja m = myd, kusjuures (a,,my) =

= 1. Peale a ja m asendamist saame kongruentsile (1) kuju
(4) a,dx=b (mod m,yd).
Kui kongruents (4) on lahenduv, siis teoreemi 4.16 p3hjal
peab b jaguma d-ga. Tingimus d|b on kongruentsi (4) ehk (1)
lahenduvuseks tarvilik. Kui see tingimus ei ole téidetud,
s.t. kuli b ei jagu d-ga, siis kongruents

ax = b (mod m)
el ole lahenduv. Néditeks pole lahendeid lineaarkongruentsil

15x = 7 (mod 21),
sest 7 ei jagu arvuga (15, 21) = 3.

Olgu b = byd. Siis

dayx = db; (mod dm,),
millest peale jagamist d-ga saame esialgsega ekvivalentse
kongruentsi
£5) a,x= b, (mod my), (ay,my) =1.
Nagu eelmises punktis négime, on viimasel kongruentsil moo-
duli m, jérgi parajasti iliks lahend. Seega on tingimus

b: (a,m)

tarvilik ja piisav lahendi olemasoluks.

Teeme kindlaks vaadeldava kongruentsi lahendite arvu
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modulo m. Kongruentsil (5), samuti kongruentsil (1) on moo-
duli my jérgi pavrajasti iiks lahend, kuid modulo m on lahen-
deid rohkem.

Olgu ¢ véhim positiivne jédk modulo my, mis kongruentsi
rahuldab. Siis kdik arvud x, mis moodustavad lahendi modulo
m,, on antud valemiga
() x= ¢ (mod my).

Kuid modulo m moodustavad need arvud mitte iihe jédgiklassi,
vaid rohkem; nimelt nii palju, kui palju arve kujul (6) lei-
dub tédielikus jéddkide silisteemis modulo m:
03513 2 eansnag co=ds
Arvudest (6) kuuluvad siia
Cy CHMy, CH2M4y, .0 c+(d—’|)m1,
s.t. d arvu. Jérelikult on kongruentsil (1) mooduli m jérgi
d lahendit:
x= c (mod m), x=zc +my (Epd B), sies
x=c¢ + (d-1)m,; (mod m).
Neid lahendeid on tavaks mdrkida jédrgmiselt:
XZCy C +Myy eoe 5 C+ (d=1)m, (mod m).

Ulesandeid.

51.Mooduli kordse liitmise meetodil lahendada lineaar-
kongruents

30x = 53 (mod 77).
52.Ahelmurdude meetodit kasutades lahendada kongruents
256x = 179 (mod 337).
53.Buleri teoreemi alusel lahendada kongruents
1Mx = 32 (mod 36).
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54. Lahendada kongruentsid:
a) 1215x = 560 (mod 2755);
b) 78x= 30 (mod 198);
c) 8934x = 5789 (mod 10113).

§ 5. LINEAARKONGRUENTSIDE SUSTEEMID.

Kédesolevas paragrahvis vaatleme lineaarkongruentside

siisteemi
ayx = by (mod n1)
™) a X = b2 (mod 12)
a,x = b, (mod m)
lahendamist.

1. Eeldame algul, et moodulid on paarikaupa iihisteguri-
ta, s.t. iga i,j korral, kus i # j, on (‘i’“;j.) =1 ja peale
selle (ai,ni) = 1. Siis on siisteemi (1) igal kongruentsil
parajasti iiks lahend:

x=cq (mod my)

¥ x=c, (mod m2)

x =c;, (mod m).
Ilmselt on siisteemid (1) ja (2) ekvivalentsed (neil on iihed
ja samad lahendid). Siisteemi (1) lahendi saamiseks tuleb
teatud mooduli jérgi leida jéddgiklass, mis rahuldab korraga
siisteemi kdiki kongruentse.
Teoreem 4.26. Kui (mi,md) R R o P B R e T )
ja arvud My, MY (i =1,2,...4k) on mdéiratud tingimustest
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mm, ... m = M;mg, M,MI=1 (mod my),

siis siisteemi (2) ja seega ka siisteemi (1) lahendiks on

(3) x=MMc,y + MMic, + ... + M Mic, (mod mymy ... m).
Mooduli W, ... Wy jdrgi on see lahend ainus.

Toestus. Kdigepealt miirgime, et teoreemi tingimustes
esinevad kongruentsid 'iui = 1 (mod mi) on M} suhtes iihe-
selt lahenduvad, sest (lli,mi) = 1. Edasi nditame, et arv
MiMic, + MoMic, + ... + M Mic, rahuldab sisteemi i-ndat
kongruentsi (i = 1,2,...,k). Tdepoolest, kuna Mdi my
(J £1) ja MM} =1 (mod m;), siis
M Mjc, + ... + llillici + cee + Mk)l"{ck?. M;Mic; = ¢y (mod mi)'
Seega siisteemi (2) iiheks lahendiks on (3).

Oletame, et peale lahendi (3) leidub veel teisi jddgi-

klasse modulo mym,...m,, mis on kongruentsi (2) lahendiks.
Olgu mingi teine lahend

x =2 ¢ (mod mm, ... mk).

Siisc = cy (mod mi) ja seetdttu

c=Ecy= MMicq + ... + ukll':ck (mod mi).

Teoreemi 4,14 pdhjal on

cE MMc, + ... + MMc, (mod mm, ... m),
mis nditabki, et teisi lahendeid peale (3) ei ole.

Nédide 1. Leida arv x, mis annab jagamisel 3-ga jédgi 1,
jagamisel 5-ga jadgi 2, jagamisel 7-ga jddgi 3 ja jagamisel
11-ga jédgi 4.

Ulesande tingimuste kohaselt peab x rahuldama kongru-
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entside slisteemi

=1 (mod 3)
=2 (mod 5)
=3 (mod 7)
x =4 (mod 11).

L

Maédrame li Jja li. Seosest
3:5:7-11 = Mym;

saame

i 1 2 3 4
m; 3 5 9 im
m, [ 385 | 231 | 165 |105

M:!L leidmiseks tuleb lahendada abikongruentsid
385 My =1 (mod 3) ehk Mj=1 (mod 3),
231 M4 =1 (mod 5) ehk M =1 (mod 5),
165 M} =1 (mod ?7) ehk 4M} =1 (mod 7),
105 M! =1 (mod 11) ehk 6M! =1 (mod 11).

Lahendite ja&giklassidest vdtame absoluutvéddrtuselt védhimad
elemendid:
M o=, Mp=1, M3',=2, M = 2.
Seega ¢ = 385+1 + 231+2 + 165°3 + 10524 = 2677 ja otsitav
lahend on
X = 2677 = 367 (mod 1155).
Ndutud omadusega on arvud

367 + 1155 k, 8.0. 367, 1522, 2677, +ee -

-141-



2. Vaatleme siisteemi (1) teist lahendusmeetodit. Hel-
dame esialgu ka siin, et iga i,j korral (mi,mj) s U
ja (ai.mi) = 1. Konstrueerime lahendi jérk-jédrgult. Esimest
kongruentsi rahuldavad arvud

X = ¢cq + mt,
iga téisarvu t, puhul. Asendame saadud x teise kongruentsi.

Saame lineaarkongruentsi t, suhtes
(4) a,cq + aymt, = b2 (mod n2).
Kaht esimest kongruentsi rahuldavad arvudest x = cq+ m, ty
need, mille korral t, rahuldab teist kongruentsi. Et
(azn“,lz) = 1, siis see kongruents on t, suhtes lahenduv.
Olgu kongruentsi (4) lahendiks

t4= 4 (mod m,) ehk &, = d, + myt,.
Seega esimest kaht kongruentsi rahuldavad arvud

e s v, Mk 3¢ 30t Bl i
kus eq = ¢4 + myd,, s.t. esimesest kahest kongruentsist koos-
neva siisteemi lahendiks on

x = e; (mod 1112).
Edasi toimime analoogiliselt. Asendame x kolmandasse kongru-

entsi
aze, + ‘3‘1‘2"2’ b3 (mod ‘3)'
millest lahendamisel saame
t,=d, (mod n3) ehk ta = d2 + n3t3.

Seega kolme esimest kongruentsi rahuldavad arvud
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x = eq+ mm,y(dy+ thB) = eyt n1m2n3t
ehk
x = e, (mod m,]mzms).

Niiviisi saame 1dpuks siisteemi (1) lahendi
(5) x = e q (mod mm, ... m).
Bt igal sammul lahendatavale kongruentsile saame parajasti
iilhe lahendi, siis valemiga (5) on antud kdik lahendid.

Juhul kui tingimused (mi,m‘_j) = 4, (mi,ai) =1 ei ole
tdidetud, on sama meetod ikkagi kasutatav, kuid siis v3ib
juhtuda, et 1) monel sammul saab moodulit ja kongruentsi md-
lemaid pooli jagada iihise teguriga v3i et 2) mdnel sammul
saame lahendamatu kongruentsi. Esimesel juhul saame lahen-
di mooduli m jérgi, mis on moodulite L PEY PYRERNY véahim
thiskordne. Mooduli mym,. .oy jdrgi on siis siisteemil roh-
kem kui iiks lahend. Teisel juhul on juba esialgne siisteem
vastuoluline, s.t. siisteemil puudub lahend.

Nédide 2. Lahendame siisteemi

x =3 (mod 4), x=5 (mod 6), x =11 (mod 15).
Esimest kongruentsi rahuldavad arvud x = 3 + 4t,. Asendami-
sel teise kongruentsi saame kongruentsi t, suhtes:

3 +4t,= 5 (mod 6)

ehk

46,= 2 (mod 6)
ehk

2ty =1 (mod 3),
millest

t,= 2 (mod 3).
Seega x = 3 + 4t =3 + 4(2+§t2) =11 + 12¢,.
Edasi leiame ts, mille korral on rahuldatud ka kolmas
kongruents
1M1 + 121:25 11 (mod 15).
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Lahendamisel saame
12¢,= 0 (mod 15),
4t2'3 0 (mod 5),
t, = 0 (mod 5).
Seega x = 11 + 12(0 + 51;3) =1 + 60{:5 ja slisteemi lahendiks

on
x =11 (mod 60).

Néide 3. Siisteemil

x=1 (mod 6), 3x2=4 (mod 10), 2x= -1 (mod 15)
el ole lahendit, sest x = 1 + 6t asendamisel teise kongru-
entei saame t suhtes lahendumatu kongruentsi.

Ulesendeid.

55. Lahendada kongruentside siicieem

4x= 5 (mod 7), x=3 (mod 5), 7x= 1 (mod 11).

56. Lahendada kongruentside siisteem

3x 2 7 (mod 10), x = 7?7 (mod 15), 3x =1 (mod 18).

57. Leilda véhim natursalarv, mis annab jagamisel 2-ga
Jdégl 1, jagamisel 3-ga jédgl 2, jagamisel 4-ga jddgi 3, ja-
gamisel 5-ga Jjédgi 4, jagamisel 6-ga jddgl 5 ja jagamisel
7-ga Jédgi 6.

§ 6. KORGEMA ASTME KONGRUENTSID.

1. Eongruentsid algarvulise mooduli jédrgi. Vaatleme
n-estme kongruentsi

@D £(x)= 0 (mod p);
kus £(x) = aoxj + 31:?"1 + ..o ta, a # 0 (mod p) ja kus
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p on algarv. Osutub, et algarvulise mooduli korral on olu-
liselt erinevaid kongruentse vaid 16plik hulk. See jéreldubd
jédrgmisest teoreemist.

Teoreem 4.27. Algarvulise mooduli korral saab kongru-
entsi, mille aste n on suurem kui moodul v3i vdrdub selle-
ga, asendada ekvivalentse kongruentsiga, mille aste on
moodulist véiksem.

T5estus. Olles jaganud £(x) vahega xP- x, v3ime kir-
jutada
(2) £2(x) = g(x)(xP- x) + r(x),
kus poliinoomi r(x) aste on vidiksem kui p. Et Fermat' teo-
reemi kohaselt
(3 xP - x= 0 (mod p)
iga x korral, siis asendub kongruents (1) ekvivalentse
kongruentsiga

) r(x) = 0 (mod p).

TGepoolest, kui x on kongruentsi (1) lahend, siis seoste
(2) ja (3) tdttu on rahuldatud (4). Vastupidi, kui x on
kongruentsi (4) lahend, siis kongruentsile (4) arvuga g(x)
korrutatud kongruentsi (3) liitmisel saame, et on rahulda-
tud (1). Teoreem on tdestatud. '

Nagu teoreemi tdestusest selgub, on konmgruentsid

£(x) = 0 (mod p)
ja
r (x) = £(x) - g(x)(xP=x) =0 (mod p)

ekvivalentsed ka sel jubul, kui r1(x) aste pole vidiksem
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kui p. Seda asjaolu vdib kasutada ekvivalentse madalama ast-
me kongruentsi leidmiseks. Selleks tarvitseb asendada igas
liikmes eraldi aste xs, kus 8 » p. astmega
x5- (xP- x)x®7P = x8-(e=1)

Kui veel 8 - (p-1)) p, siis v3ib seda asendamist korrata.
See on aga samavddrne sellega, et juhul kui s = (p-1)k + r,
kus 1€ r £ p-1, asendatakse aste x° astmega x*. Kui selline
asendus lébi teha kdigi liikmetega, siis saame sama tulemu-
se, nagu poliinoomi jagamisel vahega xF- X.

Néide 1. Asendame kongruentsi

x18+ 2x1

54 3x124 4x1% 5x74+ 3x°4 87+ 9x°+ 10x+ 11 = O (mod 7)
ekvivalentse madalama kui 7. astme kongruentsiga. Jagame as-
tendajad, mis on suuremad kui 6, arvuga p-1 = 6 ja asendame

nad jésgiga r, kus 1 £ r € 6. Saame

x6+ 2+ 3164- 4::44- 5x + 316+ 8134» 9x2+ 10x+ 1= 0 (mod 7)
ehk
4::44- 5134- 2xz+ X +4=0 (mod 7).

(Harjutusiilesanne: Teha sama asendus 1l&bi jagades po-
l’inoomi vahega x/- X.)

Teoreem 4.28. Algarvulise mooduli p korral on n-astme
kongruentsil iilimalt n lahendit.

T3estus. Eelmise teoreemi pdhjal voib piirduda juhuga,
kus n¢ p. Oletame vastupidi, et mingil n-astme kongruentsil

£(x)= 0 (mod p)

on n+1 lahendit:

X = Xg,Xpy eee y XpaXpog (mod p).
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Lugedes arvud XsXpy ees g X interpolatsioonisdlmedeks,
esitame poliinoomi £(x) = aoxn+ a,\xn'1+ cee + 8, gx+a Now-
toni interpolatsioonivalemi abil kujul (vt. ndit. G.Kangro.
Kdrgem algebra. Tln., 1962, lk. 236-240)

£(x) bo(x-::,1 ) (x-xa) iy (x—xn_1 )(x—xn) +

+

Do (=%, ) (X=X,) oo (X=X_ 4) +
(5) S| s n-1

. Sl R IR SR T T s SR SR

+

bn_z(x-x1)(x;x2) + b, _4(x-xq) + D,

kus kordajad bi on iiheselt mé#dratud ja té@isarvud, sest nad
on arvutatavad Horneri skeemi abil poliinoomi f(x) = noxn+
+ a1xn’1+ ..+ + 8 esialgsete kordajate &,,8q, ... , &,
kaudu, kusjuures b° =a,. Sealjuures, vastupidi, avalduvad
kdik kordajad ay omakorda kordajate bo,b1, ees 5 b, line-
aarsete homogeensete funktsioonidena. TGepoolest, kordaja-
te vordlemine annab seosed

a, = bo’
8y = by - bosgn),

why =W 6 u, 652,

- 5,6{" 2 v, 657 - b 6§V,

kus

Gg") = Z_ *g
'1‘114 eeel 13‘ k

TSestame, et bii Py 8ete by =0 (mod p) (1 = n,n-1,

n-2,...,1,0). Anname samasuses (5) x~le védrtuse x = Xq -
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Saame f(x;) = b, . Et jadgiklass X, on kongruentsi lahend,
siis £(x,) = 0 (mod p), mistdttu

b, =0 (mod p).
Edasi anname x-le vidrtuse x = x,. Siis r(xa)E 0 (mod p)
ehk

b+ Py q(xy- x4) = 0 (mod p).

Et 8iin b = O (mod p), x,- x4 % O (mod p) ja p on algarv,
siis

b,q = 0 (mod p).

Edasl anname x-le jérjekorras vadrtused XzoXyy eeo 9 Xpo
Viimasel juhul muutub £(x) avaldises (5) nulliks esimene

liidetav. Arvestades aga, et

b = b

5 n-‘lE ...Eba‘io(nodp),

saame

b1(xn- Xq) oo (xn— xn_q)a f(xn)E 0 (mod p).
Et kSik arvud Xq9XpyeeesXy kuuluvad erinevatesse’k;jéﬁgiklas-
sidesse, siis by = O (mod p). Anname x-le védrtuse Xp41e
Arvestades, et §n+1 on lahend ja b = ... = b, =0 (mod p),

saame siit

bo(Xppq= Xq) ove (Xppq = X)) = £(x 4) = O (mod p),
millest jéreldub, et b, =0 (mod p). Tulemus on aga vastu-
olus eeldusega, et kongruentsi aste on n, s.t. et b°= a.o; (o]
(mod p).

Jéreldus.Kui algarvulise mooduli korral kongruentsi
lahendite arv iiletab kongruentsi kdrgeima liikme astme,
8lis on selles kongruentsis esineva poliinoomi kordajad kéik
kongruentsed nulliga modulo p.
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TGepoolest, kuna ay avaldub kordajate b;j lineaarse
: kombinatsioonina ja bj-—.: O (mod p) iga j korral, siis ka
8= 0 (mod p) iga i korral.
Peoreem 4.29 (Wilson). Naturaalarv p # 1 on algarv pa-
rajasti siis, kul
(6) -1)!= -1 (mod p).
T3estus. Tarvilikkus. Olgu p algarv. Vitame kongruent-

|
_ si
;)q ‘ (x=1)(x=2) sou[x = (p-1)] - (xp’1— 1) = O (mod p).

| Selle kongruentsi aste on iilimalt p-2, sest astmed xp'1

korrutises ja lahutatavas poliinoomis koonduvad. Samal ajal
rahuldavad kongruentsi arvud 1, 2, 3, ... 4 p=1, mis kuulu-
vad kGik erinevatesse jddgiklassidesse mod p, Lsepoolest,
need arvud muudaved nulliks korrutise ja rahuldavad Euleri
teoreemi pdhjal kongruentsi

xp"q- 1= 0 (mod p),
seést nad on mooduliga iihistegurita. Et lahendite arv ilile-
tab kongruentsi kdrgeima liikme astme, siis kdik kordajad

on kongruentsed nulliga. Eriti on kongruentne nulliga vaba-

liige, s.o.
i (p=1)! + 1= 0 (mod p).
Piisavus. Kehtigu kongruents

(p=1)!= -1 (mod p),

kusjuures oletame, et p on kordarv. Siis on tal aga jagaja 4.

1< 4 € p, mis on iiks arvudest 2, 3, ... 5 p=1. Et vasak

Sl

pool ja moodul jaguvad d-ga, siis peab viimasega jaguma ka

kongruentsi parem pool, mis on aga vdimatu. Jarelikult on
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p algarv.

Teoreetiliselt saab teoreemi abil kindlaks teha, kas
antud arv on alg- v0i kordarv. Praktiliselt nGuab see aga
véhegi suuremate arvude korral tohutuid arvutusi.

Kui n-astme kongruentsil

-1
£(x) = aoxn+ n1tn + ...+, =0 (mod p)
on n lahendit, siis v3ib teda esitada kujul

ao(x-xq)(x-xz) B4k (x—xn) = 0 (mod p).

T3epoolest, kuna virduses (5) on b, = b, = ...=b =0
(mod p) ja b,= a,, siis saamegi mirgitud kuju.

Korgema astme kongruentside lahendamiseks ei ole iil-
dist meetodit. Algarvulise mooduli korral leitakse lahen-
did proovimise teel. Kordarvulise mooduli korral taandub
lahendamine algarvuliste moodulitega kongruentside lahen-

damisele.

2. Kongruentsid kordarvulise mooduli jédrgi. Vaatleme
n-astme kongruentsi
(?7) £(x) = 0 (mod m)
lahendamist, kus mooduli m kanooniline kuju on

ok oL,
m=p1°‘4p22... pn" .

: &y
Téhistame Py
esitatav kujul

= my. Siis ('1"'3) = 1 ja kongruents (7) on

(8) £(x) = 0 (mod mm, ... nn).
Teoreem 4.30. Kongruents (8) on ekvivalentne kongruent-

side siisteemiga
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£(x)= 0 (mod m,l)
f(x) = 0 (mod m2)
(C))

£(x) = 0 (mod mn),
s.t. nende lahendite hulgad iihtivad.

TSestus. Kui x on siisteemi (9) lahend, siis teoreemi
4.14 kohaselt on rahuldatud ka kongruents (8). Vastupidi,
kui x on kongruentsi (8) lahend, siis teoreemi 4.15 t3ttu
rahuldab x siisteemi (9) kdiki kongruentse. Teoreem on tdes-
tatud.

Eeldades, et oleme leidnud siisteemi (9) iiksikute
kongruentside lahendid, avaldame siisteemi (9) ja sellega ka
kongruentsi (8) lahendid. Olgu siisteemi (9) esimese kongru-
entsi lahenditeks

£wa", o2,

n-nda kongruentsi lahenditeks
xExl(11), xx(xz)' cee y Xp (mod mn).

Votame esimese kongruentsi lahendite hulgast lahendi
(1)
X =x4q 1 (mod m,), teise kongruentsi lahendite hulgast la-
(1.}
hendi x= x, 2 (mod m2), .+« 5 n-nda kongruentsi lahendite

$2=0
hulgast lahendi x =x, D" (mod %). Saame lineaarse siistee-
mi

(10)



mille lahend iihtib siisteeml (9) ja seega ka kongruentsi (8)
{ihe lahendiga. Teoreemi 4.26 kohaselt on nimetatud lahendiks

(iq) (1)
(11) x= M xy Foad llnl(' X, (mod m),
kus M.m;, =m ja MM =1 (mod my).

Teeme kindlaks kongruentsi (8) lahendite arvu mooduli

m jérgi. Kui muutuks vaid i,, siis oleks lahendeid k. Eui
nuutuks veel vaid i,, saaksime kqk, lahendit, jne. Uldiselt

saame mooduli m Jjargi

k= kks ove Ky
lahendit‘. Eeldame, et k > 1, nditame, et need lahendid on
k3ik liksteisest erinevad. Votame veel lahendi

(34) (3p)
x= MM xy +...+l1!,"xn ~ (mod m),
mille kohta iildsust kitsendamata voime eeldada, et néditeks
iy # 4. Oletame, et
(14) (i)

MyMix, +oeeo + MM X e
(39 (3g)
= H,,l,‘ Xq + eee + lnIL"1 X, (mod m).

Teoreemi 4.15 tGttu kehtib see kongruents ka mooduli m,

Jérgi. Arvestades aga, et l1=‘_- 0 (mod "1)’ kui i > 1, saame

(11) (31) ‘
i x Vs a2 (aoc my) |

Ja M3 =1 (mod m,) t3ttu

L) (3
x; Ve x " (mod my),

mis on vastuolus eeldusega.

3. Kongruents algarvu astme jérgi. Nagu ndgime, taandub
kongruentsi laham\amine mistahes mooduli m jédrgi kongruent-

side
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(12) £(x)= 0 (mod p™)
lahendamisele. Kongruentsi (12) lahendamiseks ldhtume
kongruentsist
(13) £(x) = 0 (mod p).
Iga x, mis rahuldab kongruentsi (12), rahuldab ka kongru-
entsi (13), vastupidine iildiselt ei kehti.

Leiame nditeks proovimise teel kongruentsi (13) kdik
lahendid. Olgu kongruentsi (13) iiheks lahendiks

x = xq (mod p),

s.t. x = x4+ pt rahuldab kongruentsi (13) iga téisarva ¢
korral. Asendame X = x4+ pt kongruentsis

(14) £(x) = 0 (mod p2)
ja lahendame saadud kongruentsi
(15) £(xq+ pt) = O (mod p2)

t suhtes. f(x,+ pt) on t suhtes téisarvuliste kordajatega
poliinoom. Arendades ta Taylori ritta kohal X, saame kongru-
entsi (15) kirjutada kujul

f(x,]) + f'(x,,)pt + 211' f"(x,')pzt:2 + eee =0 (mod p2)
ehk
(16) £(xq) + £'(x)pt = O (mod p2).

Et x= x4 (mod p) on kongruentsi (13) lahend, siis £(x4): p.
Seega jagades kongruentsi (16) mSlemaid pooli ja moodulit

iihise teguriga p saame (16)-ga ekvivalentse kongruentsi

(17) —

+ £'(x)t =0 (mod p).

Eeldame, et

£'(x4) % O (mod p).
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Siis (£'(x4), p) = 1 ja lineaarkongruentsil (17) on para-
jasti iliks lahend. Olgu lahendiks
t= t, (mod p) ehk t = t,+ ps.
Siis kongruentsi (13) rahuldavatest arvudest x = x4+ pt
rahuldavad kongruentsi (14) iga s korral arvud X = X4+
+ p(tq+ ps) = X5+ pas, kus X, = xq+ pt,.
Edasi vaatleme juba kongruentsi
(18) £(x)= 0 (mod p°).
Selle lahendamiseks tuleb leida s vddrtused, mis rahulda-
vad kongruentsi
f(12+ p23)5 0 (mod p3).
Taylori valemi abil saame nagu ennegi viimase kongruentsi

asendada ekvivalentse kongruentsiga
(19) £(x,) + f'(xz)pzs = 0 (mod p3).

Et x, on kongruentsi (14) lahend, siis f(xz),: p2 ja kongru-
entsi (19) saame asendada omakorda ekvivalentse kongruent-
siga

f(xz)
(20) g f'(xz)s = 0 (mod p).

P

Eelduse kohaselt f£'(x4) # O (mod p). Et X =X (mod p) ja
seega f£'(x,) = £'(x4) (mod p), siis ka £'(x,) = 0 (mod p).
Seetdttu on lineaarkongruents (20) s suhtes iiheselt lahen-
duv. Olgu selle lahendiks s = s, (mod p) ehk s = s + pu.
Siis kongruentsi (18) rahuldavad iga u korral x vadrtused

X = X+ p2(s1¢ pu).= X3+ p3u.
s.t. kongruentsi (18) lahendeiks on
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X = x5 (mod ),
kus Xz = X + p281. Nii jidtkates saame kongruentsi (12) la-
hendi.
Eelnevast m3ttekdigust jdreldub, et kui kongruentsil
(13) on k lahendit mod p ja iga lahendi x, korral
£'(x4)= O (mod p), siis ka kongruentsil (12) on k lahendit.
Nédide 2. Lahendame kongruentsi
£(x) = O+ x°+ 22 0 (mod 343).
Arvestades, et 343 = '73 , leiame kdigepealt proovimismeeto-
dil kongruentsi f(x) = O (mod 7) lahendid. Viimase kongru-
entsi ainsaks lahendiks on x = 2 (mod 7). Kuna £'(x) = 3x+
+ 2x ja £'(2) # 0 (mod 7), siis ka ldhtekongruentsil on pa-
rajasti iiks lahend. Selle saamiseks leiame jérgmisel sammul
kongruentsi £(x) = O (mod 7°) lahendi. Selleks lahendame t
suhtes kongruentsi (17) ehk
2 + 16t = 0 (mod 7).
Lahendiks saame
t=-1 (mod 7) ehk t = -1 + 7s.
Siis aga x = 2 + 7t = -5 + 49s. Edasi lahendame s suhtes
kongruentsi (20) ehk
=2 + 655 = 0 (mod 7),
millest
s=1 (mod 7) ehk 8 =1 + 7u.
Seega esialgse kongruentsi lahendiks on
x = =5 + 49(1 + 7u) = 44 + 343u
ehk
X = 44 (mod 343).
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Ulesandeid.
58. Asendada kongruents
x % x84 x7- x*- 24 4x- 3=0 (mod 7)
ekvivalentse madalama astme kongruentsiga ja seejérel la-
hendada.
59. Lahendada kongruents

2+ Xt 7x3+ 6x2+ 5x + 1= 0 (mod 420).
60. Lahendada kongruents
D+ x°+ 220 (mod 7).
61. Lahendada kongruents

X+ X + 3 =0 (mod 125).
62. Lahendada kongruents

P+ x+x+1=0 (mod 22-33-52)-

§ 7. RUUTKONGRUENTSID.

1. Uldised teoreemid. Ruutkongruentsid on mittelineaar-
sete kongruentside lihtsaimaks erijuhuks. Ruutkongruentsi
Jioks on olemas lahendusalgoritmid, mis ei ndua kdigi j&a-
giklasside lébiproovimist. Samuti on vdimalik juba enne la-
hendamisele asumist kindlaks méd#rata, kas antud ruutkongru-
ents on lahenduv vdi mitte. Vaatleme kaheliikmelist kongru-
entsi

= a (mod m), (&, M) = 1.
Kui sellel kongruentsil on olemas lahend, siis arvu a nime-
tatakse n-astme jddgiks mooduli m jérgi, vastasel juhul ni-

metatakse arvu n-astme mittejédgiks. Kui n = 2, siis rdsgi-
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me ruutjéddgist ja mitteruutjéddgist; kui n = 3, siis kuup-
jddgist ja mittekuupjéédgist.

Kédesolevas paragrahvis vaatleme juhtu, kus n = 2.
Siinjuures eeldame, et moodul on paaritu algarv (Jjuhtu, kus
p = 2, vaatleme kdesoleva paragrahvi viimsses punktis).
Seega kédsitleme kongruentse
) x2® a (mod p), (a,p) =1, P £ 2.

Sellisele kongruentsile saab taandada ka iildise ruutkongru-
entsi

bx2

+¢x +4d=0 (mod p), (b,p) =1.
T6epoolest, korrutades viimast kongruentsi teguriga 4b,
saame

45%x2 4+ 4bex + 4bd = O (mod p)
ehk

(2bx + c)?'n c?
Olles tédhistanud y = 2bx + ¢ ja a = ¢

entsini

- 4bd (mod p).

2 _ 4bd, jouame kongru-

7= a (mod p).
Léhtekongruentsi lahendi sesame sel teel, et leiame viimase
kongruentsi lahendi y = ¥y, (mod p) ja lahendame x suhtes li-
neaarkongruentsi
bxEy, - C (mod p).
Mooduli p jérgi on oluliselt erinevaid ruutkongruentse
arvult p. Naditeks, kui p = 5, siis saame jirgmised kongru-

entsid:
x° % -2 (mod 5)

xag =1 (mod 5)
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KGik teised taanduvad nendeks.

Kuna me eeldame, et (a,p) = 1, siis jddb vaatluse alt
védlja kongruents x° = O (mod p), millel on parajasti iiks
lahend x = O (mod p) ja mis seetdttu lahendamise seisuko-
halt edasist huvi ei paku.

Mérgime, et kui x= x; (mod p) on kongruentsi (1) la-
hend, siis (x,l,p) = 1. Tdepoolest, siis x% =a (mod p).
Kui oleks (x4,p) = p, 8iis oleks ka (a,p) = p, 8.t a =0
(mod p), mis oleks vastuolus eeldusega.

Teoreem 4.31. Kui a on ruutjééxz mod p, siis on kongru-
entsil (1) parajasti kaks lahendit.

T3estus. Kui a on ruutjédédk, siis kongruentsil (1) on
véhemalt iiks lahend

x=x (mod p).
Kuid, et (-xq)? = x2, siis on sellel kongruentsil ka lahend
X = -xq (mod p).
Need lahendid on erinevad, sest kui oleks
x = -x, (mod p),
siis saaksime, et
2xq4 = 0 (mod p),
mis on aga vdimatu, sest (2,p) = (x4,p) = 1. Nédidatud kahe
lahendiga on ammendatud kdik lahendid, sest teoreemi 4.28
pdhjal ei saa teise astme kongruentsil algarvulise mooduli

jérgi olla i{ile kahe lahendi.
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Leidub ruutkongruentse, millel pole iihtki lahendit.
Vaatleme néditeks kongruentse
x°= -2 (mod 5),
x°2 -1 (mod 5),
x°= 1 (mod 5),
x° 2 2 (mod 5).
Lahenditena tulevad kdne alla jddgiklassid, mille esinda-
jateks on taandatud jéddkide siisteemi elemendid
A g Lo
Nimetatud arvude ruudud on
61,
mis on mooduli 5 jérgi kongruentsed vastavalt arvudega
“1, 1, 1, =1.
Seega kongruentsid
xal -1, xzs 1 (mod 5)
on lahenduvad, kusjuures esimese lahenditeks on x = -2 ja
x= 2 (mod 5), teise lahenditeks on x= -1 ja x =1 (mod 5).
Kongruentsid
xzs -2, ng 2 (mod 5)
pole aga lahenduvad. Seega modulo 5 on kaks ruutjéski
(-1 ja 1) ning kaks mitteruutjédki (-2 ja 2).
Teise nditena votame jddgiklassid, mis vastavad taan-
datud jédkide silisteemile modulo 11:
X2 =5, =4, =3, =2, =1, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 11).
Siis
=1, 4,9, 16, 25 (mod 11)
ehk
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=1, 4, -2, 5, 3 (mod 1).
Seega lahenduvad en viis kongruentsi

x*= -2, 1, 3, 4, 5 (mod 1),
mittelahenduvad samuti viis kongruentsi

1°m -5, 4, =3, =1, 2 (mod 5).

Teoreem 4.32. Taandatud jéddékide siisteemis paaritu alg-
arvulise mooduli p jérgi on olemas 251 ruutjéddki ja 251
mitteruutjééki. Ruutjédégid on kongruentsed modulo p arvu-
dega
2 12,528 k5 iy

T3estus. Taandatud jéékide siisteemis on ruutjdikideks

rarajasti need arvud, mis on kongruentsed arvude
) g MELL - e T R RN -

ruutudega, s.o0. arvudega (2). Niisiis tarvitseb ndidata, et
arvude (2) seas pole kongruentseid. Kui oleks
k® m 12 (mod p), 0< k< 1< B3,
siis oleks ruutkongruentsil
2 12 (mod p)

neli erinevat lahendit: x= -1, 1, -k, k (mod p), mida ei
saa olla. Teoreem on t3estatud.

Seega ruutkongruentsil x°= a (mod p), (a,p) =1, on
kas kaks lahendit vdi pole iihtki.

Teoreem 4.33. Arv a, mis on iihistegurita paaritu alg-

arvulise mooduliga p, on ruutjddk parajasti siis, kui
p-1

(4) a“ 21 (mod p)

Jja mitteruutjédék parajasti siis, kui
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p=1
(5) a = -1 (mod p).
TSestus. Euleri teoreemi kohaselt
B

(a = D a i 7e "1 =aP 1 _amo (mod p).

Et tegurid i :
a%- -1 ja aBE_ + 1

erinevad teineteisest vaid 2 vdrra, siis sellest, et nende
korrutis jagub p-ga, jéreldub p # 2 t3ttu, et parajasti iiks
teguritest jagub p-ga. Seega kehtib iga a korral, kus
(a,p) = 1, parajasti iiks kongruentsidest (4), (5). Edasi
tarvitseb tSestada, et a on ruutjédk parajasti siis, kui
kehtib tingimus (4).

Tarvilikkus. Olgu a ruutjédék modulo p. See téhendab,et
leidub téisarv x, nii et

x* = a (mod p).

Vitame kongruentsi m3lemad pooled astmesse 2;— . Saame

-1
(6) #1 8.22_ (mod p).
Et aga (x,p) = 1 ja Euleri teoreemi jirgi

1 = 1 (mod p),
siis seosest (6) jéreldubki (4).

Piisavus. Olgu td@idetud tingimus (4). Vaatleme kongru-

entsi
- 1= 0 (mod p),

-1
7 zgz_
p-1

millel ei saa olla rohkem kui o€ = T lahendit. Tingimuse
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(4) t3ttu rahuldab. kongruentsi arv a. Néitame, et kdik
kongruentsi (7) rahuldavad arvud on ruutjé&gid modulo p.
Kui nii, siis on ka a ruutjaak.

Ruutjaékide 7, Tpy +o. 5 T, (o= E57) jaoks leidu-
vad taandatud jé&kide slisteemis arvud x,, Koy sy oy
nii et kehtivad kongruentsid

x,‘?' =1, (mod ),
xg =r, (mod p),

2
X ®mT (mod p). )
Tostes kdik kongruentsid astmesse = BE— ja arvestades
Euleri teoreemi, saame

r:"a xB=1 =1 (mod p),

o -1
5 sxg = 1 (mod p),

r::S 2= 1 (mod D)
ehk
r:l‘- 1= 0 (mod p),
r°2‘- 1= 0 (mod p),
r:: ~ 120 (mod p).
Seega kdoik ruutjddgid modulo p rahuldavad kongruentsi (7).
Et aga lahendite jéddgiklasse ja ruutjéddke on iihepalju, siis
ka vastupidi, iga lahend on ruutjédk. Jérelikult on a ruut-

jadk.

2. Legendre'i siimbol. Jérgnevas tuletame praktilise

votte ruutjddkide leidmiseks suurte moodulite korral (teo-
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reemi 4.33 abil on ruutjéddkide leidmine suhteliselt tiili-
kas). Selleks lahendame teistsuguse probleemi: teeme kind-
laks, milliste moodulite p korral on kongruents
xzs a (mod p)
lahenduv, kui a on antud arv.
Viimase probleemi lahendamine nduab iisna suurt eel-

t66d. Defineerime kdigepealt nn. Legendre'i siimboli.
Legendre'i siimbol(%) defineeritakse juhul, kui p on
algarv ja (a,p) = 1. Siimbolit (%) loetakse "a p suhtes".

Definitsioon: (%) =1, kui a on ruutjésk; (%) = -1,
kui a on mitteruutjéiak.

Vaatleme Legendre'i silimboli omadusi.

(mod p).

sy o 9%
1)(§)§a pil

TSepoolest, kui a on ruutjéddk, siis a © = 1 (mod p)‘.

221

kui a on mitteruutjdédk, siis a < = -1 (mod p).

2) Kui a = b (mod p), siis (%) % (-;3).

Tdepoolest, kui a on ruutjéddk, siis ka kdik teised sa-
ma jadgiklassi elemendid on ruutjéddgid,ja vastupidi, kui a
pole ruutjédk, siis ei saa ruutjdék olla ka ilikski teine

sama jaagiklassi element.

> ) (0. )

s.t. Legendre'i siimbol on tugevalt multiplikatiivne.

Tdestuseks kasutame omadust 1
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(Bhiomm) s comm o o Epngh

e .(—:—n)(nod D)

Kongruentsist jédreldub vordus jédrgmise lemma pShjal:

Kui =7 (mod p), p£2ja [El = Inl =1, siis &=7.
Lemma ise on aga lihtsalt tGestatav. T3epoolest, kui
& £1] , siis kongruents &= 7)(mod p) téhendab, et 1= -1
(mod p) ehk 2= O (mod p), mis on vGimatu, kui p £ 2.

2
b
=] =1.
» (5)
Viimane omadus jéreldub sellest, et b2 on alati ruut-
jddk. Voib aga kasutada eelmist omadust:

2('3‘2') " (‘3)(‘3) =(%)2 = (#)2 =1,
2 (%)= (3)

we ()= (36 - (3)

3. Tarvilik ja piisav tingimus selleks, et arv -1 oleks
ruutjéddk. Kiisimusele, mille piistitasime eelmise punkti al-

gul, saame niiiid vastata a = =1 korral. Niisiis teeme kind-
laks, milliste algarvuliste moodulite p korral on kongruents

x2 = -1 (mod p)

lahenduv. Selleks arvutame Legendre'i simboli (:;-) vadrtu-

se. 1. omaduse pdhjal

(%)5 (--'l)%1 (mod p).
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Lemma pGhjal jéreldub siit vdrdus
(3)-
P
Viimasest vordusest nideme, et -1 on ruutjédék parajasti
siis, kui 1’51 = 2n ehk algarv<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>