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Liihikokkuvote

Bakalaureusett6os anname iilevaate hidgusate esimest jarku lineaarsete diferent-
siaalvorrandite lahenditest soltuvalt algtingimusega iilesande kujust. Seejuures
teeme 1dbi moned naidisiilesanded iga kasitletud iilesande kuju kohta. Bakalau-
reusetdo teoreetiline osa toetub peamiselt A. Khastani ja R. Rodriguez-Lopeze
artiklile [11] ning B. Bede, I. J. Rudase ja A. L. Bencsiki artiklile [3].
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Abstract

In this bachelor’s thesis, we provide an overview of solutions to fuzzy first-order
linear differential equations depending on the form of problem with the initial
condition. We will consider some examples for each form of discussed problems.
The theoretical part of the bachelor’s thesis is based mainly on the article [11] by
A. Khastan and R. Rodriguez-Lopez and the article [3] by B. Bede, 1. J. Rudas
and A. L. Bencsik.

CERCS research specialisation: P130 Functions, differential equations.

Key Words: Fuzzy sets, numbers, functions, first-order linear differential equa-

tions, solutions.



Sisukord

[Sissejuhatus|

(1 Hagusad arvud|

2 Hagusate funktsioonide analtius|

[3 Vaadeldavad hagusad diferentsiaalvorrandid|

T DT ] lite Tahendid

.1

Ulesande (1) lahendid|. . . . . . .. ... ... ... .. ... ...

12

Naited iilesande (1) lahendustest| . . . . . . ... ... ... ...

1.3

Ulesande (2) lahendid|. . . . . . .. ... ... ... .. ... ...

]

Naited iilesande (2) lahendustest| . . . . . . ... ... ... ...

.5

Ulesande (3) lahendid|. . . . . . .. ... ... ... ... .....

76

Naited tlesande (3) lahendustest| . . . . . . ... ... ... ...

[> Hagusate diferentsiaalvorrandite rakendused|

6 Kokkuvote]

25

26

26

28

31

33

36

39

43

46

47



Sissejuhatus

Diferentsiaalvorrandid on iiks olulisemaid matemaatilisi vahendeid, mida kasuta-
takse eluliste iilesannete lahendamiseks erinevates valdkondades. Naiteks kasuta-
takse diferentsiaalvorrandeid majandusteaduses intressi teenimise kirjeldamiseks,

fiitisikas aga sumbuvate vonkumiste néitlikustamiseks.

Harilikud diferentsiaalvorrandid kujutavad endast aga itildistatud mudeleid,
kus kasutatakse mootmistulemuste, parameetrite ning algandmete iildistust —
konkreetset arvu, mitte kogu vadrtuste vahemikku. Seetottu voib osutuda kasu-
likuks ebamaéérasuste valtimiseks kasutada diferentsiaalvorrandites higusaid arve,
mis voimaldavad vaartusi vaadelda iihtse vairtuste intervallina. Kuna hégusate
arvude aritmeetika erineb oluliselt tavaliste tdpsete arvude aritmeetikast, nouab
hégusate diferentsiaalvorrandite lahendamine taiendavaid meetodeid vorreldes ha-

rilike diferentsiaalvorranditega.

Bakalaureuset66 eesmark on anda iilevaade héagusate arvude ja hulkadega
seotud moistetest ning toestada teoreemid erinevatel kujudel diferentsiaalvorran-
dite lahendamiseks. Lisaks aitab kéiesolev t00 suurendada eestikeelse kirjanduse

hulka hégusate arvude valdkonnas.

To66 koosneb viiest peatiikist. Esimeses peatiikis selgitame pohilisi hdgusate
arvudega seotud moisteid. Teises peatiikis keskendume héagusale analiiiisile, toes-
tades defineeritud Hukuhara tuletise omadused, mida kasutame jargmises osas.
Kolmandas peatiikis selgitame tdpsemat t00 suunitlust ning toome sisse erinevate
diferentsiaalvorrandite kujud. Neljandas peatiikis toestame erinevate iilesannete
H-lahendite kujud ning lahendame moned néidisiilesanded. Viiendas peatiikis too-

me véilja moned néited hiagusate diferentsaalvorrandite rakendustest.



1 Hagusad arvud

Selles peatiikis esitame hédgusate arvudega seotud moisted.
Esmalt defineerime higusad hulgad, mille definitsioon périneb Ebinesari ar-

tiklist [7], kuid on esialgu antud Zadehi artiklis [17].

Definitsioon 1.1. [17] Higusaks hulgaks ruumis X nimetatakse hulka

A={(z,pa()) [z € X},

kus kuuluvusfunktsioon pa: X — [0,1] nditab x € X kuulumisastet héigusasse

hulka A.

Seega, mida lahemal on kuuluvusfunktsiooni p4(z) vadrtus tihele, seda suu-

rem on arvu z kuulumisaste hulka A.

Parema arusaamise eesmérgil toome ka iihe néite.

Naide 1.1. Vaatleme inimeste kehamassiindeksit, kirjeldades sona “normaalkaa-

PR 14

luline”. Eristame siinjuures erinevaid kategooriaid: “alakaaluline”, “normaalkaalu-

A5

line”, “ilekaaluline” ja “rasvumine”.

Moodustame hédgusa hulga kuuluvusmddra kujutuse pa: [16,40] — [0, 1] jdrg-

maselt

(x_316, fui 16 < < 19

(@) 1, kur 19 < ax <25

S 305_$, ki 25 < < 30
\O’ muul juhul

Esitame hulga A ka joonisel [1.1]
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Joonis 1.1: Normaalkaaluliste ini- Joonis 1.2: Tasemehulk » = 0.5
meste hulk hdgusa hulgana. korral.

Definitsioon 1.2. [7J] Olgu A hdgus hulk ruumis X. Hulga A tasemehulgaks
nimetatakse hulka, mis koosneb koigist elementidest x € X, mille kuulumisastme

vddrtus hdgusas hulgas A on suurem voi vordne etteantud arvuga r € [0,1], st

A, ={z e X | pa(z) >r}.

Naide 1.2. Eelmise ndite tasemehulk v = 0,5 korral on esitatud joonisel

horisontaalteljel katkendlike joonte vahel.

Definitsioon 1.3. [6/ Héigusaks arvuks nimetatakse héigusat hulka, mille kuulu-

vusfunktsioon on defineeritud kui u: R — [0, 1] ning rahuldab jargmisi tingimusi:

1. u on idlevalt poolpidev, st Vxy € R Ve > 035 > 0 nii, et kui |x — x| < 9,

siis u(z) — u(xg) < &;
2. u on normaalne, st leidub selline xq, mille korral u(zg) = 1;

3. w on hagusalt kumer, st u(Ax + (1 —N)y) = min{u(z),u(y)} Yo,y € R, A €
[0, 1];

4. {z € R: u(x) > 0} on kompaktne hulk.

Edaspidi, et teha vahet hagusatel arvudel ja hulkadel, tdhistame héigusad ar-
vud tema kuulumisfunktsiooni jargi véikeste tdhtedega. Téhistame siinjuures ka

koikide hagusate arvude hulka kui Rp.



Naide 1.3. Toome ndite joonisel [1.3 esitatud hdgusast hulgast, mis ei ole hdigus

aruv.
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Joonis 1.3: Hagus hulk, mis ei ole hégus arv.

Paneme tahele, et kuigi joonisel kujutatud hdgusa hulga kuuluvusfunktsioon on
tilevalt poolpidev, normaalne ning tal on olemas kompaktne kandja, siis see ei ole

hagusalt kumer.

Jargnev kasitlus pohineb artiklitel [§] ja [10] ning raamatul [2].

On histi teada, et iga r € [0, 1] korral on hidgusa arvu tasemehulk w, kinnine

intervall u, = [u, ,u'], kus r-tasemehulga u, otspunktid on u, = u™(r) = inf u,

T

+
T

jaul =ut(r) = supu,.
Toepoolest, olgu u hagus arv. Teame, et koik hulgad u, on mittetiihjad ja
tokestatud, kuna u; # @ ning uy on tokestatud (kompaktne hulk hulgas R on

kinnine ja tokestatud).

Olgu r € (0,1]. Kui a,b € u, (sellised arvud leiduvad, sest hdgus arv on
normaalne), siis tasemehulga definitsiooni pohjal u(a) > r ja u(b) > r. Siis hagusa
arvu hagusalt kumeruse tottu u(x) > min{u(a), u(b)} > r Va € [a, b] korral. Seega

sisaldab w, kinnist intervalli [a, b], jarelikult u, on kumer.

Jaab veel néidata, et u, on kinnine. Vaatame hulka A = {z|u(z) < r}. Olgu
xg € A, st u(xg) < r. Teame, et u on iilevalt poolpidev, seega leidub punktile

xo lahtine imbrus W, mille korral u(x) < r iga @ € W korral. Sellest jéreldub



vahetult, et hulk A on lahtine. Seega on selle tdiend kinnine, mistottu u, on
kinnine. Kuna reaalteljel on kinnised kumerad hulgad kinnised intervallid, siis wu,

on kinnine intervall iga r € [0, 1] korral.

Intervalli u, pikkuse saame kirja panna kui diam(u,) = u — u, .
Teoreem 1.4. [2] u on hdgus arv parajasti siis, kui r-tasemehulgas tema otspunkte

defineerivad funktsioonid v~ ,u": [0,1] — R rahuldavad jirgmiseid tingimusi:

1. u(r) = u, € R on tékestatud, mittekahanev, vasakult pidev poolldigus

(0, 1] ja paremalt pidev punktis 0;

2. ut(r) = u € R on tokestatud, mittekasvav, vasakult pidev poolloigus (0,1]

ja paremalt pidev punktis 0;

3. u; <uy.
Toestus. Teoreem on toestatud raamatus [2]. O

Edasi vaatleme iihte hagusa arvu erijuhtu.

Definitsioon 1.5. [7/ Kolmnurkseks hdagusaks arvuks nimetatakse hagusat arvu

u=(a,b,c), kus a < b < ¢ ning selle kuuluvusfunktsioon on kujul

(z—a
, kuta<xr<b
b—a
c—T
u(z) = , kwmb<zr<c
c—b
0, mujal.
\

Kui u on kolmnurkne arv, st u = (a, b, ¢), siis saame taseme kaupa leida kujul

u, =a+rb—a),u =c—r(c—0b).

Jargnevalt vaatame peamisi aritmeetilisi tehteid hagusatel arvudel r-tasemehulgas,

kus u, = [u, ,u'] ja v, = [v,,v}], mida on kisitletud artiklis []].



Defineerime higusate arvude u ja v summa u + v taseme kaupa jargmiselt:

(u+v), =u, +v, = [u, +ov,,u +vf]

Defineerime ka skalaariga A € R korrutamise A - u taseme kaupa kui

(), = A Nu Aut],  kui A >0
)y = A, =

N, A, kui A < 0.

Hégusate arvude u ja v korrutis u - v on defineeritud jargmiselt:

(u-v), =min{u, v ,u v, u v ufvl}
(u-v)f =max{u v, ,ufv  u v ufv}.

Selliselt defineeritud otspunktid (u - v). ja (u - v); rahuldavad teoreemi tin-
gimusi. Toepoolest, kui u,v € Ry on sellised, et r-tasemehulgas u, = [u, 4] ja
v, = [v,, vf], siis sellest, et u ja v, ning v, ja v;" on tokestatud, pidevad vasakult
poolldigus (0, 1] ja paremalt punktis 0, jareldub vahetult otspunktide (u - v), ja
(u-v) tokestatus ning pidevus vasakult poolloigus (0, 1] ja paremalt punktis 0.

Seejuures

(wv); = mln{ul vy 7“?”1 y Uy U1 7u1 } max{ul vy 7“?1}1 y Up Ufﬂh } = (UU)T

Néitame niiiid, et (u - v), on mittekahanev ja (u - v); on mittekasvav. Olgu
0 <7y < < 1. Sellisel juhul, et [u,, v ] C [u,, ] ning [v,,, 0] C [v,, 0],

siis [(w),, (wv);] C [(uwv);,, (uv)}]. Toepoolest, olgu x € [(uv);,, (uv); ], seega

leiduvad y € [u,_,ut] C [u,.,u

7“1’ 7“1 7"2’

+liaz e v, v ] Clo,, v ] nii, et x = yz. Sellest

Tl’ 7"1 r27 UT2

aga jéreldub vahetult, et x = yz € [(wv),,, (uv);}]. Jérelikult kehtib
[(wv),,, (uv)] € [(wv),,, (uv)}] ning (uv),] < (wv);, ja (w),, < (uv),,.

Sellega oleme nédidanud, et teoreemi tingimused on taidetud.



2 Hagusate funktsioonide analiitis

Selles peatiikis tutvume hagusate funktsioonide, tuletise ja integraali moistetega.

Samuti toestame moned olulisemad nendega seotud omadused.

Definitsioon 2.1. [20/ Oeldakse, et f on higusate vidrtustega funktsioon (fuzzy-
valued function), kui f: [a,b] — Rp, kus [a,b] C R.
Hdigusate vddrtustega funktsiooni saab tasemehulkade kaupa kirjutada kujul

f@)r = [f (@), £ (@)], kus £, f;7: la,0] = R, r € [0,1].

Edaspidi nimetame higusate vaartustega funktsiooni lihtsalt hdgusaks funkt-

siooniks. Vaatleme ka néidet.

Naide 2.1.

kus u = (1,2,3) on kolmnurkne higus arv ning x € [0, 3].

30 «
— -0 tase
--- 1 tase
------- +0 tase
20
10 | /,,/”
.;':”’”” X‘

Joonis 2.1: Higusa funktsiooni f(z) = u*x graafik.

Joonisel on kujutatud kolmnurkse hagusa funktsiooni f(x) = (x,4x,9z) graa-
fik. Vddrtus 1 tdhistab funktsiooni tuuma ehk 1-tasemehulka fi(z) = 4x ning

vddrtused -0 ja +0 mddravad funktsiooni 0-tasemehulga fo(x) = [x,9x].

Selleks, et hinnata kaugust kahe hédgusa arvu vahel, defineerime Hausdorffi

kauguse.



Definitsioon 2.2. [i] Hausdorffi kaugus kahe higusa arvu vahel on mdadratud

kujul D: Ry x Rp — RT U {0} ning

D(u,v) = sup max{|u, — v, |, [uf — v},
0<r<1

kus u, = [u, ,ul], v, = [v7,v}].

Defineerime ka hégusate funktsioonide piirvdartuse ja pidevuse.

Definitsioon 2.3. [1/ Olgu f: [a,b] — Rp hdgus funktsioon ja xo € [a,b]. Kui

Ve > 036 > 0Vz(0 < |z —xo| <0 = D(f(x),L) <e),

siis oeldakse, et L € Ry on funktsioon: f puirvddartus punktis xo ning kirjutatakse

lim f(z)= L.

Tr—xQ

Hagusat funktsiooni f nimetatakse pidevaks punktis xq, kut

lim f(z) = f(xo)-

Tr—T0

Defineerime higusate funktsioonide iihtlase pidevuse.

Definitsioon 2.4. [18] Héagusat funktsiooni f: [a,b] — Rp nimetatakse thtlaselt
pidevaks hulgas X C [a,b], kui iga € > 0 korral leidub § > 0 nii, et iga x,2" € X

korral, mis rahuldavad tingimust |z — 2’| < 8, kehtib vorratus D(f(x), f(z)) < e.

Sonastame ka omaduse iihtlasest pidevusest, mis jareldub vahetult Heine-

Cantori teoreemist.
Teoreem 2.5. [16] Kui (X,dx) ja (Y,dy) on meetrilised ruumid, f: X —Y on

pidev funktsioon ja X on kompaktne, siis f on thtlaselt pidev.

Téestus. Olgu (X,dx) ja (Y, dy) meetrilised ruumid. Oletame vastuvéiteliselt, et

f pole iihtlaselt pidev. Siis leidub selline ¢y > 0, et iga 6 > 0 puhul saab valida

10



punktid 7, 2/ € X omadusega dx (T, z') < d ja dy (f(T), f(z')) > €. Suvalise k € N

1
puhul leiame arvule z vastavad punktid z; € X ja x;, € X nii, et

(o) < 7o dyl(f(@0), S@1) > o

Kuna X on kompaktne, siis leidub jadadel koonduv osajada, st zp, — v € X
ja x, — ¢ € X. Kuna k — oo korral dy(zg,z),) — 0, siis © = 2’. Kuna
f on pidev, siis sellisel juhul dy (f(zy,), f (x}cj)) — 0, mis on vastuolus sellega,
et dy (f(xg), f(x})) = €. Seega on funktsioon iihtlaselt pidev meetrilises ruumis

X. [l

Jareldus 2.6. [18/ Kui hdagus funktsioon f: [a,b] — Rp on pidev loigus |a, b], siis

on see selles loigus ka thtlaselt pidev.

Toestus. Tulemus jareldub vahetult eelmisest teoreemist, kuna kinnised intervallid
on kompaktsed ja moodustavad kauguse d(z,y) = |x — y| suhtes meetrilise ruumi.
Samuti on raamatu [2] pohjal (Rg, D), kus D on Hausdorffi kaugus, meetriline

ruum. O

Jérgnevalt vaatleme, kuidas on higusatel funktsioonidel defineeritud tuletis.
Selleks on meil koigepealt tarvis kahe higusa arvu vahet. Eelnevalt oleme defineeri-
nud higusate arvude korrutamise skalaariga ja nendevahelise summa. Paneme té-
hele, et hiigusa arvu u korral r-tasemehulgas (u, = [u, ,u}]) (=1)u, = [~u}, —u],
mis ei ole vordne u, vastandelemendiga.

Kui proovida defineerida a — b := a+ (—1)b ja {iritada seda kasutada tuletise

defineerimisel, siis on funktsiooni f: [a,b] — R tuletiseks punktis = € [a, b]

f'(z) = lim

h—0

flx+h) = f(x)
- :

11



r-tasemehulgas on lugeja vordne

[f@+h) = f@)] =[f7 @@+ k), £ @+ )]+ (=D[f; (@), £ ()]
= [fr (@ +h) = [ (@), £ @+ h) = £ (2)].

Kuna f on higus funktsioon, siis iildiselt f. (x) # f'(z), mistottu protsessis
h —0
fr(@+h) = ff(x) » 0ja f,7(z+ h) = f, (z) » 0.

Seega, korrutades molemad otspunktid suurusega 7 ning minnes piirile h — 0,
siis tuletise definitsiooni piirvaartuses lugeja piirvdartus pole 0, aga nimetaja l&-
heneb nullile. Jarelikult neid piirvaartuseid kas ei eksisteeri voi need on lopmatud,

mistottu selline vahe ei ole sobivaks viisiks tuletise defineerimiseks.

Seega tuleb koigepealt vaadata erinevaid mooduseid, kuidas kahe hagusa ar-
vu vahet leida. Jargnevalt vaatame Hukuhara vahet ning anname taseme kaupa

valemi selle reaalseks kasutamiseks.

Definitsioon 2.7. [2] Hukuhara vahe (H-vahe, tihistatud kui ©g) hdgusate ar-

vude u ja v vahel on defineeritud jargmiselt:
USHUV=WES U=+ w.

Kui uw Sy v eksisteerib, siis saame selle r-tasemehulga jarg: kirjutada kus

(uon V), = [u, — v, ul —vf].

Selleks, et edaspidi kergema vaevaga H-vahe eksisteerimist kontrollida, esita-

me jargmise tulemuse.

Jareldus 2.8. [13] Olgu u,v € Rp. H-vahe uw Sy v eksisteerib parajasti siis, kui
iga r € [0, 1] korral kehtivad jargmised vdited:

(i) diam(u,) > diam(v,);

12



(i1) u,. — v, on mittekahanev r jirgi;
(iii) i — v on mittekasvav r jirgi.

r

Téestus. Viide jareldub vahetult definitsioonist [2.7] ja teoreemist [1.4] O

Jargmised lemmad sonastavad moned H-vahe omadused.

Lemma 2.9. [11] Olgu a,b,c,d,e € Rg.

(1) Kui a©pb eksisiteerib ja X € R, siis eksisteerib A\ -a Sy \-b ja

(1) Kuia©y c eksisteerib, siis eksisteerib ka (a +b) Sy ¢ ning
(a+b)Ogc=(aOgyc)+b.

(11i) H-vahed a Sy ¢ ja (a Oy ¢) Oy d eksisteerivad parajasti siis, kui eksisteerib

aOg (c+d), ningaSpy (c+d)=(aEgc)Syd.

(iv) Kuia©pyc jaboyd eksisteerivad, siis eksisteerib (a +b) Oy (¢ + d) ning
(a+b)6u(c+d)=(acyc)+ (boyd).

(v) Kuia ©g b= cSyd+ e ning H-vahed a ©g ¢ ja b Oy d eksisteerivad, siis
aSgc=b5ygd+e.

Téestus. Toestame viite (i). Ulejasinud saadakse analoogiliselt H-vahe definitsioo-

nist.

Olgu a,b € R ja A € R. Eksisteerigu a ©5 b. Vaatame esmalt juhtu, kus
A > 0. Seega tasemehulgas, kus r € [0, 1], saame

Ma©gb], = Na, — b, af —b']

T

= [)‘(a_ - br_)v )\((I:_ - b:_)] = [/\(Z; o )‘b;> )\CL:_ o )‘b:_]

r

= [[Aal; = [N, [Aal = [MOT] = [Aa ©p Ab),.

13



Kui A < 0, siis r-tasemehulgas

Ma©gb], = Na, — b, aF —b']

T

= [A-(af = b7), A (o, = b)) = [Aal = AT, Aa, — Ab,]

= [[Aa], = [N];, [Aal — [NO]T] = [Aa ©n MY,
Seega vastav H-vahe eksisteerib ja vordus kehtib. [

Lemma 2.10. [T]] Olgu A\, € R ning u € Rp.

(i) Kui A > p >0, siis \u Sy pu = (A — p)u.

(11) Kui A < 1 <0, siis \u©g pu = (A — p)u.

Toestus. Toestame viite (i), vdite (ii) toestus on analoogiline. Olgu A, i € R ning
u € Rp sellised, et A > p > 0. Sellisel juhul saame vorratust (A—pu) > 0 arvestades

jargmised vordused:

A= pwur = A=, u] = [(A = pu,, (A= pu,]

= M, — pu, Mt — put] = Aoy pal,.
Viide (i) on toestatud. O
Lemma 2.11. [71] Kui a,b,c,d € Rp on sellised, et H-vahed a ©y b, a Oy ¢ ja
b Sy c eksisteerivad, siis eksisteerib ka (a ©y ¢) Sy (b Sy ¢) ning

(aGpc)op (bOpc)=aoyb.

Toestus. Viide jareldub vahetult H-vahe definitsioonist. O]

Lemma 2.12. [11] Olgu f,g: (0,hy) — Rp sellised, et H-vahed f(h) &g g(h)

eksisteerivad iga h € (0, hg) korral. Olgu u,v € Rp sellised, et hli%l f(h) = u,
—0+

lim g(h) = v. Sellisel juhul eksisteerib uSgv ning lim (f(h)Sgg(h)) =uSgv.
h—0+ h—0+

Téestus. Viide on toestatud artiklis [11]. O
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Jargnevalt defineerime H-vahele vastava tuletise.

Definitsioon 2.13. [} Funktsiooni f: (a,b) — R nimetatakse Hukuhara dife-
rentseeruvaks punktis xo € (a,b), kui iga piisavalt vdikese h > 0 korral eksistee-
rivad Hukuhara vahed f(xo+h)Sn f(xo) ja f(xo) O f(xo—h) ning leidub element

f'(x0) € R, nii et

li {E TP On f20) _ (@) On flzo b
h—=0+ h h—0-+ h

= f'(zo).
Hdégusat arvu f'(xo) nimetatakse funktsiooni f Hukuhara tuletiseks punktis x.

Seega voime raamatu [2] pohjal kirjutada, et [f'(zo)]. = [(f,) (zo), (f;7) (20)]-

Niide 2.2. Vaatame hdigusate vidrtustega funktsiooni f: (0,1) — Rg, mis on
defineeritud taseme kaupa jargmiselt: [f(z)], = [(1 —z)r, (1 —x)(2 —r)]. Uurime,
kas funktsioon on H-diferentseeruv. Selleks vaatame, kas piisavalt viikese h > 0

korral eksisteerib esmalt H-vahe f(x + h) &y f(z):
diam|f,(x + h)] = (1 —xz—h)(2—2r) 2 (1 —2)(2 — 2r) = diam[f.(x)).
Jarelduse 2.8 pohjal H-vahet ei eksisteeri. Seega pole funktsioon H-diferentseeruv.

Selleks, et vihendada kirjutamise mahtu jargmistes toestustes ja peatiikkides,

iitleme, et funktsioon f rahuldab tingimust

(H,), kui piisavalt viikese h > 0 korral eksisteerivad punktis = jargmised H-vahed:
fle+n)ou f(z) ja f(z) On flz—h).
Kuna H-tuletist aga ei eksisteeri koikidel juhtudel, vaatame ka teist viisi,

kuidas hédgusate funktsioonide tuletist saab defineerida.

Definitsioon 2.14. [11] Olgu f: (a,b) — Rp ja xo € (a,b). Oeldakse, et f on

diferentseeruv punktis xo, kui leidub element f'(xo) € Rp nii, et

(1) iga piisavalt viikese h > 0 korral eksisteerivad H-vahed f(xo+ h) ©n f(xo),

15



f(xo) ©5 f(xo — h) ning piirvddrtused

lim flxo+h) Sy f(xo)

R T ol
h—0+ h o hlif(l]l-‘r h = f'(wo)

V0%
(i1) iga piisavalt viikese h > 0 korral eksisteerivad H-vahed f(x¢) ©n f(xo+ h),

f(xo — h) &y f(xg) ning piirvddrtused

. flxo)om flxo+h) . flezo—h)ou flxe)
hll>r(r)1+ (—h) B hligljt (—h) = f'(@o).

Paneme téhele, et selles definitsioonis on tingimus (i) samavddrne Huku-
hara diferentseeruvusega. Seetottu nimetame edaspidi tingimust (i) rahuldavat
funktsiooni H-diferentseeruvaks ning tingimust (ii) rahuldavat funktsiooni (ii)-

diferentseeruvaks.

Toestame ka moned tuletise tehetega seotud omadused.

Lemma 2.15. [3/ Olgu f,g: (a,b) — Rp H-diferentseeruvad punktis x € (a,b),
siis f + g on H-diferentseeruv punktis x ning (f + g)'(x) = f'(z) + ¢'(x).

Toestus. Olgu f, g H-diferentseeruvad punktis x. Néitame, et nende summa f + g
on H-diferentseeruv punktis . Kuna f, g on H-diferentseeruvad, siis eksisteerivad

H-vahed f(z+h) ©u f(2), f(z) ©n f(z —h), g(x +h) ©n g(z),9(x) ©n g(z — h).
Seega saame lemma [2.9|(iv) pohjal, et

i F@ 1)+ (e +B) S () +g(2)
h—0+ h

flx+h)ou f(z)+g(x+h) O g(x)

+ jim 9N Sng(@)
h—0+ h h—0+ h

16



Analoogiliselt saab néaidata, et

g L) 000 S (e =) e —m)

h—0+ h

Viide on toestatud. O]

Teoreem 2.16. [3] Olgu f : R — R diferentseeruv ja g: R — Rp (g diferentsee-

ruvus tapsustatakse hiljem).

(i) Kui f(z)- f'(x) > 0 ja g on H-diferentseeruv, siis f - g on H-diferentseeruv
ning

(f - 9)'(x) = fi(x) - g(x) + f(z) - ¢'(2).

(ii) Kui f(z)- f'(z) <0, g on H-diferentseeruv ja f - g rahuldab tingimust (Hy)

punktis x, siis f - g on H-diferentseeruv ning
(f-9)(x) = f(z) -4 (x) ©n (=f'(2)) - g(2).

(iii) Kui f(x)- f'(z) >0, g on (ii)-diferentseeruv ja f - g rahuldab tingimust (H,)

punktis x, siis f - g on H-diferentseeruv ja
(f-9)(x) = f(x) - g(x) Ou (- f(x)) - g'(x).

Téestus. Toestame viite (i). Véidete (ii) ja (iii) toestused on analoogilised.

Kuna f on pidev, siis piisavalt viikse h > 0 korral on f(z), f(x — h) ja
f(z 4+ h) sama maérgiga. Kuna ¢ on punktis x H-diferentseeruv, siis eksisteerib
H-vahe g(z+h)©p g(z) piisavalt viikese h > 0 korral. Seega leidub u;(x,h) € Rp
selline, et g(z + h) = g(z) + wi(x,h). Samuti f(z + h) = f(x) + vi(x, h), kus
vi(xz,h) = f(z + h) — f(x) omab piisavalt viikese h > 0 korral sama mérki, mis

f(x) ja f(z + h). Seega

flx+h)-g(z+h) = f(z)-g(x)+ f(2) ui(z, h)+oi(z, h)-g(x) +vi(z, h) -z, h).

17



Jéarelikult eksisteerib H-vahe f(x + h) - g(z + h) ©g f(x) - g(x) ning

f(x+h)-glx+h)ou f(x)-g(x) = f(x) -u(z, h)+vi(z, h) g(z)+vi(z,h) ui(x, h).

1
Korrutades saadut suurusega 7 ning minnes piirile h — 0+, saame

flx+h)-glx+h)on f(z)-g(x)

lim

h—0+ h

gy @) (e h) oo h) - g(@) + o, h) ()

N h—0+ h

= lim M+ lim 'Ul(x7h)g($) + lim ’U1(£13, h)ul(x’ h)
h—0+ h h—0+ h h—0+ h

Seega, pidevuse ja H-tuletise definitsiooni pohjal

fx+h)-g(z+h)Sn f(z)-9(x)

hl—i>r(r)l+ h
— @) g@) + F@) - 9(x) + F(2) m (e, h)

Kuna g on pidev, siis viimane liidetav on vordne nulliga. Analoogiliselt saame

;}E& f(z)-g(x) On f;f —h)-g(x—h) = f(x) ,g/(x) + f’(a:) - g().

Viide (i) on toestatud. O

Lemma 2.17. [T1] Olgu f,qg: (a,b) — R H-diferentseeruvad funktsioonid ning
eksisteerigu f Sy g selles intervallis. Kui f ©y g rahuldab iga x € (a,b) korral
tingimust (Hy), siis f © g on H-diferentseeruv ja (f &g g)'(x) = f'(x) &5 ¢'(x)
iga x € (a,b) korral.

Toestus. Olgu f, g H-diferentseeruvad punktis x. Seega eksisteerivad piisavalt vii-

kese h > 0 korral H-vahed

fx+h)on f(z), f(x)on f(x —h), g(z +h) ©n g(x), 9(z) On g(z — h)

18



ehk leiduvad wy(z, h), us(x, h),vi(x, h), ve(z, h) sellised, et

flx+h) = f(z) +wlz,h), f(x) = f(z—h)+uz,1)

ja

gz +h) = g(x) +vi(x, h), g(x) = g(x = h) + va (2, 1).

Kuna f ©p g eksisteerib ning rahuldab tingimust (H;) punktis x, siis eksis-

teerivad ka piisavalt viikese h > 0 korral H-vahed

(fz+h)eng(z+h)Su(f(r)onyg(x)) ja (f(x)Sng(x))On (f(x—h)SHg(x—h)).

Seega leiduvad wy (z, h), we(x, h) € Rp sellised, et

f@+h)Sn gl +h) = (f(z) Ou g(x)) + wiz, h)

ja
f(@) en g(z) = (f(z —h) ©m gz — h)) + wa(x, h).
Siis H-vahe definitsiooni ja lemma [2.9(v) pohjal
f@+h)en f(x) =g(x+h)on g(x) +wi(z,h)
ja

f(z) on f(x —h) = g(z) Om g(x — h) + wa(z, h).

Korrutades viimast suurusega 7 ja minnes piirile A~ — 04, saame eelnevast,

et f'(z) = ¢ () + (f ©r g9)'(x), millest vahetult H-vahe definitsiooni pohjal saame
(f ©ug)(z) = f(z) Sn g'(x). O

Teoreem 2.18. [3] Olgu f,g: (a,b) — Rp sellised, et f on (i)-diferentseeruv ja
g (i1)-diferentseeruv voi f on (ii)-diferentseeruv ja g (i)-diferentseeruv intervallis

(e, B). Kui H-vahe f(x) ©y g(x) eksisteerib iga x € (o, B) korral, siis f ©y g on
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diferentseeruv ning iga x € («, ) korral

(f on 9)(z) = f(z) + (-1)g'(x).

Téestus. Olgu f (ii)-diferentseeruv, siis eksisteerib H-vahe f(z) ©g f(z + h), st
leidub uy(x, h) selline, et f(z) = f(z + h) + ui(z, h). Analoogiliselt, et g on (i)-
diferentseeruv, siis leidub vy (x, h) selline, et g(x 4+ h) = g(x) + v1(z, h).

Seega saame, et f(z)+g(z+h) = f(x+h)+g(x)+uw(z, h)+vi(z, k). Kuna
eelduse pohjal H-vahed f(x) ©p g(x) ja f(z+ h) ©n g(x + h) eksisteerivad sellise

h > 0 korral, et x + h € («, ), siis saame
f(z) 6m g(x) = f(x +h) S g(x + h) + ur(z, h) + vi(z, h).

Viimane aga tdhendab, et leidub H-vahe (f(z)©g g(z))©n (f(xr+h)Sp g(x+h))

ning
(f(z) ©u 9()) ©n (f(x + h) ©n g(x + h)) = wi (2, h) + vi(x, h).

Sarnase arutelu pohjal saame néidata, et eksisteerivad us(z, h) ja ve(x,h)

sellised, et

f(x = h) = f(z) + us(z, h),
g(x) = g(x = h) + va(z, h),

ning (f(xr —h) g glx — h)) 5 (f(z) ©m g(x)) = us(z, h) + vo(x, h).

Seejuures paneme téahele, et

u(z,h) I ug(z, h)

hlif(l)lJr (—h) N hg&r (—h) = /')
. (z,h) (z,h)
hli}g):* (—;1) - hlg& (——;1) = (=Dg(@).
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1
Seega, korrutades 16puks vordused suurusega —— ning minnes piirile h — 0+,

h
saame, et f Oy g on (ii)-diferentseeruv ja

(f ©n 9)(z) = f'(z) + (=1) - g'(x).

Analoogiliselt saab toestada véite juhul, kui f on (i)-diferentseeruv ning g (ii)-

diferentseeruv. [

Toome sisse ka Riemanni integraali moiste hégusatel funktsioonidel.

Definitsioon 2.19. [2/ Funktsiooni f: |[a,b] — Rp, kus [a,b] C R, nimetatakse
Riemanni mottes integreeruvaks loigus [a, b], kui leidub element I € Rg, millel on

jargmine omadus:

iga € > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et iga jaotused: a = xg < w1 < -+ < Tp, =Db
korral, mille norm A(d) < 6, ja iga punktide valiku & € [x;, x;1q1],1=10,...,n—1,
korral kehtib

n—1
D (Z f(&)(l’@_;,_l — I‘i), I) < €.
=0
Sel juhul tahistatakse
b
I= / f(x)dx

ja nimetatakse seda hdgusaks Riemanni integraaliks.

Veelgi enam, raamatu [2] pohjal saab kirjutada, et r-tasemehulgal kehtib

pideva hégusa funktsiooni korral

[/:ﬂfv)dw}r - [[ @ [ e

Nimelt saame Riemanni summad kirjutada taseme kaupa kujul

-1

Z fz Tig1 — ] [Zf fz Tijp1 — Z f@ Tit1 — :L‘)]
=0

=0

Jéarelduse pohjal on 16igus [a, b] pidev funktsioon selles 16igus iihtlaselt
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pidev. Raamatu [2] pohjal hagusate vdartustega funktsiooni iihtlane pidevus té-
hendab seda, et iga € > 0 korral leidub ¢ > 0 nii, et suvaliste z, z( € [a, b] korral,

kui |z — x| < 6, siis
£
b—a

D(f(x)7f($0)) <

Hausdorffi kauguse definitsioonist jareldub, et

€
b—a’

s 157 @) = £ @)} <

s o {7101 G
rel0,1]

mis annab
|5 (x) = [ (=o)| < bL iga r € [0, 1] korral.
—a
Valime 16igu [a, b] jaotuse d sellise, et A(d) < 0. Kuna iga pidev funktsioon
saavutab oma maksimum- ja miinimumvéartused, siis leiduvad

M = max{ £7(2)| @ € [rw]} Ja i, = min{ (@) € [, 0]},

Jarelikult M5 —mi, < bL Seega
’ ’ —a

€
S(fE, d) —s(fF,d) < b_a;(xi+1_xi>:g,
n—1
kus S( ZM = Az ja s(fF,d) = ZmﬁAmi. Jarelikult, kuna loigus

=0
pidevad reaalarvuhsed funktsioonid on selles 101gus integreeruvad, siis leidub iga

e > 0 korral 6 > 0, mis ei soltu r vaartustest.

Esitame ka moned Riemanni integraaliga seotud omadused.

Lemma 2.20. [3/ Olgu f: [a,b] — Rp pidev héigus funktsioon. Sellisel juhul
/ f(x)dz on H-diferentseeruv ning F'(x) = f(x).

Toestus. Viide jareldub vahetult tdhelepanekust Riemanni integraali esitusest ta-
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semehulkade jargi

[/ 7 (x) dx, bff(fff)dfv
[ [[seee]

ning H-tuletise esitusest r-tasemehulgas

[F'(@)], = [(F7) (), (F7) ()],

Teoreem 2.21. [10] Olgu F pidev hdgus funktsioon intervallis (a,b) ning

u(z) =voy /Ow —F(t) dt,

kus v € Rp on selline, et eelmine H-vahe eksisteerib iga x € (a,b) korral. Siis on

w (i1)-diferentseeruv ja u'(x) = F(x) iga x € (a,b) korral.

Toestus. Olgu zo € (a,b) ja h > 0 piisavalt viike 0-l&hedane arv. Seega

diam{u, (z)] = diam[v,] — /0 " diam|[F, (1)) dt.

Kuna F' on pidev, siis vastavalt lemmale [2.20[ on / F(t) dt H-diferentseeruv
0

T

ja / diam[F.(t)] dt on mittekahanev muutuja x suhtes iga r € [0, 1] korral. Seega
0
on diam[u,(x)] mittekasvav punktis x iga r € [0, 1] korral. Jarelikult eksisteerivad

jargmised H-vahed

.I(H—h
u(xo) Of u(wo + h) /

u(xrg — h) Oy u(xo) / F(t

Siis

(u(xo) On u(zo + h)

lim D (=)

h—0+

,F(:r;o)> — lim D(”O—,F(xo)) —0,

h—0+ h
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kuna F' on pidev, g(z) = / F(t) dt on H-diferentseeruv ning ¢'(z) = F(x) iga

0
x € (a,b) korral. Analoogiliselt saame, et

_ u(zo — h) ©n u(x) _
Jim D =) Fla)) =0
Seega u'(x) = F(x) ja viide on toestatud. O
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3 Vaadeldavad hagusad diferentsiaalvorrandid

Héagusate diferentsiaalvorrandite varasem kasitlus pohineb Hukuhara tuletisel,
mille formaliseerisid Puri ja Ralescu. See lahenemine voimaldab defineerida hégu-
sate funktsioonide tuletisi klassikalise diferentsiaalarvutuse analoogina [2]. Kuigi
viimane tdahelepanek lihtsustab iilesannete lahendamist, siis tdnapédeval on kasu-

tusel ka teised viisid tuletise defineerimiseks [12].

Hukuhara tuletise kasutamise peamine puudus seisneb selles, et hiagusa dife-
rentsiaalvorrandi lahendite ebaméérasus kasvab pidevalt, mis ei voimalda perioo-
diliste lahendite ega asiimptootiliste ndhtuste olemasolu [2]. Seega on hégusate
diferentsiaalvorrandite uurimine vorreldes tavaliste diferentsiaalvorranditega ké-

sitletav iseseisva distsipliinina [11].

Kéesolevas t66s uurime hégusate esimest jiarku lineaarsete diferentsiaalvor-
randite lahendamist Hukuhara tuletise jargi, otsides lahendeid jéargmistele mitte-

ekvivalentsetele diferentsiaalvorranditele, mida on késitletud artiklis [11]:

Y(z) = a(@)y(z) + b(x), vel,

ja

(3)

Eeldame {ilesannetes —, et yo € Rp ning funktsioonid a: I — R ja
b: I — Rp on pidevad intervallis I, kus I on (0,7") tiiiipi intervall, milles y on

diferentseeruv ning y on pidev poolldigus [0, 7).
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4 Diferentsiaalvorrandite lahendid

Definitsioon 4.1. [10] Olgu hdgus funktsioon y: I — Rp selline, et eksisteerib
Hukuhara tuletis i . Kuiy jay' rahuldavad algtingimusega tilesannet, siis deldakse,

et y on vastava algtingimusega tlesande lahend.

Jargnevates alapeatiikkides uurime lahendite olemasolu ja kuju juhtudel, kui
a < 0jaa >0 (juhul @ = 0 on tulemused samad, mis juhtudel a < 0 ja a > 0)
[11]. Vaatleme esmalt (1)) tiitipi tilesandeid.

Téahistame peatiikis ldabivalt

fi(w) := cosh ( /0 "a2) dz) ja fo(x) = sinh ( /O "a2) dz) .

4.1 Ulesande (1) lahendid

Jargmine teoreem esitab valemid tilesande (1)) lahendamiseks. Artiklis [I0] on pi-

kemalt selgitatud lahendite kuju tekkimist.

Teoreem 4.2. [T

(1) Kuia(x) > 0 intervallis x € 1, siis

y(z) = elo o) &= (yo + / b(s)e™ Jo alx)dz ds)
0

on diferentsiaalvorrand: lahend intervallis 1.

(ii) Kuia(x) < 0 intervallis x € I, siis

y(z) = fi(z) (yo + /03” [b(s)fl(s) S) 5(5)f2(3)] dS)
+ fo(2) (yo + /O‘L‘ [b(s)ﬁ(s) O b(S)fg(S)i| ds)

on tlesande lahend selles intervallis eeldusel, et H-vahed eksisteerivad.
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Toestus. Toestame viite eraldi juhtudena a > 0 ja a < 0.

Juht (i).J3] Olgu a > 0. Lemma [2.20] ja [2.15] pohjal on
Yo + / b(s)e™ Jo =)= g
0

H-diferentseev ning

x /
(yo + / b(s)e_ I a(z)dz ds) _ b(:t) e IS a(z)dz
0

T

Kui tahistame f(z) = elo @)% ning g(z) = yq / b(s)e™ Jo 924 g siis sellest,
et a(z) > 0 iga x € I korral, saame f(z)f'(z) > 0 ning seega teoreemi 2.16 pohjal
f - g on H-diferentseeruv. Jarelikult y'(z) = a(x)y(z) + b(x) ning y rahuldab

vorrandit.

Juht (ii). Olgu a < 0 ning
ole) =+ [ [be)(5) S blo) )] s

Siis on fi(z) - fi(z) > 0, fo(z) - f3(z) > 0. Lemma pohjal on g H-

diferentseeruv ning

g'(x) = b(x) fr(z) ©p b(x) fo(z).

Seega, teoreemi pohjal on fi(z) - g(z) ja fo(z) - g(x) H-diferentseeruvad

funktsioonid. Siis

(fi-9) () = fi(z) - g(x) + fi(z) - ¢ (2),
(f2-9) () = folx) - g(z) + fo(z) - ¢ ().

Lemmade [2.16] ja [2.15 pohjal on y H-diferentseeruv ja

Y (x) = fi(@) - g(x) + fi(x) - g'(2) + fo(2) - 9(2) + fa(2) - ¢ (2).
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Paneme téhele, et
fi(z) - g(x) + f3(z) - g(2) = a(z)y(z) ja fi(z)- ¢ (z) + fo(z) - ¢'(x) = b(2).
Seega y'(z) = a(@)y(z) + b(z).

Teoreem on toestatud. O]

4.2 Naited iilesande (1) lahendustest

Uldiselt on suhteliselt kerge lahendada iilesannet , kui @ > 0. Vaatame jargmist

naidet.

Naide 4.1. Vaatleme tlesannet

Y (z) =y(x),

y(0) = (—1,0,1).

Kuna a =1 > 0, siis voib kasutada teoreemi|[4.9(i). Seega saame lahendiks

y(x) = elo dz (yo + / 0-¢ Jod ds) = eypo.
0

20 &
— —0 tase
--- 1 tase
10 || +0 tase

—10

—20

Joonis 4.1: Ulesande lahendi y graafik.

Vaatleme aga keerulisemat néidet, kui a < 0.
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Naide 4.2. Olgu tilesandeks leida lahend jirgmisele diferentsiaalvorrandile

Y (z) = —32%y(z) + 2%(1,2,3),

y(0) = (=1,0,1),

kus x > 0.

Sellisel juhul a(x) = —3z* < 0, mistottu peame kasutama teoreemi (2’2’).
Kuna f,(x) = cosh(z®) ja fo(z) = — sinh(2%), siis lahendiks on

y(z) = cosh(z?) <y0 + /0 ' [52(1, 2,3) cosh(s®) Oy (—s2)(1,2,3) sinh(s?»)} ds)

- sinh(xg)(yo + /Ox [32(1, 2,3) cosh(s*) o (—s%)(1,2,3) sinh(s3)} ds),

kui eksisteerib H-vahe s*(1,2,3) cosh(s®) ©x (—s%)(1,2,3)sinh(s®).

Niitame, et see leidub. Kasutame selleks jareldust[2.8. Selleks leiame taseme-
hulgas, kus r € [0, 1], vastavate litkmete vidrtused otspunktide kaudu, arvestades,

et (1,2,3), =[14+r,3—7r] ja (-1,0,1), =[r—1,r+1].

up(s) = [32(1, 2,3) cosh(s”) ]T = [s*(1 + ) cosh(s®) , s*(3 — r) cosh(s%)],

ve(s) = [ — s%(1,2, 3) sinh(s®) } = [~s*(3 = r)sinh(s®), —s*(1 +r)sinh(s*)].

T

Seega, et

diam(u,(s)) = s°(2 — 2r) cosh(s”) > s*(2 — 2r)sinh (s°) = diam(v,(s)),
uy (s) —v; (s) = s2(2¢" — e +re™") on kasvav r jirgi ja

uf(s) — vt (s) = s2(2¢”° + e —re™*’) on kahanev r jiryi,
siis H-vahe eksisteerib ning

[52(1, 2,3) cosh(s®) o (—s%)(1,2,3) sinh(33)] )

3

= [s*(2e* — e+ Te_sg), 82(2653 +e ¥ — 7“6_83)].
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Seega

[/Oz(SQ(l,Q,S) cosh(s®) & (—s%)(1,2,3) Sinh(sg))ds]r

[/ s2(2¢*” 4 (r — e~ ds,/ $2(2¢*” + (1 —r)e ’Sg)ds]
0 0
3 1—636 i|

-1,0,1)

Liidame sellele kolmnurkse arvu (—1,0,1)

(—1,0,1) + /Ow [52(1,2,3) cosh(s*) oy (—5%)(1,2,3) sinh(33)] ds

3 4—679&3
-1
@ -1+ 1

(—1,0,1).

2
3

Seega saame lahendiks

2
=-(1—-e" 1,0,1
3( € ) + 3 ( ) Y )
Esitame ka lahendi graafiku
2 .
Y — —0 tase
--- 1 tase
(R TR S D 40 tase

02 04 06 08 1 12 14
4\
_2,,

Joonis 4.2: Ulesande lahendi y graafik.
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4.3 Ulesande (2) lahendid
Uurime niitid, missugused on iilesande lahendid.

Teoreem 4.3. [11/
(i) Kuia <0 ja
y(x) = el az) iz (yo N / b(s)e~ i oz ds)
0

rahuldab tingimust (Hy) intervallis I, siis see on tlesande lahend selles

tervallis.

(i1) Kuia >0,

y(z) = fi(z) (yo + /09” [b(5>f1(3) - b(S)fz(S)] dS)

Su —h(a) (?Jo + [ [oits) = v (o) ds)

eeldusel, et vastav H-vahe eksisteerib, ning y rahuldab tingimust (Hy) iga

x € I korral, sits y on tlesande lahend intervallis 1.

Toestus. Vaatame eraldi molemat juhtu.

Juht (i). [3] @ < 0. Eeldame, et y rahuldab tingimust (H;). Kui t&his-
tame f(z) = elo a2z ping g(x) = yo + /x b(s)e‘fosa(z)dz ds, siis sellest, et
a(r) < 0 iga x € I, saame f(z)f'(z) < (3). Lemma [2.20] ja [2.15] pcohjal on
Yo + /x b(s)e Jo 924 g5 H-diferentseeruv ning

0

x /
(?JO + / b(s)e_fos a(z)dz ds) _ b($) e Jo a(z)dz_
0

Seega teoreemi [2.16[(ii) pohjal

y(z) = [f(z)-d(x) on (=f(2)) - g(z) = b(z) O (—a(z))y(z)
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ehk

ning y rahuldab vorrandit.

Juht (ii). [II] a > 0. Olgu
ole) =m+ [ [ = b)) ds

Siis on fi(x) - fi(z) > 0, fa(x) - f3(z) > 0 ning lemma pohjal on g(x)

H-diferentseeruv ja

g'(z) = b(x) fi(x) = b(x) fa().

Teoreemi [2.16{(i) pohjal on fi(x)-g(x) ja fo(x)-g(x) H-diferentseeruvad funkt-
sioonid. Kuna y rahuldab tingimust (H;) iga = € I korral, siis teoreemi pohjal

on y H-diferentseeruv. Kusjuures

Y(x)=(fi-90u (=f2)-9)(x) = (fr-9) (=) ©u (= f2- 9)'(x)
= (fi(z) - 9(x) + fi(x) - ' (z)) ©n (= f5(2) - 9(z) — falz) - g'(2)).

Siis lemma [2.9((i, iv) pohjal

Y (@) + (—a(z))y(x)

= (fi) - 9(x) + fi(x) - ' (z)) ©n (= f5(2) - 9(z) — falz) - g'(2))
+ (—a(x) (fi(x) - 9(z) O (= fa2)) - 9(x))

= (fix) - 9(x) + fi(x) - §'(z) + (—a(2)) fi(z) - g(x))

Su (—f3(x) - g(z) = fao(z) - g () + a(z) f2(z) - ().
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Paneme téahele, et jargmised H-vahed eksisteerivad:

(fi(@) - g(z) + (=a(x)) fi(z) - g(x)) ©n (= faoz) - g(2) + a(z) fa(z) - g(x))
= (a(z) fa(2) - 9(x) + (—a(x)) fr(2) - g(x))
On ((—a(@)) fi(z) - g(x) + a(z) fa(2) - g(x)) = O

ning fi(z) - ¢'(z) ©n (—fo(2)) - ¢'(x) = b(x). Seega, lemma [2.9 pohjal

y'(x) + (—a(x))y(z)
= (fi(z) - g(x) + (=a(x)) fi(x) - g(x)) ©u (= f2(x) - g(x) + a(z) fo(z) - g(z))
+ fi(x) - §'(x) On (— f2(x)) - ¢'(x) = 0+ b(z) = b(x).

Teoreem 4.3 on toestatud. O]

4.4 Naited tilesande (2) lahendustest

Vaatleme jargmiseid naiteid.

Naide 4.3. Vaatleme “ilesannet

y/(l') - y($> = (17 2, 3)7
y(0) = 0.

Paneme tihele, et a =1 > 0, mistottu kasutame teoreemi[{.J(ii). Arvestades, et

fi(z) = cosh(z) ja fo(x) = sinh(x), saame tlesande lahendiks

y(x) = cosh(z) (O + /Oz [(1, 2,3) cosh(s) — (1,2,3) sinh(s)] ds)
Oy — sinh(z) (0 + /x [(1, 2,3) cosh(s) — (1,2,3) sinh(s)} ds)

eeldusel, et vastav H-vahe eksisteerib ning y rahuldab tingimust (Hy) iga x > 0
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korral. Kuna (1,2,3) tasemehulga saame kirjutada kugul [1 +r, 3 — 1|, siis

(1,2,3) cosh(s) — (1,2,3) sinh(s)]

T

= [(1 4+ ) cosh(s) — (3 — r)sinh(s), (3 — ) cosh(s) — (1 + r) sinh(s)]

=[er—e®+2e7% 27 + e —re’] =[2¢° +e°(—1,0,1)],.

Leiame integraali

[/0 [(1, 2,3) cosh(s) — (1,2,3) sinh(s)} ds}

r

= [/ (e'r —e® +2e7%)ds, / (—e’r+e° +2e7) ds]
0 0

=[-2¢7" + 2+ (¢" = 1)(=1,0,1)],.

Enne H-vahe eksisteerimise nditamist korrutame saadud integraali vddartuse kor-

dajatega, tdhistades

u(z) := cosh(z) (0 + /Oac [(1, 2,3) cosh(s) — (1,2,3) sinh(s)} ds)
= cosh(z)(—2e™" +2+ (* — 1)(—1,0,1)),
v(z) := —sinh (z) (o + /0 ' [(1, 2,3) cosh(s) — (1,2, 3) sinh(s)} ds>

= —sinh(z)(—2¢ " +2+ (¢ — 1)(—1,0,1)).
Seejuures H-vahe u ©g v eksisteerib ning
y(x) =u(x) Sy v(r) =2¢"—2+ (1 —e *)(—=1,0,1).

Selleks, et viimane oleks lahend r-tasemehulgas, peab y rahuldama tingimust (Hy),
st peavad eksisteerima y(x + h) Sy y(x), y(x) ©y y(x — h). Kasutame jireldust
2.8

(i) diam[y,(z+h)] =1 =r) (1 —e " —(r-D1—-e"") >
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(I=r) —e™) = (r=1)(1 —e™) = diamy,(z)],

(ii) y(x+h) —y (z) =2" "+ (1 —e ) (r—1)—2e" — (1 —e*)(r—1) on
r jdrgt kasvav,

(iii) yf(x+h) —y (2) =2+ (1 —e ") (1 —7r) = 2" — (1 —e ) (1—7) on

r jdrgt kahanev.

Seega eksisteerib y(x + h) ©p y(x). Analoogiliselt saab ndidata, et eksisteerib
y(x)opy(x —h). Seega on ilesande lahendiks y(x) = 2¢* —2+4 (1 —e *)(—1,0,1)
ning selle graafik on kujul

51 R
— —0 tase o
e 4
gl 1 tase )/
....... _|_O tase ,,'
/
’
7/
3 { .
4
7’
7
7/
4
2 T /,’
K ,/
-
11 ..."",’/
«;"’.;, A

02 04 06 08 1 12

Joonis 4.3: Ulesande lahendi y graafik.

Naide 4.4. Vaatleme dlesannet piirkonnas x > 0

Y (z) 4+ e "y(x) =0,

y(0> = (_17 0, 1)

Kuna a = —e™ < 0, siis[4.9 pohjal on lahendiks

y(z) = elo — 7 & ((—1, 0,1) +/ Oelo e dz ds) =e® T1(~1,0,1),
0

kui see rahuldab tingimust (Hy). Paneme tdhele, et viimane ei rahulda seda, sest

et eksisteeri y(x + h) Oy y(x). Toepoolest, jarelduses pole rahuldatud tingimus
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(i):
diam[y,(x + h)] = 2(1 — r)e¢ " ! #2(1 —r)e® "t = diam[y,(z)].

Seega pole saadud y H-diferentseeruv. Saab ndidata, et tilesandel puudub H-lahend.

4.5 TUlesande (3) lahendid

Ulesande lahendite kuju on esitatud jargmises teoreemis.

Teoreem 4.4. [11]

(i) Kuia >0 ja

y(x) _ 6f01 a(z)dz (Z/o @H/ (—b(S))e_fOS a(z)dz d8>
0

rahuldab tingimust (Hy) intervallis I, siis see on tlesande lahend selles

tervallis.

(11) Olgu a <0 ja

y(x) = fi(2) (y o (1) [ [)1(5) © (o) () ds)
+ fo(w) (yo On (—1) /0 w [b<s)f1(s) O b(s) fQ(s)] ds)

eeldusel, et vastavad H-vahed eksisteerivad. Kui y rahuldab tingimust (Hy)
1ga x € I korral, siis y on H-lahend tilesandele intervallis 1.

Toestus. Vaatame 2 erinevat juhtu, kui a > 0 ja a < 0.

Juht (i). [3] Olgu a > 0 ning defineerime funktsioonid f(z) = elo ** % ping
g(x) = yo @H/ (=b(s))eJo @)= g5 Sellisel juhul ndeme, et f(z) - f/(z) > 0.
0
Lemma ja teoreemi [2.18| pohjal on g (ii)-diferentseeruv ja

(yO @H/ (—b(s))ei fos a(Z)dZ ds) _ b(x)ei fox a(z) dz'
0
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Eelduse pohjal y rahuldab tingimust (H;), seega teoreemi [2.16(iii) eeldused on

taidetud. Seega saame, et
y'(x) = a(z) - y(z) ©n (—b(x)).

Viimane on aga H-vahe definitsiooni pohjal samavadrne sellega, et
Y (x) + (=b(x)) = a(z) - y(z),

mis tdhendabki, et y on iilesande lahend.

Juht (ii). [1I] Olgu a < 0 ning olgu y(z) = fi(z) - g(x) + fo(x) - g(x), kus ¢

on defineeritud jargmiselt:
o(a) = o (1) [ [U)1() O b(s) 1) .
0
Toestame, et y on H-diferentseeruv ja iilesande lahendiks, st

Y (x) = filz) - g9(x) + f5(2) - g(z) ©n —[fi(2) - §'(2) + folz) - g'(2)]
= a(z)y(z) On (=b(z)).

Kuna y rahuldab intervallis tingimust (H), leidub w(z, h) € Rp nii, et

y(x+h)ony(x) = filz+h) gl +h)+ fa(z+h)-g(z+h)

On [1(x) - 9(x) + fo(x) - g(2)] = wi (2, h)

piisavalt véikese nullilihedase A > 0 korral.

Seejuures teoreemi pohjal on funktsioon g (ii)-diferentseeruv. Jarelikult
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leidub vy (x, h) € Rp selline, et g(z) = g(x + h) + vi(x, h). Seega

wi(x,h) = fi(x +h)-glx+h)+ folz + h) - g(x) On [fi(z) - 9(z) + fa(z) - g(2)]
= filz +h)-g(x+h)+ folz +h) - g(x)

On i) - (9(x +h) +vi(z, h)) + fol@) - (g(x + ) +or(z, h))].

Lemma pohjal eksisteerivad H-vahed

file +h)-g(z +h) Ou fi(x)g(z + h) = [fi(z + h) = fi(2)lg(z + h)
fa(w +h) - g(z + h) Ou falx)g(z + h) = [fo(z + h) = fo(2)]g(z + h).

Seega, lemma, (iii) pohjal saame kirjutada, et

wy(z,h) =[filr+h) -gle+h)+ falr+h) - g(z) g (fi(z) - glx+ h)
+ fa(z) - g(x + h)] S [fi(z) - vi(z, h) + fo(x) - 01 (2, h)].

Joudsime selleni, et eksisteerib H-vahe
filx+h)-glx+h)+ fo(x+h)-g(x) Oy [fi(z) - g(x + h) + fo(z) - g(x + h)].

Teisalt saame ¢ (ii)-diferentseeruvuse ja lemma (i) pohjal, et

fi()g(w) ©n fi(z)g(x + h) = fi(z)[g(x) ©m g(x + h)],

fa()g(x) O fo(x)g(x +h) = fala)lg(x) On g(z + h)].
Seetottu eksisteerib lemma [2.9| (iv) pohjal ka H-vahe
H(@2)g(x) + fo(x)g(z) Su [fi(x)g(x + h) + falx)g(z + h)].

Naidatud H-vahede eksisteerimise tottu saame niitid lemmade ja
2.9| (i, iv) pohjal, et
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y(x+h)ony(x) = filz +h) gz +h)+ folx +h) - g(z+ h)

Su (f1(x) - gz +h) + fo(x) - g(x + 1)) O [fi(x)g(z) + falx)g(x)
Ou (filx)g(z +h) + fo(2)g(x + h))]

= (file +h) = fi(@)g(z + h) + (fale + h) = fo(x))g(z + h)

Su [[1(x)(9(x) S g(x + h)) + fo(2)(9(x) Ou g(x + h))].

1
Korrutades saadud avaldist suurusega 7 ning minnes piirile h — 04, saame

lemma pohjal

y(x +h) On y(x)

h—0-+ h
1 h) — 1 2 h) — 2
:h%(fmz Ay py o LEED = F0) g

S [ _ fl(x)g(x) @H_i(x + h) N (_fz(x))g(x) @Iii(x + h)]>

nagu oligi tarvis ndidata. Analoogiliselt saab néidata, et

lim Y OHYEZR) ) o (b(a)).

h—0+ h

Seega on y H-diferentseeruv ning rahuldab vorrandit.

Teoreem on toestatud. O]

4.6 Naited tilesande (3) lahendustest

Naiide 4.5. Vaatleme ilesannet, mis on vilja toodud artiklis [11)].

{y’(az) + (—zyo) = 2xy(z),

y(0) = yo,
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kus yo = (—1,0,1). Kuna a(z) = 2z > 0, kui v > 0, sis teoreemi[{.4] (i) pohjal

on lahend kujul

y(z) = elo 224 (yo @H/ (—syo)e Jo 2242 ds) ="’ (yo @H/ (—syo)e™™" ds) .
0 0

1—e 2

x
Leiame integraali vddrtuse / (—syo)e_82 ds =y 5
0

Leides vastava H-vahe, saame

o S /ox(_sy())e_sz dS] ) [;T — (e, %(1 — 7)1+ e—”f)] .

T

1
Korrutades viimast veel €* -ga, saame, et lahend on kujul y(z) = =(1 + € )yo,
kui eeldus on tdidetud. On lihtne ndidata, et intervallis x > 0 on tingimus (H;)

taidetud. Seega on y lahend sellisele tilesandele.

4 |1/ —0 tase
--- 1 tase
------- +0 tase

2 1

T

02 04 06 08 1 12 14

—2 1

—4

Joonis 4.4: Ulesande lahendi y graafik.

Naide 4.6. Vaatleme tlesannet

y'(z) +(1,2,3) = —y(x),

y(0) = yo,

kus yo = (—1,0,1). Kuna a = —1 <0, siis teoreemi[4.4 (ii) pohjal on lahend, kui
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see lerdub, kujul
y(x) = cosh(z) (yo on (1) /Ox [— (1,2,3) cosh(s) &y (1,2,3) sinh(s)] ds)
_ sinh(z) <y0 ou (—1) /0 ' [~ (1.2.3) cosh(s) & (1,2,3) sinh(s) ds>.
Seejuures eksisteerib integraalialune H-vahe:
—(1,2,3) cosh(s) ©g (1,2,3) sinh(s) = —2¢® + (—1,0,1)e".
Leiame integraali

[/Ox [_ (1,2,3) cosh(s) &y (1,2,3) sinh(s)] ds

r

= [/ (re® —2e®* —e %) ds, / (—re™® —2e°+¢e7°) ds]
0 0

=[-re®—=2"+e " +r+1,re" —2¢" —e " —r+3

=[2—2e"+ (1 — e ®)yols-
Seega saame

(—=1,0,1) &g (=1) /0 [_ (1,2,3) cosh(s) o (1,2,3) sinh(s)]

=2 —2e" 4+ e "yp.

Jarelikult, leides

1 —2x
cosh(z)(2 = 2e" + e yg) = e* + e —e ® =14 +2€ Yo,
i x —z z —z _9p 1 —e 2
sinh(2)(2 — 2e® + e "yp) =e” —e ¥ —e 41+ —

saame, et [y(x)], =[r—3+2e7", —1 —r+2e"] ehk y(x) = —(1,2,3) + 2~ ".

Lopuks tuleb kontrollida, kas y rahuldab tingimust (Hy ). Selleks piisab tihele
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panna, et y(z+h)Spy(r) = 267" =27 ning y(x)Opy(r—h) = 27 —2e ",

11— —0 tase
--- 1 tase

Joonis 4.5: Ulesande lahendi y graafik.
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5 Hagusate diferentsiaalvorrandite rakendused

Sarnaselt harilike diferentsiaalvorranditega on ka hégusad diferentsiaalvorrandid
kasulikud erinevate eluliste tilesannete lahendamiseks. Eriti osutub viimane ots-
tarbekaks, kui tahame vaadata monda parameetrit vaartuste intervallina. Vaata-
me jargnevalt monda hégusate esimest jarku lineaarsete diferentsiaalvorrandite

rakendusvaldkonda.

1. Newtoni jahtumisseadus

Vaatleme vastavat iilesannet artikli [19] eeskujul, kus teemat on tépsemalt

késitletud.

Newtoni jahtumisseaduse kohaselt muutub keha soojushulk kiirusega, mis
on vordeline keha enda ja timbritseva keskkonna temperatuuride vahega.
Kui T, on timbritseva keskkonna temperatuur ja T on keha temperatuur
ajahetkel t, siis saame seda olukorda modelleerida esimest jarku lineaarse

diferentsiaalvorrandi abil jargmiselt:

dT’
T k-1,
7(0) = To,

kus k on siisteemi iseloomustav konstant ja Ty, T, € Rp. Seejuures méargitak-
se, et vastava seaduse iimberkirjutamised iilesannetena [2 ja 3| pole omavahel
samavaadrsed. Samuti tuuakse artiklis vélja, et voime valida iikskoik millise
neist lahendustest, mis peegeldab koige paremini siisteemi tegelikku kaitu-

mist.

2. Populatsiooni kasvamise ja kahanemise mudel
Ulesannet on kisitletud niiteks artiklis [T5).

Populatsiooni kasvu iseloomustab lineaarne homogeenne diferentsiaalvor-
rand

~ =k
dt y)
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kus y véljendab populatsiooni suurust ajahetkel ¢, &k on vordetegur, mis
tahistab kasvukiirust. Reaalses elus on aga populatsiooni suurus pidevas
muutumises, mistottu on kasvukiiruse madramine ebamédrane. Jarelikult
voib vordetegurit késitleda higusa arvuna. Seetottu kirjeldatakse sobivat
kasvu- voi kahanemismudelit higusa kontseptsiooni abil. Ulesandele antakse

juurde algtingimus y(0) = ¢, kus ¢ voib olla hégus arv.

. Tuuma lagunemise vorrand

Tuuma lagunemise vorrandit on artiklis [3] vaadeldud kujul

N'(t) = =AN(1),

N(0) = No,

kus N on antud radioaktiivses materjalis sisalduvate radionukliidide arv, A
on lagunemiskonstant ja Ny on radionukliidide algarv. Mudelis tekib mé&a-
ramatus juhul, kui meil on materjalis sisalduvate radionukliidide algarvu N

kohta ebakindel teave.
. Ravimi sisaldus veres

Néide on voetud artiklist [5].

Olgu C(t) ravimi sisaldus veres ¢ tunni méédumisel. Vaatame seda iseloo-

mustavat vorrandit

C'(t) = —kC(t),

kus k on positiivne vordetegur. Oletame, et algsisaldus veres on ebamaéa-
rane ja see on kirja pandud higusa arvuna Cy. Ulesandes otsitakse ravimi

sisaldust veres hdgusa vadrtusena 7' tunni méodumisel.

Lisaks eelnevale on higusaid diferentsiaalvorrandeid ja -siisteeme artikli |9

pohjal rakendatud mitmesugustes valdkondades, néiteks nafta- ja gaasitoostuse

ohutusanaliilisis, malaaria, HIV-i ja COVID-19 leviku modelleerimisel, ajukasva-

jate levimise uurimisel, diabeedi prognoosimisel ning pollumajanduses saagikoris-

tuse ja juhtimisprotsesside modelleerimisel.
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Artiklis [12] tuuakse taiendavate voimalike rakendusvaldkondadena esile ka
kiskja—saaklooma siisteemid, tootmis- ja laomudelid, investeeringute optimeerimi-

ne ning olipalmi lehtede kasvuga seotud protsesside modelleerimine.
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6 Kokkuvote

Selles t00s tutvustati pohilisi hagusate arvude ja funktsioonidega seotud mois-
teid, toestades seejuures olulisemad H-tuletise ja Riemanni integraaliga seotud
omadused. Viimastele toetudes esitati iilesannete , ja jaoks eeldused
lahenduvuseks ning erinevad lahendite kujud soltuvalt reaalarvuliste vaartustega
funktsiooni a mérgist. Samuti tehti pohjalikult 14bi iga erineva lahendikuju kohta

naited ning tutvustati higusate diferentsiaalvorrandite rakendusi.

To66 pohilise norkusena saab vaadata seda, et hdgusate esimest jarku lineaar-
sete diferentsiaalvorrandite lahendamiseks kasutati H-tuletist, mis voimaldab vaa-
data iilesandeid harilike diferentsiaalvorrandite analoogina. Kuigi viimane téhele-
panek lihtsustas iilesannete lahendamist, siis on kasutusel ka teistel viisidel defi-

neeritud tuletised.

Seetottu saaks tulevikus t66d jatkata néiteks tugevalt iildistatud Hukuha-
ra tuletist kasutades, et uurida funktsiooni a mérgist soltuvalt ka (ii)-lahendeid.
Samuti saab eraldi uurida mone teistmoodi defineeritud vahega tuletisi, niiteks
gH-tuletisega seotud lahendeid. Kuna viga paljud elulised iilesanded pole ldhen-
datavad esimest jarku lineaarsete vorranditega, saab t66d jatkata ka hédgusate

siisteemide voi korgemat jarku vorranditega.
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