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RIEMANNI PINDADE GEOMEETRIA JA MINIMAALPINNAD
Bakalaureuset66
Aljona KritSevskaja

Liihikokkuvote

Antud t66 on pithendatud Riemanni pindade diferentsiaalgeomeetria uurimise-
le. T66s kéasitletakse pinnateooria jargmisi tdhtsaid moisteid: esimene ja teine
fundamentaalvorm, Gaussi koverus, keskmine koverus. On kirjeldatud Rieman-
ni pinna stuktuur. Vaadeldakse Riemanni sfiédri, mis on Riemanni pinna iiks
oluline néide. Sfddri Riemanni pinna struktuuri konstrueerimiseks kasutatak-
se stereograafilist projektsiooni. On leitud Riemanni sfairi konformne meetri-
ka. On tuletatud Weingarteni ja Gaussi vorrandid, mis méngivad téhtsat rolli
pinnateoorias. On antud isotermilise, harmoonilise ja kaasharmoonilise pinna
definitsioon. T60s toestatakse, et isotermiline pind on minimaalpind parajasti
siis, kui ta on harmooniline. Antud seos on aluseks minimaalpindade uurimiseks
Riemanni pindade abil. Vaadeldakse minimaalpinna kahte téhtsat néidet, kus
toestatakse, et helikoid ja katenoid on isotermilised, kaasharmoonilised mini-
maalpinnad. T60s naidatakse, kuidas kahe isotermilise kaasharmoonilise pinna-
ga assotsieerub minimaalpindade pere. See teoreetiline konstruktsioon on reali-
seeritud helikoidi ja katenoidi néitel.

CERCS teaduseriala: P150 Geomeetria, algebraline topoloogia.
Mairksonad: Riemanni pind, meetrika pinnal, harmooniline pind, Gaussi vor-
randid, Weingarteni vorrandid, minimaalpind.

GEOMETRY OF RIEMANN SURFACES AND MINIMAL SURFACES
Bachelor thesis
Aljona Kritchevskaya

Abstract

This work is dedicated to the study of differential geometry of Riemann surfaces.
The following important notions of surface theory are considered in the thesis:
first and second fundamental form, Gaussian curvature, mean curvature. The
structure of a Riemann surface is described. An important example of Riemann
surface is considered and this is Riemann sphere. Stereographic projection is
used to construct the Riemann surface structure on a sphere. The Riemann
sphere conformal metric is calculated. The Weingarten and Gaussian equations,
which play an important role in surface theory, are derived. The definitions of
isothermal, harmonic and conjugate harmonic surfaces are given. It is proved
that an isothermal surface is a minimal surface iff it is harmonic. This relation is
the basis for the study of minimal surfaces by means of Riemann surfaces. Two
important examples of a minimal surface are considered and it is proved that
the helicoid and catenoid are isothermal, conjugate harmonic minimal surfaces.
In thesis it is showen how a family of minimal surfaces can be associated with
two isothermal conjugate harmonic surfaces. This theoretical construction is
realized with the help of example of a helicoid and a catenoid.

CERCS research specialisation: P150 Geometry, algebraic topology.
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Sissejuhatus

Riemanni pinna moiste tekkis seoses algebraliste funktsioonide w = f(z) uurimise-
ga, kus z on kompleksmuutuja [7]. Analiiiitilist funktiooni w = f(z) nimetatakse
algebraliseks, kui ta rahuldab vorrandit ao(z)w™ + a1(2)w™ " 4 ... + am(z) = 0,
kus ao(z),a1(2),...,am(z) on kompleksete kordajatega poliinoomid (z suhtes). Oli
néidatud, et iildiselt algebraline funktsioon on mitmene funktsioon, see tdhendab, et
kompleksmuutuja z iga védrtusele vastab m funktsiooni f(z) vddrtust. Aastal 1851
néitas B. Riemann oma doktorit6ds, et iga analiiiitiline funktsioon méaarab pinna, mil-
lel antud funktsiooni véime vaadelda iihese funktsioonina. Riemanni pindade teoorias
kasutatakse nii kompleksmuutuja funktsioonide teooriat, kui ka algebrat ja algebralist
geomeetriat. Tegelikult Riemanni pindade teooria on kompleksmuutuja funktsioonide
teooria ja algebralise geomeetria silintees. F. Klein, H. Poincare, P. Koebe ja teised pa-
nustasid véga palju Riemanni pindade teooria arengusse. Riemanni pindade teoorial
on vaga tahtis roll kaasaegses matemaatikas ja seda kasutatakse sellistes matemaati-
ka valdkondades nagu geomeetriline analiilis, arvuteooria ja algebraline geomeetria.
Riemanni pindadae teooria tdhtsus ja aktuaalsus on suurenenud seoses sellega, et
Riemanni pindade teooria moéisted ja meetodid on stringiteooria baasiks. Mainime,
et stringiteooria on kaasaegse teoreetilise fiiiisika kdige tdhtsam teooria ja on lootus,
et selle abil saab konstrueerida iihtset véljateooriat.

Aastal 1955 H. Weyl pakkus abstraktse Riemanni pinna definitsiooni ja vastavat mois-
tet praegu kasutatakse pohimoistena Riemanni pindade teoorias. Kéesolevas t66s ka-
sutame H. Weyl’i ldhenemist ja Riemanni pinna definitsioon H. Weyli késitluses on
antud kahe definitsiooniga Definitsioon Definitsioon H. Weyl’i 1ahenemises
Riemanni pind on kompleksarvudega C lokaalselt hombomorfne topoloogiline ruum,
kusjuures koik iileminekufunktsioonid on holomorfsed.

Minimaalpinna probleemi esimesena hakkas uurima J. Lagrange 1768. aastal [6]. Tema
hakkas uurima jérgmist probleemi: oletame, et kolmemdotmelises ruumis on antud
kontuur; leida pind nii, et antud kontuur on selle pinna rajaks ja pinna pindala on mi-
nimaalne. J. Lagrange uuris antud probleemi juhul, kui pind on funktsiooni z = f(z,y)
graafik ja tema tuletas diferentsiaalvorrandit (praegu nimetatakse Euler-Lagrange’i
vorrandiks) funktsiooni z = f(x,y) jaoks ning kui funktsioon rahuldab vastavat vor-
randit, siis tema poolt maédratud pind on minimaalpind. Minimaalpinna teooria aren-
damisel jirgmine tahtis samm oli tehtud G. Monge t66s (1776. aastal). Selleks ajaks oli
piisavalt arendatud pinnateooria diferentsiaalgeomeetria, milles kasutati sellist moistet
nagu keskmine koverus ja seda téhistati H. G. Monge’i suur avastus seisnes selles, et
ta néitas seost minimaalpinna ja keskmise koveruse vahel. Teiste sonadega ta néitas, et
kui pind on minimaalpind, siis H = 0. Sellest ajast pinda, mis rahuldab H = 0, nime-
tatakse minimaalpinnaks ja kiesolevas t60s kasutatakse vastavat definitsiooni. Aastal
1774 esimesena néitas L. Euler, et katenoid on minimaalpind. Aastal 1776 esimesena
néitas J. Meusiner, et helikoid on minimaalpind. Hiljem selgus, et Riemanni pindade
teooria on viga kasulik ja effektiivne meetod minimaalpindade uurimiseks ning an-
tud t60s nédidatakse kuidas Riemanni pindade teooriat rakendatakse minimaalpindade
uurimiseks.

T66 eesmérk on nédidata, et sfddr on Riemanni pind. Veenduda, et Weingarteni ja Gaus-
si vorrandit kehtivad. Konstrueerida katenoidiga ja helikoidiga assotsieeritud peret.
Bakalaureuset66 koosneb kuuest paragrahvist. Esimeses paragrahvis on antud muut-
konna ja pinna definitsioon. Definitsioonide moistmiseks on tekst varustatud joonis-



tega. Naidatakse, kuidas pinnal tekkivad koordinaatjooned ja nende puutujavektorid.
On antud isotermilise pinna definitsioon, mis on t&htis kogu t66 jaoks. Esimene ja teine
fundamentaalvorm on téhtsad moéisted pinna diferentsiaalgeomeetria jaoks ja nendest
rasgitakse antud paragrahvi teisel poolel. Esimese fundamentaalvormi definitsioonis
kasutatakse pinna puutujavektorite skalaarkorrutist ja pinna teise fundamentaalvormi
definitsioon tugineb pinna pohioperaatori moistele.

Teise paragrahvi eesmérk on néidata kuidas pinnal tekkib Riemanni pinna struktuur.
Esimeses paragrahvis antud pinna definitsioonist jareldub, et lokaalselt (see tdhendab
suvalise punkti timbruses) on pind homdéomorfne tasandi R? lahtise alamhulgaga.
Kuid teame, et tasandit R? véime samastada kompleksarvudega C, kasutades kujutust
(z,y) € R* = z+iy € C. Seega, kui tasandi punkti (x,y) samastame kompleksarvuga
x + 1y, siis pinnal tekkib lokaalne kompleksne koordinaat. Kui niiiid lisaks nouame,
et pinna ko6ik iileminekufunktsioonid on holomorfsed, siis tekib antud t66 jaoks va-
ga téhtis moiste ja see on Riemanni pind. Selles paragrahvis on antud harmoonilise
funktsiooni maéiste ja vastavat moistet kasutatakse harmoonilise pinna defineerimiseks.
Paragrahvi suurem osa on pithendatud Riemanni pindade teooria véiga tahtsale naitele,
kus sfdéri pinnal médratakse Riemanni pinna struktuur stereograafilise projektsiooni
abil. Stereograafiline projektsioon on kujutus, mis seab sfaéri igale punktile vastavusse
iiheselt maaratud tasandi punkti. Kui niiiid tasandit samastada kompleksarvudega, siis
sfaéril tekib kompleksne koordinaat. Kogu sfaéri saab katta kahe koordinaadisiisteemi-
ga, iiks kord projekteerime sfidéri pohjapoolusest ja teine kord 16unapoolusest. Antud
paragrahvis ma leian kahel viisil, kuidas sfaéri punkti kolmemo6tmelise ruumi koor-
dinaadid avalduvad komplekse koordinaadi kaudu. Seejarel ma arvutan, kuidas iiks
lokaalne kompleksne koordinaat avaldub teise lokaalse komplekse koordinaadi kaudu
ja nditan, et vastav funktsioon on holomorfne (rahuldab Cauchy-Riemanni tingimusi).
Siit jareldub, et sfidr on Riemanni pind. Stereograafilise projektsiooni visualiseeri-
miseks tegin jooniseid GeoGebra abil.

Kolmandas paragrahvis uuritakse Riemanni pinnal antud konformset meetrikat. Jat-
katakse sfaéri naidet sellega, et leitakse erinevate kaartide jaoks meetrika kompleksetes
koordinaatides ¢, nii, et arvutatakse puutujavektorid 7%, 7z, 7, 7 ja diferentsiaali-
de (d¢)?, dcdC, (dC)?, (d€)?, dedE, (d€)? kordajad. Niidatakse, et saadud meetrika
on konformne. Kontrollitakse, et kehtib konformse meetrika teisenduse valem iihelt
lokaalselt kaardilt teisele lokaalsele kaardile.

Neljandas paragrahvis uuritakse Weingarteni vorrandite kehtivust. Néidatakse, kui-
das saab vektorite f]\_fu, f]\_/:v koordinaadid baasis ¥, ¥, avaldada esimese ja teise
fundamentaalvormi abil. Leitakse pinna pohioperaatori maatriks. Selle maatriksi de-
terminant on pinna Gaussi koverus ja jilg korrutatud iihe kahendikuga on keskmine
koverus. Selles paragrahvis seletatakse, mida tdhendab minimaalpind. Vaadeldakse
kahte niidet: pinnad katenoid ja helikoid on minimaalpinnad. Selleks leitakse nende
pindade keskmised koverused.

Viiendas paragrahvis ndidatakse, et Riemanni pinnal kehtivad Gaussi vorrandid. Na&i-
datakse kuidas saab avaldada vektoreid ¢, 7'z, ]\7g, Tee, Tee ]Vg litkkuva reeperi vektori-
te {7, 7%, N } kaudu. Leitud vektorite koordinaatidest moodustatakse kaks maatriksit.
Uleminekuga kompleksmuutujatelt reaalmuutujatele asendusega ¢ = u+iv, { = u—iv
leitakse teise fundamentaalvormi maatriks.

Viimases ehk kuuendas paragrahvis uuritakse seost isotermilise harmoonilise ja iso-
termilise minimaalpinna vahel. Lahendatakse probleemi, kuidas leida teine isotermi-



line harmooniline pind, see tdhendab, et on antud esimene isotermiline harmooniline
pind ja tuleb leida teist isotermilist harmoonilist pinda nii, et esimene ja teine on
kaasharmoonilised pinnad. Konstrueeritakse kahe pinnaga assotsieeritud pindade pe-
re. Toestatakse, et iga pind konstrueeritud perest on ka minimaalpind. Naidatakse, et
helikoid ja katenoid on isotermilised kaasharmoonilised minimaalpinnad. Lopetuseks
konstrueeritakse helikoidiga ja katenoidiga assotsieeritud pindade pere.



1 Muutkond ja pind

Esimeses peatiikis seletame iildiseid moisteid, millest koige tdhtsamad on muutkonna
ja pinna moisted. T60s kasutame diferentsiaalgeomeetriast tuntud termineid nagu esi-
mene fundamentaalvorm, teine fundamentaalvorm ja pinna pohioperaator, mille antud
paragrahvis defineerime.

Topoloogiliseks ruumiks nimetatakse hulka 7" koos lahtiste alamhulkade parvega, kus
kehtivad jargmised tingimused:

1. lahtiste alamhulkade iihend on lahtine alamhulk,
2. lopliku arvu lahtiste alamhulkade iihisosa on lahtine alamhulk,

3. tithihulk @ ja kogu hulk 7" kuuluvad lahtiste alamhulkade parve.

Topoloogilist ruumi nimetatakse Hausdorffi ruumiks, kui igal kahel erineval elemendil
leiduvad 16ikumatud timbrused.

Olgu X ja Y topoloogilised ruumid. Kujutust ¢: X — Y nimetatakse homéomorfis-
miks, kui ¢ on pidev bijektsioon ja " on pidev.

Definitsioon 1.1. n-modtmeliseks topoloogiliseks muutkonnaks M™ [3] nimetatakse
topoloogilist Hausdorffi ruumi, kus on téidetud jargmised tingimused:

1. leidub lahtise topoloogia loenduv baas;

2. igax € M" korral leidub punkti x lahtine iimbrus U C M"™, mis on homdomorfne
R™ lahtise alamhulgaga, st leidub homoomorfism ¢: U — ¢(U) C R"™. Paari
(U, ¢) nimetatakse lokaalseks kaardiks punkti z imbruses.

Lokaalsete kaartide parve {(Ui, ¢i)}icz nimetatakse atlaseks, kui {U;};ez moodus-
tavad muutkonna M"™ katte, st U;ezU; = M"™. Olgu M"™ n-mootmeline topoloogili-
ne muutkond. Olgu z,y € M", = # y, (U,¢),(V,9) punktide z,y lokaalsed kaar-
did ja U NV # 0. Tahistame M™ D> W = U N V. Vaatleme punkti z € W. Ol-
gu o(z) = (2',2°,...,2") jav(z) = (', 2%,...,2"), kus (2',2%,...,2") nimetatakse
punkti z lokaalseteks koordinaatideks lokaalses kaardis (U, ¢) ja (2',2%,...,2") punk-
ti z lokaalseteks koordinaatideks lokaalses kaardis (V). Antud olukorda illustreerib

joonis .
Kuna ¢ ja 1 on homéomorfismid, siis leiduvad <p_1 ja ¢~ '. Saab avaldada iihed koor-
dinaadid teiste kaudu jargmiselt:

(24,22, 2" = oyt (5 3%, ., 5"
(1,7, 5 =gop YA, 2

kus funktsioone o o 1~ (W) = o(W) ja o ': (W) — (W) nimetatakse

ilemineku funktsioonideks iihelt lokaalselt kaardilt teisele.
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Joonis 1: Lokaalsete kaartide (U, ), (V, ) illustratsioon.

Muutkonna atlast nimetatakse siledaks atlaseks, kui selle atlase k&ik iilemineku funkt-
sioonid on siledad funktsioonid. Lokaalset kaarti nimetatakse kooskolaliseks sileda at-
lasega, kui selle kaardi lisamisel atlasele, atlas jaab siledaks. Kui antud atlasele lisame
koikvoimalikud temaga kooskolalised kaardid, siis saame maksimaalse atlase. Maksi-
maalset atlast nimetatakse topoloogilise muutkonna siledaks struktuuriks.

Definitsioon 1.2. Siledaks muutkonnaks nimetatakse topoloogilist muutkonda, millel
on madratud sile struktuur.

Definitsioon 1.3. Pinnaks nimetatakse 2-mootmelist siledat muutkonda.

Olgu W C R® lahtine alamhulk, f: W — R 15pmata diferentseeruv funktsioon ja c € R
mingi reaalarv. Vaatleme vorrandit f(z,y, z) = c. Selle vorrandi lahendihulka tahista-
me f -t (¢) C R®. Tuletame meelde, et funktsiooni gradiendiks nimetatakse vektorvilja,
mille komponendid on osatuletised koordinaatide x,y, z jargi. Seega
of of of
df ==, =, = ).

grad/ (ax’ay’az
Saab niidata [2], et kui f~'(c) # 0 ja grad f # 0, siis lahendihulk f~'(c) on pind.
Vastavat pinda nimetatakse funktsiooni f tasemepinnaks. Téhistame M* = fﬁl(c).
Olgu p € M? pinna mingi punkt. Definitsioonist l) jareldub, et leidub punkti p
{imbrus, kus pinna M? saab lokaalselt parametriseerida jéargmiselt

(u,v) €U C R? - Z(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) € M2,

kus U on tasandi R? lahtine alamhulk ja : U — Z(U) on bijektiivne kujutus. Olgu
p = Z(q), kus ¢ € U ja q = (u,v). Kui fikseerime parameetri u ning parameetri v
muudame, siis vektorfunktsioon Z(u,v) tekitab v-koordinaatjoont Z(u,v + t) pinnal
M2, kusjuures koordinaatjoon labib punkti p = #(g), kui t = 0. Analoogiliselt kui
fikseerime parameetri v ja parameeter v muutub, siis vektorfunktsioon #(u,v) tekitab
u-koordinaatjoont Z(u+t,v) pinnal M 2. Tahistame u-koordinaatjoone puutujavektori
T ja v-koordinaatjoone puutujavektori Z,. On ilmne

Ty = (Tus Yur 2u); To = (Tv, Yo, 20),



o Ou(wv) _ Oy(wv) __ 9a(wv)
z(u, v y(u, v 2(u, v
Ty = s Yu = , Zu =
ou Y ou ou
on funktsioonide x(u,v),y(u,v),z(u,v) osatuletised w jirgi ja x.,,yv, 2, on samade
funktsioonide osatuletised v jirgi. Kolmem&otmelise ruumi R? vektorite @, b skalaar-

korrutist tihistame (@, b).

Definitsioon 1.4. Pinna M? parametriseerimist Z: U — Z(U) C M? nimetatakse
isotermiliseks, kui kehtib

<i"u7£u> = <fvva> = )\Q(U, U)v <£u7fv> =0.

Funktsiooni A°(u,v) nimetatakse normeerimisfunktsiooniks.

Eeldusest grad f # 0 jareldub, et T, X &, # 6, kus Z, X Z» on vektorkorrutis. Vektorid
Zu, Tw moodustavad pinna M? puutujatasandi TpM2 baasi. Vektor

]\—/: _ fu X fv
[|Zu X Zol|

on pinna M? normaalvektor. Antud olukorda illustreerib joonis . Seega kehtib

(N,2,) =0, (N,&,)=0, |[N|=L1.

M?
Joonis 2: Pinna M? lokaalne parametriseerimine.

Bilineaarvormi I(@1,ws) = (w1, wWs), kus Wi, w2 on pinna puutujavektorid punktis p,
nimetatakse esimeseks fundamentaalvormiks. Esimese fundamentaalvormi kordajaid
baasis {Zu, Zv} tdhistatakse jargmiselt

E :I(ﬂu, Hu) = <ﬂua ﬂu>7
F =I(Zu, Ty
G =l(Zy, L) = (Zv, Lv).

!

L
N

Il

—~
B
N
NS

Esimese fundamentaalvormi nimetatakse ka pinna Riemanni meetrikaks ja kirjuta-
takse kujul ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv®. Juhul kui pinna parametriseerimine on



isotermiline, kehtib £ = G = A, F=0. Seega isomeetrilise parametriseerimise korral
ds® = N (du® + dv®).

Olgu a(t) parametriseeritud joon pinnal M2, selline, et ta labib punkti p, kui ¢t = 0,
ja selle joone puutujavektorit tdhistame v. Seega

a(0) = p, o/(t)‘t:O =7.

Niitid normaalvektorvilja N ahendame joonele a ja saadud vektorvélja piki joont «
t&dhistame N (t). Seega

N, =N®).
Normaalvektorvélja tuletist ¢ jargi punktis ¢ = 0 nimetatakse normaalvektorvélja kova-

riantseks tuletiseks ja téhistatakse VsN. Seega

- d -
vl = 4 (N()

t=0

Mainime, et VN on vektor ja ta sOltub vektorist ¢ lineaarselt, see tdhendab
Vasra N = aVgN + VN,

kus a € R ja ¥, on pinna puutujavektorid punktis p.

Lemma 1.1. Vektorvili N'(t) on risti vektorviljaga N (t).

—

Téestus. Normaalvektorvéli N(t) on iihikvektorvéli piki joont «. Seega
(N(@#),N(1) = 1.

Diferentseerides t jargi, saame

kust jireldub (N'(t), N(t)) = 0 vai N'(t) L N(t). O

Lemmast jareldub, et vektor Vg]\_f on risti normaalvektoriga N. Jirelikult vektor Vg]\_f
on pinna M? puutujavektor punktis p. Seega kujutus ¥ — VN on pinna puutujata-
sandi lineaarteisendus.

Definitsioon 1.5. Pinna p&hioperaatoriks nimetatakse puutujatasndi lineaarteisen-
dust S: T,M* — T, M, kus S(¥) = —VzN.

Pinna pohioperaatorit nimetatakse ka Weingarteni operaatoriks ja jargnevas kasutame
nii esimest, kui ka teist terminit. Pinnateoorias toestatakse [4], et Weingarteni ope-
raator on siimmeetriline operaator. Kehtib S(Z,) = —N. ja S(&,) = —N,. Kasutades
Weingarteni operaatorit voime konstrueerida bilineaarvormi II(w;, W) = (S(w1), W)
pinna puutujatasandil, mida nimetatakse pinna teiseks fundamentaalvormiks. Teise
fundamenntaalvormi kordajaid baasis {Z.,Z,} téhistame jargmiselt

1 =I(Zu, Zu) = (S(Zu), Zu),
m =I(Z,, &) = (S(Zu), To),
n =I1(Z,, &) = (S(Z,), T).

1

<

Ne



2 Riemanni pind

Geomeetrias on huvitav uurimisobjekt Riemanni pind, mille definitsiooni anname an-
tud peatiikis. Konstruktsioon on sarnane eelmise paragrahviga, kuid niiiid votame
kasutusele kompleksarvud. Niitena uurime sfiiiri S ja veendume, et see on Riemanni
pind.

Olgu M? pind, z,% € M? pinna kaks punkti, (U, ) pinna lokaalne kaart punkti z
timbruses ja (V,v) lokaalne kaart punkti  timbruses. Teame, et tasandit R? saab
samastada kompleksarvudega C jargmiselt: kui (z,y) on tasandi punkt, siis tasandi
punkti samastame kompleksarvuga x+1iy. Seega lokaalsed kaardid on niitid hom&omor-
fismid ¢: U — @(U) CR* = Cjav: V — (V) C R® = C, see tihendab, et ¢ seab
imbruse U igale punktile vastavusse itheselt maédratud kompleksarvu. Analoogiliselt,
1 seab iimbruse V igale punktile vastavusse iiheselt méaratud kompleksarvu.

Olgu W =UNV jap e W. Kui (u,v) € R? on punkti p reaalsed koordinaadid,
siis o(p) = u+iv = z ja Y(p) = 4+ 0 = Z, kus (@, 0) on punkti p lokaalsed
koordinaadid iimbruses (V, ¢). Kuna iihed lokaalsed koordinaadid (u, v) saab avaldada
teiste lokaalsete koordinaatide (@, ) kaudu, siis voime iilemineku funktsioonid niiiid
kirjutada kujul

z=poy ' (3)
Z=9op ()
Definitsioon 2.1. Riemanni pinnaks nimetatakse 2-mo6tmelist siledat muutkonda,

kus koik tilemineku funktsioonid f(z) = f1(u,v)+if2(u, v) on holomorfsed ehk kehtivad
Cauchy-Riemanni tingimused

of  0f2.
of  Of
o o (2)

Riemanni pinda téhistame Y. Riemanni pinna lokaalse kaardi tdhistame (U, ), kus
¢: U — C. Kui on antud teine lokaalne kaart (V,%), siis tileminekufunktsioonid on
pop ' C— Cjaop ': C— C. Diferentseerime vordust u jérgi ja vordust
v jargi ning liildame saadud tulemused kokku

Ff_ fr PHh . h
Ou? ~ Ovou’ v Oudv’
FfH P
=0. 3
ou? + ov? (3)
Funktsiooni fi1, mis rahuldab tingimust (3) nimetatakse harmooniliseks funktsiooniks.
Analoogiliselt diferentseerime vordust (1)) v jargi ja vordust u jérgi ning lildame
saadud tulemused kokku

PhHh _0f fH _ Pf

oudv w2’ Ovdu  ou?’
Pfs  Pfr
Ou? * Ov? =0 4)
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Seega funktsioon f2 on ka harmooniline funktsioon. Néitasime, et kui funktsioon f on
holomorfne funktsioon ja f = fi + if2, siis f1 = Ref(f), f = Im(f) on harmoonilised
funktsioonid. See tdhendab, et kehtivad vordused Af; = Afs = 0, kus

0? o?
“ o o
ning funktsioone fi, fo hakkame nimetama kaasharmoonilisteks funktsioonideks. Ope-
raatorit A nimetatakse Laplace’i operaatoriks.

A

Niide 2.1. Vaatleme kahemddtmelist sfiziri S C R? ja niitame, et sfidr on Riemanni
pind. Selleks konstrueerime sfaéril atlast, mis koosneb kahest lokaalsest kaardist ja
néitame, et iileminekufunktsioon on holomorfne. Alustame safaéri vorrandist

z> + y2 + 22 =1.
Kaks lahtist alamhulka sfiril S tihistame
D1 = S2\{N}; D; = S*\{L},
kus N on punkt koordinaatidega (0,0, 1) ja L on punkt koordinaatidega (0,0, —1).

Esimese koordinaatfunktsiooni ¢: D; — C konstrueerimiseks kasutame stereograafi-
list projektsiooni punktist N. Olgu £ sfdéri puutujatasand punktis L. Kui F' € D,
on sfadri punkt, siis tdmbame kiire, mis lahtub punktist N, 14bib punkti F' ja 16ikab
puutujatasandit £ punktis H. Siis kujutust sy(F) = H nimetatakse stereograafi-
liseks projektsiooniks punktist N. Seega sy: D1 — £. Teise koordinaatfunktsiooni
Y: Dy — C konstrueerimiseks kasutame stereograafilist projektsiooni punktist L. Ol-
gu 9 sfidri puutujatasand punktis N. Kui F € D, on sfiiri punkt, siis tdmbame
kiire, mis 1&htub punktist L, libib punkti F' ja loikab puutujatasandit 91 punktis H.
Siis kujutust sL(F) = H nimetatakse stereograafiliseks projektsiooniks punktist L.
Seega sr,: D2 — .

On ilmne, et stereograafilised projektsioonid sy, si on homéomorfismid. Seega (D1, ¢),
(D2,%) on lokaalsed kaardid sfdaril ja nad moodustavad sfdéri atlase D1 U Dy = S2.
Meie eesmérk on leida koordinaatfunktsioonide ¢, ¢ valemeid koordinaatides ja nende
iilemineku funktsioonid.

Koigepealt leiame valemid stereograafiliste projektsioonide jaoks. Stereograafilise pro-
jektsiooni sy leidmiseks médrame puutujatasandil £ (u,v)-koordinaadisiisteemi jéarg-
miselt: alguspunkt asub punktis koordinaatidega (0,0,-1), u-koordinaattelg on sama-
suunaline ldhtekoordinaadisiisteemi x-teljega ja v-koordinaattelg on samasuunaline y-
teljega. Olgu (zo,yo, 20) sfadri punkti F' koordinaadid. Sirge, mis ldbib kahte punkti
N, F', parameetriline vorrand on

r=mot, y=1yot, 2= (20— 1)t + 1.

Leiame selle sirge ja tasandi £ loikepunkti H koordinaadid. Tasandi £ vorrand on
z+ 1 = 0. Asendades parameetrilisest vorrandist leiame (z0 — 1)t + 1+ 1 =0 ehk

‘ 2
o 1-— z0 '

Seega
2
u= 20 , U= 2y0 .
l—Zo 1—20
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Analoogiliselt arvutame sfaéri punkti koordinaadid u,v, kui projekteerimine toimub
punktist (0,0, —1) sfadri puutujatasandile 91 (puutepunkt (0, 0, 1)). Selle puutujatasan-
di (u,v)-koordinaadisiisteemi definitsioon on sarnane, see tdhendab alguspunkt asub
punktis koordinaatidega (0,0,1), u-koordinaattelg on samasuunaline ldhtekoordinaa-
disilisteemi z-teljega ja v-koordinaattelg on samasuunaline y-teljega. Sirge, mis 1dbib
kahte punkti L, F', parameetriline vorrand on

r=mot, y=yot, 2= (20 + 1)t — 1.

Niiiid puutujatasandi 91 vorrand on z — 1 = 0. Siit leiame kohe, et 16ikepunkti koordi-

naadid on
on 2y0

= v = N
1+ 2o ’ 1+ 2o
Teine voimalus nende valemite leidmiseks on sarnaste kolmnurkade omaduste kasu-

tamine. Joonisel on tahistused ja ndeme, et kolmnurgad A NMF ~A NKH (on
sarnased). Seega kehtib vérdus

u

MF NF
KH NH’
Kolmnurgad A NFR ~A NHE ja siit saame
FR NF
HE NH’
Analoogiliselt A NZF ~A NLH ja seega kehtib vordus
NZ NF
NL NH’
Kokkuvottes saame
MF _FR _NZ _ yo _@ _1-2
KH HE NL v U 2
ja seega
u— 2x9 v — 2Yo '
1- Zo’ 1-— 20

Joonis 3: Sfisr S? lokaalse kaardiga (D, ).
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Analoogiliselt leiame sy, kuju. Téahistused on joonisel . Sarnased kolmnurgad on
A LMF ja A LKH. Seega kehtib vordus

MF _ LF
KH LH’

Sarnased kolmnurgad on A LFR ja A LHE. Seega kehtib vordus
FR _LF
HE LH’

Sarnased kolmnurgad on A LZF ja A LN H. Seega kehtib vordus
Lz _Lr
LN LH’

Kokkuvottes saame

ME _FR _LZ o _ w0 _ 1+
KH HE LN v w2 ]
millest
2x0 20

T A

Joonis 4: Sfisr S? lokaalse kaardiga (Ds,1)).

Esimese koortdinaatfunktsiooni konstrueerime jargmiselt
¢: F € D1 — sy(F) = (u,v) > u+iveC. (5)

Téhistame ¢ = u + . Seega ¢(F) = (,p: D1 — C. Jédrelikult esimeses lokaalses
koordinaadisiisteemis sfadri punkti F'(zo, yo, z0) kompleksne koordinaat on

¢ = 2(1’0 + iyo) .

1—20
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Teise koordinaatfunktsiooni konstrueerime jargmiselt
Y: F €Dy —sp(F)=(u,v) 2u+iv—-ut+iv=u—iveC. (6)

Téahistame £ = u — dv. Jérelikult teises lokaalses koordinaadisiisteemis sfaéri punkti
F(xo0,Yo0, z0) kompleksne koordinaat on

2(.%'0 — iy())

£: 1+ zo

Uleminekufunktsiooni leidmiseks moodustame lokaalsete koordinaatide korrutise

CoE= 2(wo + iyo) 2(wo —iyo) _ Aws +yd) _ Azd +v5) _ ,

1—2o 1+ zo0 1—22 x2 4+ y2

Jarelikult iiheks iileminekufunktsiooniks on funktsioon

£=7.
¢

Niitame, et tileminekufunktsioon £(¢) on holomorfne funktsioon. Piisab, kui naitame,
et funktsioon £(¢) rahuldab Cauchy-Riemanni tingimust (2.1]). Selleks arvutame selle
funktsiooni reaal- ja imaginaarosa. Lugejat ja nimetajat korrutades kaaskompleksar-
vuga, leiame

¢ 4 4 Au-dv) . 4w s 4v
T ¢ u+iv w402 w2402 u? + 02’
4u 4v
fl(u7v)_u2+v27 fQ(U,U) _u2+v2'
Osatuletiste arvutamine annab

Oh _ w40 Of _ —wP44P  Oh 0
Ou ~ (u24v2)27 Jv  (u2+02)? ou = Ov’
Oh _  Sw  0f _ sw on _ on
v (u2+02)? Ou (u2+02)? v ou’

millest ndeme, et Cauchy-Riemanni tingimus (2.1) on tdidetud. Seega néiitasime, et
sfidr S? on Riemanni pind ja sellega 15peb sfadri naide. &

3 Meetrika Riemanni pinnal

Eukleidilises geomeetrias on tdhtis moiste pikkus. Antud paragrahvis niitame, kuidas
kasitletakse pikkuse méistet Riemanni pinnal. Infinitesimaalset 1dhenemist eukleidili-
sele pikkusele pinnal nimetatakse meetrikaks. Tegelikult pinna meetrika on skalaarkor-
rutis pinna puutujatasandil, see tdhendab, et pinna meetrika annab voimaluse pinna
puutujavektorite pikkuste ja nende vaheliste nurkade arvutamiseks.

Koigepealt anname konformse meetrika definitsiooni. Olgu ¥ Riemanni pind ja (U, (),
(V,€) selle pinna lokaalsed kaardid, kus U NV # 0.
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Definitsioon 3.1. Oeldakse, et Riemanni pinnal on antud konformne meetrika g, kui
igas lokaalses kaardis (U, ¢) on antud

g(d¢, d¢) = X*(¢) d¢ dC, (7)
kus A(¢) on lopmata diferentseeruv funktsioon, A(¢) € R, A(¢) > 0. Kui

g(dq, d) = N*(¢) ¢ d¢
on konformne meetrika lokaalses kaardis (U, ¢) ja

g(d€, d) = p* (€) d d€
on konformne meetrika lokaalses kaardis (V, £), siis peab kehtima

2 2 a¢ a¢
= —= 2. 8
n= (&) (©) c—cie) OE O (8)
Mirkus 3.1. d¢,dC on lokaalse koordinaadi ¢ diferentsiaalid ja meie kisitluses nad
on soltumatud suurused.

Olgu F(z,y,z) lopmata diferentseeruv funktsioon méiiramispiirkonnaga D C R? ja
¢ € R reaalarv. Meie vaatleme pinda S, mis on méaaratud vorrandiga F(z,y,z) = c.

Vérrandiga F(z,y,z) = c¢ méaidratud pind on kahemootmeline muutkond [2]. Meie
eeldame, et pinna S punktides funktsiooni F' gradient
OF OF OF
dF=(—,—,—
era (8w’8y’82>’

on nullvektorist erinev vektor. Saab niidata, et funktsiooni F' gradient pinna punktis
on risti pinna puutujatasandiga, seega funktsiooni F' gradient on pinna normaalvektor.
Kuna ta on méaaratud pinna igas punktis, siis pinnal tekib normaalvektorvili. Vastavat
iihiknormaalvektorvélja tédhistame N , see tdhendab

N— grad F .
llgrad F||
Seega ||N|| = 1. Oletame, et vorrandiga méératud pind on Riemanni pind konformse

meetrikaga g. See tdhendab, et pinda S saab katta lokaalsete kaartidega nii, et koik
iileminekufunktsioonid on holomorfsed ja igas lokaalses kaardis meetrika on konform-
ne. Antud juhul lokaalseks kaardiks nimetame pinna S parametriseerimist komplekse
parameetriga (, see tdhendab

CeUCC—C) = (x(¢),y(¢),2(0) €S C R®.

Siin z(¢), y(¢), 2(¢) on 16pmata diferentseeruvad funktsoonid ja kehtib

Kui
EEV CC—(E) = (2(€),5(€),2(6) €S C R?

on pinna S teine lokaalne parametriseerimine, kus U NV # () ja ¢ = ¢(£) on vastav
iileminekufunktsioon (holomorfne), siis

z(¢(8)) = (), w(C(§)) = (&), 2(¢(€)) = 2(£)-

15



Kuna pind S asub kolmemd&&tmelises ruumis R37 siis selle ruumi eukleidiline meet-

rika dz® + cly2 + dz? indutseerib pinna S meetrikat g, kusjuures meie eeldame, et

pinna koik lokaalsed parametriseerimised on sellised, et indutseeritud meetrika g on

konformne. Mainime seda, et pinna sellist prametriseerimist nimetatakse konform-

seks. Teiste sonadega meie eeldame, et koik lokaalsed parametriseerimised on kon-

formsed. Olgu g(d¢, d{) = A\?(¢)d¢dC konformne meetrika lokaalses koordinaadis ¢ ja
g(de, dé) = (§)d§d§ konformne meetrika lokaalses koordinaadis £. Siis kehtib

9 a¢
¢=¢(¢) 96 O
Niilid arvutame pinna meetrika lokaalses koordinaadis ¢ nii, et eukleidilises meetrikas

da? +dy® +dz” koordinaatide diferentsiaalid on avaldatud d¢, dC diferentsiaalide kaudu
jargmiselt

12 (€) = 2*(Q)

oz 9y _ 9z
dr = aCdCJraCdC, dy = BcchragdC’ dz 5Cdc+8§d<’
kus
22l A2l
¢ 2\ 0u o)’ 8¢ 2 \0u ov
Saame
da:2+dy2+d22
o oy 0z 0240’
<8Cd<+ d() ( d(+ d +(3CdC+8ZdC>
= (7%, ) (d¢)? + 2 (e, %) dCdC+< 7z) (d0)?, 9)
ks ox Oy O ox Oy O
s (Oz Oy 9z . _ (0z 0y Oz
TC - (84-7 aca 8() ’f’( (827 az? 82)3 (10)
ja

o\  [(oy\®  [0z\°
wero = (50) + (38) + (%) )
_Ox0x  OyOy , 0z0z (12)

S 9Cac T acac T acac

wora= () +(3) + () @

Valem @ on pinna meetrika lokaalses koordinaadis (. Kuna meie eeldame, et selle
pinna meetrika on konformne, siis tema kuju peab olema selline nagu valemis . Siit
jareldub, et

(76,7 =0, (7 72) = 2A%(0), (7 7) = 0.
Jarelikult Riemanni pinna konformne meetrika lokaalses koordinaadis ¢ avaldub jérg-
miselt g = )\Q(C) d¢dC. Kui niitid asendame ¢ = u+iv, kus u, v on reaalsed parameetrid,
siis kujutus ¢ € U — 7(¢) méérab pinna S (u,v)— parametriseerimist, kus meetrika
avaldub jargmiselt ¢ = A*(u,v)(du® + dv?), see tihendab, et (u,v)— parametriseeri-
mine on isotermiline. Toepoolest

g = N(¢) d¢dC = N2 (u, v)(du + idv) (du — idv) = N (u, v)(du® + dv?).
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Seega Riemanni pinna konformse meetrika g korral véime koik arvutused 1abi viia kas
lokaalses komplekses koordinaadis ¢ vGi isotermilistes lokaalsetes koordinaatides u, v,
kusjuures ( = w + iv. Jdrgnevas tuletame valemid Riemanni pinna karakteristikute
arvutamiseks nii komplekses koordinaadis ¢, kui ka isotermisistes koordinaatides wu, v.

Juhime téhelepanu sellele, et pinna meetrika arvutamisel lokaalses koordinaadis ¢, vot-
sime kasutusele kaks vektorit r¢, 1saks kasutame vektorite skalaarkorrutise
analoogi, mis seisab valemlte, i, l.l vasakpooltel. Antud skalaarkorrutise ana-
loogi defineeritakse jargmiselt: kui ¥ = (v1,v2,v3), W = (w1, w2, ws) on kaks vektorit
kompleksete koordinaatidega, siis

<’l7, 117) = viwi + vowsz + vzws. (14)

Mainime seda, et ([14) ei ole Hermite'’i skalaarkorrutis komplekses vektorruumis. Seega
antud skalaarkorrutise analoog ei ole positiivselt médratud ning jarelikult vorranditest
(7, 7c) = 0, (7, 7¢) = 0 ei jéreldu, et 7', 7z on nullvektorid.

Naitame, et kehtivad valemid
(7, N) = (7z, N) = 0. (15)

Pinna vorrandist F'(z,y, z) = ¢ jareldub, et pinna suvalises punktis dF’ = 0. Diferent-
siaali voime avaldada jargmiselt
oF oOF OF

dF = Godo+ 5o dy +a dz

_OF 0z
g (e geec) + 5y (Gac+ geac) + 52 (Grac+ 3oec)
= (grad F,7¢)d¢ + (grad F, rg)dc =0.

Kuna koordinaatide ¢, ¢ diferentsiaalid on suvalised 16pmata viiksed kompleksaevud,
siis saame viimasest vorrandist

(grad F,7¢) = (grad F, Fg) =0,
kust jareldub .

Niide 3.1. Vaatleme sfidri S? Riemanni pinna struktuuri, mis oli kirjeldatud naites
. Leiame sfiisri S meetrikat kompleksetes koordinaatides ¢, € ja naitame, et see
meetrika on konformne. Vaatame lokaalset kaarti (D1, ). Néites (2.1) oli ndidatud, et
g __1-xz
U 2

kehtivad vorduse o ja o + yo + 2o = 1, millest leiame

1
o = éu(l — 20),

1
Yo = 51)(1 - ZO)?
1 2 2 1 2 2 2
“u(1—z0)"+-v°(1—20)" 4+ 25 =1
4 4
Niitid saame avaldada xo, yo, 20 tundmatute u, v kaudu jargmiselt

4u 4u w2402 -4

mo:u2+v2+4’ yo:uQ—i—vz—i—ll7 T W tl+4

zZ0 =
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Léaheme iile kompleksarvudele. Kirjutame kujul 7(¢) = (z(¢),y({), 2(¢)), kus

2(¢ + 2i(¢ — 2 4
He= \élC2 +<4)’ v(e) = |<(\C2 +i)’ 2= I§:2+4‘
Arvutame vélja osatuletised.

9z 2(|¢?+4) —2(C+ ¢ _ 2(4—(9)?)

a¢ (IC> +4)? (I€]* +4)2

0z _ 2(¢P+4) — 2+ Q¢ _ 24-¢)

¢ (¢ +4)* (¢ +4)?

Ay _ —2i(|¢* +4) - 2i(C - ¢ _ —2i(4+(0)?)

a¢ (¢ +4)? (¢ +4)?

Oy _ 2i(|¢]* +4) — 2i(C— )¢ _ 2i(4+¢?)

aC (¢ +4)* (IC7 +4)?

9z _ CKP+4) —(KP=49¢ _ 8¢

a¢ (¢ +4)? (¢ +4)?

9z _ CCP+4) —(KP-49¢ _ 8¢

a¢ (I¢? +4)? (ICI> +4)?

Moodustame vektorid

- (2(4— )% —2i(4+()? 8¢ )

AU+ P+ (KR +4? )

P ( 2(4—-¢* 2i(4+¢*) 8¢ )

¢ ([C12+4)27 (I +4)2" (I¢]2+4)2 )

Leiame skalaarkorrutised (7¢,7%¢), (7¢,7¢), (7, T¢)-
Lo 64 — 32(O)% + 4(O)* — 64 — 32(0)2 — 4(O)* + 64(0)?
(7o, ) = (©) (©) (|<|2+4)£C) (©) (©) —0
Lo 64 — 32¢% +4¢* — 64 — 32¢% — 4¢t + 64¢2
(Frre) = S e o
(7o) = 64 — 16¢% — 16(C)* + 4[¢|* + 64 + 16¢% + 16(¢)* + 4|¢|* + 64/¢|?
e (I + 4)*
_ 8(16 + <" +8¢1%) _ 8(I¢1* +4)° _ 8
(I¢]* + 4)* (<P +4)*  ([C]2+4)?

Saime, et sfadri S* meetrika lokaalses kaardis (D1, ) komplekses koordinaadis ¢ aval-
dub kujul

oo S o g 16 -
(Fe, P ) (dQ)? + 2(F¢, ) dCdC + (77, 7) (dC)* = e T app dede:
Seega oleme saanud, et sfddri meetrika lokaalses koordinaadis ¢ on konformne ja

16

MO= fep e
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Niilid peame n#itama, et sddri meetrika on konformne ka teises lokaalses kaardis

1
(D2, ) koordinaadiga ¢. Kasutame Yo _ o _ _;ZO ja x5 + yo + 25 = 1, mille-

v

st avaldame xo, Yo, 20 tundmatute u, v kaudu. Esimestest vordustest saame avaldada
. . - 2 2 2

o, Yo ning paneme saadud avaldised vordusesse xy + yg + 25 = 1

1
To = §u(1 + 20),

1
Yo = 5“(1 + 20),

1 1
ZuQ(l +20)° + 1112(1 +20)° + 20 = 1.
Avaldame o, Yo, 20 tundmatute u, v kaudu

4du B 4v 4 —u?—0?
it d PT e u2 +v2 44’

xXo = z0 =

Laheme iile kompleksarvudele. Kirjutame kujul 7(§) = (x(£), y(£), 2(£)), kus

2(6+¢) 2i(€ — ¢) 4-— g
z(§) = G y(§) = TR T4 z(§) = GEEYS
Arvutame véilja osatuletised.

9z 2(|€* +4) —2(6+OE _ 24— ()

23 (1€1* +4)* (1€1* +4)*

Oz _ 2(|6 +4) —2(E+E _ 24— ¢€%)

23 (1€1* +4)? ~ (g +4)?

dy _ —2(|g]* +4) - 2i(E — OE _ —2i(4+ ()*)

23 (1€1* +4)? (€[> +4)?

Ay _ 2i(|€° +4) —2i(€ - ¢ _ 2i(4+¢€%)

23 (1€1* +4)* (1€1* +4)*

I (R R Gl [ S 3

o€ (&> +4) (€7 +4)

9z _ € +4) —(4— g _ 8¢

23 (€[> +4)? (1€1* +4)?

Moodustame vektorid

3

e =

(24~ - @) -2+ @) -8 )
(EF+472" (eF+4)2 " (R +4)2
) 2i(4+€) 8¢ )

_ (2
c ((\5\2+4 2T(IEP+ 427 (€17 4+ 4)2

31
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Leiame skalaarkorrutised (7%, 7¢), (T, 7¢), (T, T¢)-

_ 64— 3206 + 4(" — 64— 32(§)” — 4()" +64(6)* _

(Te, Te) GEEE =0
Lo 64 — 3262 + 4¢* — 64 — 3262 — 4¢* + 64¢?
Vere = (eP + )1 =0
(7.7 = 64 — 1662 — 16(E) + 4|€|* + 64 4 16£2 4 16(€)> + 4/€|* + 64[¢|?
e (I -+ 4yt
_ 8(16 + [¢]* + 8[¢*) _ 8(1¢1° +4)° _ 8
(1€]2 + 4)* (1€2+4)*  (|€2 +4)2

Saime, et sfadri S° meetrika lokaalses kaardis (D2, 1) komplekses koordinaadis & aval-
dub kujul

. - o o aE 16 -
(e, 7e) (d€)° + 27, Te)dEdE + (e, Te) (d€)” = o — 57 dEdE,
(€12 +4)
ja see néitab, et sfadri meetrika on konformne ka teises lokaalses kaardis ning
2 16
&)= s
O = e a2

Seega meil on konformne meetrika kogu sfaaril.

Kontrollime, et kehtib sfadri konformne meetrika teisenduse valem , kui toimub
iileminek iihelt lokaalselt koordinaadilt teisele ¢ — £ voi & — (. Naites ([2.1) leidsime,
et lokaalsed koordinaadid on omavahel seotud valemiga

4 4
Antud néites leidsime, et lokaalses kaardis (D1, ¢)
16
Q) =3
O = e vy
ja lokaalses kaardis (D2, )
2 16
= 16
Niiiid peame néitama, et
a¢ d¢ 4
=X =2, =¢(¢) =< 17
WO =N gege = 0O = ¢ (17)
Leiame
4 _ 4
oc () 4 e 2(F) a4
3 3 £ 0 23 ()2
Korrutise esimene tegur on vordne
) C)‘ _ 16 2: 16 i
¢=¢(&) 4 16+4[¢?
16/¢|* l€l*

T 162+ 16 - 8|E2 + 16/€[F 16+ 8IE[Z + |E]*
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Arvutame korrutise

2 %aj_L(_i) <_i)
A (O‘::qs) 6 9 16+ 8¢+ ¢t \ €2 (€)?
16/¢|* B 16
(€12 +4)20g]*  (€]> +4)2

Sellega néitasime, et korrutis on vordne ja meetrika teisenduse valem on
taidetud. <

4 Weingarteni vorrandid

Antud paragrahvis uurime pinna lokaalset struktuuri diferentsiaalgeomeetria meeto-
dite abil. Juhime tdhelepanu sellele, et antud paragrahvis uurimisobjektiks on pind,
see tihendab 2-m66tmeline muutkond, mille mudelruumiks on vektorruum R?. Antud
paragrahvis kisitletakse pinna tdhtsamaid struktuure nagu téiskoverus ehk Gaussi ko-
verus, keskmine koverus ja pinna pohivorrandid.

Olgu S pind. Vaatleme pinda lokaalselt (see tdhendab mingi punkti timbruses). Olgu
N pinna S iithiknormaalvektorvéli, T, ¥, pinna puutujavektorid.

Lemma 4.1. Kehtib

Téestus. Vordust (N, #,) = 0 diferentseerime u jirgi. Saame
(Nuy @) + (N, Zuu) = 0
ehk (]\7', Zuu) = —(ﬁu,fu>. Ulejéiéinud vordused toestatakse analoogiliselt. O
Lause 4.2. (Weingarteni vorrandid) Kehtib
—Nu = s11 %0 + 521, —N, = s128u + S22,

G —mF mG —nF mE —IF nkE —mF
m,slz 1 §22 =

T EG—F2%?

" EG - F?’

kus s11 = = EC_r2

Téestus. Kasutades eelmist lemmat, saame:

n
o
il
NS
8
il
=
Il
|
—~
IS
8
S
I
B
8
il
£
N

| =I(Zu,Zu) = (

—

Korrutades vorduse —N,, = s11%, + S21T, skalaarselt vektoritega Z, ja ., saame

s11E + s F = l,
s11F 4+ 501G = m,
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millest leiame
IG —mF mE — IF

TEG-F2 T EG-F?
Analoogiliselt korrutame vorduse —N, = 8127y + $22%, skalaarselt vektoritega &, ja
Ty, siis

S11

s12F + sa2F = m,
s12F + s22G = n,

millest
s _ mG —nF 5 _nE—mF
YT EG-F? "® T BG-F*
O
Weingarteni operaatori maatriks baasis &, &, on
IG—mF mG—nF
g — EG—-F? EG-F?
mE —F nE—mF
EG—-F? EG-F?
Pinna Gaussi koverus on vordne maatriksi S determinandiga, seega
) — IWGE —ImGF —mnFE + (mF)?* — m?EG +mnEF 4 ImFG — InF?
B (EG — F?)?
_ InGE + (mF)?> —=m’EG — InF* _ (In —m?)(EG — F?) _ In—m?
N (EG — F?)? N (EG — F?)? T EG - F?’
Pinna keskmine koverus on pohioperaatori maatriksi S jéilg jagatud kahega, seega
1 IG—mF+nE—-—mF IG—-2mF +nk
H=-TrS= = 19
2" 2(EG — F?) 2(EG — F?) (19)

Pinda nimetatakse minimaalpinnaks, kui pinna keskmine kdverus igas punktis on vord-
ne nulliga, see tdhendab H = 0. Maatriksi S saab esitada kahe maatriksi korrutisena

S =111,

kus I on esimese fundamentaalvormi maatriks ja II on teise fundamentaalvormi maat-
riks. Maatriksid I ja IT on kujul

E F I m
I_(F G)’ H_<m n)

Arvutame avaldise I II viisirtuse ja veendume, et see on vordne maatriksiga S. Maat-
riksi I p66rdmaatriks on
-l — 1 G -—F
EG-F2\-F FE |
Leiame korrutise I 11 virtuse
I — 1 G -F I m\ _ 1 IG—mF mG—nF —g
T EG-F2\-F FE m n) EG-F:\mE—-IF nE—-mF)
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Lause 4.3. Olgu S Riemanni pind konformse meetrikaga g,p € S pinna mingi punkt.
Olgu ¢ Riemanni pinna lokaalne koordinaat punkti p tmbruses ja g = N> d¢dC.
Riemanni pinna Gaussi koéveruse jaoks kehtib valem

4 0 (Oln)\
K:‘m*c( aZ)

v6i vastavates isotermilistes koordinaatides (u, v)

Aln A
——a

K:
kus
9 9%
oz a2

Téestus. Gaussi koveruse ortogonaalsete koordinaatjoonte korral (F' = 0) saab arvu-
tada jargmise valemi jérgi ([2], Corollary 22.4, p. 505)

= ~s7ra (o (7%a) 3 (7)) o
2VEG \Ou \VEG/) 9v\VE '
Teame, et isotermilise parametriseerimise korral kehtivad valemid
E=G=X, F=0.
Seega valem muutub jargmiseks:
K*—i 0 [ 2M\ +2 22y _ 1 /7o
T o2X2 \ Qu A2 ov A2 T2\ 0u

Markame, et

0 [ o 9 H?
%(7) = 5BV = gz (),
9 [ g 0 92
Pe (7) = 5090 MV = 5z ()
Jarelikult ) )
1 0 0 1
K=— (? n 6v2> (InX) = —— A(In))
Naitame, et
o 0
A=4——.
¢ a¢

Selleks kasutame vorduseid

Saame



Niide 4.1. Leiame sfisri S? Gaussi koveruse. Selleks kasutame niites (3.1) leitud

avaldist
16

O = e

avaldist. Arvutame vélja Gaussi koveruse

4 0 (0 4 0 8
Ke_~9(%m\)\=___= 9(9
X2 9 <8< ! > Wﬁ(( <|<|2+4>>

(P +4? o 1 4¢ _ (¢P+9)? g( ¢ )
4K\ i (P +ap 4 9 \[cp +4

_ (P +4)? ¢ +4-¢C
4 (I€1* +4)?

. s e o 2 . ~ ~ .
Saime, et sfadri S° Gaussi kdverus on vordne iihega. <

Niiiid vaatleme minimaalpinna kahte néidet.

Naiide 4.2. Naitame, et helikoid on minimaalpind. Selleks arvutame vilja helikoidi
keskmise koveruse H. Helikoidi vorrand on

Z(u,v) = (asinhu cos v, a sinh u sin v, av),
kus a,b,u > 0,v € R. Keskmise koveruse arvutamiseks kasutame valemit (19))

IG —2mF +nkE

===

Esiteks arvutame esimese fundamentaalvormi kordajad. Leiame kujutuse Z(u, v) koik
esimest jérku osatuletised

Zu = (acoshucosv,acoshusinv,0), Z, = (—asinhusinv,asinhucosv,a).
Niiiid arvutame esimese fundamentaalvormi kordajad
E = (Zy,Zu) = a? cosh? u cos® v + a2 cosh? usin? v = a2 cosh? u,
F = (%, %) = —a?sinh u cosh u sin v cos v + a? sinh u cosh u sin v cos v = 0,
G = (#,,Z,) = a” sinh® usin® v + a” sinh® wcos® v 4+ a® = a(sinh® u + 1) = a” cosh? w.

Teiseks arvutame teise fundamentaalvormi kordajad. Selleks peame leidma normaal-
vektori . .

N= o2
[T x Zo||
Arvutame vektorkorrutise

= 2 . 2 2 ;
Zu X Ty = (a” coshusinv, —a” cosh u cos v, a” sinh u cosh u)

ja vektori T, X ¥, pikkuse

" : . 2 2
[|Zw X || = V'a* cosh? usin? v + a* cosh? u cos? v + a* sinh® u cosh? u = a” cosh? u.

Saime, et normaalvektori kuju on

N =

- a’coshusinv  a?coshucosv a?sinhwucoshu
b) b
a2 cosh? u a2 cosh? u a2 cosh? u
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Leiame kujutuse Z(u,v) koik teist jirku osatuletised
Zyu = (asinhucos v, asinhusinv, 0),
Zuw = (—acoshusinv, acoshucos v, 0),
Zyv = (—asinhucosv, —asinhusinwv, 0).
Niilid arvutame teise fundamentaalvormi kordajad

a® sinh w cosh wsin v cos v — a® sinh w cosh w sin v cos v

I = (N,Zuw) = =0,
a2 cosh? u
— —a® cosh? usin® v — a® cosh? u cos® v —a® cosh?u
m:(N, uv>: 3 5 — 5 S = —a,
a? cosh” u a? cosh” u
- —a® sinh u cosh u sin v cos v + o sinh u cosh w sin v cos v
n=(N,Zw) = 2 3 =0.
a? cosh” u
Jarelikult helikoidi keskmine koverus on
IG —2mF +nkE
H=—f11————=0.

2(EG — F?)
Joonisel on néha helikoidi kuju.

Joonis 5: Helikoid

Sellega esimene naide 16peb.
Naiide 4.3. Niitame, et katenoid on minimaalpind. Katenoidi vorrand on
Z(u,v) = (coshu cos v, coshusinv, u).

Arvutused viime ldbi analoogiliselt eelmise néitega (4.2). Leiame esimese fundamen-
taalvormi kordajad. Selleks arvutame kujutuse Z(u,v) esimest ja teist jarku osatuleti-

sed
Zuu = (coshu cos v, coshusinwv,0), « = (sinhwucos v, sinhusinwv, 1),
Zuy = (—sinhwusin v, sinh u cos v, 0), v = (— coshusinv, coshucos v, 0),
Zyvy = (— coshu cosv, — coshusin v, 0).
Esimese fundamentaalvormi kordajad on
E = sinh® ucos® v + sinh? usin® v + 1 = cosh? u,
F = —sinh u cosh u sin v cos v + sinh u cosh u sin v cosv = 0,

2 .2 2 2 2
G = cosh” usin® v + cosh” u cos” v = cosh” u.
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Leiame normaalvektori N. Selleks arvutame vektorkorrutise Ty X &y ja selle pikkuse

Zu X Ty = (— coshu cosv, — cosh usin v, sinh u cosh w),

[|Zu X Zol| = V/cosh? u cos? v + cosh? usin? v + sinh® u cosh? u

= v/cosh® u + sinh? ucosh? u = \/cosh2 u(1 + sinh? )
= Vcosh* u = cosh® u.

Seega normaalvektor on kujul

N coshucosv  coshusinv sinhwcoshu cos v sinv sinhw
coshu’ coshu’ coshu

cosh?u ’ cosh?u ’ cosh?u
Leiame teise fundamentaalvormi kordajad

coshucos®?v  coshusin®wv

2 .2
l=— — =—cos"v—sin“v=-1,
coshu coshu
sinhusinvcosv  sinhwusin v cosv
m = — =0,
coshu coshu
coshucos?v  coshusin? v 5 .9
n= + =cos“v+sin“v=1.
coshu coshu

Jarelikult keskmine koverus on
IG—-2mF +nE - cosh? u + cosh? u
2(EG - F?2) 2 cosh* u

Joonisel @ on néha katenoidi kuju.

H: :O.

Joonis 6: Katenoid

Sellega 16peb teine naide.

5 Gaussi vorrandid

Pinnateoorias on téhtis roll vorranditel, mis néitavad, kuidas puutujavektorid Z,,, T,
ja pinna normaalvektor N avalduvad samade vektorite kaudu. Neid vorrandeid nime-
tatakse Gaussi vorranditeks. Antud paragrahvis tuletame Gaussi vorrandeid Riemanni
pinna jaoks.
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Olgu S pind vérrandiga F(z,y,z) = ¢ ja N pinna S {ihiknormaalvektorvéli. Eeldame,
et S on Riemanni pind konformse meetrikaga g. Olgu

7 CeUcCC—() €S,

pinna lokaalne parametriseerimine komplekse koordinaadiga ¢. Hulga U kujutist pinnal
S téhistame V' = 7(U) C S. Pinna osa V igas punktis p € V' on mééaratud kolm vektorit
{7, 7z, N}. Neid nimetatakse pinna liikuvaks reeperiks. Tiihistame R = (7 7z N,
Kehtivad valemid

<TC7TC>_0 < f) 0, <FC’FE>:7>‘ ) <FC7N>: ) <ﬁfvﬁ>:0a <J\77]\7>:1'

Meie eesmérk on leida kordajad valemites

oo = ani + bz + N
Tee = e + 52175 + v N (21)
Ne = 0[37:% + 637?6 + v N

Tee = quic + BaTe + ’}’4]\7
Tee = asre + 65775 + 5N (22)
Nz = asic + BeT¢ + 16 N

Moodustame maatriksid

o B1om s Pi Y4
A=|az P2 72|, B=|as B
as Bz 73 as Ps 6

Vorrandid , kirjutame maatrikskujul
R; = AR, R;= BR.

Lemma 5.1. Kehtivad valemid

¢¢r

(Tec, e
{Fee, 7
(Fec, e
(Fec, N) =
(Fee, N) =
(N¢, Ny =
Toestus. Vordust (7¢,7¢) = 0 diferentseerime ¢ jargi. Saame

(Te¢, 7¢) + (e, Teg) = 0
ehk (7¢e,7c) = 0. Vordused (7, 7¢) = 0, (Fz¢,7z) = 0, (7zz,7z) = 0 toestatakse

1
analoogiliselt. Vordust (7, 7z) = f)\ diferentseerime ( jargi. Saame

(Tee, Te) + (Te, Tee) = Aee
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Kasutame vordust (7z,7;) = 0. Saame, et kehtib (i, ) AA¢. Teine vordus
(7, Tze) = AX¢ toestatakse analoogiliselt. Vordust (7 ,N) = 0 diferentseerime ¢ jirgi.
Saame

(Fec, N) + (¢, N¢) = 0
ehk (7ec, ) = j<T€,N§> Vérdused (7, N) = —(7¢, 5) _,< e, N) = —(7¢, N¢),
(Tzes N) = — (7', N¢) toestatakse analoogiliselt. Vordust (N, N) = 1 diferentseerime ¢
jargi. Saame o oL

(Ne; N) + (N, N¢) =0
ehk (N¢, N) = 0. Vordus (ﬁg, N) = 0 téestatakse analoogiliselt. O

Teoreem 5.2. Maatriksid A ja B vérrandites , (@) on jargmise kujuga

2\ . .
TC 0 (Tee, N)
A= 0 0 (7o, N |
—2(fze, N)  —2(F¢¢, N) 0
A2 A2
0 0 (Fee, N)
2\ =
4 —
B = 0 3 <7‘§5,N>
_2<7?CC7N> 2<FCE7N> 0
A2 A2

Téestus. Kasutades eelmist lemmat (5.1) leiame kordajad valemites 7 ehk
maatriksite A ja B elemendid. Esimest vordust 7¢c¢ = a17¢ + B17 + 71N korrutame
skalaarselt vektoriga 7. Saame (7'¢c¢,7¢) = B1 (7, 7¢), millest jareldub
Tee, Te 0
g, = o) _ —0

(Feoic) a2

Esimest vordust 7¢¢ = anfe + 71 N korrutame skalaarselt vektoriga 7z. Seega saame
(Fee,Tz) = on (T, 7¢), millest jareldub

GRS IS TR

Esimest vordust 7e¢c = ai7e + 71 N korrutame skalaarselt vektoriga N. Saame

—

7 = (Tee, N).

Teist vordust FQ = aoic + BQFE + 72]\7 korrutame skalaarselt vektoriga 7¢. Saame
(Tec,Te) = Bz, 7¢), millest jareldub

52: <F_C5FC> _ 0 =0
<Ff7 FC) %)‘2
Niitid teist vordust FEC = aoic + 'yg]\_f korrutame skalaarselt vektoriga F@. Saame
(Tec,Tz) = aa(fe, 7z), millest jareldub
Tee,Te 0
Qg = 7< _C,C’_.d =15 = 0.
(Te,Te) A
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Teist vordust F@ = 72]\_'7 korrutame skalaarselt vektoriga N. Saame
Y2 = <_‘(7C7 N>

Kolmandat vordust N¢ = o + P37 +73N korrutame skalaarselt vektoriga 7. Saame
(Ne,7e) = B3 (7, 7¢), millest jéreldub

1!

— —

( fc> _ (e, N) _ =2(fee, N)

B3 = (7=, 7¢) - %)\2 - 22

Kolmandat vordust ]\7§ = atc+ P37 Jrfng\7 korrutame skalaarselt vektoriga 7. Saame

o~

~

(Ne,7z) = as(c,7z), millest jireldub

a3 = <NC7FE> _ 7<F_§7N> _ 72<FEC71\7>
(e, Te) FA2 A2

Kolmandat vordust ]\74 = e+ ,837% +’}/3]\7 korrutame skalaarselt vektoriga N. Saame
Y3 = <]\_/2,N> = 0

Neljandat vordust 7.z = uf + Bae +*y4]\7 korrutame skalaarselt vektoriga 7¢. Saame
<7?C€T’ ’FZ) =6 <7_‘E, FC>7 millest jareldub

=0.

(TegsTe) 0
2 Iy~

A= (Fz,7e)

D=

—

Neljandat vordust 7. = qat + ’y4]\7 korrutame skalaarselt vektoriga 7z. Seega saame
(Fee,77) = (e, 7¢), millest jareldub

Qg4 = 7<T_‘§7_‘5> = % = O
< ¢ Te A

~
o=

Neljandat vordust 7. = 74]\7 korrutame skalaarselt vektoriga N. Saame

Y4 = <FC57A7>

—

Viiendat vordust Tee = asTe + ﬂ5f’§ + ’ysﬁ korrutame skalaarselt vektoriga 7. Saame
(Fzz,7c) = Bs (77, 7¢), millest jéreldub

—

Viiendat vordust Tee = asre + B5f’§ + 'yg,ﬁ korrutame skalaarselt vektoriga Fg. Saame
¢

¢
), millest jareldub

—

<Fff’ ’Fé) = 5 <F§, T

2z =0.

—~
3
o~
~t
~
(S

—

Viiendat vordust Tee = ﬂ5f’5 + 75](7 korrutame skalaarselt vektoriga N. Saame



Kuuendat vordust ﬁg = Qe —&—ﬂ@f’g +’ye]\7 korrutame skalaarselt vektoriga 7¢. Saame
(]\75,774) = fBe(7,7¢), millest jareldub

,B _ <N77’FC> _ _<FCE7N> _ _2<F§E,N>
¢ () i a2

Kuuendat vordust ]\75 = apT¢ + B6T¢ +76]\7 korrutame skalaarselt vektoriga 7z. Saame
(Ne, 7z) = ag(7¢, 7z), millest jareldub

N, 72)  — (7, N)

—

2(tzz, N)
A2 ’

—~
~
~
A
[N
>
[V

2\ L o=
= 0 (e, V)
A= 0 . 0 <F§§,N> ,
—2(7ze, N} =2(Fee, N) 0
A2 A2
0 0 <FC§7N>
2); B
B= 0 ~ (Tees N)
_2<ﬁ§§77N> _2<FCE7N> 0
A2 A2

O

Téhistame Q¢¢c = (7ee, N), Qcg = (Fee, N), Qze = (e, N), Qe = (/_’55, N). Kalsutades
teoreemis l} leitud maatrikseid A ja B, néeme, et vorrandite R = AR, Rz = BR
kuju on jargmine:

2)X¢
e By 0 Qcc ¢
el = 0 0 Qe | |7 (23)
Ne —2Q¢c  —2Q¢ N
A2 A?
. 0 0 Qcc\ .
Cgf 2)\5 T;C
iw]=] O g Qcc | | 7 (24)
Ne 20 20 | \N
A2 A?

Vorrandeid , nimetatakse pinna Gaussi vorranditeks.

Kirjutame kompleksarvud ¢, ¢ kujul ¢ = u + iv,{ = u — iv, kus u,v € R. Seega
7(¢,¢) = #(C(u,v),(u,v)). Et leida teise fundamentaalvormi maatriks II, kasutame
valemeid | = (]\7, Tuu), M = (]\7, Tuv),n = <]\—/:7 Tvv), mida oleme enne leidnud .
Selleks leiame esialgu 7 tuletised u ja v jéargi

Tu = TcCu + Fggu =T+ ’f”f, Ty = T¢Co + Fg&, = ire — if'g.
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Niiiid leiame 7 teist jarku osatuletised

. 0

1

Tuu = %(HC + 7'5) = FCCCu + Fgf&u + Ff(Cu + Fggétu = FCC + 2FC§ + FE&’

. o . . - Lo L oz - L,

Tuv = 5 (T¢ +7¢) = TeeQu + TeeCo + Teco + Tgelo = e — e,

R o, .. . - o o i 7 7 P
Tyy = %(lrg — i) = iTccCu + iTceCo — iTecCo — TeeCo = —Te¢ + 27¢e — Tee-

Leiame maatriksi II elemendid

— —

,7ee) + (N, 7ee) = Qee +2Qc¢ + Qge,

sTow) = —(N,Tee) + 2N, 7ee) — (N, 7ge) = —Qee + 2Q¢¢ — Qce-
Saime maatriksi II kujul

M- ( ! m) _ (Qcc +2Qc¢ + Qct i(Qcc — Qce) > .
m n i(Qec — Qze) —Q¢c +2Q¢ — Q¢

6 Harmooniline pind

Teises peatiikkis oli selgitatud harmoonilise funktsiooni moiste . Antud paragrah-
vis vaatame iildisemat definitsiooni. Olgu U C R? lahtine hulk. Olgu #: U — R®
parametriseeritud pind.

Definitsioon 6.1. Pinda & nimetatakse harmooniliseks pinnaks, kui kehtib vordus
AZ = 0 ehk Zyy + Tyy = 0.

Kui §: U — R® on teine parametriseeritud pind ja kehtivad vordused &, = o,
Ty = —Yu, siis litleme, et parametriseeritud pinnad rahuldavad Cauchy-Riemann’i tin-
gimusi. On lihtne veenduda, et kui parameetriseeritud pinnad Z, i rahuldavat Cauchy-
Riemann’i tingimusi, siis pinnad , ¥/ on harmoonilised parameetriseeritud pinnad, see
tihendab AZ = A§ = 0. Seoses sellega, et Cauchy-Riemann’i tingimusi rahuldatavad
pinnad &, ¢ on harmoonilised, nimetame jargnevas neid kaasharmoonilisteks paramet-
riseeritud pindadeks.

Teoreem 6.1. Isotermiline parametriseeritud pind T: U — R® on minimaalpind pa-
rajasti siis, kui pind & on harmooniline.

Téestus. Olgu & isotermiline parametriseeritud pind. Teame, et isotermilise pinna kor-
ral kehtivad vordused: £ = G = /\2, F = 0. Kasutades keskmise koveruse valemit |D
ja isotermilise pinna tingimusi, saame

HﬁlG—ZmF—i—nEﬁ)\Q(l—&-n)il—i—n
T O2(BEG-F?2) 2 T 2

Tuletame meelde, et | = (Zyu, ﬁ), n = Ty, ]\7) Seega kehtib

Fuus NY + (Zous N)  (Buu + Tou, N) (AT, N)

_
= 2)2 22 22
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Olgu # harmooniline parametriseeritud pind. Siis AZ = 0 ja valemist saame, et
kehtib H = 0 ehk & on minimaalpind.

Niiiid eeldame, et & on minimaalpind ehk H = 0. Peame néitama, et AZ = 0. Valemist
jareldub (AZ, N) = 0 ehk AZLN. Kuna N on pinna normaalvektor, siis AZ on
pinna puutujavektor ja teda saab avaldada puutujatasandi baasvektorite kaudu kujul

AT = aZ, + bZy, (26)
kus a, b on mingid arvud. Diferentseerime vordust (&, Tv) = A uja v jdrgi:
2 Zuus Tu) = 22y 2{Tuw, Tu) = 2A 0.
Diferentseerime vordust (T, Zy) = A? v ja v jargi:
2({Zpu, To) = 20, 2(Zow, Tv) = 20Ny
Saadud valemitest jareldub, et
(Zuu, Bu) = (Tou, To), (Tuv, Tu) = (Tov, To). (27)
Diferentseerime vordust (Zu, ) = 0 u ja v jargi:
(Zuuy To) + (Zuy Zou) = 0, {Tuv, To) + (Zu, Tov) = 0.

Niitid valemid muutuvad jargmisteks:

— =

7<:Euuyfv> = <:Evv7i:v>, 7<xu7xvv> = <fuu,fu>
ehk
<-fuu + :Z:vv,fu> - 07 <:Euu + f’uvy f’u> =0.

Jarelikult saime, et samal ajal kehtivad vaited AZ 1%, AZLZ,, AZLN. Korrutame
vordust skalaarselt vektoriga Z, saame (AZ,¥,) = aFE ehk aF = aX? = 0,
seega a = 0. Analoogiliselt korrutame vordust skalaarselt vektoriga Z, saame
(AZ, %) = bG ehk bG = bA? = 0, seega b = 0. Tulemuseks saime, et kehtib AZ = 0 ja
pind Z on harmooniline parametriseeritud pind. O

Edaspidi hakkame isotermiliseks minimaalpinnaks nimetama harmoonilist isotermilist
pinda. Seega pind 7: U — R? on isotermiline minimaalpind, kui ta rahuldab tingimusi
E=G=X,F=0, AT=0.

Olgu #: U — R®, §: U — R® kaasharmoonilised isotermilised minimaalpinnad. Defi-
neerime pindade tiheparameetrilist peret valemiga

Zy = cost & +sint i = Re(e™ (2 + i7)),

kus Z}; nimetatakse kahe kaasharmoonilise isotermilise minimaalpinnaga &, assot-
sieeritud pindade pereks. Edaspidi nimetame Zj; pindadega &, i/ assotsieeritud pereks.
Veendume, et vérdus cost Z 4 sint §f = Re(e” " (Z + 7)) kehtib. Tdepoolest

Re(e™ (& + 7)) = Re((cost — isint) (& + i7))
= Re(cost £+ sint ¥+ i(cost § —sint &)) = cost T + sint .

Lause 6.2. Pinnad Z[thi[“rl] on kaasharmoonilised.
2
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Toestus. Niitame, et 2y, 2'[ ] rahuldavad Cauchy-Riemann’i tingimusi ehk kehtivad

2l = Z[H%]’U ja 20 = :;[tf+%]u Veendume, et kehtib esimene vordus
Zlou = Re(e™ " (Tu + iffu)) = Re(e ™" (7 — idn)),
Zor 20 = Re(e (3@, +35)) = Re(—ie (@, +i7.)) (28)
= Re(e™ " (—idy + §i)),
kus real kasutasime lihtsustust

e () — omiteiE — eiit(cosg —isin g) = —je "

Néitame, et kehtib 2, = _Z[t+l] “
=]

Zw = Re(e ™" (&, +i4,)) = Re(e™" (=3 + i),
Zoy ] = Rele (P (@, +07,)) = Re(—ie ™™ (@, + 7))

—Re(e " (idfy — 7))

Lause 6.3. Pind Zy iga t vddrtuse korral on isotermiline pind.

Téestus. Tuletame meelde, et & ja i on kaasharmoonilised isotermilised pinnad. Seega
kehtivad (Zy, %) = (Tv,Zo) = N>, (Tu,T0) = 0, Tu = Jo, To = —Fu. Leiame Z
esimese fundamentaalvormi kordajad
E(t) = (Z4),u, Zit),u) = (cOst Ly + sint §u, cost &, + sint i)
= cos” t ||Zu||® + sin® ¢ ||Fu]]® + 2 cos t sin (T, Fu)
= cos® t ||@,||* 4 sin’ t ||Z,||* — 2 costsint(Zy, F,) = A%,
G(t) = (2,0, Zl1),0) = (cost &y +sint §f,, cost Ty, + sint F,)
= cos® t ||Z,||* + sin® t ||, ]|* + 2 cos t sint(Z,, 7,)
= cos’t ||@,||* + sin® t ||Z,||* 4 2 costsint(Zy, Tu) = A%,
F(t) = (Z1),u> Z1t),0) = (cost Ty + sint §u,cost &y + sint 7y)
= cos? &y, Ty) + sin? HYu, Yo) + costsint(Zy, Yo) + costsin t(Zy, Yu)

=040+ A costsint — M costsint = 0.

O

Saime ndidatud, et E, F, G ei soltu t védrtusest. Jéarelikult koik pere z}; pinnad omavad
sama esimese fundamentaalvormi kuju ds® = A’ (clu2 + dv2),

Olgu Si1,S2 kaks pinda. Siledat kujutust ¢: Si — Sz nimetatakse isomeetriaks, kui
1 on bijektsioon ja iga puutujavektori ¥ pinnal S; korral kehtib |1« (7)|| = ||¥]], kus
(¥+)p: TpS1 — TSz on kujutuse ¢ diferentsiaal [5]. Kuna kéik pere Zj;; pinnad oma-
vad sama esimese fundamentaalvormi kuju, siis z}; nimetatakse pinna isotermiliseks
deformatsiooniks.
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Lause 6.4. Igat vddrtuse korral Zy) on harmooniline pind.

Toestus. Leiame AZ[) védrtuse:

—

AZM = Z[t],uu + Z[t],'uv = Re(eiit(i"uu + f’uv + Z(guu + gv'u))) = Re(eiit(a‘k 62)) = 6
O

Oleme néidanud, et suvalise ¢ korral Z};; on isotermiline harmooniline pind ehk mini-
maalpind.

Naitame, kuidas saab avaldada iihe isotermilise harmoonilise pinna teise kaudu nii,
et molemad pinnad oleksid kaasharmoonilised. Olgu U C R? =2 C lahtine alamhulk
ja h(u,v): U — R harmooniline funktsioon ehk kehtib Ah = hyy + hyy = 0. Olgu
zo = up +ivg € U ja f(z): U — C selline, et Re f(u + iv) = h(u,v), Im f(z0) = 0.
Avaldame funktsiooni f funktsiooni A kaudu. Markame, et kehtib

1 1 . _— 1 . ——
hu,0) = 2 (F+F@)| = 2 (Flutiv)+Flu+ ) = = (f(u+iv)+f(u—iv)).
2 z=u-+1v 2 2
zZ 4+ Zo Z—20 ..
Teeme asenduse u = , U= —, siis
2 21
. z+ 20 ,2—20_22_
u—+w = B +1 % _2_27
iy ZTRZ— R 2Z20 _ _
T2 2 2 "
Seega

n(EE2 5520 = SUG) + ) = 5 () + T()).

Saime, et kehtib

- z2+20 z— 20 _ o zZ+20 z— 20 _
F(2) =20 (5520, 2520 < FG) = 20 (5520 5520 ) —h(uowo). (29
Mainime, et kui zp = 0, siis
z Z
F(z) = 2h (5, Z) — 1(0,0). (30)

Olgu antud #: U — R® ja §: U — R?® isotermilised kaasharmoonilised pinnad. Vek-
torite komponendid tahistame jargmiselt: ¥ = (ml,xz,xS), g = (yl,y27y3). Nende
kompleksifitseerimine on avaldis Z + i7: U — C*, mida tihistame

O =7 +if = (z' +iy',2” + iy, 2° + i)

ja kehtib Im 1/7(0) = 0. Paneme téhele, et iga k € {1, 2,3} korral funktsioonid z" on
isotermilised harmoonilised ja sobivad h rolli valemis . Olgu zp = 0. Funktsiooniks
f valemis sobivad iga k € {1, 2, 3} korral funktsioonid 2" +iy”. Kasutades valemit
([B0), kehtib

z Zz

& =27 (5, Z) — #0,0).

Jarelikult saame ¢ avaldada Z kaudu jargmiselt:

7(u,v) = Im <2f (“ J; wou ;,“’) — #(0, o)) :
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Naiide 6.1. Vaatleme edasi helikoidi naidet. Algus oli naites . Naitame, et he-
likoid #(u,v) = (asinhwucosv,asinhusinv, av) on isotermiline pind. Selleks on vaja
niidata, et £ = G = A2 (u,v), F = 0. Néites leidsime esimese fundamentaalvormi
kordajad F = a® cosh? u, F =0, G= a’ cosh u, millest saame A(u) = acoshu > 0.
Jéarelikult helikoid on isotermiline pind. Naites oleme néinud, et helikoid on mi-
nimaalpind. J&relikult helikoid on isotermiline minimaalpind.

Konstrueerime pinda

§(u,v) = Im (29? <“J;“’, u +_“’) - f(o,o)) .

21

Arvutame pinna ¥ esimese koordinaatfunktsiooni. Selleks kasutame valemeid

cosh? u = 1 4 sinh® u, coshu = cos(iu), isinhu = sin(iu),
2sinh”® u + 1 = cosh(2u), 2cosh® u — 1 = cosh(2u),
sinh(u + iv) = sinh u cosv + i cosh usin v,

cos® u — sin® u = cos(2u) = 2sin” u = 1 — cos(2u).

Im <2asinh (u—;w) cos (U —22u>>

=Im ( 2a (sinhgcosg—i—icoshgsm E) cosgcos——i—smgsmi—u
- 2 2 272 2 2 2

Seega

v
2

=a (Sln v cosh? 5 + sin v sinh? 7) (2 sinv cosh? = — sin v)

=Im (2a (sinh % cos E + i cosh % sin — ) (cos v cosh + i sin % sinh — ))
—asinv (2 cosh? g — 1) = asinvcoshu

Arvutame pinna ¥ teise koordinaatfunktsiooni

Im(?asinh(u—’_ZU) sin<v_w))
2 2
LU v . u o, v v i . iu v
=Im (2@ (smh 3 cos 5 + i cosh 3 sin 5) (sm 5 cos 37 sin 5 cos 5))
=Im (2(1 (sinhgcos% +z’coshgsing> (s' g oshf —zsmh5c0s B))

2
=2a (— sinh® & 3 cos’ g + cosh® & 35 sin’ %) =2a (sinh2 %(— cos v) + sin® %)

:2asinh2g(fcosv)Jrafacosv:afacosv (1+2sinh2 E) = a — acosvcoshu.

2

Arvutame pinna g kolmanda koordinaatfunktsiooni
Im <2a (v —2w>) = —au.

y(u,v) = (asinv coshu,a — acosvcoshu, —au) .

Seega
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Antud voérrand néitab, et teine pind % on katenoid. N&itame, et ¢ on isotermiline ja
Z,y on kaasharmoonilised pinnad. Leiame ¥y, %,:

YJu = (asinhusinv, —asinhucosv, —a), ¥, = (acoshucosv,acoshusinv,0).
Kontrollime, et kehtivad isotermilisuse tingimused £ = G = A2, F = 0. Lelame E, F,G
E = (§u, §u) = a’sinh® usin® v + a® sinh® u cos® v + a® = a*(sinh® u + 1) = a® cosh® u,
G = (Yo, Yo) = a® cosh? u cos® v + a? cosh? usin® v = a® cosh? u,

. 2 . . 2. :
F = (§u, ¥v) = a” sinhu coshusinv cosv — a” sinh u coshusinv cosv = 0.
Néaeme, et ¢ on isotermiline pind. Néites (4.2]) oleme leidnud Z,,, Z.:

Zu = (acoshucosv,acoshusinwv,0), Z, = (—asinhusinv,asinhucosv,a).

Maérkame, et kehtivad vordused %, = 4,, v = —¥u. Jarelikult &, ¢ on kaasharmooni-
lised pinnad. Leidsime pindadega Z, % assotsieeritud pered

Zly = cost & +sint i
= (cost asinhucosv + sint asinv cosh u,

cost asinhusinv + sint (a — acosvcoshu), cost av + sint (—au)).

Sellega naide lopeb.
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Kokkuvote

To66s on naidatud, et sfadr on Riemanni pind, arvutatud pinna meetrika ja ndidatud, et
see on konformne. Tuletatud Weingarteni vérrandid pinna reaalarvulise parametrisee-
rimise korral. On tuletatud Gaussi vorrandid Riemanni pinna korral. On niidatud, et
katenoid ja helikoid on isotermilised kaasharmoonilised minimaalpinnad. T66s on kir-
jeldatud meetod, kuidas leida antud isotermilise minimaalpinna jaoks kaasharmoonilist
minimaalpinda. Selle meetodi abil on leitud kruvipinna kaasharmooniline minimaal-
pind ja on naidatud, et see on katenoid. On konstrueeritud katenoidiga ja kruvipinnaga
assotsieeritud isotermiliste minimaalpindade pere.

T606 teema valik on seotud teadusartikliga [I], kus autor kirjutab seosest diferentsiaal-
geomeetria pinnateooria tuntud vorrandite ja integreeruvate diferentsiaalvorrandite
vahel. Selle seose esimeseks néiteks oli tuntud sine-Gordon’i vorrand, mis oli tuletatud
seoses konstantse negatiivse Gaussi koverusega pindade leidmiseks. Autor rakendab
integreeruvate vorrandite meetodeid pinnateooria vérranditele. On plaanis uurida, kui-
das antud rakendamine t66tab minimaalpindade korral.
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