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Arvutusteek inflatsiooni iilesannete lahendamiseks

mitte-minimaalselt seotud skalaarvalja teoorias

Universumi kirjelduses esineb probleeme, mida on voimalik lahendada, eeldades ruumi
lithiajalist eksponentsiaalset paisumist. Seda perioodi nimetatakse kosmoloogiliseks inf-
latsiooniks, mille jaoks to6tati vélja teooria, kus skalaarvili ja gravitatsioon on omavahel
minimaalselt seotud. Sklaarvélja késitletakse kui eksootilist mateeriat, mille potentsiaali
kaudu on médratud inflatsiooni diinaamika. Uldistusena saab vaadata teooriat, kus ska-
laarvili on gravitatsiooniga mitte-minimaalselt seotud. Uldine skalaar-tensor tiiiipi teooria
sisaldab kolme mudelfunktsiooni. Invariantide formalismi kasutades on voimalik teisenda-
da mitte-minimaalselt seotud teooria minimaalselt seotud teooriaks, kus saab kasutada
olemasolevaid tulemusi ja arvutusi. Samas on voimalik anda teooriale fiiiisikaline interp-
retatsioon mudelfunktsioonide kaudu. Antud t66 osana valmis Pythoni kood, millega on
voimalik lahendada erinevaid {ilesandeid. Programmiga on voimalik teha nii numbrilisi
kui ka stimbolkujul arvutusi. Koodi t66d on kontrollitud mitme mudeli néitel. T66 lisana

valmisid ka Jupyter Notebooki to6lehed, kus on voimalik valminud teeki kasutada.

Mirksonad: inflatsioon, kosmoloogia, skalaar-tensor teooria, Python (programmeerimis-
keel)

CERCS: P190 - Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiiiisika, klassikaline mehaanika,

kvantmehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiiiisika, termodiinaamika.

Computational package for solving inflation problems

in non-minimally coupled scalar field theory

The description of the universe description has problems which can be solved if short-
lived space exponential expansion was assumed near singularity. This period is called the
cosmological inflation, for which minimally coupled theory has been formulated. In this
theory scalar field behaves as an exotic matter and scalar field potential describes inf-
lation dynamics. Non-minimally coupled theory can be viewed as a generalized theory
which has three scalar field functions. Non-minimally coupled theory can be transformed
to minimally coupled theory when the invariant formalism is used. This allows to use re-
sults and equations for the minimally coupled theory without loosing any interpretability.
Original part of this work is Python code which can solve multiple problems analytically
and numerically. The code has been checked with multiple analytical solutions. To learn

and use this package Jupyter Notebook worksheets have been created.
Keywords: inflation, cosmology, scalar-tensor theory, Python (programming language)
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Sissejuhatus

Aastal 1948 ennustati esmakordselt, et kosmosest saab moota kiirgust, mis vastab ideaal-
sele musta keha spektrile [1, 2]. 1964. aastal avastati taevast tundmatu péritoluga elektro-
magnetlaine signaal, mis vastas 1948. aasta ennustusele [3]. Esialgu arvati, et tegemist on
mooteveaga voi seade on korrast dra, aga parast pohjalikku kontrollimist leiti, et tegemist
on reaalse signaaliga. 1978. aastal saadi signaali avastamise eest Nobeli preemia. Seda
signaali hakati kutsuma kosmiliseks mikrolaineliseks taustkiirguseks ehk reliktkiirguseks

(cosmic microwave radiation, CMB).

Mikrolaine taustkiirgus annab meile infot aja kohta, mis toimus umbes 400 000 aastat
parast universumi singulaarsuspunkti. Reliktkiirgust mootes saab naha, kuidas matee-
ria varases universumis oli jaotunud. Esimeste mootmiste jooksul oli signaal isotroopne
ja homogeenne , hilisematel mootmistel aga leiti, et signaalis esineb viahesel méaral ka
juhuslikult jaotunud héiritusi [3]. Seda n&htust on seni kirjeldanud kéige paremini kosmo-
loogia standardmudel (ACDM Lambda cold dark matter), mis eeldab, et signaali tekkel
on oluliseks kosmoloogilise inflatsiooni periood, kus universum paisus vaga liithikese aja
jooksul eksponentsiaalselt[4]. Teooria voimaldab ka arvutada fiitisikalised suurused (ng —
skalaarne spektraalindeks ja r — tensor-skalaar hairituste suhe), mida saab vorrelda relikt-
kiirguse vaatlustega. Viimased olulised vaatluslikud tulemused publitseeriti 2018. aastal
Plancki satelliidi rithma poolt ja 2021. aastal BICEP ja KECK rithmade poolt |5 [6].

Antud t66 kéigus késitletakse tldist skalaar-tensor tiilipi gravitatsiooniteooriat (STG)
inflatsiooni perioodil [7]. Selle teooria raames on vaja defineerida kolm mudelfunktsiooni
A(¢), B(¢) ja V(¢), mis médravad iihe mudeli ja inflatsiooni diinaamika. Nendest funkt-
sioonidest A(¢) médrab, kas skalaarvili on seotud gravitatsiooniga ja V'(¢) on skalaarvél-
ja omainteraktsioon. Esialgne teooria formuleeriti ja vorreldi vaatlustega STG erijuhul,
milleks on minimaalselt seotud teooria. Sellises teoorias on inflatsiooni diinaamika kirjel-
datud skalaarvélja potentsiaaliga V' (¢). Tasub mainida Starobinksy ja Higgsi inflatsiooni
mudeleid, mis on vaatlustega kooskolalised [8, [O]. Konformse teisenduse ja skalaarvélja
timberdefineerimisega on voimalik teooria kuju muuta - seda nimetatakse raami teisendus-
teks. Minimaalselt seotud raami nimetatakse ka Einsteini raamiks ja esialgset konformselt
teisendamata raami nimetatakse Jordani raamiks [10]. Kas raamid on fiilisikaliselt ekvi-

valentsed, on olnud pikalt vaidlusalune teema ning konsensusele ei ole joutud |10, [1T].

STG teooria iildistamiseks on voimalik teha arvutusi ka erinevates formalismides, mis
médravad, kas ruumi kirjeldavad suurused, meetrika ja seostus, on iiksteisest soltuvad voi

soltumatud suurused.



Sellest lahtuvalt piistitati iilesandeks valmistada arvutuste tegemiseks kasutajasobralik
Pythoni teek. Selleks kasutatakse interaktiivset keskkonda Jupyter Notebook, mis voi-
maldab vormistada to6lehti ning samal ajal kirjutada ja kidivitada koodi. Kuna iilesanne-
te lahendamine osutub tihtipeale keeruliseks, siis t66 iihe osana valmis Pythoni pakett,
kus on kirjutatud iga iilesande lahendamise jaoks analiiiitilised ja numbrilised lahenda-
mise meetodid. Kompaktsuse ja lihtsuse mottes on meetodid kirjutatud Pythoni failidena,

mida kasutaja saab Jupyteri to6lehes mone rea koodiga vilja kutsuda.

Esimeses peatiikis antakse liihililevaade iildrelatiivsusteooriast ning kosmoloogia diinaa-
mika kirjeldamiseks tuletatud Friedmanni vorranditest. Peatiiki lopus kirjeldatakse STG
teooria erijuhtu, minimaalselt seotud skalaarvilja teooriat ning antakse iilevaade vaatlus-
test. Teises peatiikis tutvustatakse mitte-minimaalselt seotud teooriat, mis sisaldab vabu
funktsioone A(¢), B(¢) ja V(¢). Samuti antakse iilevaade invariantide teooriast, mis voi-
maldab teha teisendusi Einsteini raami [12] [13], 14]. Peatiiki 16pus tutvustatakse erinevaid
iilesandeid, mida kirjutatud programmiga on voimalik lahendada. Kolmandas peatiikis
kirjeldatakse programmi iilesehitust. Iga iilesande jaoks on ka pohjalikumalt vélja too-

dud, kuidas programmis iilesandeid lahendatakse.
To66s kasutatud kokkulepped ja tahistused on:

e meetrika signatuur on (-, +, +, +);

kasutatud on loomulikke iihikuid ¢ = h = 1;

funktsiooni tuletis skalaarvilja jargi kirjutatakse liihidalt ilakomaga % = f(¢).

invariantse suuruse jaoks tdhistab iilakoma tuletist invariantse skalaarvilja jargi;

tapp siimbolite kohal & téhistab suuruse = ajalist tuletist.



1. Inflatsioon

Kosmoloogia standardmudeli kohaselt toimus vahetult péarast singulaarsust ruumi eks-
ponentsiaalne paisumine, mida nimetatakse inflatsiooni perioodiks. Peatiikis antakse
lithitilevaade iildrelatiivsusteooriast ja Einsteini vorranditest, mida ldheb vaja geomeetria
kirjeldamiseks. Peatiikis tutvustatakse Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FL-
RW) meetrikat ja mateeriat ideaalse vedeliku ldhendis, millest on véimalik tuletada uni-
versumi diinaamikat kirjeldavad vorrandid. Peatiikis kirjeldatakse skalaarvélja dii-
naamikat, mis pohjustab inflatsiooni. Viimases peatiikis tutvustatakse inflatsiooni
kirjeldavaid fiitisikalisi suuruseid, mis on voimalik tuletada vaatlustest kogutud andme-
test.

1.1 Uldrelatiivsusteooria ja Einsteini véljavérrandid

Uldrelatiivsusteooria viljavorrandid saab tuletada méjufunktsionaalist, mis on esitatav

kujul

M2
S = SE-H(gar) + Sm(QaXm) = /d4x\/ —9g Tpg“l/Ruu(F) + Sm(QaXm) ) (11>

kus Einsteini-Hilberti mojufunktsionaal S, (g, ') kirjeldab gravitatsioonivélja ja moju-
funktsionaal Sy, (g, X ) koiki teisi vdlju ning mateeriat y,,. Seoses olev suurus M 2=
871G, on redutseeritud Plancki mass ja suurus R, (I') on Ricci tensor, mis on esitatud
seostuse F’\W kaudu. Téiendavalt on eeldatud, et mateeria mojufunktsionaal .S, ei sisalda

seostust. Ricci tensor on leitav Riemanni koverustensori
R, = 0,1, — 01", + 1V, 1"  —T" 1", (1.2)
ahendina esimese ja kolmanda indeksi jargi
R, =R\, . (1.3)

Paneme téihele, et mojufunktsionaalis (|1.1)) esinevad geomeetrilised suurused meetrika g,,,

A
1%

ralleelnihke eeskirja ning meetrika kauguse arvutamise eeskirja. Formalismi, mille raames

ja seostus I on iildjuhul soltumatud. Seostus voimaldab muutkonnal defineerida pa-

vaadatakse seostust ning meetrikat soltumatute suurustena, nimetatakse Palatini forma-

lismiks ja juhtu, kus meetrika ja seostus on omavahel seotud, nimetatakse meetriliseks



formalismiks. Osutub, et viimasel juhul on seostus ja meetrika {iheselt seotud

1 (6%
Fg,uzx = égg (a,ugua + ajga# - (%QW) . (14)

ning sellist seostust nimetatakse meetriliseks voi ka Levi-Civita seostuseks. Kui seostus
ja meetrika on iikstiheselt seotud, siis kirjeldab mojufunktsionaalis ([1.1]) olev liige ¢* R,,,,
Ricci skalaari

R(g) =R, = ¢" Ry, (1.5)

mis on madratud meetrika, meetrika esimeste ja teiste tuletiste kaudu. Varieerides moju-
funktsionaali ((1.1)) meetrika jargi saadakse Einsteini véljavorrandid

1 1
G/W = ij — §Q;U/R = W pra (16)

p

kus energia-impulsitensor 7},, on defineeritud seosega

T, = Y29 25 (17)

pv 2 dgw/ :

1.2 Friedmanni vorrandid

Kosmoloogiline printsiip védidab, et universum on suurtel skaaladel homogeenne ja isot-
roopne. Homogeensus tahendab, et alates mingist skaalast ei soltu universumi omadused
asukohast, mis tdhendab, et universum néeb nendel skaaladel koikjal vélja iihesugune.
On teada, et viiksematel skaaladel ei ole universum homogeenne. Isotroopsus tdhendab
seda, et universumis ei ole eelissuundi ehk soltumata vaatesuunast nadhakse iihesugust
universumit. Nendest eeldustest ldhtuvalt on voimalik néidata, et aegruumi geomeetria
on kirjeldatav FLRW meetrikaga

2

1—kr?

ds? = —dt* + a*(t) + 7% (d6” + sin®(0)de) | (1.8)
mis on esitatud sfadrilistes koordinaatides. Meetrikas esinev suurus a(t) > 0 on ajas muu-
tuv mastaabitegur ning parameeter £ kirjeldab ruumi geomeetriat. Koverusparameetri k
voimalikud védrtused on [—1,0, 1], kus & = 0 korral on kolmruum tasane, k = —1 korral
on kolmruumi geomeeria hiiperboolne (avatud) ja & = 1 korral on kolmruumi geomeetria

sfadriline (suletud).

Kosmoloogilisest printsiibist tuletatud homogeenset ja isotroopset aegruumi kirjeldav FL-
RW meetrika nouab, et aegruumi taitvat mateeriat késitletakse ideaalse vedelikuna. See

tdhendab, et eri kihtide vahel ei toimu hoordumist ega soojusvahetust. On voimalik néi-



data, et ideaalset vedelikku kirjeldav energia-impulsitensor on esitatav kujul
Tuw = (p +p) wuttv + PGuo - (1.9)
Kusjuures nelikiirus rahuldab nn kaasaliikuvas koordinaatsiisteemis tingimust
uut = —1, (1.10)

mis lisab taiendava seose ja korvaldab iihe vabadusastme.

Kasutades eeldust, et aegruumi meetrika on kirjeldatud FLRW meetrikaga ([1.8)), mateeria
on kirjeldatud ideaalse vedeliku energia-impulsitensoriga (1.9 ning Einsteini vorrandid
(1.6) kehtivad, on voimalik ndidata, et kosmoloogia pohivorrandid on esitatavad kujul

a 47TGN

H+H?>="=— : ; 1.11
+ . ; i:;A(p +3p) (1.11a)
. 2
87TGN k
m=(2) = - 1.11b
(G) =5 S e (1.11b)
p'—i—Sg (p+p)=0. (1.11c)

Sealjuures (|1.11c) on voimalik tuletada ((1.11al) ja (1.11b]) kaudu.

Vorrandites esinev suurus H = % tahistab Hubble’i parameetrit , Gy Newtoni gravi-
tatsioonikonstanti ning summeerimisel téhistavad indeksid: (m) - mateeria, (r) - kiirgus,
(A) - kosmoloogiline konstant. Need vorrandid on olulised, sest kirjeldavad universumi
evolutsiooni suurtel skaaladel, kus mateeria mojutab globaalset diinaamikat. Friedmanni

vorranditest on voimalik kindlaks teha, mis juhtudel on tegemist tasase ruumiga. Kasu-
tades vorrandit (1.11b]) on voimalik leida tihedus

3H?
riitiline = P = , 1.12
pk til Z p 8'/TGN ( )

i=r,m,\

millele vastab tasane geomeetria. Seda nimetatakse kriitiliseks tiheduseks. Defineerides

X pi
dimensioonitu parameeter ) = ;k”'zl’\ ning asetades see vorrandisse (1.11bf) on voimalik
jouda seoseni
k
U= =01, (1.13)

Sellistes muutujates esitatuna téhistab 2 = 1 tasast ruumi. Plancki uurimisriithma 2018.
aastal ilmunud tulemuste jargi 2 = 1.0000 £ 0.0112 [5].



1.3 Inflatsioon

1.3.1 Motivatsioon inflatsiooniteooria jaoks

1964. aastal tuvastasid raadioastronoomid kosmosest tuleneva millimeetrise lainepikkuse-
ga signaali [3,[15]. Tdnapéeval tuntakse seda signaali kosmilise mikrolainelise taustkiirguse
ehk reliktkiirguse nime all (cosmic microwawe background CMB). Kosmoloogia standard-
mudeli kohaselt on see parit ajast, kus universumi tihedus ja temperatuur olid piisavalt
korged, et mateeria oli plasma kujul. Seetottu mateeria kiirgatud soojuskiirgus neelati
koheselt. Umbes 400 000 aastat parast universumi singulaarsuspunkti oli universum saa-
vutanud temperatuuri, kus plasmast hakkas moodustuma vesiniku aatomeid ning tihedus
langes. See tdhendas, et koik tekkinud footonid ei neeldunud enam koheselt. Universumi
paisumise tottu tekkinud punanihkest on tédnapaevaks antud kiirguse lainepikkus suure-
nenud nii palju, et see vastab musta keha spektrile, mille temperatuur on ligikaudu 2.7
Kelvinit [16]. Mootmised on nédidanud, et saadud spekter on vordlemisi isotroopne ja
homogeenne, sisaldades siiski ka viikeseid hairitusi. Kui arvutada universumi mootmed
reliktkiirguse tekke ajal, siis selgub, et koik punktid ei saanud sel hetkel olla pohjusli-
kult seotud, sisaldades umbes 10° piirkonda, mis ei olnud kausaalselt seotud. Siiski on

reliktkiirguse spekter viga iihtlane.Seda tuntakse horisondi probleemina |17 18] [16].

Eelmise alapeatiiki 1opus oli vélja toodud ka dimensioonitu tihedusparameetri vadrtus,
mis viitab, et meie universum on tasane. Kui ekstrapoleerida tihedusparameetri vasartust
tagasi, universumi algusesse, siis saadakse, et |1 —Q| < 2-107%% ehk universum pidi alguses
olema juhuslikult viga tépselt tasane. Seda probleemi nimetatakse tasasuse probleemiks

voi siis tdppishddlestuse probleemiks [17].

Kirjeldatud probleeme on voimalik lahendada, kui eeldada, et viga varajane universum
paisus ligikaudu eksponentsiaalselt. Vastavat perioodi on hakatud nimetama kosmoloogi-

liseks inflatsiooniks ning seda kirjeldavat teooriat inflatsiooniteooriaks.

1.3.2 Skalaarvilja diinaamika

Inflatsioon on periood, kus ruum véga lithikese aja jooksul paisus eksponentsiaalselt. Vas-

tava tingimuse saab kirja panna valemi

d 1
— | — a 1.14
T (aH) <0 = a>0 (1.14)

abil. Friedmanni vorrandist (1.11a)) ja seosest (1.14) saab tuletada nouded sobivale ma-

teeriale .
p3p<0 = w:§<—§. (1.15)

10



Jareldub, et barotroopne indeks w peab olema negatiivne. Tavalise mateeria, kiirguse
ja tolmu jaoks antud vorrand ei kehti. Lihtsaimaks voimaluseks oleks eeldada, et inf-
latsioon on pohjustatud kosmoloogilise konstandi poolt (w = —1). Sellise teooria korral
a < exp(At) on niha, et inflatsioonile ei oleks sel juhul 16ppu. Seega on pohjendatud eel-
dus, et inflatsioonilise paisumise tekitas eksootiline mateeria, mis rahuldab olekuvorrandit

(T15).

Osutub, et inflatsioonilise paisumise tekitamiseks sobib skalaarvili ¢, mida selles konteks-
tis nimetatkse ka inflatonvéljaks. Skalaarvéiljale ¢ vastav mojufunktsionaal on esitatav

kujul:
Sp = /d“x\/—_g (—%g“” Oy — V(cb)) : (1.16)

kus V(¢) on skalaarviljale vastav potentsiaal. Kokkuvotvalt késitletakse teooriat, kus
gravitatsioon on kirjeldatud Einstein-Hilberti mojufunktsionaaliga ja mateeria mojuks on
skalaarvilja mojufunktsionaal ((1.16)). Seega on skalaarvili justkui eksootiline mateeria,

mille barotroopse w indeksi saab esitada kujul:

30° = V(9)

397+ V(9) o

kus on tdiendavalt eeldatud, et skalaarvili on iiksnes kosmoloogilise aja funktsioon ¢(t)
ning gzﬁ tahistab vélja ajalist tuletist. Paneme téhele, et barotroopne indeks rahuldab
vorratust |w| < 1. Negatiivsele juhule vastab olukord, kus domineerib taielikult potentsiaal
V(¢) ja positiivsele juhule selline, kus domineerib kineetiline liige $%. Mojufunktsionaali

(1.16]) varieerimisel skalaarvilja jargi saadakse vélja liikumisvorrandid [16]

¢+3Hp+V' =0. (1.18)

1.3.3 Inflatsioon aeglase veeremise lahendis

Léhtudes tingimusest (1.15]), mis peab olema téidetud, et tekiks eksponentsiaalne paisu-
mine ja arvestades skalaarvilja barotroopse indeksi avaldist ((1.17)), joutakse tingimuseni

20 ~V(9) <L (1.19)

12+V(g) 3

Tingimusest (1.19) on n#ha, et inflatsiooni toimumiseks vajaliku negatiivse barotroopse
indeksi vdédrtus saadakse juhul, kui skalaarvilja potentsiaal V' (¢) domineerib kineetilise
liikme %(ﬁQ iile st on tiidetud tingimus ¢? << V(¢).

Jargnevalt saab defineerida kaks suurust, mille abil edaspidi inflatsiooni kirjeldada ning

11



mida nimetatakse aeglase veeremise Hubble’i parameetriteks [16, 19]:

il 922
€H=—75 = BL , (1.20)
H V4 ¢2/2
;
= ——. 1.21
ke Ho ( )
Nende abil saab kirjutada Friedmanni vorrandid iimber kompaktsemal kujul
(3—nu)Ho+V' =0, (1.22a)
2 _ 2 772
H? = B3I (egM>H?*+V) | (1.22b)
o H(1—ep) . (1.22¢)
a

Viimasest vordusest ((1.22c|) on néha, et inflatsiooni tingimus (1.14]) on rahuldatud ainult
juhul, kui € < 1 ning inflatsiooni 16pus on ey = 1. Defineerides ka aeglase veeremise

parameetrid viisil, et need on antud mitte Hubble’i parameetri, vaid potentsiaali V' (¢)

kaudu [19
. ¢ :%‘?(w)2 (1.23)
Y2 V(g ) ‘
v = Mﬁw . (1.24)

(9)

Hubble’i parameetri ja potentsiaali kaudu defineeritud aeglase veeremise parameetrid on

omavahel algebraliselt seotud valemitega [19]

3 . 2
ey = en ( "H) , (1.25)

3—€H

Ny = \/2M2€HL + 3 — (EH +’I7H) . (126)
p 3—EH 3—6H

Vattes avaldistes ([1.25]) ja ((1.26)) arvesse ainult esimest jarku liikmeid saadakse tulemuseks

€y ~ €y, (127&)

N~ i+ e (1.27D)

ning inflatsiooni 16pu tingimuseks méératakse e, ~ 1 [19]. Edaspidi kasutatakse t66s

tahistusi ny = n ja ey = €.

Inflatsiooni méaéra iseloomustamiseks kasutatakse suurust N, mis kirjeldab universumi

ruumi paisumise maara e astmetes. Kirjeldatud horisondi ja tasasuse probleemi lahenda-
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miseks on vajalik paisumine, mille kdigus universumi mootmed suurenesid minimaalselt
e’ korda st N = 50. Sellest tulenevalt on hakatud erinevaid inflatsiooni kirjeldavaid mu-
deleid vordlema nii, et eeldatakse N jaoks vdartuseid N = 50 ja N = 60 ning arvutatakse
nendele vastavad suurused, mida on voimalik vaatlustulemustega vorrelda (alapeatiikk
. Inflatsiooni méara arvutamiseks saab defineerida suuruse, mis on logaritm mastaa-

bitegurite erinevusest inflatsiooni alguses ja lopus ning esitada see alljargneva seosena

t)

opp ¢15pp
_ a(tlépp)> _ _ @
N m( ) / H(t)dt ¢ / ; d¢

al

¢16pp H ¢>16pp V ( 1 ’ 28)
3 1
d)alg P ¢alg

Seda seost ja kokkuleppelisi N vaartuseid N = 50 ja N = 60 kasutades saab leida ska-

laarvilja vidrtuse ¢, millal aeglase veeremise lahendis kirjeldatud inflatsioon algas.

1.4 Vaatlused ja nendest arvutatavad suurused

Vaatlustulemuste analiiiisimisel on voimalik néha, et reliktkiirguses esinevad viikesed fluk-
tuatsioonid, mis tdhendab seda, et algne vili ei olnud téiesti homogeenne. See on kooskolas
arusaamaga, et igas véljas tekivad kvantfluktuatsioonid, mis eksponentsiaalselt paisuvas
ruumis kasvavad. Paisumisega kaasaliikuvas koordinaatsiisteemis on vastava hairituse lai-
nepikkus konstantne, aga kaasaliikuv Hubble’i horisont (%H kahaneb . Seega tekkis
olukord, kus héirituste lainepikkus sai suuremaks kui Hubble’i horisont ja hairitused ,yél-
jusid horisondist®. Sellisel juhul ei olnud héiritused enam pohjuslikult seotud ja Geldakse,
et hairitused justkui ,kiilmusid“. Inflatsiooni 16ppedes hakkas horisont uuesti suurene-
ma ning horisondist véljunud héairitused sisenesid. See tekitas mateerias tihedushairitusi,
mis omakorda gravitatsioonilise ebastabiilsuse tottu voimendusid. Selle tottu on voimalik
moota hairitusi ja vaadelda mitte-homeogeenset mateeria jaotust reliktkiirguse spektris
[16].

Kasutades sobivat kalibratsiooni (gauge) on voimalik skalaarvélja hiiritused votta nulliks

ning meetrika héiritused esitada kujul [20]

Sellises kalibratsioonis on koik skalaarsed héiritused esitatud suuruse R abil, mis tahistab
skalaarset koverushéiritust. Valemis (1.29) esinev suurus h;; tahistab meetrika héairitust,

mida voib moista iirgsete gravitatsioonilainetena (primordial gravitational wave).
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Skalaarne koverushéiritus on vaatlustulemuste tolgendamise seisukohalt oluline suurus.

Koverushairitusele vastav voimsusspekter Pr defineeritakse kujul
(Ri, Rir) = (21)%6(k + k') Pr(k) (1.30)

kus (... ) tahistab autokorrelatsiooni funktsiooni [16]. Antud valem tuleneb Wiener-Khinchini
teoreemist, mis véidab, et statsionaarsete juhuslike protsesside voimsusspekter on esita-
tav autokorrelatsioonina [21]. Valemis §(k + &) tahistab Kronecker delta funktsiooni ning
k = —k' korral on see vordne nulliga. Voimsusspektri saab siduda moéodetud héirituste
amplituudiga, kasutades seost [16]
2 k?
Ay = —Pr(k) . 1.31
R 272 R( ) ( )
Skalaarse héirituse amplituudi saab esitada ka aeglase veeremise ldhendis skalaarvilja ja
Hubble’i parameetri kaudu [16]
H? H?
AL = —— : (1.32)
2 42
(271') ¢ k=aH
Kuna erinevad héiritused sisenesid Hubble’i raadiusesse eri aegadel, siis amplituud voib

soltuda lainearvust k. Amplituudi soltuvust lainearvust iseloomustatakse skalaarse spektraa-

lindeksi abil [16]
dIn A%
~ dlnk

Seega kui spektri amplituud ei soltu héirituse lainearvust (skaalast) k, siis ny, = 1. Vaat-

(1.33)

ng —

lustulemused kinnitavad, et ny < 1 ja seega on skaalast soltuv [16].

Teine oluline suurus on tensor-skalaar hairituste suhe

A

r = —
2 Y
A7'\’,

(1.34)

kus A? on tensorhéirituste amplituud [16].

Osutub et vaatlusest tulevad suurused saab esitada ka potentsiaali aeglase veeremise pa-

rameetrite kaudu (esimest jarku ldhendis) [20]

Ng = 1— 66(¢alg) + 277(¢alg) ) (135)

r = 16€(Palg) - (1.36)

Osutub, et koveruse héirituse amplituudi ja inflatsiooni kirjeldamiseks kasutatud potent-
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siaali saab siduda koveruse voimsusspektri amplituudiga [13]

1 v
2472 ey (¢)

As(0) (1.37)

Selle abil on voimalik méa#rata kas kasutatud skalaarvilja potentsiaal annab skalaarse

hairituse amplituudile vastava vaartuse. Kui ei anna, siis tuleb potentsiaali normaliseerida.

Viimastele vaatlustulemuste analiiiisile tuginedes on eespool kirjeldatud suurustele ng, r

ja A leitud vaatluslikud piirangud /vaartused |5, 6]

r <0.035, (1.38a)
n, = 0.9649 £ 0.0042 (1.38b)
In(10"A,) = 3.044 +0.014 . (1.38c)

Antud suurusi kasutades on voimalik kindlaks teha, kas inflatsiooni mudelid on koosko-
las vaatlustulemustega voi ei ole. Mitte-vastavus voimaldab seega mitmeid inflatsiooni

mudeleid korvale jétta.
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2. Mitte-minimaalselt seotud teooria

Gravitatsiooniga minimaalselt seotud skalaarvilja teooriat voib vaadelda kui tildise skalaar-
tensor tiiilipi teooria erijuhtu. Lisades iga mojufunktsionaali liikme juurde skalaarviljast
soltuv funktsioon, saadakse mitte-minimaalselt seotud teooria. Sellist nimetust kasuta-
takse pohjusel, et skalaarvili ja koverus on mitte-minimaalselt seotud ja ka skalaarvali
on osa gravitatsioonivéljast. Alapeatiikis tutvustatakse uut mojufunktsionaali. Ala-
peatiikis kirjeldatakse teisendusi, mis jatavad mojufunktsionaali funktsionaalse kuju
muutumatuks. Samuti tutvustatakse invariantseid suuruseid, mis teisendamisel ei muutu.
Alapeatiikkides [2.3] [2.4] ja [2.5] esitatakse koige olulisemad valemid, mida ldheb vaja t66

jargmises peatiikis.

2.1 Valjavorrandid

Mitte-minimaalselt seotud teooria mojufunktsionaal on esitatav kujul |10} 12]

M2
S = / d'zv/—g {7PA<¢>R ~ %Bw)ngmvm - V<¢>} + S [ g X - (2.1)

Teooria sisaldab nelja skalaarviljast soltuvat mudelfunktsiooni: A(¢), B(¢), V(¢4) ning
a(¢). Funktsioonid A(¢), B(¢), a(4) on dimensioonitud ning [V (¢)] = M*. Mudelfunkt-
sioonid on tavaliselt matemaatilisest aspektist vaadatuna vabalt valitavad, kuid on siiski
mitmeid fiiiisikalisi kaalutlusi, mis muudavad moned funktsioonide klassid huvitavaks. An-
tud t66s késitleme ainult selliseid A(¢) funktsioone, mille korral A(¢) > 0, sest vastasel
korral oleks tegemist toukava gravitatsiooniga. Antud t66 raames késitletakse juhtu, kus

Sm = 0, sest mateeria tekib alles pérast inflatsiooni.

Uldjuhul eeldatakse, et seostus ja meetrika on séltumatud suurused. Sellisel juhul on Ricci
skalaar esitatav kujul R = ¢""R,,,[I',0I'|. Seda tiilipi teooria korral on voéimalik méju
varieerida nii meetrika kui ka seostuse jargi. Kui seostus I' on voimalik esitada meetrika
kaudu ehk tegemist oleks meetrilise seostusega, siis suurust R = R|g, g, 3?g] on voimalik

varieerida ainult meetrika jargi. Sellisel juhul on tegemist meetrilise formalismiga.
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2.2 Raami teisendused

Nii skalaarvélja kui meetrikat saab teisendada. Meetrika teisenduseks nimetame konform-

set teisendust kujul
Yuw = Guv €XP <2ﬁ(¢)> (2.2)

ja skalaarvélja teisendust nimetame vélja reparametriseerimiseks
¢=f(®), f'>0. (2.3)

Konformne teisendus jatab meetrilise tensori méargid ning vektorite vahelised nurgad sa-
maks, kuid muudab pikkuseid. Seega aegruumi kausaalne struktuur jadb muutumatuks.
Tihti 6eldakse ka, et konformsel teisendusel muudetakse raami voi tehakse raami teisen-
dus. Teemal, kas erinevad raamid on matemaatiliselt ja fiitisikaliselt ekvivalentsed, on
palju vaieldud ning iihest seisukohta ei ole [10, [11]. K&esolevas t66s jaetakse antud tee-
ma laiahaardeliselt késitlemata ning eeldatakse, et arvutusi voib konformselt teisendatud
raamis teha. Seejuures fiitisikaline interpretatsioon antakse raamis, kus on defineeritud

flitisikaline meetrika.

On voimalik n#idata, et rakendades konformset teisendust ja vélja reparamtrisee-
rimist mojufunktsionaalile , jaab mojufunktsinaali funktsionaalne kuju inva-
riantseks, kui mudelfunktsioonid A(¢), B(¢), V(¢) teisenevad teatud viisil. Neid teisen-
dusi nimetatakse Flanagani teisendusteks [10]. On néidatud, et on voimalik defineerida
suurused, mis jadvad Flanagani teisendustel invariantseteks [12]. Antud t66s osutuvad

tdhtsaks kaks skalaarset funktsiooni, mille saab esitada mojufunktsionaali mudelfunkt-
sioonide A(¢), B(¢) ja V(¢) kaudu [12], 13} [14]:

e invariantne potentsiaal

mwzﬂg (2.4

e invariantne skalaarvali

@@=/¢i$wﬁ?(ﬁ$)m=/¢ﬂww. 25)

Invariantse skalaarviilja definitsioonis on kasutatud funktsiooni F'(¢), mis voimaldab va-
lemeid lithemalt kirja panna. Skalaarvélja funktsioon F'(¢) peab rahuldama tingimust
F(¢) > 0 [12]. Invariantse skalaarvilja avaldises (2.5)) kasutatakse suurust dr tahistamaks

formalismi:

e or = 1 vastab meetrilisele formalismile
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e or = 0 vastab Palatini formalismile.

Seega on invariantne skalaarvali /, kasutatavast formalismist soltuv. Lisaks skalaarsetele

invariantidele (2.4]) ja (2.5 saab defineerida ka tensoriaalse invariantse meetrika
g;w = A(¢>guu . (26)

Kui mojufunktsionaali teisendada ([2.1]), kasutades invariantseid suuruseid ([2.6)), (2.5)) ja
(2.4) on voimalik mojufunktsionaal kirjutada kujul [22]

M2l ..
S = /d4l'\/ —g {TPR - §§JWVMI¢VV]¢ — Iv(I¢)} . (27)

Tasub tahele panna, et mojufunktsionaal (2.7) on funktsionaalselt samasuguse kujuga kui
minimaalselt seotud skalaarvéilja mojufunktsionaal ([1.16]).

2.3 Vaatluslikud suurused esitatuna invariantide kaudu

Eelmises peatiikis jouti tulemuseni, et iildise skalaar-tensor teooria mojufunktsionaal on
esitatav invariantsete suuruste kaudu nii, et teisendatud mojufunktsionaalil on minimaal-
selt seotud skalaarvilja mojufunktsionaaliga sama kuju. Sellisel juhul on voimalik kasuta-
da alapeatiikkides[I.3.3]ja[I.4] esitatud valemeid. Kui invariantse skalaarvélja funktsioonid
esitada skalaarvilja funktsioonide A(¢), B(¢) ja V(¢) kaudu, siis on voimalik jouda tu-
lemusteni, kus mudel on algselt defineeritud Jordani raamis, aga arvutused on tehtud

konformselt teisendatud raamis.

Aeglase veeremise parameetrid on seega esitatavad kujul

M (dii)Q _ My (M)Q (2.8)
2 \dl, Iy 2F AV
ja
n= djg% = V%]’i V" — 4V’%/ — V’% — QVAI” +6V (%/)2 + Vj;p] (2.9)
Analoogilisel viisil saab defineerida inflatsiooni méaara
Va1 avr
N = @]4 Iy (d_I¢> = W(J TR (2.10)
] opp

mida kasutatakse peatiikis [3| skalaarvilja algvadrtuse leidmiseks. Antud valemitest on
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ndha, et kui A = B =1 ehk tegemist on minimaalselt seotud teooriaga, siis €(¢), n(¢) ja

N(¢alg) votavad minimaalsele teooriale vastava kuju, nagu oli oodata.

2.4 Tundmatu funktsiooni leidmine

Kui on defineeritud invariantsest skalaarvéljast soltuv invariantne potentsiaal ja kaks ska-
laarvéljast soltuvat mudelfunktsiooni, siis on voimalik leida lahend kolmanda mudelfunkt-
siooni jaoks. Sellisel juhul invariantne potentsiaal ja mudelfunktsioonid koos leitud lahen-
diga kirjeldavad sama mudelit st annavad samad vadrtused vaatlustega vorreldavatele
suurustele ng ja r. Antud peatiikis esitatakse vorrandid, mille lahendamisega tegeletakse
peatiikis [3| Vorrandite detailsed tuletuskidigud on esitatud bakalaureusetoos [23).

2.4.1 A funktsioon

Mudelfunktsiooni A(¢) leidmiseks on voimalik tuletada difertentsiaalvorrand kujul

A AAVV £ |7 164 BV 4 56MRAY [V — ASBI; ]
do 8V2 — 6r3M2A; ’

(2.11)

kus I} = dlj}{/‘/) ning Iy on asendatud funktsiooniga XZ(_(Z))' Vorrandi (2.11)) kujust on
néha, et seda on voimalik analiiiitiliselt lahendada vaid tiksikutel erandjuhtudel. Probleemi
teeb keerulisemaks ka asjaolu, et antud seos ei ole tiheselt méaaratud, sest valemis ([2.11)
on voimalik valida kahe mérgi vahel. Seega tuleb lahendi leidmiseks enamasti kasutada

numbrilist arvutust.

2.4.2 B funktsioon

Mudelfunktsiooni B(¢) on voimalik leida analiititilisel kujul, kui invariantsele potentsiaali-

le Iy leidub podrdfunktsioon I,(1y ). Sellisel juhul on lahendiks

di, 3M2 [ AN?
—2) —6p il
do 2 \ A

B(¢)=A (2.12)

2.4.3 'V funktsioon

Potentsiaali V' (¢) leidmiseks tuleb eclnevalt leida invariantse skalaarvélja integraal (2.5,
kus tuleb ka méarata integreerimiskonstant C'. Seejarel saab lahendi asetada invariantse

potentsiaali funktsiooni

V(9) = Iv[I4(¢, C)]A” . (2.13)
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Konstandi vabas valikus saab veenduda, kui V' (¢) lahend kujul (2.13]) asetada valemisse
(2.8). Eelnevalt on vaja leida ka potentsiaali tuletis

dly

= SLVFA(9) +2A(0)A'(6) Iy (0) | (2.14)
@

V'(¢)

kus antud arvutuse korral funktsioonid jIT‘; ja I, tdhistavad skalaarvaljast soltuvaid funkt-

sioone. Asendades saadud tulemuse avaldisse ([2.8)) joutakse tulemuseni

€(¢)

2
M2 (Y FAS 4+ 2424, — 2A2A'V M2 /1 dIo\2
_ <d1¢ ) (__V> (2.15)

T 2F ATy, 2 \ Iy dI,

Saadud tulemus on vordne e definitsiooniga (|1.23)).

2.5 N-vaartuste erinevus raamide vahel

Selguse huvides téhistatakse antud alapeatiikis suurusega g/{,/ Jordani raami meetrikat,
mis on defineeritud mojufunktsionaali ([2.1)) jaoks. Suurus gf,/ tahistab Einsteini raami
meetrikat, mis esineb méjus (2.7). Meetrikad on voimalik siduda funktsiooni A(¢) abil

G = AlD)g - (2.16)

Léhtudes meetrikast on naha, et mastaabiteguri jaoks peab kehtima seos
as(t) = VA@)as(t) (2.17)
Kirjutades Einsteini raami jaoks lahti N-vaidrtuse avaldise, on voimalik jouda tulemuseni

Ne - In (GE(tlapp)) 1 [ Y APipp)as (fiopp)
" aE (talg) V A((balg)aJ(talg)

:m(%) +1n< %‘3) :Nﬁ%m(%ﬂ) .

Tulemusest selgub, et Jordani ja Einsteini raamis saadud N-vaartused on erinevad, kui

(2.18)

A(iopp) # A(palg). Sellisel juhul on vaja fikseerida millisele raamile vastab kasutatav
N-vaartus [24].

Selleks, et raamide vahel ei eksisteeriks N-vaartuse erinevust tuleb inflatsioni méaéra de-
finitsiooni muuta. Uhe voimalusena on selleks defineerida infaltsiooni mésra suhtelistes

ithikutes. Néiteks on voimalik moota pikkusi raamile vastavas Plancki pikkuses [p. Suh-
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telise pikkuse saab seega kirja panna avaldisega

AI'Z'

At = —
r i

(2.19)

kus indeks i téhistab raami ja ¥ suhtelist pikkust. Suurus Ar; = a(t);Ax téhistab fiiii-

sikalist pikkust, kus Ax on kaasaliikuvas koordinaatsiisteemis olev pikkus. Seega saab

kirjutada

Ar; Arg

AF = —= = a () Ax\/ A(P) M, = ag(t)AxM, = —— .

i
Esitades N-vaartuse suhtelise pikkuse abil

N —In (Af;<t16pp> ) :
Ar(talg)

i

(2.20)

(2.21)

on voimalik néidata, et sellisel kujul defineeritud N-véédrtus on invariantne suurus ega

soltu raamist [24].
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3. Programm

Alapeatiikkides [2.3] 2.4] ja 2.5 esitatud suuruseid ei ole alati voimalik analiiiitiliselt arvu-
tada. Sellisel juhul tuleb arvutusi teha numbriliselt. Antud t66 raames kirjutati Pythoni
teek, mis voimaldab iilesandeid lahendada nii analiiiitiliselt kui ka numbriliselt. Lisaks
on teegi kasutamise oppimiseks valminud ka toolehed interaktiivses keskkkonnas Jupyter
Notebook. Kirjutatud koodi ja Jupyteri to6lehtedega saab tutvuda lisades [A] [B] [C] voi
lehekiiljel https://github.com /vasarm /InflationPy.

Alapeatiikis antakse iilevaade programmi tlesehitusest. Alapeatiikis antakse iile-
vaade sellest, kuidas programm arvutab inflatsiooni vaatlusparameetreid. Alapeatiikis
tutvustatakse tundmatu funktsiooni leidmise meetodeid ning vorreldakse tulemusi ana-
litiitiliste lahenditega. Alapeatiikis kirjeldatakse, kuidas on voimalik arvutada vara-
semas alapeatiikis N-vaartuse parandit. Eelviimases alapeatiikis [3.5| esitatakse mee-
todid, millega on voimalik selgeks teha, kas invariantse potentsiaali kaudu ja A(¢), B(¢),
V(¢) funktsioonide kaudu defineeritud mudelid on ekvivalentsed. Viimases alapeatiikis

tuuakse vélja, mida voib tulevikus teeki juurde lisada ja mis probleemid hetkel esinevad.

3.1 Programmi iilesehitus

Arvutusteek on kirjutatud programmeerimiskeeles Python. Valik Pythoni kasuks tuli mit-
mel pohjusel. Esiteks on Python vabavara ning selle siintaks on lihtsasti loetav. See on ka
itheks pohjuseks, miks Python on véga laialt levinud. Teiseks on selles keeles olemas erine-
vad teegid nii numbrilisteks kui ka stimbolarvutusteks ning nende kasutamine enamasti ei
ole litsentsidega piiratud. Kéige tdhtsamad antud t66 raames on: NumPy[25], SciPy[26],
SymPy[27] ja Mpmath[28]. Otsustavaks sai ka asjaolu, et Pythoni jaoks on vilja arenda-
tud veebipohine platvorm Jupyter Notebook, kus on voimalik valmistada interaktiivseid
toolehti. Arvutusteegi loomisel eeldati, et peamiselt kasutatakse seda mainitud platvor-
mil, kuigi see ei ole ainus voimalus. Teegi kasutamisel on soovituslik, et kasutaja oskaks

ka baastasemel inglise keelt.
Hetke seisuga on voimalik lahendada jargmiseid tilesandeid:

e arvutada teooriale vastavad skalaarne spektraalindeks, tensor-skalaar héirituste suhe
ning héirituste amplituud. Voimalik on kasutada selleks mudelfunktsioone A(¢),

B(¢), V(¢) voi siis kasutada ainult invariantset potentsiaali Iy (I);

e leida tundmatu mudelfunktsioon A(¢), B(¢) voi V(¢) kui on antud teised kaks
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mudelfunktsiooni ning invariantne potentsiaal Iy (I4) (alapeatiikk ;

e arvutada Einsteini ja Jordani raami jaoks N-védrtuse parandi arvutamine (alapea-
tiikk [2.5);

e vorrelda omavahel invariantse potentsiaali kaudu esitatud mudelit ja A(¢), B(¢),
V(¢) funktsioonide kaudu defineeritud mudelit.

Loetelus vélja toodud esimene punkt on varasemalt kisitletud bakalaureusetoos [29] ning
teine punkt bakalaureusetoos [23]. Antud t66 raames kirjutati need iimber nii, et neid
oleks voimalik mugavamalt ja tookindlamalt kasutada. Vorreldes varasema tooga [23]
on antud teegis ka tootav A(¢) funktsiooni leidmise meetod, seda kiill ainult numbrilise

lahendamise kujul.

Enamike tilesannete lahendamise jaoks on olemas ka voimalus kasutada siimbolkujul (ana-
liitilist) lahendamist, mille kirjeldused on leitavad peatiikist . Stimbolarvutusteks kasu-
tatakse Pythoni teeki SymPy, mis on vabavarana kasutatav. Vorreldes teise viga levinud
arvutusprogrammiga, Wolfram Mathematica, ei ole SymPy nii tockindel. Lisaks selle-
le on osad iilesanded siimbolkujul, néiteks integraali lahendamine vaga keerulised.
Sellisteks juhtudeks on moeldud numbriline arvutamine. Alati on voimalik minna stim-

bolarvutustelt iile numbrilisele ning moningatel juhtudel on voimalik ka teha vastupidi.

Esialgu oli planeeritud, et kiiremad numbrilised arvutused saab teha teekide NumPy ja
SciPy abil ning tdpsemad arvutused teegiga Mpmath. Hiljem arendamise kiigus selgus,
et SciPy voimaldab enamikel juhtudel ka teha piisavalt tédpseid arvutusi, eelkoige on siin
moeldud diferentsiaalvorrandi lahendamist. Kuna Mpmath oli juba sisse ehitatud siis jii
see ka alles. Teatud juhtudel, kui skalaarvilja vidrtused lihenevad suurusjiargule 107'2
muutub SciPy ka ebatdpseks, sest see kasutab arvutusteks 64 bitist ujuvkomaarvu, mille
resolutsioon on suurusjargus 1071°. Sellisel juhul on voimalik kasutada teeki Mpmath,

mille resolutsiooni saab vabalt valida, vaikimisi on resolutsiooniks 1071?.

Programm on jaotatud mitmeks osaks (joonis [3.1]), et kood oleks hiljem loetav. Samu-
ti struktuuri loomine viahendab kirjutamisel tekkivate vigade hulka ning tekkinud vigu
on kergem parandada. Koodi kirjutamisel lahtuti objektorienteeritud programmeerimise
(OOP) pohimotetest. Teegi arhitektuuri voib jaotada kolme erinevasse rithma. Klass Inf-
lationFunction tagab, et defineeritud analiiiitilise funktsiooniga oleks lihtsamalt voimalik
teha nii siimbolarvutusi kui ka numbrilisi arvutusi. Samuti hoiab see mélus skalaarvélja
siimbolit ning redutseeritud Plancki massi vaartust. Pythoni klass SlowRollModel voi-
maldab defineerida mudelfunktsioonid A(¢), B(¢), V(¢) ja Iy (1s). Seejirel arvutab mu-
delfunktsioonide kaudu vajaminevad funktsioonid nagu aeglase veeremise parameetrid.
Samuti voimaldab see defineerida, kas arvutamisel ldhtutakse Palatini voi meetrilisest for-

malismist. Uhe kasuliku omadusena on voimalik vilja kutsuda antud klassi meetod, mis
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proovib tagastada (invariantse) skalaarvilja madramispiirkonda, kasutades selleks mudel-
funktsioone ning aeglase veeremise parameetrite funktsioone. See pohineb SymPy teegil,
mis ei suuda alati koikide funktsioonide jaoks méadramispiirkonda leida. Mudeli defineeri-
misel saadud Pythoni objekt on parast sisendiks erinevate iilesannete lahendamismeeto-
dile.

InflationFunction
Sisend Funktsionaalsus
* Stimbolkujul funktsioon * Sumbolkujul esimene/teine tuletis
« Skalaarvalja simbol « Teisendada subolkujul funktsioonid Pythoni
« Redutseeritud Plancki massi vaartus/siimbol funktsiooniks

SlowRolIModel
Sisend Funktsionaalsus

* Arvutab stimbolkujul valja:
o F funktsiooni (skalaarvalja jaoks)
o aeglase veere parameetrid
o N-vaartuse integrand
o vaatluslikud suurused

* A, B, V, ly funktsioonid

« Formalism (meetrika voi Palatini)

* (Skalaarvalja simbol)

* (Redutseeritud Plancki massi vaartus/stimbol)

Lahendamismeetodid

Sisend

« mudel (SlowRolIModel)

Funktsionaalsus
SlorRoll(Initial/End)Solver BaseSolver

* Arvutada invariantse skalaarvaélja integraal

« Arvutada skalaarvélja alg-/I6ppvaartus o numbriliselt ja anallutiliselt
> numbriliselt ja sibolarvutusega |e Arvutada skalaarvalja funktsioon invariantsest valjast
o voimalik kasutada ainult invarianti o numbriliselt

« Invariantse potentsiaali funktsioon (simbolkujul)

<

Ulesannete lahendajad

* A, B jaV funktsiooni leidmine

¢ N-vaartuse parand Jordani ja Einsteini raami vahel

« Invariantse potentsiaali ja A, B, V mudelfunktsiooni
mudelite vordlemine

Joonis 3.1: Valminud Pythoni koodi iilesehitus. Nooled tahistavad suunda, kus program-
mi funktsionaalsus muutub spetsiifilisemaks. Teisisonu eeldavad iilesannete lahendajad
sisendina SlowRollModel klassi objekte, mis omakorda vajab sisendina InflationFunction
tiitipi objekte.

Jargnevates alapeatiikkides on kasutatud néidetena kolme mudelit, mille jaoks on defi-
neeritud nii Iy (/4) funktsioon kui ka A(¢), B(¢), V(¢). Nimi, mida néidetele viitamisel

kasutatakse, on valitud mudelile vastava invariantse potentsiaali Iy (I,) jargi.
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1. Astme potentsiaal

A() =€ (%) (3.10)
16003°% (55 — )

Bl = T e (3.10)

V(g) = M [1 - (%)] (3.1¢)

() = ot (2] (3.1d)

-1 (i) o= () [ (5) 7] om

_ 6(a—1)¢°
B==" (3.2b)
NEAY
V=M (E) (3.2¢)
Iy(Iy) = M* [1 — exp (— 3%1¢>] (3.2d)
3. a-atraktor [30]
A(¢) =1 (3.3a)
B(¢) = (1_6—1)2 (3.3b)
&-2) ()
V(p) = M* (( )”2 )( ( > )2 (3.3¢)
i) —2(5%) +2
Iy (1) = M*tanh?® ( \/6_{5]\4 ) (3.3d)

Invariantsed potentsiaalid ja mudelfunktsioonid A(¢), B(¢), V(¢) valiti selliselt, et nendel
juhtudel oleks voimalik leida analiiiitilised lahendid. Invariantsete potentsiaalide kujud on
vilja toodud ka joonisel
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Astme potentsiaal Starobinsky potentsiaal
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0.8 0.8

0.6 0.6
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0.4 0.4

0.2 0.2

— p=1/4
— p=112

0.0 p=2

o s N

0.0

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 =25 0.0 25 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0
Iy Iy

a atraktor

1.0

0.8

0.6

Iy

0.4

0.2

0.0

Joonis 3.2: Invariantsete potentsiaalide (3.1d)), (3.2d)), (3.3d) graafikud. On néha, et mii-
nimum koikide potentsiaalide puhul asub kohal 7, = 0.

3.2 Inflatsiooni vaatlusparameetrite arvutamine

Vordlemaks teooriat vaatlustest saadud tulemustega, tuleb eelnevalt arvutada teooria
poolt ennustatavad fiitisikalised suurused: skalaarne spektraalindeks ng ning tensor-skalaar
héairituste suhe 7, mille valemid on esitatud alapeatiikis[I.4] Kolmas oluline suurus on héi-
rituste amplituud Ay, kuid seda kasutatakse potentsiaali normaliseerimiseks. Otsitavate

suuruste leidmiseks on vaja leida skalaarvilja vadrtused inflatsiooni alguses, mis on méa-

ratud N-vadrtusega ([2.10)).

3.2.1 Skalaarvilja vaartus inflatsiooni lopus

Leidmaks skalaarvilja vaartust inflatsiooni 16pus tuleb lahendada vorrand

(¢)—1=0. (3.4)

Nullkohtade numbrilise leidmise meetodit jaotatakse tavaliselt kahte rithma: poolitamise
meetodid (bisection) ning iteratiivsed (iterative) meetodid. Poolitamise meetod eeldab, et
kasutaja annab ette kaks punkti a ja b, kus otsitava funktsiooni f vaartused rahuldavad
vorratust f(a) < 0 < f(b). Eeldades seejarel, et funktsioon on vahemikus [a,b] pidev,
leidub vahe-vaéartuste teoreemi pohjal selles vahemikus nullpunkt. Teise meetodi puhul
on vajalik, et nullkoha leidmiseks sisestatakse nullkohale piisavalt lihedal olev punkt.

Seejarel, kasutades meetodile vastavat iteratiivset algoritmi, leitakse nullkoht.

Programmi kirjutamisel oli valik kasutada molemaid meetodeid. Esimese, poolitamise
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meetodi jaoks esines probleem, et ei ole teada, kas suvalise €(¢) — 1 jaoks leiduvad sellised
kaks vaartust, kus iiks funktsiooni vaartus on negatiivne ning teine positiivne. Selle tottu
otsustati kasutada iteratiivseid meetodeid, mis vajavad lahendamiseks ainult iihe punkti
maaramist. Viimase peamiseks probleemiks on aga asjaolu, et juhul kui valitud punkt on
nullkohast liiga kaugel, siis iteratiivne algoritm ei koondu nullkoha ldheduses ning lahen-
dit ei leita. See probleem lahendati jargmiselt. Kasutaja peab méaidrama skalaarvilja jaoks
madramispiirkonna, kus nullkohti otsida. Seejirel masratakse antud piirkonnas vordsetel
kaugustel 100 000 (mis on vaikimisi seatud vddrtus) punkti, kus leitakse funktsiooni ab-
soluutvéadrtused. See tagab, et koik nullkohad, mis jadvad méadratud vahemikku on niiiid
globaalseteks miinimumideks (joonis . Seejarel on voimalik kasutada algoritmi lokaal-
sete miinimumide leidmiseks. Tulemus voib kiill sisaldada lokaalseid miinimume, mis ei
ole nullkohaks, kuid need saame hiljem vilja sorteerida. Rakendades igas leitud punktis
nullkoha leidmise algoritmi. Voimalik on kasutada SciPy ja Mpmath pakettides olemas
olevaid meetodeid: Newton, Halley. Antud meetodid vajavad nullkoha leidmiseks €(¢) — 1
esimest jarku tuletist ning Halley meetod voimaldab kasutada ka teist jarku tuletist. An-
tud meetodi probleemiks voib olla see, et kasutaja defineeritud méa#ramispiirkond on liiga
suur ja seega genereeritud funktsiooni vadrtused asuvad liiga horedalt. Sellisel juhul voib
leiduda olukord, kus lokaalne miinimum jadb kahe geneeritud punkti vahele selliselt, et

programm ei suuda seda tuvastada.

40

30

— flx)=x*+3x3-9x2-20x-3
[f(x)]
—40 ¢ Nullkohad

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Joonis 3.3: Nullkoha leidmise meetodi néitlikustamine. Sinine on funktsioon, mille null-
kohtadest ollakse huvitatud. Seejérel leitakse funktsiooni absoluutvédartus, milleks on
oranz joon. Siit on nédha, et koik miinimumpunktid on nullkohtadeks voi nullkohtade
lahedal. Seejérel saab rakendada algoritmi, mis leiab miinimumid, teades et miinimum
peab rahuldama vorratust f(z,) < f(z,—1) ja f(z,) < f(xns1), kus x, téhistab tihe
punkti vaartust kohal n.

Nullkoha leidmisel on kasutajal voimalik muuta enamikke funktsiooni parameetreid: kui
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tihedalt punktid genereeritakse, millist meetodit kasutatakse lahendamiseks jne. Samuti
on kasutajal voimalik ise defineerida algoritm nullkohtade leidmiseks. Programm annab

selleks ette funktsiooni €(¢) — 1 ning selle esimesed kaks tuletist.

3.2.2 Skalaarvilja algvaartuse leidmine

N-vadrtuse vorrand on antud valemiga kust on néha, et tegemist on integraalse
suhtega. Probleemne on veel asjaolu, et otsitav suurus on integraali lilemiseks rajaks.
Seega tdhendaks see numbrilist integreerimist ja vorrandi lahendamist vélja algvairtuse
jaoks. See oleks viga aeglane ning palju arvutusi noudev protsess. Selle asemel on voi-
malik iilesanne teisiti formuleerida. Viies integraali diferentsiaalsele kujule ning tuletades

diferentsiaali % jaoks, saab hoopis lahendada diferentsiaalvorrandi [29]

dg I, VA2V A
_ = /\4 _— = (\/_i _— .
AN~ PI, P AVF (3:5)

Sellise lahendusmeetodi eeliseks on, et tulemuseks on funktsioon ¢, (N) ehk skalaarvélja
algvadrtuse soltuvus inflatsiooni méaéarast. Numbriliseks lahendamiseks on vaja veel fik-
seerida algtingimus, mille saab méaarata vélja vaartusega inflatsiooni 1opus. Nimelt kui
Propp = QPalg, siis sellele peab vastama N-vddrtus N = 0. Sellisel juhul ei saanud inflat-
sioon toimuda, kuna skalaarvélja vidrtus ei muutunud [29]. Seejérel on voimalik leida
skalaarvilja algvidrtused vastavatel N-vddrtustel. Joonistel [3.4] [3.5] ja [3.6] on kujutatud
antud programmiga leitud tulemusi t66s kasutatud néidete jaoks. Graafikutele on peale
mérgitud ka vaatlustele vastavad regioonid ng ja r jaoks [0, BI]. Invariantide formalis-
mi (alapeatiikk kohaselt peavad Palatini ja meetrilises formalismis saadud tulemused
olema vordsed invariantse potentsiaali kaudu arvutatud tulemustega. Selle abil saab veen-

duda, kas invariantide teooria kehtib, ning koodi korrektsuses.
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Palatini Meetriline
0.10 0.10
— p=1/4,E=1 — p=1/4,£=100
p=12,6=1 p=1/2,§=100
0.08 — p=1§=1 0.08 1 — p=1,§=100
— p=2£=1 — p=2,£=100
20 20
0.06 1o 0.06 lo
r ® N=50 r e N=50
4 N=60 4 N=60
0.04 LS 0.04 L
* *
0.02 \ 0.02 \
0.00 0.00
0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1.00 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98 0.99
nNs nNs
010 Invariantne potentsiaal
— p=1/4
p=1/2
0.08 — p=1
— p=2
20
0.06 1o
r ® N=50
¢ N=60

0.04

0.02

0.00

0.93 0.94

Joonis 3.4: Arvutatud tulemused astmepotentsiaali jaoks. Arvutused on tehtud nii in-
variantset potentsiaali kui ka mudelfunktsioone kasutades. Seejuures on arvestatud, et
mudelfunktisoonid on meetrilise ja Palatini formalismi korral erinevad. Tasub mainida,
et Palatini ja meetrilise formalismi korral on funktsioonides parameeter £, mida ei esine

invariantses potentsiaalis(3.1d]). Seega ei tohiks antud parameeter mojutada teooria en-

nustusi. Palatini ja meetrilise formalismi graafikutelt on ndha, et erinevate & vaartuste
korral on tulemused vodsed. Kui invariantsele mudelile vastav potentsiaal on astmefunkt-
siooni kujul, siis mudeli ennustused ei rahulda vaatluslikke piiranguid. Sarnased tulemused

on esitatud ka Bicep/Keck artiklis [6].
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Palatini Meetriline
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Joonis 3.5: Arvutatud tulemused Starobinsky potentsiaali néiite jaoks. Kahel iilemisel
graafikul on esitatud tulemused mudelfunktsioonide jaoks Palatini ja meetrilise raami
jaoks, Jordani raamis. Alumisel joonisel on arvutatud tulemused invariantsest potent-
siaalist lahtuvalt Einsteini raamis. Programmiga saadud tulemused koikidel juh-
tudel on samad. Sellest saab jareldada, et mudelid on ekvivalentsed. Samuti on néha, et
iildistatud Starobinsky potentsiaali poolt ennustatud ng ja r vaartused on peaaegu koikide
parameetrite jaoks kooskolas vaatlustulemustega.

a atraktor

Joonis 3.6: a-atraktorit kirjeldava potentsiaali (3.3d|) ennustused on samuti teatud juhtu-
del kooskolas vaatlustulemustega.



3.3 Tundmatu funktsiooni leidmine

Kéesolevas alapeatiikis on iilesande piistitus jargnev. Defineeritud on invariantne potent-
siaal Iy (1), mille vastavuse vaatlustega saab kindlaks teha alapeatiikis kirjeldatud
meetodil. Lisaks on fikseeritud kaks kolmest mudelfunktsioonist A(¢), B(¢), V(¢). See-
jarel otsitakse kolmandat mudelfunktsiooni, mis vastaks invariantsele potentsiaalile. Kui
selline otsitav funktsioon leidub, siis nimetatud kolmest mudelfunktsioonist moodustatud

mudel kirjeldab invariantsele potentsiaaliga ekvivalentset mudelit.

3.3.1 Funktsiooni A(¢) leidmine

Funktsiooni A(¢) leidmiseks on vaja lahendada diferentsiaalvorrand (2.11), mis on la-
hendatav ainult erijuhtudel. Seega on antud tlesandes viiga tahtis numbrilise arvutamise
meetod, mille jaoks on vaja médrata algtingimus skalaarvélja ja A(¢) jaoks. Sobilik alg-
tingimus ei ole iiheselt médratud, kuid samas ei saa valida ka suvalist A(¢), ¢ paari.
Invariantsest potentsiaali definitsioonist on voimalik leida seos A(¢) jaoks

Alo) = (3.6)

kus ruutjuure votmisel sobib ainult positiivne haru, sest A(¢) > 0. Kui eeldada, et vabu
parameetreid ei ole, siis vorrandis esineb kolm muutujat: funktsioon A(¢), skalaarvili ¢

ja invariantne skalaarvali 1.

Invariantse potentsiaali vaartuse saab arvutada, kui méaarata invariantse skalaarvilja vaar-
tus. See on vabalt valitav, kuid sealjuures tuleb veenduda, et see vairtus asuks invariantse-
le potentsiaalile vastava €(/,) médramispiirkonnas. Soovitav oleks valida moni invariantse
vélja vaartus, mis jadb inflatsiooni perioodi, néiteks vélja vadrtus inflatsiooni lopus. Kui
invariantse vilja vaartus on olemas, tuleb méadrata sellele punktile vastav skalaarvilja
vaartus. Kokkuvotvalt tuleb méaarata kahe raami vahel iiks punkt, kus on teada nii ska-
laarvalja ¢ kui ka invariantse valja I, vaartus. Jéllegi pole valik tihene. Valimisel tuleb
jalgida, et skalaarvélja vaartus oleks B(¢) ja V(¢) funktsioonide mééaramispiirkonnas, et
potentsiaali ning invariantse potentsiaali méargid oleksid samad ja soovitav oleks valida
punkt, mis asuks eemal singulaarsustest. Viimane soovitus tuleneb asjaolust, et singulaar-
suste ldhedal on numbriline arvutamine keerulisem ja ebatépsem. Potentsiaalide mérgid
peavad olema samad, sest valemis ei oleks vastasel korral ruutjuur defineeritud. Selli-
sel viisil toimides maaratakse kaudselt ka I4 ja ¢ vaheline seos ehk méaératakse invariantse

skalaarvélja integraali jaoks integreerimiskonstant.

Seejérel on voimalik valitud ¢ ja I, jaoks arvutada vastav A(¢) védrtus, mida kasuta-

takse algtingimusena. Enne lahendamist on vaja valida diferentsiaalvorrandi (2.11)) jaoks
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sobilik méark. Antud t66 raames ei leitud iihest vastust. On voimalik, et selle médramisel
méngib rolli, millises suunas vélja vaartus inflatsiooni ajal liigub. Kasutatud kolme néite
puhul leidus seaduspéira, et kui skalaarvilja algvaartus on loppvadrtusest suurem, siis tu-
leb valida ,,—“ mark. Kui algvaédrtus on vaiksem, siis tuleb valida ,, 4+ méark. Kui méark on
korrektselt valitud, on voimalik diferentsiaalvorrand numbriliselt lahendada. Selleks tuleb

programmile ette anda ka skalaarvilja vaartus, milleni arvutusi teha.

Lahendamiseks on voimalik kasutada kahte erinevat Pythoni teeki: SciPy ja Mpmath.
Esimene neist on kiirem, aga see-eest voib olla ebatdpsem. SciPy voimaldab kasutada eri-
nevaid algoritme. Vaikimisi on selleks Runge-Kutta-Fehlbergi (RKF45) meetod. Mpmath
voimaldab kasutada ainult Taylori meetodit. Antud néidete - puhul kasutati
lahendamiseks SciPy teeki ning RKF45 meetodit, mis andis piisava tépsusega lahendid

(joonised , , .

Palatini Meetriline

o 04

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Analudtiline lahend

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8

¢

Joonis 3.7: Ulemised kaks graafikut on arvutatud, lahendades diferentsiaalvorrand numb-
riliselt molema formalismi jaoks. Palatini juhul (p = 2) on néha, et joonis on sarnane
analiiiitilise lahendiga. Meetrilisel juhul on testitud, kas p vaartuse muutmine mojutab ka
lahendeid, mida see antud juhul teha ei tohiks, sest A(¢) funktsiooni definitsioonis ei ole
sees parameetrit p. On néha, et A(¢) funktsionaalne kuju jadb samaks. Diferentsiaalvor-
randi lahendamisel valisin vorrandis mérgiks ,, 4.

Tulemuste vordlemiseks analiiiitilise A(¢) lahendiga tuli méérata sobiv algtingimus. Kuna
kolme néite puhul on teada koik neli funktsiooni A(¢), B(¢), V(¢) ja Iy (1), siis arvutati
skalaarvilja mudelfunktsioonidele ja invariantsele véljale vastavad vélja vaartused inflat-
siooni 16pus. Saadud véartusi kasutati A(¢) algtingimuse méadramiseks vastavalt valemile
. Sellisel juhul saab kindel olla, et leitud numbriline lahend on vordne analiiiitlise
A(¢) funktsiooniga.
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Joonis 3.8: Funktsiooni A(¢) lahendid on kujutatud iilemisel real. Alumisel real on kujuta-
tud analiititilise ja numbrilise lahendi logaritmilist absoluutset erinevust . Vorrandi ([2.11)
lahendamiseks kasutati ,,— mérki. Tahelepanu tasub juhtida alumise real ordinaattelje
vaartustele. Maksimaalne tdpsus numbrite esitamisel kasutatud andmetiiiibil on umbes
15 komakohta ja arvutuses saadud erinevus on umbes 8 komakohta.

Lahendi erinevus (Palatini) Lahendi erinevus (Meetriline)
-14.0{ — . — a=2
- ps _~140 o2
= — a=6 S — a=6
£ —14.51 x Inflatsiooni algus (N=100) £ 14,5 x Inflatsiooni algus (N=100)
s ® Inflatsiooni I6pp 3 ° ® Inflatsiooni I6pp
< < -
| / 1 o
5 ~15.0 f < -15.0 .
5 5 I
= < M
% ~15.5 % -15.5 r
o o r
-16.0 -16.0
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.3 0.4 0.5

Joonis 3.9: Funktsiooni A(¢) numbrilise lahendi vordlemine analiiiitilisega. Kuna erienvuse
esitati logaritm funktsiooni abil, siis punktides, kus arvutatud analiiiitiline véértus on
vordne numbrilise lahendiga, puuduvad vaartused. Naeme, et lahendid on suure tépsusega
samad. Vorrandi lahendamiseks kasutasin ,,—“ mérki. Tédhelepanu tasub poorata
ordinaattelje vaartustele alumisel real. Maksimaalne tdpsus numbrite esitamisel kasutatud
andmetiiiibil on umbes 15 komakohta ja lahendite erinevus jaab samuti sellesse piirkonda.

3.3.2 Funktsiooni B(¢) leidmine

Funktsiooni B(¢) arvutamiseks on vaja ainult invariantse potentsiaali péérdfunktsiooni
analiititilist lahendit . Seejarel on voimalik funktsiooni vidrtused vahetult vélja ar-
vutada. Kolmest kiesolevas paragrahvis kirjeldatud tilesandest on see koige lihtsam ning
see on enamasti analiiiitlisel kujul teostatav. Selleks on ainult vaja eelnevalt leida in-
variantse potentsiaali poérdfunktsioon kujul Iy = Iy(1,). Hiljem on vaja teha asendus

Iy = % ja lopuks koik kokku panna vastavalt valemile (2.12)).

Kui invariantne potentsiaal on esitatud astmefunktsioonina, siis on programm voimeline
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leidma analiiiitilise lahendi funktsiooni B(¢) jaoks

2
4 »
16M3p°% (56 — e
p

— or6¢ . (3.7)

Vorreldes saadud lahendit esialgse B(¢) mudelfunktsiooniga (3.1b)) on néha, et analiiiiti-

line kuju on tépselt sama.

Starobinksy potentsiaalile vastavate mudelfunktsioonide jaoks suudab programm samuti
lahendid leida. Meetrilist formalism kasutades on leitud tulemus kujul, mis vastab mu-
delfunktsioonile . Palatini formalismi korral on analiiiitilise lahendi kuju palju kee-
rulisem . Pohjus seisneb selles, et SymPy ei suuda saadud funktsiooni lihtsustada
sobivale kujule, et saaks lahendeid vorrelda teadaoleva lahendiga. Seega on vaja arvutada
saadud lahendile numbrilised véartused ning vorrelda seda olemasoleva lahendiga ((3.2b]).
Jooniselt on naha, et saadud analiiiitiline lahend ja teadaolev lahend lange-
vad kokku. Seega on saadud tulemus korrektne ning probleem seisneb analiiiitilise lahendi

lihtsamale kujule viimises.

Palatini Meetriline

—— Programm: a=2

Programm: a=4
~—— Programm: a=6
=== Mudeli funktsioon 25

—— Programm: a=2
Programm: a=4

—— Programm: a=6

=== Mudeli funktsioon

Joonis 3.10: Analiiiitilisel kujul oli lahendit keeruline vorrelda. Arvutades mudeli ja leitud
lahendi jaoks numbrilised vaédrtused, on ndha et tulemused on vordsed.

a-atraktorit kirjeldava mudeli korral tekib eelmises néites kirjeldatuga sarnane olukord,
kus SymPy ei suuda lahendit lihtsustada kujule, kus see oleks vorreldav teadaoleva B(¢)
funktsiooni kujuga. Joonisel on esitatud analiiiitilise lahendi ja teadaoleva lahendi
(3.3h]) vaartused graafiliselt.
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Analuutilised lahendid
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Joonis 3.11: Analiiiitilisel kujul oli lahendit keeruline vorrelda, sest lahendit ei olnud voi-
malik viia lihtsamale kujul. Arvutades mudeli ja leitud lahendi jaoks numbrilised vaartu-
sed, on néha et tulemused on vordsed. Kuna A(¢) on konstant, siis tulemused Palatini ja
meetrilise formalismi korral on vordsed ja sellepdast eraldi vordust vélja toodud ei ole.

3.3.3 Funktsiooni V(¢) leidmine

Sarnaselt funktsiooni A(¢) leidmisele ei ole ka potentsiaali leidmine iiheselt méadratud.
Selle pohjuseks on asjaolu, et on vaja arvutada invariantse skalaarvélja integraal ja selle
kiigus arvutamisel tuleb méadrata ka integreerimiskonstant. Invariantse skalaarvilja defi-
nitsiooni integraali ei ole alati voimalik analiiiitiliselt arvutada. Meetrilise formalismi
korral teeb arvutamise keerulisemaks ka asjaolu (kui A # konst.), et ruutjuure alla lisan-

dub lisaliige.

Kui SymPy ei ole voimeline integraali arvutama, siis on olemas voimalus, et kasutaja
sisestab antud integraali lahendi ise, kui see on arvutatud néiteks kasutaja enda poolt voi
mone teise arvutialgebrasiisteemi poolt. Juhul kui see ei ole voimalik, saab kasutada ka

numbrilist lahendamist. Selle kiigus lahendatakse diferentsiaalvorrand

dly
d
kus funktsioon F(¢) on defineeritud valemis (2.5)). Numbrilise lahendamise jaoks on va-

ja maarata algtingimus, mis on iildiselt vaba. Tuleb jalgida, et algtingimuseks valitud

F(¢) , (3.8)

skalaarvali kuulub A(¢) ja B(¢) funktsiooni mé&aramispiirkonda ja soovitav on valida
singulaarsusest eemal olev vaartus. Lisaks tuleb kontrollida, et valitud ¢ vadrtuse korral
A(¢p) > 0. Potentsiaali V' (¢) leidmisel kasutati kahte numbrilise arvutamise teeki Mp-
math ja SciPy, et vorrelda lahendite tédpsuse erinevust. SciPy kasutab andmetiiiipi 64
bitist ujuvkomaarvu, millest 52 bitti on komakohtade jaoks. Mpmath voimaldab valida
sobiva komakohtade arvu voi siis arvu kirjeldamiseks kasutavate bittide arvu, mille kaudu

ongi voimalik teha tdpsemaid arvutusi. Tépsus tuleb tihti kiiruse arvelt ja seega ei tasu
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enamasti kasutada liiga palju komakohti. Néite jaoks kasutasin Mpmath vaikevéartust,
milleks on 15 komakohta (53 bitti). Tulemused on esitatud joonisel

150 Lahendi erinevus (mpmath) Lahendi suhteline viga (mpmath)
- o = NG — a=2
—~ < M\AL
S-1s5 J\IL /\X‘\J $-145 N a= g
] \ s =
S _LIUNTY £
| —16.0 A & -15.0
3 1
= -165 ]z
= J\ a=2 | 5-155 \[
8 — a=4 | = U '\
-17.0 — a=6 |
~ -16.0
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.5 .
¢
Lahendi erinevus (scipy) 5 Lahendi suhtellne viga (scipy)
_-10 v i [ | v
s s
£-15 = -15
= £
120 < -20
572 525
= — a=2 | &~ — a=2
> —30 >
k=] — a=4 | =-30 — a=4
=35 — a=6 | — a=6
- =35
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
[ ¢

Joonis 3.12: Graafikutelt on ndha, et Mpmath on arvutamisel monevorra tapsem kuigi ko-
makohtade kirjeldamiseks kasutatakse sisuliselt sama palju infot. Mpmath teegiga saadud
lahendi erinevus analiiiitilisest lahendist esineb 15. komakoha juures. See vastab analiiii-
tilise lahendi numbriliste vadrtuste tdpsusele. Seega on analiiiitiline lahend ja Mpmath
numbriline lahend samad antud tépsuse juures. Scipy lahendi korral on viga kiimnendas
komakohas ja seega ka ebatdpsem. Siiski on see piisav tdpsus antud arvutuste juures.

3.4 N-vaartuse parandi arvutamine

Magistritoo raames kirjutatud programmis méaaratakse N-viartus alati Einsteini raamis,
sest invariantide formalismi kasutades minnakse arvutamisel alati iile Einsteini raami.
Selleks et méadrata N-vdartus Jordani raamis, tuleb leida parand, mille definitsioon on
valja toodud valemis . Definitsiooni jérgi on eelnevalt vaja leida Jordani raamis

oleva skalaarvilja jaoks alg- ja loppvaartused.

Leidmaks vajalikud alg- ja loppvédrtused, on vaja teada mudelfunktsioone A(¢) ja B(¢).
Lisaks sellele, et mudel oleks defineeritud, on vaja veel teada kas potentsiaali V' (¢) voi
invariantset potentsiaali Iy (). Esimesel juhul, kui on teada funktsioonid A(¢), B(¢) ja
V(¢), on lahenduskiik kirjeldatud alapeatiikis , kus kasitleti vaatlustega vorreldavate

suuruste ng ja r leidmist.

Teisel juhul, kui on teada A(¢), B(¢) ja Iy (Is), on arvutuskiik monevorra keerulisem.
Esiteks tuleb leida invariantse skalaarvélja jaoks alg- ja loppvaartused. Kuna vaja laheb

skalaarvalja védartusi Jordani raami jaoks, siis tuleb leitud invariantse valja viartused
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teisendada Jordani raami. Selleks tuleb leida vélja vaartuste teisendamiseks funktsioon
¢(1y), milleks saab kasutada funktsioone A(¢) ja B(¢), avaldise (2.5) definitsiooni ning

podrdfunktsiooni teoreemi. Seejérel on voimalik jouda diferentsiaalvorrandini

do -1
2 _(JF ) 3.9
- (VED) (3.9)
kus F'(¢) on defineeritud valemis (2.4). Diferentsiaalvorrandi lahendiks ongi funktsioon
¢(14). Seega on voimalik teisendada invariantse vélja vddrtused Jordani raami ning ka-
sutada avaldist (2.18)) leidmaks N-véértuse parandid. Tulemused molema meetodi kaudu
on esitatud joonisel |3.13|

1.0 >
o —— Parand: p=1
P Parand: p=2
o8 —— Parand: p=4
A Kontroll 1abi invariandi
Qos
o
©
o
S 0.4
0.2
0.0
. . . . . 4 ( Iy p
Joonis 3.13: Parand N-véértuse jaoks on leitud astme funktsioonile Iy, = M (ﬁ

P
vastava mudeli jaoks — 3.1d)). Varviliselt ja pideva joonega on téhistatud lahendid, kus
arvutused tehti funktsioonide A(¢), B(¢) ja V(¢) kaudu. Kontrolliks, mis on téhistatud
katkendliku musta joonega, lahendati eelkoige alg- ja loppvéartused invariantse vélja jaoks
ning seega teisendati need iile Jordani raami skalaarvilja viartusteks. Teisendamiseks
kasutatud funktsioon ¢(Iy) leiti numbriliselt.

3.5 Mudelite vordlemine

Kui on teada invariantne potentsiaal Iy (14) ja mudelfunktsioonid A(¢), B(¢), V (¢), siis on
voimalik kontrollida, kas invariantide poolt defineeritud mudel annab A, B ja V funktsioo-
nidele vastavad vaatlustulemused ilma et peaks vilja arvutama molemal juhul skalaarse

spektraalindeksi n, ja tensor-skalaar hairituste suhte r viartused.
Antud alapeatiikis on esitatud kolm lahendamise meetodit:
e vorrelda invariantset potentsiaali;

e vorrelda invariantset skalaarvélja;
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e vorrelda invariantse skalaarvélja tuletist.

3.5.1 Invariantse potentsiaali vordlemine

Esimene vordlemise meetod pohineb ideel, et kui arvutada invariantne potentsiaal kahel
iiksteisest soltumatul, meetodil siis mudelid on samavéarsed. Esimesel juhul ldhtutak-
se invariantse potentsiaali definitsioonist . Teisel juhul tuleb arvutada invariantse
skalaarvalja I4 integraal kas analiititiliselt voi numbriliselt. Integreerimiskonstant
voi numbrilise arvutamise juhul algvdartus tuleb méarata iihe teadaoleva punkti kau-
du. Niiteks voib arvutada invariantse vélja ja skalaarvilja viartused inflatsiooni 1opus.
Seejarel tuleb saadud tulemus asendada funktsiooni Iy (I,). Lopuks tuleb kahte lahen-
dit omavahel vorrelda. Kui skalaarvélja véartustel, kus toimub inflatsioon, on lahendid
vordsed, siis antud mudelid on ekvivalentsed. Sellisel vordlemisel leitakse seega erinevus
ALy = 29 1, [15(¢)]. Néide Starobinsky potentsiaalile (3.2a43.2d)) vastaval juhul on

T Ae)?
esitatud joonisel [3.14]
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2 | 2
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0.6
>
0.4 — a=3/2
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0.0
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¢

Joonis 3.14: Arvutused on tehtud nii meetrilise kui ka Palatini formalismi jaoks. Kahel
iilemisel graafikul on vorreldud kuidas erinevad kahel viisil leitud lahendid Al, =
Iy [1,(0)]— %. Téhelepanu tasub poorata ordinaatteljele, kus kuvatakse lahendite erine-
vuse logaritmi vaartust ehk seda kui mitmendas komakohas esineb erinevus. Arvutamisel
kasutati andmetiiiipi, mis voimaldab teha arvutusi kuni 15 komakoha tépsusega. Palatini
formalismi korral olid arvutused tdpsemad kui meetrilise korral, kus erinevus on halvimal
juhul ka neljandas komakohas. Seda oli ka oodata, sest Palatini formalismis on I, arvu-
tamine kergem — integraal sisaldab vahem liikmeid. Alumisel graafikul on kujutatud
ka meetrilise formalismi kaudu saadud invariantse potentsiaali numbrilist lahendit koos

analiiiitilise lahendiga, mis on sama kujuga.
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3.5.2 Invariantse skalaarvalja vordlemine

Teine meetod on vorrelda kahel erineval viisil arvutatud invariantset skalaarvélja vaartusi.
Esimesel juhul tuleb arvutada integraal (2.5)). Teisel juhul tuleb leida invariantse potent-
siaalile vastav poordfunktsioon I4(1y). Seejérel tuleb teha asendus Iy — V(¢) kusjuures

A(¢)??
vaja on veenduda, et integreerimisel méaratud konstant voi numbrilise lahendamise pu-

hul algtingimus on 6igesti valitud. Sellisel viisil leitakse erinevus Al, = I,[Iv(¢)] — Is(9).

Sarnaselt invariantse potentsiaali leidmise juhule voib selleks punktiks kasutada néiteks

inflatsiooni 16pus olevaid véljade vadrtusi. Tulemused kolmanda mudeli (3.3a[-[3.3d)) néitel

on esitatud joonisel |3.15|

Invariantne skalaarvali
25

E=1,p=1/2
E=1,p=2
£=10,p=1/2
£=10,p=2

---- Anallitiline lahend

20

15

10

ly

N

2.00

Joonis 3.15: Joonisel on esitatud numbriline tulemus ning vorreldud seda analiiiitiliselt

arvutatud tulemusega. Kuna A(¢) on konstantne, siis Palatini ja meetrilisel juhul on
lahendid samad.

3.5.3 Invariantse skalaarvalja tuletise vordlemine

Kolmanda vordlusmeetodina on programmis voimalik vorrelda invariantse vélja tuletist

skalaarviljast labi kahe soltumatu meetodi. Selleks tuleb arvutada invariantse potentsiaali
Iy poordfunktsioon I4(1Iy), asendada Iy — X(((;;)Q ning leida tuletis ;—¢]¢[IV(¢)]. Saadud
tulemust tuleb vorrelda funktsiooniga %’ = /F(¢), mis on defineeritud valemiga (12.5)).

Kui saadud lahendid on samad, siis saab 6elda, et invariantne skalaarvali on konstandi

tapsusega vordne. Seega peavad ka mudelite ennustused vaatlustele olema samad. Sellisel
vordlemisel leiame seega erinevuse AYe _ dllv(9)]

do T de F(¢)

39



3.6 Edasiarendus

Vorreldes bakalaureusetéoga [23] on paljusid meetodeid tdiendatud ning lisatud on ka
moodul Mpmath tédpsemateks arvutusteks. Samuti on voimalik numbriliselt leida ka funkt-
siooni A(¢). Varasemalt esinenud probleem numbrilise tuletise votmisega on lahendatud
sellega, et kasutaja saab defineerida funktsioone ainult analiiiitilisel kujul ja seega on voi-
malik koik tuletise votmised teha siimbolkujul. Lisaks sellele on koik vormistatud Pythoni
paketiks, mida oleks voimalik teistel inimestel kasutada. T66 kiigus valmisid ka Jupyter

Notebooki té6lehed (Lisad [A] [B] [C]).
Valminud teegi puhul voib vélja tuua moned puudused:

e puudub korralik dokumentatsioon. Esialgse lahendusena on selle asemel voimalik

vaadata toolehti, kus peamised funktsionaalsused on esitatud;

o kui A(¢), B(¢) voi V(¢) numbriliselt vélja arvutada, siis ei ole voimalik antud funkt-
sioone kasutada vaatlustulemuste arvutamiseks. See ei ole koige suurem probleem,

sest sellisel juhul on defineeritud invariantne potentsiaal;

e lisaks oleks vaja kirjutada meetod, mis voimaldaks vorrelda mudeleid ka juhul, kui
molemad mudelid on defineeritud funktsioonide A(¢), B(¢) ja V(¢) kaudu.
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Kokkuvote

Varajases universumis toimunud inflatsiooni kirjeldamiseks on osutunud koige paremaks
selline mudel, kus inflatsiooni pohjustab skalaarvilja ¢ diinaamika. Algselt defineeriti
teooria, kus skalaarvéli oli gravitatsiooniga minimaalselt seotud. Kasutades aeglase veere-
mise ldhendit, kus skalaarvilja potentsiaal domineerib kineetilise liikme iile, on voimalik
tuletada teooria ennustused vaatlustele. Osutub, et teooria mojufunktsionaal on voimalik
kirja panna ka iildisemal juhul, kus skalaarvilja saab kisitleda osana gravitatsiooniviljast.
Sellist teooriat nimetatakse mitte-minimaalselt seotud teooriaks. Viimaste aastate relikt-
kiirguse mootmised voimaldavad tuvastada {iha paremini erinevate inflatsioonimudelite

kooskola vaatlustega.

Kéesolevas t66s rakendati invariantide formalismi, mille raames on voimalik teisendada
mitte-minimaalselt seotud teooria minimaalselt seotud teooriaks. See asjaolu voimaldab
kasutada minimaalselt seotud teooria jaoks arendatud valemeid ja tulemusi. Kéesoleva

t60 lihe osana sai veendutud, et invariantide formalismi korrektsuses.

Antud t66 pohiosana valmis Pythoni teek, mida kasutades on voimalik lahendada eri-
nevaid tilesandeid gravitatsiooniga mitte-minimaalselt seotud inflatsiooniteooria raamis-
tikus. Selleks kasutati invariantide formalismi. Arvutustes on voimalik valida Palatini ja
meetrilise formalismi vahel. Arvutusi on voimalik teha siimbolkujul kui ka numbriliselt.
Kuna analiiiitilised arvutused antud teoorias osutuvad tihti keeruliseks, siis on numbrilise
arvutuse meetodid viga olulised. Programmiga on voimalik lahendada jargmisi iilesan-
deid:

e arvutada mudelile vastavad skalaarne spektraalindeks n, tensor-skalaar héirituste

suhe r ning hairituste amplituud Ag;

e leida tundmatu mudelfunktsioon hulgast A(¢), B(¢) voi V (¢), kui kaks mudelfunkt-

siooni on antud ja otsime vastavust invariantse potentsiaaliga;

e arvutada Einsteini ja Jordani raami vahelise N-véédrtuse parandit, kui on antud

teooriat kirjeldavad mudelfunktsioonid;

e vorrelda, kas invariantse potentsiaali kaudu esitatud mudel on ekvivalentne mudel-
funktsioonide A(¢), B(¢) ja V(¢) kaudu esitatud mudeliga.

Pythoni teegiga tehtud arvutusi on vorreldud teadaolevate analiiiitiliste mudelite lahen-
ditega. Seejuures on vorreldud ka numbrilise arvutuse tépsust. Programmis kasutatakse

Pythoni teeki, millega on soovi korral voimalik ka tédpsust suurendada. Veendutud on, et
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kirjutatud kood on téokorras ning saadud tulemusi voib usaldada.

T66 iihe olulise osana valmisid ka Jupyter Notebooki t66lehed, mida kasutades on voima-
lik eespool kirjeldatud iilesandeid lahendada nii, et vajalikud on iiksnes baasteadmised
kosmoloogilisest inflatsiooniteooriast ja Pythoni koodist. Antud t66 kidigus kirjutatud
Pythoni arvutuspaketti on voimalik kétte saada teegi GitHubi koodivaramust lehekiil-
jelt https://github.com /vasarm /InflationPy .
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Tanuavaldused

Ma tdnan oma juhendajat Margus Saali kellega sai palju arutatud antud 16put66 teemal.
Samuti kelle abil ja juhendamisel antud magistritoo ka lopuks valmis. Samuti tdnan kaas-

opilasi kellega kahe aasta jooksul kokku puutusin ja kes tegid oppet66 palju toredamaks.

Martin Vasar
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vutamiseks
Observables

May 30, 2022

[1]: # For symbolic calculations
import sympy as sp
# For numeric calculations
import numpy as np

# For plotting
import matplotlib.pyplot as plt

from inflationpy import SlowRollModel, SlowRollEndSolver, SlowRollStartSolver

1 Notebook for calculating observables

Non-minimally coupled scalar field action:

§— / dizy/=5 {?A(@R — S B,V 6 V(¢>} (1)

1.1 1) Define model functions

To start calculating, required symbols must be defined. By default SlowRollModel assumes that
‘phi’ is used as scalar field (‘I__phi’ for invariant field) symbol and ‘M__p’ as Planck’s mass. If other
symbols are used then this information must be given to the SlowRollModel class.

To define symbols and equations it is advised to use sympy although it can try to convert strings
to equations as well this method is not too reliable. To look more how to define functions with
sympy: https://docs.sympy.org/latest /modules/functions/index.html#contents

[2]: # Define symbols. phi for scalar field and I_phi for invariant scalar field.
phi, I_phi = sp.symbols('phi I_phi', real=True)
# Define model spectific free parameters and Planck's mass
alpha, M_p = sp.symbols('alpha M_p', real=True, positive=True)
# Also program uses some default symbols: 'N' for e-folds
N = sp.symbols('N', real=True, positive=True)
[3]: Define functions.
=1
= 6*alpha/(phi/M_p-1)**2
= (phi/M_p - 2)**2 * (phi/M_p)*#*2/((phi/M_p)**2 - 2%phi/M_p + 2)**2

<= W > %
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[4]:

[4]:

I_V = sp.tanh(I_phi/(sp.sqrt(6*alpha)*M_p))**2

Put all functions into SlowRollModel class which then sets up all required combinations for later
calculations. It is possible to define only some of the functions. Although to calculate observables
(A, B, V) or invariant potential must be defined.

When only invariant potential is defined then it is possible to use it two ways: Set: A=1, B=1 and
V=invariant potential or set I _V = invariant potential.

4 Mg 1 puv
S= | d*z/—g > R— 59 V, 1,V I, — IV(I¢) (2)
Invariant functions are defined as:

v
A2

L= [y ada () o 0

where 0 = 1 for metric formalism and 0 for Palatini.

I, (3)

SlowRollModel will calculate following equations: 1) Slow-roll parameters € and 7. 2) For scalar

’ 2 /
field F(¢) = § + 6p3 M2 (‘%) 3) Also N-fold integrand A% — = % 4) Observable functions
from € and 7.

# A, B, V and I_V and functions which are possible to define

# palatini (True/False) - to use Palatini formalism or not

# symbol is set to phi (this is actually not required <f phi=sp.Symbol('phi’,,
wreal=True))

# Planck's mass symbol/value is set to M_p (this is actually not required 7ify,
wmp=sp.Symbol ('M_p', real=True, positive=True))

model = SlowRollModel(A=A, B=B, V=V, I_V=I_V, palatini=False, symbol=phi,,
~symbolI=I_phi, mp=M_p)

# Try to simplify all functions (also which are calculated in model). Thisy
wmight make later calculations easter/faster.

model . simplify()

model.simplify(invariant=True)

model
A=1
B = 6

(-1eat;)

#(2rat)]

= a
M3 (2=
Iy = tank® (e )
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1.2 2) Calculate scalar field values at the end of inflation

This is defined by condtion:
e=1 (5)

In this paragraph is showed how to calculate field values for scalar field and invariant scalar field.
Simply this requires to say solver if to use invariant potential or not.

[6]: # Use functions A, B and V to calculate inflation end value
end_solver = SlowRollEndSolver(model, invariant=False)

[6]: # Currently sympy finds multiple solutions for end wvalue. Calculate for alpha=2,
<and M_p=1
analytical_end = end_solver.solve()
display(analytical_end[2].subs({alpha:2, M_p:13}))
print(sp.N(analytical_end[2] .subs({alpha:2, M_p:1})))

2% (—3% V14— 410 + 3\4/5)
6
0.311161943699334

[71: # To look beforehand where the rToots might be let's calculate some function,

<values

x = np.linspace(0.3, 1.7, 1000)

epsilon_values = model.epsilon.f_n(x, M_p=1, alpha=2) - 1 # We have parameters,
<M_p and alpha as free parameters. Assign some values

plt.plot(x, epsilon_values)

# We can see that there are two roots between [0, 2]. Let's calculate for rangey
<[0, 1].

plt.show()
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[8]: # Results are in list, so take first wvalue as this is what we wanted
# nsolve_np uses scipy method to find roots. It is also possible to use mpmathy
wpackage with nsolve_mp
numerical_end = end_solver.nsolve_np([0, 1], params={M_p:1, alpha:2}) [0]
print("End value for alpha=2, M_p=1 in range [0, 1]: ", numerical_end)
# Numerical wvalue s same as analytical

End value for alpha=2, M_p=1 in range [0, 1]: 0.3111619436993338

1.3 3) Calculate scalar field values at the beginning of inflation

Solve differential equation % = % with initial condition (¢y = Penq; N =0)
[9]: # Use A, B and V functions to for calculations

initial_solver = SlowRollStartSolver (model, invariant=False)

# Calculate function phi_O(N) from N=0 to N=N_max. By default N_maz = 100

initial_value_function = initial_solver.nsolve_np(end_value=numerical_end,
~N_max=100, params={"M_p":1, 'alpha':2})

# To calculate initial scalar field value at the N just insert required N value,
»into the function

# initial_value_function(N) -> returns initial scalar field value at N.

# To use mpmath for solver use nsolve_mp

[10]: print(f'Scalar field initial value with N=50: {initial_value_function(50)}')
print(f'Scalar field initial value with N=60: {initial_value_function(60)}')

Scalar field initial value with N=50: [0.87968121]
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[11]:

[12]:

[13]:

Scalar field initial value with N=60: [0.88978241]

1.4 4) Calculate values for observables at N=50 and N=60

This requires scalar field values at the start of inflation. Functions are already defined in model.

# Uses sympy to calculate ns and returns sp.Ezpr type value. To find numericaly,
<value for that use sp.N

n_s50 = model.calculate_ns(initial_value_function(50), params={M_p:1, alpha:2})

print('n_s (N=50) =', n_sb0)

print('n_s (N=50) =', sp.N(an_s50[0]))

# Uses numpy to calculate ns. To use mpmath use calculate_ns_mp

n_s60 = model.calculate_ns_np(initial_value_function(60), params={M_p:1, alpha:
=2})

print('n_s (N=60) =', n_s60)

n_s (N=50) = [0.960253236166713]
n_s (N=50) = 0.960253236166713
n_s (N=60) = [0.96680393]

# Uses sympy to calculate ns and returns sp.Ezxpr type walue. To find numerical,
»value for that use sp.N

r50 = model.calculate_r(initial_value_function(50), params={M_p:1, alpha:2})

print('r (N=50) =', r50)

print('r (N=50) =', sp.N(r50[01))

# Uses numpy to calculate ns

r60 = model.calculate_r_np(initial_value_function(60), params={M_p:1, alpha:2})

print('r (N=60) =', r60)

r (N=50) [0.00894549943140786]
r (N=50) = 0.00894549943140786
r (N=60) [0.00629826]

# Calculate current model's amplitude of the scalar power spectrum A_s
A_s_scalar = model.A_s.f_n(initial_value_function(60), M_p=1, alpha=2)
print("A_s =", A_s_scalar)
# We nood to normalize potential to get correct walue
normalize = sp.N(model.
~normalize_potential (scalar_value=initial_value_function(60) [0], params={M_p:
<1, alpha:2}))
print("Normalization for potential:", normalize)

A_s = [10.21608199]
Normalization for potential: 0.00378596860502031
1.5 4) Calculate observable values for invariant field

This time we try to calculate values for multiple alpha values. As analytical solution is not available
we have to do it numerically. To make calculations faster without selecting values we assume that
if multiple roots exist we select the closest to minimum.
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[14]: end_solver2 = SlowRollEndSolver(model, invariant=True)
alpha_values = [1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256]

invariant_end_values = []
for alpha_value in alpha_values:
# Select first root value (results are ordered from lowest to highest)
calculated_end_value = end_solver2.nsolve_np([0, 5], params={alpha:
~alpha_value, M_p:1})[-1]
invariant_end_values.append(calculated_end_value)

[15]: dinitial_solver2 = SlowRollStartSolver(model, invariant=True)
invariant_initial_ functions = []
for alpha_value, end_value in zip(alpha_values, invariant_end_values):
# Find numerical functions pht (N)
function = initial_solver2.nsolve_np(end_value, params={alpha:alpha_value,,
“M_p:1})
invariant_initial_functions.append(function)

Finally we have all required to make plots

[16]: | # Load latest observable results (published 2018 and 2021)
from inflationpy.data.data import load_planck_data
sigmal_ns, sigmal_r, sigma2_ns, sigma2_r = load_planck_data()

[17]: sp.N(model.calculate_ns(invariant_initial_functions[1] (50), params={alpha:2,,
<M_p:1}, invariant=True) [0])

[17]:(1960293750739217

[18]: | # Create matplotlib object
fig, ax = plt.subplots(figsize=(15, 7))
fontsize = 15

ax.set_ylim(0, 0.09)

ax.set_x1im(0.95, 0.985)

ax.set_xlabel("$n_s$", fontsize=fontsize)
ax.set_ylabel("$r$", fontsize=fontsize, rotation=0)

ax.fill_between(sigma2_ns, sigma2_r, label='$2\\sigma$', color='lightgrey',,
<alpha=0.3)

ax.fill_between(sigmal_ns, sigmal_r, label='$1\\sigma$', color='grey', alpha=0.
(,2)

color_iterator = plt.cm.rainbow(np.linspace(0, 1, len(alpha_values)))
# Plot n_s and T points
for initial_function, alpha_value, color in zip(invariant_initial_functions,,
~alpha_values, color_iterator):
ax.scatter(
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model.calculate_ns_np(initial_function([50]), params={alpha:
~alpha_value, M_p:1}, invariant=True),

model.calculate_r_np(initial_function([50]), params={alpha:alpha_value,
~M_p:1}, invariant=True),

color=color, marker='o')

ax.scatter(

model.calculate_ns_np(initial_function([60]), params={alpha:
~alpha_value, M_p:1}, invariant=True),

model.calculate_r_np(initial_function([60]), params={alpha:alpha_value,
<M_p:1}, invariant=True),

color=color, marker='X")

custom_legend = []
for alpha_value, ¢ in zip(alpha_values, color_iterator):
custom_legend.append(plt.Line2D([0], [0], color=c, linestyle='-',

~label=f'$\\alpha={alpha_value}$'))

custom_legend.append(plt.Line2D([0], [0], marker='o', color='white',,
~markerfacecolor='black', label='N=50'))

custom_legend.append(plt.Line2D([0], [0], marker='X', color='white',,
~markerfacecolor='black', label='N=60'))

0old_handles, old_labels = ax.get_legend_handles_labels()

custom_legend = custom_legend + old_handles

ax.legend (handles=custom_legend, fontsize=fontsize)

plt.show()
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B.

Tooleht tundmatu funktsiooni leid-

miseks

[11:

[2]:

[3]:

Unknown functions

May 30, 2022

# For symbolic calculations
import sympy as sp
# For numeric calculations
import numpy as np

# For plotting
import matplotlib.pyplot as plt

from inflationpy import SlowRollModel, SlowRollEndSolver, FunctionAsolver,
<FunctionBsolver, FunctionVsolver

1 Notebook for calculating unknown functions

Non-minimally coupled scalar field action:

S = / d*ey—g {A/Q[”A(gb)R — §B<¢>gﬂvvu¢>vy¢> - V(¢)} (1)

1.1 1) Define model functions

To start calculating, required symbols must be defined. By default SlowRollModel assumes that
‘phi’ is used as scalar field (‘I__phi’ for invariant field) symbol and ‘M__p’ as Planck’s mass. If other
symbols are used then this information must be given to the SlowRollModel class.

To define symbols and equations it is advised to use sympy although it can try to convert strings
to equations as well this method is not too reliable. To look more how to define functions with
sympy: https://docs.sympy.org/latest /modules/functions/index.html#contents

# Define symbols. pht for scalar field and I_phi for invariant scalar field.
phi, I_phi = sp.symbols('phi I_phi', real=True)

# Define model specific free parameters and Planck's mass

alpha, M_p = sp.symbols('alpha M_p', real=True, positive=True)

# Also program uses some default symbols: 'N' for e-folds

N = sp.symbols('N', real=True, positive=True)

# Define functions.

A=1
B = 6+*alpha/(phi/M_p-1)*%2
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[4] :

[4]:

(phi/M_p - 2)**2 * (phi/M_p)#**2/((phi/M_p)**2 - 2xphi/M_p + 2)**2

v
I sp.tanh(I_phi/(sp.sqrt(6*alpha)*M_p))**2

v

Put all functions into SlowRollModel class which then sets up all required combinations for later
calculations. It is possible to define only some of the functions. Although to calculate observables
(A, B, V) or invariant potential must be defined.

When only invariant potential is defined then it is possible to use it two ways: Set: A=1, B=1 and
V=invariant potential or set I 'V = invariant potential.

4 5 1 Nz
Invariant functions are defined as:

14
T a2

I, = / \/i + o2 (j)qus (4)

where ép = 1 for metric formalism and 0 for Palatini.

Iy, (3)

SlowRollModel will calculate following equations: 1) Slow-roll parameters € and 7. 2) For scalar
’ 2 4

field F(¢) = & + (5F%M§ (‘%) 3) Also N-fold integrand % = % 4) Observable functions

from € and 7.

# A, B, V and I_V and functions which are possible to define

# palatini (True/False) - to use Palatini formalism or not

# symbol is set to phi (this is actually not required if phi=sp.Symbol('phi’,
sreal=True))

# Planck's mass symbol/value is set to M_p (this %s actually not required if,
wmp=sp.Symbol ('M_p', real=True, positive=True))

model = SlowRollModel(A=A, B=B, V=V, I_V=I_V, palatini=False, symbol=phi,,
~mp=M_p)

# Try to simplify all functions (also which are calculated in model). This,
wmight make later calculations easier/faster.

model.simplify()

model
A=1
B = 6

(s

2

V= il (72+1V%)

e 3]
Iy = tank® (e )
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[5]:

[6]:
[6]:

1.2 2) Find Function A

Rl 2 2
dAAAVV £ ||\ J1649BV? 4 56024 [V — A°BI

5
d¢ 8V2 — §r3M2ALT; )

This is analytically impossible to solve usually. So we need to turn to numerical solving. This
requires to set initial condition. We can use following solution. 1) As we have invariant potential,
we can calculate it’s value. For example we calculate invariant potential value at the end of
inflation. 2) Insert potential value to invariant potential definition. 3) Select scalar field value for
end of inflation and calculate A

V(¢end) (6)

A=\na, )

end

# Define solver

a_solver = FunctionAsolver(model)

# Define parameter values

parameters = {M_p:1 , alpha:2}

# Find invariant potential inverse function. Currently sympy finds twoy
»solutions. We select the sceond solution.

inverse_I_V = a_solver.inverse_invariant_potential() [1]

# Find inittal condition for function. For that we use invariant potentialy
~definition.

end_value_solver = SlowRollEndSolver(model, invariant=True)

invariant_end = end_value_solver.nsolve_np([0, 2], params=parameters) [0]

# For one sample calculate current model's field wvalue at the end of inflation

end_value_solver2 = SlowRollEndSolver (model, invariant=False)

field_end = end_value_solver2.nsolve_np([0, 5], params=parameters) [0]

# We select initial value such that V/I_V isn't equal to 0/0

# Also B and V functions must behave well. Thus we can see at field=1 we have,
wsingularity.

A_initial_valuel = a_solver.return_initial_condition_np(invariant_end_value =
oinvariant_end, field_value=0.1, params=parameters)

# A_initial_value2 corresponds to our current A, B, V functions

A_initial_value2 = a_solver.return_initial_condition_np(invariant_end_value =
~invariant_end, field_value=field_end, params=parameters)

(model.V.f_s()/model.I_V.f_s()).subs({M_p:1, alpha:2})

¢* (¢ —2)
(¢ — 26 + 2)” tanh? (“56%)

2

Solving differential equation we have to select sign value. This depend on our functions and which
way field should move. Currently no good explanation which sign in which case we must take. Also
when choosing initial conditions for scalar field we have to analyze other functions as well to not
take values at singulariteis. For B it is ¢ = Mp.

numerical__solution_ 1 is solution where for initial condition we take, that scalar field = 0.1 and we
calculate A value for that.
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numerical _solution_ 2 is solution where we take known A function and calculation end value for
our A, B, V functions. This is only for testin purposes as we don’t know that if we try to solve for

A.

[7]: | # With initial condition phi=1
# From B function we have limitation that at 1 is singularity. Thus we,
wcalcualte between (0, 1)
# sc_kwargs let's us change settings for scipy solve_tvp settings
numerical_solution_1 = a_solver.nsolve_np(
x=[0.1, 0.99],
yO=A_initial_valuel,
invariant_potential_inverse = inverse_I_V,
sign='-"',
params=parameters,
sc_kwargs={'atol':1le-9, 'rtol':1e-93})

numerical_solution_2 = a_solver.nsolve_np(
x=[field_end, 0.99],
yO=A_initial_value2,
invariant_potential_inverse = inverse_I_V,
sign='-"',
params=parameters,
sc_kwargs={'atol':1e-9, 'rtol':1e-9})

Let’s test our found functions by plotting these functions.

[8]: x1 np.linspace(0.1, 0.99)
x2 = np.linspace(field_end, 0.99)
plt.plot(x1l, numerical_solution_1(x1), label=f"$\\phi_{{end}}={0.1}$")
plt.plot(x2, numerical_solution_2(x2), label=f"$\\phi_{{end}}={field_end:.4f}$")
plt.plot(x2, model.A.f_n(x2, M_p=1, alpha=2), linestyle='--', alpha=0.5,,

~label='Defined model')

plt.legend()
plt.show()
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[9]:

[91:

[10]:

10 A

09 A

0.8 1

07 7

06 A

05 A

|}4 B 'wenq = D:I.

' fona =0.3112

n3 - Defined model
1 1 1 I 1
0z 0.4 06 0.8 10

We can see that we have two different A(¢) solutions but this is okay as we used different initial
conditions. This means we have different function to convert scalar field to invariant scalar field as
well which in the end casuses the difference in A function.

1.3 3) Find Function B

Calcualting B function is easier in most cases. This only requires to find invariant potential inverse

function analytically.
dI 3M2 (A2
— il p [
BA{(dqﬁ) iy (%) | @

where I, = I,(Iy,) and we substitute Iy, with 47. Otherwise it is easy to calculate B analytically.
Only problem is that sympy can’t always simplify given expression to simple forms (if it exists).
There are many reasons: first symbolic simplification is complicated and also we don’t have correct
assumptions for free parameters (and currently sympy does not provide it t00).

b_solve = FunctionBsolver (model)

# We can find two solutions. Let's select the second one
invariant_potential_inverse = b_solve.inverse_invariant_potential() [1]
invariant_potential_inverse

VBM, Vatog (2L )

(Iy-1)°
6

b_function = b_solve.solve(invariant_potential_inverse =
~invariant_potential_inverse)
b_function
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[10]:

[11]:

[12]:

2
2 2 . 2 2
2\¢\‘2— Mp‘ ¢2< 24 —ﬁp) 6(*%*%) ‘¢‘|2* J\fp sign (2* Md; +;€T§) 6‘2— N‘}’p sign(¢) 307 (*2+
6 1+ + 5 5 + +
2 29 2 2 2 2 2 20 2
, ( ¢2(,2+1&;}> ) Mp 2= 31,4 0z M%(2—7%+%g My 277%+%g M|~ 31, 32 M,%(
MZa| —1+

P )2

3
2
$2( 24 & )
I Gs
2 2
NI%(Q—%%»%)

L D

Lets compare result with known function There are couple of notions. We know that there
is singularity in point ¢ = M), and I, = 0 which corresponds to ¢ = 0 (look potential) can’t be
calculated, as € 1, is not defined. We can see conditions for invariant field with

model . inspect (invariant=True) ;
Iy : ¢ €R

€:(—00,0) U (0,00)

1+ (—00,0) U (0,00)
Intersection : (—oo,0) U (0, 00)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(15,7))

analytical_solution_marker = plt.Line2D([0], [0], linestyle='--', color='black')
# Calcualte values from 0.01 to 0.8
x = np.linspace(0.01, 0.8, 500)
for alpha_value in [2, 4, 6, 8]:
known_B = model.B.f_n(x, alpha=alpha_value, M_p=1)
calculated_B = b_function.f_n(x, alpha=alpha_value, M_p=1)
ax.plot(x, calculated_B, label=f"$\\alpha = {alpha_valuel}$")
ax.plot(x, known_B, linestyle='--', color='black')

ax.legend(handles = ax.get_legend_handles_labels() [0] +,
< [analytical_solution_marker], fontsize=15)

ax.set_ylabel ("$B(\\phi)$")

ax.set_xlabel("$\\phi$")

plt.show()
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[13]:

[14]:

[15]:
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We can see our result is correct function.

1.4 4) Calculate V

To calculate potential function we need to solve invariant scalar field integral. To derive solution
for V we can see it easily why:
v 2
Iy(ly) = 45 =V =41y (1)) (8)
If user knows the solution for invariant field integral or sympy can solve it analytically then the
result can be used to find result analytically. In our case let’s do it numerically.

There is no unique initial condition (we can set integration contant usually the value we want to).
To just compare if our calculated solution is same as given model’s one we have to calculate specific
values. Also one example is if we choose our condtion randomly.

v_solver = FunctionVsolver (model)

Calcualte initial conditon that corresponds to our model

# Find end wvalue for invariant potential

end_value_solver = SlowRollEndSolver (model, invariant=True)
invariant_end = end_value_solver.nsolve_np([0, 2], params=parameters) [0]
# Find enc value for our A, B, V

end_value_solver2 = SlowRollEndSolver(model, invariant=False)

field_end = end_value_solver2.nsolve_np([0, 5], params=parameters) [0]

Numerical integration returns function which can evaluate solution ‘continuously’.

# Solution with our defined solution. Important is that invariant potentialy
<and potential
# have same sign as A must be positive.
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calculate_iphil = v_solver.nsolve_field_np([0.1, 0.99], 0.1, params={M_p:1,
~alpha:2})

# To use mpmath use nsolve_field_mp

# Remember, B function has singularity at $phi=M_p$

calculate_iphi2 = v_solver.nsolve_field_np([field_end, 0.99], invariant_end,,
~params={M_p:1, alpha:2})

[16]: # V function values for initial condition phi=0.1 -> I_phi = 0.1
V_solutionl = v_solver.nsolve_np(calculate_iphil, np.linspace(0.1, 0.99),
oparams={M_p:1, alpha:2})
# V funtion wvalues for initial condition from our defined model
V_solution2 = v_solver.nsolve_np(calculate_iphi2, np.linspace(field_end, 0.99),,
oparams={M_p:1, alpha:2})

[17]: fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(15,7))

analytical_solution_marker = plt.Line2D([0], [0], linestyle='--',,
<color='black', label='Model result')
# Calcualte values from 0.01 to 0.8

our_model_V = model.V.f_n(np.linspace(field_end, 0.99), alpha=2, M_p=1)

ax2.plot(np.linspace(0.1, 0.99), V_solutionl, label=f"Initial condtion $\\phi=0.
1 \\rightarrow I_{{\\phi}}=0.1$")

ax2.plot(np.linspace(field_end, 0.99), V_solution2, label=f"Initial condtion
~for defined model")

ax2.plot(np.linspace(field_end, 0.99), our_model_V, linestyle='--',
«color="'black')

ax2.legend(handles = ax2.get_legend_handles_labels() [0] +,
< [analytical_solution_marker], fontsize=15)

ax2.set_ylabel("$B(\\phi)$")

ax2.set_xlabel("$\\phi$");

plt.show()
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Initial condtion for defined model

---- Model result
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We can see if we take right initial condition we can get the same potential. But the solution with
blue line is alos correct but with other initial condition (integration constant).

Also aproaching singularity for B function we can see that both solutions converge at the same
point.
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C.

[11:

Tooleht mudelite vordlemiseks

Compare models

May 30, 2022

# For symbolic calculations
import sympy as sp
# For numeric calculations
import numpy as np

# For plotting
import matplotlib.pyplot as plt

from inflationpy import SlowRollModel, SlowRollEndSolver, SlowRollStartSolver,
~ModelCompare

1 Notebook for calculating observables

For general scalar-tensor field theory during inflation we can write action in form

S = / diz/—g {]\g”A(gb)R — %Bw)nguwm - V(¢>} (1)

When using invariants action can be expressed as

4 MP2 1 iy

This notebook shows how to use this package to compare if model defined with A, B, V' functions
predicts the same values as model defined by I, function.

1.1 1) Define model functions

To start calculating, required symbols must be defined. By default SlowRollModel assumes that
‘phi’ is used as scalar field (‘I__phi’ for invariant field) symbol and ‘M__p’ as Planck’s mass. If other
symbols are used then this information must be given to the SlowRollModel class.

To define symbols and equations it is advised to use sympy although it can try to convert strings
to equations as well this method is not too reliable. To look more how to define functions with
sympy: https://docs.sympy.org/latest /modules/functions/index.html#contents

Currently used model must predict same observable values. As A = 1 it does not matter if Palatini
or metric formalism is used.
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[2]:

[3]:

[4]:

[5]:

# Define symbols. phti for scalar field and I_phi for invariant scalar field.
phi, I_phi = sp.symbols('phi I_phi', real=True)

# Define model specific free parameters and Planck's mass

alpha, M_p = sp.symbols('alpha M_p', real=True, positive=True)

# Also program uses some default symbols: 'N' for e-folds

N = sp.symbols('N', real=True, positive=True)

Define functions.

=1

6+alpha/ (phi/M_p-1)**2

(phi/M_p - 2)**2 * (phi/M_p)**2/((phi/M_p)**2 - 2+phi/M_p + 2)**2
= sp.tanh(I_phi/(sp.sqrt(6*alpha)*M_p))**2

H < W > 3%
I

<

model = SlowRollModel(A, B, V, I_V, palatini=False)

2 2) Model comparer

Create model comparer

comparer = ModelCompare (model)

2.1 2.1) Compare invariant potential I,

This method uses idea that I, (¢) = XZ(((@) must be equal to Iy[l,(¢)] where I, =

a2
@) 4 SME (A(9) d¢. If this turns out to be true, then two models predict same results.
A(o) 2 A(9) p

Calculating % is easy and when calculating then prgoram does it automatically. Thus function
I4(¢) must be found. Currenlty we have to do it numerically. First we have to setup the initial
condition (integration constant). Let’s choose the point at the end of inflation.

# Solver end wvalue for scalar field

solverl = SlowRollEndSolver (model)

end_valuel = solverl.nsolve_np([0, 2], params={M_p:1, alpha:2}) [0]
# Solver end wvalue for invariant scalar field

solver2 = SlowRollEndSolver(model, invariant=True)

end_value2 = solver2.nsolve_np([0, 2], params={M_p:1, alpha:2}) [0]

# To use mpmath call function .nsolve_field_mp

# z=[initial_condition_field, calculate_up_to_value], yO=initial_condition for,
<invariant field

invariant_field = comparer.nsolve_field_np(x=[end_valuel, 0.99], yO=end_value2,,
~sc_kwargs={'atol':1e-9, 'rtol':1e-9}, params={alpha:2, M_p:1})

Now we can calculate and compare invariant potential values for scalar field values from end_ value
to 0.99.
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[6]:

[71:

[81:

# First returned values are calculate by V/A72. Second reutrned value %sy
<through substituion.

potentiall, potential2 = comparer.compare_invariant_potential_np(x=np.
~linspace(end_valuel, 0.99), invariant_scalar_field=invariant_field,
oparams={alpha:2, M_p:1})

plt.figure(figsize=(18, 5))

plt.plot(np.linspace(end_valuel, 0.99), potentiall, label='$\\frac{V}{A"2}$')

plt.plot(np.linspace(end_valuel, 0.99), potential2,
~label='$I_V[I_\\phi(\\phi)]$', linestyle='--')

plt.xlabel("$\\phi$", fontsize=18)

plt.ylabel("$I_V(\\phi)$", fontsize=18)

plt.legend(fontsize=18)

plt.show()

2=
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2.2 2.2) Compare invariant scalar field I,

. . 3M2 [ A/(¢))\2 .
This method uses idea that I,(¢) = [ \/% + = (i((q‘f))) d¢ must be equal to I,[ly(¢)]. If this

turns out to be true, then two models predict same results.

We already have calculated I,(¢). Now we must find invariant potential inverse function. Currently
this method can be used only if analytically inverse function can be found.

inverse_potential = comparer.solve_I_V_inverse()
# Compare in range end_wvalue to 0.99. Select second solution for inverse,
wpotential (there are two solutions).
# First returned values are calculate by invariant potential method. Secondy
wreutrned value is through integral.
fieldl, field2 = comparer.compare_invariant_field_np(
x=np.linspace(end_valuel, 0.99, 1000),
inverse_invariant_potential=inverse_potential[1],
invariant_scalar_field=invariant_field,
params={alpha:2, M_p:1})
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[91:

[10]:

[11]:

plt.figure(figsize=(18, 5))

plt.plot(np.linspace(end_valuel, 0.99, 1000), fieldl,,
~label="$I_\\phi[I_V~-{-1}(\\phi)I1$")

plt.plot(np.linspace(end_valuel, 0.99, 1000), field2, label='$I_\\phi(\\phi)$',
~linestyle='--"')

plt.xlabel ("$\\phi$", fontsize=18)

plt.ylabel("$I_\\phi(\\phi)$", fontsize=18)

plt.legend(fontsize=18)

plt.show()

— 15N )]
It /

15(9)

2.3 2.3) Compare invariant scalar field derivartive %

Third method is to compare invariant field derivative with scalar field. This is simpler method
than comparing scalar field. This method does not show that two models are identical, meaning
that integral I,(¢) can be different by some constant value (different integration constant). But
this will show that predictions are same.

This requires to find invariant potential inverse function (like it was done when comparing invariant
scalar fields). The other term is invariant sacalar field definition integrand

B(g)  3MZ (A4(9)\
\/Aws)+ 2 (Aw))

# First returned values are calculate by invariant potential method. Secondy
<reutrned value is through integrand.

field_derl, field_der2 = comparer.compare_invariant_field_der_np(
x=np.linspace(end_valuel, 0.99, 1000),
inverse_invariant_potential=inverse_potential[1],
params={alpha:2, M_p:1})

plt.figure(figsize=(18, 5))

plt.plot(np.linspace(end_valuel, 0.99, 1000), field_derl,,
~label="'$I_\\phi[I_V~{-1}(\\phi)I1$")

plt.plot(np.linspace(end_valuel, 0.99, 1000), field_der2,,
-label="'$I_\\phi(\\phi)$', linestyle='--')
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plt.xlabel("$\\phi$", fontsize=18)
plt.ylabel("$I_\\phi(\\phi)$", fontsize=18)
plt.legend(fontsize=18)

plt.show()
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3 3) Conclusion

As we can see, all three methods showed that for scalar field values from end of inflation up to
scalar field value 0.99 these models predict same invariants. This also means that invariant model
and A, B, V model are same.
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