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Spinn-3/2 osakeste Comptoni hajumine

Rarita-Schwingeri teoorias

Comptoni hajumine on nii eksperimentaalselt kui ka teoreetiliselt huvipakkuv mitmekiilgne
hajumisnihtus. Kuigi elementaarseid spinn—% osakesi ei ole veel avastatud, on teoreetiliselt
huvipakkuv uurida, millised iseérasused on spinn-% osakeste Comptoni hajumisel. Sel eesmargil
on 10putdos kasutatud Rarita-Schwingeri teooriat puu tasemel Comptoni hajumise Feynmani dia-
grammide arvutamiseks. Postuleeritakse vajalikus ulatuses Feynmani reeglid ja antakse iilevaade
arvutuskaigust, mille 10pptulemus leiti stimbolarvutussiisteemiga FORM. Varreldakse Diraci
spinn-% ja Rarita-Schwingeri spinn-% teooria tulemusi ning tingliku eksperimentaalse vordluse
huvides antakse iilevaade prootonite Comptoni hajumisest A*-resonantsi piirkonnas. T66 10pus
antakse liihililevaade Rarita-Schwingeri teooria sisemistest vastuoludest, mida piitiavad tdpsemad

teooriad korvaldada.

Mirksonad: Comptoni hajumine, Rarita-Schwingeri teooria, spinn-%, korge energia fiiiisika,
korgema spinni teooria.

CERCS: P210 — Elementaarosakeste fiilisika, kvantviljade teooria.

Compton scattering of spin-3/2 particles in the

Rarita-Schwinger theory

Compton scattering is an extensive scattering phenomenon of both experimental and the-
oretical interest. Although no elementary spin-% particles have yet been discovered, it is of
theoretical interest to investigate the features that spin-% particles’ Compton scattering might
possess. For this purpose the present thesis uses Rarita-Schwinger’s theory to calculate tree-level
Feynman diagrams. Feynman rules are postulated in the required extent and an overview of the
computation is given, which was finished with the symbolic manipulation system FORM. The
results of Dirac’s spin-% and Rarita-Schwinger’s spin-% theory are compared and an overview of
Compton scattering of protons in the AT -resonance region is given for tentative experimental
comparison. Finally, a short overview is given of the contradictions in the Rarita-Schwinger

theory, that more accurate theories attempt to solve.

Keywords: Compton scattering, Rarita-Schwinger’s theory, spin-%, high energy physics, higher
spin theory.
CERCS: P210 — Elementary particle physics, quantum field theory.
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Sissejuhatus

Comptoni hajumine ja Comptoni efekt on fiilisika ajalukku ldinud kui ndhtused, mis pohjen-
davad nii relativistlikku kui ka kvantmehhaanilist maailmakasitlust. Tegu on ka laiaulatusliku
ndhtusega, millel on palju alamliike ning ilminguid. Niisuguse tausta korral on huvipakkuv
uurida Comptoni hajumist kdrgema spinniga osakeste jaoks, valides konkreetsuse ja lihtsuse
huvides spinn-% osakesed. Korgema kui spinniga 1 elementaarseid osakesi ei ole veel avastatud,
aga teoreetilise maailmakasitluse tdiustamise huvides on kdrgema spinni Comptoni hajumise
kasitlemine pohjendatud. Samas on avastatud komposiitosakesi (nditeks A-bartionid), millel on

spinn-%, mistdttu sobiva kdrgema spinni teooria arendamine on ka praktiliselt oluline.

Uhe lihtsama kdrgema spinni teooria pakkusid vilja W. Rarita ja J. Schwingeri (edaspidi
Rarita-Schwinger, RS), kuigi see ei ole ainuke voimalus kdrgema spinni kirjeldamiseks. Rarita-
Schwingeri teooria voimaldab kirjeldada mistahes spinn- (n + %) osakesi, aga antud juhul piir-
dutakse just spinn-% osakestega. Spinni tdpsem késitlemine on iildsegi vdimalik vélja- ja rithma-
teoreetiliselt, nditeks Rarita-Schwingeri teooria pohisuurused moodustatakse otsekorrutisena
4-vektoresitusest ja Diraci spiinoresitusest. Kahjuks ei ole kiill Rarita-Schwingeri teooria vaba
seesmistest probleemidest, kuid siiski voib ta sobida hinnanguks potentsiaalsete spinn—g osakeste
Comptoni hajumisele, praktiliseks harjutuseks kvantviljateoorias, aluseks erinevate korgema
spinni teooriate vordlemiseks ning eriti just sissejuhatuseks tdpsematesse teooriatesse, mis

plitiavad lahendada Rarita-Schwingeri teooria vastuolusid.

Kéesoleva t60 eesmirk on anda Comptoni hajumise kirjeldus spinn-% teoorias. Comptoni
efekti elementaarne kirjeldus on antav juba erirelatiivsusteoorias, aga tdielik kirjeldus, s.o di-
ferentsiaalse mojuristldike jaotus iile ruuminurga (vai footonite 10ppimpulsi vms) on vdimalik
iiksnes kvantviljateoorias. Sealjuures tegu ei ole tépselt lahenduva kvantvéljateooriaga (ning
tiapselt lahenduvaid teooriad on véhe), mistottu tulemusi on véimalik saada iiksnes ligikaudsete

arvutusmeetoditega — hdiritusteooria abil.

Kvantviljateoreetilised arvutused juhatatakse sisse peatiikis I| Comptoni hajumise kirjel-
dusega Diraci spinn—% teoorias, s.o tuletatakse Kleini-Nishina valem. Selleks arvutatakse
madalaimat jarku hiiritusteoorias tekkivad puu tasemel Feynmani diagrammid. T66 pohiosas
peatiikis tehakse samad arvutused Rarita-Schwingeri spinn-% teoorias. Analiiiis viiakse ldbi

lagranziaanipdhiselt ning interaktsioon elektromagnetviljaga tuuakse sisse minimaalse asenduse



teel, mis voimaldab vordlemisi lihtsasti postuleerida otsesteks arvutusteks vajaminevad Feynmani
reeglid. Tegu ei ole esimese uuringuga Comptoni hajumisest Rarita-Schwingeri teoorias, mistottu
tulemusi kontrollitakse varasematega. Teooriate pohitulemusi, diferentsiaalsete mojuristldigete
ja tdismdjuristldigete jaotusi, vorreldakse peatiikis [3| Peatiikis [4| vOrreldakse spinn—% teooria
ja Rarita-Schwingeri teooria ennustusi eksperimentaalandmetega prootonite Comptoni haju-
mise jaoks AT-resonantsi piirkonnas, kus elementaarsete spinn-% osakeste ldhendusena on
kasutatud komposiitseid spinn—% AT -bariione. Lopetuseks antakse peatiikis (5| liihililevaade
Rarita-Schwingeri teoorias esinevatest probleemidest ja nende lahenduskatsetest, et anda taust
tulemuste usaldatavuse kiisimusele ja juhatada sisse Rarita-Schwingeri teooria pohised tdpsemad
korgema spinni késitlused. Suur osa tuletuskéikudest on kirjutatud lisadesse, et lithendada t66
pdhiosa mahtu. T66s kasutatud kokkulepped on esitatud lisas [A]

Kuna uurimisprobleemialast teooriat on vdga palju, on teoreetiline iilevaade toodud jooksvalt
ja lihidalt pohit6o seesﬂ ainult otseselt vajaminevas ulatuses, eraldi teooria lilevaatepeatiikki
el ole. Nditeks on seetdttu iilevaade véljateooriast, kvantvéljateooriast ja rithmateooriast antud
ainult selles ulatuses, mis on kdige ldhemalt to6ga seotud ning iildisem taust on jaetud korvale;
Feynmani reeglid on toodud sisse ainult postulatiivselt jne.

To66 autor soovib viga tinada oma juhendajat dr Stefan Grootet mdistva suhtumise ja abi

eest tO0 labiviimisel ja kirjutamisel.

'Paralleelselt bakalaureusetddga koostas autor Vikipeediasse artikli “Comptoni hajumine”.



1. Comptoni hajumine Diraci teoorias

Comptoni hajumine on elektromagnetkiirguse mitteelastne hajumine vabadelt laetud osa-
kestelt [[1]. Tihti peetakse silmas vabasid (vabadena késitletavaid) elektrone, mis voivad paikneda
aatomite vilistes elektronkihtides, kuigi on néiteks voimalik ka hajumine aatomituumadelt [2].
Hajumisel ilmneb Comptoni efekt, mis seisneb kiirguse vonkesageduse vahenemises, kiirguse
energia kaotamises osakestele energia iileandmise tottu.

Comptoni hajumine on fiilisika ajaloo seisukohast oluline hajumisndhtus kvantmehhaanilise
maailmakasitluse pohjendamisel ja kinnistamisel, footonite olemasolu nditamisel; néiteks klassi-
kalisest elektrodiinaamikast tuntud Thomsoni hajumise korral on hajunud kiirgus sama laine-
pikkusega kui madalaenergialine pealelangenud kiirguski, mis on vastuolus Comptoni efektiga.
Taieliku hajumise kirjelduse andmine oli kvantelektrodiinaamika iiks esimestest iilesannetest,
see on voimalik Kleini-Nishina valemi abil [3]]. Comptoni hajumist on kasutatud ka muudes
eksperimentaalsetes uuringutes, nditeks energia ja impulsi jddvuse kinnitamisel elementaarinter-
aktsioonides [4-6], ning temaga on seotud palju ldhedasi ndhtusid, nditeks Comptoni podrd-
hajumine (kiirguse energia kasv hajumisel, iiks olulistest mikrolainelise taustkiirguse kdikumise
pohjustest [7]), mitmekordne Comptoni hajumine (I6ppolekus mitu footonit, néditeks kahekordsel
juhul [8-10], aga sama nimega tihistatakse ithe footoni mitut jarjestikust elementaarhajumist, nt
[11]), magnetiline Comptoni hajumine (hajumine magneeditud keskkonnas ringpolariseeritud
kiirgusega, liihiiilevaade artiklis [|12]]), mittelineaarsed efektid jne. Kéesolevas t66s vaadatakse
iiksnes tavalist Comptoni hajumist

ey —e 7, (1.0.1)

kus elektroni e~ voib asendada mistahes teise sobiva tegeliku voi hiipoteetilise elementaarse
laetud osakesega.

Comptoni efektis ilmneb lainepikkuste nihe

h (1 —cos®), (1.0.2)

MeC

A=)N—-)\=

kus A on algse ja \' hajunud kiirguse lainepikkus, i on Plancki konstant, m,. osakese (elektroni)
mass ja 6 hajumisnurk. Selle valemi avaldas juba A. H. Compton [1] ning ta on tuletatav
kinemaatilistest kaalutlustest erirelatiivusteooria piirides, kui eeldada Plancki hiipoteesi kehtimist.

Suurust mic ~ 2,43-10~'2 m nimetatakse (elektroni) Comptoni lainepikkuseks. V3ib defineerida
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taandatud Comptoni lainepikkuse Ao = -= ~ 0,39 - 107> m (kus h = ).
MeC T
Hajumise tiielik kirjeldus, mojuristldike jaotus iile ruuminurga, on voimalik iiksnes kvant-
véljateoorias kvantelektrodiinaamika piirides. Kleini-Nishina valem on juba hésti tuntud tulemus,
kuid kvantelektrodiinaamika formalismi tutvustamise, tavalise Comptoni hajumise analiiiisi ja
kvantvéljateoreetiliste arvutuste tutvustamise eesmérgil on analiiiis ilmutatult esitatud. Suur osa

meetoditest on iile kantavad ka Rarita-Schwingeri teooriale.

1.1 Spinn-% teooria formalism

Spinn-% teooria pdhisuurusteks on bispiinorvéljad ¢ (z). Spinniga objekte voib kisitleda
riihmateoorias, mistottu on antud liithitilevaade Lorentzi-Poincaré siimmeetriast. See osutub
vajalikuks ka Rarita-Schwingeri teooria kirjeldamisel. Siinne tutvustus pdhineb dpikutel [13]] ptk
5.6 vai [[14] ptk 11.3 ja [[15].

Huvipakkuv Lorentzi-Poincaré riihm on mittekompaktne 10pmatumddtmeline Lie’ rithm,
tema elemendid soltuvad pidevalt ja diferentseeruvalt 10 reaalsest parameetrist * (3 Lorentzi
tougete, 3 ruumi poodrete ja 4 aegruumi nihete parameetrit). Viljade klassifitseerimine toimub
eelkdige Lorentzi rithma alusel, mille esitusi voib vaadata (j—, j) klassifikatsioonis. Lorentzi

rithma SO(3, 1) poorete generaatorid J; ja tdugete generaatorid K; moodustavad algebra
[Ji,Jj] :iEiijk, [Jz,K]] :iEiijk, [KZ,KJ] :—iEiijk. (111)
Voib defineerida kombinatsioonid

1
JE = §(Ji +iK;), (1.1.2)

nii et nad moodustavad eraldiseisvad SU(2) algebrad

[, J] =iegnd), [, J;] =iegndy [, ;7] =0. (1.1.3)
Rithma SU (2) esitusi v3ib eristada kaalude 0, %, 1, %, .. alusel, mis viibki (j~, jT) klassifikat-
sioonini, vahel nimetatakse ka SU(2) ® SU(2) dekompositsiooniks] Esitusel (j7,5%) on

komponendid, mis teisenevad kui objektid, mille spinn on

j=i" =3t i+ (1.1.4)

Dimensioon on vastavalt (25~ + 1)(257 + 1). Kdik véljad on konstrueeritavad homogeense
Lorentzi rithma taandumatute esituste otsesummana, [|13]] ptk 5.6.

Diraci spiinorid teisenevad Lorentzi rithma esituses

| |
(570) - (0, 5), (1.1.5)

I'Tapsemalt eldes on rithm SO(3, 1; C) lokaalselt isomorfne kui SL(2,C) x SL(2,C).
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kus eristuvad (vastavalt vasaku- ja paremakéelised) Weyli spiinorid esitustes (3,0) ja (0, 3).
Otsesumma moodustamine on oluline, kui nduda stimmeetriat paarsusteisendustel, sest paarsus-

teisendustel (%, O) ~ (0, %) Bispiinori voib kirjutada ilmutatult Diraci esituses kui

()
1 (bnl@) + @) | o)
) = — = 1.1.6
v =5 (m(@—m(@) bo(a) (110
Yy ()

Edasist teooria tlilesehitamist vaadatakse lagranziaani tiheduse (edaspidi lithidalt lagran-
ziaani) baasil, kuigi nt Diraci vorrandi voib tuletada, kui jétkata rithmateoreetiliste kaalutlustega
(tdpsemalt [14]] ptk I1.3 vo1 [16] ptk 3.2), kasutada Diraci mottekdiku [17] vms. Vaba Diraci
teooria lagranziaan on

LY, = e (ihy"d,, — me)p. (1.1.7)

See on Lorentzi-invariantne suurus. Olgu mérgitud, et y-maatriksid rahuldavad Diraci algebrat,
V9" =M = = 29" (1.1.8)

Diraci lagranziaan sdltub viljadest ¢ ja 1) ning nende tuletistest 9,4, 0,1. Kdiki neid suu-
rusi loetakse Euleri-Lagrange’i vorrandite seisukohast sdltumatuteks, kuigi kehtib ¢ = 1f~0,

Lagranziaan peab rahuldama Euleri-Lagrange’i vorrandeid

oLY, LY, LY, LY,
=L _p,—L_ —y, —£ _ =0. 1.1.9
o0~ o0,0) T TONT (19
Neist jareldub Diraci vorrand
(thy"0,, —me)yp = 0. (1.1.10)
ja samavéarne kaasvorrand
_ — _ —
Y(—ih § —mc) = P (ih § —mc) = 0. (1.1.11)

Elektromagnetvilja v3ib sisse tuua analoogiliselt klassikalise elektrodiinaamikaga minimaalse

asenduse teel. Peale esimest kvantiseerimist on p, — /0, mistdttu koos minimaalse asendusega
ihd — ihd — qy" A, (1.1.12)

Interakteeruv lagranziaan on
Lp = cp(ihd — me)p — cqpy* Ap. (1.1.13)

Pdhjalikumas teooria iilesehituses ja kvantiseerimisprotseduuris, nditeks [[16] ptk 3, peale

teooria pohisuuruste konstrueerimist postuleeritakse kausaalsuse sdilitamiseks kvantiseerimisel
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vordse-aja antikommutatsiooniseosed (konstantide tipsuseni, vrd kommutatsiooniseosed rikuksid

kausaalsust)

{0, } = 39 (x =)o,
{0 (3)} = {0l vl } =0

Siit jarelduvad antikommutatsiooniseosed tekke- ja kaooperaatoritele, defineeritakse vaakum

(1.1.14)

jne. Joutakse samade pohitulemusteni, nagu on enne esitatud esimese kvantiseerimise kaudu.
Minimaalne asendus on kvantviljateoorias pohjendatud lagranziaani invariantsusega lokaalsete

faasiteisenduste all, kui samaaegselt
W —eM%Y, A, —A, — hd,a, (1.1.15)

kus oo = «(z). Elektromagnetvélja kvantiseerimise v3ib teostada kanoonilise kvantiseerimise
teel, mis soltub kalibratsiooni fikseerimisest. Seda voib teha Coulomb’i kalibratsioonis V -A = 0,

pohjalikumalt nditeks [[18]] ptk 14, vdi Lorentzi kalibratsioonis [[19] ptk 5.

1.2 Feynmani reeglid

Eksperimentaalselt olulised on hajumiseksperimendid ja eksperimendid lagunemismaéérade
hindamiseks. Kvantviljateooria voimaldab mdojuristloikeid ja lagunemismaiidrasid arvutada
héiritusteooria meetoditega (interaktsioonihamiltoniaan H,, kui héiritus), huvipakkuvad teooriad
ei ole tépselt lahenduvad. On mitu viisi jouda kvantvéljateoreetilise hdiritusarvutuseni, nditeks
iileteeintegraalide formalismisﬂ [21]], kuid praegu piirdutakse Feynmani reeglite esitamisega
iiksnes postulatiivsel viisil.

Feynmani reeglid voib esitada korrelatsioonifunktsioonide v3i hajumismaatriksi elementide
jaoks. Comptoni hajumise korral on eesmérk arvutada mojuristldige, mistottu otsesem on anda
reeglid S-maatriksi elementide jaoks. Jatkates [[16] eeskujul, voib S-operaatori kirjutada ajalise

H(ty—ti)

arengu operaatori U(t s, 1;) = e~ # piirvédrtusena

Spi= y(P1p2---[papPs); =  lim (pipa---[U(ts, i) [paps) = (pip2---[S[paps) . (1.2.1)

t =00
Niisuguses kirjelduses on hajumisolukorras algolekus kaks astimptootiliselt vaba lainepaketti,
mille impulsid on kontsentreerunud vééartuste p 4, ps timber, ning vaadatakse toendosusamplituudi,
et 16ppolekus on lainepaketid impulssidega p1, po, ..

Eraldades S-maatriksi elementides deltafunktsiooniga seotud osa, saab siduda iga i M aval-
dise litkkme kindla Feynmani diagrammi elemendiga. Edasi saab anda eeskirja ¢, M avaldiste

moodustamiseks. Comptoni hajumise jaoks huvipakkuvad elemendid moodustavad loetelu:

2Fiilisika ajaloo huvides vdib mainida kvantviljateooria formalismi arendamises Tomonagat, Schwingerit ja

Feynmani, tilevaade nt raamatus [20].
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1. propagaator

2. verteks

3. viélised jooned

= ulp.s). ”L”‘I:e;(k, N).

Siin on ¢ osakese laeng ja m tema mass. Juurde voiks lisada siseneva antifermioni jaoks kordaja
v(p, s) ja véljuva jaoks v(p, s), kuid anitosakesi tavalises Comptoni hajumises ei esine. Edasi
voib nduda analoogilist Feynmani reeglite kogumikku, mis on néiteks kirjeldatud dpikutes [[16]]
ptk 4.7, [[13]] 1k 281-265, 281-282 ja [22] ptk 20.2:

1. joonistatakse kdik sobivad Feynmani diagrammid vastava jérguni (konkreetselt Comptoni

hajumise korral on diagrammid teada);

2. diagrammide pdhjal moodustatakse avaldised vastavalt eelkirjeldatud Feynmani diagram-

mide elemente lisades, verteksites nduatakse impulsi jddvust;
3. integreeritakse iile sisemiste joonte 4-impulsside, summeeritakse iile viljaindeksite jne;

4. vajadusel leitakse avaldise mérk vastavalt mérkide reeglile, korrutatakse siimmeetria-

teguriga jms;

5. liidetakse kdikide diagrammide poolt méératud iileminekuamplituudid summaarseks tile-

minekuamplituudiks.

Need on Feynmani reeglite ildpohimoétted. Elementide jarjestus ¢M avaldise jaoks toimub
fermionjoone vastassuunas.

Lagranziaanipohises analiilisis on Feynmani reeglite postuleerimine vordlemisi lihtne. Kui
on alg- voi 10ppolekutes oodata véljasid, lisatakse vélja iseloomustav suurus (spiinor, vektor
jne), verteksi voib lugeda vélja lagranziaani interaktsiooniliikmest, propagaatori voib leida vaba
vélja lagranziaani spiinoritevahelise osa pdoramisel. Feynmani diagrammide elemente saab ka
flitisikaliselt tdlgendada, nt propagaator kirjeldab osakeste levikut aegruumi punktist punkti,

verteksid kirjeldavad véljadevahelisi interaktsioone.
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1.3 Mojuristloige

Hajumiseksperimentides suunatakse kaks kindlate impulssidega osakestekimpu tiksteisega
kokku; vaadeldav suurus on mojuristldige, mis iseloomustab konkreetset hajumisnéhtust. I[lmekas
definitsioon on antud opikus [[16] ptk 4.5, millele siinne esitus pohineb, ja analoogiliselt dpikus
[13] ptk 3.4. Neis raamatutes on esitatud ka diferentsiaalse mdjuristldike ja tileminekuamplituudi

seosevalemi tuletuskéik ja nende analoogial on tutvustav joonis konstrueeritud.

PB

Joonis 1.1: Mojuristldike definitsiooniskeem

Olgu sihtmirgiks paigalseisvad .4-tiilipi osakesed numbertihedusega p 4 ning kimbu pikkusega
[ 4, langegu neile B-tiiiipi osakesed numbertihedusega pg, kimbu pikkusega I ja kiirusega vg,
olgu kimpudel iihine ristldikepindala S. Uldjuhul ei ole tegu konstantsete suurustega. Sellist
definitsiooniskeemi on kujutatud joonisel Sel juhul voib hajumisndhtuse tdismojuristloike

(mitterangelt) defineerida kui

Hajumissiindmuste arv

o= 1.3.1
palapslsS (13.1)
mistottu homogeensuse eeldusel osakeste koguarvu N 4 ja Nj jaoks kehtib
Hajumissiindmuste arv _ Ngo (13.2)

N4 A

mille tolgendamine suhtelise sagedusena on lihtsam. Stimmeetria A < B tdttu on lubatud

kisitleda ka mdnd teist taustsiisteemi. Diferentsiaalse mdjuristldike vaib tdpsemini defineerida

kui

do n

— == 1.3.3

kus n on ruuminurka €2 hajunud osakeste arv ajaiihiku ja ruuminurgaiihiku kohta, j = g:TJZ = g—{j
on osakeste sisendvoog aja- ja pindalaiihiku kohta (uuritavas ruumipunktis). Mojuristloikel
on pindala iihikud, teda voib tdlgendada interaktsiooni moju (tdendosusliku) ulatusena. Téis-
mojuristldige ennustab hajumissiindmuste kogusagedust. Rohkem teavet on diferentsiaalses
mojuristldoikes, mis annab mdjuristldike sdltuvuse mingist parameetrist, iildjuhul osakeste im-
pulssidest vO1 hajumisnurgast (ruuminurgast).
On voimalik ndidata, et diferentsiaalne mdjuristldige avaldub kui

cht 1

T 2E2Eg|va — vp| 4

do IM>dPS, (1.3.4)
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kus | M|? on summaarse tileminekuamplituudi mooduli ruut ja dPS on diferentsiaalne Lorentzi-
invariantse faasiruumi element. Tulemus seob teoorias arvutatud suuruse (lilemineku-
amplituudi) katses vaadeldava suurusega (mojuristldikega). Kordaja 411 on seotud spinn-keskmis-
tamisega.

Aineosakesed kannavad endaga ka spinni, kuid tavalises Comptoni hajumises ei ole spinn
oluline. Sama moodi pole oluline footonite polarisatsioon, mistottu mdolemad suurused keskmis-
tatakse vilja. Kehtib tdielikkuse tingimus

Z u(p, s)u(p, s) = p + me, Z v(p, s)0(p, s) = p — mc. (1.3.5)
s s
Nende valemite tuletuskéik toimub ilmutatud teel, kui vaadata Diraci vorrandi lahendit, mis
on toukega viidud suvalisse taustsiisteemi. Footoni polarisatsioonide iile summeerimiseks ja
keskmistamiseks voib kasutada valemit (Feynmani kalibratsioonis)

3

* Guv
> ek, Nep(k,A) = —6—“6. (1.3.6)
A=0 0

1.4 Feynmani diagrammid ja ileminekuamplituudid

Comptoni hajumise elementaarses kvantvéljateoreetilises késitluses ilmnevad puu tasemel
kaks diagrammi, mis on esitatud joonisel Neid diagramme on voimalik fiiiisikaliselt interpre-
teerida: [1.2a] vastab protsessile, kus osake neelab footoni ning seejarel kiirgab teise footoni, ning
[1.2b] vastab olukorrale, kus elektron kiirgab footoni enne, kui ta neelab footoni; médramatusseoste

piirides on selline energia jadvuse rikkumine lubatud.

k K k K
p P’ p P’

(@) p+ hk = p’ + hk' (b)p— hk' =p — hk
Joonis 1.2: Comptoni hajumise Feynmani diagrammid spinn—% teoorias.

Voib kirjutada vélja tileminekuamplituudid koos kaaskompleksidega kummagi protsessi

jaoks:

-2

. q _ v *

My = =T NP+ R me)yup, s)ey (B N)en (R, X), - (L4 1a)
2

. * 1q — v *

iMi = h[(p + k)2 — m2c?] u(p, s)y” (p + b +me)yu(p', s')ep (k, Nep(K', V), (1.4.1b)
2

iMy = — ! a(p’, s )y (p — RE + me)y u(p, s)eb (K, N)eu(k, \),  (L4.1c)

Hl(p — hi)?2 — m2c?
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z'q2
hl(p — hk')? — m2c?]

Maatrikselementide kaaskompleksid vdib kirjutada otse vilja diagrammide pohjal, kui elemen-

iMy = — a(p, s)y" (p — B+ me)y u(p, s')e, (K Nen(k,A).  (1.4.1d)

did panna kirja “tagurpidi”. Samas on nende kuju pohjendatud, kui algset maatrikselementi
adjungeerida.

Summaarne keskmistatud tileminekuamplituud on

IMJ* = (M} + M3) (M + M) = [M* + MMy + MpMy + [Maf”. (14.2)

Siin on kokku neli arvutust, kuid on véimalik niidata, et |M,|* on | M| pdhjal kirja pandav
ning Mi My = M5M;.

Esimesena vdib arvutada mooduli ruudu | M, |2. Olgu mirgitud, et tileminekuamplituudid on

maatrikskorrutiste struktuuriga, M7 = u;(p, s)Ai;(p + hk)u;(p', s") ja My = g (p', s") Bru(p +
hk)u(p, s). Néidates ilmutatult maatriksorrutise indeksit, on vdimalik keskmistamisel vahetada
litkkmete jérjekorda ja viia avaldis maatriksi jélje kujule, mida tuntakse Diraci jilje meetodi all.

Keskmistatud mooduli ruut on

IMi? =" Aii(p + 1) | Y wi(p, )tk(p, s) | Bu(p + hk) | Y w(®', s )is(p', 5/)] =
AN s s/
47r2oz§ i , ,
~WE A E Tr [(p + Ak + me)y,(p + me)y™ (p + Bk + me)y, (p + me)y”].
(1.4.3)
On tihistatud o, = % ja lihtsustatud konstanti
mweohc
i _ i, 144
e2h2c2[(p + hk)2 —m2c22  Rh2(p-k)?’ (1.4.4)
Erirelatiivsusteooriast on tuntud valemid
p-p=m3c, - p =mi, (1.4.5a)
k-k=0, K-k =0. (1.4.5b)
Veel on kasutada protsessi 4-impulsi jaddvus,
p+hk=p +hk' ©p—hk'=p —hk & h(k—K)=p —p, (1.4.6)
millest jareldub
p-k=yp ¥, p-k =p -k, RE - k=7p - p—m2 (1.4.7)

Asendades 4-impulsi jddvusest avaldatud suurused, saab vahetada skalaarkorrutised lainevektorite

endi voi impulsside endi vahel skalaarkorrutistega lainevektorite ja impulside vahel:

Bk - k=p+hk—p)-k=p-k—p -k (1.4.8a)
pp=p+hk—hk) p=m*®+hp-k—hp-K. (1.4.8b)
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Niilid on olemas koik seosed, et arvutada ja lihtsustada jdlgesid. Need arvutused on esitatud
lisas [Cl Esimese iileminekuamplituudi mooduli ruut on
2 6472’
:W [4m*c* — 2m*Pp - p' + AmPPhp - k — 2m*hp -k + 2R (p - k) (0 - k)].
p .
(1.4.9)

- . o 72 . oy - . .
Uleminetdenédosus |Ms| on vahetult esimese tulemuse pdhjal kirjutatav. Asendades M, aval-

M

dises £ — —k', moodustub M avaldis. Seega voib kirjutada

INVRE 647T20‘2 4.4 22 2 2 / 2 25 1 1/ 2 NaRY,

| M| :W[Zlm ct —2mPPp-p' —AmPSEhp - K+ 2mPEhp’ K+ 20 (p - K (- K]
(1.4.10)

Jargmisena voib pdhjendada, et MMy = MIM;. Esmalt
471'2043

R2(p - k)(p- k)

MiMy = — Tr [7“(]/) + hf+ mc)y”(p' +me)yu(p — hE + me)y, (p + mc)} )

(1.4.11)

Gammamaatriksite jarjekorda on lubatud jiljes poorata,

Tr(YH~"vP47...) = Tr(..y7 "y +*). (1.4.12)
Kasutades ira jilje tsiiklilisuse omadust Tr(ABC) = Tr(BC A), jireldub otseselt, et M3M;
jilg on teisendatav M* M jiljeks, mistdttu tdepoolest M* My = M3 M. Lopptulemus on
64
R (p - k)(p- k')
Neliimpulsi jdavuse tottu on sdltumatuid suurusi ainult 3, mistottu voib tile minna p, p/, k, k' —

MMy = MM, = (=2m*ct + m2hp - K —m*Chp - k). (1.4.13)

p, k, k' ning seega kokkuvdetuna on summaarse keskmistatud iileminekuamplituudi mooduli ruut
1287%a2 K pok 1 1 1 1)°
2 g |p2(P p 2 2 4.4
= h 2 hl — — — = .
M h? [ (p-k+p-k’)+ e (p-kr p-k’)+mc(p-k p-k’)
(1.4.14)

Seda valemit on vimalik teisendada, kui on fikseeritud taustsiisteem, kus hajumist vaadatakse.

Comptoni hajumise korral on selleks tavaliselt laboratooriumi taustsiisteem, kus osake on algselt
paigal ja talle langeb kiirgus, s.o p* = (mc,0) ja k" = (w/c, k), k" = (w'/c,K'), mistdttu
p-k=mwjap- k' =mw'. Sel juhul

1287202 / 11 11y
Py [rﬂ(i ¥ ﬁ,) " 2m02h(— - —) +m204<— - —) a4
w w w

h? w'’ wow
Suurused w ja w’ ei ole tédiesti soltumatud, vaid nad on seotud Comptoni valemi abil,

, wmc?

R + wh(1 —cos b))

Uleminekuamplituudile on vdimalik anda kuju, mis sdltub ainult ringsageduste suhtest:

(1.4.16)

- /
IM? = 128722 [% + % — sin? 9]. (1.4.17)

Paratamatult jd4b sisse soltuvus kahest muutujast, kas hajumisnurgast, algsagedusest voi 10pp-

sagedusest, mistottu iileminekuamplituudi voib késitleda kahe muutuja funktsioonina.
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1.5 Lorentzi-invariantne faasiruum

Lorentzi-invariantne faasiruum toodi sisse mdjuristldike arvutamiseks valemis ((1.3.4)). Lopp-

seisundis kahe osakesega juhu jaoks avaldub faasiruum kujul

2 d3p 2
s <,Hl (27r7;;3 2E(Pf)) (2nh)" 6 e+ ps =3 pi), (1.5.1)

mis on niiteks toodud opikus [[16] 1k 106. Siin on p4 = (h|K|, k) footoni algimpulss, pg =
(me, 0) on osakese algimpulss tema enda taustsiisteemis, p; = ik’ on footoni 13ppimpulss ja
p2 = p’ on osakese 10ppimpulss. Lahti kirjutatuna on

&3k 2 d3p’ c?
(2m)3 2E(K') (2mh)3 2E(p’)

dPS, = (27h)* 6™ (p 4+ bk — p/ — BK). (1.5.2)

Integreerimisel iile mingite, aga mitte kdigi, suuruste, saab diferentsiaalse mojuristloike, et
integreeritud suurused votavad mistahes védrtuseid, aga koik iilejadnud suurused omandavad
huvipakkuvaid védrtusi. S.o integreerimisel {ile elektroni 10ppimpulsi p’ enam ei vaadelda 16pp-
impulssi tdpselt. Sel teel saab tuletada valemi, mis seob etteantud suurused p, k, & omavahel ja
hajumise suunaga.

Integreerimine on esitatud lisas [D] Siin on antud huvipakkuvate jaotuste 1dpptulemused:

do c 11—

da|K/| :327me2£_L|M| ’ (1.5.3a)
do‘ hQ UJI 21_2
- o)1 1.5.3b
dcos(0) 32mcm? <w) 4|M‘ ) ( )
do h? w' S
e (1530)

Uleminekuamplituudid on eelnevalt arvutatud. Niiiid on leitud valemid, mille abil saab arvutada
vaadeldavaid suurusi, mida saab eksperimentaalselt kontrollida.

On oluline rohutada, et Lorentzi-invariantne faasiruumielement on ainult kinemaatiline
suurus. Faasiruumielemendi tuletamisel ei teha eeldusi lainefunktsioonide sisemise struktuuri
kohta, antud juhul kas tegu on spiinorite vOi vektorspiinoritega. Seega Rarita-Schwingeri teoo-
ria kirjelduses jadb faasiruumielement samaks ning valemid jdédvad kehtima. Diraci ja
Rarita-Schwingeri teooriad erinevad iiksnes iileminekuamplituudide poolest, mistSttu just see
iseloomustabki erineva spinniga osakeste erisusi. Reaalselt vaadeldavate suuruste hulgast on aga

kdige enam huvipakkuv mdjuristldike jaotus iile ruuminurga.
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2. Comptoni hajumine Rarita-Schwingeri

teoorias

Rarita-Schwingeri teooria [23]] on iiks viis elementaarsete spinn-(n + %), n=123..
osakeste kirjeldamiseks. Korgema spinni teooriaid on ka teisi, nt juba Fierz ja Pauli [24] esitasid
iihe esimestest kdrgema spinni teooria formuleeringutest, ning kdrgema spinni teooriaid on
voimalik formuleerida mitmel viisil, ilevaade nt [25]]. Siiski on RS formalism iiks lihtsamatest
ning on ka alus téiustatud teooriatele, mis piitiavad kdrvaldada RS teooria vastuolusid. Seetottu on
tavalise Rarita-Schwingeri teooria uurimine samuti huvipakkuv. Paljud avaldised ja tuletuskdigud

osutuvad véga pikaks, mistottu nad on esitatud lisas

2.1 Rarita-Schwingeri formalism

W. Rarita ja J. Schwinger esitasid iildised kdrgema poolarvulise spinniga teooria pohi-

vorrandid (vabal juhul)
(Zh@ - mc)\pumz--.un =0, ’yp\ijMQ---N/n =0, (2.1.1)
millest jarelduvad lisatingimused

Oy =0, 7 =0. (2.12)

PH3-fin

Teooria pohisuurused on nn tensorspiinorid, s.o siimmeetrilised n-jarku tensorid, mille kompo-
nendid on spiinorid. Kontrollimiseks, et teoorias on dige spinn, pakkusid Rarita ja Schwinger
vilja sOltumatute tasalaineliste lahendite koguarvu 2 (n + %) + 1 leidmise voi sisemise impulsi-
momendi ruudu (n + %) (n + %) otsese arvutamise osakese taustsiisteemis.

Rarita-Schwingeri teooriani on vdimalik jdouda mitmel erineval viisidel. Néiteks [26] ja [27]
ptk 15.6 konstrueerivad Rarita-Schwingeri pohivorrandid Bargmann-Wigneri multispiinoritest ja
vorranditest. Rithmateoreetilise meetodi korral (nt [[13]] ptk 5.6 vo1 [28]]), s.o kui moodustada
teooria pohisuurused Lorentzi rithma taandumatutest esitustest, saab spinn-% teooria vektor-

spiinorviljad moodustada otsekorrutisena 4-vektoresitusest ja Diraci spiinoresitusest,

GG E-GIo()oGel) oo
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Jétkates otsekorrutise moodustamist 4-vektoresitusega (mis kditub ruumi pdoretel kui otsesumma
spinn-1 kolmvektorist ja spinn-0 skalaarist), voib jouda mistahes soovitud spinnini. On aga
niha, et spinn—% sektori korval on ka spinn—% sektor (%, O) &) (0, %) ning spinn—% sisaldub ka
esitustes (%, 1), (17 %) koos spinniga-%. Spinni % korvaldamiseks antaksegi vektorspiinoritele
lisatingimus ¥, = 0; spinni komponentide kahekordistumise korvaldavad Diraci vorrandid ja
viimase spinn-% komponendi eemaldab massipinnal tingimus 0”¥, = 0, nagu {itleb [13]] ptk 5.6.

Seega voib spinn—% teooria pohisuurustele, vektorspiinoritele ¥, seada vorrandid
(ihd — mc)¥,, =0, YV, =0, (2.1.4)

millest peale Diraci vdrrandi (ihd — mc)¥, = 0 ahendamist gammamaatriksitega jéreldub
massipinnal
o’v, = 0. (2.1.5)

Edaspidi on késitletud iiksnes spinn-% teooriat lagranziaanipdhiselt. Pohjalik RS spinn-% teooria
konstrueerimis- ja kvantiseerimiskdik on antud doktoritdds [26], siin antakse tulemused pigem
postulatiivselt.

Vektorspiinorid on kokku pandavad 16-komponendiliseks spiinoriks

H = : (2.1.6)

Kokku 16 komponendist 8 vastavad koguspinnile %, millest 4 on positiivse energiaga ja 4 nega-
tiivse energiaga olekud, ja 8 vastavad koguspinnile %; seega 8 komponenti on tileliigsed. Kui
vaadata liksnes positiivse energiaga olekuid U* osakese enda taustsiisteemis (kus podretel U* ja
negatiivse energia olekud V* ei segune) p* = (mc, 0), v0U* = UH, nt Nykerki [26]] jargi, siis
komponentidel U° ja « - U on spinnile % omased teisenemisomadused ning nad korvaldatakse
tingimustega U° = 0, v - U = 0, mis on aga omakorda jéreldused tingimustest ¥, = 0 ja
0PV, = 0 paigaloleku siisteemis. Nii jadb alles iiksnes spinn-% osa.

Nagu jéreldub avaldisest (2.1.3), ei ole RS teooria spinn—g esituse moodustamine téiesti
puhas, vaid seotud iileliigsete spinn—% komponentidega. Vaatamata spinn—% osa korvaldamisele,
seostatakse spinn-% sektorit Rarita-Schwingeri teooria vastuolude allikaga. Kéesolevas pea-
tiikkis on jietud potentsiaalsed probleemid kdrvale ning arvutatud RS teooria tulemused neist

sOltumatuna, mis annab teavet teooria iildise olemuse ja ka sisemiste vastuolude olulisuse kohta.
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2.2 Spinn-} vili

Kuigi tegu ei ole koige iildisemast klassist lagranziaaniga (nditeks [29]] on pakkunud 4
parameetriga lagranziaani, kus 2 on renormeerimisega korvaldatavad), on kirjanduses enam-

levinud Rarita-Schwingeri vaba vilja lagranziaani tihedus antud {ihe tundmatu konstandiga:

_ 1
Ly = cVH[(ihd — mc) g, + A(ihy,0, + ihy,0,) + §(3A2 + 2A + 1)ihy,dy,+
+ (3A% + 3A + D)mey, 1|V, (2.2.1)

kus A # —%, aga on muus osas suvaline konstant. Vahel defineeritakse liihiduse huvides

1
B 25(3/12 +2A+1), C =3A*+ 34+ 1. (2.2.2)
Vdivad olla moned erinevused sdltuvalt allikast, nditeks monikord tuuakse B juurest % vilja.
Tingimus A jaoks tuleneb propagaatori avaldisest, kuid muid pShimdttelisi kitsendusi ei ole.
Rarita-Schwingeri lagranziaani tihedus (2.2.1)) on invariantne teatud nn punktteisenduste

korral,

Uy — \II;L = Uy + a7,V = Ryp(a)V?,

A2 2.2.3)
A= A=
1+4a’
kus @ # —1 on suvaline konstant ja
R,.(a) = g + avu - (2.2.4)

Konstanti A voib tolgendada kui tegurit, mis méérab kui palju on spinn—% komponent 771,
on segunenud tlejdédnud véljadega ning invariantsusest tuleneb teooria fiilisikalise olemuse
sOltumatus konstandi vdirtusest [30]. Rangem kisitlus on véimalik Kamefuchi et al. [31]]
ekvivalentsusteoreemi abil, mis ([30] kirjelduse jargi) iitleb, et teooria fiilisikaline sisu ei muutu,
kui peale punktteisendust saab teisenenud vélja esitada astmereana esialgse vélja muutujatest ja
vastupidi.

Lagranziaani siimmeetria nende punktteisenduste suhtes lubab valida A jaoks sellise vairtuse,
mis lihtsustab edasisi arvutusi. Invariantsuse kiisimus on oluline, mistottu selle véite ilmutatud
kontroll on lébi tehtud [32] alusel lisas Minimaalse asenduse seisukohast on oluline markida,
et faktoriseeringus impulss kommuteerub iimbritsevate elementidega. Kamefuchi et al.
ekvivalentsusteoreemi abil voib punktteisenduste siimmeetria tottu delda, et konstant A ei avalda

fitisikalist mdju ja ei ole teoorias vaba parameeter ega tépse vadrtuse poolest oluline.

Rarita-Schwingeri algartikli kokkulepe oli A = —%, kuid see ei osutu koige lihtsamaks.
Propagaatori kuju lihtsustub oluliselt, kui nduda A = —1, misjuhul lagranziaan on
Ly = cVH[(ihd — mc) g, — (ihy,0, + ify,0,) + v, (ihd + mc)y, ] 0. (2.2.5)
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Edaspidi on RS lagranziaani all peetud silmas eelkdige seda valemit. Konstandi vairtus on juba
ette ennustatav, kui nduda algses lagranZiaanis $(3A42 4+ 2A 4+ 1) = 34% + 3A + 1. See tingimus
jatabki valikusse kas Rarita-Schwingeri algartikli kokkuleppe A = —% voi kokkuleppe A = —1.

On kasulik ka defineerida vaba vélja lagranziaani tensor

1
(Ao)pw = c[(ihd — me) g + A(ihy,0, + ihv,0,) + 5(3142 +2A + 1)ih7ué§%+
+ (3A% + 3A + D)mey,y). (2.2.6)

Sel juhul saab kirjutada lagranziaani tiheduse lithidalt,

Lo = UH(Ag),, " (2.2.7)

Vaba vilja lagranziaani tensor osutub vajalikuks propagaatori arvutamisel.

2.3 Elektromagnetinteraktsioon spinn-% valja jaoks

Rarita-Schwingeri vilja jaoks saab tuua elektromagnetinteraktsiooni sisse samal viisil nagu
Diraci spiinorvilja jaoks, nimelt minimaalse asendusega. Endiselt peale esimest kvantiseerimist
pu — tho,, seega minimaalse asendusega koos ¢hd, — thd, — qA, = m,. Kui viia ldbi see
operatsioon lagranziaaniga (2.2.1), siis peale vaba vilja lagranziaani ja interaktsiooni liikme

eraldamist on tulemuseks

_ 1
Lin = cV*[(ihd — mc) g + A(ihy,0, + ih7,0,) + yﬂ(§(3A2 + 2A + 1)ihd+
+ (34% 4+ 3A + 1)mc)y, | ¥” —
_ 1
— cqUM VP Apgu + Al A, + 1AL + 5(SAQ + 24+ 1)y, A7)0 (2.3.1)

jandudes A = —1 on see

Lin = cU*[(ihd — me)gu — (ihy,0, + ihv,0,) + ’yu(ih(ﬁ + mc)y, | U —
- quju[lypApguu - (/VMAV + %/Au) + rYulypAplyu]\I[V' (232)

Edaspidi on interakteeruva lagranziaani all silmas peetud eelkdige lihtsustatud lagranziaani
(2.3.2). Impulsi ruumis voib lihtsalt asendada ih0,, = p,,.

On téhtis kontrollida, kas punktteisenduste slimmeetria sdilib interakteeruvas lagran-
ziaanis. See on tdepoolest nii, interakteeruv lagranziaan on invariantne samade punktteisenduste
suhteski, mis vaba lagranziaangi. Kehtib tdpselt sama pohjenduskiik, mis lisas Minimaalse
asenduse jérel p, — m,, aga m, on pohimdtteliselt samade (kommuteerumis)omadustega, mis
algne impulss p,,; voib viia 1dbi minimaalse asenduse faktoriseeritud lagranZiaanis ning
see ei sega lilejadnud liikmete kuju. [33]] eksib oma viites, et siimmeetria on rikutud. Stimmeetria
sdilimine lubab Oelda, et interakteeruva teooria fiitisikaline sisu ja S-maatriksi elemendid ei soltu

konstandist A, mistottu lihtsustus A = —1 on tdiesti pohjendatud.
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2.3.1 Propagaator

Rarita-Schwingeri propagaatori tensor G, ~ (AO);,} ehk samavéirsena tuleb lahendada
vorrand
(Ao) G =0, (2.3.3)

Propagaatori avaldis on Rarita-Schwingeri vélja jaoks teada (nt [[34] ja sealsed viited), kuigi
spinn—% osakeste jaoks on pakutud ka teisi variante (nt [35, 36], kriitika nt [37]). Uldkujulise
lagranziaani (2.2.1)) jaoks on propagaatori tensori avaldis impulsiruumis

ih(p + mc) 1 1
G — I 2 oV AVl fov | _
— [9 37" Smc(v P’ —"p") 3l D }
ith A+1 1 A+1 Amc
S e Ny PVTTS rp¥ — — vl (2.3.4
3m2c22A+1{7p 2A+1 T (22A+1p 2A+1)77] @34
Otsekohe on ndha pohjus, miks on antud ndue A = —%, sest vastasel juhul ei oleks propagaatori
avaldis médératud, ja samuti miks ndue A = —1 lihtsustab arvutusi olulisel méaaral.

Kirjanduses antakse iildjuhul iiksnes iildine idee propagaatori tensori avaldise mdaramiseks,
nimelt esitatakse (2.3.3]). Kéesolevas peatiikis esitatud meetod propagaatori arvutamiseks pohineb
osaliselt artiklil [34] (analoogilist skeemi on kirjeldatud nt doktoritdds [26]) ning on tuntud RS
lagranZiaani jaoks iildkujuline. Uks variant on arendada propagaator erinevate gammamaatriksite
ja impulsside kombinatsioonide abil ning moodustada vorrandisiisteem tundmatute konstantide
midramiseks. Lorentzi kontravariantsuse ndudel peab iildine tensor olema moodustatud litkmetest

(gammamaatriksite baasis)

g, Aty ptpY, AT, DY,
pars Pyt Pt et Pyt

(2.3.5)

Gammamaatriksite baas ei pruugi olla lihtsaim, sest nende elementide kombinatsioonid ei ole
omavabhel tdiesti soltumatud. Antud juhul on kasutatud spinni projektsioonioperaatorite baasi,
nagu see on antud toddes [26, 37]:

v v 1 4 1 4 v
(P2 =gt - 37" —3—p2(m“p + "),

v pMpV 1 v v 1/2\ pv
- +3—p2(m“p +p"p), (Py?)"

_pip”
-

1
(P*ym =37 :

(2.3.6)

1/2\ uv ]' v v ]‘ v v
(Pg?)" I\/—T]ﬂ(p"p — ) = N (pP""p — p"p"),

v 1 v v 1 v v
(P ") = Jap W V) = s 0 =)

Spinni projektoritele on vdimalik anda lihtsad seletused, niiteks [38] jargi: (P3/2)* projit-
seerib pdiki spinn-2 alamruumi, (Plll/ 2y pdiki ja (P212/ ) piki spinn-3 alamruumi, (Pllz/ ) ja

(P112/ 2)“” viivad piki spinn—% alamruumist poiki alamruumi ja vastupidi.
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Spinni projektsioonioperaatorite jaoks kehtivad omadused

(Pyup(Pin)” = 0" 8, (Pi)," (2.3.7a)
(P*2),+ (P + (P = G (2.3.7b)

1=7:+
pP* =+ P,
i - (2.3.7¢)

pP3/2 :P3/2p.

Projektsioonioperaatorite baas eristab spinn-% ja spinn-% osa, kuid spinn-% litkkmed ei ole oma-
vahel ortogonaalsed. Siiski on korrutamisreeglid teatud mééral lihtsamad, mistottu antud tuletus-
kéigus kasutatakse just seda baasi. Kaloshini ja Lomovi [34]] poolt pakutud ortogonaalne baas on
veel paremate ortogonaalsusomadustega, aga osutub antud iilesandes iileliigseks. Uldkujulise
propagaatori avaldise tuletuskiik on antud lisas

Arvutusteks voib kasutada lihtsustatud propagaatorit juhu A = —1 jaoks,

ih(p + mc) w1
e |1

1
ZakAY BV _ AVl _
37 Smc(vp 7pH)

v 2 v
GH = 202])“]9 . (2.3.8)

3m

— m2c2

2.3.2 Verteks

Interaktsioonis ilmnev verteks on otse vilja loetav lagranziaani tihedusest, nimelt liikmest
_CQ\I’H[’YPA/JQW — (WA + 7 Au) + 7 A |
Rarita-Schwingeri teoorias ilmneb verteks jdllegi tensorkujul. Analoogia pdhjal Diraci vélja
verteksiga voib kirjutada Rarita-Schwingeri vertekstensoriks

i
o = saly"g™ — (Y'g™ +979™) + 7] (2.3.9)

Siin on p ja v osakestega seotud indeksid ja p on footonindeks.

2.3.3 Feynmani reeglid

LagranZiaanipohise analiiiisi ja spinn-% teooria analoogia pohjal voib postuleerida RS teooria
Feynmani reeglid. Propagaator- ja vertekstensor on esitatud eelmistes peatiikkides, alg- ja 1opp-
olekutes on oodata spinn—% osakesi, mistottu vilised jooned peavad sisaldama vektorspiinoreid
Uy, spinn-% osakeste ja V, antiosakeste jaoks. Vilised footonjooned langevad kokku kvantelektro-
diinaamika Feynmani reeglitega. Tavalise Comptoni hajumise piirides ei ole muud elemendid

olulised. Seega voib panna kirja jargmised Feynmani diagrammide elemendid:

1. propagaator

— = G,ul/(p)a
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2. verteks

3. vilised jooned

ﬂzlj,&l(pas)u /\/:;VV\I:&TZ(]{?,A)

Edasi voib nduda analoogilist Feynmani reeglite kogumikku, nagu on esitatud Diraci teooria
peatiikis Kuna Rarita-Schwingeri teoorias on diagrammide elemendid antud tensorkujul,
siis maatriksielemendi moodustamisel on vajalik sobiv ahendamine, et tagada interaktsioonide
jarjepidevus, mille voib samuti lugeda reeglite hulka. Lagranziaani ja diagrammi elementide

tensorstruktuuri pohjal voib postuleerida:

6. tensorite ahendamisel jalgida, et jarjestikused elemendid oleksid ahendatud koos: pola-
risatsioonivektor verteksiga iile vektorpotentsiaaliga seotud keskmise footonindeksi (I',,,
puhul p), vektorspiinor iile 1dhima verteksi lahema (kui avaldis on reastatud iiles) indeksi

ja propagaator iile iimbritsevate verteksite indeksite, 1dhemad indeksid koos jne.

2.4 Feynmani diagrammid ja iileminekuamplituudid

Comptoni hajumise pdhidiagrammid on juba antud. Puu tasemel diagrammide tilemineku-
amplituudide korrutise on voimalik votta kokku ringdiagrammiks, nagu on antud joonisel
misjuhul impulsid liiguvad off-shell; ringdiagramm annab iilevaate indeksite jarjestusest ja tema
16ikamisel moodustuvad esialgsed huvipakkuvad iileminekuamplituudid on-shell impulssidega.
Et elektromagnetvili on sama, siis pOhimdtteline erinevus on liksnes protsessis osaleva osakese
jaoks. Tdestuskdigud on esitatud lisas [E.3| vastavates alajaotistes.

Votame kasutusele notatsiooni tensorite jaoks:
A =A% (2.4.1)

See on analoogiline spiinorite adjungeerimisega ning seda tehet on ka kdesolevas t66s nimetatud

adjungeerimiseks. Seda voib rakendada ka verteksitele, s.o I'”#. Ilmselt kehtib
Al =A% (2.4.2)

Notatsiooni sissetoomine osutub vajalikuks kaaskompleksside arvutamisel, sest kui tensor on
{imbritsetud vektorspiinoritega nagu W, A**W,,, on peale adjungeerimist W} A* Wi = ¥, AV,

Kriipsuga saab tdhistada avaldisi, mille sisemises struktuuris on gammamaatriksite jarjekord
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Joonis 2.1: Comptoni hajumise ringdiagramm | M \2 jaoks Rarita-Schwingeri teoorias.

iimber poodratud ning teisi elemente on hermiitiliselt konjugeeritud. See voimaldab siduda
adjungeeritud tensori algsega, kus indeksite jarjekorda on vahetatud.

Edasise huvides on tarvis leida verteksi ja propagaatori adjungeeritud variandid. Kehtib
[Hv = — [vek, G = —G"*. (2.4.3)

Mitme elemendi koosesinemisel miinusmérgid kompenseeruvad.

Voib kirjutada iileminekuamplituudid vahetult esitatud Feynmani reeglite ja Feynmani dia-

grammide pohjal:

iMy =Us(p, 8)TP7" G,y (p + hE)THU,(p, 8)e,(ky Nen (K, X') (2.4.42)
iM; == Ua(p, $)T" G (p + )T PUS (1, 8')es (K, Mo (K, N) (2.4.4b)
iMy =Us(p, )T G,(p — BE)TH* Uy (p, s)e5 (K, N)eo (K, A) (2.4.4¢)
iMy = — Uy(p, $)T*G, (p — BETYPUS(p, 8" )e o (K, N ek (K, ). (2.4.4d)

Uleminekuamplituudide pdhjal tuleb arvutada liikkmed avaldises (1.4.2). RS teooria iile-

minekutdendosused saab teisendada kdik indeksid vélja kirjutades jdlgavaldiseks, néditeks

IMi[? =Ug, (p, )TPHGY, , (p + BE)TOP1 U (9, 8))
Up, (1, 8" \DP27272 Gy (p + HE)TH2P202 U (p, 8)eg, (K, N e, (K, N )b, (B, Nepy (K, A) =
= AP (p 4 hk) U, (0, 8 ) o1 (0f, ') B2 7272 (9 + W)Uyt (D, 8) Ui, )
g5, (k, Nepy (k, Neg, (K, N)ek, (K, X)
(2.4.5)

Spinni ja polarisatsioone ei vaadelda, mistottu iile nende tuleb keskmistada. Vektorspiinorite

spinnide iile keskmistamiseks on valemid teada, tuletuskéigu idee on antud néditeks doktoritoos
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[26]]: Diraci vélja analoogial vdib defineerida positiivsed ja negatiivsed massi projektsiooni-

operaatorid
—ANY (p)V/2p* =D UM (p,5)U" (p, 9), (2.4.6a)
A (p)/2p> = VH(p, )V (p, s), (2.4.6b)

mis rahuldavad tingimusi

A A=A A A2 =0, Y A =AYy, =0, (2.4.7)

massipinnal p? = m?c? ka
PN =AY p, = 0. (2.4.8)

Olgu margitud, et Nykerki doktoritdds ei ole spinni summa seostel projektoriga koos an-
tud liiget \/2_]92 . See on vektorspiinorite normeeringu kiisimus. Ilma impulsi ruutu projitseerimata
el oleks valemid kdesolevas t60s dimensionaalselt kooskolalised, mistottu on dimensionaalsetel
ja normeerimiskaalutlustel lisatudki liige \/F (arvestatud ka Thomsoni piirjuhtu).

Operaatori voib arendada esitatud baasis suvaliste konstantide abil ning kui nduda tingimuste

(2.4.7) kehtimist, siis (analoogiliselt propagaatori arvutamisel esitatud meetodiga) joutakse tuntud

tulemuseni
+p + /p? 1 1 2
A:tl/ - == v a5 v :F - — DPv — VD — =——5Pulv |- 249
iz 2\/? u 37;/7 3\/P<%L VoPu) 3p2 H ( )

Massipinnal p? = m?c?, mille vdib iileminekuamplituudide avaldistes asendada.
Kui keskmistada tileminekuamplituudi mooduli ruutu (2.4.5)) iile spinnide ja polarisatsioonide,

saab anda avaldise jélje arvutamiseks sobival kujul,

2 2
M P =2 T [T G, (p 4+ BETPAL L () T2922G,,, (p+ BE)
£ (2.4.10)

F#2P2a2 Azgal (p)gplp290102] =

See on iileminekuamplituudi avaldis Rarita-Schwingeri teoorias otseseks arvutamiseks valmis
kujul. Ilmutatult vidlja kirjutatud avaldis on antud lisas [E.3.2

Jalg mooduli ruudu W = MM, jaoks on lihtsasti kirja pandav {ileminekuamplituudi
W pdhjal, kui asendada k — —k’ propagaatori avaldises, mistdttu seda avaldist ei korrata.

On oluline maérkida, et teades 16pptulemust (enne impulsi jadvuse vdi mone teise p, p/', k, k'

vahelise seose kasutamist) | M |2 jaoks, on 1opptulemus |M2\2 sama moodi kirjutatav asendusega
k— —k.

Jargmisena pakub huvi avaldis Mj M. Voib kirjutada

MMy =Us, (p, s)TH Gy, (p + BE)DT 0 U, (1, 8')es, (K, Mo, (K, X)

) (2.4.11)
Up, (1, " \TRO22 G0, (p — RETP2P22 U, (p, 8)es, (K, Neg, (K, M),
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mistottu peale keskmistamist saab kirjutada jilje

2 2
MM, = 6_’:% Tr [P Gy, (p + BTN o (905722 G (p— BE)  (24.12)

[ H2p202 A;rzoa (p)gmchgPWJ ’

[Imutatud avaldis on antud lisas[E.3.2| Analoogiliselt spinn-% juhuga saab niidata, et | M M,|* =
| MM, |?. Selle niitamiseks esmalt ilmselt A = A ja kehtib A, = A%, mistdttu voib kirjutada

v
* 2m? 1 P11 rBio1v1 A+ NTB202v2 /
MiMy = — 2 T Guypu (p + RE)T A5 5, (@)L G (p — HEK')
F/"QPQQQA;;QI (p)gP102gP201] =
2m? - _ _
= — [0 G (p — WD AL (D7 Gy (p+ k) G41)
0
FulplalA;;laQ(p)gplo'ZgPQUl] =
=MiM,

kus on &ra kasutatud jélje tsiiklilisuse omadust Tr(ABC) = Tr(BCA). Seega tdepoolest

MMy = MEMj, mis on analoogiline spinn-% vélja juhuga ja lihtsustab arvutust6od.
Summaarse iileminekuamplituudi jaoks on kdik jdlgavaldised leitud. Ei ole vdoimalik kasutada

naiivset meetodit jalgede arvutamiseks avaldiste liigse keerukuse tottu: kui avada koik sulud,

siis kokku tuleb 23 040 000 liiget. Avaldisi on vdimalik lihtsustada, nditeks Wardi-Takahashi

identsuse
(' =) Ty (A) = K (9, A) = Ky (p, A) (2.4.14)

abil, nagu seda on tehtud artiklis [32]]. Avaldise lihtsustamist kergendab palju arvuti algebra-
stisteemide kasutamine. Kdesoleva t66 autor kirjutas aga stimbolarvutussiisteemis FORM (ver-
sioon 4.2.0) [39] koodi jilgede ja summaarse keskmistatud iileminekuamplituudi mooduli ruudu
arvutamiseks. Programmikood on antud lisas |F. 1| (koodis on loomulikud tihikud, ¢ = h = 1).
FORM tootas neljas moodulis (igaiiks neist 10petatud punktiga algava lausega). Neljast
jélgavaldisest summaarses iileminekuamplituudis on sdltumatud ainult kaks. FORMil

tuli arvutada liksnes kaks sdltumatut jilge, mis oli esimese mooduli {ilesanne. Avaldis |/\/l2\2

jélje jaoks leiti asenduse teel teises moodulis. Kuna kasutatud Feynmani diagrammid eeldavad
massipinnal olemist, on voimalik skalaarruute p, - p; jne asendada erirelatiivsusteooriast teada
valemitega, protsessi neliimpulsi jddvus vihendab sdltumatute suuruste arvu kolmele (p1, ps, k1,
ko — p1, k1, ko) — need lihtsustused viidi 14bi kolmandas plokis. Viimases moodulis arvutati
summaarse keskmistatud tileminekuamplituudi mooduli ruut varasemate tulemuste pdhjal, lisades
jalgede kordajad. FORMIi tulemused on antud lisas

Mojuristldike arvutamisel on tarvis minna konkreetsesse taustsiisteemi. Sarnaselt spinn-%

teooria juhuga on esitatud hajumise kirjeldus taustsiisteemis, kus osake on esialgu paigal, s.o
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laboratooriumi taustsiisteemis. Peale lihtsustamist on

— 1287r2a2 .9 , h2
M| = s 196 — 81sin”  — 124ww’ —5— (2.4.15)
m2c
w oW w? W
B(59) ()
w2 w/2 A w3 OJ/3 hQ
+8<wf B w> me? +3°<wf * w> m2
2 2 7 13 3,/ h4
68 — — 8 —
+68 (ww ww)m3cﬁ +8(ww” + w w)m4cg
! h 2 2 h2 3 13 h3
+184(w—w)m +88(w? + w >m2(:4 +12(w® — w )W .

Tulemust voib vaadata kui funktsiooni kahest argumendist w ja w’, mis on seotud Comptoni
valemi abil.

Valem on kéesoleva t66 pdhitulemus, ta annab Comptoni hajumise kirjelduse Rarita-
Schwingeri teoorias. Tegu ei ole kdikehdlmava kirjeldusega, sest on arvestatud iiksnes puu
tasemel, s.0 madalaimat jérku hiiritusteooria tasemel arvutatud panuseid iileminekuamplituudi,
aga on oodata (hiiritusteooria olemusest), et sellega on antud peaosa lileminekutdendosusest ning
korgemat jiarku parandid ei mojuta tulemusi véga olulisel médral. Samuti kirjeldab valem iiksnes
tavalist Comptoni hajumist RS teoorias, kdrvale on jaetud spinn- ja polarisatsiooniefektid (mis on
olulised nditeks magnetilises Comptoni hajumises). Kdrgemat jarku héiritusteooria kasutamine

ja Comptoni hajumise alamklasside kirjelduse arvutamine on vdimalik t66 arendus.
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3. Diraci teooria ja Rarita-Schwingeri

teooria tulemuste vordlus

Olgu iilevaate huvides esitatud Diraci spinn-% teooria ja Rarita-Schwingeri spinn-% teooria
summaarsete keskmistatud iileminekuamplituudide avaldised laboratooriumi taustsiisteemis

(esialgu laetud osake paigal, p* = (mc, 0)) kdrvuti.
1. Diraci spinn-; teooria:

- /
IMp|? = 128702 {% + g — sin? 0} , (3.0.1)

Wwoow me? [ 1 1 m2ct (1 1)\?
et IV L e I R
<w+w’>+ h (w w’>+ h? (w w’)] ( )

2. Rarita-Schwingeri spinn—% teooria:

lihtsustamata kujul

IMp|* = 1287%a?

——  1287%] Ly , h?
|MRS‘ = T 196 — 81 sin“ 0 — 124ww ] (3.0.3)
w W w? WP
—23<w, + w) +6(w,2 + a)2>
w2 W2\ h w3 WP\ h2
+8<w/ - w> me? +3O<wf * w> m2ch
12 2 1 hS 13 3, ./ h4
+68(ww —w w)m +8(ww +w w)m4cg
+184(w — w') i 4—88(w2 + w’2) i +12(w3 — w'g) R
mc2 m2ct m3cb

Selles peatiikis on normeeritud osakesi kirjeldavad suurused samaks: laeng elementaarlaenguks
%, osakese mass elektroni massiks m = 1m, ~ 9,109 - 1073 kg. Saadud valem
(3.0.3) ndustub varasemate uuringutega [32}, 40].

Eksperimentaalselt huvipakkuv on mojuristldige, mis kvantviljateoorias antakse valemiga

q=le,a,~

(1.3.4). Et faasiruumielement on kinemaatiline suurus ja nii spinn-% teooria kui ka Rarita-

Schwingeri teooria korral sama ning ka iildine kordaja osutub muutumatuks, siis teooriate
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vordluses saaks keskenduda just summaarsetele keskmistatud iileminekutdenéosustele (3.0.1))
ja (3.0.3). Konkreetsuse ja tdlgenduse lihtsuse huvides on vorreldud just mojuristldikeid. Dife-
rentsiaalse mojuristldike jaotust lile footoni 16ppimpulsi ei ole esitatud, sest see ei anna teavet,

mis ei sisalduks jaotuses iile ruuminurga, kusjuures iiks on teiseks teisendatav, kui lihtsustada

do dK'| _  do dcosO
AK] 4§ ~ dcosf do -

3.1 Funktsionaalne kuju ja taismojuristloige

Lihtsaim erinevus on seotud avaldiste ja nende arvutuskéikude keerukusega. Spinn-% teoo-
ria iileminekuamplituudi (mooduli ruudu) on véimalik kétte saada ilmutatud arvutuste teel
kasitsi. Rarita-Schwingeri spinn-‘% teooria lileminekuamplituudide jilje otsene arvutamine on
voimalik ainult siimbolarvutussiisteemide abiga voi lisalihtsustustega. Spinn—% teooria keerukus
kasvab viga kiiresti: kui spinn—% teooria jélgavaldistes on liikkmeid suurusjirgus ~ 3040, siis
spinn—% teoorias on suurusjiarguks ~ 23 000 000. Summaarne keskmistatud (lihtsustamata)
iileminekutdendosus sisaldab spinn-% teoorias 7 liiget, aga Rarita-Schwingeri spinn-% teoorias 25
liiget. Jétkates spinn—g, spinn—% jne formalismidega Rarita-Schwingeri teoorias, on potentsiaalne
oht, et praktiliste arvutuste jaoks ettendhtud avaldised muutuvad ilmutatud viisil lahendamatult
keerukaks ja nduavad lihtsustusskeemide vilja tootamist.

Keerukuse kasv viljendub ka iileminekutdendosuste funktsionaalses kujus. Kleini-Nishina
valemi lihtsustamata iileminekutdendosuses on footonite ringsagedused iilimalt teises
astmes liikmetes %, ﬁ, % Rarita-Schwingeri teoorias tekib juurde ringsageduste kombinat-
sioone mis on ringsagedustega kuni neljandas astmes (liikmed ww'® ja w3w’). Dimensionaalseks
tasakaalustamiseks on mdlemas teoorias taandatud Comptoni lainepikkusega seotud tegur %

Algfootoni viikese energia korral on protsess kirjeldatav Thomsoni hajumisena, s.o tegu on
klassikalise kiirguse hajumisega, mis vdimaldab teatud ulatuses teooriaid kontrollida. Thomsoni

piirjuhul w — 0, mistdttu valemist (1.4.16)) jareldub, et lim,, .o 7 = 1. Siis on ilmne, et

2
’MDl w—0

(M|

=1287%a; (1 + cos6), (3.1.1)
=128 (1 4 cos” 6). (3.1.2)

w—0

Koos faasiruumi ja konstantse kordajaga saadakse tdepoolest tuntud Thomsoni hajumise jaotus

do_ h2a2
= 2m2§2 (1+ cos®0). (3.1.3)

Kleini-Nishina valemi kehtimine on juba tuntud, aga on niha, et ka Rarita-Schwingeri teooria
annab 0ige madalaenergialise piirjuhu. Niisuguses vordluses voib Comptoni hajumist pidada ka
spinni ilminguks, kuna Thomosoni piirjuhul annavad erineva spinniga teooriad sama tulemuse
ning ka Thomsoni hajumise kirjelduses ei teha tavaliselt eeldusi osakese spinni kohta (eksperi-

mentaalne uuring spinnefektide moju kohta nt [41]), kuigi puhtteoreetilise tasemega piirdumisel
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voib seda lugeda ka teooria moodustamise isedrasuseks (RS teooria moodustamisel on kasutatud
spiinoresitusi).

Taismojuristloike voib arvutada, kui asendada iileminekuamplituudid jaotusvalemitesse
ja integreerida iile jaotuse muutuja h|K'|, cos(#) voi 2. Valides niiteks cos(f) ja kasutades

ara
do B do df B do 1

dcos(d)  dfdcos(d)  dfsinf’

voib tdismojuristldike peale integreerimist rajades 0 < € < 7 arvutada. See on omaette todvaev,

mille jaoks voib kasutada arvutialgebra abi, kuid 16pptulemused on

a’m 3.6 2 4 232 2 3 3
oD :mﬁw?’(mcz TP QM(Qm ¢’ +8m*c hw + Imch*w” + h°w )— (3.1.4)

hw

- (m02 + 2hw)2 (2m204 + 2mc?hw — h2w2) ln(l + 2—2)] ,
mc
a’m
= 3.1.5
ons 243m>cBhw3(me? + 2hw)4 ( )
2hw (486m9018 +3888mBc! hw +12219m" " h2w?

+18927mS 2 h3w?  4+15510mPcPmtw?  +8182miAchRiw®
+4344m3SK8w8 +1444m> A RTWT +232mc?hiwd +144h9w9) —
— 3m2t (m02 + 2hw)4(162m408 + 162m>cChw + 23m2cthw? — 8mcPhiwi—

— 30h*w?) ln(l + 2ﬂ>} .

mc?
Mbolemad valemid annavad sama Thomsoni piirjuhu

8ralh?
op = gl
3m?2c?

~ 0,665 b, (3.1.6)

kuid kdrgeenergialine kditumine on oluliselt erinev. Tdismojuristldike soltuvus algfootoni ener-
giast on kujutatud joonisel

Vattes piirvairtuse, on lim,, .., op = 0, samas kui lim,_,, cgs = 00, nagu paistab ka
joonisel Sealjuures on RS teoorias protsessi kiirus O(w?). See on pdhimdtteline erinevus
spinn—% teooriast: Rarita-Schwingeri teooria jérgi elementaarsed spinn—% osakesed pohjustavad
hajumise suurenemist kiirguse energia kasvul, s.o keskkond muutuks justkui raskemini hajumata
labitavaks.

Sellise tulemuse tdoepérasus tekitab kiisimusi. Kvalitatiivselt on oodata pigem vastupidist,
et energiate suurenemisel mojuristloige viheneb, nagu see on spinn—% teoorias, ning teatud
punktini nii ka on, kuid peale mida algab ristldike tdkestamatu kasv. Hadronite (nt piionite)
hajumises on vdimalik anda mdjuristldikele rangem Froissart’ tdke oy, = O(log® s) [42, 43]
(s on Mandelstami muutuja), aga Froissart’ toke kehtib iiksnes puhtalt hadronilistele protsessidele,

s.0 Comptoni hajumise jaoks Froissart’ toket ei tule [[44].
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Joonis 3.1: Taismojuristldoike sdltuvus algfootoni energiast.

On voimalik, et madalaimat jarku héiritusteooria ei ole piisav spinn-% hajumisristldigete
tapseks arvutamiseks ja peab arvutama kdrgemat jarku parandid. See aga tdhendaks, et puu
tasemel diagrammid {iksi ei anna RS teoorias peaosa iileminekutdendosusest. Pohimotteliselt on
ka voimalik, et Rarita-Schwingeri teooria annab dige ennustatava kéitumise spinn-% osakestele,
misjuhul on tegu tdepoolest eksootiliste omadustega osakestega, kuid algsel kujul RS teooria
tulemuste kasutamisele radgivad vastu teooriasisesed probleemid (ptk [5)). Comptoni hajumist on
uuritud néiteks NKR formalismis [32]], mis on iiks RS teooria parandusskeemidest, misjuhul on
joutud kvalitatiivselt sarnase mdjuristloike kasvuni, kuigi erineva funktsionaalse kujuga. Kiisimus
nduab tdpsemat uurimist, aga kidesolevad tulemused lubavad oodata anomaalset kdrgeenergialist

kditumist elementaarsete spinn—% osakeste jaoks.

3.2 Mojuristloike jaotus iile ruuminurga

Kui asendada tileminekutdendosused jaotusvalemisse (1.5.3c]), saab diferentsiaalse mdju-
ristldike jaotuse {ile ruuminurga, mis on tavaliselt eksperimentaalselt kdige enam vaadatud jaotus.
Téapne funktsionaalne kuju on leitav asenduse teel, huvipakkuvad graafikud on esitatud joonisel
Jaotus on sdltumatu asimuutnurgast ¢, mistottu piisab vaadata jaotusi polaarnurga alusel,
mis antud juhul vastab ka hajumisnurgale. Esialgu on osake paigal ja footon liigub paremale
0° suunas. Jooned on normeeritud Thomsoni piirjuhu ristldikele edasisuunas, s.o graafikutel on
norm % o = % ~ 0,079b = 1.

Joonise [3.2] esimesed jireldused langevad kokku peatiikis [3.1] pakututega. Madalaenergialise
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Joonis 3.2: Diferentsiaalse mojuristldoike jaotus iile ruuminurga spinn—% ja spinn-% teoorias.
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kéitumise, s.0 Thomsoni piirjuhul hajumise jaoks annavad nii spinn-% kui ka RS spinn-% teooria
samasuguse klassikalise kditumise. Madalatel energiatel on ette ja taha hajunud kiirgus ligikaudu
sama mojuristldikega, samas kui kiilgedele hajub veidi vahem kiirgust.

Vahepealsetel energiatel on alguses periood, kui nii spinn-% kui ka spinn-% teooria kdituvad
sarnaselt: ettehajumine piisib ligikaudu muutumatuna, samal ajal kui tagasihajumine vaheneb.
Sealjuures spinn-% teooria tagasihajumine vdheneb veidi aeglasemini kui spinn-% Comptoni
hajumises. See vastab 1digule graafiku[3.1]alguses, kui RS teoorias tdismdjuristldige véheneb.
Jatkuvalt on ettehajunud kiirguse mojuristldige ligikaudu muutumatult Thomsoni ettehajumise
mdjuristldike védrtuse juures.

Kdrgeenergialises kditumises ilmub oluline erinevus, RS teooria ennustab hajumisristldike
tokestamatut kasvu algfootoni energia kasvul erinevalt Diraci teooriast, mis ennustab mdju-
ristldike vahenemist. Mojuristldike (ja seega ka hajunud kiirguse) jaotuses ilmuvad olulised
erinevused. Spinn—% teooria ennustab hajunud kiirguse koondumist ainult ette suunas, kiilgedele
ja taha hajumine viheneb pidevalt energia kasvades. Samas RS spinn-% teooria korral esialgu
tagasihajunud kiirguse mdjuristldige vaheneb, kuid seejirel hakkab mojuristldige kasvama kdigis
suundades, s.0 hajumine tugevneb igas suunas, kus peaosa siiski hajub eesmisesse footoni
algse litkumise suunda. Samuti iiletab spinn-% teooria mdjuristldige ettehajumisel Thomsoni
ettehajumise diferentsiaalset mojuristldiget.

Rarita-Schwingeri teooria ennustab spinn-% osakeste Comptoni hajumise korgeenergialist
kéitumist oluliselt erinevaks spinn-% Comptoni hajumisest, samas kui madalaenergialine ja vahe-
pealsete energiate juhud on ligildhedaselt sarnased. Kdige olulisem RS teooria ennustus on
iiletildine (nii ette, kiilgedele kui ka taha) hajunud kiirguse mojuristldike suurenemine langenud
kiirguse energia kasvul, mis on téiesti erinev spinn-% teooriast. Kui selline mojuristloike jaotus
osutub tdeseks, on elementaarsed spinn-% osakesed eksootiliste elektromagnetilise interaktsiooni

omadustega.
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4. Teoreetiliste tulemuste vordlus

eksperimentaalsete andmetega

Elementaarseid spinn-% osakesi ei ole seni avastatud. Néiteks juba [45]], mis jargnes vahetult
Rarita-Schwingeri algartiklile, néitas, et neutriino ei ole spinniga %, ning sellest saati ei ole
elementaarsete spinn—% osakeste eksperimentaalse avastamise osas olnud edusamme. Mitte-
elementaarseid kdrgema spinniga osakesi on aga teada mitmeid. Mitteelementaarsed, kuid
kdrgema spinniga voivad olla aatomituumad, aga viiksemal tasemel moni osake néiteks bariionide
dekiipleti A-, 3-, =- ja 2-osakeste hulgast (hiiperonid ja A-resonantsid). Bartionide dekiipleti
osakesed koosnevad kolmest kvargist ja ei ole iildiselt stabiilsed.

Voib kohe anda kriitikat elementaarosakeste teooria vordlemisele mitteelementaarsete osa-
keste katseandmetega. Mitteelementaarsus on pShimotteline erinevus, olgugi et A -resonantsi
peamine erinevus prootonist on just kvarkide spinnide orientatsioonis, millest tuleneb spinni
erinevus (prootoni korral on d-kvargi spinn vastassuunas, A*-resonantsi korral samas suunas
kui teistel kvarkidel). Comptoni hajumine on korge energia hajumisnihtus, suurtel energiatel
el pruugi enam toimuda Comptoni hajumine {iiksi, vaid lisaks mdni muu ndhtus (nt piionite
teke), ning ka véiksematel energiatel ei saa vélistada mitteelementaarsusest tingitud véiksema
spinniga komponentide olulist mdju. Seega on sageli tegu praktiliselt keeruliselt teostatavate
modtmistega nii hdirivate protsesside kui ka uuritava osa (nt konkreetselt A-resonantsi Comptoni
hajumise) isoleerimise raskuse tottu. Sellele vaatamata on Rarita-Schwingeri teooriat kasutatud
nditeks A(1232)-resonantside tekke ja kditumise kirjeldamisel [46]]. Paremate eksperimentaalsete
andmete puudumisel on esitatud tulemused prootonite Comptoni hajumisest A*-resonantsi
piirkonnas, kuigi neisse andmetesse tuleb teooria digsuse hindamisel suhtuda pigem umbusklikult.
Parimal juhul eristub katseandmetes A™-resonantsi piirkonnas kvalitatiivselt erinev, aga RS

spinn-% teooriaga sarnane, kditumine.

4.1 Spinn-% osakeste Comptoni hajumine

Kleini-Nishina valemi digsus on hésti teada ning ta ei vaja olulist kinnitust, eksperimentaalne

kontroll on tinapdevaste meetoditega viidav praktikumieksperimendi lihtsuseni. Ulevaade
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footonite hajumisest elektronidel on antud niiteks artiklis [47]]: vaatamata sellele, et arvestatakse
iiksnes puu tasemel diagramme, on footonite energiate 1-20 MeV korral Kleini-Nishina valemi
kooskdla eksperimentaalsete tulemustega mérkimisvéérne (tdpsuseni ~ 10%), vajadusel arves-
tades mitmekordsest hajumisest tingitud parandeid. Suurte energiate (iile 100 MeV) korral
kooskdla viheneb ja on tarvis arvestada rohkem parandeid; hajumise korral komposiitosakestelt,
nt prootonitelt, voivad samuti esineda suured erinevused.

Prootonite Comptoni hajumist vaadatakse tihti kiraalsetes efektiivsetes véljateooriates [48—
50]. Prooton on spinn—% liitosake, ta koosneb kvarkidest uud, mille koosmoju osutub Comptoni
hajumise jaoks oluliseks. Hajumise kirjelduse muudabki keeruliseks prootonite sisestruktuur, mis
vajab kvantkromodiinaamilist kirjeldust, aga samas avaldavad mdju ka teised nihtused, néiteks

piionite teke (alates teatud piirist) ja A" -resonantsi piirkonnas pdhimdtteliselt erinev kditumine.

4.2 Prootonite Comptoni hajumine A*-resonantsi piirkonnas

Tuntud eksperimendid, kus avaldub spinn %, on prootonite Comptoni hajumine A(1232)-reso-
nantsi piirkonnas. A(1232)-bariion on spinn-% liitosake (vOi1 tdpsemini 6eldes osakeste klass),
mis koonseb kolmest kvargist, A* puhul kvarkidest vud ja A° korral udd, mille spinnid on orien-
teerunud samas suunas. A™- ja AY-bariionidele vastavad kvarkehituse jérgi (samas jérjestuses)
prootonid ja neutronid ning neid A-barlione v3ib nimetada prootonite ja neutronite kdrgema
massiga ergastusteks; A~ ja AT jaoks ei ole nukleonvastet.

A-bartionide omadused on antud niiteks teatmikus [51]]. Vorreldes tavaliste prootonitega,

on vastavate AT -bariionide mass suurem (938 fogv vs 1232 MCZV) ning nad on spinniga 2, kuid
neil on sama elektrilaeng +1e. A-bartionid ei ole stabiilsed osakesed, nende keskmine eluiga on
~ 5631072 s,

Materjale prootonite Comptoni hajumise kohta on palju, niiteks [52-56]. Tulemusi on
analiitisitud nditeks artiklites [46, 48-50], kusjuures Rarita-Schingeri teooriat on sageli kasutatud
A-bariionide lainefunktsioonide moodustamisel, kuid efektiivsete teooriate raames. Antud juhul
pakub huvi ainult esimene A -resonantsi piirkond, s.o vaatluse all on ainult mddtepunktid, mille
langeva footoni energia on vdiksem kui ~ 450 MeV.

Eksperimentaalsed andmed on vdetud allikatest [53-56]: punaste kolmnurkadega on tihis-
tatud [53]] modtepunkte, beezide ringidega [54], tumehallide ruutudega [55] ja siniste rombidega
[[56] tulemusi. Graafikutel on voetud erinevates allikates lahedased vaartused kokku, lubatud
erinevus graafikule kirjutatud arvvaértusest on £2° ja 5 MeV. Seepérast on tapsed arvviirtused
ja vearistide ulatused tinglikud, aga néitavad eksperimentaalsete tulemuste pdhilisi isedrasusi.
Esimene A*-resonantsi piirkond ilmub energiavahemikus 200-400 MeV.

Katseandmed on iildiselt antud massikeskme taustsiisteemis, kuid senine analiiiis on tehtud

laboratooriumi taustsiisteemis. Diferentsiaalne mojuristldige ei ole Lorentzi-invariantne ning on
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tarvis leida teisendusvalemi laboratooriumi (lab) taustsiisteemis massikeskme (CM) siisteemi.
See tuletuskiik on antud lisas |Gl Koik tulemused on antud massikeskme (CM) taustsiisteemis.
Teoreetilised andmed on konstrueeritud prootonite jaoks puhtas Diraci teoorias ning A -barii-
onide jaoks puhtas Rarita-Schwingeri teoorias; osakesi kirjeldavad suurused on vdetud allikast
|| . Sinise pideva joonega on téhistatud RS teooria tulemusi, punase joonega Diraci spinn—% teoo-
ria tulemusi. Diraci ja Rarita-Schwingeri teooriasse ei jad vabasid parameetreid, kuna osakeste
suurused on varasemate eksperimentide pohjal juba méédratud. Osakesi iseloomustavate suuruste
modtemddramatus ei avalda olulist mgju, mistdttu on spinn-% ja spinn-% teooria kdverate joones-
tamisel kasutatud iiksnes parimat hinnangut. Diraci teooria jaoks on kasutatud parameetritena
prootoni massi 938.272 MeV, A*-resonantsi kirjeldamiseks RS teoorias A*-bariioni massi

1234.9 MeV. Molemas teoorias kasutati sama elektrilaengut.
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Joonis 4.1: Prootonite Comptoni hajumise mojuristldike sdltuvus footoni algenergiast eksperi-

mentides ning Diraci ja Rarita-Schwingeri teoorias.
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Joonisel 4.1|on antud prootonite Comptoni hajumise mojuristldike (ithik 2—?) soltuvus footoni
algenergiast (MeV) valitud hajusmisnurkade korral. On ilmne, et A-resonantsi piirkonnas ei
suuda ei Diraci ega Rarita-Schwingeri teooria ennustada diget mojuristloiget ei kvantitatiivselt
ega kvalitatiivselt. Katses vaadatud piirkonnas erinevad spinn—% ja spinn—% teooria tulemused
véhe, kuid véikestel energiatel (alla ~ 150 MeV) on hajumise mojuristldikel 1ahedased vairtused
Diraci spinn-% teooria tulemustega. Sarnaseid jdrelduse pakuvad ka graafikud joonisel
eksperimendis vaadeldud mojuristldige on A -resonantsi piirkonnas umbes paarkiimmend korda
suurem Diraci vOi RS teoorias ennustatust. Katseandmetega suurusjérgulisegi kooskola saaks
tiksnes siis, kui kas A bartioni mass oleks umbes 400 MeV vai vdi footonite energia oleks
umbes 10 GeV, kusjuures RS teooria pakutud mdjuristldike ennustus kasvab kui O(w?), kuid ka
sel juhul oleks kooskodla eksperimendiga vordlemisi tinglik ja ei kirjeldaks koku mdotepiirkonda.
Teooria ennustused on eksperimendiga vastuolus.

Siit jareldub otseteed, et komposiitsed A-bariionid ei ole elementaarsete Rarita-Schwingeri
spinn-% osakeste iseloomuga. Rarita-Schwingeri teoorias on omaette probleemid (lithidalt
peatiikis [3), kuid jéttes need kdrvale, on siiski kahtluse all elementaarosakeste teooria raken-
datavus komposiitosakestele. Viikeste energiate juures langesid spinn-% teooria ennustused
vordlemisi histi kokku eksperimendiandmetega, mis lubab vdimaluse, et RS teooria voib sobida
viikeste energiate korral spinn-% osakeste efektiivseks teooriaks. Peatiikis |3|on aga mirgitud,
et viikeseenergialine piirjuht ei erine spinn-% teooria omast. Rarita-Schwingeri teooria pakub
olulisi erinevusi ainult kdrgemate energiate juure, mistdttu teooria rakendatavuse jaoks pakutud
energiavahemiku vihendamine ei ole mdistlik. Suuremate energiate korral on kahtlust dratav nii
RS teooria kui terviku digsus kui ka tema rakendatavus komposiitosakestele, sest praegu vaadatud
katsed vihjavad sisemise struktuuri olulisusele ning kdrvalejatmatusele, vdhemalt AT -bariionide
jaoks. Siiski efektiivses pildis, kui on arvestatud sisemise struktuuri (kvantkromodiinaamika)
ja teiste mojudega, on Rarita-Schwingeri teooriat juba edukalt kasutatud prootonite Comptoni
hajumise kirjeldamisel [46, 48, 50].
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Joonis 4.2: Prootonite Comptoni hajumise mojuristldike sdltuvus hajumisnurgast eksperimentides

ning Diraci ja Rarita-Schwingeri teoorias.
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5. Vastuolud Rarita-Schwingeri teoorias

Rarita-Schwingeri teooria ei ole tdiesti sisemiselt kooskolaline. Vaatamata korgema spinni
teooria moodustamise lihtsusele Rarita-Schwingeri meetodil, on teoorias probleeme nii klassi-
kalisel juhul kui ka kvantvélja tasemel. Nédhtavalt tulevad probleemid esile interakteeruva
vilja jaoks. Kéesolevas peatiikis antaksegi lilevaade interakteeruva Rarita-Schwingeri teooria
tuntuimatest probleemidest: Velo-Zwanzigeri probleemist (kausaalsuse kadu, klassikalne vili) ja

Johnson-Sudarshani probleemist (probleemid antikommutatsiooniseostega, kvantvili).

5.1 Velo-Zwanzigeri probleem

Velo-Zwanzigeri probleem [57]] seisneb superluminaalsete lainete tekkes minimaalselt inter-
akteeruva Rarita-Schwingeri teooria jaoks klassikalise vilja tasemel. Selleks viisid Velo ja
Zwanziger RS pohivorrandi hiiperboolsete osatuletistega diferentsiaalvorrandite siisteemi kujule
ning madrasid lainefrondid.

Alustades Velo ja Zwanzigeri meetodil lagranziaanist

\IJM[(F : Tr)/u/ - B,ul/]qlu7 (511)
kus
(F : ﬂ-)/w :/75€upcw7p7raa (5123)
B,uu :m(g,uu - ’Yp%), (512b)
voib tuletada liikumisvorrandid
' m—B) ¥ =0,
(, Juw (5.1.3)
\If“(F ST = B);w =0.

Kuna vektorspiinoritel on rohkem komponente, kui on tarvis spinn—% kirjeldamiseks, siis osa
vorranditest osutuvad kitsendusteks (constraints), s.o ei sisalda ajalisi tuletisi. Velo ja Zwanziger
tuletavad neist kaks kitsendustingimuste vorrandit ja konstrueerisid uued liikumisvorrandid (siin

kasutatud artikli algset tihistust, sh kokkuleppeid ¢ = h = 1, 75 = 79914243, (v°)? = —1)
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hermiitilisel kujul

1 2
(y-m—m)¥, + (m, + im%)giem’%% CFTv
2 1
—I—giem_zFMd -y (T 4 émv) <+ (5.1.4)

2 2
+§i6m_2Fﬂd Yy T+ 2m)§iem_2757 CF?.0 =0,

kus F* = F " = 1¢ "* _F 7 ja F),, on elektromagnetvilja tugevuse tensor. Tegu on hiiper-
boolsete vorrandite siisteemiga, kus ei ole kiill sama palju teavet kui esialgsetes RS vorrandites,
sest el jareldu kitsendustingimused, kuid on tegu liikkumisvorrandiga, sest kitsendused séilivad ja
samuti kui (5.1.4)) lahend rahuldab kitsendusi, siis ta rahuldab ka esialgseid RS liikkumisvorrandeid

(5.1.3). Lopuks veel (5.1.4) seob vilja tema ajalise tuletisega.

Hiiperboolse vorrandite siisteemi jaoks voib defineerida karakteristlikud pinnad [58]] 1k
590, 596. Velo ja Zwanziger vaatavad kaht juhtu soltuvalt elektromagnetvilja tugevusest. Nii-
nimetatud tugeva vilja juhul (§e7rf2)2B2 > 1 ei ole vorrandid enam hiiperboolsed ning
ndrga vilja korral osutub, et karakteristlikud pinnad ei puutu valguskoonust ja ruumisarnased
karakteristlikud pinnad labivad mistahes punkti, kus F},, ei ole kaduvviike. See on Velo ja
Zwanzigeri algartikli ideekdik ning siit jarledub, et signaalid saavad levida valgusest kiiremini.
Veel voib [57] jérgi 6elda, et RS teooria lainete levik sarnaneb anisotroopse keskkonnaga, kus on
tavalised kiired ja ebatavalised kiired, mille levik antud juhul tiletab valguse kiirust. See ona aga

relatiivsusteooria pohipostulaatidega vastuolus.

Praegu on esitatud Velo ja Zwanzigeri meetod superluminaalsete lainete olemasolu néita-
miseks, kuid seda on kritiseeritud mitme pohjuse tttu. [59]] toob vilja, et Velo ja Zwanziger
kasutasid karakteristikute meetodit viljaspool varasemaid tdestusi ja RS vorrandi meetrika ei ole
positiivselt midratud, kuid siimmeetriliste vorrandite olemasolu tdestustes on meetrika positiivsus
oluline ja mistdttu lahendite olemasolu ei pruugi olla isegi iildsegi kindel. Rarita-Schwingeri
teooria vorrandite lahendite olemasolu on siiski ndidatud ning [59] néitab ilmutatult mittekausaal-
sete lainete olemasolu 2 + 1 mddtmega teoorias. Velo ja Zwanzigeri esialgne kitsenduste analiiiis
ei olnud tdielik, tdieliku analiilisi viis I14bi [60], mis endiselt kinnitas mittekausaalsete lainete
olemasolu ning lisaks niitas Velo-Zwanzigeri probleemi seost vabadusastmete kaotamisega, mis
on tingitud sekundaarse kitsenduse kdodumisest. Valgusest kiiremini levivate lainete olemasolu on
toestatud ka teistel viisidel [[61-63]], mistottu superluminaalsete lainete teke on siigav probleem

tavalises Rarita-Schwingeri teoorias.
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5.2 Johnson-Sudarshani probleem

Johnson ja Sudarshan [64] tuletasid kitsendusepdhise analiiiisi abil antikommutatsiooniseosed

rarita-Schwingeri spinn-3 viljale (siin i = (6 + 37:7) W),

{‘I’f’/ *(2), w3/ 2(%’)} = <5/w + ;’m%) <5ap + zﬂamp> <5p1/ + ;%%)5(3«“ —-y), (52.1)

—{ (@), ¥ (y)} :g Km + %v : 7r> A <m - 27 : W) - 1] 5z —y), (522)
kus (sdilitades Johnsoni-Sudarshani kokkulepped) A (m? — 2eqo - H) o= e 0 ja H
on magnetvilja tugevus. Jétkates [|64]] jargi, voib 6elda, et antikommutatisooniseosed on lokaalse
iseloomuga, samas kui osutub, et liikkmetega -, V" ja \II?/ ? seotud kitsendused on mittelokaalsed.
Voib kohe Gelda, et liikme A () positiivsuse jaoks peab 2|eH| < m?. Antikommutatsiooniseoste
kooskdlalisus soltub sellest, kas paremal asuvad maatriksid on positiivselt méédratud. Johnson
ja Sudarshan néitavad, et etteantud vélise vélja korral saab leida taustsiisteemi, kus tingimust
§|6H | < m? rikutakse, ja Lorentzi kovariantsuse abil v3ib liikuda mdnda muusse taustsiisteemi.
Seega ei ole antikommutatsiooniseosed interakteeruvas teoorias kooskdlalised.

Johnsoni ja Sudarshani tulemustele voib anda analoogilist kriitkat nagu Velo-Zwanzigeri
tulemustelegi, nimelt kitsenduste analiilisi mittetdielikkuse osas. Hasumi ez al. [65] viisid 1dbi
tdieliku kitsenduste analiiiisi ning, jdllegi alates teatud vilise vilja véartustest, sekundaarsed
kitsendused osutuvad kddunuks ning pohjustavad vabadusastme kao. See on sarnane Velo-
Zwanzigeri probleemiga ning tdepoolest vabadusastmete kadu peetakse kahe probleemi iihendus-
liiliks [66]].

5.3 Muud probleemid ja voimalikud lahendused

Nii Velo-Zwanzigeri kui ka Johnsoni Sudarshani probleemis ilmneb vabadusastmete kao-
tamine teatud vilja vairtuse juures ning 60, |66] tdepoolest seovad tuntud Rarita-Schwingeri
vastuolud kokku: allikaks voib pidada kitsenduste struktuuri, mille tdttu operaator dc' ei ole
pooratav (tdpsem kirjeldus [66]]). Vastuolud ei teki iiksnes elektromagnetinteraktsiooni korral,
nditeks skalaar- ja spiinorviljadega seotud massiivne spinn—% vili kditub samuti mittekausaalselt
[67,68] ja on kvantiseeritud juhul médramata antikommutatsiooniseostega [69].

Capri ja Shamaly [70] leidsid, et elektromagnetinteraktsioonis osalevad massiivsed spinn-%
viljadel on mittelokaalne ehitus, mida voib tdlgendada tdhenduses, et spinn-% viljad ei ole
elementaarsed; mittelokaalsuse probleemi mainisd ka Johnson ja Sudarshan. Mittelokaalsuse
kiisimus viib {ihe tdlgenduseni, et elementaarseid kdrgema spinniga osakesi ei saa olla ning tegu
on komposiitosakestega. Teatud mééral toetavad seda seisukohta katseandmed, sest seni pole
elementaarseid korgema spinniga osakesi leitud, kuid tegu ei ole pohimdttelise kdrgema spinni

voimalikkuse vélistamisega.
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Rarita-Schwingeri teooria vastuolusid on piiiitud lahendada erinevatel viisidel, siin esitatud
variandid pdhinevad allikatel [[71,|72]. Uks viis, nagu juba mainitud, on elementaarsete spinn-%
osakeste olemasolu ideest loobumine, tuginedes néiteks mittelokaalsusele voi senistele eksperi-
mentaalsetele andmetele (0igemini, nende puudumisele). Siiski see ei pruugi olla tdiesti rahuldav,
sest ilma pohimotteliste toketeta voi keeluteooremideta ei ole voimalik absoluutse kindlusega
vilistada korgema spinniga osakeste olemasolu. Tuginedes spinn-% osakeste vilistamisel mitte-
lokaalsusele, joutakse omakorda kiisimuseni lokaalsetest véljadest ja osakeste elementaarsusest.
Seega voib-olla fundamentaalseim kiisimus on kdrgema spinniga osakeste olemasolu vdima-
likkuse kiisimus, mitte vastuolude tekke pohjuse probleem, kuid sellele vastamine nduab kas
eksperimentaalseid fakte vi teoreetilisi tulemusi'|

Vastupidine suund on piitid moodustada kooskdlaline kdrgema spinni teooria, piirdudes
kasvoi spinn—% juhuga. Selliste teooriate loomisel on katsetatud mitut varianti. Néiteks vOib
ptitida lisada vabadusastmeid spinn-% teooriasse, nditena voib tuua A/ = 2 laiendatud super-
gravitatsiooni [73]], kus spinn-% osakeste leviku kausaalsust toetab gravitatsiooniline vastumdju,
kuid on tarvis Kaluza-Kleini seose kehtimine. Teine variant on niiteks lisada mitteminimaalseid
kalibratsiooniinvariantseid litkmeid interaktsiooni, kasutada mitteminimaalset asendust.

Ldpetuseks tuleb veel delda, et Rarita-Schwingeri teooria ei ole ainuke kdrgema spinni teooria
voi viis korgema spinni késitlemiseks. Juba Rarita ja Schwingeri viitavad Fierzi ja Pauli teooriale
[24], Velo ja Zwanziger nimetavad Rarita-Schingeri lainefunktsioonide korvale veel [|74,|75],
mis on seotud Bargmann-Wigneri teooriaga [76] ning veel v3ib tuua vilja [[77,78]]. Pohjalikum
ilevaade korgema spinni teooriast on antud néiteks artiklis [[79]] (mis kirjeldab ka enamlevinud
probleeme) voi Opikus [80]. Samas on mone teise teooria kasutuselevotu asemel voimalik ka
Rarita-Schwingeri teooriat parandada. NKR formalismi [81] on juba mainitud [32]] tulemuste
osas, kuid vdib mainida veel diinaamiliste vastasmojude teooriat [82}, 83]].

On ilmne, et kdrgema spinni teooria osutub oluliselt keerulisemaks kui tuntud aine ja ele-
mentaarosakeste teooria ning vajab teoreetilist korrastamist, millele saaks kaasa aidata eksperi-
mentaalne tugi, kui avastatakse sobivaid uusi osakesi. Senised tulemused juba vihjavad korgema
spinniga osakeste eksootilistele omadustele, kuid selle tdepirasus vajab kinnitust, eriti kuna
Rarita-Schwingeri teoorias on sisemised probleemid. Nende vastuolude tipne mdju praktilistele
flitisikalistele tulemustele vajab uurimist, kuid seni on nad juba piisavad, et olla ettevaatlik

tulemuste digsuse hindamisel.

IFiiiisikaliste teoreetiliste tulemuste rangus ja kehtivuspiirkond absoluutses mdttes on omaette kiisimus ning

skeptiline suhtumine ei pruugi alati olla sugugi mitte {ileliigselt ettevaatlik.
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Kokkuvote

To0s leiti Rarita-Schwingeri spinn-% teooria Comptoni hajumise kirjeldus, s.o diferentsiaalse
mojuristldoike jaotus iile ruuminurga ja tdismojuristloike jaotus iile algfootoni energia. Tule-
mused osutusid eksootiliseks, aga kooskdlaliseks varasemate uuringutega |32}, 40]]. Tulemuste

funktsionaalsed kujud vdeti kokku ja graafikud joonestati peatiikis

Rarita-Schwingeri teooria arvutused puu tasemel Feynmani diagrammide jaoks osutusid sar-
naseks Diraci spinn—% teooria meetoditega. Lagranziaanipdhise analiiiisi jargi kirjutati Feynmani
reeglite postuleerimiseks RS lagranZiaani tensori pohjal RS propagaator ja verteks, Feynmani
diagrammide vilistesse joontesse kirjutati viljasid kirjeldavad objektid (vektorspiinorid voi
polarisatsioonivektorid). Lisas esitati pikalt propagaatori avaldise tuletamisskeem, verteks
loeti minimaalse asenduse teel saadud interaktsiooniliikmest vilja. RS lagranziaanis esineva
parameetri A kdrvaldamiseks kontrolliti lagranziaani invariantsust tuntud punktteisenduste suhtes
Delgado-Acosta ja Napsuciale [[32]] lagranziaani faktoriseeritud kuju abil. Kamefuchi ef al. ek-
vivalentsusteoreemi [3 1] tottu on seega pohjendatud mistahes sobiva A véartuse valimine, mis
lihtsustas arvutustood méargatavalt. Feynmani reeglid postuleeriti arvutusteks vajalikus ulatuses
lagranziaanipohise analiiiisi ja spinn-% vilja analoogia pohjal. Otsesed arvutused RS teoorias
osutusid liiga keeruliseks ilmutatud arvutusteks, mistottu need teostati siimbolarvutussiisteemis
FORM.

Ilmnesid olulised erinevused Diraci spinn-% ja Rarita-Schwingeri spinn-% teooria Comptoni
hajumise kirjelduse vahel. Kuigi pohilised arvutusmeetodid (Feynmani diagrammid, Diraci jilje
tehnika) olid sarnased, siis Rarita-Schwingeri teoorias kasvas avaldiste keerukus olulisel mééral
(spinn-% teooria jélgavaldises kuni umbes 40 liiget, Rarita-Schwingeri teooria jilgavaldises
umbes 23 000 000 liiget). Mojuristldike jaotuses kirjeldas erinevust iileminekutdenidosusega
seotud liige, milles samuti véljendus keerukuse kasv. Diraci teooria mojuristldike jaotuse on
voimalik viia kujule, kus ilmneb ainult suhe 10pp- ja algsagedustest %, kuid RS teoorias esinevad
need suhted kdrgemas astmes ning koos teistsuguste astmekombinatsioonidega nagu ww'” jne.

Molemad teooriad andsid sama madalaenergialise Thomsoni piirjuhu, kuid kui Diraci teoo-
ria ennustab spinn-% osakeste tdismdjuristldike vahenemist langeva footoni energia kasvades,
siis Rarita-Schwingeri teooria ennustab spinn-% osakestele tdismojuristloike kasvu kiirusega

O(w?). See on anomaalne tulemus ja mérgib hajumise suurenemist footoni energia kasvul. Sama
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viljendus ka diferentsiaalse mojuristldike jaotuses: esialgu andsid mdlemad teooriad sarnase
madalaenergialise kéitumise, kus (laboratooriumi taustsiisteemis) tagasihajumine vdhenes, kuid
kui Kleini-Nishina valem ennustab spinn—% osakeste mojuristldike koondumist algse footoni
litkumise suunas, siis Rarita-Schingweri teooria ennustab, et hajumine suureneb kdigis suundades
alates teatud vairtusest, s.o tOkestamatult suureneb nii ette-, kiilgedele kui ka tahahajumine.

Rarita-Schwingeri teooria rakendamine prootonite Comptoni hajumisele A*-resonantsi piir-
konnas ebadnnestus katseandmetega kooskdla puudumise tottu. Kiisitav on nii RS teooria digsus
kui ka elementaarsete osakeste teooria rakendatavus komposiitosakestele. Madalaenergialise
piirjuhu korral voib tildiselt olla kooskdla katseandmetega parem, kuid sel juhul ei eristu selgelt
Rarita-Schwingeri teooria ennustuste omapéra spinn-% teooriast.

Rarita-Schwingeri teooria tulemuste kehtimise korral on elementaarsed spinn—% osakesed
elektromagnetinteraktsioonis eksootiliste omadustega. Kuna Rarita-Schwingeri teooria on
sisemiste vastuoludega, siis ei ole digsus kindel, olgugi et ta on néiteks kvalitatiivselt Iihedane
NKR formalismi Comptoni hajumise kirjeldusega [32]]. Vaadati iile peamised ja tuntuimad vastu-
olud Rarita-Schwingeri teoorias, s.0 Velo-Zwanzigeri (kausaalsuse kadu) ja Johnson-Sudarshani
(antikommutatsiooniseoste mitte-positiivselt méératus) probleem. Neil probleemidel on iithine
algus vabadusastmete kaos ning nad tuleb koigi eelduste kohaselt tdpsemast spinn-% (ja korgema
spinni) teooriast kdrvaldada.

Sellega on sisse juhatud tee tdpsemate korgema spinni teooriateni, mis voivad pohineda
Rarita-Schwingeri teoorial. Rarita-Schwingeri teooria saab olla baas, millest lahtuda kaasaegsete
kdrgemate spinni teooriate tundma dppimisel, ja ta saab olla eri teooriate vordluse ldhtepunkt.

T606s jouti uurimisprobleemi pohitulemusteni, kuid on voimalik jétkata analiitisi edasi. Praegu
on arvutatud ainult puu tasemel diagrammid, kuid voib olla tarvis késitleda ka kdrgemat jarku
parandeid (radiatsiooniparandeid). On vdimalik, et korgemat jérku parandid muudavad Rarita-
Schwingeri teooria ennustusi spinn-% osakeste Comptoni hajumise jaoks, kuid varasemad tule-
mused ja hdirusteooria olemus lubab arvata, et juba madalaimat jérku hiiritusteoorias on leitud
peaosa hajumise kirjeldusest. Kdige olulisem t66 arendus on Comptoni hajumise kirjeldamine
teooriates, kus Rarita-Schwingeri teooria vastuolud on kdrvaldatud. Uks variant jitkuteooriaks
on néiteks diinaamiliste vastasmojude teooria 82} 83]].

Elementaarseid spinn-% osakesi ei ole avastatud, kuid teooria juba voimaldab ennustada
niisuguste osakeste potentsiaalset kditumist. Rarita-Schwingeri teooria ennustab eksootilist kéi-
tumist, mis on tdiesti erinev seni tuntud Comptoni hajumisest. Teoreetiliste tulemuste olemasolul
jaab jargmiste tulemuste véljatodtamise ja fiilisikalise maailmakisitluse siivendamise kdrvalt iile
ainult oodata eksperimentaalseid andmeid, antud juhul elementaarsete spinn-% avastamist, kui
see kunagi juhtub — senised tulemused aga pakuvad spinn-% osakestele vilja viga unikaalsed
omadused. On tarvis jétkata t66d, et kas vilistada selliste osakeste olemasolu voi vastupidi —

avastada sellised ilmingud.
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Lisad

A. Kokkulepped

Kasutusel on Minkowski meetrika
g = diag(1,—-1,-1,—1). (A.1)

Gamma maatriksid on Diraci esituses,

o_ (L2 O i [0 @ (A.2)
gl 0 _1,) "=l o) :

kus N-jarku iihikmaatriks on 1 5 ja Pauli maatriksid
10 (A3)
o3 = . .
o 4

0 1 0 —2
01 = ) 02 = . ’
10 1 0

Uldjuhul on jietud ithikmaatriks vilja kirjutamata. Tema olemasolu méiratakse iimbritsevate
litkkmete pdhjal, et tehted oleksid lubatud.
Nelivektorid on esitatud tavalises kirjas, kolmvektorid paksus kirjas. Vektorite skalaar-

korrutised on esitatud korrutamistdpiga,

guat't’ = a"b, = a-b. (A4)
Koikjal, kui ei ole teisiti margitud, on kasutatud Einsteini summeerimiskokkulepet kahes
tahenduses: ,
Cbubu = Z Cl'ubu, 14,.8z = Z Asz (AS)
pn=0 7

Kreeka tdhtedega téhistatakse summeerimist iile kdigi aegruumi koordinaatide, indeksid 0 kuni
3, ladina tdhtedega ainult iile ruumikoordinaate, indeksid 1 kuni 3. Summeerimine iile korduvate
alaindeksite (teine juht) véljendab maatrikskorrutamist ning siis on mdeldud, et summeerimisrajad

on maatriksite modtmete jargi madratud.
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B. Jalgede arvutusvalemid

Tr(y") =0,
Tr(v#7") = 4¢"
Tr(v:7"9") = 0,
Tr(v*9""y7) = 4(9""9” — 979" + 9"79""),
Tr(%v 7yPy7) =0,
Tr(y**...4*") =0, kuin on paaritu,
Tr(yyy‘“ .y*") =0, kuin on paaritu,
Tr(y"t . Afn) = gt Te(y gt — g™ Tr(yf 2yt )+

+ gMHBA Tr(H2 ks o) F L PR Tr(yH2 Lyt

4Tr(F(n)fy5) — Z(_l){ui} Tr(r(n)muzugm;) Tr(y# 2yl
{pi}

Tr(¢p) =4a - b,
Tr(1,) =4.
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(B.1)
(B.2)
(B.3)
(B.4)
(B.5)
(B.6)
(B.7)
(B.8)

(B.9)

(B.10)
(B.11)



C. Spinn-% teooria jalgede arvutamine

C.1 Jilgavaldis | M, |* jaoks
Avaldises 3) vaib jélje
Tr(...) = Tr [(p + bk + me)y,(p + me)y" (p + Bk 4+ me)y (Ff + me)y”] (C.1.1)
arvutada ilmutatult kdik sulud avades. Sel juhul (jittes alles ainult jéljed, mis ei taandu)

Tr(...) =Tr((p + hk + me)(—=2p + 4me) (p + bk 4+ me) (=2 + 4me)) =
=ATr((—pp +pmc  —fkph  + 2kmch + 2m?*c?)
(—pp +2pme —kph +2kmch —pme +2m>c?)) =
=ATr(pppy + ppkp'h — 3pp'm>c® + fppy' h + kpkp' b* + 4fpm>Ph + 4ffm®h* —
— 4fp'm*h+ d4mch).

Arvutada tuleb tliksnes neli mitteilmset jdlge. Antud juhul

Tr(pppﬁ/) = 4p/1«pl/ppp;.(g/“/gpa — gupgl’g + guo'gyp)

=4(p-p)p-0)—(-p)p-p)+ @ -p)(p-p)) =4m*3p-p,
Tr(ppky) = 4l(p-p)(0' - k) — (- K)(p- D) + (p- k) (p-p)] = 4m>p - k
Tr(fppy) = 4lp-k)p-0) — (- F)(p-0) + (p-p) @ - k)] = 4m*p’ - k
Tr(kpkyp') = Al(p- k)0 k) — (k- k)@ -p) + (p- k) - k)] =8(p - k)(p' - k)

Asendades tulemused sisse, saab ileminekutdendosuseks

64mia?
T =y o e b —sn o b
+2R(p- k)(p' - k) + 4m? C2ﬁp-k—4m2c2hpl~k+4m4c4):
6471202 » ) , » . 2 I
:—hz(p k(;z[élmc —2m°c’p-p +4m°c*hp - k —2m°c*hp - k + 2h (pk)(pk)]

(C.1.2)
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C.2 Jilgavaldis M; M, jaoks
Uleminekuamplituudide kombinatsiooni M?* M, jaoks on tarvis arvutada jilg
Tr(...) = Tr[y*(p + Bk + me)y” (' + me)yu(p — BE + me)y, (p + me)]. (C.2.1)
Vajalikud on gammamaatriksite seosed
VY = =29, VA = 49", VA AN = =297 (C22)
Avades koik sulud on jélgavaldis

Tr(...) =Tr(y*(p + Wt + me)y” (p + me)yu(p — b + me)y, (p + me)) =

=Te((VWpy Pvn + APy eme + A B Pk A R emeh AR P yeme Aty yum® )
(Prp + prvme — ¥ vnph — ¥ yumch + Yopme +ywm?c?)) =

=Tr((—2¢'v"p  +4p"mec  —2¢'v"kh  +4k"mch 4+ 4p'"mec - 2v¥m?2c?)
(Prop +prme  —Kywph  —Fymch  +ypme  +ymie)) =

=Tr(—sppm*e®  Zmpmic’ +8ppp-KOh TEptRamct  Tapppme A4yt
Fpppc +appmict  Appmch — 4 pmiSn +appmiS Papeic
—8pp(p-k)h  Bpttp—omch  +8y'p(k - k)h?  AEPG—emel”  Fapgmch  + 4 kmPch
T h +apfmicn = ch — A Fm2cPh2 +4fpmP3ch THEECh

Tappgmc  Happmic’ —dfppmch —af'pm?cch  +ap’pmPc®  Fapec

b Bpedt - afpntdn SIEE Tweed - smid)
=32(p - p)(p- k')h —32(p- k" )Ym?c?h — 32(p" - p)(p - k)h + 32(p" - p) (K - k)h* + 16(p" - k)m®c*h + 32(p - k)ym?c*h—

—16(k" - k)m2c?h? — 16(p’ - K )m2h+16(p’ - p)m2c? 4+ 16mic* =
=32(p’ - p)(p- kYA —16(p - K" )m2c2h — 32(p" - p)(p - k)l + 32(p" - p) (K’ - k)h% + 16(p - k)m2c*h—
—16(p" - p)m2 + 16mict + 16(p’ - pym2c® + 16m*ct =

=32(p" - p)(p- (K — k))h+32(p" - p)(p- k)h — 32(p" - p) (1’ - k)h — 16(p - K )m*h + 16(p - k)ym*c*h + 32m*c* =
=32(p" - p)(p- (k' —k))h = 32(p" - p)(p- (K — k))h* —16(p - K )m*c*h + 16(p - k)ym?c*h + 32m*c* =
=32m*c* — 16(p - K" )m2c2h + 16(p - k)m2c?h.

Seega tulemus on

647r2a§
R2(p-k)(p-K)

MMy = MEM, = (=2mict + m2chp - K —m*Php - k). (C2.3)
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D. Faasiruumi integreerimine

Kahe osakesega 10ppseisundis on faasiruumielement

= dgpf c? 45(4)
dPS, = (}];[1 (27Th)3 2E(pf) (27Th) 1) (pA +pB — pr), (D.l)

Siin p; = p’ ja po = hk’. Cauchy teoreemi abil
d3p/ 02 d4p/ ) 5
2rh) 2B () = (QWh)4(27rh)cc5(p' —m°c?). (D.2)

Selle asendamisel faasiruumi saab

dgk/ CQ / / / /
dPS, = @) 2E(K) d*p’ (27h)cd (p? — m*c?)oW (p + hik — p' — hE)). (D.3)
Integreerimisel d*p’ jérgi, on
&K "2 2 2

kus veel E(K') = h|K'|cjap’ = p+ hk — hE'.
Kolmemddtmelise integreerimise jaoks tuleb minna iile polaarkoordinaatidele
4k = |K'[*d|K'| dp d cos(h) . (D.5)

Samal ajal Diraci deltafunktsionaali argument on

(p+ hk — RE')? — m2c® =(p,p) + PP’k -k + A°K' - K + 2hp - k — 2hp - K — 2%k - k' — m?c® =
=2hp -k — 2hp - k' — 20%k - k' =
=2h(melk| — 0 -k —mc|k'| +0- k') — 2h*(|Kk||K'| — |K||K'| cos(f)) =
=2mch(|k| — [K'[) — 2* k[ [K'[(1 — cos(0)),

(D.6)
kus on kasutatud tuntud seoseid (1.4.5) ja nelivektorite skalaarkorrutised on kirjutatud pikalt
lahti, s.o kui a* = (ag,a), V" = (b, b), siis (a,b) = a*b, = apby — a - b. Kolmvektorite
skalaarkorrutis on a - b = |a||b| cos(f). Lainevektori kontravariantsed komponendid ise k* =
(|k|, k), k" = (|JK'|,K’), neliimpulsi jaoks on p* = (mc, 0). Seega

aps, = [KIdIKIdodcos(6) & s en(k| — K]) — 262Kl [K|(1 — cos(6)). (D.7)
(2m)3 2h
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Edasi saab faasiruumist eemaldada kas cos(#) voi |K’|, mis oleneb sellest, kas parajasti mdddetakse
footonite lainepikkust voi suunda peale hajumist.

Lainepikkuse mddtmisel eemaldatakse cos(6). Deltafunktsionaali argumendiks v3ib kirjutada
funktsiooni fi(cos(#)). Uldjuhul kehtib

1 1
kus z; on f(x) nullkohad. Praegu on nullkohad
1 1

Muuhulgas on see Comptoni valemi \' — A = Z-(1 — cos(f)) teine kuju. Seega kasutades
deltafunktsiooni omadust

d(f1(cos(0))) = mé <cos(9) —1+mc (%kﬂ — ﬁ)) . (D.10)

Sel juhul deltadistributsiooni abil integreerides iile cos(6) ja ¢ saab

dK| ¢ 2rnh
dPS; = — . D.11
*7 (27)2 2R 2R2[K] (D.11)
Integreerimine {ile vaatlemata nurga ¢ andis lisateguri 27. Seega jaotus |k'| jargi on
dPSQ 02
= : D.12
dik|  8nh?[K| ( )

Polaarnurga modtmisel eemaldatakse |K'|. Sel juhul tuleb kirjutada deltafunktsionaali argu-
mendiks f(|k’|), mis on (valemi pohjal)

1

Y , mc|K|
Ok D) = S T oK1 = cos(@))” (’k| T e+ AIK|(1— cos(e))) (D-13)

ning analoogiliselt saame peale lihtsustamist

2
dPs, mc|K| | (D.14)
dcos(f) 4w 2h(mc + h|Kk|(1 — cos(6)))?

Tihti antakse mojuristldike jaotus lile ruuminurga. Sel juhul tuleb jétta iile asimuutnurga integ-

reerimata, s.o
do 1 do

dQ  2rdcosf’
Erinevus on tliksnes konstantses kordajas.

(D.15)
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E. Rarita-Schwingeri teooria

tuletuskaigud

E.1 Lagranziaani invariantsus

LagranZiaani voib anda faktoriseeritud kujul

Ly = cV"K,,(p, A)V”, (E.1.1)

kus
K (p, A) =paT,°, (A) — mcB,u,(A), (E.1.2)
Thaw(A) =guYa + A(Vuar + Guatv) + %(SAQ + 24 4+ 1)y, (E.1.2b)
B (A) =g — (3A% + 3A + 1)y, (E.1.2¢)

Esituse (E.1.1]) kehtimine on ilmne, ndidatav otsese asenduse teel. Invariantsuse nditamiseks on

kasulikum faktoriseering

_ A A
Ly=cV"R,, (§> K7 (p,0) Ry, (5) 1A (E.1.3)
Selle toestamiseks voib esmalt pdhjendada, et
A A
Ry, (E)T”“"(omw (5) =1, (A), (E.14)

mille jaoks

A po 1 PN O A
gup“—E%ﬂ/p g +§’77 Y gau"’E’Ya'VV =

o . O 1 a_ o A A o _. a_ o A
=\ 97"+ 5% ) { 9o + 50w | + 5(’m Y+ 299 Y) | Gou + SN ) =

A (07 1 (0% (e}
=Y G + A0y — WY W 5% N Ay vt
o A @ A2 (e 2 « @ 2 @
+ Av.00 — =7 + =Y — A% Y + Ay + 24A%,0 Y =
2 2

1 (07 (07
=gu7" + A(7.00 + (53%) + 5(3142 +2A+ 1)y, = T, (A).
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Sarnasel viisil saab néidata, et

()50 (2) = Bt e

Selleks
A . - A
(gup + 57#79) (gp - Pypﬂy ) (gay + 570’71/) =
2 2 2

A A A
:(6Z - Vﬂf}/g) (gg’/ + _7‘7%’) + _(%70 - 47#70) (gm/ + _707V> =

A A
=G+ 30 = Ve = 2A% % + 5 + Ay = 24y, — A4y, =

=g + (347 + 34+ 1)v,7, = B (A).

Sellega on néidatud, et faktoriseering (E.1.3)) on tdepoolest dige.
Invariantsuse nditamiseks punktteisenduste (2.2.3)) suhtes tuleb asendada

o A—2a \ ., A—2a \ o, "
£0 =c¥ R)\ (G)Rup<m>lc (p, O)RUV(2(1+4Q)>R H(CL)\I/ . (E16)

Voib niidata, et

wona(53) . (2).
(e o a-(2)

Modlemad pdhjenduskéigud on tdiesti analoogilised, vaib néiteks valida

(E.1.7)

A—2a A—2a
Mla)R,,| ————— ) =(& H S —— =
R, (a) “p(2(1 +4a)) ( A T any )<9up + 2(1 +4a>%ﬁp>
N A—2a N N 2a(A — 2a)
= _— Qa _— =
P T o[ ga) M TN T T T gy e

A —2a+2a(1+4a) + 4a(A — 2a)

~9et 2(1 + 4a) e =
A —2a + 2a + 8a® + 4aA — 8a?

—9 2(1 + 4a) e =
A(1 4+ 4a) A

=9 t+ m%% =Gr T+ 5 M-

Peale sobivat indeksite timbertéhistamist joutakse uuesti faktoriseeritud kujuni (E.1.3). Seega
RS lagranziaan on tdepoolest invariantne punktteisenduste (2.2.3)) suhtes.
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E.2 Propagaatori arvutamine

Voib esmalt anda moned ilmsed kombinatsioonid,

PP AP =VPIBY — (P + 2p(Py)
Yy =20M" = vty
Y =3B+ (PP + VBIPE + (P,
P =pIVIB) + (B

(E2.1)

Nende avaldiste abil on voimalik avaldada lagranziaani liikmed:

(p — Mg =(p — mA(P*?) + (P{) 0 + Py,
A(yupy + W) =APVBIPy ) — (P ] + 2Py )}
%(3/12 + 24+ Dyupre =(34% + 24 + DPVB(P ) + (Pog D] — —(3A2 +2A4 4 Dp-
A(BP )+ (Poh )y + VB[(P 1/2>,w (Py{ )]}

(3A% + 34 + Dymeyy, =342 + 34 + V)me{3(P*) 1 + (Pog v + V3P ) + (P )]}
(E2.2)

Tehes asendused vaba vélja lagranziaani tensorisse, saab arendada tensori projektsioonioperaa-

torite baasis. Peale lihtsustamist joutakse kujuni
A =— me(PYP)y PPy (E2.3)

+ (942 + 9A + 2)me(PP) — (

+ BA(A+ L)me(Py* ) + (

+ V3(3A2 434+ Dme(PH™ — V3 (

+ V33424 3A+ Dme(Ry{)"™ + V3 SAT 24+ —)p(PQF)W.
Jargmisena vOib arendada propagaatori projektsioonioperaatorite baasis,

G — Kl(P?)/Q)/J,V —|—K2p(P3/2)lw +L1(P1/2)/w +L2p( 1/2)/w —|—M (Pl/Q)HV+

FMap(Pyg”)™  +NUPY - Nop(PY OBV +O0up(Py]* ).
(E.2.4)

Siin K, K5, ... on reaalarvulised konstandid, pon toodud ilmutatult vilja.

Propagaator peab vaba vilja lagranZiaaniga korrutamisel andma (Ay),,G* = d,,. Antud

arenduse eesmérk on saada vorrandisiisteem propagaatori tundmatute konstantide arvutamiseks.
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Korrutades lagranziaani tensori ldbi arendusega, saab peale lihtsustusi

(R0),up G =(—mek + Kop?)(PY/2), + (~mek, + m)puﬁﬂ)z
[(9A% +9A + 2)mcLy — ( A2 +3A+ )L2p +

+V3(34% + 34 + 1)mcO; + \f( A%+ 24+ )Ozp (P

[(9A2+9A+2)mcL2—( D42 1344 )Ll—

— V3(3A% + 3A + 1)mcO; — \/3( A% 424+ )Ol]p(Pl/Q)u

3 3
3
£ VB(3A% 4 34+ DmeNy — VB A2 +24+ )N2p (P,
3
[3A(1 4 A)meMs + ( 3 42 + 34+ )Ml—

1
—V3(3A% + 3A + 1)meN; + \/3(—/12 + 24 + f)Nl]p(lef)Z
(E.2.5)
[(94% + 9A + 2)mceNy — (5 Y42 1344 )ng +

(P

+\f(3A2+3A+1)mcM1+f( 542 oAy v

2

1
YNy —
)V

3 1
~ V3342 + 34 + 1)meMy — \/§(fA2 + 24+ 5)Mip(PY);

(947 + 94 + 2)meN, — (%A2 4344

[BA(L+ A)ymcOr + (5 SA2 344 )ng +
+V3(342 4+ 3A + 1)mcL; — \/5(7142 F2A+ - )Lgp (P,
[BA(L + A)meOs + (5 SA2 4344 )01—

~V3(34% + 34+ meLy + V3(3 SA2 404+ )Ll]p(ngz)u

=3y, = (P¥)), 4+ (P)) + (Pad)

Propagaatori arvutamise eesmargil voib kisitleda projektsioonioperaatoreid soltumatutena. Sel
juhul on saadud vdrrandisiisteemi 10 tundmatuga K, Ko, ..., Os ja 10 vorrandiga, mis jaguneb
soltumatuteks alamsiisteemideks { Ky, Ko}, { L1, Lo, O1, O2} ja { My, My, N1, No} jaoks. Kons-
tandid K, K5 on otse miidratavad, kuid iilejddnud konstandid on suurte vorrandisiisteemide
osad. Siiski on siisteem lahenduv, olgugi et mahult {ileliigne ilmutatult esitamiseks (vastus on
kittesaadav ka arvuti meetoditega), ja tulemus on

mc

Ky =— 2.2

p? —m2c
1

Ky =———
2 — m2c2’
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A(1+ A) 3A2+3A+1

Ly =

~me(1+24)% ! T VBme(1+24)?
L= (1+ A)? Ny — — (14 A)(1+3A)
2m2c2(1 4 24)2° 2v/3m2c2(1 4 24)2’
M1:_9A2+9A+2 1:3A?+3A+1
3me(l 4 2A)%’ V3me(1 +2A)2
9A% + 64 + 1 (14 A)(1+ 3A)
My = 9 =

© 6m22(1 4 24)2 C2v3m2e2(1 4 24)2°

Need on tdepoolest tuntud propagaatori arenduskonstandid (konstantide tédpsuseni, mis on

osaliselt konventsiooni kiisimus), seega (2.3.4)) on tdepoolest dige propagaatori avaldis.

E.3 Uleminekuamplituudide teisendamine

E.3.1 Verteksi ja propagaatori adjungeerimine

Verteksi adjungeerimine on otsene:

T v Z v v v v
Y = — ﬁqvohwp%g“ — (07" 19 + 707" 709™) + Y07 Y007 Y00 Y0l 10 =

i (E.3.1)
= — ﬁthgﬁw _ (,yugpu + 7z/gpu) 4 VV’YPVM] — TPk
Propagaatori jaoks saab kirjutada analoogilise tulemuse:
G" =—y|g™" — 1%7“70707’”70 . (Yo" v0P” — 07" v0p") — Pt
3 3mc 3m?2c?
ih(Yopyo +me)
T _m2e To =
1 1 2 ih(p + mc)
— v AV~ UV AV vV, .
{g 37 = 5 (0" =) = 5D PRy

Et tuua kordaja (f + mc) uuesti ette, vdib kasutada ira, et

VP =297 =yt = 297 = 2p" 4y,
(Y'p" =" )p =" — p'p") — p(V'p" — V") = p(y " —AMp").

Seega
G plg — 17”7“ — (" = MY) - Pt |+
p? — m2c? 3 3mc 3m2c?
+g(7“p“ —"p") + me g™ — 17”7’* . (Y'p” —"p") — . p"p"
3 3 3me 3m2c?

ih(p + mc) 1 1

- _ VI A Val T A vl | = —QGQVH.
PRy {g 37" = 5= (P =) = 5P 1

(E.3.2)

Sarnaselt verteksiga adjungeerimine vahetab indeksite jarjekorda.
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E.3.2 Uleminekuamplituudide kombinatsioonide ilmutatud avaldised

2
M|
2m? - 5
My [? =2 Tr [P Gy, (p + BE)D NS o (p))TP2722 Gy, (p + HE)
F#2p2a2Aa+2a1 (p)gp1p29¢71a2] =
222
_ q
h2(p - k)?

Tr { [,ypl gu1a1 _ (,.)/Mlgpl()él + 7019P1M1> + "Yal’Ypl 7#1]

(p + bk +mc) |:g,u11/1 - éwml - ﬁ(m (Puy + Bkuy) = Yoy (Ppy + Py ) —
gz + )+ )

(17977 = (g7 4 g7 gy

(¢ +me) [gﬁl@ - %wl Vo2 — ﬁ%% - ﬁ(’mlp’@ - 'Y,sz,/gl)]

(172977 — (12722 + 42g7282) 1 ey

(p + hf +mc) [gym - é%ﬂm - ﬁ(m (P + Pkpy) — Yo (Pry + Py ) —

2
- W(Pug + hkuy) (Ppy + hkm)}

[YP2gh2a2 — (yH2gP292 4 402 gP2H2) o yli2P2,02]

1 2 1
(]/? + mc) |:9062061 - g'Yaz'Yal - Wpazpm - %(7052])061 - 'Yalpaz)] 9p1p290102}'

(E.3.3)
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S T[T Gy, (p 4+ BT A ()T Gy (p = )

p2p2a2 A+ _
F Aozzoq( )gP102gp201] -

2.2
2w ag

CRp-k)(p- k)
Tr { [,yplgﬂloél _ (,y#lgplal + ,}/algm#l) + ,yal,ypl,yM]

1 1

§’Yu1'7u1 - %(')’m (pm =+ hkm) — M (pm + hkm))_

(p + Bk + me) {gmm -

2
- m(p,ul + hkm)(plﬂ + hkvl):|

[701951111 _ 519011/1 +7V190151)+7V1701751}
(

/ + mc) _ 1 _ L / / 1 / /
P 98182 — 3B V82 — 333 P8P — 3 (V1P ~ V5Dpy)

,},02952V2 52 q72"? +7V290252)+762,7 2,>,V2}

/ 1 1
(P hE +mc) [91/2#2 - 571/27#2 - %(71/2 (Pus — hk:ﬁg) ~ Yoz (Prg — hklljg))_
2
~ groaza e — WAL )0y = )]
[7929#20&2 _ (,yuzgﬂQOéQ + ,YOZQ gP2M2) + 7#2 702,70&2]

1 2 1
(p + mc) [ga2a1 - g’Yaz'Yal - mpazpm - %(%zzpal - '7a1pa2)} Ipro29p201 }

(E.3.4)
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F. FORM

F.1 FORMi progammi algkood

Symbol m, q;
Vector pl, p2, kl, k2;
Index ul, vl, al, bl, r1, sl, u2, v2, a2, b2, r2, s2;

On ShortStatistics;

Local Ml =

(g (1,r1)*%d (al,ul) — (g_(l,al)%d (rl,ul) + g (1,ul)xd (rl,al)) +
g (l,al,rl,ul)) =*

(g (1,pl)+g (1,k1) + m)*(d (ul,vl) — 1/3%g (1,ul,vl) —
1/(3xm)*(g_(l,ul)*(pl(vl)+kl(vl)) — g (1,vl)*(pl(ul)+kl(ul))) —
2/(3%«m”2) x(pl(ul)+kl(ul))*(pl(vl)+kl(vl))) =*

(g (1,sl)%d (vl,bl) — (g (1,vl)*d (sl,bl) + g (1,bl)xd (sl,vl)) +
g (1,vl,sl,bl)) =

(g _(1,p2) + m)yx(d_(bl,b2) — 1/3%xg (1,bl,b2) — 1/(3*m)=*(g_(1,bl)*p2(b2) —
g (1,b2)xp2(bl)) — 2/(3*m"2)*p2(bl)*p2(b2)) =*

(g (1,82)%d (b2,v2) — (g _(1,b2)%d (s2,v2) + g (1,v2)xd (s2,b2)) +
g (1,b2,s2,v2)) =

(g (l,pl)+g (1,kl) + m)*(d_(v2,u2) — 1/3%g (1,v2,u2) —
1/(3xm)*(g_(1,v2)*(pl(u2)+kl(u2)) — g (1,u2)*(pl(v2)+kl(v2))) —
2/(3+m"2) % (pl(v2)+kl(v2))*(pl(u2)+kl(u2))) =*

(g (1,r2)%d (u2,a2) — (g (1,u2)*d (r2,a2) + g (1,a2)xd (r2,u2)) +
g (1,u2,r2,a2)) =*

(g (1,pl) + m)*(d (a2,al) — 1/3%xg (1,a2,al) — 1/(3*m)*(g_(1,a2)*xpl(al) —
g (1,al)xpl(a2)) — 2/(3*m"2)*pl(a2)*pl(al)) =*

d (sl,s2)*d _(rl1,r2);

Local MIM2 =

(g (l,r1)xd (al,ul) — (g (l,al)xd (r1l,ul) + g (1,ul)*d (rl,al)) +
g (l,al,rl,ul)) =*

(g (1,pl)+g (1,k1) + m)*(d (ul,vl) — 1/3%g (1,ul,vl) —
1/(3xm)*(g_(l,ul)*(pl(vl)+kl(vl)) — g (1,vl)*(pl(ul)+kl(ul))) —
2/(3%«m”2) x(pl(ul)+kl(ul))*(pl(vl)+kl(vl))) =*
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(g (1,sl)*xd (vl,bl) — (g (1,vl)*d (sl,bl) + g (1,bl)xd (sl,vl)) +
g (1,vl,sl,bl)) =*

(g (1,p2) + m)*(d (bl,b2) — 1/3%xg (1,bl,b2) — 1/(3*m)=*(g (1,bl)*p2(b2) —
g (1,b2)xp2(bl)) — 2/(3*m"2)*p2(bl)*p2(b2)) =*

(g (1,s82)%d (b2,v2) — (g (1,b2)%d (s2,v2) + g (1,v2)xd (s2,b2)) +
g (1,b2,s2,v2)) =*

(g (1,pl)—g (1,k2) + m)*(d_(v2,u2) — 1/3%xg (1,v2,u2) —
1/(3«m)*(g_(1,v2)*(pl(u2)-k2(u2)) — g (1,u2)*(pl(v2)—k2(v2))) —
2/(3%m"2) %(pl(v2)—k2(v2))*(pl(u2)—k2(u2))) =*

(g (1,r2)*d (u2,a2) — (g_(l,u2)*d (r2,a2) + g (1,a2)*d (r2,u2)) +
g (1,u2,r2,a2)) =*

(g (1,pl) + m)x(d (a2,al) — 1/3%xg (1,a2,al) — 1/(3*m)*x(g_(1,a2)xpl(al) —
g (1,al)xpl(a2)) — 2/(3*m"2)*pl(a2)*pl(al)) =*

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

d (sl,r2)*d _(s2,rl);

Traced ,1;

.sort

Skip;

Local M2 = Mls*replace_(kl,—k2);
.sort

id p2 = pl + k1l — k2;

id k1.k2 = pl.kl — pl.k2;
id pl.pl = m"2;

id k1.k1 = 0;

id k2.k2 = 0;

.sort

Local M =

q 4/(16%(pl.k1)"2)*Ml +
9 4/(16%(pl.k2)"2)=M2 —

24q74/(16%(pl.k1)*(pl.k2))+«MIM2;

Print +s;

.end
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F.2 FORMiIi tulemused

784 8 _ o omict
M= | 2T +om 0 W) P K)? k)T
_ _omit 92 _ 32 B h
—S(p-k) 1(p'k/) ! K2 _871(17 k) 1(]? k/) _871(17 k) 1(]? k,)ngcg
40 _ K2 . om2? 92 N
+o7 (0 R0 K g 8- k)T —5 @ R k)T
496 K2 272 K3 32 Bt
Bty (SO VIS 2 k) p- kN2 -k (p- kD)3
q PR k) A R R) g (k) K)o
736 h 8 B 32 . h
+§(p'k‘)m +2*7(p k) (p- k)2 +8*1(p k) (p- k') 1@
272 B3 352 K2 40 ., K2
_ﬁ(p ' k)Q(p : k/)m666 +ﬁ( ’ k)2m4c4 +ﬁ(p ' k)3(p k/) 1m4c4
32 Bt 16 B3 omict
+871(p ’ k)g(p ’ k/) m8c8 +277(p ’ k)g mbcb +4(p ’ k/) 2 K2
202 736 I 352 K2
_ . k/ 71m c oY . k/ o= . N2
8(p- k') . < (p )m%g +51 (p- k) i
_277(1). k) m666] 167" ag,
(F.2.1a)
64 128 B3
|/\/11|2 = |64m*c! —g(P' k)(p- k/>h2 +77(P k) (p - k/)zmgcg
128 Bt 1792 B3
+=5- (- k) (p- k’)3m464 +64(p - k)ym*c*h -5 (- k) (p - H)—53
1024 Kt 2944 7552 Kt
7( ) k)z( /)2m4c4 7(19 : k)th —ST(P : k)g(P' k/)m4c4
512 Ko B3 3328 R
+T7(p : k)3(p : k/)2m666 +128(p : k)ngCQ _ST(p ’ k)4(p : k/) 6.6
1024 . Bt 512 5 h® 256 5 B0
T( k) mict —|—§(p-k:) (p- k/)mscg +?( k) mbcb
128 22
Tor k) ]h2(p-/<:)2’
(F.2.1b)
—_— 64 1792 B3
IMsf* = |64m*c? —g(p'k)(p'k/)hQ +T7(p‘k)(l)'k/)2mgcg
7552 ng B4 3328 B 512 g HO
g PR R A e R K)o g R R g
128 B3 1024 I 512 Ko
_oer ‘k2 k/ ‘k2 k/2 v ']{72 k/3
oY (p-k)=( )mgcg + (p-k)(p-k) oy S (p-k)(p-k) 6.6
12 12 4
oKy R kP K) s 6 K ymeh
2944 929 5 N3 1024 4 Bt
7(1?-16') h —128(p - k') " T( k) i
_256( e B ol
9 m606 ﬁQ(p‘ k/)2’
(F.2.1c)
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S 2560 1984 B3
MiMy = |64mic? +=—(p-k)(p- k)R ———(p k)P K)’—

81 81 m2c2
3328 ht 256 I
81 (p k)( -k )3m4c4 _W(p k)( -k >4m606 +32(p ' k)m c“h
1984 . B3 3584 ) o A 256 ng B
]1 (p k) ( 'k)mQCQ 81 (pk) (pk) mich +81 (p k)( ) mb6c6
128 3328 3 N Bt 256 Ny PP
448 5 I3 256 N R 128 4 h4
_ﬁ(p ' k) m2c2 +W(p k) (p k )m606 _?(p ’ k) mict
128 448 3
B CLN22 _Las 252 240, 3
32(p - K'Ym*c*h 81(;0 E'Y*h +81(p /{:)mQC2
—%(p-k’f s } 7T2a3 :
27 mictlh2(p-k)(p- k')
(F.2.1d)
Stimmeetrilisemas esituses summaarne keskmistatud tileminekuamplituud
642 h2 macd
2
= 196 — 124(p - k K — 162 F.2.2
IM|” = 31 { 96 (p-k)p- ) 6 (p-k)p-K) h? ( )
1 1 m2c? 1 1 mict
-1—162[ — } +81[ + }
(p-k) (p-K)] R (p-k)?  (p-K)?] B2
(k) (- k’)} [(p-k)2 (p-k/)z}
—-23 +6 +
{(p ZORPIY (p-k)>  (p-k)?
[k (k)| b o[-k (k)P R
Lo w) " oo e (p-k)  (p-k) [mict
h3
+683[(p K= (p-k)P(p- k)] 6
3y h
+8[(p- k) (p - K)* + (- K)*(p - K)] —5
/ h 2 AV h2
+184[(p-k:)—(p-k‘)]m262 +88[(p-k)*+ (p- k') ]W

h3
+12[(p- k)* — (p- K)°] }
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G. Diferentsiaalse mojuristloike

teisenemine

Diferentsiaalsete mojuristldigete jaotuste jaoks kehtib

do . do dQlab
dQcv  dap dQem”

(G.1)

Seega on seotud mojuristldigete jaotus kahes taustsiisteemis, kui on arvutatud tuletis dQ]“" . Voib

kirjutada

dQlab o dcos Qlab dSOlab . dcos elab (G 2)
dQcy dcosfoy dpen  dcosfen’ '

kus on siimmeetriakaalutlustel taandatud % =1.
Liikugu hajuv osake (footon) piki z-telge sihtmérgi suunas laboratooriumi taustsiisteemis.

Voib defineerida 4-vektorid osakese ja footoni jaoks

JOER E
pﬁlb:( p71b707070>7 péM:( péCM70707_pCM)7

E E
kﬁb—( k.lab O 0 klab) kgM :( kCCM O 0 pCM)

E £
nm k,lab ’ . / i k,CM / . ’
Ky = (T’ 0, kg S10 Oap, Ky €08 Ohap, |, K'oyp = — 0, kcpy sinbem, keyy cosOem |,

kus ilma priimita on tdhistatud algseisundis ja priimiga l0ppseisundis osakesi, k ei ole antud juhul
lainevektor, vaid impulsivektor, ja # on hajumisnurk. Stimmeetria tdttu voib vaadata hajumist
yz-tasandil.

Vaib teostada Lorentzi touke z-telje sihis, et minna iile laboratooriumi siisteemist massi-

keskme siisteemi. Tulemusena on

E E,,
Pl oM = ( pc’lab cosh, 0,0, ——2= fab s1nhx) = Py

E
kfn som = ( 10 cosh y — ki sinh v, 0,0, — — sinh y + ki cosh X) = kb

/ /

i ki lab p . ;.  lab
koM = ( . cosh x — ky,, cos 0 sinh x, 0, kj,, sin Oy, —

sinh x + ki, €0 Oy, cosh X)
= kllab
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Niilid saab lugeda vilja

E E
Pom = p,lab sinhy = — k,lab sinh y + ki cosh
c
ehk )
CRlab
tanhy = ————— (G.3)
Ep1ab + Ej lab
ja analoogiliselt
1 1 B, 1ab
kl — —k?/ . 0 — o ,la . h k’, 0 h
CM = Gin oy 1o STVl = et ( . SIho o+ Ry, €08 Gy COSY
millest T
tan oy = lab S11 Vlab G4)

E; :
k,lab /
——==sinh x + kj,, cos Oy, cosh x

Siit jatkates on vdimalik arvutada tuletis. Naiteks cos Oy jaoks voib arvestada, et cos arctan(x) =

\/117' Peale vordlemisi pikka arvutust, saab tulemuseks, et

dOus (_dcoseCM 1 )—1

dQcwm - df,  sin O

(G.5)

c

/ 2
[(k{ab C0S Oy cosh y — 2k ginh X) + k2, sin? Qlab}

E] )
k' 12ab (kfab cosh y — —= cos Oy, sinh X)
. ~ . . . . E/ , .
Valemit on vdimalik lihtsustada, sest footonite jaoks —== = k'jy, = r% Peale niisugust asendust,

on tulemuseks

wlw

dQup, [(cos O1ap cosh x — sinh X)2 + sin® 91ab]

= . G.6

dQcum cosh x — cos )}, sinh (G-6)
Antud hajumisprotsessi jaoks kehtib ka valem

= arctanh ———. G.7
X me? + hw G.7)
Nende teisenemisseoste abil on vdimalik siduda masskeskme siisteemi tulemused laboratooriumi

. . . _ 1 . . _ x

taustsiisteemiga. Kui arvestada, et cosh arctanh x = Tz )a sinh arctanh z = ot saab peale

lihtsustamist anda 10ppkuju

dQup,  (mc? 4 hw — hw cos Orap )
dQcn mc?(me? 4 2hw)

(G.8)
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