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Eessona,

Kidesoleva aasta kevadel ilmunud geomeetria dpperaamatu
~ esimene osa ,Planimeetria“ oli m#iratud peaasjalikult lithem-
ajaliste kursustega oppeasutustele. Et see raamat aga koige
oma puuduste peale vaatamata austatud ametvendade. poolt
dige soojalt vastu vdeti ja laialisema tarvitajate hulga leidis,
kui  kokkuseadmisel oli ette nihtud (terve trilkk octeti pool-
aasta jooksul #ra), siis korraldasin teise osa — ,Stereomeetria*
— laiemulatusega. Ei katsunud raamatut iihegi oleva 0Oppe-
kavaga kokku siduda, kuid usun, et ta rahuldab austatud
ametvendade poolt tehtud iihé ehk teise tdiendusega, isedranis
harjutuste suhtes, keskkooli tiielikult. Rahvakooli viimase
klassi jaoks, kus stereomeetria kursus liihedalt 1ibi minnakse,
on ta liiga tdielik, kuid raamatu sisu lubab siin tarvilisi viilja-
votteid teha. Uleliigsena voivad paista need osad, mis trigono-
meetriaga seotud, kuid oOpilastele peaks igas koolis antama
peale planimeetria kursuse lopetamise trigonomeetria alg-
moisted : see lihtsustaks nii monegi stereomeetrilise iilesande
lahendamise. Sellepirast kavatsen mahutada ' Planimeetria“
teisse triikki trigonomeetria eelkursuse.

Sirgjoonte ja tasapindade osas on toestatud nii monigi
teoreem, mis kuulub oma loomu poolest kergesttoestavate ehk
niisuguste teoreemide hulka, mida voib votia iseenesest aru-
saadavatena vdi anda Opilastele enestele toestada.

Allikatena olen tarvitanud peaasjalikult Dr. H. Lieber’i ja
F. von Liihmann’i ,Leitfaden der Elementar-Mathematik“ ja
Dr. H. Schwarz'i ,Stereometrie“; ainete erikaalude tabel on
voetud V, Piss’i ,Neljakohaliste logaritmide tabelist“, joones-
tused on Th. Ussisoo tehtud.



Enne triikki andmist vaaatas labi kisikirja lugupeetud
ametvend cand. math. J. Kiivet, kellele siinkohal selle suure
lahkuse eest siidamliku-téinu iitlen ja kes kisikirjale jargmise
otsuse kirjutas:

,P. Madisson’i stereomeetria kursus vastab oma ulatuse
ja vidrtuse poolest nii iildhariduslise kui kutsekooli nduetele.
Keskkooli reaalharus voib raamatus leiduva materjaali téielikult
libi minna, muis harudes ja kooli tiilipides tuleks stereomeetria
esimesest osast mitmed teoreemid, millede viited tdestamatult
kiillalt selged, 'votta ilma toestamata.

Autor on oma (66 hoolega teinud, ja koigiti tublit stereo-
meetria 6pperaamatut voib igas koolis julgesti tarvitusele votta.

Saadan oma t66, mis sarnase hea otsusega varustatud,

~ teistele lugupeetud ametvendadele suure palvega: koigist
vigadest ja puudustest, mis minust ja minu lahkest arvustajast
nigemata raamatusse on paisenud, mulle teatada Tallinna
Tehnikumi.

Tallinnas, P. Madisson.
Oktoobri kuul 1921 a.
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Stereomeetria.

Planimeetrias vaatleme niisuguste kujundite vormi ja
ulatust, mis kdige oma osadega tasapinnal asuvad. Sellejuures
leiame, et mnende kujundite kolmel elemendil — punktil,
joonel ja pinnal — jargmised ulatused voi mddted on:

1) Matemaatilisel punktil ei ole mingit mdddet ehk ulatust,
see on modteta osa ruumist. Meie voime matemaatilist punkti
enesele ette kujutada kui piiri, millele joonldiku tema lopmata
vihendamisel ligistame,

2) Punkti liilkumisel siinnib joom; joonel c¢n ainult iiks
moddde — pikkus. Joon on punkti liikumisel ruumi jdéanud
punkti jilg ehK punkti lopmata hulga uute kohtade kogu.

3) Joone liikumisel siinnib pind (liilkumine ei tohi joone
enese sihis siindida, miks ?). Pinnal on kaks moodet — pikkus
ja laius. Pind on joone liikumisel ruumi jd&inud joone jilg
ehk joone lopmata hulga uute kohtade kogu. ' :

Pinna liikumisel siinnib keha (liikumine ei tohi pinna
enese sihis siindida, miks ?). Kehal en kolm moddet — pikkus,
laius ja korgus (paksus, siigavus). Keha on pinza liikumisel
ruumi jddnud pinna jilg, pinna l6pmata hulga uute kohtade
kogu ehk pindadega piiratud ruumosa. Keha liikumisel siinnib
jille geha. :

Mirkus: Harilikult nimetame kehaks koike seda, mida
niha ja kdega katsuda vdib. Geomeetrilisel ehk mate-
maatilisel kehal ei ole aga ainet, raskust jne. See
on osa ruumist, mis meie pinnaga ehk pindadega
muust ruumist éra eraldame.



Anname meie kehale teatud mdbted, siis piirame teda
igast kiiljest pinnaga. Pind vbib piiratud (ringipind) ehk
piiramata (kerapind, tasapind) olla. Pinna piir on joon. Joon
voib piiratud (joonldik) ehk piiramata (ringjoon, sirgjoon) olla.

Joone piir on punkt."

Esimene peatiikk.

Sirgjooned ja tasapind,

§ 1.
Uldmoisted.

1. Sirgjoon. Kui punkt ruumis ilma sihi muutmata
liigub, siis siinnib sirgjoon, jirjelikult — sirgjoon on iihes
sihis liikuva punkti 16pmata hulga uute kohtade kogu ruumis.
Sirgjoon kaugeneb l6pmatusse ithes sihis molemile poole.

£ - = B
Joor\l

Kaks punkti mé##ravad sirgjoone ruumis kindlaks. Kui
sirgjoon kahe oma punkti {imber ennast keerab, siis ei muuda
ruumis {ikski tema punkt oma kohta. Koik sirgjooned iihtivad
asetamisel. Kahel sirgjoonel voib ruumis olla:

a) kaks iihist punkti — sirgjooned katavad iiksteist ;

b) iiks iihine punkt — sirgjooned loikuvad;

¢) mitte iihtegi iihist punkti ja nad asuvad iihisel tasapinnal

— sirgjooned on paralleelsed (ldikuvad lopmatuses);

d) mirtte iihtegi {ihist punkti ja nad ei asu {ihisel tfasa-

pinnal — sirgjooned ristuvad (ei 16iku ka 16pmatuses).

Mérkus: Kahe 16pppunkti libi kindlaks méadratud su'g
joone osa on joonldik.

A B
Joon 2
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4. 'I‘anpind Kui sirgjoon kdige oma punktidega ehk
iithe oma punktl iimber ruumis teise sirgjoone sihis liiguh,
siis siinnib tasapind, mis kahes sihis, kummagis molemile

poole, 1pmatusse kaugeneb.

Joont, mis ruumis liigub ja pinna siinnitab, nimetame
kujutavjooneks (A B); joont, mille sihis kujutavjoon liigub,
nimetame juhtjooneks (CI)). Kui sirgjoone AB moni punkt

- -

(0) ruumis kindlalt piisib ja sirgjoon ise selle punkti iimber
teise sirgjoone CD sihis ringi keerutab, siis siinnib, nagu
iilemal deldud, ka tasapind. Tasapinna midravad kindlaks:

a) Kolm punkti, mis iihel sirgjoonel ei asu; sest kaks
antud punktidest méadravad kindlaks sirgjoone, mis
sellel sirgjoonel vOetud mone punkti ja antud kol-
manda punkti lédbi kindlaks m#dratud sirgjoone sihis
liilkudes tasapinna siinnitab ;

b) sirgjoon ja sellest v#ljaspool asuv punkt - (pohjus
sama);
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¢) kaks loikavat sirgjoont, sest iiks neist siinnitab teise
sihis liikudes tasapinna ; EIRY

d) kaks paralleeljoont, sest need asuvad alati ainult tasa-
pinnal.

3. Sirgjoon ja tasapind. Sirgjoonel vdib tasapinnaga olla:

a) kaks iihist punkti — sirgjoon asub tasapinnal;

b) iiks iihine punkt — sirgjoon léikub tasapinnaga ;

c¢) mitte iihtegi iihist pnnkti — sirgjoon on tasapinnaga
paralleelne (1dikub temaga l6pmatuses).

4, Tasapind ja tasapind. Kaks tasapinda vdivad ruumis:

a) iiksteist katta (koik tasapinnad iihtivad);

b) teineteist loigata (nende l6ikjoon on sirgjoon, toéstus
jirgneb eespool); ‘

c) olla paralleelsed (loikuvad lopmatuses).

Meelespidamiseks: 1. On kahel sirgjoonel kaks iihist
punkti, siis katab iiks sirgjoon
teist.

2. On sirgjoonel tasapinnaga kaks
ithist punkti, siis asub sirgjoon
tiiellkult tasapinnal.

3. On kahel tasapinnal kolm iihist
punkti, mis iihel sirgjoonel ei
asu, siis katab iiks tasapind
teist. '

§ 2,
Loéikuvatest tasapindadest siinnitatud sirgjooned.

Iga tasapind jagab ruumi kahte ossa. Ei ole vdimalik
iihest neist ruumi osadest ilma tasapinnast ldbitungimata ruumi
teisse ossa minna, sellepdrast kujutame tasapinna kahe-
kiilljelisena. Et tasapinda kui lépmata suurust vdimata on
tervena paberile joonestada, siis joonestame ainult tema osa
paralleelogrammi niol ja nii, et ta iihe kiiljega meie poole on
poordud. Tasapinna mirgime T tihega, mis paralleelogrammi
iihele nurgale asetame, ja oletame konstrueerimise paremaks
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vdimaldamiseks, et tasapind poollibipaistev on. Koik sirg-
joonte osad, mis tasapinnal ehk meiepoolses ruumi osas asuvad,
joonestame pideva joonega; sealpoolses ruumi osas — punk-
tidega niikaugele, kui nad tasapinna varjus asuvad.

Joon. 5.

Nii asub sirgjoon A B tasapinnal, sirgjron CD tungib
punktis E tasapinnast 1dbi ja tuleb punktis F selle varjust
uuesti néhtavale.

Esimene teoreem: Tasapindade 16ikjoon on sirgjoon.
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’I‘_ggjm__u\/[ele kahel tasapinnal T ja T on iiks {ihine
‘L.).punkt P. Tombame tasapinnale T kaks sirgjoont AB ja CD,
QXJA/"‘, mis punktist P ldbi lihevad. Votame neil sirgjoontel kaks
o punkti E ja F ning ithendame need joonldiguga, siis asub see
joonldik tasapinnal Ty ja tungib tasapinnast T ldbi, sest punktid
E ja F asuvad kahelpool tasapinda T. Oletame, et see libi-
tungimine siinnib punktis G, mis iihine mdlemale tasapinnale.
Niiiid on kahel tasapinnal kaks iihist punki — P ja G, jérje-
likult on neil ka iihine sirgjoon, mis neid punkte loikab, sest
punkte P ja G iihendav sirgjoon peab asuma nii sellel kui

teisel tasapinnal.

Teine teoreem: Asub kolmest antud sirgjoonest iga
paar iihisel tasapinnal, siis ldéikavad kéik kolm
sirgjoont iihes punktis. !

Joon.7 3

Téestus: Kui sirgjoon AA; on tasapindade T ja Ts: 16ik-
joon, B By tasapindade T ja T ldikjoon ja CC: tasapindade T: ja
T, loikjoon ja kui A A; ja B B: punktis P l6ikuwad, siis asub
punkt P korraga tasapinnal T ja Ti; niisama asub see punkt
korraga tasapinnal Ti ja Ts, T: ja T, seega koigel kolmel tasa-
pinnal ja koigel kolmel pindade 1dikjoonel (joonis 7).

Jireldus: 1) On A A;|B By, siis asub punkt P 16pma-
tuses ja sellepérast peab ka CC; kahe esi-
mese loikjoonega paralleelne olema.

2) See teoreem maksab ka siis, kui meie
kolme sirgjoone asemel n sirgjoont wdtame.

8) Kui' kahest paralleeljoonest kummagist
tasapind ldbi ldheB, selle juures nii, et
nad ldikuvad, siis on nende l6ikjoon antud
sirgjoontega paralleelne.

\
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§ 8.
Perpendikulaarjooned ja tasapind.

Sirgjoon on tasapinnaga siis perpendikulaarne, kui ta
tasapinnaga 1dikub ja koikide tasapinnal asuvate ja tema alus-
punktidest ldbiminevate sirgjoontega perpendikulaarne on.

Mérkus : Sirgjoone aluspunktiks nimetame sirgjoone ja
tasapinna ldikpunkti.

Esimine teoreem: Tasapinnal antud punktist vdib tasa-
pinnale ainult iihe perpendikulaarjoone tommata.

Toestus: Oletame, et antud punktist P v06ib tommata
tasapinnale T kaks perpendikulaarjoont PA ja PB, mis uue
tasapinna T; kindlaks médravad (§ 1, p. 2, ¢) ja mis esimisega
l16ikub sirgjoonel CD. Sellel sirgjoonel asub niiid punkt
P, millest on tommatud kaks fihel tasapinnal T asuvat perpen-
dikulaarjoont sirgjoonega C D. See on aga woimate (planim, § 7).

Teine teoreem: Kui sirgjoon tasapinnaga nii 16ikub,
et ta kahe tasapinnal asava ja tema aluspunktists
libimineva sirgjoonega perpendikulaarne onm, siis
on ta ka tasapinnaga perpendikuulaarne.
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7

Joon 9.
: c

Oletus: ABLBD ja ABLBF.
Viide: AB1tspT. (,tsp“ tihendab ,tasapind“).

Téestus : Kui sirgjoon A Biga tasapinnal vabalt voetud
ja tema aluspunktist labimineva sirgjoonega perpendikulaarne
on, siis on ta ka tasapinnaga perpendikulaarne. Vodtame sel-
leks sirgjoone BE ja tombame sirgjoone D F, mis 16ikub kdige
kolme sirgjoonega — BD, BE ja B F — punktides D, E ja F.
Niiiid pikendamé A B-d teiselepoole tasapinda, votame jooldigud
AB=BC ja iihendame punktid A ja C punktidega D, E ja F.

Et niiid A ABDZ2 \ CBD (miks?), siis AD=CD;

P e AL ABEE ATEHE T VR L)

s e AP RE AGDE 0 S A RPe e COR.
Fewpee & 0o R0y e aaidtiee ¢ 27 0
w3 ABRE N BOK S

»<< ABE=<cCBE=90°=d.

Jirjelikult: ABLBE ja ABL tsp. T.

Kolmas teoreem: On sirgjoon kolme iihes punktis 16i-
kuva sirgjoonega perpendikulaarne, siis asuvad need
kolm sirgjoont iihel tasapinnal, -

/
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Oletus: ABLAC, ABLAD ja ABLAE.
Viide: AC, AD ja AE asuvad iihel tasapinnal.

Toestus: Oletame, et AD ei asu mitte sellel tasapinnal,
mille 16ikuvad sirgjooned AC ja AE kindlaks médravad (T),
vaid all- ehk iilevalpool seda. Kui meie niiiid sirgjoontest A B
ja AD kindlaks miiratud tasapinna Ty votame, siis 1oikub see
esimese tasapinnaga sirgjoonel A D, mis AB-ga perpendiku-
iaarne (v. eelmine tdestus). Niilid vorduvad nurgad BAD ja
BAD; molemad tdisnurgaga ja asuvad iihel tasapinnal (T 1).
See on aga vdimata, tihendab — meie oletus ei ole dige.

Mirkus: Tasapinda, millel koéik perpendikulaarjooned
asuvad, mis antud punktist antud sirgjoonele vdib
tommata, nimetame antud sirgjoone perpendikulaar-
tasapinnaks.

Jiireldus: 1) Keerame tiisnurkse kolmnurga iihe kaa-
teti iimber ringi, siis siinnitab teine
kaatet tasapinna.

2) Sirgjoonel antud punktist vodime sirg-
joonele saada ainult iihe perpendikulaar-
tasapinna.

Esimene pohiiilesanne: Antud sirgjoonel asuvast punk-
tist konstrueerida sirgjoonele perpendikulaartasa-
pind.
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Lahendamine: Antud rgjoon S§S: ja sellel punkt P.
Konstrueerime kaks vabal kaiiakul voOetud tasapinda T ja T,
mis SSi-st libi lihevad ja iihte ei Jange. Niiiid tombame P-st
sirgjoonele SS; kaks perpendikulaarjoont PA ja PB, millest
PA asub tasapinnal T ja PB — tasapinnal T,. Need kaks
perpendikulaarjoont migravad kindlaks noutava perpendiku-
laartasapinna.

Teine pohiiilesanne: Antud tasapinnal asuvast punktist
iiles tommata tasapinnale perpendikulaarjoon.

Lahendamine: Antud tasapind T ja sellel punkt P. Tém-
bame tasapinnal libi punkti P sirgjoone S§Si, siis peab otsi- -
tav perpentikulaarjoon sellel tasapinnal asuma, mis sirgjoonega
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- S8 perpendikulaarne ja punktist P lébi laheb. Seda perpendi-
kulaartasapinda moistame konstruida esimese diilesande jérele:
See tasapind on Ti, mis loikub tasapinnaga T sirgjoonel A B.
Niitid peab otsitav perpendikulaarjoon A B-ga perpendikulaarne
olema, P-st libi minema ja tasapinnal T: asuma. P C vastab
koigile neile nouetele, jarjelikult on see otsitav perpendiku-
laarjoon.

Mirkus: Stereomeetria konstruktsiooniilesandeid on woi-
mata lahendada koigis ‘ma osades nii nagu plani-
meetria iilesandeid su ' ja joonlaua abil. Ulesande
ithe osa juures on sq “lahendamise viis voimalik,
kuna teine osa tuleb talde viia kas mottes ehk selle-
kohaste fiiiisiliste -kehade abil. :

Neljas teoreem: Kui iiks antud kahest paralleeljoo-
nest tasapinnaga perpendikulaarne on, siis on ka
teine paralleeljoon selle tasapinnaga perpendiku-
laarne. .

B

1. Oletus: AB|CD ja ABuitsp. T.
Viide: CD 1 tsp T.

Toestus: Paralleeljooned AB ja CD médravad kindlaks
tasapinna T:, mis 16ikub tasapinnaga T sirgjoonel A C. Sellele
loikjoonele AC tombame esimesel tasapinnal T perpendiku-
laarjoone EF ja votame sellelt joonloigud EC=CF. Niiiid
asub CD tasapinnal T: jaon A C-ga perpendikulaarne. (Miks?)
On niiid CD veel teise tasapinnal T asuva sirgjoonega EF

Stereomeeiria. 2
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perpendikulaarne, siis on ta ka perpemdikulaarne selle tasa-
pinnaga.

Et'AAEC £ A ACF (miks?), siis AR == AF;

» AABE L AABF 5 BE = BF;

» ABCE 2 ABCF » < BCE= < BCF=190"=d.

Siit ndeme, et EF on perpendikulaarne AC-ga ja BC-ga,
jarjelikult on ta perpendikulaarne tasapinnaga T: ja sellega
ka perpendikulaarne CD-ga. On niitid CD perpendikulaarne
EF-ga ja AC-ga, siis on ta ka perpendikulaarne tasapinnaga T.

2. On antud sirgjoon tasapinnaga perpendikulaarne, siis
siinfiitab ta koikide tasapinnal asuvate ja tema aluspunktist
libiminevate sirgjoontega tidisnurgad. Nurga suuruse all
mdistame Lg}gede sihtide vahet; jiib see vahe muutmata,
siis jaab ka nurga suurus muutmata. Sellepirast ei muuda
nurk oma suurust siis mitte, kui meie iihe tema kiilgedest
ebk molemad kiiljed ruumis nii edasi likkame, et nad paral-
leelseks jadvad oma endiste seisukohtadega — asudes iihel ja
samal tasapinnal. Liikkame niiiid oma antud sirgjoone nii edasi,
et ta oma endiste seisukohtadega paralleelseks jiab, siis jddb
ta igas uues punktis tasapinnaga perpendikulaarseks, — jarje-
likult: on iiks antud paralleeljoontest tasapinnaga perpendiku-
laarne, siis on ka kdik teised paralleeljooned selle tasapin-
naga perpendikulaarsed. % ,

Vastupidine teoreem: Uhele ja samale tasapinnale lan-
gevad perpendikulaarjooned on paralleelsed.

Oletus: AB1tsp T ja CD
ﬁ* \B D L tsp T.
' Viide: AB||CD.
A
- paralleelne. Niitid on iihes
joon 14 punktis (A) tasapinnale tom-
matud kaks perpendikulaarjoont: piripidise teoreemi pohjal on

Toestus: Oletame, et AB

ei ole CD-ga mitte paral-
see AB,, antud oletuse pohjal AB, jarjelikult — AB; ja AB
peavad iihte langema, ja sellepdrast on AB|CD.,

leelne, siis vdime tOmmata
labi antud punkti A teise
sirgjoone AB:, mis CD-ga
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Viies teoreem : On kaks sirgjoont kolmandaga paral-
leelsed, siis on nad isekeskis paralleelsed.

Oletus: AB|CD ja EF|/CD.
Viide: AB| EF.

Toestus : Konstruime CD-le

D
B
|
perpendikulaartasapinna T, T |
siis on AB ja ° EF |
e

A

eelmise pdripidise teoreemi

pbhjal sellega perpendiku-

laarsed ja vastupidise teo- T

reemi pdhjal teineteisega

paralleelsed. Joon15

F
|
|
|
|

E

§ 4.
Kaldjooned ja tasapind.

Maisted : 1. Viljaspoeol antud
tasapinda seisva punkti projekt-
siooniks sellel tasapinnal nime-

P

T
] tame punktist (P) tasapinnale
l (T) tommatud perpendikulaarjoone
o aluspunkti (Py). Meie tarvitame
siin ja edaspidi ainult niisugust —

ndndanimetatud — perpendikulaar-
projektsiooni.

2‘
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2. Sirgjoone koikide punktide projektsioonid siinnitavad
antud tasapinnal selle sirgjoone prejektsiooni, mis ka sirgjoon
on. Iga sirgjoone projektsiooni saame tasapinnal (T) siis, kui
sirgjoonelt kaks teineteisest eemalseisvat punkti (S ja Si)
vOtame, need tasapinnale projektime (S: ja S3) ja sirgjoonega
lihendame, mis l0pmatusse kaugenedes antud SIrgJoone projekt-
siooni annab.

, . s

’
/
’
’
’
’
/

C//"ooz\. 78

3. Kaldjooneks antud tasapinnale nimetame iga sirg-
joont, mis loigates tasapinda sellega mitte perpendikulaarselt
ei seisa ja mille projektsioon tasapinnal, jérjelikult, mitte punkt
ei ole, vaid sirgjoon.

Kaldjoone kaldenurgaks nimetame kaldjoonest ja tema
projektsioonist siinnitatud nurka («). Kaldenurk on kaldjoone
ja tasapinna loikpunktist tibimineva perpendikulaarjoone vahel
oleva nurga («,) tdiendusnurgaks (joonis 18).

Mirkus: 1. AD on kaldjoon, AD; selle projektsioon
ja nurk « kaldjoone kaldenurk. Etkolmnurk ADD:

tiisnurkne on, siis = cosa, jarjelikult

A D
AD, = AD. cos ¢, ehk iga kaldjoone projektsioon
vordub kaldjoone ja kaldenurga koosinuse kasvatisega.

On antud joonloik A B tasapinnaga paralleelne, siis
vordub tema projektsioon sellel tasapinnal joonldigu
enesega; sest kaldenurk e on siis null kraadi,
mille cos = 1. ?

~
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- Esimene teoreem :On viljaspool ﬁsapinda asuvast punk-
tist tommatud tasapinnale perpendikulaarjoon ja
kaldjooned, siis on:

1. perpendikalaarjoon igast kaldjoonest lithem;
2. kaldjooned, mille projekisioonid vordsed, ise ka

vordsed;
3. pikemale projektsioonile vastab pikem kaldjoon.
P
E%Q :
7D
7 g
Joon 19

AP1itsp T,

| BP, CP ja DP on kaldjooned,

Oletus : AC=AD,

AB> AC ja AB> AD.

AP <BP, AP <CP ja AP <DP,
Viide: | CP=DP,
BP>,CP ja BP>DP.

Toestus: Keerame tidisnurksed kolmnurgad ADP ja ACP
kaateti AP {imber niikaua ringi, kunni nende pinnad, mis
kiilgedest kindlaks mé#ratud, langevad kolmnurga ABP pin-
nale, siis' asuvad perpendikulaarjoon ja kaldjooned koik {ihel
tasapinnal, ja kaldjoonte projektsioonid langevad joonldiguga
AB iihte. Niilid on kerge planimeetrias antud juhatuse jirele
edasi tbestada.

Kolmas pohiiilesanne: Viljaspool antud tasapinda asu-
vast punktist alla tommata tasapinnale perpendiku-
laarjeon.
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Joon 20 ¥ 7t

Lahendamine : Antud tasapind T ja punkt P. Tasapinna
vabalt voetud punktist A tombame iiles perpendikulaarjoone
AB (teine {ilesanne), siis peab see nodutava perpendikulaar-
joonega PG paralleelne olema. Tdhendab, meie peame léibi
AB ja punkti P tasapinna konstruima, sellel tasapinnal
AB-le ldbi punkti P paralleeljoone tombama, mis ndutava per-
pendikulaarjoone annab.

Ulesande lahendamine siinniks siis nii:

Tombame antud tasapinnal vabalt sirgjoone EF, konstrmme
tasapinna, mille see sirgjoon ja punkt P kindlaks mii-
ravad, ja tOmbame sellel tasapinnal AP1EF. Niiiid tom-
bame antud tasapinnal T sirgjoone AD i EF, siis saame uue
tasapinna, mis 1dikuvad sirgjooned AP ja AD kindlaks més-
ravad; sellel tasapinnal tombame l6puks PG L AD. Nautav
perpendikulaarjoon on PG. >

Teine teoreem: Kaldjoone kaldenurk on kéikidest nur-
kadest, mis kaldjoon tasapinnaga siinnitab, kdige
viiksem,

B
AB on kaldjoon,

Oletus: | AC tema projekt-
sioon ja « kaldenurk,
BC.Ltsp T.

Aﬁ c \ a <a; (kui AD tasa-

s, Viiide | Pianal vabalt voetud
= - VAide: )55 A st libiminev sirg-
joon on).
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Téestus : Vétame AD = AC, siis on kolmnurkades

ABC ja ABD
4 AB=AB
ja AC=AD.

Et aga BC kui perpendikulaarjoon kaldjoonest BD lithem

on, siis on ka a < a.
Kolmas teoreem: Nurgad, mille vastavad kiiljed rua-
mis iihes sihis ja paralleelselt lihevad, on vérdsed.

Oletus: ABJ||A:B: ja AC|/A:C:.
Viide: a=a;.

Toestus: 1) Votame AB=A;B;,
AC=A,C; ja ithendame punktid
A ja A, B ja B: ning Cja C;. Et
niilid AB||A:1B: ja AB = A;B; ning
AC||A1Cy ja AC=A:Cy, siis:
AA|[BB:[[0C: ja AA;=BB,=CCy,

siit: BC = B.(,. '
Jﬁ.ljelik'lﬂt: AABCL2 A AB(Cy -3
ja @ = g, Joon. 22

2. Et nurk oma suurust siis ei muuda, kui meie iihe tema
‘kiilgedest ehk mélemad kiiljed ruumis nii edasi liikkame, et
nad, l6ikuvateks joonteks jiides, oma endiste seisukohtadega
paralleelseks jddvad, siis vOime nurga « nurga «; peale tuua,
kus nad iiksteist téielikult katavad. §

§ 5.
Paralleeljooned ja tasapind.

Teoreem: Sirgjoon, mis mone tasapinnal asmva sirg-
joonega paralleelne, on ka tasapinnaga paralleelne.

Joon.25
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Oletus: AB||CD (CD asub tasapmna.l)

Viide: AB|/tsp T.

Toéestus: Et AB||CD, siis viime tasapinna T; votta, mis
laheb 14bi nende kahe paralleeljoone. Sellel tasapinnal on esimese
tasapinnaga (T) ainult iiks iihine sirgjoon CD. Oletame, et
sirgjoon AB loikub tasapinnaga T kuskil punktis E, siis peab
see punkt sirgjoonel CD asuma, mis aga antud oletuse jirele

vOoimata on.

Nii ei voi sirgjoonel AB ja tasapinnal ihtegi

ithist punkti olla, jarjelikult on nad paralleelsed.

Jireldused : Sirgjoon CD: on tasapindade T ja T: l6ik-

joon ja AB-ga paralleelne. Kui meie tasapinna T,

sirgjoone AB iimber ringi keerame, siis nihkub

loikjoon CD . tasapinnal T edasi, jiib aga A B-ga
paralleelseks, sellepdrast :

¢

Kumbki kahest paralleeljoonest on iihest neist
paralleeljoontest libimineva tasapinnaga paral-
leelne.

Kui méni sirgjoon tasapinnaga paralleelne on,

siis voime tasapinnai lopmata hulga sirgjooni

tommata, mis antud sirgjoonega paralleelsed.

On sirgjoon tasapinnaga paralleelne, siis asub
iga ta punkt tasapinnast iihesugusel kaugusel
On kaks punkti iihelpool tasapinda ja ithesugu-
sel kaugusel tasapinnast, siis on neist punkti-
dest libiminev sirgjoon tasapinnaga paralleelne.

Neljas pohiiilesanne: Antud tasapinnale libi antud
punkti, mis viiljaspool tasapinda asub, paralleeljoon
tommata. ]

Antud iilesande lahendamise viis selgub eelmisest teoree-
mist ja selle jareldustest.

Teine peavti\ikk.
Tasapind ja tasapind.

§ 6.
Paralleeltasapinnad.

Esimene teoreem: Kaks tasapinda on paralleeised, kui nad
ithe ja sama sirgjoonega perpendikulaarsed on.
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Tsp T 188
g {ga tep Ty 1 8.
Viide :

sp T|tsp Ti.
Toestus: Sirgjoon SS; 16i-
kub tasapinnaga T punktis A
ja tasapinnaga T punktis A;.
Oletame niiiid, et tasapinrad
T ja Ty 16ikuvad, nende 16ik-
joon on sirgjoon. Sellel sirg-
joonel vabalt voetud punkt B,
punktid A ja A; médravad
kindlaks neist punktidest
libimineva tasapinna, kus
asub kolmnurk ABA;:. Selle 4 &
kolmnurgakaksnurkavérdu-
vad molemad tdisnurgaga : Joon 24. 1s,
< BAA:=d
ja <« BA/A=d.
Et see aga vbimata on, siis on ka vdimata, et tasapinnad
ldikuvad, jérjelikult on nad paralleelsed. :
Teine teoreem: Kaks tasapinda on paralleelsed. kui
nendel tasapindadel asuvate kahe nurga vastavad
kiiljed paralleelsed on.

Joon 25,

Oletus : AB “Al B: j& AC H A Cy.
Viide: Tsp T tsp Ti.
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Téestus: Témbame punktist A tasapinnale T; perpendikulaar-
joone AD ja lébi punktiD sirgjoooned DE||A;B; ja DF|A:C:.
Et niiid: ADUIDE ja ADLDF (§ 8, neljas teor., p. 2),

DE||AB ja DF||AC (§ 8, viies teoreem),
siis: ADLAB ja ADLAC (Miks?)
Jarjelikult : ADitsp T.

Etniiiid kaks tasapinda T ja T iihe ja sama sirgjoonega AD
perpendikulaarsed on, siis on nad paralleelsed.

Kolmas teoreem : Kui kaks paralleeltasapinda kolman-

daga loikuvad, siis on nende ldikjooned paralleelsed.

b < r"':": f* £

DT . AL S TR | N

SRR T
!L/C}‘\\_. sl o 1B

Toestus: Loikjooned AB ja CD asuvad iihel tasapinnal
T2 ja sellepdrast kas ldikuvad ehk on paralleelsed. Kui nad
ldikuvad, siis asub nende ldikpunkt molematel paralleelsetel
tasapindadel ; see on aga vbimata, idrjelikult — ldikjooned pea-
vad paralleelsed olema.

Viies pohiiilesanne: Antud tasapinnale libi antud punkti,
mis viljaspool tasapinda asub, paralleeltasapind kon-
struida.

Konstruida, arvesse vottes neljanda iilesande juures antud
juhatust.

: Harjutused.

Toestada :

1. Onkaks tasapinda paralleelsed, siis on kumbki neist
paralleelne iga teisel tasapinnal asuva sirgjoonega.
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2. "Pasapind, mis kahe 18ikuva sirgjoonega paralleelne,
on paralleelne neist sirgjoontest kindlaks m#éra-
tud tasapinnaga.

3. Sirgjoon, mis iihe paralleeltasapinnaga paralleelne,
on seda ka teisega.

4, Paralleeltasapinnad on igas punktis teineteisest
ithesugusel kaugusel.

5. Sirgjoon siinnitab kahe paralleeltasapinnaga 16i-
kudes vordsed kaldenurgad.

6. Kui sirgjoon ehk tasapind iihe paralleeltasapin-
naga loikub, siis 16ikub ta ka teisega.

7. Paralleeltasapinnad loikavad paralleeljoontest vord-

- sed osad dra. e

@

81
Léikuvad tasapinnad.
\ (Kahetahksed nurgad).

Mbisted : Nurka, mis kahe loikuva pooltasapinna ldikjoo-
nele perpendikulaarselt tommatud ja pooltasapindadel asuvad
sirgjooned siinnitavad, nimetame nende pooltasapindade kalla-
kusnurgaks, Tasapinnad T ja T l6ikuvad sirgjoonel AB,
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sellel sirgjoonel on vabalt véetud punkt C, millest labi liheb ja asub
tasapinnal T sirgjoon DF L AB ja tasapinnal T sirgjoon EG LAB.
Et kallakusnurgad tasapindade poolte ebk pooltasapindade 16i-
kumisel siinnivad, siis saame siin neli kallakusnurka — «,as, f
ja Bi; neist on, ndituseks, «; teise ja kolmanda pooltasapinna
kallakusnurk. Kallakusnurga suurus ei olene sellest, missu-
gusest AB punktist meie AB-le perpendikulaarjooned tombame
(§ 4, kolmas teoreem), kui iildse tasapindade kallakusnurgaks
voetakse iiks viiksemaist (vOrdseist) nurkadest.

Iga paar loikuvaid pooltasapindu iithes nende vahel asuva
ruumosaga siinnitavad kahetahkse nurga. A B on nende nur-
kade serv, pooltasapinnad 1 ja 2, 2 ja 3 jne nende nurkade
kiiljed ehk tahud. Igas kahetahkses nurgas on 1dpmata hulk

'\ gvordseid kallakusnurke, mille jirele ka kahetahkseid nurke
nimetame, niituseks: teravad, tdis—, tomp== korvu=, jne
kahetahksed nurgad. Kui kaks tasapinda loikuvad, siis siin- -
nib neli kahetahkset nurka, mida paarikaupa kahetahkseteks
vertikaal — ja korvunurkadeks nimetame.

Kahetahkse nurga suuruse all mdistame tema kallakus-
nurga suurust, sellepirast :

Kui kahe tasapinna kallakusnurk tdisnurk on, siis seisa-
vad tasapinnad teineteiseza perpendikulaarselt.

Esimene teoreem : On sirgjoon antud tasapinnaga per-
pendikulaarne, siis on sellest sirgjoonest libiminev
tasapind antud tasapinnaga ka perpendikulaarne.

X .
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: AB1tsp T ja labi AB ldheb tasapind T:, mis
Oletui: { loikub tasapinnaga T sirgjoonel DE.

Viide: Tsp T:1tsp T. '

Toestus : Et nende kahe ldikuva tasapinna kallakusnurka
saada, selleks tombame punktist A sirgjoone AC, mis tasa-
pinnal T asub ja DE-ga perpendikulaarne on. Niiiid on.
< BAC nende kahe tasapinna kallakusnurk ja vordub tiis-
nurgaga (§ 8, neljas teor. p. 2), jirjelikult — tsp TiLltsp T.

Vastupidine teoreem: On kaks tasapinda teineteisega
perpendikulaarsed, siis asub nende ldikjoone vabalt
véetud punktist libiminev sirgjoon, mis iihe tasa-
pinnaga perpendikulaarne, teisel tasapinnal.

Oletus: Tsp Titsp T: ja ABitsp T.
Viide: AB asub tasapinnal T;.

Toestus: Oletame, et AB ei asu mitte tasapinnal T, siis
votame uue sirgjoone AF, mis punktis A DE-ega perpendiku-
laarne ja tasapinnal T: asub. Votame niiiid veel sirgjoone AC,
mis A-s DE-ga perpendikulaarne ja tasapinnal T asub. Niiiid
on < FAC nende kahe tasapinna kallakusnurk ja vordub tiis-
nurgaga, jirjelikult — AFL1AC ja sellepirast AF.itsp T (§ 3
teine teoreem).

Nii oleks iihest punktist (A) tasapinnale (T) kaks perpen-
dikulaarjoent — AB ja AF — tommatud, see on aga v6imata
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(§ 3, esimene teoreem), jirjelikult — meie oletus ei ole dige,
ja AB peab tasapinnal T; asuma. :

-Teine teoreem: Kui kaks tasapinda loéikuvad ja kol-
manda tasapinnaga perpendikulaarsed om, siis on
nende léikjoon kolmanda tasapinnaga ka perpendi-
kulaarne,

|

7

Oletus: {Tsp Tiitsp T ja tsp TaLtsp T,
tasap. T: ja T: loikuvad sirgjoonel AB.

Viide: AB1itsp T. :

Toestus: Et tsp Tiitsp T ja tsp To:Ltsp T, siis peab
punktist A tasapinnale T tommatud perpendikulaarjoon asuma
korraga tasapinnal T; ja T: (eelmine vastupidine viide), jérje-
likult — langeb 16ikjoonega AB iihte.

Harjutused.

Toestada : :
8. Pa:ralleeljooned stinnitavad tasapinnaga l6ikudes
vordsed kaldenurgad.
9. Kaks paralleeltasapinda l6ikuvad kolmandaga vord-
sete kallakusnurkade all.
10. Sirgjoon ja tasapind, mis antud tasapinnaga per-
pendikulaarsed, on paralleelsed,
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11. Sirgjoon, mis kahe loikuva tasapinnaga paral-
leelne, on tasapindade ldikjoonega paralleelne.

12. Loikame kahte loikuvat tasapinda kolmandaga,
mis tasapindade ldikjoonega paralleelne, siis on
uued loikjooned esimese ldikjoonega paralleelsed.

13. Kahest paralleeljoonest ldbiminevate ja teineteist
loikuvate tasapindade ldikjoon on paralleeljoontega

paralleelne. g

§ 8.
Kujundi projektsioon.

Votame iihel tasapinnal, mis teisega ldoikub, mistahes
kujundi ja projektime selle teisele tasapinnale, siis saame selle
- kujundi projektsiooni. Todestame, et selle kujundi projektsiooni
pind vordub antud kujundi pinnaga, mis kasvatatud nende
pindade kallakusnurga koosinusega.

Joon 31.

ToOestus: 1. Tasapinnad T ja T, loikuvad sirgjoonel AB
Tasapinnal T asub kolmnurk CDE, mille iiks kiilg CD langeb
tasapindade loikjoonega iihte ja mis tasapinnal T; annab projekt-
sioonina kolmnurga CDE,. Kui EF1CD, siis on EF kolm-
nurga CDE korgus, tema projektsioon E;F on kolmnurga CDE,



korgus, sest E;F1CD (§ 7, teine teoreem). Et CD ja AB iihte
langevad, siis << EFE; = « on tasapindade T ja T: kallakusnurk.
Kolmnurga CDE pind
Pxox — 1/, CD.EF,
kolmnurga CDE: ehk projektsiooni pind
Ppmz 1/2 CD.ElF.
Et E.F —EF. cos q, siis
_Pp_rn= 15 CD. EF. cos a — Pkuk. cos aq,

P prn
COoS «

ja - Pk

2. Oletame niiiid, et CD ei lange AB-ga iihte, vaid on
sellega paralleelne, siis on ta projektsioon C;D: tasapinnal T,
ka AB-ga paralleelne (§ 5) ja vordub CD-ga (§ 4, 2 mirkus).
Kui EF on kolmnurga enese korgus (EF LCD), siis E: Fi on
tema projektsiooni korgus (E: Fi1Ci D, miks?). Ka siin

Ei F1 =EF. cos « ja
Pprn = Pknk. €08 « ning

—_—————
; Pprn
Pknk — £
CO8S «

Tobn e

3. Kui kolmnurga CDE iikski kiilg ei ole AB-ga paral- :
leelne,  siis voime kolmnurga joonldiguga mis AB-ga paral-
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leelne, kaheks kolmnurgaks jagada. Kummagi kolmnurga
projektsiooni pind vordub vastava kolmnurga pinnaga, mis
kasvatatud kallakusnurga koosinusega. Neid pindu liites saame
jélle:

? 3 Porn
! Pprn = Pknk.l COoS a Ja Pxnk =CO

Mirkus : Ka igasuguse teise sirgjoonelise kujundi véime
noutavail tingimustel kolmnurkadeks jagada.

4. On meil moni koverjoone-
line kujund, siis jagame selle paral-
leeljoontega: ndutavail tingimustel
ithelaiusteks ribadeks, iga riba kaheks
kolmnurgaks, mille korgused ' (h)
vordsed on ja ribade laiusega vordu-
vad. Koikide kolmnurkade pinnad
annavad kujundi pinna:

Pxnd := Pxaky 4 Pxnks 4 Pknkg - ., ., 4-Prnk 3

koikide kolmnurkade projektsivonide
pinnad annavad kujundi projekt-
~siooni pinna:

Pprn = Prnky, cos a + Pkaks, 08 @ + Prnks, oS a + ... 4 Piak,,. coOsa=
= (Pxnky 4 Prnkp 4 Prnks ... .. ~+ Prnk,). cos a—
Ppra :

== Pxnd, €08 @ ja Pknd — .
CO8 «

Mérkus: Mida viiksem on ribade laius ehk kolm-
nurkade korgus h, seda vidiksem on joonisel 38 ndi-
datud iilejiik ja seda téipsem on vdstus.

Meelespidamiseks: 1. Igasuguse kujundiprojektsiooni
pind vordub kujundi pinnaga,
mis kasvatatud nende pindade
kallakusnurga koosinusega. .

2. Igasuguse kujundi pind vordub
kujundi projektsiooni pinnaga,
mis jagatud nende pindade
kallakusnurga koosinusega

Stereomeetria. 3
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Praktiline mirkus.

Kuyi tédiskelbaga maja katuse #diiri, mis seintest iile ulata-
vad, arvesse ei vOta, siis on lae pind katuse pinna projekt-
sioon, sest katuse kummagi kiilje projektsiooniks on poole lae
pind. Tahame katuse pinda vélja arvata, siis leiame esiti
poole lae pinna, jagame saadud arvu katuse ja lae kallakus-
nurga koosinusega ja kasvatame kahega, sest katuse mole-
mate kiilgede pinnad on harilikult vordsed ja kallakusnurgad -
ithesuurused.

0O\

1

J

Nii oleks siis, kui a on maja laius ja b selle pikkus, lae
kohal oleva katuse iihe kiilje pind :

ab
2. C0S o

molemate kiilgede pinnad :

2.ab ab Plae
Pk&t = == ==
2.€08 ¢ COs a COS a

Terve katuse pinna saame siis, kui seintest {ileulatavate
katuse #d#irte pinnad saadud pinnaga liidame.

On meil kallakusnurk teadmata, siis vdime selle trigono-
meetria abil vilja arvata. Kui votame korguse katuse harjast
kunni laeni ja selle poole lae, laiusega jagame, siis saame kal-
lakusnurga tangensi:



=

2h
a

= tang «

0|

On katuse osade kallakusnurgad isesugused, siis tuleb
iilesanne osade kaupa lahendada.

Harjutused.

14. Kolmnurga pind Peak — 180 sm.?, kallakus-
nurk «==380° Leida kolmnurga projektsiooni
pind Ppra.

15. Kolmnurga projektsiooni pind Ppm = 200 sm.?,
kallakusnurk «- 60°. Leida kolmnurga pind Pknk.

18. Maja pikkus b-=22 m., lajus a =10 m., kalla-
kusnurk «=—45° ja seintest iileulatavate katuse
ddrte laius kiilgedel ja otsadel on 0,56 m. Leida
katuse pind Prkat,

17. Maja laius a==10 m., korgus katuse harjast kunni
laeni h==4,502 m. Leida kallakusnurk «.

T

Uldharjutused.

Leida : i
18. Kahest punktist iihekaugusel oleva punkti geo-
meetriline koht.

Juhatus: Antud punktid joonldiguga {ihen-
dada ja selle keskpunktist joonldi-
gule perpendikulaartasapind kon-
struida.

19. Kolmest punktist iihekaugusel oleva punkti geo-
meetriline koht.

Jubatus: Konstruida punktidele vastav
tasapind ja sellel ring, mis kolmest
antud punktist 1dbi ldheb. Ringi
keskpunktist tasapinnale perpendi-
kulaarjoon tdmmata.



20.

21.

22.

Kahest paralleeljoonest ithekaugusel oleva punkti
geomeetriline koht. :
Juhatus: Paralleeljoonte {ihisperpendiku-

laarjoone keskpunktist libiminev per-
pendikulaartasapind.

Kahest loikuvast sirgjoonest iihekaugusel oleva
punkti geomeetriline koht.
Juhatus: Sirgjoontest siinnitatud verti-

kaalnurgad pooleks jagada ja kon-

 struida sirgjoonte ldoikpunktist sirg-

joontele iihine perpendikulaarjoon
ning kaks loikuvat tasapinda, mis
ithisest perpendikulaarjoonest ja
vertikaalnurkade bissektoritest libi
lihevad. :

Ristuvate sirgjoonte iihisperpendikulaarjoon.
Juhatus: .Antud ristuvad sirgjooned AB

ja CD. AB vabalt voetud punktist
E témmata sirgjoon EF|CD; AB ja EF
médravad tasapinna T kindlaks, mis
CD-ga paralleelne. Niisama CD vabalt
voetud punktist G tommata sirgjoon
GH|/AB; CD ja GH médravad tasa-
pinna T kindlaks, mis AB-ga paral-
leelne. Niitid tuleb konstruida léibi
AB tasapind T:Ltsp T: ja ldbi CD
tasapind TsLtsp T; tasapindade T:
ja Ts loikjoon on ndutav perpen-
dikulaarjoon. J

- Toestada, et ristuvate sirgjoonte ithisperpendikulaarjoon

on lithem, kui iikski teine nende vahel oley joonldik.

Nimetada, kuidas leida nurk kahe ristuva joone vahel.

23. Kahest ldikuvast tasapinnast “iihekaugusel oleva

punkti geomeetriline koht.
Juhatus: Tasapindade kallakusnurk poo-

leks jagada ja saadud nurgapoolita-
jast ning tasapindade ldikjoonest kind-
laks médratud tasapind konstruida.

24. Kahest paralleeltasapinnast iihekaugusel oleva

punkti geomeetriline koht.
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Kolmas peatiikk.

Kehad ja hulktahksed nurgad,

§ 10.

Prisma.

1. Muudab sirgjoon oma kohta ruumis murdjoone sihis
lilkudes nii, et ta alati oma endiste seisukohtadega paralleel-

seks jidb, siis siinnitab see
sirgjoon oma liikumisega
prismapinna, ja kui ta 1o-
puks oma ldhtekohale ta-
gasi tuleb, siis eraldab ta
ruumist osa, mida prisma-
ruumiks nimetame. Liiku-
vat sirgjoont nimetame
kujutavjooneks, liikumise
sihinditajat — juhtjooneks
§ 1 p. 2). Igal murd-
joone sirgosal siindinud
tasapinda nimetame pris-
mapinna tahuks, kahe tahu
l6ikjoont — servaks.

Loikavad kaks paralleeltasapinda prismaruumi libi, siis

1t %
] 1N
' ;
A ) >D/
B :
R :
B/ L C; H
e &= G
£ ‘
B :
Il | 1
rodt 1
Bl
0 g
L !
H | 1
1 1 '
CEL Y
1/ | Y
P 1
A @ 5D
B c

nimetame seda prismaruumi osa,
mis piiratud kahest paralleeltasa-
pinnast — prismaks. Nende kahe
paralleeltasapinna prismat piiravat
osa nimetame prisma alusteks
(ABCDEF ja A1B_1ClD1E1F1); pris-
maruumi , tahkusid — prisma’ kiilg-
tahkudeks (AB B:A: jne.), need on
alati paralleelogrammid, kiilgtah-
kude ldikjooni teineteisega — kiilje
servadeks (AA;, BB:jne.), alustega—
aluse servadeks (AB, BC jne.). Kiilg-
tahkusid ja aluseid vime nimetada
liihenduse méttes prisma tahku-
deks ja koiki = servi — prisma
servadeks. Prisma kiilje servad,
kui paralleeljooned paralleeltasa-
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pindade vahel, on vordsed. Kolme serva iihist punkti nime-
tame prisma tipuks (A, B, C jne.). Aluste kaugus teineteisest
annab prisma korguse ((GG:). On prisma kiilgtahud alustega
perpendikulaarsed, siis nimetame prismat piistprismaks; vas-
tasel korral — kaldprismaks. Piistprisma kiilgtahud on téis-
nurksed nelinurgad (miks?), ja kiilje servad vdrduvad prisma
koérgusega. On prisma alusteks korrapdrased kujundid, siis
nimetame prismat korrapiraseks; vastasel korral — korra-
piratuks.

Et prisma aluste vastavad nurgad (§ 4, kolmas teor.)
ja vastavad servad vordsed on, sellepdrast voime iitelda :

Kui paralleeltasapinnad prismapinnaga léikuvad, siis

ithtivad koik need paralleeltasapindade osad, mis asu-

vad prismaruumis.

Mirkus: Asub prisma koige oma osadega iihelpool
iikskoik missuguse 6ma kiilgtahu pinda, siis nime-
tame teda kumeraks. Meie vaatleme ainult kume-
raid prismasid.

2. On prisma alusteks paralleelogrammid, siis nime-
tame niisugust prismat paralleelepipeediks. Igale paralleelepi-

D, =G,
A/ L B/ c
Ext 57 B b i t"fj\‘ g -A{:‘:\;;' c
; e b
A B
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peedi tipule vastab ainult iiks tipp, mida esimesega saab siduda
joonldigu kaudu nii, et 16ik ei asu paralleelepipeedi {ihegi tahu
pinnal vaid paralleelepipeedi ruumis. Neid tippusid nimetame
vastastippudeks, siduvaid joonldikusid — paralleelepipeedi diago-
naalideks. Et paralleelepipeedil neli paari vastastippusid on: A ja
Ci, B ja Dy, C ja A; ning D ja By, siis on tal ka neli diagonaali.
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Niisama vastab paralleelepipeedi igale servale ainult iiks
paralleelne serv, mis temaga {ihisel pinnal ei asu; niisugu-
seid servi nimetame vastasservadeks (AA: ja CC; jne.).
Vastasservadest kindlaksmi#ratud tasapindu nimetame diago-
naalpindadeks (ACC; A; jne.); need on alati paralleelogrammid.
Et vastasservi neli paari on, siis on ka diagonaalpindu neli.
Iga paar paralleelepipeedi diagonaale on korraga ka iihe dia-
gonaalpinna diagonaalideks.- Et diagonaalpinnad paralleelogram-
mid on, siis poolitavad tema diagonaalid teineteist. Sellest
vilja minnes on kerge tdestada, et

paralleelepipeedi diagonaalid léikuvad iihes punktis
ja poolitavad teineteist.

On piistparalleelepipeedi alusteks taisnurksed nelinurgad,
siis nimetame niisugustparalleelepipeedi tiisnurkseks. Tédisnurkse
paralleelepipeedi iihes tipus ldikuvad kolm serva annavad selle
paraleelepipeedi kolm mdddet: pikkuse a, laiuse b ja kdrguse c.

3. On tdisnurksel paralleelepipeedil need kolm mdddet
koik vordsed, siis nimetame niisugust paralleelepipeedi lmublks
Kuubi kdik tahud on vordsed ruudud.

§ 11.
Silinder.

Kui meie prismapinna tahkude arvu ldpmata suurendame
ja nende tahkude laiust 10pmata vihendame; siis muutub juht-
joon 16puks koverjooneks.

Joor\,_ 358
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Kujutavjoon, mis selle juhtjoone sihis liigub, siinnitab siis
silindripinna ja eraldab ruumist silindriruumi. Nii voib
silindripinda vaadelda kui prismapinda, millel l6pmata hulk
lopmata viikseid tahkusid on, mille servad lopmata teineteise
lahedal asuvad.

Sellepiirast voime ka siin tdestada: _

Kui paralleeltasapinnad silindripinnaga loikuvad, siis
ithtivad koik need paralleeltasapindade osad, mis
asuvad silindrirunmis.

Loikavad kaks paralleeltasapinda silindrirnumi lébi, siis
nimetame saadud ja silindripinnast ning kahest paralleeltasa-
pinnast piiratud ruumosa silindriks. On juhtjoon ringjoon,
siis siinnib ringsilindripind ja ringsilindriruum. Kui meie lébi
loikame niisuguse ringsilindriruumikahe paralleeltasapinnaga, mis
kujutavjoonega perpendikulaarsed, siis saame piistringsilindri;
nende paralleeltasapindade osad, mis silindriruumis asuvad, on
kongruentsed ringid. Meie vaatleme edaspidi ainult piist- ja
kaldringsilindrid ja nimetame neid liihenduse mottes lihtsalt
,,sfﬁnd riteks“.

Silindripinna osa, mis silindrit

piirab, nimetame silindri kiilgpin-

e o haks, paralleeltasapindade osasid—
silindri alusteks, aluste kaugust

; teineteisest — silindri korguseks,

: aluste keskpunkte {ihendajat joon-

16iku — silindri teljeks. Et silindri
kiilgpind meie ettekujutuse jirele
: lopmata kitsastest paralleelogram-
i midest koos seisab, siis voOime
piistringsilindri kiilgpinna iihe nii-
: suguse moeldava paralleelogrammi

- gt Gl S C  Kkiilge (voikujutavjoont) CD-d mosda
lahti ldigata ja tasapinnale lao-
tada, saame {disnurkse nelinurga.
Nimetame CD-d kiilgjooneks ; piist-
ringsilindri kiilgjoon vordub korgu-
sega, iga silindri kiilgjoon — teljega. Silindri suuruse méé-
ravad kindlaks silindri korgus (AB) ja aluse raadius (AD-=BC).
Poordib tdisnurkne nelinurk ABCD kohalpiisiva kiilje AB
iimber, siis siinnitab kiilg CD silindri kiilgpinna, kiilg AD {ihe

Joon. 29
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ja ‘kiilg BC teise aluse. Nii vdime piistringsilindrit ka kui
poiorkeha vaadelda.
§ 12.
Piiramiid.

A. Muudab sirgjoon oma kohta ruumis murdjoone sihis liiku-
des nii, et ta alati {ihest ja samast punktist (S)ldbi ldheb, siis siin-
nitab see sirgjoon oma liikumisega kaks piiramiidpinda, jakui ta 16-

Y
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puks oma lidhtekohale tagasi tuleb, siis eraldab ta ruumist kaks
piiramiidraumi. Voétame iihe neist pliramiidruumidest ja ldikame
' tasapinnaga libi, siis saame ruumosa, mida piiramiidiks nimetame.
Piiramiid on piiratud iihest kiiljest tasapinnaga — piira-
miidi alusega (ABC), teistest kiil- ‘
gedest kolmnurkadega, mille tipud S
ithes punktis (S)— piiramiidi @ilim-
tipus — iihinevad ja mida piira-
miidi kiilgtahkudeks (SAB, SBC
jne.) nimetame., Piiramiidi {ilim-_
tipu kaugus alusest on piiramiidi
korgus (SO), iilimtipu kaugus
aluse servast — kiilgtahu kérgus,
mida korrapirase piistpiiramiidi
juures nimetame apoteemiks (SE).
Piiramiidi aluseks vodivad olla kolm-
nurk, nelinurk jne.; aluse nurkade
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arvu jirelenimetame ka pliramiidi kolmtahkseks, nelitahkseks jne.
On piiramiidi aluseks vordktilgne kolmnurk ehk korrapérane
hulknurk ja langeb piiramiidi kdrgus niisuguse aluse keskpunkti,
siis nimetame piiramiidi korrapiraseks piistpiiramiidiks. Korra-
pérasel piistpliramiidil on vordsed kéik kiilje servad kui kaldjoo-
ned, mille projektsioonid vordsed, kdik kallakusnurgad, mis kiilg-
tahud alusega siinnitavad, ja kdik kiilgtahud kui sarikkelmnurgad.

Mérkus: Piiramiidi miérkides kirjutame koige enne
selle tihe, mis iilimtipu juures, ja siis teéised korra
jérele, ndit., piiramiid SABC.

Teoreem: Kui paralleeltasapinnad piiramiidpinnaga 16i-
kuvad, siis on: .
1. koik need paralleeltasapindade osad, mis asuvad
piiramiidruumis, taolised kujundid;
2. nende kujundite vastavad servad suhtuvad nii
kui kujundite kaugused iilimtipust, ja
8. kujundite pinnad nii kui nende kauguste ruudud.
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Oletus: ABCD ja A;B:C:Ds on need kujundid.
1. ABCDw A,B:C;Ds,
Viide: {2. AB:A;B,==0S:0,S jne.,
8. ABCD pind: A1B{CiD; pin.=08*:0,8",
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Toestus: 1. Nende kujundite vastavad kiiljed on paral-
leelsed : :
AB|A,B,, BC|B,C, jne. (§ 6, kolmas tedr.).
Need kiiljed suhtuvad nii kui nende lopppunktide kau-
gused {ilimtipust:
AB:A,B, —BS:B,S } kui paralleeljooned
BC: B,C, — BS: B,S ] nurga kiilgede vahel
Jérjelikult — ABfAB,—=BC:BC, . . . L
BC:B,C, = C8:C,S
CD:C,D,-—= CS:C,S
Jirjelikult — BC:B,C,~—-CDC,D, - . . I
I ja 1I proportsiooni péhjal véime kirjutada:
AB:AB,—BC:B,C, =CD:(C,D,.

}sama pohjus.

Nii edasi minnes leiame, et nende kujundite vastavad
kiiljed on kdik proportsionaalsed. Peale selle on nende vas-
tavad nurgad vordsed (§ 4, kolmas teor.), jérjelikult on need
kujundid taolised.

2. Kolmnurga SOB pind 16ikub kahe paralleeltasapinnaga
ABCD ja A,B,C,D,, sellepdrast on OB|0,B, (§ 6, kolm. teor.).
Samal pohjusel on ka teistes kolmnurkades OC|0,C,,0D|0,D,
ja OA|O,A,. Nii saame:

AB:AB,=BS:B,S,
0S: 0,S —BS:B,S.
Jérjelikult — AB:A,B,—08:0,8.

PE: RO —08: 0GB,
0S: 0,8 — CS: C,S.
Jarjelikult — BC:B,0, — 08 : 0,8 jne.

3. Taoliste kujundite pinnad suhtuvad nii kui nende

vastavate kiilgede ruudud, sellepdrast:
ABCD pind: A,B,C,D, pin.— AB?: A B‘ S
Et aga AB:AB,=08:0,S,

siis BB R e e e et ncan 2l
sest kui suuruste esimeste astete suhted on vdrdsed, siis 6n ka
vordsed nende teiste astete suhted.
I ja Il proportsiooni pdhjal vbime kirjutada:

ABCD pind: A,B,C,D, pin. = 08*: OIS’.
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B.  Piiramiidi osa, mis asub kohe paralleeltasapinna vahel,
nimetame tomppiiramiidiks. Paralleelkujundid, mis témppiira-
miidi piiravad, on témppiiramiidi alused (ABCD ja A,B,C,D,),
nende kaugus teineteisest — tomppiiramiidi korgus (00,).
Témppiiramiid on kerrapérane, kui ta on saadud korrapirasest
piiramiidist. Korrapéirase témppiiramiidi iilemiseks aluseks on
korrapdrane hulknurk ja kiilgtahkudeks sariktrapeetsid. Igal

n—nurksel tomppiiramiidil on n-2 tahku, 2n tippu ja 8n
serva.

Miérkus: Meie vaatleme ainult kumeraid piiramiide.

§ 13.
Hulktahksed nurgad.

Uks piiramiidpind ithes temast piiratava piiramiidruu-
miga siinnitab hulktahkse nurga. Nurgad ASB, BSC jne. on hulk-
S tahkse nurga tasapindsed nurgad

ehk hulktahkse nurga tahud;

nende nurkade kiiljed AS, BS jne.

on hulktahkse nurga servad ja

nende iihine tipp S — hulktahkse

nurga tipp. Igale servale vas-

tab oma kahetahkne nurk, mis

A o, sellel serval 16ikuvad tahud siin-
nitavad ; sellepérast on igal hulk-

tahksel nurgal niipalju” tasa-

B pindseid ja niipalju kahetahkseid

Joon 43 nurki, kui palju on servi. Tah-

kude arvu jérele nimetame ka

hulkt@hkseld nurki kolmtahkseteks, nelitahkseteks jne. Viihem
kui kolm tahku ei v6i hulktahksel nurgal olla. Hulktahkseid
nurki mérkides kirjutame kdige enne selle tihe, mis tipu juu-
res asub ja siis teised korra jirele, niit., hulktahkne nurk SABCD.

Miirkus: Meie vaatleme ainult kumeraid hulktahkseid
nurki.
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Esimeneteoreem: Kolmtahkses nurgas on kahe tasapindse
nurga summa suurem Kui kolmas tasapindne nurk.

Toestus : Oletame, et kolm- \J
tahksel nurgal SABC on tasa-
pindne nurk ASC kbige suurem.
Toestame, et ka viiksemate
tasapindsete nurkade ASB ja
BSC summa on suurem kui kdige
suurem tasapindne nurk ASC. o)

Votame serval SC punkti C
ja tahu ASB pinna pikendu-
sel punkti D nii, et SD-=SC,
Niitid votame serval SB punkti e
B ja lukkarge )oonlo¥gu SI? vii- ]oor\ 44
mase punkti D tahupinna piken-
dust mosda niikaugele, kunni BD -—=BC. Joonldigu BD piken-
dame kunni 16ikpunktini: A,

Kolmnurgas ADC:
AD=AB -+ BD;
et aga BD —BC,
siis & AD=AB +!BC.
| ; Jarjelikult — AD]>JAC.
Kolmnurkades ASD ja ASC:
DS = CS,
ASZon neil ithine kiilg
ja AD > AC.

Jarjelikult — < ASDj>}<JASC, sest kui kahes kolm-
nurgas kaks kiilge vastavalt vordsed on, kolmandad kﬁljed@
vordsed ei ole, siis on suurema kiilje vastas suurem nurk.

Et <c/ASD =< ASB + <2 BSC,
siis << ASB + << BSC > < ASC.
Viime saadud_voOrratuses iihe liidetava nurga pahemalt
poolt paremale, siis 92 ASB > <z ASC — 4 BSC, tdhendab:

Kolmtahkses nurgas on kahe tasapindse nurga vahe

viiiksem_ kui_kolmas tasapindue nurk.

Teine teoreem: Kolmtahkses nurgas on tasapindsete
nurkade summa viiksem kui neli tdisnurka.
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T8estus : Loikame kolmtahkse nurga tasapinnaga l&bi,
siis saame kolmnurkse piiramiidi, mille tahkudeks on neli
kolmnurka. Iga kolmnurga nur-
o kade summa==2d, nelja kolm-
nurga nurkade summa-—4.2d=—8d.
Nendest on l6ikpinnal 2d, jdrele
jiab 6 d.
Iga 13ikpinna tipp on aga iiht-
¢ lasikolmtahkse nurga tipuks, selle-
A pirast on eelmise toestuse jarele
selle tipu juures olevate kiilgtah-
kude tasapindsete nurkade summa
B suurem kui 16ikpinna tasapindne
Joon 45 nurk, jirjelikult — koikide kiilg-
x tahkude tasapindsed nurgad, mis
asuvad ldikpinna tippude juures, on kokku suuremad kui 2d.
Kui need nurgad niiiid suuremad on kui 2 d, siis peavad iilim-
tipu S juures olevad tasapindsed nurgad viiksemad olema kui 4 d.
Mirkus: See teoreem maksab igasuguse n-tahkse

nurga kohta. By 5 & &
feld o ST
Koenus. % 7't i 3

™

1. Kui meie piiramiidpinna
tahkude arvu lopmata suu-
rendame ja nende tahkude
laiust lopmata vihendame,
siis muutub juhtjoon lopuks
koverjooneks. Kujutavjoon,
mis selle juhtjoone sihis lii-
gub, siinnitab siis koonus-
pinnad ja eraldab ruumist
koonusrnumid. Nii vdime vaa-
" delda koonuspinda kui piira-
miidpinda, millel16pmata hulk
lopmata viikseid tahkusid
on. Sellepérast voime ka siin
toestada :
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Kui paralleeltasapinnad koonuspinnaga 16ikuvad,

siis on kidik need paralleeltasapindade osad, mis
koonusruumis asuvad, taolised kujundid.

Vétame iihe neist koonusruumidest ja ldikame tasapin-

naga labi, siis saame ruumosa, mida koonuseks nimetame.

Koonust piirav tasapinna osa on
koonuse alus, koonuspind tema kiilg-
pind, punkt S — iilimtipp, selle
kaugus alusest—kérgus: On koonuse
aluseks ring, siis on meil ringkoo-
nus; langeb korgus selle ringi
keskpunkti, siis on meil piistring-
koonus.

Meie vaatleme edaspidi ainult
viimaseid ja nimetame neidlithen-
duse mattes lihtsalt ,koonusteks“.
Poérdib tdisnurkne kolmnurk iihe
kohalpiisiva kaateti {imber, siis
siinnitab teine kaatet koonuse
aluse ja on’sellele raadiuseks, hiipo-
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tenuus siinnitab tema kiilgpinna, esimene kaatet annab korguse.

Nii on koonus ka pddrkeha.

Kui t#isnurkse kolmnurga SOB kaatet SO on koonuse kor-
gus h, kaatet OB aluse raadius r ja hiipotenuus SB kiilgjoon k, siis

K?—r® + he.

Nii médravad koonuse kindlaks kaks neist suurustest.

2.

Loikab koonuse libi tasa-

pind, mis alusega paralleelne,
siis on selle tasapinna kéonuses
asuv osa ka ring. Niisugust
kahest paralleelringist piiratud
koonuse osa nimetame tomp-
koonuseks, ringe — tema alus-
teks, nende kaugust teinetei-
sest — korguseks. Tiisnurk-
ses kolmnurgas SOB on kaateti
osa 00, tompkoonuse kdrgus h,
S0, — #raldigatud osa korgus x,
BB, — témpkoonuse kiilgjoon k,
OB — alumise aluse raadius r,
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0,B, —iilemise -aluse raadius r,, ‘CB - nende raadiuste vahe
r—r, ja CB,=h.

Et niitid r |z, siison A SOB w A SO By, sellepérast voime
klr]utada

Téisnurksest kolmnurgast CBB, leiame:
k*—=h®+(r—r)*

§ 15.

Prismatoiid.

On geomeetrilise keha alusteks kahe paralleeltasapinna osad,
mis aga kongruentsed ega taolised ei pruugi olla, ja kiilg-
pinna siinnitavad kolm- ning nelinurgad, siis nimetame nii-
sugust keha tasapindseks prismatoiidiks.

3
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Prismatoiidi alusteks on kolm-, neli- ehk hulknurgad,
kuid need alused vdivad erineda oma kujuga ja kiilgede
arvuga, niit., iiheks aluseks on nelinurk ABCD ja teiseks —
kolmnurk EFG. Aluste kaugus teineteisest on prismatoiidi
korgus (HJ). Loikame prismatoiidi korguse keskelt libi tasa-
pinnaga, mis alustega paralleelne, siis nimetame prismatoii-
dis asuvat tasapmna osa keskloikeks.
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Prismatoiidi alused vdivad olla piiratud ka koverjovnega;
ks neist alustest voib olla isegi joonldik ehk punkt. Nii on,
ndit., prisma, piiramiid, koonus, témppiiramiid ja témpkoonus
prismatoiidi erikujud. Viltu ldbildigatud kolmtahkne prisma
(kiil), mille tiheks aluseks on joonldik (serv) ja teiseks — selle
vastastahk, on iiks prismatoiidi erikuju.

§ 16.

Kera.

Psérdub poolring diameetri (AB) iimber, siis stinnitab
ta kerapinna (sfdérilise pinna) ja eraldab raumist kerarmumi,
need kaks kokku siinnitavad kera.

Poolringi keskpunkt O
on iihtlasi kera keskpunkt,
selle kaugus kerapinnast
on kera raadims (OD, OE
jne.).

Kera siindimise méis-
test jargneb, et iga tasa-
pinna see osa, mis kera-
ruumis asub ja diameet-
riga, mille iimber pool-
ring poérdub, perpendiku-
laarselt seisab, ring on.
Et aga ringis koik dia- Joo A5O
meetrid vordsed on, siis &
vdime oma pdbrduva poolringi mistahes diameetriga vOtta,
jarjelikult :

1. igasuguse tasapinna see osa, mis keraruumis
asub, on ring.

Nimetame neid ringe loikringideks. On meil O,E ihe
niisuguse 16ikringi raadius r, 00, =d selle ringi kaugus kera
keskpunktist ja OE kera raadius R, siis

' rr=R!—d2

Bellest vOrrandist ndeme, et mida vidiksem on 10ikringi
kaugus kera keskpunktist, seda suurem on ldikringi raadius ja

Sher 00 i Ty 4
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sellega ka loikring ise. Kui d =o, siis r=—R, jérjelikult on
l6ikring siis koige suurem, kui ta kera keskpunktist 14bi lgheb.
Nimetame seda koigesuuremat 1dikringi kera pearingiks, teisi
koiki — korvalringideks.

Oeldust voime jireldada ja meeles pidada:
2. pearing jagab kera kaheks vordseks osaks;
3. pearingid on koik vordsed ;
4. korvalringid, mis kera keskpunktist iihekangusel
asuvad, on vordsed;
5. korvalringidest on see suurem. mis kera kesk-
punktile lihemal asub.

Kui kaks pearingi ldikuvad, siis jagavad nad kera nelja
ossa; iga osa nimetame sfdiriliseks kahetahkseks nurgaks.
Neist on kaks — sfidrilised kahetahksed korvanurgad, kaks —
sfadrilised kahetahksed vas-
tasnurgad. Esimesed siinni-
tavad poole kera, teised on
vordsed.

Loikame sfadrilised kahe-
tahksed nurgad kolmanda
pedringiga libi, siis jagame
kera kaheksasse ossa; iga
osa nimetame sfidriliseks
kolmtahkseks nurgaks. Neist
on sfidrilised kolmtahksed
vastasnurgad need, millel
paarikaupa tihine tipp ; korva-
Joon 51 . nurgad need, millel {iks

tahk iihine; vertikaalnurgad

need, millel iiks serv iihine.

Kahe ldikuva pearingi 16ikjoon (EF)on kera diameeter. Et
kera iga diameeiri lopppunktid on kera vastaspunktideks,
siis on ka pearingide ldikjoone 16pppunktid kera vastaspunktid,
ja sellepérast: : ,

6. kaks kera pearingjoont  loikuvad kera vastas-
punktides ja poolitavad neis teineteist ;

Sellest jirgneb, et iga kera kahest vastaspunktist voivad
libi minna 1opmata hulga pearingide ringjooned ja kahest
mittevastaspunktist — ainult iihe pearingi ringjoon. ;
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Iga pearingiga on iiks kera diameetritest perpendikulaarne,
ngit., EF1 ring AB (joon. 32). Perpendikulaardiameetri 16pp-
punkte E ja F nimetame pearingi nabadeks. Koik pearingid, mis
perpendikulaardiameetrist labi lihevad, on pearingiga AB perpen-
dikulaarsed (§ 7, esim. teor.); pearing AB aga poolitab perpendiku-
laardlameetrlst labimmevate pearingide poolringjooned (meridiaa-

nid), niit., FA -AE.. Geldust voime jéireldada :

7. liheb itks pearing teise pearingi nabadest lébi,
siis on need pearingid teineteisega perpendiku-
laarsed, ja imberpoordult:

8. on kaks pearingi teineteisega perpendikulaarsed,
siis lihevad nad teineteise nabadest libi ;

9. koik pearingjoone punktid on selle pearingi naba-
dast fihekaugusel.

3y
Joon i OR

Iga pea- v6i korvalring jagab kera kahte ossa, mida
kera segmentideks ehk ldikudeks nimetame (joon. 52). Pea-
ring (AB) jagab kera virdseteks segmenrtideks, kuna korval-
ringi (CD) jagamisel iiks segmentidest teisest viiksem on. Hari-
likult vaatleme viiksemat segmenti. Korvalring (CD) on
segmendi alus, osa kera raadiusest (0:F), mis alusega perpen-
dikulaarne ja kerapinnast kunni aluse keskpunktini ulatab, on
vaadeldava kerapinna osale vastava segmendi korgms, #raldi-
gatud osa kerapinnast on segmendi pind.

o~
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Uhendame korvalringide (AB ja CD) ringjoonte koik
punktid kera keskpunktiga (joon, 53), siis saame kera sektori
ehk viiljaldigu (OACDB), jérjelikult — kera sektori sfinnitab
meie poérduva poolringi sektor (ODB). Kera sektori iildpi/nﬁh

stinnitavad kaks koonuspinda ja ringi sektori kaarest (DB)
siinnitatud osa kerapinnast, mida kera vooks nimetame. Koonus-
pinnad on sektori kiilgpindadeks, vo6pind sektori aluseks.
Kera raadius on sektori korguseks. Erijuhusel, kui posrduva
poolringi sektori fiks kiilg ehk raadius langeb iihte diameetriga,
mille imber poolring pdérdub, saame sektori (OCFD), mille
aluseks on segmendi (CFD) pind ja killgpinnaks koonuspind
(OCD).

Osa kerast, mis kahe paralleelldikringi vahel asub, on
kera kiht (ABDC), Ioikringide kaugus teineteisest — kihi
korgus ehk paksus (0,0:), kihtipiirav kerapind — kera v00.

Iga sirgjoon (SS:) voib kerapinnaga ainult kahes punktis
(P ja P1) ldikuda, sest kerapinda ldikuv tasapind, millel see
sirgjoon asub, on ring, millele see sirgjoon l6ikajaks on. Etaga igal
loikajal ringiga ainult kaks ithist punkti voib olla, siis ei vdi ka
ithelgi sirjoonel neid kerapinnaga rohkem olla. Seda sirgjoont
nimetame loikajaks (SS,), keraruumis asuvatsirgjoone osa — side-
jooneks (PPy). Langevad need kaks 16ikpunkti iihte, siis riivab sirg-
joonkera;miisugust sirgjeont nimetame riivajaks (S:S;), tema tihist



punkti- keraga — rlivamispanktiks (E). Kera raadius (OF),
mis riivamispunkti (E) langeb, on riivajaga perpendikulaarne,
sest iga kerariivaja on sellele pearingile riivajaks, mille pinna
pikendusel ta asub. Et aga riivamispunktist 16pmata hulk pea-
ringe voib libi minna, siis vAib sealt labi minna ka l6pmata
hulk riivajaid. Kéik nad on riivamispunkti langeva kera
raadiusega perpendikulaarsed, jarjelikult asuvad nad tasapin-
nal, mis selle raadiusega perpendikulaarne (& 8, teine teor.).
Seda tasapinda nimetame riivajaks tasapinnaks (T). Sellel
tasapinnal ja temal asuvatel riivajatel on keraga iihine riiva-
mispunkt (E). -

§ 17.
Korrapiérased hulktahud.

lga keha, mille tahkudeks on korrapirased hulknurgad,
mis igas keha tipus vordsel arvul loikuvad, nimetame Kkorra-
piraseks hulktahuks. Vétame niisuguse keha iihe tipu iihes
temas loikuvate tahkudega, siis saame hulktahkse nurga. Meie
teame, et hulktahkse nurga tasapindsete nurkade summa on
viiksem kui neli tdisnurka (§ 13, teine teor.). Igas keha tipus
peavad vihemalt kolm tahku loikuma, tihendab — iga tahu
tasapindne nurk peab viiksem olema kui iiks kolmandik 86¢°,
see on — viiksem kui 120°. Korrapdrase ehk vordkiilgse
kolmnurga iga nurk on 60° tdhendab — niisuguseid kolmnurki
voib iihes tipus 16ikuda kolm (3<60°—180°), neli (4)<60°=240°)
ehk viis (5)<60°--300°). Korrapirase nelinurga ehk ruudu iga
nurk on 90°, tahendab — ruutusid voib ainult kolm (3)<90°=270°%)
ithes tipus 16ikuda; korrapirase viisnurga iga nurk on 105%, tihen-
dab — niisuguseid viisnurki voib ka ainult kolm (3 < 108°-==324°)
ihes tipus l6ikuda. Kuus- ja rohkemarvulised- nurgad ei véi
neil tingimustel iihes tipus 16ikuda.

Nii véib iildse viit tdugu korrapéraseid hulktahkusid olla:

1. Nelitahk ehk tetraeeder, mille
koik neli tahku kongruentsed
vordkiilgsed kolmnurgad on;
tal on neli tippu ja kuus serva
(joon. 54).




2. Kuustahk ehk heksaeeder

(kuup), mille kuus tahku
kdik kongruentsed ruudud .
on; tal on kaheksa tippu
ja kaksteistkiimmend serva

(joon. 55).

‘ ]oor\55

-

5. Kaksteistkiimmendtahk

. kiimmend tippu ja kolm-

Kaheksatahk ehk oktaeeder,
mille kdik kaheksa tahku kon-
gruentsed vordkiilgsed kolm-
nurgad on, mis igas tipus
neljakaupa loikuvad; tal on
kuus tippu ja kaksteistkiim-
mend serva (joon. 56).

Joon. 5G

4. Kakskiimmendtahk ehk iko-

saeeder, mille koik kaks-

) kiimmend tahku kongruent-
sed vordkiilgsed kolmnurgad

on, mis igas tipus viiekaupa

- l6ikuvad; tal on kaksteist-

‘r - klimmend tippu ja kolm-

Joon 57 kiimmend serva (joon. 57).

ehk dodekaeeder, mille
kdik kaksteistkiimmend
tahku kongruentsed korra-
pérased viisnurgad on,
mis igas tipuskolmekaupa
l16ikuvad; tal on kaks-

kitmmend serva (joon. " 8). Joon 58
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[gasse korrapdrasesse hulktahku voib kera konstruida,
see rifvab koiki tahkusid nende keskpunktides teise kera véib
hulktahu iimber konstruida, see liheb tema tippudest libi; ja
kolmanda kera — nende kahe kera vahele, see riivab koiki hulk—
tahu servi nende keskpunktides ning ldikub hulktahuga. Koik
kolm kera on kontsentrilised, see on — iihise keskpunktiga.

Neljas peatiikk.

Kehade méotmine.
§ 18,

Uldmoisted.

I. Kehade mdodimisel tuleb leida jirgmised keha vﬁi
selle osade suurused:

1. koikide kehas olevate tiahtsamate joonldikude
pikkused ;

2. keha iildpinna, selle osade, diagonaal—yja monede
teiste loikpindade suurused :

3. keha ja selle iiksikute osade ruumsuurus ehk
maht. '

Lopuks vaatleme veel — selle praktilist tdhtsust arvesse
vOttes — keha ja selle osade raskuse arvamist. Geomeetrilisel
kehal, kui ruumi osal, ei ole mingisugust raskust. Kui meie
siin méne keha raskusest rifigime, 4iis métleme selle all fiifisi-
list keha, mis vordmahtne vastava geomeetrilise kehaga.

Il. Igasuguse suuruse modtmise all mdistame selle suu-
ruse vordlemist mone -teise teatud ja samatdugu suurusega,
mida mootiiksuseks nimetame. Selle juures otsime, mitu korda
voetud mootiiksus mahub antud suurusesse ehk mitu korda
dn antud suurus véetud modtitksusest suurem.

Sirgjoone mootitksuseks on teatud pikkusega joonmloik,
n&it, 1 m., 1 dm, 1 sm. jne. Pinna mobtiiksuseks on pind,
harilikult ruut, mille pikkus ja laius 1 m., 1dm., 1cem. jne. ja
mille pind 1 m?, 1 dm?, 1 sm® jne. :
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Keha mobtiksuseks peab jarjelikult keha olema. Selleks
voetakse harilikult kuup teatud serva pikkusega, ndit., 1 m.,
1 dm,, 1 sm. jne. Mitu korda see keha mootiiksus — kuup —
mahub antud kehasse, nii mitu mootilksust on keha suur. On
selle kuubl pikkus, néit.,, 1 sm,, laius 1 sm. ja korgus 1 sm., siis
nimetame nilsugust mootiiksuseks voetud kuupi
kuupsentimeetriks (kantsentimeetriks) ja kirju-
tame 1 sm® Vastavalt saame kuupdetsimeetri=
1 dm.?, kuupmillimeetri =1 mm.® jne.

13m.

'
[

'

L &b
.

lls )2
Jo o;: 59 Oletame, et meil on kuup, mille serva pikkus ona
tervet sm., ja moodtiiksuseks kuup, mille serva pik-
kus 1 sm.

Loikame antud kuubi paralleeltasapindadega kihtideks,
mille paksus on 1 sm. siis saame a niisugust kihti. Et iga
kihi pikkus ja laius on a sm., modtiiksuse pikkus ja lafus 1 sm.,
siis on kihi iihe suurema tahu pind a. a sm?. —a? sm?. ja moot-
fiksuse iihe tahu pind 1.1 sm2. =
1 sm2 Kt kihi ja mo6tiiksuse £
paksused vordsed on, siis mahub LR s £ 5
mootiiksusi iihte kihti nii palju, kui it
palju leidub ruumi mdotiiksuse | & RS
tahu pinnale kihi iihe suurema | _ | | B
tahu pinnal. Seda leidub a® moot- Lo //
iiksusele, sest a? sm® : 1sm? —a? A
(korda). Nii on iihe kihi maht a®. /
1 sm® - a’ sm®, a kihi ehk terve /‘4
kuubi maht a korda suurem, see B
on a.a’® sm® —a® sm’. Joon. GO.

Oletame niiiid, et kuubi serva pikkus on murdarv, nait.,
a - 2sm. Eeltihendatud viisil toimetades saame b kihti, mille

paksus L sm.  Niisugustesse kihtidesse mahuvad kuubid,

c

mille paksused vastavad kihtide paksusele; selleparast votame

ajutiselt mahu mootiiksuseks kuubi, mille plkkus ~sm.,laius
L sm. jakorgus % sm. Niisuguste kuupide iihe tahu pind on

c

L1l sm? ja maht —+=23 sm®. Uhte kihti mahub b*

niisugust kuupi, sest kihi iihe suurema tahu pind on 22w
sm®. ja kuubi ihe tahu pind % sm?, jérjelikult —
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¥sm?.:l sm?—b? (korda). Nii nieme, et ilhe kihi maht on

c?
b*, % sm®~=2 sm.* ja b kihi maht b korda suurem ehk b. % sm®.-
% sm®. ;
S
On Iopuks see arv irratsionaalne, siis muudame selle ligi-
kaudseks murruks ja toimetame jdlle murdarva juures né#ida-
tud viisil. Siin saame muidugi ligikaudse vastuse.
Nii nieme, et igal juhusel kuubi ruumsuurus ehk maht:
Mip — a.a.a — a® (knupmootitksust).

1lI. Fiisilise keha modtiiksuse raskus vastavates arvu-
des on selle keha aine erikaal (e). Kt 1 dm? vett kaalub tea-
tud temperatuuri juures 1 kilogramm (kg.), 1 dm.* elavhobe-
dat — 13,6 kg. ja 1 dm® tina — 11,4 kg., siis on vee erikaal
1, elavahdbeda erikaal — 13,6 ja tina erikaal — 11,4 (kilo-

grammi iga kuupdetsimeeter ehk %) Samad erikaalu arvud

saame ka siis, kui 1 sm?®. raskuse grammides (g) ehk 1 m® —
tonnides (t) votame.
Kui niiiid 1 dm3. tina kaalub 11,4 kg., siis a dm?. tina kaalub

a korda rohkem: a.11,4 kg. ehk a dm® 11,4 kg. =a.ll,4kg.

dmé.
Téhendab :

keha raskuse leidmiseks kasvatame keha méot-
iiksuste arva keha aine erikaaluga:

Rukenh — Mken . @

Mirkus: Raamatu 16pul on t#htsamate ainete erikaa-
lude tabel.

§ 19.
Kehade kongruentsus, taolus ja vordmahtsus.

Kehad on siis kongruentsed, kui neid nii iiksteise sisse
voib panna, et nad iihte langevad kdikide oma vastavate osa-
dega. Taolised on nad siis, kui koik nende vastavad servad
proportsionaalsed, vastavad tahud taolised kujundid ja vasta-
vad kahetahksed nurgad vordsed on.



- Mil tingimusel kehad vérdmahtsed on, seda iitleb ]argmme
Cavalieri pohilauase:

Kehad on vordmahtsed siis, kui neid nu Kahe paral-
leeltasapinna vahele voib asetada, et iga tasapind,
mis nende tasapindadega paralleelne ja kehadest
libi liheb, igas kehas vastavalt vﬁrdpindsed kujun-
did siinnitab.

Téestus : Kui paralleeltasapindade vahele asetatud kehad
labi l6ikame tasapindadega, mis nende kahe tasapinnaga paral-
leelsed, siis jagame need kehad kihtideks, mille arv ja vasta-
vad korgused koikides kehades vordsed on. Vétame neid
16ikpindu l6pmata hulk, siis muutuvad kihtide korgused Il6p-
mata viikesteks ja kihid l6pmata Ohukesteks, nii et neid
16puks kui planimeetrilisi kujundid vdib vaadelda, On niiiid
koikides kehades kdik vastavad ja niisugused ldpmata dhuke-
sed kihid vordpindsed, siis on nad ka — nende l6pmata viik-
seid korgusi arvesse vottes — vordmahtsed. Ja on niiiid
koik iiksikud vastavad kihid v’ rdmahtsed, siis on ka nende
summad, see on kehad, vordmahtsed.

§ 20.
Prisma.

Teoreem : Prismad, mille alused vordpindsed ja kérga-
sed vordsed. on vérdmahtsed.

Q)

B

\
\
==
/!

Joon &1



" Téestus: Et prismade korgused vdrdsed on, siis v8ib neid
kahe paralleeltasapinna (T ja T:) vahele asetada (§ 6, esim.
teor.). Léikame ldbi prismad mistahes korgusel tasapinnaga,
mis alustega paralleelne, siis {ihtivad selle tasapinna prisma-
ruumides asuvad osad ja vastavad alused (§ 10, p. 1). Ja
kui nad iihtivad, siis on nad ka vordpindsed :

A1B:1CiD: 2. ABCD ja AiB;CiDs pind - - ABCD pinnaga ;
E/FiG: 2 EFG ja EFiG: pind - EFG pinnaga.
Et aga ABCD pind EFG pinnaga,
siis A:B:C:D; pind - E.F:G; pinnaga.

Selle iihe ldikpinna asemel voime I0pmata hulga l6ik-
pindu vdtta, mis alustega paralleelsed. Koik nende osad, mis
prismaruumides asuvad, on vordpindsed. Sellepirast on need
prismad Cavalieri pohilause pohjal vordmahtsed.

Jireldus: 1. Piist- ja kaldprisma, mille korgused
vordsed ja alused - vdrdpindsed, on
virdmahtsed.

2. Igasuguse piist- ja kaldprisma vdime
muuta vordmahtseks tdisnurkseks pa-
ralleelepipeediks, mille korgus vordub
antud prisma kdrgusega ja mille alus
on vordpindne antud prisma alusega.

L. Kuup.

1. Et kuubi tahud kéik vordsed ruudud on, siis on
nende tahkude diagonaalid koik vérdsed :
\

d—Va?+a? —a V2

2. Niisama on koik kuubi enese

diagonaalid vordsed : ol
D-Va'+@Va)—aVs D
3. Vordsed on ka kdik diagonaal- A _____
pinnad. _ bd & 4 q
Paieg—a.a V2=2atV 2 i
Rt
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4. "Kuubi ihe tahu pind = a’, kuue tahu ehk ‘leuubi
itldpind : /
Pro =8 a%.
5. Kuubi mahu leidsime juba (§ 18):
; Mkp = a®.

II. Tédisnurkne paralleelepipeed.

1. Tdisnurksel paralleelepipeedil on kolm paari isesugu-
seid tahkusid: esimene, mille a ja b, teine, mille a ja ¢,
ning kolmas, mille b ja ¢ siinnitavad. Nende tahkude diago-
naalid :

Y
e ¥ :'; e
R d
Dt i'.:a:'.' ’b
o Bl
Joon 62

dx = V.a? e b?
ds == V a* 4 ¢* ) Piithagorase teoreemi pdhjal.
ds= Vb2 4 ¢?

2. Keha enese diagonaalid on kdik vordsed :
D = Va?{h® { e — eelmise pohjal.

8. Diagonaalpindu on kolm paari: esimene, mille a servad,
teine, mille b servad, ja kolmas, mille ¢ servad ja kahe vas-
tava tahu' diagonaalid siinnitavad.

Paisg, = a V'b® + czl

Péiagy, — b V a*® + ¢ | samuti p. 1. pshijal.
_—r



61

4, Wldpind seisab koos kolmest paarist isesugustest tah-
kudest, mis tdisnurksed nelinurgad, sellepdrast:

Pparp -~ 2ab 4 2ac 4+ 2dc =2 (ab 4+ ac + be).

'5. Taisnurkse paralleelepipeedi mahu leiame niisama kui .
kuubi mahu. Loikame paralleelepipeedi tasapindadega, mis
alustega paralleelsed, kihtideks, mille paksused {iks modt-

it LR RN e
VRS SO R B TR A
Z 9 ¥

| | .

{
\

R S S S —— PO UL,

2

iiksus, siis saame ¢ kihti. Uhte kihti mahub ab kuupm(‘)Ot- .
iksust, ¢ kihti ehk tervesse paralleelepipeedi mahub neid ¢
korda rohkem, sellepirast :

Mparp — abe (kuupmootiiksust).

Nii ndeme, et kuubi kui ka tidisnurkse paralleelepipeedi
ruumsuuruse ehk mahu leidmisel on tarvis keha kolme
modte — pikkuse, laiuse ja korguse — arvud iiksteisega ehk
aluspinna arv korguse arvuga kasvatada. Saadud arv niitab,
mitu kuupmodtiiksust mahub antud kehasse. Modted olgu
koik tthenimelised. Liithenduse mottes ridgime:

Kuubi kui ka tdisnurkse paralleelepipeedi maht
vordub vastava aluspinna ja korguse kasvatisega.

Eelmise teoreemi teise jarelduse pohjal voime iitelda, et
igasuguse prisma maht vérdub aluspinna ja kér-
guse kasvatisega.

III. ~ Korrapdrane plistprisma.

Igasugase prisma {ildpind seisab koos kahest aluspinnast
ja kiilgpinnast,
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1. . Korrapérase kolmtahkse piistprisma aluseks on vord-
kiilgne kolmnurk, mille pind— -5, kui a on kolmnurga kiilg

ja h korgus Etagah - V a' e =3 Va =108 amn,

. Joon.G S
siis liks aluspind 9’8224—‘-‘» 0,433 a® w2 ja kaks aluspinda —
2.0,438 a* - 0,866 a® vo. Uhe tahu pind - ah, kolme tahu pind -
8 ah ja iildpind:

Pprismg — 0,866 a* + 8 ah ~a (0,866 a + 3 h) =.

Mirkus: , w“ ligikaudsuse miérk. Antud arvud on
ligikaudsed, kuid kiillalt tdpsed praktilises elus ette-
tulevate iilesannete lahendamisel.

Mahu saame Cavalieri pohilause jirele siis, kui prisma
aluspinna kérgusega kasvatame, jérjelikult:
Mprisms — 0,433 a% . h = .

2. Korrapirase kuustahkse piistprisma aluseks on korra-
pérane kuusnurk, mis jaguneb kuueks vordkiilgseks kolmnur-
gaks, sellepdrast iiks aluspind =6.0,433 a* - 2,598 a’w, kaks
aluspinda == 2,2,598 a* - 5,196 a® ;2 ja iildpind:

Pprismg -~ 5,196 a* 4+ 6 ah—a (5,196 a + 6 h)=x.
Maht :
) Mprismg — 2,598 a®. han .

Kui r on vordkiilgsesse kolmnurka ja R selle iimber joonesta-
tud ringide raadiused, siisR - 2 r, (t6estada), R 4+ r-=h=0,866 a,
siit r==0,289 a, R=10,577 a ja kolmnurga pind:
Prnk = 5,196 r* ehk
Prax = 1,209 R,



Sarnase planimeetrilise arvamise teel saame tihtsamate

korrapiraste hulknurkade kohta jirgmise tabeli, mis praktiliste

iilesannete lahendamisel kasulik tarvitada :
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1IV. Korrapiratu piistprisma.
- Igasuguse korrapdratu piistprisma {ildpinna saame siis,
kui koikide tahkude pinnad 1liksikult ehk monel juhusel
paarikaupa leiame ja saadud arvud kokkuarvame. ]

Joon. G G.

Maht vordub aluspinna ja korguse kasvatisega. Kui téis-
nurkne paralleelepipeed on tasapinnaga viltu lébi 16igatud (joon.
66), siis vOordub niisuguse keha maht:

3 h1+ha+hs+h4) hi+hs ~ h:4hy
o Ry by, bk

Mirkus: On kerge toestada diagonaslpindade abil.
(Toestada).

Kui prisma alusteks on trapeetsid, siis vOrdub niisu-
guse prisma maht (joon. 67):

M -— (%’).h. e.




§ 21.

Harjutused.

L 25, Kuubi serva pikkus on a sm.; leida kuubi diago-

. 26,

27.

28.

29,

30.

IL 31.

32.

33.

34,

85.

36.

naal ja diagonaalpind.

1) a==10 sm., 2) a=12 sm., 3) a—16,5 sm. *
Kuubi serva pikkus on a sm.; leida kuubi iildpind
ja maht. :

1) a=8 sm,, 2) a=15,25 sm., 3) a=30 sm., 4) jne.
Leida niisuguse kuubi maht, mille iildpind:

1) Pxp=294 sm.2, 2, Pkp=864 sm.?, 8) Pke—433,5 sm?.
Leida niisuguse kuoubi iildpind, mille maht:

1) Mrp=512 sm.3,2) Mkp==125sm.%,8) Mkp=166,375 sm?,
Liivakivist kuubi serva pikkus on 0,75 m.; kui
raske on see kuup, kui liivakivi erikaal=2,8?
Kaks tinast kuupi sulatati tiheks kuubiks, E-i-
mese kuubi serva pikkus oli 9 sm.,, teise — 10 sm.
Leida uue kuubi serva pikkus, tema {iildpind,
maht ja raskus.

Ti'snurkse paralleelepipeedi kolm moddet on a
b ja c; leida tema ildpind ja maht,

1) &5 sm,  b=8Ssm "c--10-8m

2) a=10,5 sm., b==5.25 sm., c= 4,4 sm,
Téisnur<se paralleelepipeedi kaks mooddet on ajab,
maht M; leida {ildpind. ‘
a—8 sm., b—14 sm, M=1400 sm.?,
Tiisnurkse paralleelepipeedi kaks moddet on a
ja b, diagonaal D; leida ildpind ja maht.

a=—8 sm . b=—9"sm.”’ D217 sm.

Tidisnurkse paralleelepipeedi kaks moddet on a
ja b, diagonaalpind Pdisg, ; leida maht.

a=—40 sm., b=35 sm., Pdisg,—1430 sm.2.

Kui raske on telliskivist miiiir, mille pikkus 6 m,
kdrgus 8,5 m. ja paksus 38 sm. ja milles 3 akent —
igaiiks 2 m. korge ja 1,1 m. lai; miiiiri aine eri-
kaal on 1,7.

Téisnurkse paralleelepipeedi iildpind —448 sm.},
fiks tema servadest on keskmine proportsionaalne



I, 87.

38,

-89.

IV. 41.

42,

48.

44,

kahe teise serva vahel, kdige kolme serva pikkus=
= 28 sm.; leida need servad.

Korrapédrase kolmtahkse piistprisma aluse serva
pikkus on 6,2 dm., kiilje serva pikkus — 15 dm
leida prisma ﬁldplnd ja maht.

Korraparase n-tahkse piistprisma kiilgpind on P
ja maht M; leida prisma’servad.

1) n=8, P==960 sm.?, M==5793,6 sm.2.

2) n=12, P=480 sm.?, M=2240 sm.8,
Korrapiérase kuustahkse piistprisma aluse vastas-
tippude kaugus teineteisest on 120 mm., prisma
korgus — 1 m.; leida prisma maht,

. Kui raske on 1 m. pikkune kuustahkne raudlatt,

mille vastastahkude kaugus teineteisest — 80 mm., ?
Piistprisma korgus h=20 sm., maht M=350 sm.?,
aluseks on tidisnurkne kolmnurk, mille kaatet a on
teisest kaatetist b kahe sentimeetri vorra pikem;
leida aluse servad.

Tiaisnurkne piistprisma, mille pikkus a=20 sm.,
laius b=16 sm. ja kdrgus c=18 sm., on viltu labi
loigatud tasapinnaga, mis {ilemisest b servast
labi ldheb ja iilemise alusega 30° nurga siinnitab ;
leida é#raldigatud kolmtahkse prisma iildpind ja
maht.

Mullavalli pikkus on 1,2 km.; alustega perpendi-
kulaarne libildige kujutab sariktrapeetsi, mille
paralleelkiiljed 2,8 m. ja 1 m., kuna kaldkiiljed
kumbki 1,5 m. on. Mitu kuupmeetrit mulda on
selles vallis?

Kaldparalleelepipeedi aluse iiks serv AB=3,2 m,,
teine serv AC=2 m. ja kiilje serv AD=5,4 m.;
kallakusnurk DAB=73°20', nurgad BAC ja DAC
on vordsed ja vorduvad tdisnurgaga. Leida
paralleelepipeedi iildpind ja maht.

§s
Silinder.

I. Et silindrit vdib vaadelda kui prismat, millel 16p-
mata hulk 10pmata kitsaid tahkusid (§ 11), siis maksavad ka



L

silindri pinna ja mahu arvamisel samad pohilaused, mis prisma

pinna ja mahu arvamisel.

Piistringsilindri iildpinna siinnitavad

2

kaks aluspinda — ringi=2xr2=% — ja
kﬁigpind, mis tasapinnale laotatult tiis-
nurkse nelinurga annab. Selle nelinurga
iiks kiilg vordub aluse ringjoone pikku-
sega=2xr=xd, teine—-silindri korgusega h,
sellepdrast silindri killgpind = 2zth ==dh
ja ildpind:

Psor = 2712 4 2zrh =2zr (r 4 h),

ehk Penr = "7 + xdh =xd (§ 4 h)-

Joon. ©8.

Silindri mahu saame siis, kui aluspinna korgusega kas.

vatame, sellepirast:

Msnrz, *h, siit 1‘=V

2 snr
o Mo ”;", . dia V‘“

1\15\11‘ ,

1. Odnsilindri iildpinna sfinnitavad:

kaks aluspinda=2z (R®—r?)= %(D’—d"),
viline kiilgpind =2 zRh==DAh,
seesmine ,, =2 wrh = =dh.

Pasor = 2z (R? — 12, -|-2xRkh 4 27rh =
=2z [R2—r?+4-h (R +1)],
|

ehk Pssar — E
_,\[_ (De—d?) + h(D+d)]

Oobnsilindri maht:
Mosnr =7h (R,R_rz),
— )

(D? — d2) 4+ zDh + =dh =

ehk Mosne— "1 (D2—d?)
—_——————,—,———



II. Loikab tasapind plistringsilindrl viltu b (joon. 70),
siis on ldikpinna silindrirunumis asuv osa ehk iiks silindri alus
ellips, mille pinna arvamine kdrgema matemaatika valda kuu-
lub. Bt aga teine alus ring oh, mille pinda meie moistame

Joon. (0.

viilja arvata, ja et see ring ellipsi projektsioon on, siis leiame
ringi abil ka ellipsi pinna. (CD==a on ellipsi suurem telg ja
EF=b on ellipsi viiksem telg).

Et iga kujundi pind vordub kujundi projektsiooni pinnaga,
mis jagatud nende pindade kallakusnurga koosinusega (§ &), siis:
gl Pring xr?

— ™, Bt aga cos o——r v 2412, sii
o gy ga €08 a=—-) g =V (H—h)?-ir?, siis:

21 . ! VIH—h 7 4 4r
3 rmane amerec g P! ==
ottt 4 e A 3T

”

= V—'—'_‘a—_ﬂ'.
e ot ¥ (e ) iear

Et ellipsi suurem libimdot ehk telg a= V(H—h)*f4r* ja
viiiksem telg b=2r, siis vordub ellipsi pind:
x.r.a =.a.b
. Biteney S

POH =

Loikame niild oma silindri libi teise tasapinnaga (EF),
mis ellipsi viiksemast teljest (I1G) labi laheb ja silindri alu-
segs paralleelne on (joon. 71), siis on selle tasapinna silindri-



Joon “71.

ruumis asuv osa ring. Kaks kiilusarnast keha, mis tasapin-
dade vahel asuvad, on vdrdmahtsed. Kolmnurgad EDO,; ja
CF0,, mis teljega 1G perpendikulaarsed {iihtivad, sest:

EO; =FO: — kui raadiused,
X DEQ:1 = 3= CFO:=d,
< EO,D =< COsF — kui vertikaalnurgad.

Koik vastavad kolmnurgad, mis nende kahe kolmnurgaga
paralleelsed iihtivad:

A KLP L. A NMP,

sest: LP = MP — kui diam. perp. sidejoonte osad,
< PLK = ¢ PMN =d,
<< LPK = 9 NPM — kul vertikaalnurgad.

Nii voime loikuda need kaks kiilu Jspmata obukesteks
kihtideks, mis ringi diameetriga ehk ellipsi viiksema teljega
1G perpendikulaarsed; koik vastavad kihid on vérdpindsed
ja Cavalieri pohilause jdrele vordmahtsed, Jarjellkult on ka
nende kiilude mahud vdrdsed.

Et y=y1, y:=ys jue., siis on nende kiilude killgpinnad,
mis y-id siinnitavad, ka vordsed, jarjelikult on neil kahel silind-
ril, fihel, mis piiratud ellipsiga DC, ja teisel, mis puratud
ringiga EF vordsed kiilgpinnad ja mahud:



Prilg = 27r.x = 271 (H 15 h)
# sest x = Hth
Msnr =] m‘g.x = zr? (" "i- h) 4

Niitid saame «ilindri iildpinna:
ringi pind = =r?,

kiilgpind = Qnr(H _‘E h):m‘ (H 4 h),

ellipsipind = = V{(T—hyFire.

Psnr=rr?4-xr (H+h )+7—;—FV(H—h Prart=rr[H+h+r41/,V(H-h)*+ 47,

IV. Et kiilud UVHD ja UVCG vérdmahtsei ja nende
vastavad pinnad vordsed, niisama kiilud STEA ja STuF, siis

vordub kaldsilindri ABCD kiilgpind ja maht vastavalt piistsi-
lindri EFGH kiilgpinnaga ja mahuga, jirjelikult — kaldsilindri
kiilgpind = 2zr.x,
kaks ellipsi pinda=zr VIH—h2+4?

Psnr=27rx 420 V (H—=h)?+4r® = zr [2x 4+ V(i1 — h)*+4r?).
.
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Maht :

Msnr = ‘Kl‘zx,

ehk Msor = 7r?k, sest x =AD =k (kiilgjoonega).

Et igasuguse prisma maht vordub aluspinna ja korguse
kasvatisega (§ 20, II, p. 5), siis vordub ka kaldsilindri maht:

Tra

Msar = > = h.

On kaldsilindri telje x ja aluse kaldenurk «, siis silindri
kdrgus NO; = h=x, sin a ja maht:

Tra
Msnr =‘?- X. sin a.

Ehk veel:

L

> el .
= 8in a, siis —= ja maht:

r
2 sin a

u'ml»—s

Tr.Tr &
Msnr =———. X, sin a = 7r¢ x,
Sl a

Nii saame kaldringsilindri mahu siis, kui kasvatame
silindri aluspinna silindri kdorgusega ehk ringi pinna, mis tel-
Jjega perpendikulaarne, silindri teljega ehk silindri kiilgjoonega.

28.

Harjutused.

Mirkus: On keha teises kehas, siis peab ta puutuma

46.

47.

45,

oma tippudega, servadega ehk pinnaga teise keha
pinda. ==3,14.

Silindri korgus on h ja aluse raadius r; leida
silindri kiilgpind, iildpind ja maht.

1) h=50 sm. jar=8sm.; 2) h =24 sm. ja r=6sm.
Leida niisuguse silindri maht, mille kiilgpind:

1) Pxaig — 314 sm.? ja aluse raadius r==>5 sm,,

2) Pxaig = 1004,8 sm 2 ja korgus h == 20 sm,,

8) Praig=471 sm.? ja h4r=20 sm.

Leida niisuguse silindri maht, mille {ildpind
Psar=1884 sm.? ja aluse raadius r==10 sm.
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48.

49,

1. 51.

53.

Il 54.

56.

IV. 57.

Leida niisvguse silindri {i'dpind, mille maht:

1) Msar—=9812,5 sm.? ja aluse raadius r=12,5 sm,
2) Msnr=11304 sm.? ja korgus h=25 sm,,

8) Msnr=4019,2 sm.® ja h:r=5:2.
Silindrikujulisest puust, mille pikkus 5 m. ja jime-
dus 3 5 dm., tahuti nii suur ruuttala, kui puu jame-
dus andis. Leida tala ja mahatahutud osa mahud.

. Silindrisse, mille korgus h =20 sm. ja aluse raadius -

= 5 sm., on konstruitud n-tahkne prisma; leida
n- tahkse pnsma iildpind.
1) n=38 2)0=6 8) N=84) i==12 5 n=—24;
Oonsilindri kérgus on 40 sm., vilimine libimoot—
15 sm. ja seina paksus—1,5 sm.; leida silindri ild-
pind, aine maht ja 60ne maht.

. Silindrikujulise torni korgus on 26 m., imbermo66t—

28,26 m. ja seina paksus—1 m.; leida torni ehita-
miseks tarvisminev aine hulk.

Silindrikujulise torni kdérgus on 18 m., seesmine

ldt imoot terves torni pikkuses — 3,5 m., seina pak-

sus maapinnast kunni 8 m. kérguseni — 75 sm.,
sealt kunni torni tipuni — 50 sm. Leida selle torni
ehitamiseks tarvisminev kivide hulk, kui iga kuup-
meetri seina ehitamiseks kulub 400 Kkivi.

Viltu labiloigatud pustsﬂmdrl diameeter on 5,8 dm.,
viiiksem koOrgus — 14,2 dm. ja suurem korgus —
20 dm ; leida selle silindri iildpind ja maht. ’

. Silindrikujuline kasepakk on iihest otsast viltu

libi loigatud ; paku timbermddt on 157 sm., fiiks
pikkus—100 sm., teine — 80 sm. Leida paku raskus,
kui kase erikaal on 0,6.

Piistsilinder on tihest otsast viltu libi 1digatud tasa-
pinnaga, mis silindri viiiksema korgusega 150° Kkal-
denurga siinnitab ; silindri viiiksem korgus h=40sm.,
ellipsi suurem telg a=24 sm. Leida silindri iild-
pind ja maht.

Kaldsilindri - telg x==386 sm. ja siinnitab silindri
alusega 80° nwga aluspind = 200 sm2 leida silindri
maht.
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58. Kaldsilindri telg x siinnitab silindri alusega 48°
nurga, silindri kérgus h=68,2 sm., tasapinna osa,
mis asub silindriruumis ja piiratud kahe ellipsi
viiksematest telgedest ning vastavatest kiilgjoontest,
on 3200 sm.2 Leida silindri maht. 1

§ 24.
Piiramiid. .

I. Korrapirase kolmtahkse piistpliramiidi korgus h, apoteem
hi;, kiilje serv k, aluse serv a, seesmise ringi raadius r ja
villise ringi raadius R on teineteisega kindlas siduvuses. Seda

Bl WE Jo8Y
it T =%

(~

Joon. 73

siduvust voib Piithagorase teoreemi abil kergesti viljendada
ja pliramiidi osade arvamisel kasulikult tarvitada, sest kui
moOni neist suurustest teadmata, siis voime selle teiste antud
suuruste jarele leida, niit.,

| maksab igasuguse korrapirase piist-

S NS 2__g2
WO AR 8 b il kahts,

3 maksavad ainult korrapirase
k=Vh2+ f an kolmtahkse piistpiiramiidi kohta.
3 jne.
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Igasuguse piiramiidi {ildpinna siinnitavad aluspind ja
kolmnurksete tahkude pindadest siinnitatud kiilgpind.
Korrapiirase piistpiiramiidi iildpinda on § 20. antud tabelit
tarvitades kerge leida:
1. Korrapirase kolmtahkse piistpiiramiidi iildpind:
P, = 0,438 a2,
P. = 8,a Vik?i—a’
Ppirs=0,43382 4 % 42 V 4k* — a2
2. Korrapérase nelitahkse piistpiiramiidi iildpind:
Poiry —a% +a V £k —a’,
8. Korrapidrase kuustahkse piistpiiramiidi {ildpind :
Pourg =2,698a + %28 VK> — a’ jne.
Korrapirase hulktahkse piistpiiramiidi kiilgpinna saame
veel siis, kui aluspinna aluse ja tahu kallakusnurga koosinu-
sega jagame (§ 8):

P,
cos a

Py

Esimene teoreem: On kolmtahkse piiramiidi ja prisma
korgused virdsed ja alused vordpindsed, ~iis en piira-
miidi maht ja iiks kolmandik prisma mahust vordsed.

o) 2
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Téestus : Konstruime kaks tasapinda: fihe, mis loikab
punkte A, E ja C, ja teise, mis 1oikab punkte E, D ja C.
Need tasapinnad jaotavad antud prisma kolmeks piiramiidiks.
II. ja lI. piiramiidi alused on vordpindsed (A ABCZ A DEF)
ja korgused vordsed, sellepirast on need piiramiidid Cavalieri
poOhilause jérele ka vOrdmahtsed. Niilid votame I piiramiidi
aluseks /\ ADE ja IL piiramiidi aluseks /\ ABE; need alused
on vordpindsed, sest /\ ADE-2 A ABE. Vordsed on ka nende
piiramiidide korgused — kui iihisest tipust C iihisele tasa-
pinnale langevad perpendikulaarjooned. On niiiid I. ja 1L piira-
miidi alused vordpindsed ja kérgused viérdsed, siis on nad
virdmahtsed.

Nii nieme, et kdik need piliramiidid on vdrdmahtsed,
sellepirast on iga piliramiidi maht {iks kolmandik antud prisma
mahust.

Teine teoreem: Piiramiidi maht vordub aluse ja kor-
guse kasvatisega, mis jagatud kolmega.

Cavalieri pohilause jirele on piliramiidid siis vordmahtsed,
kui neil on vordsed korgused ja vordpindsed alused, jirjeli.
kult on iga n-tahkne piliramiid ja kolmtahkne piiramiid vord-
mahtsed siis, kui neil on vordsed korgused ja vordpindsed
alused. Et aga iga kolmtahkse piiramiidi maht on iiks kolmau-
dik niisuguse prisma mahust, millel temaga vorine korgus ja
vordpindne alus, siis peab ka iga piiramiidi maht iiks kolman-
dik niisuguse prisma mahust olema, millel temaga vordne
korgus ja vordpindne alus. Et aga prisma maht vérdub alus-
pinna ja korguse kasvatisega, siis vordub piiramiidi maht selle
ithe kolmandikuga:

P, . h

Mpir =

——

Sellepiirast vordub korrapirase kolmtahkse pliramiidi maht:

Qa2
oy o DB B hie vy
korrapirase nelitahkse piliramiidi raaht:

2
Moy i a—g—h — 0333 2% h;

korrapirase kuustahkse pﬁramiidi maht:

"2
Mparg = i988"-'—][l=o,866 a®. h jne.
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. On korrapiirase piisttémppiiramiidi suurem aluspind
P, viiksem — P;, kii'gpind P, korgus 00;=h, #raldigatud
osa korgus SO;=x, tahu korgus hi, suurema aluse serv a,

B

viiksema aluse serv a; ja tahkude arv n, siis on niisuguse
pliramiidi kiilgpind :
Py~ % (a -+ ai). hs
ja iildpind: Ptpar — P 4 Py + Ps.
Igasuguse tomppiiramiidi maht:
Mtpﬂr—-‘/sP(h—}-X)-— 1X—l/3P h+l/lx (P Pl)
Et aga P:P1=(h 4+ x)*: x2
gis VP :VPi=(3):x;
giit (VP—VPi): VPi=[(h 4 x)—1x]:x
ehk (VP —VP):VPi=h:x,
h VP
VP—VDp,
Paneme mahu vormelisse x-i asemele tema vaértuse, siis:
Mtw’ﬂ'zl‘)"—l‘1 ‘ 2 Vﬁ_'_(P _E).
3 3 (V p—V Pl)
Et aga P — Pi=(VP 4+ VP).(VP—VP), 4

PPy
e Loy T T 8
VP VP, P + VP,

siit =

siis



[

Paneme Jeitud suuruse vastava suuruse asemele mahu
teise vormelisse, siis:

VP..(VP+V P, VPP
Mtp P3h+h. Pl-( 3P+ ll)k_;?_;_l—*_h. c;f’l 1 P;hzg(l)-i‘vm‘l"rl)-

Thhendab : témppiiramiidi maht vérdub kelme niisnguse
piiramiidi mahuga, mille kérgused vérduvad
tomppiiramiidi korgusega ja mille alusteks on:
iithel t1dmppiiramiidi alumine alus, teisel —
selle iilemine alus ja kolmandal —nende kahe
aluse keskmine proportsionaalne.

§ 25.

Harjutused.

I. 59. Pistpiiramiidi korgus h=20 sm., aluse serv a=
—~15 sm.; leida piiramiidi kiilgpind, iildpind ja maht, kui pira-
miidi aluseks on: :
1) vordkiilgne kolmnurk,
2) ruut,
8) korrapirane kuusnurk.
60. Pistpliramiidi aluse serv a- 21 sm., Kkillje serv
K =42 sm.; leida piiramiidi maht, kui piiramiidi aluseks on:
1) vordkiilgne kolmnurk,
2) ruut,
3) korrapiirane kuusnurk.
61. Piistpiiramiidi kiillgpind = 240 sm.?, aluse serv a—
-8 sm.; leida piiramiidi maht, kui piiramiidi aluseks on:
1) vordkiilgne kolmnurk,

2) ruut,
8) korraparane kuusnurk.
62) Piistpliramiidi maht = 105,8 sm., aluse serv a=

~4,6 sm.; leida piiramiidi {ildpind, kui piiramiidi aluseks on:
1) vordkiilge kolmnurk,
2) ruut,
8) korrapdrane kuusnurk.
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63. Korrapiirase nel'tahu (tetraeedri):

1) serv 4 =45 sm,,

2) korgus 11 =20 sm.,

8) illdpind =692, 8 sm.?; leida nelitahu maht,
64, Torni katus kujutab korrapirast 12-tahkset piist-
_ pliramiidi; selle piiramiidi aluse serv a—28 m. iga killje
tahk siinnitab alusega 76°40' nurga. Leida selle katuse val-
mistamiseks tarvisminev materjaali hulk (m.%). ‘

65. Liivakivist korrapirase kuustahkse piistpliramiidi
aluse serv a= 3,2 m,, kiilje serv k—=8,1m,; leida pliramiidi ras-
kus, kui liivakivi erikaal e=2,8.

1. 66. Korrapirase nelitahkse {omppiliramiidi suurema
aluse serv a=—40 dm., viiksema aluse serv a;==82 dm., killje
tahu korgus h; =20 dm.; leida piiramiidi-iildpind ja maht.

67. Korrapirase kuustahkse tomppiiramiidi suurema aluse
serv a=24 sm.; viiksema aluse serv a.= 16 sm., killje serv
k =28 sm.; leida iildpind ja maht.

68. Korrapirase nelitahkse témppliramiidi maht = 1824
sm.?, korgus h=18 sm. ja suurema aluse serv a=12 sm.;
leida piiramiidi iildpind. :

69. Korrapirase nelitahkse tomppilramiidi = maht =
. =8512 sm.?, korgus h==21 sm., viiksema aluse serv a,=16 sm.
Leida kiilje tahu ja suurema aluse kallakusnurk.

§ 26.
Prismatoiid.

1. Olgu meileantud — tema mahu leidmiseks — koige liht-
sam prismatoiid, mille itheks aluseks on nelinurk ABCD ja
teiseks aluseks kolmnurk EFG.

Votame prismatoiidi keskloikel punkti O ja ithendame
selle koikide prismatoiidi tippudega, siis jaotavad tasapinnad,
mida need tlppuqld ithendajad joonldigud piiravad, prismateiidi
nii mitmeks piiramiidiks, mitu tahku on prismatoiidil Meie
prismatoiidil on iiheksa tahku: kaks alust, meli alt illesulata-
vat ja kolm ilevalt allaulatavat tahku, jérjelikult saame ka
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ttheksa pfiramildi. Piiramiid, mis alumisel alusel asub, on
nelitahkne, teised koik kolmtahksed.

Vétame kolmnurkade BCF ja HIF alusteks vastavalt BC
' G

Joon 7@

ja HL. Et Hi=1/; BC, sellepﬁfast suhtuvad nende kérgused kui
2:1 ja pinnad kui 4:1. Kui prismatoiidi kérgus 0.0s =h,

siis pliramiidi OHIF maht — OHI pind. 25.1/5 ja pliramiidi OBCF

maht=4 OHI pinda. %.l/a, sest nende kahe piiramiidi korgu-
sed on vordsed ja alused subtuvad kui 4:1,



/

Koige seitsme kiilgtahkudest siinnitatud pliramiidi mahud
arvame analoogiliselt ‘vilja: keskloike osa, mis asub kolm-
nurgana vastavas piiramiidis, votame neljakordselt, kasvatame
prismatoiidi korgusega ja jagame kuuega. Et aga koik need
keskloike kolmnurksed osad kokku keskloike siinnitavad, siis
saame ka koikide nende piiramiidide mahud, kui neljakordse
keskloike prismatoiidi korgusega kasvatame ja kuuega jagame:

h 4 Pe.h

MKPN = Pk . —2— \"3 = 5

Alumisel alusel asuva pitramiidi OABCD mahu saame siis,

kui nelinurga ABCD pinna-— P, kasvatame prismatoiidi kor-

gusega ja jagame kuuega:

Pi- B
%

. Mupis — ABCD pind%. i

Ulemisel alusel ésuva piiramiidi OFEG mahu saame siis,
kui kolmnurga EFG pinna-—P; kasvatame prismatoiidi kor-
gusega ja jagame kuuega:

Mipir — EFG i)ind. -g o Vg2 el

Nii on prismatoiidi maht:

Mgrisl = Mapar -+ Maptir 4 Mzkpir =

P..h , Pi.h 4P hi h
" = e (P + Pa + 4 Pu).

Igasugune n-tahkne prismatoiid annab niimoodi piiramii-
dideks jaotatult alumisel alusel ithe n,-tahkse piiramiidi, iile-
misel iihe ng-tahkse piiramiidi ja kiilje tahkudel n, + Dng
kolmtahkset piiramiidi, sellepiirast maksab saadud vormel iga-
suguse n-tahkse prismatoiidi kohta.

Téhendab : iga prismatoiidi maht vordub kahe aluspinna
ja keskloike neljakordse pinna summa ja
korguse iihe kuuendiku kasvatisega !

Il. Kiilu ilemine aluspind P; - 0, alumine aluspind
P,=a.b (alus on tdisnurkne nelmurk) ja keskloike pind Py =

(a;’—c)' —g—- Et kiil iiks prismatoiidi erLkUJu on, siis Kiilu

maht:
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Meis = L (P, 4 4 P, ), obk:
M 97[a.b+4(a+°) g] NI
h.bf2a+c¢ i

h.b ; ’
B e @ e o

o
R
! ) 9
i 4.7
P e R ST dmes e mm o
’l" a+C ¢
L »-
;
>
Joon 771
Kui ¢ —a, siis:
Muziil h_é.b 2a 4 2) = h .g,.a_

On kiilu aluseks ehk p##dks paralleelogramm, siis alus-
pind P, — a.d, kus d on paralleelogrammi kérgus ehk a servade

kaugus teineteisest, ja kiilu maht
TR _h.d{2a4 ¢
Mo — 2 n + 9 =25 (£45)
On aluseks trapeets, siis aluspind P: = /s d. (a + e), kus
e on trapeetsi teine paralleelkiilg ja d mende kaugus teine-
keskloike pind Py — .5, (20 4 eJ"’) .
2
2c¢), neljakordne kesklbike pind:

teisest ;
d

5 (@+e+
(a -+ e+ 2c¢), ja maht:

4P = 5t
N ;h.d(a+e+c)’
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“hd

i selle kolmnurga pind, mis kiilu libi loikab ja alustega

perpendikulaarne on.
Nii saame igal juhusel kiilu mahu siis, kui alustega per-
pendiknlaarse kolmnurga pinna aluste kolme serva kolmandik

summaga kasvatame.

70.

71,

§ 27.
Harjutused.

Prismatoiidi korgus h-—4,2 m., alumine aluspind
Pa — 0,8 m.2 {lemine aluspind Pa — 0,6 m?
ja keskloike pind Px = 0,7 m.? Leida prismatoiidi
maht,

Raudkiilu péiiZon taisnurkne nelinurk, mille pik-
kus on 8 sm. ja laius — 4,5 sm.; kiilu kdrgus on
38 sm. ja pid vastasserva pikkus — 3,5sm. Leida
kiilu raskus, kui raua erikaal — 7,6.

. Taiskelbaga maja pikkus on 25 m., laius — 15 m.;

maja katus siinnitab laega 60° -nurga. Leida
selle maja po6ningu maht,

. Kiilukujuline liivahunnik, mille alumine pikkus oli

8 m., laius—5 m., iilemine pikkus—6 m. ja kiilg-
tahkude kallakusnurgad—45°, tosteti kuubikujuli-
sesse kasti, mis liivast ddreni tditus. Leida selle
kasti serva pikkus.

Oder on viiljal 6onsas rougus, mille pikkus on 12 m.,
korgus—3 m., kiilje paksus—0,8 m. jakiilje kalla-
kusnurk—60°. Mitu koormat otre saab sellest rou-
gust, kui iga koorma maht keskmiselt 5 m.” on.

S 8.

Koonus.

I. Et meie voime vaadelda koonust kui piiramiidi, mil-
lel on lopmata hulk lopmata kitsaid killgtahkusid, siis ei eraldu
koonuse pinna. ja mahu arvamine piiramiidi pinna ja mahu



arvamisest muuga, kui et see koonuse suurema korrapéra-
suse tOttu veel lihtsamaks muutub. Iga koonuse illdpinna
stinnitavad koonuse aluspind ja kiilgpind. Kui piistkoonuse

Y | 2

et

____________

Joon. 78.

aluspind on ring, mille raadius r ehk diameeter d, siis voi-
maldavad viimased selle pinna suuruse viljendada:
P, == =r2 ‘eshk:
e
. Bl g

Koonuse kiilgpind annab iihte kiilgjoont k-d moida lahti
loigatult ja tasapinnale laotatult ringi sektori. Selle sektori
raadiuscks on koonuse kiilgjoon k ja kaareks koonuse aluse
ringjoon 2 zr ehk =d.

Meie voime jagada selle sektori lopmatla hulgaks kolm-
nurkadeks, mille tipud asuvad sektori tipus ja mille aluseid voib
vaadelda — kuilopmata liihikesi kaarekesi — sirgjoone osadena.
Iga niisuguse kolmnurga pinna saame siis, kui aluse poole
korgusega kasvatame. Et aga koik korgused vordsed on, sest
nad vorduvad koonuse kiilgjoonega k, siis voime esiteks koi-
kide kolmnurkade alused kokkuarvata — saame sektori kaare —

~—27r==d —- ja siis poole kOrgusega kasvatada.
Nii on siis koonuse kiilgpind :
P 2II‘-—2—- =rk, ehk:
k =dk
e e
Et aga k — Vh®4 2 siis veel:

Pe ==r VI,

6*
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Tghendab — koonuse ildpind on siis, kui antud ob r
ja k: : :
' Pxkoon : nr? + ﬂI‘k =% I'Cl‘(l' + k) —_
ja kui antud on r ja h: S
Preon — 71* + 7r V241 = zr(r 4 Vhi-+r?).
—_——
Koonuse maht vordub selle paragrahvi algul eldule poh-
jenedes: :

' % ;
Mkoon == P.. -%— ey 'Kr éh .

Et aga h = Vk? —1?, siis veel:
; Mkoon =1tl'2Vk2—l"
]

II. Toémpkoonuse iildpinna siinnitavad kaks aluspinda ja
* kiilgpind. On 'tompkoonus saadud piistringkoonusest, slis on
ta molemad alused ringid, mille pinnad:

P, 1R0,

Pﬁ = =t

~ Loikame kiilgpinna fihte kiilgjoont md6da lahti, laotame
tasapinnale ja jagame ta l0pmata hulga joonloikudega, mis
vorduvad killgjoonega, osadesse, siis saame lopmata hulga
lopmata lithikeste alustega trapeetse, mille korgused on vordsed
ja vorduvad kiilgjoonega. Nende trapeetside suuremate aluste
summa vordub alumise aluse ringjoonega = 2zR, viiksemate
aluste summa — filemise aluse ringjoonega — 2=r, sellepirast
killgpind :



Pe = (27R + 27r). —12{- ==k (R 4 1),
ja tildpind : : &
Proon — R24-7r? 471 (R41) = ofRI+r*+k (R41)].
Et aga k- VRRL(R—1), ;
siis kiilgpind: Py — =(R+1) VRF - (R — 1*
ja tldpind: Ptoon — z[R® 4 r*+ (R4 1) VRE - (R—1)7).

Et tiirﬂpkoonust voib vaadelda kui lopmata hulga 16p-

mata kitsaste killgtahkudega tompiiramiidi, siis vordub ka
témpkoonuse maht:

Mtkaon — —g— (P. +Vf’a_—§: 4P )= Tf;— (RRH—VE%—’_. -r;;—{—xr’)m

— @R+ oRr + ) — L@+ Br+ ).

§ 29.
Hafjutused.

Mirkus : Koigis harjutustes on voetud piistringkoonus.

[. 75. Leida koonuse iildpind ja maht, kui antud on: -
1) raadius r— 28 sm. ja korgus h —45 sm.;
2) B b8 s RS 19 e
3) , I —12 sm. ,kilgjoon k—=387 sm.;
4)kiillgjoonk 78 sm. , korgus h—>55 sm.

76. Leida koonuse maht, kui antud on:
1) kiilgpind Py — 427,04 sm.? jaraadiusr = 8sm.;

2) 5 Pe= 1884 sm* L seade 4 g

3) 12 Py - 1821,2 sm.2 | kérg. h—=21sm.;

4) iildpind Pxoon - 88207,52 sm.? ja raadius r =
=72 B}

5) iildpind Pxoon = 88064,2sm.2jar+ k=162 sm.

. Koonuse kiilgpind siinnitab tasapinnale laotatult
poolringi, -mille raadius on 20 sm. Leida koonuse
iildpind. .

-2
-3
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9.

80.

81.

82.

83.

84.

86.

87.

88.

¥

. Koonuse killgpind on 1884 sm.z)‘ja siinnitab tasa-

pinnale laotatult sektori, mille sentrinurk « = 60°,
Leida koonuse maht.

Koonusesse on konstruitud piistringsilinder, mille
kiilgpind on koonuse kiilgpinnast neli korda viik-
sem ; koonuse kdrgus h=15 sm. kulg]oon k=17 sm.
Leida silindri korgus.

Vordkiilgne kolmnurk, mille killg a = 24 sm,
podrdub {ihe kiilje iimber ja siinnitab kahekordse
koonuse. Leida selle maht.

Romb, mille kaks vastasnurka on kumbki 709, p&ir-
dub nende nurkade diagonaali d =12 sm. i{imber

ja siinnitab kahekordse koonuse. Leida selle

maht.

Koonusetaolise - liivakuhja aluse {imberm66t on

15,072 m. ja kuhja koérgus — 1,65 m. Mitu koor-

mat liiva on selles kuhjas, kui igasse kormasse

mahub keskmiselt 1657,92 dm.? liiva.

Koonuse kiilgjoon k= 100 sm. ja siinnitab 'alusega

60° kaldenurga; leida koonuse maht.

Leida tompkoonuse iildpind ja maht, kui on

antud -

1) alumine raadius R=18 sm., iilemine raadius r=8
~ sm. ja korgus h=12 sm,

2) 7 2 R=18 sm., kiilgjoon k=17 sm.

ja korgus h =15 sm.

5. Leida tompkoonuse maht, kui antud on:

1) kiilgpind Py = 1020,5sm.?, R=15 sm. ja r=10sm.;
2) 7 Px = 489,6 sm.?, k=10 sm.ja h= 8 sm.
Témpkoonusetaolise plekist riista {ilemine diamee-
ter on 11dm.,alumine—9 dm. ja kérgus—7,56 dm.
Leida selle riista valmistamiseks tarvisminev
pleki hulk.

Puu tiivest, mille pikkus on 4,5 m., alumine dia-
meeter — 6 dm. ja iilemine — 4,8 dm, valmistati
nii suur ihejimune ruuttala, kui puu ilemine
ots vdimaldas. Leida mahatahutud osa maht.
Tuuleveski alumine sisemine libim06t on 6 m.,
iilemine — 5 m. ja kdrgus—12 m.; seina paksus
all on 0,77 m,, iilleval—0,51 m. Leida seinte maht.
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89. Laeva masti pikkus on 25 m., alumine labimaét

on 94 sm. ja iilemine — 36 sm. Leida masti
raskus, kui puu erikaal on 0,6.

§ 30.

Kera.

I. Podrdub poolringjoon diameetri AB {imber, siis siin-
nitab ta kerapinna ja eraldab ruumist keraruumi. Iga selle
poolringjoone osakene, niituseks kaar DC, siinnitab kera vio,
kaare vastav sidejoon —témpkoonuse pinna.

B
Joon &0

Joonldigud CC; ja DD, mis AB-a perpendikulaarsed, on
selle témpkoonuse raadiused r: ja re; sidejoon CD =k on selle
koonuse kiilgjoon, ja tema kiilgpind :

P = =.k. (T2 §11).

Jagame kiilgjoone CD pooleks, siis CE —ED; tdmbame
: ' r2 -+ n

E-st EE:, mis paralleelne CCi-ga ja DD.-ga, siis EE, —
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(kui trapeetsi keskjoon). Uhendame niiid punktid E ja O,
saame joonldigu EO =r, ja tombame C.st témpkoonuse kor-
guse CF=h. Kolmnurgad DCF ja OEE; on taolised, sest
% DCF - < OEE: ja <t DFC —<rEE(0 —d, jirjelikult :

k- (11’2*_‘_1‘1)}) ehk :

2r:2k=(re+r1):2h,
siit — 2k (r: +1)—4kh
ja — k(r, + 1) —2rh.
Paneme leitud tompkoonuse kiilgpinna vormelisse k (r:<-r1)
asemele tema viidrtuse 2t h, siis saame:

Pk = 2 7!1'1]

Mida viiksemaks meie témpkoonuse korguse muudame,
seda lilhemaks jddb sidejoon DC, seda ldhemale nihkub ta kaa-
rele DC ja seda pikemaks liheb r ehk selle sidejoone kaugus
kera keskpunktist. Muudame h-i lépmata viikseks, siis jddb
CD lopmata liihikeseks ja liheb kaarele CD ldpmata ldhedale,
nii et neid 16puks iihtelangenuiks vdib.tunnustada. Siis lan-
geb EO viimane punkt E kaarele, ja selle punkti kaugus O-st
ebk r—=R. Niiiid langevad selle 10pmata madala tdmpkoonuse
kiilgpind ja 16pmata kitsa v66 pind iihte, nii et tompkoonus
oleks niiiid kera kiht ja tema kiilgpind — kera v{o, mille pind:

Prss 2z rh.

Et meie aga igasuguse vio pinda voime vaadelda kui nii-
suguste 10pmata kitsaste vodde pindade summad, mille vastavate
kihtide iiksikud kdrgused hi, hs, hs jne. nende iildse korguse
annavad, siis maksab saadud vormel kera igasuguse vi6 pinna
kohta, tihendab:

kera voo pind vordub kera pearingjoone (27 R) ja
vastava kihi korguse (h) kasvatisega.

II. Kera 16ik ehk segment (GAH — joon. 81) on kera
kiht, mille iiks alus on null; jirjelikult maksab saadud ver-
mel ka kera segmendi vilispinna kohta:

Pseg — 27 Rh;.

4 st
Kera segmendi vilispind vordub kera pearingjoone ja
segmendi korguse kasvatisega.



B
Joon 81.

[Il. Votame segmendi, mis poole keraga vordub, siis
vordub selle segmendi korgus h kera raadiusega R, sellepirast
poole kera pind:

1/, Prec - B R, |
ja terve kera pind: Pxer 4zR2

Kera pind vordub kera pearingi neljakordse pinnaga.

1V. Kera sektori iildpinna siinnitavad sektori aluspind

ja kiilgpind.  Uldjuhusel (OEGHF — joon. s1) on sektori

aluspinnaks vastav (EGHF) voépind  2xRh. ja kiilgpinnaks

kaks koonuspinda ; erijuhusel on aluspinnaks sektori segment-

osa (GAH) vilispind - 2=Rh: ja kiilgpinnaks iiks koonuspind.
Nii on siis:

1) iildjuhusel: 2) erijuhusel:
P, 27Rhs, P 27 R hy,
Py =R1i + 2R, Py zR 11,

Psek — #R(2he 4 1, 4+ 12). Psek — =R (2 hi 4 14).
Saadud vormelitest nieme, et kera sektori pind vordub
igal juhusel: ;
pearingjoone pikkuse ja vastava kihi korguse kas-
vatisega.
V. Kera sektori voib vaadelda kui lopmata viikeste
alustega piiramiidide kogu. Nende piiramiidide tipud asuvad
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sektori tipus ja nende alused sektori alusel. Kéikide nende
lopmata viikeste piiramiidide aluste summa voérdub sektori
alusega — 2= Rhe (iildjubusel) ehk 2 =R hy (erijuhusel). Tihen-
dab, sektori mahu saame siis, kui kéikide nende lopmata vii-
keste alustega piiramiid®e mahud kokku arvame. Selleks
vbotame nende piiramiidide aluste summa ja kasvatame nende
iihise kolmega jagatud korgusega:
Moer == 22 R ha & }f 25 3 Rzllz (iildjuhusel),

Msex = /s = R? hi (erijuhusel)

Sektori maht vérdub Kkera pearingi pinna ja vas-
tava kihi korguse kahe- kolmandik kasvatisega.

VI. Mida suuremaks liheb sektor, seda suuremaks muu-
tub ka kdérgus h. Vdérdub sektor poole keraga, siis h R, ja
poole kera maht:

/s Mker 2is - R3,
siit — Mxker l/:; . RA. {

Kera maht vordub kera iildpinna ja kolmandik raa-
diuse kasvatisega.

VII. Eraldame erikujulise séktori mahust (joon. 82) koo-
nuse OEF mahu, siis jiib meile jirele segmendi maht. Koo-
nuse aluspind :
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Uhendama punktid A ja F ning F ja B, siis saame
tiisnurkse kolmnurga AFB, sest - AFB on piirdenurk ja
toetab diameetrile; siit r kui kdrgus, mis langeb tdisnurga
tipust hiipetenuusile : ;

1? - (2R—h)h, sest /B -2R—hja0,A h,
jarjelikult: P, =h(2R-h), ja koonuse maht:
Mkoon /3 zh (2 R—h)(R—h)'/s=h (2 R*~-8 Rh |-h?).

Sektori maht :
Msek  */; zR?h, tiihendab — segmendi maht:
Mseg  Msek—Mikoon 23 R2h—'37zh (2 R%—8Rh + h?) -
/s=h(2R*—2R?2 +3Rh —4? ']; (BR—h).

VIII. Kera kihi maht vordub segmendi kahe mahu
vahega. On meile antud vilja arvata kihi GEFH (joon. 83)
maht, siis saame selle, kui segmendi AEFA mahust segmendi

B
]oon S5,

AGHA mahu maha arvame. On kihi kérgus 0:0: - h, viiiksema
segmendi korgus AO: — x ja suurema segmendi korgus AO: -
h -+ x, siis segmentide mahud :
Msegy—'/37 (h+x)2[8R~(h+x)|="/s=(3Rh*4-6Rhx+8Rx*~3h*x-3hx* -h?-x?),
;\‘Isegl.—.—l/aﬂxa(SR—-X) 1/am( -}-»‘f}RX2 MRy —Xx5),
M int= Mseg, — Mseg, ‘«—:1/ 31(3Rh2+6RhX —8hex — 3hx* = 1 2
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| Toome sulgudest vilja /2 h, siis:
Mgine — %(GRh-}- 1I2Rx—6hx—6x:—2h?).

Kihi aluste raadiused on keskmised proportsionaalsed
nende juure kuuluvate kera diameetri loikude vahel, sellepirast:
- (h+x)2R—(th+x)]- 2Rh - 2Rx—2hx —x2 —ht

rr- s(2R—x) = 2Rx — X2,
i 2Rh-+4Rx— 2hx — 2x2 —he,
Kasvatame saadud vOrduse molemaid pooli 3-ga, siis:
3243 —-6Rh+ 12Rx—6hx—6x*—3h?

Toome iithe h? paremalt poolt pahemale poole, siis:

8r24-8r2+ h*~6Rh+4+ 12Rx —6hx—6x*—2h%

Kihi mahu vormeli sulgudes olev avaldus on sama, mis

leitud vormeli parempoolne osa, sellepiirast paneme selle vor-
meli pahempoolse osa sulgudesse vOrdse suuruse asemele, siis :

Muint '%l (Br2+3r2-+ hy).

IX. Terve kera pind on sfiidrilise kahetahkse nurga ehk
sfagrilise kiilu vilisest ehk sfidrilisest pinnast nii mitu korda

B
Joon 84.

suurem, mitu korda on 360° sfidirilise kahetahkse nurga kalla-
kusnurgast « suurem, sellepirast:
Pxer : Psik =— 3600 : a,



%

42R*.0 2 Re.a

siit Psikr — T, 9\00 p

Stagrilise kahetahkse nurga iildpind :

Psma - = R 4

Niisama subtuvad nende mahud :

90.
91.
92.
93.
94.

93.

96.

97.
98.
99,

100,

R? .«
EW“ ’TR2(1 +90°

Mker : Msfk 360° <,
47R®.a xR3a

: siit Msik SR 3707
§ 31.
Harjutused.

/

Kera raadius on 15 sm.; leida kera pind ja maht.
Kera pind on 452,16 sm.?; leida kera maht:

Kera maht on 904,32 sm.’; leida kera pind.
Odnpoolkera viline diameeter on 1,8 dm., seina
paksus — 3 sm.; leida poolkera viline ja sise-
mine pind.

Kera pearingjoone pikkus on 75,36 dm.; leida
kera maht.

Maakera raadius on umbes 860 geogr. penikoormat,
dhukihi paksus selle pinnal on umbes 10 geogr.
penik.; leida 6hu hulk.

Kera, mille diameeter 6n 1,8 m., kullatakse iile ja
tarvitatakse iga 2 m.? peale 1,98 gr. kulda; leida
kuldamiseks tarvisminev kulla hulk.

Marmorist kera raadius on 1,4 dm., marmori eri-
kaal - 2,8; leida kera raskus.

Kera vioo korgus on 12 dm., kera raadius —
20 dm.; leida vé6 pind.

Kera vd6 pind on 628 sm.?, kera raadius—12,5 sm.
leida vod korgus.

Kera v86 pind on 1256 sm.?, korgus — 10 sm.;
leida kera maht.
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101.

103.

104.

106.

107,

108.

109,

110.

53 4 08

112.

.
Maakera raadius on ligikaudu 860 geogr. peni-
koormat, palavvés korgus — umbes 684 geogr.

penik.; leida palavvéd pind.

2. Segmendi alus on kera keskpunktist 8 dm. kau-

gel, segmendi aluse raadius on 2 dm. vorra. kera
raadiusest lithem; leida kera maht ja segmendi
vilispind.

Kera raadius on 85 sm.; segmendi korgus—8 sm. ;
leida selle segmendi juure kuuluva sektori iild-
pind ja maht

Kera sektori (erijuhus) koonusosa korgus on 85 sm.,
selle aluse raadius—12 sm.; leida sektori maht.

5. Kera sektori (erijuhus) segmentosa aluse raadius

r -16 sm., segmendi vilispind ja koonuse kiilg-
pind on vordsed; leida sektori maht.

Kera sektori (erijubus) segmentosa aluse raadius
r— 24 sm. sektori iilldpind vordub kera iihe
pearingi pinnaga; leida sektori maht.

Kivist kera segmendi aluse raadius r 28 sm,,
segmendi kOrgus h - 8 sm.; leida segmendi ras-
kus, kui kivi erikaal — 2,8. :

Kera kihi suurema aluse raadius r» 26 sm.,
viiksema aluse raadius r; - 21 sm. ja kihi kor-
gus h-—16 sm ; leida kihi maht.

Kera raadius on 65 sm., kihi suurema aluse raa-
dius r» — 63 sm., kihi kdrgus on 9 sm.; leida kihi
maht. ;

Kerast, mille raadius — 20 sm., on vilja ldigatud
sfagriline kiil, mille kallakusnurk « — 22°30'; leida
kiilu {ildpind ja maht.

‘Raudse sfadrilise kiilu terava serva pikkus on

20 sm., kallakusnurk « — 30°; leida kiilu raskus,
kui raua erikaal - 7,8,

Kaksikkumera klaasist ladtsa paksus on 3,5 sm.,
ithe kumeruse raadius — 7 sm., teise — 8,75 sm.;
leida ld#tsa raskus, kui klaasi erikaal — 8,5.

3. Kumerdonsa Kklaasist ldditsa paksus' on 5 sm.,

ithe kumeruse raadius — 10 sm., teise — 20 sm.;
leida ladtsa raskus, kui klaasi erikaal — 3,5.
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32.

un

Kehade mahtude suhted.

I.  On silindri, kera ja koonuse raadiused ja korgused
vordsed, siis:

Joon. 856

Msnr nr?, h 27ré, sest h—2 T,
Mker 4/3 s,
Mzxkoon —- 1/3 7re, h- 2/ xr3,
Siit : -
Msnr : Mker: Mkoon — 27p3 : 4/5 r3 : 2/3 7r?

ALY

~
o
™
[=2}
=S
oo

Tihendab: On silindri, kera ja koonuse raadiused ja
korgused vordsed, siis suhtuvad nende mahud
nii kui 3:2:1. (Arhimeedese lause).

Il. Kehad on siis taolised, kui koik nende vastavad ser-
vad — proportsionaalsed, vastavad tahud — taolised kujun-
did ja vastavad kahetahksed nurgad vordsed on (§ 19).

Jirjelikult : on kahe piistprisma alused taolised, siis suh-
tuvad nende aluste pinnad nii kui aluste vastavate servade

ruudud ;



4

: / Joon. &G

Py Py —2at:a } Kasvatame proport-

Et kilje tahud on taolised, siish:hy, — a:a, f Sooni vastavad liflk-

P B Pk a’:al
Ny o w— : 3
Mpris ¢ Mpris; ats a;.
Thhendab: Toaliste kehade mahud subtuvad nii kui vas-
tavate servade kuubid.
Leida, kas v0ib seda lauset ilma erandita koikide tao-
liste kehade kohta laiendada.

§ 33.
Guldini laused.

[. Pédrdub joonlolk AB — k; telje xx; iimber, siis siinni-
tab ta tsmpkoonuse, mille kiilgpind:




97

Pyt 2;‘&———*2_2”—2 §5 =9 xkx.-rli—r—?-- ;
Nelinurk ABO:0; on trapeets. . On se}le trapeetsi. kesk-

1-|-I‘2

joon OP — p1, siis p1 = ja Px=2mp . k.

Punkt P on joonldigu AB raskuspunkt, p;—selle raskuspunkti
kaugus pdordeteljest xx; ehk raskuspunkti raadius ja 2=p —
sel's raskuspunkti tee, mis ta ithe ringiga libi kiib; téhendab:

poorkeha kiilgpind vordob kujutavjoone enese ja
selle joone raskuspunkti tee pikkuse kasvatisega.
; Sama tause maksab koikide teiste joonloikude — ke, ks jne.—
kohta, tdhendab : kéikidest joonldikudest sﬁnnitatud keha kiilg-
pind:
Pk =P '01k1 +2 P2 k2+ +" ’Itpn = K(91k1+92k2+ —l—p nk )
" Mehaanika nimetab nusuguste iksikute Joonlolkude ja
nende raskuspunktide raadiuste kasvatist nende joonldikude
poordemomentideks poordetelje xx: suhtes ja toestab, et koi-
kide niisuguste iiksikute joonldikude psérdemomentide summa
vordub joonloikude summa’ ja nende ldikude {ihisraskuspunkti
raadiuse (p) kasvatisega:

'91k1+92k~2+ ..... +9ukn=(k1+kz+....+kn)p.
Tahendab — poorkeha kiilgpind :
Py = 20 (ki -I-_!ie +...-1ky).

Selles vormelis on ki + ks +....+ k, koikide joonloikude
ehk terve murdjoone pikkus, 27p — selle tee pikkus, mis
nende joonldikude iihisraskuspunkt tihe ringiga libi kiib.

_ On kujutavjooneks mistahes koverjoon, siis vOime selle
koverjoone osadesse jagada. Mida suurem on koverjoone osade
hulk, seda viiksemad on iiksikud kujutavjoonekesed k-d, seda
ligemale nihkuvad nad sirgjoone loikudele ja seda tépsem
saab vastus, Nii maksab igasuguse joone ldbi siinnitatud p&or-
keha kohta :

Guldini esimene lauso:
Poorkeha kiilgpind vordub kujutavjoone enese pikkuse
ja selle joone raskuspunkti tee pikkuse kasvatisega.
II. Péordub tdisnurkne nelinurk ABCD, mille Kkiiljed
AB —-CD--b ja AC—BD —h, telje yy: iimber, siis siinnib
oonsilinder, mille maht vérdub viilise ja sisemise s111ndr1 mahu
vahega:

Stereomestria. 7
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(r: + rx)

Msar == =h (ry® — 12?)==7h (r1 + r9) ('t — re)) =2 zh (11 —'12)
Nelinurga ABCO raskuspunktiks on selle nelinurga dmgonaahde

v,
Joon.88.

loikpunkt P, raskuspunkti kaugus poérdeteljest—o, sellepiirast :
It +Ie

2
Et aga b " 1y —r, siis 00nsilindri maht:
Msnr -~ 21xh {Jb 27‘1{3 £ i

Saadud vormelis on P, = bh nelinurga ABCD pind ja
2 7y — selle pinna raskuspunkti tee {imber péirdetelje.

On meil pind, mis seisab koos ABCD taolistest taisnurk-
setest nelinurkadest, mille pinnad Pi, P jne.; on g1, ¢ jne.
nende pindade raskuspunktide kaugused podrdeteljest ehk
raskuspunktide raadiused, siis nende nelinurkade poérdumisel
stinnitatud keha maht:

M=2 zp,.P, 427, P2 }.... 4270, .P n =2 = (0,.P;+-p2.Po+....+pn . Pn ).

Endisega qdmacelt tocstab mehaanika, et iiksikute pin-
dade ja nende pindade raskuspunktide raadiuste kasvatiste
summa vordub nendest pindadest siinnitatud {ihispinna (P)
ja selle raskuspunkti raadiuse (g) kasvatisega : .
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b Py 4 02.Pa .o i 4 gy Py—=p. P.
Tahendab — niisuguse péirkeha maht:
M=2=n P

==
Meie voime igasuguse tasapinna l6pmata viikesteks tdis-
nurkseteks nelinurkadeks jaotada. Mida viiksemad need neli-
nurgad votame, seda ligemale nihkub nende pindade summa
antud pinnale; sellepdrast maksab igasuguse posrkeha kohta
Guldini teine lause:

Poorkeha maht vordub kujutavpinna enese ja selle
pinna raskuspunkti tee pikkuse kasvatisega

Mérkus: Kujutavpinnaks on tasapinna osa; pdordetelg
asub iihelpool seda tasapinna osa kas selle pinna
pikendusel ehk pinnal enesel.

§ 34.

Guldini Jausete praktiline viiirtus.

- Saadud Guldini lauseid voime tarvitada kas pidrkehade
pindade ja mahtude otsimisel, kui meil on teada vastavate raskus-
punktide raadiused, ehk raskuspunktide raadiuste otsimisel,
kui meil on teada vastavad pinnad ‘ehk mahud. Raskuspunkti
raadius méadrab raskuspunkti enese asukoha kindlaks, jarjeli-
kult — on raskuspunkti raadius teada, 'siis on teada ka raskus-
punkt.

I. néditus: Leida kerapind Guldini lause jiirele.

Kerapind siinnib poolringjoone poordumisel diameetri
iimber. Sellekohastest tabelitest leiame, et poolringjoone raskus-

punkti raadius o — 2_R. Poolringjoone pikkus = =R, sellepirast
kerapind:
2R
Pker =22p.7R=2%. =~ = R=42zR".

K

II. nditus: Leida poolringjoone raskuspunkt.

Meie teame, et poolringjoone -raskuspunkt peab asuma
raadiusel, mis poolringjoone diameetriga perpendikulaarne
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Psordub see poolringjoon “diameetri -iimber, siis siinnitab ta

kerapinna.

On niiiid ¢ selle raskuspunkti kaugus diameetrist,

siis kerapind Guldini esimese lause jirele:

Pker — "‘CR 2 ;..P

On mell aga teada et kerapmd : 4xIR'2, siis

114,

xR.27p =41xR?,
2 4‘7:R2 2R
siit 4 ;kRT—- & ST

§ 35.
Segaharjutused.
Keras on korrapirane nelitahkne piistpiiramiid,

mille kdrgus vordub aluse diagonaaliga — 8 sm.;
leida kera pind.

. Keras on korrapirane nelitahkne pustpuramud

" mille korgus on aluse diagonaalist kaks korda

<516,

11%

pikem ; leida piiramiidi maht, kui kera raadius

B ==51:.8m. e .
‘Nelitahus = (tetraeedris) on kera, mille raadius

r=29 sm.; leida nelitahu maht, :
Korraparases nelitahkses kaksik - pubtpuramudls

- (kaks vordset iihise alusega piiramiidi), mille

118.

aluse serv a — 34 sm. ja apoteem h; —36!/s sm.,
on kera, mille maht tarvis leida.

Korrapiirases nelitahkses tomppiiramiidis on Kera,
mille raadius vordub témppiiramiidi iilemise aluse
servaga — 6 sm.; leida tomppiiramiidi -iildpind

- ja selle osa maht, mis tidiendab tomppiiramiidi

119.

it 1903
" " ja nurk «=60°; prismas on piistringsilinder, mille

piiramiidiks.
Keras, mille raadius r = 27 sm., on.korrapirane
nelitahkne tomppiiramiid, mille kérgus h==30 sm.
ja aluste servad a+b-——60 sm. Leida tﬁmppﬁra-
miidi- maht.-

Pustprlsma aluseks on romb, mille kiilg a==20 sm.
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- kérgus vérdub prlsma kérgusegaa:&u sm. Leida

121.

122.

silindri maht.

Piistringsilindris, mille raadius r = 8 sm., on korra-
pdrane kolmtahkne piistprisma, mille korgus vér-
dub aluse servaga. Leida prisma maht.

Piistringkoonuses, mille kiilgjoon k = 65 sm. ja
korgus h = 56 sm., on piistringsilinder, mille

~ aluse raadius suhtub korgusega nii kui 33:112.

123.

124.

Leida silindri maht,
Piistringkoonuses on nelitahk (tetraeeder), mille
serv a — 9 sm.; leida koonuse maht.

Piistringkoonuses, mille korgus h — 8 sm., on
kera, mille raadius on koonuse aluse raadiusest
kaks korda viiksem. Leida kera maht.

125. Tompkoonuses on kera, mille raadius r—6 sm.;

126.

127.

128.

tompkoonuse {iihe aluse pind on teise aluse pin-
nast neli Sorda viiksem. Leida tompkoonuse
maht.

Puust 00nsilindris, mille koérgus h - 20 sm. ja
erikaal e — 0,7, on d0nsuse suurune tinast silin-
der, mille raadius r, on puust silindri raa-
diusest r 10 sm. vorra liihem (r — r; — 10 sm.)
ja erikaal e, ——11,3. Leida tinast silindri raadius,
kui mélemad silindrid kaaluvad kokku 26,533 kg,

Puust piistringsilindrist, mille koérgus h—40 sm.,
raadius r — 15 sm. ja erikaal e 0,6, on vilja
ldigatud kiil, mille iiks serv siinnilas silindri telje
ja mille kallakusnurk «-20°. Viljaldigatud kiilu
asemele on paigutatud samane terasest kiil, mille
erikaal e;=7,8. Silinder on lastud piisti4-4°C vette.
Kui siigavale vajub silinder, kui on korvaldatud
kiiljeli kukkumine?

Puust piistkoonusest, mille kérgus h-15 sm,
kiilgjoon k= 17 sm. ja erikaal e=0,8, on vilja 10i-
gatud teine samane koonus nii, et d6nsuse tipp
asub koonuse teljel, d6nsuse kiilgjoon on koonuse
kiilgjoonega paralleelne ja donsuse raadius suhtub
koonuse raadiusega nii kui 3:4. Leida selle keha
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129,

130.

131,

132.

erikaal siis, kui 88nsus on taidetud elavhébedaga,
mille erikaal e, =18,6.

Puust piistkoonuse kérgus h —15 sm. Lastakse
see koonus, iilimtipp ees, vette, mille temperatuur
+-4°C, siis jddb ilimtipp 12 sm. siigavusele vee
alla. Kui suur on puu erikaal ?

Kaks kera riivavad teineteist viljaspoolt; mende
kerade mahtude summa on 3956,4 sm.” ja kesk-
punktidejoon d 15 sm. Leida kummagi kera raadius.

Kaks kera riivavad teineteist seespoolt; nende
kerade mahtude vahe on 31538,16 sm,® ja kesk-
punktidejoon d 9 sm. Leida kummagi kera
raadius. :

Punktist A langeb valgus kerale, mille raadius
r--12 sm.; punkti A kaugus kerast on 28 sm.
Leida kera valgustatud pind.

138. Kui kaugel on punkt A kerast, mille raadius r—12sm.,

134.

135.

136.

137.

138.
139,

kui ta valgustab kera pinnast 602,88 sm.??

Puust kera, mille raadius r —21 sm., vajub 44°C
vees 27 sm. siigavusele. Leida puu erikaal.

Klaasist valmistatud dénkera raskus on 671,175 gr.,
seina paksus — 1,5 sm. Leida kera raadius, kui
klaasi erikaal e —2,5.

Korgist valmistatud O6nkeras on 0O6nsuse suu-
rune rauast kera, mille raskus on 3799,4 gr. ja eri-
kaal e=17,26. Sarnane kokkupandud kera ujub
-+4°C vees nii, et pool kerapinda vee all asub.
Leida korgist kesta paksus, kui korgi erikaal
e =0,24.

Laseme kera segmendi, mille kdrgus h=27 sm,,
kerapind ees +-4°C vette, siis vajub ta nii siiga-
vale, et lagipunkt asub 21 sm. siigavusel
veepinna all; vastupidi vette lastult jiiks
sama punkt 12 sm. veepinnast korgemale. Leida
segmendi maht ja aine erikaal.

Leida poolringi pinna raskuspunkt.
Leida ringjoone kaare raskuspunkt.



Ti#htsamate ainete

I. Kovad kehad.

15. 400 sm.2.
16. 348,27 m..
17 420,

§ 21. 25.1) 17,32 sm.;

141,42 sm.>.

2) 20,784 sm.;
203,6448 sm.?;

3) 28,578 sm.;

385,0156 sm.>.

26. 1) 384sm”;512sm.?
2) 1895,875 sm.?;
3546,5781 sm.?

3) 54 dm.?; 27 dm.?

108

erikaalude tabel.

II. Vedelikud.

Alumiinium 27 Allohol 7500 2l o r g
Hobe . . 10,5. 0 R R e e |
Jid 0,9. Elavhobe . . . . . . 13,85.
Klaas oy Vadvelsiisinik . . . . 1,27,
Kuld . e VEhviihape o .00 LA
Naatrium . o100 Vol nin A EE S Ol
Plaatina 24y IlI. Kaasid (0" juures, vee eri-
Raud 7,8. kaal - 100).
Teras (2° 0C) 7,8. Ammoniak . . . . . 0,763.
Malm (4°/,C) 7,4. ATEOML S 0 v S S 0
Tsink S HEpaik o 0 T
Tammepuu . 91 Wlagr ., 08 T A RV
Teemant . L BB Lammastik |, .. . "3,861.
Tina . 3 13 2 Stathape: ~ " o041 LOTT
Vask 8.7. Vee aUr vl o v rR0e
Vidvel . 2,0. Vesimik &&= hie o o0nng:

Ohk (28°/, hapnikku ja

77°/0 lammastikku) . 1,293.

YVastused.

§ 8. 14. 156,88 sm.2 ‘ 27. 1) 343 sm.2.

2) 1728 sm.:.
3) 614,125 sm.”,
28. 1) 384 sm.2,
2) 150 sm.2,
3) 181,56 sm.’.
29. 970,3125 kg.
30. 12 sm. w»»; 864
sm.2 m; 19,5 kg, ».
31. 1) 340sm 2 400 sm.*
2) 563,856 sm.*;
793,8 sm.?
82, - 774¢ sm.2
38. 5528m.2 864 sm.’
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84 7168.dms?
35. 98024 kg.
86. 4 sm.; 8 sm.;
16 sm.
37. 312,289 dm.?;
249,6678 dm.”
38.1)10 sm.; 12 sm.
2)5 sm ; 8 sm.
39. 9352,8 sm.®
40. 5,923 kg (erikaal -
7,6).
41. 5sm.; 7 sm.;8,6 sm.
42. 1105,243 sm.?;
1847,68 sm.".
43, 2736'm.?
44. 67,5085 m.%;
' 33,1085 m.?

§28.45.1)2512 sm ?;

2913,92 sm.2;
10048 sm.”.

2) 904,32 sm.
1130,4 sm.?;
271272 slh.%.

46.1)785 sm.?
2)4019,2 sm.*
8)1177,5 sm.? ehk
3582,5 sm.?
47. 6280 sm.?
48.1)2551,25 sm.?

2) 2788,32 sm.?

3) 1406,72 sm.?

49. 806,25 dm.2;
174,5625 dm.?
50.1)2144,34 sm.?

2) 2969,1 sm.?

3)3108,872 sm.?

4) 8213,36 sm.?

5)8277,092 sm.?

51. 3518,87 sm.?;

S 25.

2543,4 sm.’;
4521,6 sm.*
52. 653,12 m.?
53. 57148 kivi,
54. 875,1786 dm.?;
451,577 dm.?
55. 105,975 kg.
56. 2237,8906 sm.?;
5696,3117 sm.”
b7i 288 dm.2
58. 80,384 dm*
59.1) 460,4265 sm.*;
557,85 sm.?;
649,5 sm.?
2)640,8 sm.2;
‘865,8 sm.?;
1500 sm.?
3)1073,1735 sm.2;
1657,7235 sm.2;
3897 sm.’
60.1) 2559,534 sm.’
2)5775,386 sm.?
3) 13,891 dm.?
61.1)183,5 sm.?
2)308,4 sm.’
3)399,674 sm.*
62.1) 248,9777 sm.?
2)160,7728 sm.?
3) 151,78 sm.*
63.1) 10738,9144 sm.?
2Y1732 sm.?
3) 942,785 sm.’”
64. 371,47 m.2
65, 151,769 tonni.
66. 55,04 m.2; 255 m.?
67. 54,88 dm.2;
28,26 dm.?
68. 932,432 sm.?
69. 79°18".



§27.

§29.

§31.

70. 2,94 m.?
71. 42237 gr.
72. 2435,625 m.®
73. 3,4476 m.
74. 7,5 koormat w.
75.1) 7121,52 sm.2:
36926,4 sm.®
' 2)282,6sm.2; 314 sm.3
3)1846,32 sm.2;
5275,2 sm.?
4)18237,12 sm.3;

132,634 dm.3

76.1) 1004,8 sm.?
2) 242,1 sm.?
3) 8792 sm.?
4) 352,6848 dm.?
5) 318,396 dm.?
77. 942 sm.?
78, 6192,1847 sm.?
79. 12,8sm.ehk22sm.
80. 10851,84 sm.?
81. 221,684 sm.2
82. 6 koormat.
83. 226,603 dm.?
84.1) 1588,84 sm.%
423272 sm.?
2) 2826 sm.2;
9482,8 sm.?
85.1)5966 sm.®
2)1306,24 sm.?
86. 396,15 dm.’
87. 515,916 dm.?
88. 149,096 m.?
89. 530,503 kg.
90. 2826 sm.2;
14,13 dm.?
91. 904,32 sm.?
92. 452,16 sm.?

93.

94.
95.
96.
97.
98,
99.
100.
101.
102,

103,

104.
105.
106.

107.

108.
109.
110.

141
112.
118.

;114

115.
116.
117:

118.

119;

120.
121.
122.

123.

124.
125,
126.

105

508,68 sm.2;
226,08 sm.?
904,32 dm.3 :
93978107 k.geogr.p.
20,1437 gr.
32,17 kg.
1507,2 dm.?
8 sm.
33,49 dm.3
3694147t. geogr. p.
20,5691 m.3;
960,84 dm.?
18,8788 dm.2;
120,995 dm.?
5731,55 sm.®
6698,(6) sm.*
26,795 dm.®
28,322 Kkg.
30,208 dm.?
107,3315 dm.?
1570 sm.2;
2093,3 sm.*
2,721 kg.
482,415 gr.
8319,896 gr.
314 sm.?
36,864 dm.?
10,1 dm.?
14,13 dm.?
15,12dm.2; 48 sm.*
27,36 dm.}
8,007 dm.?
1152 sm.?
14,184 dm.?
208 sm.? o,
113,04 sm.’
1582,56 sm.*
5 sm.
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127.

- 128.
129.
130.

131.

182.

Silinder vajub vet-
te omas terves
pikkuses.
6,2.
0,612,
rn—9 sm. ehk
6 Sm.; r: =6 Sm.
ehk 9 sm.
r: =21 sm;

*  re=12sm.

633,024 sm.?

5

133.
134.
135.
136.
187.

138.

139.

24 sm.

0,709.

45 8sm. - -

10 sm.

25465,7925 sm.?;

0,7187.

4R

(/]

J 3x

h R

e

{):—:

Mirkus: b on kaare pikkus; h — kaare projekisioon
poirdeteljel; iihtlasi asub raskuspunkt sellel raadiu-

sel, mis kaart poolitab.
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Kehad ja hulktahksed nurgad.
§ 10.

§ 11,
8 12.
§ 13.

4§ M.

~ o

Sisukord.

Lhk.
EEREONA 7 vl s e s 48 20
Steréomeettia’ ;= 75 T

Esimene peatiikk.

Sirgjoon ja tasapind.

Pidhmistell 7 oot V8
. Loikuvatest
dest siinnitatud sirgjooned 10.
. Perpendikulaarjooned ja
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