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Sissejuhatus

Murrulise tuletise tekkeks peetakse I’Hospitali ja Leibnitzi kirjavahetust 30. sep-

tembril 1965. aastal. Leibniz oli mérkinud iihes enda kirjas funktsiooni f n-indat

jarku tuletise kujul d—f(x), kus n on naturaalarv. L’Hospital esitas kirjateel
mn

1
Leibnizile kiisimuse, et mis oleks tulemus, kui votta n = 5

Selle probleemiga tegelesid matemaatikud, seal hulgas Fourier, Euler ja Laplace,
algselt ainult hobi korras, sest teaduses poldud veel avastatud murrulise tuletise
rakendust. Iga matemaatik kasutas endale meelepdrast tdhistust ja metoodikat
defineerimaks murrulist tuletist. Tdnapéeval iihed koige tuntumad on Riemann-
Liouville ja Caputo poolt defineeritud murruliste tuletiste maisted.

Viimastel kiimnenditel on leitud murruliste tuletiste jaoks palju erinevaid ra-
kendusi fiiiisikas, bioloogias, keemias, majanduses: helilainete summutamine ja le-
vimine, elektromagnetism, soojusiilekanne, signaalitootlus, robootika, liiklus siis-
teemid, geneetilised algoritmid, telekommunikatsioon. Need on vihesed pohjused,
miks on hakatud uuesti aktiivselt uurima murrulisi tuletisi.

Kéesoleva bakalaureuset6o eesmérk on uurida meetodit, millega on voimalik
murrulisi tuletisi ldhendada.

T66 on jaotud kolmeks peatiikiks:

i. Esimeses peatiikis on toodud vajalikud abitulemused ja moisted murruliste
tuletiste ning pohiteoreemi toestamise jaoks.

ii. Teises peatiikis on esitatud meetod murruliste tuletiste ligikaudseks arvuta-
miseks harilike tuletiste abil.

iii. Kolmandas peatiikis vaadeldatakse néiteid.

Bakalaureuset66 aluseks on artikkel [1], mis ilus 2015. aastal.



1 Moisted ja terminoloogia
Selles peatiikis toome vilja olulisemad moisted ning abitulemused, mida vajame
jirgmises peatiikis.

Definitsioon 1.1. Funktsiooni B: (0,00) x (0,00) — R, mis on defineeritud vor-
dusega

B(a,b) = /01 t N1 — ) at, (1.1)

nimetatakse Fuler: beetafunktsiooniks.

Valemis (1.1) esineva integraali koonduvuse tdestuse voib leida opikust |2, lk
247].

Definitsioon 1.2. Funktsiooni I': (0,00) — R, mis on defineeritud vordusega
[(a) = / t" et dt, (1.2)
0
nimetatakse Fuler: gammafunktsiooniks.

Valemis (1.2) esineva integraali koonduvuse toestuse voib leida opikust |2, lk
252).

Euleri beeta- ja gammafunktsiooni vahel kehtib jirgmine seos: mis tahes a,b €
(0, 00) korral

[(a)I'(b)
B(a,b) = ——=. 1.3
(0 = Fato) (13)
Valemi (1.3) toestuse voib leida opikust [2, 1k 247 - 249].
Mis tahes a > 0 korral kehtib valem
I'(a+1) =al'(a), (1.4)

mida tuntakse taandamisvalems all. Toepoolset, ositi integreerimise valemi pohjal:
[(a+1)= / t%e~" dt
0

= [ e

t=1 00
= lim (— t“e_t) + a/ et dt
l—00 t=0 0
= lim (—%"") 4+ al'(a) = al'(a).
l—o00



Rakendades taandamisvalemit n € N korda, saame:

Fa+n)=(a+n—1)T(a+n—-1)
=(a+n—1)(a+n—-2)'(a+n—2)
=(a+n—1)(a+n—2)---(a+1)al'(a).

Erijuhul, kui @ = 1, saame
I'(1+n)=nl,

sest

r(1) :/ et = 1.
0

Taandamisvalemi (1.4) pohjal saab Euleri gammafunktsiooni defineerida ka
juhul, kui @ € (—1,0). Toepoolest, kui € (—1,0), siis @ + 1 > 0 ning seega

P(a) = J@*tD (1.5)

a

Jatkates sama pohimottega defineerime juhul, kui a € (—2,—1) funktsiooni I'(«)

vadartuse vordusega

r 2

Do) = S2+2)
ala+1)

sest a + 2 > 0. Uldiselt, mis tahes a < 0 ja a ¢ {—1,—-2,-3,...} korral leidub
selline n € N nii, et a +n > 0 ning saame defineerida gammafunktsiooni viartuse
punktis a jargmiselt:

M) = —— " (1.6)

kus
(@), =ala+1)---(a+n—1).
Siimbolit (a), nimetatakse Pochhammeri simboliks.

Kuia <0jaa¢{—1,-2,-3,...},siis jadb kehtima Euleri gammafunktsiooni
omadus (1.4):

I'(a+1) =al'(a). (1.7)
Definitsioon 1.3 (vt 3, Ik 7]). Olgu v € R ja k € NU{0}. Arvu

(v) _ =D =2 (v=k+ D (=DM (18)

k k! - k! ’

nimetatakse binoomkordajaks reaalarvuliste v vddrtuste korral.



Kui n € N ja k € NU {0}, siis on iildteada, et siimboliga (Z) tahistatakse

!
kombinatsioonide arvu n elemendist k& kaupa: {10 RS Seega tahistus
k El(n — k)!
(Z) kujul (1.8) on motiveeritud, sest kui 7 = n € N, siis
N _ 20 -Dr=2)---(y—k+1)
k k!
=Dy =2)---(y—k+1)-(y — k)
kL (v —k)!
=D =2)--- (v —k+ 1Ok —-k-1)---2-1
El(y — k)!
! n!

By — k) Kl(n—k)

Kui k = 0, siis me defineerime (g) =1.

Lause 1.1 (vt [4, Ik 13-14]). Olgu a > 0 ja s € (0,1). Kehtib vorratus
L5 < I'(a+1)

) 1.9
~ I'(a+s) (1.9)
Kéesoleva t66 teoreemi 2.1 toestuses kasutame vorratust (1.9) kujul
r 1
(a+s) (1.10)

Fla+1) — a=s

Lause 1.2 (vt [1, Ik 4]). Olgu v € R\ (NU{0}) ja k € NU{0}. Siis kehtib jargmine
seos binoomkordaja ja Euleri gammafunktsiooni vahel:

Y o T(k—1)
1) = ———=. 1.11
() =T (1)
Definitsioon 1.4. Arvreaks nimetatakse lopmatut summat Zuk,uk € R.
n=0

Definitsioon 1.5. Olgu funktsioonid f,,, kus n € N, madratud hulgas R. Funkt-

sionaalreaks nimetatakse 16pmatut summat Z fo(x),x € R.

n=0

Definitsioon 1.6. Astmereaks punktis a € R nimetatakse funktsionaalrida kujul

Z up(x —a)",u, € R, (1.12)
n=0
kus x € X = (a — R,a + R), milles R on rea (1.12) koonduvusraadius.
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Definitsioon 1.7. Astmerida (1.12), mille kordajad on antud valemiga

(n=0,1,2,...) (1.13)

nimetatakse funktsioon: f Taylori reaks punktis a.

Seega funktsiooni f Taylori rida punktis a avaldub kujul

®_ r(n)(,
fla)y=>" / m( )(x —a)" (1.14)
= f(a) + f'(a)(z — a) + / 2(!“) (z—a)? + / 3(!“) (z —a)® +

Maclaurini reaks nimetatakse erijuhtu Taylori reast (1.14), kus a = 0:

>, fn)
fle)=>" fn—!(o)x" (1.15)
= £(0) + f(0)z + fz(![)):cQ + / 350)1’3 +....

Olgu f(x) = (1 + )%, kus |z| < 1 ja a € R, siis tema Maclaurini rida (1.15)
avaldub kujul (vt [2, Ik 76]):

(1+2)" = i (g) " (1.16)

n=0
-1 —1 -2
:1+ozx+a(a2' )x2+a(a 3)‘(a )l‘g—i-...,

mida nimetatakse binoomreaks.

Toepoolest, funktsiooni f(x) = (1 4 z)* korral

flx) = (1 +2)%, f(0) =1,
flz)=a(l+2)", f(0)=a,
f(2) = ala = 1)1 +2)°7, F(0) = ala 1),
[ (@) = ala = 1)(a = 2)(1+2)* £7(0) = ala—1)(a~2),

Seega funktsiooni f(z) = (1+ x)® Maclaurini rea (1.15) kordajad avalduvad kujul

™0 ala=1)---(a—n+1
nf ) _ale=1 m( ). (1.17)




Teiselt poolt, vorduse (1.17) parem pool on binoomkordaja (1.8). Kokkuvottes
saame funktsiooni f(x) = (1 + z)* Maclaurini rea (1.15) kirjutada kujule

(1+2)* = i (Z)ﬂ

n=0

Uurime niiiid, millal rida (1.16) koondub. Selleks kasutame D’Alemberti tun-
nust, mis parineb 6pikust [2, 1k 15].

o0
Teoreem 1.3. D’Alemberti tunnus. Olgu meil rida Z Uy,. Bksisteerigu piirvadrtus

n=0

li ’un+1’ _

n—o0o  |uy,|

Kui D < 1, siis rida Zun koondub. Kui D > 1, suis rida hajub. Kui D =1 jdab
n=0
kiisimus lahtiseks.

Tahistame - -
ay o,
> ()=
n=0 n=0
ning uurime selle rea koonduvust teoreemi 1.3 abil. Selleks arvutame
|un+1| _ ’(nil)xn+1|
[tn| ()"
a(a=1) -+ (a —n)|[z["*! n!
B (n+1)! la(a = 1) (@ —=n+1)||z|"
o =7l
=T |z].
Kuna N
TS S [ s (
siis
lim o = nl |z| = |z|.

Vastavalt teoreemile 1.3 saame, et rida (1.16) koondub, kui |z| < 1. Juhul kui
a > 0, siis koondub rida ka |z| = 1 korral(vt |2, Ik 77 - 78]).

Lause 1.4 (vt [2, Ik 24]). Kui positiivse rea Zun korral u, = f(n) ja f on pidev
n=k
monotoonselt kahanev funktsioon piirkonnas |a, 00|, siis vaadeldav rida ja pdratu

mtegmal/ f(z)dz koonduvad (hajuvad) samaaegselt.
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Jargnevas toome sisse Riemann-Liouville’i ja Caputo tuletiste moisted. Siin me
tugineme suures osas monograafiale [5].

Definitsioon 1.8. Olgu funktsioon f diferentseeruv 16igus [a, b]. Defineerime ope-
raatori D jargmise vordusega:

(D)) = f(t), t € [a,b].

Iga n € N korral tdhistame siimboliga D" operaatori D n-korda jérjest raken-
damist:
D'=D, D"=DD"'

Definitsioon 1.9. Olgu funktsioon f integreeruv 16igus [a,b]. Defineerime ope-
raatori J, jargmse vordusega:

(LS)() = / f(r)dr, t € [a,b]

Iga n € N korral téhistame stimboliga J.' operaatori J, n-korda jérjest raken-
damist:
Jr=J,, Jr=J,Jr

Kui n = 0, siis defineerime kokkuleppeliselt, et D° = I ja J° = I, kus I on
iihikoperaator:

(Lf)(E) = f(2).

Lause 1.5 (vt [5, 1k 7]). Olgu funktsioon f l6igus [a,b] pidev ja olgu F loigus |a, b]
defineeritud vordusega

t
F(t) = / f(s)ds, kust € [a,b].
Sellest jareldub, et F' on diferentseeruv loigus [a,b] ning kehtib
F' = f.

Lausest 1.5 jareldub, et iga 16igus [a, b] pideva funktsiooni f korral
DJ.f=f
ning iga n € N korral

D"Jrf = f. (1.18)

Soovime iildistada definitsioone 1.8 ja 1.9 ning vordust (1.18) juhule kui n ¢ N.
Defineerime esmalt Riemann-Liouville a-ndat jarku integraali, kus o > 0, mille
kaudu hiljem defineerime Riemann-Liouville a-ndat jarku tuletise.
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Lause 1.6 (vt [5, Ik 8]). Olgu f ldigus |a, b] integrreeruv funktsioon, siis igan € N
korral kehtib valem

() = — )!/@—T)n—lf(r),df, t€ [a,) (1.19)

(n—1

Asendades valemis (1.19) faktoriaali (n — 1)! Euleri gammafunktsiooniga I'(«),
kus a > 0, saame iildistuse valemist (1.19), mida nimetatakse Riemann-Liouville
a-ndat jarku integraaliks. Kui o = n € N; siis saame I'(n) = (n — 1)!.

Definitsioon 1.10. Olgu f diferentseeruv 16igus [a, b| ja olgu o > 0. Funktsiooni
f Riemann-Liouville a-ndat jérku integraal on defineeritud vordusega

1 t ol
)/a(t—f) F(r)dr, t € [a,b]. (1.20)

(re g F)(t) = T(a)

Kui a = 0, siis defineerime gy J° = 1.

Definitsioon 1.11. Olgu a > 0 ja olgu n = [«]. Funktsiooni f Riemann-Liouville
a-ndat jarku tuletis on defineeritud vordusega

(re D5 [)(t) = (D"re g~ f)(t), t € [a,b]. (1.21)

Eeldame, et funktsioon f on selline, et D" g J~*f eksisteerib.

Kui o = 0, siis defineerime p; DY = 1.
Riemann-Liouville’i a-ndat jarku tuletise (1.21) ja integraali (1.20) vahel jaib
kehtima vordus (1.18). Lause 1.7 tdestuse voib leida monograafiast [5, lk 30].

Lause 1.7. Olgu a > 0 jan = [«]. Lisaks olgu funktsioon f selline,et rr, DS (rrJ5 f)
eksisteerib. Siis

(reDg (redq ))(E) = f(2), t € (a,b) (1.22)
Loigus [a, b] n € N korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide ruumi téhis-
tatakse siimboliga C"[a, b].
Definitsioon 1.12 (|3, lk 10-16|). Olgu a > 0,n = [«] ja f € C"[a,b]. Funkt-
siooni f Caputo a-ndat jirku tuletis on defineeritud vordusega:

1 t — el M) dr
)/au e 10 (1) d. (1.23)

(CDIf)(t) = Tn—a)

Kui o = 0, siis defineerime “D? = I.

Lause 1.8 (vt [5, Ik 50-51]). Olgu o« > 0,n = [a] ja a € R ning olgu loigus
la, b] madaratud funktsioon f selline, et tal leiduvad Caputo ja Riemann-Liouville’s
a-ndat jirku tuletised (D f)(t) ja rrDf(t), kus t € [a,b]. Siis

m—1 *) (g
CDENO = DL = Y b (e = )

k=0
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2 Meetodid Caputo ja Riemann-Liouville tuletiste
lahendamiseks

Murrulisi tuletisi on tiilikas ning keerukamate funktsioonide korral ka voimatu leida
analiiiitiliselt. On olemas mitmeid meetodeid, kui vaadeldava murrulise tuletise
jark on a € (0,1). Kéesolevas t66s toodud meetodid on universaalse iseloomuga,
mida saab rakendada ka korgema jargu murrulise tuletise jaoks.

Teoreemi 2.1 sonastus périneb artiklist |1, lk 4]. Selle teoreemi toestus on ar-
tiklis suures osas lugejale endale lahendamiseks jaatud. Artiklis on ainult toodud
moningad vahetulemused ning andakse minimaalset informatsiooni, kuidas nende-
ni jouda.

Paneme kirja jareldusena ka meetodi Riemann-Liouville murrulise tuletise 14-
hendamiseks, mida artiklis pole vilja toodud.

Teoreem 2.1. Olgu funktsioon z : [a,b] — R, selline, et x € C™*™*! kus n €
Nya € (n—1,n),m € NU{0}. Lisaks olgu N € N selline, et N > m + 1.
Defineerime funktsioonid

N

1 IF'p+a—n—m)
Ay = 1
T T+ k+1-a) * Z Fa—n—k)p—m+k)|

p=m—k+1
kus k € {0,1,...,m};

I'k+a—n—m)

Bk:F(n—&)f‘(a%—l—n)(k—m—l)!’

kuske{m+1m+2,...,N};

kus k € {0,1,...,N —m — 1} ja t € [a,b]. Siis iga t € |a,b] korral kehtib seos

YaDx(t) = Z Ag(t — a)"Hheg(nth) ()
k=0
N
£ 30 Bl — )™ Ve (1) + Ex(t),
k=m+1
kus
ma 1771 = 0
TEa,t
Ev(t)] < ’ . 2.1
| N()|_F(n—|—m—|—1—a)|F(a—n—m)|(N+1)n+m7a(n+m_a) ( )

12



Toestus. Alustame Caputo tuletise definitsioonist

1 t
D1 = Frma / (t — r)" ™ (1) dr (2.2)
n—a)/,
t
ning rakendame integraali / (t — 7)"~" 2™ dr leidmiseks ositi integreerimis va-
lemit ’
/udv—uv—/vdu,
kus
u=z™ (1), du = 2"V (1)
t — n—ao
dv = (t—7)"* 1 v = _%_
n—a

t
Selle tulemusel saab integraali / (t — 7)1z dr esitada kujul

; (n)() T=t
t— n—a—1 (n)d :_LU T t— )
R e i
L[ .
t— ) n+1 d
+n—a/a( )" % (1)dr

= (q !
_2"(a) )(t —a)" "+ b / (t — )" () dr.

Seega
Doy = ! t — ey (1) dr
D) = ey [ (6= (7) d
B 1 ™ (a) JRye 1 ! _ a0t ) (1 dr
_F(n_a)(n—a(t ) +n—0z/a(t ) Ud)
" (a
= (a) (t—a)"@

(n—a)l'(n—«a)
1

t — ) (1) dr
+(n—oz)F(n—a)/a(t ) (7)d

Kasutades gammafunktsiooni omadust (1.4), saame Caputo tuletise (2.2) kirjutada
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kujule

B x(”)(a)
I'(n+1-a)

L t — et () dr
)/<t ) () dr.

+F(n—|—1—a a

(t—a)"@ (2.3)

t
Rakendame niiiid integraali / (t — 7)" 2z (1) dr leidmiseks ositi integreeri-

mist, kus v = "V (1), dv = (t — 7)""® ning kasutades eelnevaga analoogilist
lahenduskiiku, saame Caputo tuletise (2.3) avaldada jargmiselt:

™ (a '
DO = oyt~ iy | (=0
™ (a) o 2" (a) ntl-a
= m(wﬁ—a) + m(t—a) (2.4)
1

; [ty ar

+F(n—|—2—oz a

Sama pohimottega saame ositi integreerimist rakendada veel m — 1 korda, sest
funktsioon x € C™"*™ ! ehk funktsioon = on n+m+1 korda pidevalt differentseeruv
16igus [a, b]. Selle tulemusel saame Caputo tuletise (2.4) kujuks

n+k ) 1

C’ o
Dz E
OFn+k+1—a)+F(n+m+1—a)

t
% / (t . 7_)n-l—m—oax(n-&-m-l—l)(7_) dr.

(2.5)

Uurime eraldi funktsiooni kujul (t — 7)"7™~*. Esitame selle jirgmiselt:

n+m—a
(t . T)n—i—m—a _ (t . a)n+m—a <1 . T — G,)

o ()

‘ < 1, sest 7 € [a,t] jan+m — a > 0, siis saame funktsiooni

T—a

Kuna ‘
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t—a

) G

>n+mfa

n+m-—a
(1 + ( Iz a)) arendada binoomritta (1.16):

Selle tulemusel voime funktsiooni (¢t — 7 esitada kujul

(
(t— 7)== (t — a)" T (1 + ( - :a>>

kus

En(t,r) = (t—ay*m e 3 (“ " o O‘) (~1)* ((; :(‘1’)):

k=N+1

Niiiid saame valemis (2.5) oleva integraali kirjutada jargmiselt:

t
/ (t . T)n+mfax(n+m+l)(7_) dr

¢ al n—m-—uow T—a k =
=/a [(t—a)’”’”‘“z< ! i )(—l)k((t_a))k +EN(t,7)] 2t (7) dr

k=0

= (t —a)"tm e g (” e O‘) (‘”kﬁ / ' — ) (1) dr

0
+ E.(t, 1),

kus

¢
E.(t,T) :/ E(t,7)a™ ™) (1) dr.

Kuna iga k € {0,1,..., N} korral on tiidetud lause 1.2 tingimused, siis

(n + TZ - a) (—1)F = Félza+_an__n7;)z )




Seega

t
/ (t . T)n—l—m—ax(n—i-m—&—l) (7_) dr

N
L(k+a—n—m) !
2 Ta—n—m )k!(t—a)k/a(T a)*x (1)dr + E.(t,7)

ning Caputo tuletis (2.5) omandab kuju

x(n—i—k) (CL)

C na
Dix
( Fn—i—k—i—l—a)

(t —a) T e (2.6)

(t — a)rtm—« I'k+a—n—m)

Fla—n—m)kl(t —a

G /at(r — a)kx("+m+1)(7) dr

OMZ

F(n+m+1—a

+ EN( )7
kus
1

EN(t):F(n+m+1—a)

E.(t, 7).

Eraldame avaldises (2.6) esimesest summast liitkme, mis vastab viértusele k = m
ja teisest summast liikme, mis vastab védrtusele £ = 0. Siis saame Caputo tuletise
(2.6) esitada kujul

m—1 2R ()

(“Dgz)(t) = (t—a)"rte (2.7)

(t _ a)nerfa

F'n+m+1—-a)

(t _ a)n+m—a /t x(n+m+1)<7) 0
F'n+m+1—a)

s)

(t —a)"tm—« al I'k+a—n—m)
F(n+m—|—1—a)ZF(a—n—m)k!(t—a

+ En(2).

G / (7 — a)kxtm (1) dr

b
Il

1

Kuna
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siis Caputo tuletis (2.7) avaldub kujul

(“Dgw)(t) = (t—a)"tte (2.8)

(t —a)" ™~ saab taandada ja

Néeme, et summas (2.8) liikmed
F'n+m+1-a)
Caputo tuletise (2.8) kuju lihtsustub:

m—1 2R (¢
D0 = 3 (29)
(M) (¢)

(t
(t —a)yrtm—« al I'(k+a—n—m) t I
F(n—l—m—l—l—a)z )k/a(T_a)kx(+ +)(7‘)d7'

+ Ex(t).

t
Kasutame avaldise (2.9) oleva integraali / (1 — a)*2"™ D (1) dr leidmiseks ositi

integreerimist, kus

U = (T - a>k7 du = k(T — a)k'_l,

dv = 2" (1) dr, v =z (7).

t
Siis integraal / (1 — a)* 2"+ (1) dr avaldub kujul

¢
/ (1 — a)kx(”+m+1)(7) dr




ning saame avaldise (2.9) viimase summa esitada jargmiselt:

(t - a)”+m_0‘ ) Z F( F<]€ +oa—n— m) ) / (7_ _ a)kx(n+m+1)(7_) dr

a—n—m)kl(t—a)k

_ (-t ﬁ:HF%+a—n—”ﬂ (6~ a)fatr()

Fn+m+1-a)c=T(a—-n-mkl(t—a)

—k /t(T — a)k_lx(’”m) (1) dTi|

N

(t —a)rtm—« I‘k—l—oz—n—m)(t—a)k (

(@—n—m M!@—a%xwm“) (2.10)

Pﬂ

F(n—i—m—l—l—a —

)n+m @

(t — al F'k+a—n—m)k /t k=1 (ntm)
_ o n-+m d'
F'n+m+1—a) ZlFa—n— m)k!l(t — a)F a(T ) (r)dr

Mérkame, et viimases vorduses (2.10) saab esimeses summas taandada tegurid

1
(t — a)¥ ja teist summat saab lihtsustada, sest i =k Tuues esimesest

summast vilja teguri "™ (t), saame

I(n+m)(t> _ n+m «
F(n+m+1—a) Fa—n— m)k!

(2.11)

(=g Z Pk t+a—n— m) T / (7 — @)t~ Lz (1) dr.

'n+m+1—a)

Kuna n +m — a > 0, saame avaldise (2.11) viimase summa ees olevale tegurile
rakendada Euleri gammafunktsiooni omadust (1.4):

I'n+m+1—a)=n+m-—a)l(n+m—a).

Seega avaldis (2.11) votab kuju

(ntm) Nor o
x (t) gy az k—i—a n—m) (2.12)

F(n+m+1—a) ['(a—n—m)k!

(t _ a)n+m @

(n+m—a)l(n+m—a)

t
X / (1 — a)F Lt (1) dr.

I'k+a—n—m)
Dla—n—m)(k—1D(t —a)*

HMZ I

Kirjutame avaldise (2.12) viimase summa ees oleva teguri
(n+m— «)



ning viime teguri ——— summa sisse. Saame:
a—n—m

(M) (1) al I'k+a—n—m)
t—a)rtme 2.13
F(n—l—m—i—l—a)( 2 kz:; ['(a—n—m)k! (2.13)
i I'k+a—n—m)

(a—n—m)'(a—n—m)(k—1D(t—a)

(t n—l—m a

Fn—l—m—a p

¢
X / (1 — a)F et (1) dr.

Avaldise (2.13) viimase summa sees olevale tegurile saame rakendada Euleri gam-
mafunktsiooni omadust (1.7), sest « —n —m < 0:

[Na+1l—n—-—m)=(a—n—m)'(a—n-—m).
Siis
(e
'n+m+1—a«

rtm-a MNk+a—n—m)
)(t—a Z C— (2.14)

( n+m o

ZN; I'k+a—n—m)

Fn—l—m—a MNa4+1—n—m)(k—1D(t—a)

¢
X / (1 — a)F a1 dr.

Asendame Caputo tuletises (2.9) viimase summa avaldisega (2.14). Tulemuseks on
Caputo tuletise avaldis kujul

m—1 (n
(“Dx) Z 20(a) (t —a)vhe (2.15)
— 'n+k+1-a)
(ntm) (¢
+ x ( ) ( )n+m—a

Fn+m+1—a)

(M m (1) o " T(k+a—n—m)
+F(n+m+1—a)(t_a) Z

(t —a)"tm—« Al I'k+a—n—m)

F(n+m—a) = T(a+1-n-—m)k-1)t—-a)*
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Avaldises (2.15) saame kahel litkmel teguri (t —a)™™“z("*™)(t) ette tuua. Saame:

CDa m—1 2 (ntk) (a) (t )n—f—k—a (2 16)
= —a .
prd Fn+k+1-a)
+ A (t — a)"+m_o‘x(”+m)(t)

([t I'k+a—n—m)
Fn+m+1-a)T(a—n—m)k-1t—a)*

t
X / (1 — a)k_lx(”+m)(7) dr + En(t),

kus

N
1 I'(k+a—n—m)
An=| ( )]
Fn+m+1-a) +kz:; (o —n—m)k!
on esitatud teoreemi 2.1 formuleeringus. Eraldame niitid avaldise (2.16) esimesest

summast lilkkme, mis vastab vidrtusele k = m — 1 ja teisest summast liikkme, mis
vastab vaartusele k = 1. Kasutades eelnevaga analoogilist lahenduskaiku, saame

A

CDa (t . aj)nJrkfa + Am<t . a)nerfax(ner) (t)

M

kZOFn—i—k—i—l—a)

+ Am (t . a)n+m—l—ax(n+m—l) (t)

(t — q)rtm—2-« f: I'(k4+a—n—m)
F'n+m—-—1-a) 2Fa+2—n— m)(k —2)!(t —a)k—2

¢
X / (1 — a)* 22D (1) dr 4 En(t).

Tehes nii veel m — 1 korda, siis oleme viinud Caputo a-ndat jarku tuletise (2.2)
soovitud kujule:

(“Dga)(t) = Z Ap(t — a) et )
k=0
t—a I'k+a—n—m)
I'(n—a) Fa—i—l—n)(k—m—l)!(t—a)’f*m

t
X / (1 —a)k_m_lﬁ(”)(T) dr

ehk
m N
(“Dgx)(t) =Y Ap(t — @)™ @) 4 Y Bi(t — o) Vil (8)
k=0 k=m+1
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kus By ja Vi_,—1 on defineeritud teoreemi 2.1 alguses iga k € {m+1,m+2,..., N}.

Jaab veel néidata, et iga t € [a,t] korral viga Ex(t) on hinnatav vorratusega
(2.1). Viga En(t) oli meil defineeritud vordusega

1

Ex() = s T—ay o) (2.17)
kus
E.(t,T) = /at E(t,r)z"m Y (7)) dr
ja
E(t,r) = (t—a) ™ Y (” " L O‘) (—1)’f%x<n+mﬂ>(r> dr.

Seega viga En(t) (vt 2.17)) avaldub kujul

t —a)vtm-o > n+m-—a LT —a)k [t pntl
EN(t):F(7(”L+m)+1—a) Z ( +k >(_1) ((t—a))k/x( (7 dr,

k=N+1 a

kus 7 € [a, t]. Siis iga t € [a, b] korral saame hinnangu

[En(D)]

— F<£t;7i):+?:aa) i (n + 7;; - a) (—1) ((z : Z)): /at 2D (1) g

= F(SJ: :@):+Tfa) k:i];ﬂ (n e a) (-1 ((; - Z)): / ) (7) dr
< F(S;:;f?__aa) /atm(n+m+1)<7) dr k;ﬂ (n + TZ - a)( 1)k((71;:s>):

Kuna iga t € [a,b] korral (t —a) > 0 ja eelduste pohjal n +m + 1 — a > 0, siis
I'(n+m +1— «) > 0 ning me nieme, et

|En (1))

(t _ a)nerfoz
“I'n+m+1-a)

t
/ x(n—l—m—&-l) (7_) dr

=

k=N+1

Teame, et T € [a, t], millest jareldub, et

(t —a)F < liga 7 € [a,t] korral. Seega

(n—l—rz—a)(_l)k.

|En(t)]
(t — a)r+mo

“T'n+m+1-a)

>

k=N+1

t
/ m("+m+1)(7') dr

(2.18)
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Uurime avaldises (2.18) oleva integraali tilemist toket. Saame:

t
/ m(n-&-m-i—l) (7_) dr

TE€a,t]

t
/ m(n-&-m-i—l) (7_) dr

t
< / \x(”+m+1)(7)| dr < max |3:("+m)(7)](t —a).

Selle tulemusel on avaldise (2.18) {ilemine toke jirgmine:

<n+r]rz—a)(_1)k.

n+m-—auoa
k
on mingi fikseeritud naturaalarv. Mirkame, et saab rakendada lauset (1.2):

N

(t _ a)n+m+1foz >

(n+m+1-—a) Z

k=N+1

|En(t) < max @ T

(2.19)

Uurime eraldi vorratuses (2.19) olevat liiget (=1F kus k > N +1

(2.20)

Kuna avaldises (2.20) on k € N, siis saame kasutada gammafunktsiooni omadust
(1.4). Saame, et k! = I'(k + 1) ning kirjutame avaldise (2.20) kujul

I'k+a—-n-m) TDk+a—n—m)
Tla—n—m)k! T(a—n-—m)D(k+1) (2.21)

Kasutame gammafunktsiooni omadust (1.4) liikme I'(k + 1) jaoks nii mitu korda,
et meil tekiks liige I'(k — m). Saame kirjutada

I'(k+1)=kT(k) =k(k—1I'(k-1)
=k(k—1)---(k—m)T'(k —m). (2.22)
Asendame avaldises (2.21) litkme I'(k 4 1) saadud tulemusega kujul (2.22):

I'k+a—-—n—-—m) I'k+a—n—m)
Tla—n—miht D) Ta—n—mk-1G-mih—m =%

Kirjutame avaldise (2.23) gammafunktsiooni parameetri k + o —n — m kujul

k+a—n—-m=k4+a—-—nmn-m+1-1
=k-m-1)+1+a—n)
=h+s,

kus

h=k—m-1, s=1+a—n. (2.24)
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Siis
Nk+a—n—m)
MNa—n—m)k(k—1)---(k—m)I'(k —m)
L(h+s)

= . 2.25
FNa—n—-—m)k(k—1)---(k—m)['(h+1) (2.25)

Veendume, et muutujad (2.24) rahuldavad tingimusi:
h>0 ja se(0,1). (2.26)

Toepoolest, pidades silmas, et k > N + 1 ja N > m + 1, saame
h=k-m-1>N+1-m-1>m+1—-m=1>0.

Kuna a € (n — 1,n), siis a —n € (—=1,0) jas = 14+ a —n € (0,1). Teades,
et muutujad (2.24) rahuldavad tingimusi (2.26) saame avaldisele (2.25) rakendada
vorratust (1.10). Saame

['(h+s) < 1
['(h+1) = hl=s

ning avaldis (2.25) on hinnatav jirgmiselt:

I'(h+s)
T(a—n—m)k(k—1)--(k—m)(h+1)
1 1
< F(a—n—m)k(k_1)...(k_m)h1—s
1 1

“Tla—n—mkk-1) - (k—m)(k—m—1pre (2:27)

Néitame niiiid, et avaldise (2.27) liige k(k — 1) - - - (k — m) rahuldab tingimust
k(k—1)---(k—m)> (k—m—1)™", (2.28)

Toepoolest vorratus (2.28) kehtib, sest iga i € {0,1,...,m} korral i < m + 1 ning

m

k(k—1) - (k—m)=]J(k-i) >

=0 7

s

(k— (m+1)) = (k —m — 1)™.

Il
o

Seeega avaldis (2.27) on iilevalt tokestatud:

1 1
T(a—n—mk(k—1)--(k—m)(k—m— 1)
< 1 1
“T(a—n—m)(k—m—1)"t (k—m — 1)
_ 1 1
- T(a—n—m)(k—m— 1)rtmti-a

1 1
< .
~ Na—n—m)| (k—m—1)rtmtl-a
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Selle tottu kehtib avaldises (2.19) oleva summa iga litkme (n * 7; a a) (—1)* kor-

ral jirgmine vorratus:

n+m—a« & 1 1
-1 <
(") S e e
ehk
=~ [n+m-—a L 1 - 1
—1)* < . (2.2
S (M) S e X G e (229
k=N-+1 k=N+1

Mérkame, et vorratuse (2.29) paremal pool oleva summa korral on tdidetud lause
1.4 tingimused. Toepoolest, iga k € {N + 1, N +2,...} korral

1 1
>0
(o —n—m)| (k—m — 1)ntmti-a =
ning kuna
k—m—-1<(k+1)—-m—-1=k—m
ja

n+m+1l—a>1,
siis
1 1
> )
(k — m)ntmtl-a = (f —m — 1)ntmtl-a

Seega saame vorratuse (2.29) paremal pool asuvale summale rakendada lauset 1.4:

o0

1 1
(o —n —m)| Z (k —m — 1)ntmtl-a

k=N+1

1 > 1

dk

~ Pla=n=m)| Jy (k—=m—1)rtmtize

1 y 1 k=l
-~ D(a—n—m)| e krtm=—e(—n —m + «) lk=N+1
B 1 1
D@ —n—m)| (N + 1)mtm=a(n +m — a)

1 1

~ Mla—n—m)| (N+ 1) (n+m—a)

Saime, et avaldise (2.19) summa on {ilevalt tokestatud:

[e.o]

n+m-—auw & 1
Z ( k )<_1) < |F(a—n_m)‘(N+1)n+m7a(n+m_a) (230)

k=N+1
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Jérelikult avaldis (2.19) on hinnatav jargmiselt:

max ‘I(n+m+1)’<t . a>n+m+1fa

[En(r)] < o _
Fn+m+1—a)l(a—n—m)|(N+ 1) %n+m—a)

Markus. Paneme téihele, et N kasvades hinnang koondub nulli.
O

Jareldus 2.2. Olgu funktsioon = : [a,b] — R, selline, et x € C""™ 1 kus n €
N,a € (n —1,n),m € NU{0}. Lisaks olgu N € N : N > m + 1. Defineerime
funktsioonid

N
1 p+a—n—m)
A 1
"TTn+k+1—a) +p ;‘zﬂra—n—k)(p—erk:)! ’

kus k € {0,1,...,m};

I'k+a—n—m)

Bk:F(n—a)F(a—l—l—n)(k—m—l)!’

kuske{m+1m+2,...,N};

G = [ (- @) ar

kus k € {0,1,...,N —m — 1} jat € [a,b]. Iga t € [a,b] korral kehtib:

m N
RLD f Z Ak . n+k_ax(n+k)(t) + Z Bk(t . a)n+m_k_aVk_m_1<t)
k=m-+1
m—1 f(k i 5
(t— e t
kus
max ‘x(n+m+1)’(t . a)n+m+lfa
T€[a,t]

Ex ) S G T =)@ —n = m)| (N 4 D e+ m —a)

Téestus. Kasutades lauset (1.8) saame kirja panna Riemann-Liouville a-ndat jér-
ku tuletise. Saame

C o _ a . — f(k) ((l) _ N\k—«
( Daf)(t)—<RLDaf)(t) P(k—Oé+1)<t a’)
o _ /C Na - f(k)(a’) . k—a
& (DL = D0+ X =t =)
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Kasutades teoreemi (2.1) saame Caputo a-ndat jarku tuletise kirjutada kujul

aDa ZAk o n+k «a (n-‘rk)(t)
k=0
N
+ZB7€ o n+mkav;cml()+EN(t)
k=m+1
ning
m N
LDa ZAk o n+k a (n+k)( )+ Z Bk<t_a)n+m_k_aVk_m_1(t)
k=m+1
- f(k k E
t e t
*2 TE s ot b,
kus
max |x(”+m+1)|(t — q)"tmtle
|EN(t) < T€[a,t]

= Fn+m+1—a)l(a—n—m)|(N+1)"t"2(n+m—a)
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3 Naited

Koik vajalikud arvutused on libi viidud programmis Scilab.

Vaatleme funktsiooni z(t) = (t — a)” 16igus [a, ], kus 8 > —1 ja a > 0. Leiame
Riemann-Liouville a-ndat jirku integraali. Nditame, et see avaldub kujul

(r o)1) = %@ ~ay

Vastavalt Riemann-Liouville a-ndat jarku integraali definitsioonile 1.10 saame

(rrJSx)(t) = ! ) / (t — 7)1 —a)’dr.

(o)

Teeme muutuja vahetuse

s = ;:Z =7 =35(t—a)+a,
dr
ds = = dr = (t — a)ds.
Saame
(mjﬁﬂﬂ—féllﬁ—s@—@—af1@@—@+ﬂ—dﬁﬁ—@%

= 7 [ 1= @)1= s = ) (e = as

— g8+ 1 — Bt
= (t F)(oz) /o s7(1 —5)*"tds = %B(ﬁ +1, )

_ T+ 1) TRACES)) ta
“TrGra+0 Y T TErar 0

I'B+a+1)

Kasutasime beeta- ja gammafunktsiooni seost (1.3). Vastavalt Riemann-Liouville
a-ndat jarku tuletise definitsioonile 1.11 saame

(rzDgz)(t) = (RLD"J" ) (t) = <%>n<f‘(ﬂ i(f f (1%)_’_ 3 (t— a)ﬂ+n—a>

Kuia—pgeNsiisa>fjan—(a—pF)€{0,1,...,n— 1}, seega
d\"
@ _ -8 _
(dt> <(t @) > 0

Kui oo — 8 ¢ N, siis

(reDgz)(t) = (t—a)’ (3.1)



Leiame sama funktsiooni Caputo a-ndat jarku tuletise kasutades lauset 1.8.
Saame

—_

— z®) (g
R GRAR Dh v (e

Mirkame, et iga k € {0,1,...,m—1} korral z¥(a) = (a—a)® = 0. Seega Caputo
a-ndat jarku tuletis on

rE+1)

(“Dgx)(t) = TB—a+l)

(t —a)’. (3.2)

Igas nédites hindame viga valemiga

G 3
E(z,y) = (Z(I(tz) - y(ti))2> ;
i=1
kus t; € [a,b],i € {1,2,...,G} ning z(t;) ja y(¢;) on funktsioonide x ja y vairtused
kohal t;, i =1,2,...,G. Kokkuleppeliselt votame G = 100.

Niide 3.1. Vaatleme funktsiooni x(t) = t° 16igus [0, 1]. Leiame analiiiitiliselt 1.5-
ja 2.5-ndat jirku Riemann-Liouville’i ja Caputo tuletised, kasutades seoseid (3.1)
ja (3.2):

(re D5 2)(t) = (“D*)(t) = 1 S T —rg.s)t“ﬂ
(reD252)(t) = (CDEox)(t) = F(i!ﬁ)t%

Vordleme analiiiitiliselt saadud Riemann-Liouville’i ja Caputo tuletisi meie mee-
todiga(vt teoreem 2.1 ja jareldus 2.2). Koigepealt vaatame juhtu, kus m = 1 ja
N € {10,15,25,50}(vt joonis 1).
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14 70

Analuatiine — Analuitiine
18 N=50, E-0,0024820 65 4| ——— N-50, E-0,0050230
N 0,0135830 E-0,0278816
12 N=15, E=0,0135830 60 o | ———— N=15, E=0,0969278
N=10, E=0,1216521 ——— N=10, E=0,2576604
114 55
10 o 50 o
9 45
8 40
634
74 35
6.335 2722 4
6 30
6.33 o
s 25 272 4
6.325
4 i 20
6.82 27.18
34 6315 15
T T
21 0.842 0843 104 0.7905
14 54
Y T T T T T T T T T 0 T
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02
(a) (rDg”x)(t) = (* Dy~x)(t) (b) (reDgx)(t) = (~ Dy~ z)(t)

Joonis 1: Analiiiitiliselt ja t66s vaadeltud meetodiga leitud Riemann-Liouville’i ja
Caputo tuletised, kus m = 1.

Néeme joonise (1) abil, et mida suurema on N, seda parema lihendamise saa-
me.

Vaatleme niiiid olukorda, kus N = 50 on fikseeritud ning m € {1, 2, 3}(vt joonis
2).
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14 70
—— Analtiine —— Analiitiine
13 4| ———— m=1, E=0,0024920 65 4| ———— m=1, E=0,0050230
————— m=2, E-0,0000743 ————— m=2, E=0,0000754
12 4| ——— m=3, E-0,0000012 60 4| ——— m-3, E=1,856D-13
114 55
10 o 50 o
9 45 |
8 40
7
4.9488
74 / 35 4
19.708 |
6 4.9486 | / 30 o
/
5 y 25 | /
40084 4 19.7075 4 /
/
4 20
49482
39 151 19.707
/
T T T
21 0.79672 0.79674 0.79676 104
14 5
Y T T T T T T T T T 0 T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01

(2) (reDy ) (t) = (“Dgx)(t) (b) (rLD§2)(t) = (“D§%)(t)

Joonis 2: Analiiiitiliselt ja meetodiga ldhendatud Riemann-Liouville’i ja Caputo
tuletised, kus N = 50.

Saame jareldada joonise (2) pohjal, et juba viikese m korral on meie lihendid
piisavalt tapsed.
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Summary

Uurisime murruliste tuletiste leidmist iihe konkreetse meetodiga, mis tugineb har-
liku jarku tuletise arvutamisel. Tuginedes artiklile on vaadletav meetodi kohta
forumeelritud ja toestatud kaks teoreerilist tulemust.

Meetodit on lihtne arvutis konstrueerida, sest meetod teisendab murrulise tu-
letise leidmise harilike tuletiste peale. Programmi kirjutades selgub aga ka iiks
meetodi miinus. Iga nédite jaoks tuleb meil késitsi leida funktsiooni 1.jarku kuni
(n+m+ 1)-ndat jarku tuletised, mis on suure n ja m ning keerulise kujuga funkt-
siooni korral kiillaltki t66mahukas iilesanne. Lisaks votab ldhendamine kaua aega,
kui N on piisavalt suur. Néide juures piirdusime juhuga, kui N = 50.

Tulevikus voiks meetodit vorrelda teiste meetoditega, et ndha, mis on selle
meetodi eelised ja puudused nende ees, niiteks milline on meetodi koonduvuskiirus
ja todaeg. Kaugemas perspektiivis voiks uurida, kui efektiivselt saab meetodit
rakendada murruliste tuletiste differentsiaalvorrandite lahendamiseks.
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