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Liihikokkuvote

Antud t60s médratakse analiiiitiliselt valevaakumi tekkimise tingimused mo-
nes kahe reaalse skalaarvilja mudelis. Selleks tehakse kindlaks, millal on nen-
de mudelite potentsiaalil vihemalt kaks erineva vadrtusega lokaalset miini-
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Abstract

This thesis presents the analytical proof for the conditions of the formation of
false vacuum in a few models with two real scalar fields. To this end, rules for
the existence of at least two local minima of different values in the potential

are identified. Results regarding the effect of scaling the second and fourth



order parameters of the potential on the probability of tunneling are found
with numerical calculations.
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Sissejuhatus

Aastal 1977 avaldas Sidney Coleman artikli (Coleman, 1977), kus hirmutas fiit-
sikuid maailma héavinemist lubava nahtusega. Kui kosmose vaakumis paikneksid
valjad potentsiaalse energia lokaalses miinimumis (valevaakumis), siis oleks kvant-
mehaanika reeglite tottu voimalik neil sealt spontaanselt vilja tunnelleeruda. Selle
tulemusena vabaneks palju energiat, tekiks paisuv energiafront, mis liiguks meie

poole valguskiirusel, ning toimuks valtimatu katastroof.

Ténaseks vélja arendatud standardmudelis on meie vaakumi eluiga véiga pikk (But-
tazzo et al., 2013). Siiski voib uute osakeste avastamisega olukord muutuda, seega

véadrib see kvantvéljateooria haru téhelepanu.

Antud t60 eesmérgiks on tutvustada lugejale valevaakumit ning uurida, kuidas
lagranziaani potentsiaalse liikme kordajad mojutavad valevaakumi olemasolu ja

lagunemist.

Esimesed kaks peatiikki on referatiivsed ning nende eesmérk on anda lugejale
baasteadmised valevaakumist. Esimeses peatiikis toome sisse véljateooria baas-
teadmised ja defineerime valevaakumi. Teises peatiikis toetume Tongi konspektile
(Tong, 2015) ja Colemani artiklile (Coleman, 1977), et tutvustada kvantmehaanilist

tunnelleerumist ning seda kirjeldava porkelahendi olemasolu.

Viimased kaks peatiikki sisaldavad autori panust kahe skalaarviljaga siisteemi vale-
vaakumi lagunemise uurimisse. Kolmandas peatiikis uuritakse analiiiitiliselt konk-
reetsel kujul potentsiaaliga véljade silisteemi valevaakumi eksisteerimise tingimusi
ning numbriliste arvutustega leitakse seoseid potentsiaalis esinevate parameetrite
ja porkelahendi moju vahel. Neljandas peatiikis uuritakse tdiendatud potentsiaali
stimmeetrilisemat alamjuhtu ning leitakse selles valevaakumi eksisteerimise tingi-

mused.



1 Valevaakum

Vili ja vaakum on kiill iildlevinud moisted, siiski on konkreetsuse mottes vajalik

valja tuua, mida tépselt peame silmas kummalgi puhul.

1.1 Vailjad ja potentsiaal

Definitsioon 1. Aegruum kirjeldab meid timbritsevat maailma. Punkti aegruumis
nimetatakse siindmuseks ja igal siindmusel on 4 koordinaati, kujul (¢, z,y, z), kus

t on aeg ja x,y, z on ruumikoordinaadid. Iga koordinaat on reaalarv.

Definitsioon 2. Viljaks nimetatakse funktsiooni, mis seab igale punktile aegruumis

vastavusse mingi vaartuse.

Antud t66s keskendume reaalsetele skalaarvaljadele, kus vilja vadrtus igas aegruu-

mi punktis on reaalarv.

Definitsioon 3. Uuritavate viljade otsekorrutist (ehk vektorit, mille koordinaati-

deks on véljade vadrtused) nimetatakse uuritavaks siisteemiks.

Stiisteemis saab korraga eksisteerida mitu vélja, nad voivad omavahel interakteeru-

da, kuid voivad ka olla soltumatud.

Definitsioon 4. Siisteemi potentsiaalset energiat kirjeldab potentsiaal, mis on
lopmata palju kordi pidevalt diferentseeruv funktsioon véljaruumide otsekorrutis-

ruumist reaalarvudesse.

Seega potentsiaal votab sisendiks iga valja vddrtuse, mis on uuritavas siisteemis,
ja tagastab reaalarvu. Kuna iihes aegruumi punktis on koik viljad defineeritud,
siis saame arvutada koigi nende vadrtused selles punktis ja kasutada neid sisendina

potentsiaalile, nii saame defineerida potentsiaali aegruumi punktis.



Kuna potentsiaali viartused véljade otsekorrutisruumis on reaalarvud, siis saame
neid omavahel vorrelda (potentsiaali vaéartus iihes viljade ruumi punktis saab olla
suurem, viiksem voOi vordne véirtusega teises punktis). See vordlus lubab defi-
neerida potentsiaalile miinimumid, maksimumid, kasvamise jne. Naiteks voib kahe
reaalse skalaarviljaga siisteemil olla range lokaalne miinimum punktis ®, € R2,

mille rangem matemaatiline definitsioon oleks vastavalt

iga positiivse ¢ korral leidub positiivne & nii, et kui ® on punkt ruumist R?
ja ® ning ®( vaheline kaugus on viiksem suurusest §, kuid suurem kui 0,

siis on potentsiaal punktis ®( rangelt viiksem potentsiaalist punktis ®.
Kasutades matemaatilisi siimboleid, saame selle panna kirja ka kujul

Ve>0 36>0:PcR*0<|®—Pg| <6 = V(Bg) < V(D).

1.2 Valevaakumi definitsioon

Olgu meil siisteemis n vélja, millest saame moodustada véljade vektori ®, ning siis-
teemi potentsiaal V(®). Klassikaliselt nimetame vaakumiks olekut, kus (fiiisilisi)
osakesi pole. Kvantvéljateoorias vastab vaakumile siisteem, mis asub madalaimal

energiatasemel.

Definitsioon 5. Kui potentsiaalil V' on punktis ® lokaalne miinimum, kuid mitte
globaalne miinimum, siis nimetatakse siisteemi, mis on olekus ®, valevaakumiks.

Globaalset miinimumi saab nimetada analoogselt parisvaakumiks.

Néiteks, kui meil on kaks lokaalset miinimumi, punktides ®; ja @2, ning V(®1) >

V(®2), siis iitleme, et stisteem olekus ®; on valevaakum.

Kuna potentsiaali lokaalsest miinimumist igas suunas liikumine kasvatab potent-

siaali (ehk ka potentsiaalset energiat), siis peab selleks tulema energiat kusagilt



juurde. Kui siisteem on isoleeritud, st ei saa vilist energiat, ja on olekus, mis on
potentsiaali lokaalseks miinimumiks, siis ta piisib selles seisundis. Lahtudes klassi-

kalisest véljateooriast, on kirjeldatav seisund (ja seekaudu ka valevaakum) stabiilne.

Niiteks juhul, kus uuritavaks siisteemiks on iiks reaalne skalaarvéli, nagu on ku-
jutatud joonisel 1, voib siisteem paikneda valevaakumis (paremal). Selleks, et ta
jouaks valevaakumist périsvaakumisse, peab ta saama vilist energiat juurde, et
tiletada (vasakule jadv) potentsiaalibarjadr. Isoleerituse korral jadabki siisteem va-

levaakumisse ja siisteemi arengut ei toimu (ta on stabiilne).

Va

: : >
Y- Y+ ¥

Joonis 1: Olekus ¢ on valevaakum ja olekus ¢_ on périsvaakum.

1.3 Valevaakumi lagunemine

Olukord muutub, kui votta arvesse kvantmehaanika reeglid. Vélja osakesed, mis
on kinni jadnud lokaalsesse miinimumi, on voimelised ldbima potentsiaalibarjas-
ri, tunnelleerudes selle teisele poole ja arenedes seal edasi klassikalise valjateooria

pohiselt. Niisugust ldhenemist nimetatakse semiklassikaliseks (Coleman, 1977) ja



valevaakum on sellisel juhul metastabiilne (ehk lagunemisprotsessi toenédosusliku

iseloomu tottu naivalt stabiilne) seisund.



2 Tunnelleerumine

Kvantmehaanikas kirjeldab osakese asukoha toenéosuslikku jaotust lainefunktsioon.
Selle lainefunktsiooni amplituudi ruut mingis punktis on vordeline tema avastamise
toendosuse tihedusega selles punktis. Kuna see lainefunktsioon suudab osaliselt 14-
bida potentsiaalibarjiédri (ehk selle amplituud teisel pool barjdéri on positiivne),
siis on voimalik leida ka osakest teisel pool uuritavat barjaéri. Samas, kuna osakene

ei saanud liitkuda fiiiisiliselt 14bi barjaéri, nimetame seda tunnelleerumiseks.

2.1 LagranzZiaan ja moju

Jargime siin peatiikis Tongi konspekti késitlust (Tong, 2015), kuid pohjalikuma

iilevaate saamiseks soovitame lugeda Schwartzi opikut (Schwartz, 2013).

Definitsioon 6. Klassikaliselt nimetatakse lagranziaaniks L uuritava keha kinee-

tilise energia T ja potentsiaalse energia V vahet
L=T-V.

Definitsioon 7. Kui keha liigub ajavahemikus [to,?] ruumis mooda trajektoori
s = (x(t),y(t), z(t)), siis nimetame selle méjuks S lagranziaani integraali iile selle

ajavahemiku
t

S = [ L(s)dt.
to
Moju soltub valitud trajektoorist, sest lagranziaani arvutamisel on tarvis ruumi-

koordinaate ja nende tuletisi ning s annab need aja funktsioonina.

Klassikalises mehaanikas médrab lagranziaan siisteemi arengu vastavalt vdhima

moju printsiibile.

Teoreem 1 (Vahima moju printsiip). Sisteem areneb ajas maoda trajektoori, mille

maoju on vahim.
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Tegelikult kehtib iildisem tulemus, nimelt peab trajektoor olema vaid mojufunkt-
sionaali ,statsionaarseks punktiks‘. Me saame selle kirja panna variatsiooniarvutuse
keeles vastavalt kujul
¢ t
L(s+c¢eh)dt — |, L(s)dt
5S:Iimft0 ( ) fto S =0,

e—0 g

kus s on mojufunktsionaali S statsionaarne punkt, kui iga h korral, mis algab ja

loppeb samas ruumipunktis, kus s, kehtib antud piirvaartus.

Eelnev kirjeldus on piisav kirjeldamaks makromaailma objektide kinemaatikat.
Vilja korral kirjeldab siisteemi arengut samuti lagranziaan, kuid seda on moist-

lik kirja panna teistmoodi.

Definitsioon 8. Vilja ¢ korral nimetatakse lagranziaani tiheduseks £ funktsiooni
valjast ja selle tuletistest aegruumi koordinaatide suhtes, mille integreerimisel iile

ruumi koordinaatide saadakse lagranziaan

_ 9¢ 99 09 0¢
L—/£<¢, 8t’8m’8y’8z>d$dydz'

Kasutades koordinaatide tahistust (xzg = t,21 = z,z92 = y,x3 = 2), osatuletise
tahistust 0y = % ning Kirjaviisi, kus n-6 vabaks jadnud indeksi # puhul moeldakse

koiki 8 vaartusi eraldi, saame selle kirjutada timber kujule
L= /[, (qb, 69qb) d$1d$2d$3.

Olgu meil ajahetkel £y véli olekus ¢¢ ning ajahetkel £; seisus ¢1, siis vihima moju
printsiibi kohaselt areneb véli vadrtusest ¢¢ vddrtuseni ¢ moéoda trajektoori ¢(t)

(¢(to) = do ja ¢(t1) = é1), mille korral mdju

S = /tot / L (qb(t), agqb(t)) d:Eldl‘QdCEgdt

variatsioon on 0.

11



Selle variatsioonarvutuse vorrandi lahendiks on Euleri-Lagrange’i vorrand kujul

oL _, 0L o 0L o L o OL
96 Co(0oe) | TO(ng) | C0(0ep) | 0(D9)

mille saame indeksi summeerimise tahistuses kirja panna kujul

oL _, oC
36 " 9(0p0)

Reaalse skalaarvélja ¢ osakese kditumist aegruumis kirjeldab lagranziaani tihedus

1 2 2 2 2
e L((20V (Y (%Y (V) e
2 ot or oy 0z
Kasutades indeksi summeerimise tahistust (indeksid, mis leiduvad nii tileval kui ka

all, summeeritakse iile koigi lubatud vadrtuste) ning Minkowski ruumi meetrikat

Nwew, saame selle kirjutada timber kujule

L= %nwawa% — m2¢?. (2)

Kirjanduses on see iildiselt leitav kujul (2). Kasutatud Minkowski meetrika omab
tdhendust selle poolest, et erirelatiivsusteoorias vastavad meie aegruum ja selle

simmeetriad Minkowski ruumile.

2.2 WKB lahendus

WKB ldhendus (Wentzeli-Kramersi-Brillouin’i 1dhendus) on meetod ligikaudsete
lahendite leidmiseks muutuvate kordajatega lineaarsetele diferentsiaalvorranditele.

Selle pohjal avaldub osakese tunnelleerumistoenéosus kujul

T~ Ae—?S/ﬁ’
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kus S on tunnelleerumise eukleidiline mGju. On néha, et suurem moju tdhendab
vaiksemat tunnelleerumise toendosust. WKB lahendusest annab iilevaate néiteks

Zettili opik (Zettili, 2022).

2.3 Porkelahend

See ja jargmine peatiikk kirjeldavad Colemani seletust porkelahendini joudmisest

(Coleman, 1977).
Votame alustuseks iihikulise massiga osakese, mille ruumikoordinaadid moodusta-
vad vektori ¢ selle lagranZiaan on kujul

_1dg dg

T 2dt dt - V@)

Selle osakese tunnelleerumistoendosus on ligikaudu
[~ Ae B/ h

kus

B=2[ V2Vds. (3)

q0
Valemis (3) on ds = v/dq - dq, punkt ¢y potentsiaali V lokaalne, mitte globaalne,
miinimum ja ¢ punkt teisel pool potentsiaalibarjdéri, kuhu osake tunnelleeruks.
Potentsiaali defineerimisel saab vabalt valida sellel nullpunktiks ¢g, sest osakese
kditumist kirjeldab vaid potentsiaalide vahe punktide vahel, seega igas punktis

sama arvu liitmine annab sama kiitumisega siisteemi.

Minimaalse m&ju printsiibi pohjal otsime trajektoori ¢y ja & vahel nii, et kehtiks

5 #& V2Vds = 0. (4)

90
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Paneme téhele, et sarnasele siisteemile on juba lahend olemas. Nimelt siisteemi

5/ V2(E = V)ds =0 (5)

lahendiks on Euleri-Lagrange’i vorrandite lahendid ehk lahendid vorranditele

d*q ov
A4 (6)
dt aq
ja
1dq dq _
ia E‘FV—E. (7)

Néeme, et esimene olukord (4) on teise (5) erijuht, kus £ = 0 ja V on asendatud
vastandpotentsiaaliga —V'. Rakendades Wicki pooret ehk asendades aja imaginaar-
se ajaga T = it, saame parast F = 0 ning —V substitutsiooni vorranditele (6) ja

(7) jargmised kujud:

d’q OV
92 o~ (8)
dr 0q
ja
1dq dq B
2dr dT_V_O' (9)

Vorrand (8) on samuti Euleri-Lagrange’i vorrand imaginaarajalisele versioonile

5/LEdT:0,

_ldq dq
- 2dr dr

Hamiltoni printsiibist

kus

E +V

on eukleidiline hamiltoniaan (lagranziaanile sarnane funktsioon, kus potentsiaal-
ne ja kineetiline energia liidetakse lahutamise asemel), ning mis kujutab endast

siisteemi koguenergiat.

Eeldame, et osake on olnud lokaalse miinimumi ¢y juures n-6 algusest peale ehk

kehtib rajatingimus

14



lim ¢ = ¢p. (10)

T——00

Valemi (9) pohjal, piirprotsessis 7 — —oo saab ¢ ldheneda vé#rtusele ¢y vaid
astimptootiliselt. Aja nihke suhtes on ruum invariantne, seega saame valida aja
nullpunktiks selle hetke, kus ¢ jouab véértuseni . Jéllegi saame valemi (9) pohjal,
et

lim — = 0. (11)

Uhendades saadud téhised ja vorrandid, saame

e 0
/ \/2Vds:/ Lgdr

—

q0 —o0

ja protsessi (11) siimmeetria iitleb, et osakese kiitumine positiivse aja 7 suhtes on
tapselt vastupidine negatiivsele. Seega osake porkub ajahetkel 7 = 0 tagasi punktist
o ja jouab punkti ¢y taas lopmatuses. Selle lahendi kditumise pohjal andis Coleman
sellele nimeks porkelahend. Tuleb vélja, et kordaja B on kogu porke eukleidiline
moju

c 0 9
B:2/ \/2Vds:2/ LEdT:/ Lgdr.

q0 — 00 o0

2.4 Lahendi olemasolust

Tolgime eelkirjeldatu niiiid véljateooria keelde. Eukleidiline (ehk imaginaarse aja-

ga) liikumisvorrand omab kuju

82 82 82 82 82 2 !
(W+W+W+W)¢—(W+V)¢—d¢—V<¢>= "

kus ’ tahistab tuletist vélja jargi.

15



Eelmainitud rajatingimused (10) ja (11) teisenduvad kujule

lim ¢(77$7y72) = ¢+, (13)

T—+00
kus ¢ téhistab valevaakumit, ja

0
20 0.2 =0 (14)

Kordaja B avaldub kujul

1100\ 136\ 1 [96\? 1 (06
B —/ 5 ((9,7_) + § <6$> + 5 @ + 5 a +V(¢) de.%’dde.
(15)
Selleks, et B tuleks loplik, peab kehtima
lim ¢(T,$,y,2) = ¢+‘ (16)

\r24y? 42200

Aegruumi Lorentzi teisendused, mis jatavad vélja muutumatuks, osutuvad euklei-
dilise ruumi neljadimensionaalseteks pooreteks. See tdhendab, et ¢ peab olema

suurus, mis soltub vaid neljadimensionaalse poérde diameetrist ehk suurusest

p= 12+ 22 +y%+ 22

Sellise eelduse alusel liikumisvorrand (12), rajatingimused (13) ning (16) ja integ-

raal (15) vastavalt kujule
¢  3dp dV

it odp = dp {an
lim 6(p) = 1. (18)
o 2
B = 27r2/0 [; (<Zi> + V((;S)) pidp. (19)

16



Lisaks kehtib (14) tottu
lim — = 0. (20)

Lahendi olemasolu néitamiseks saab konstrueerida intuitiivsema analoogi. Kui ku-
jutada ette parameetrit p kui aega ja ¢ kui osakese asukohta, siis kirjeldab liiku-
misvorrand (17) osakese liikumist potentsiaalis —V', millele mdjub ka ebatavaline
ajast soltuv pidurdav joud. Kui osakene lasta lahti z; ja x_ vahel (joonisel 2),
piisavalt ldhedal punktile z, siis sellel pole piisavalt energiat, et {iletada kiingas
(jouda punkti z). Kui aga lasta osake lahti piisavalt lahedal punktile x_, siis see
veedab aeglase kiirendava jou tottu seal kaua aega, mille jooksul pidurdav joud lan-
geb, kuni 16puks on piisavalt tiihine, et osake saab méest (korgemast potentsiaali
osast) alla veeredes rohkem energiat, kui on vaja barjdéri iiletamiseks, ja veereb
iile. Pidevuse pohjal eksisteerib nende vahel mingi punkt, kus osake saab tépselt

piisavalt energiat, et see jouab asiimptootiliselt laheneda punktile . .

Kuna on voimalik tunnelleerumine périsvaakumi ldhedusest valevaakumisse (see
on justkui porke teine poolt ehk tagasiporkumine), siis saab siimmeetria pohjal
toimuda ka porke esimene pool, ehk tunnelleerumine valevaakumist parisvaakumi

lahedusse.

2.5 Uldistus n véljale

Kui siisteem koosneb n skalaarviljast ¢i1,s, ..., ¢, siis toome sisse tahistuse
® = (p1,99,...,9n). Uhe skalaarvilja korral on porkelahend O(4) siimmeetrili-
ne (eukleidiliste neljadimensionaalsete poorete suhtes). Vottes lisaeelduse, et ka
n skalaarvilja korral on porkelahend O(4) simmeetriline, saame panna liikumis-
vorrandi (17) kirja (kasutades laenatud tahistust (Espinosa ja Konstandin, 2019))
kujul

. 3.
¢+;¢:vu

17



| | >
T T v

Ty xT_ x

Joonis 2: Osake, mis alustab veeremist liiga madalal, ei iileta barjaéri (punane),
aga osake, mis veedab tipu ldhedal kaua aega, kuni takistav joud vaegub, veereb
barjéérist iile (roheline). Pidevuse pohjal voiks leiduda punkt, kust veeremist alus-
tades jouab osake tapselt kiinka otsa.

kus tépiga tuletis tahistab tuletist p suhtes ja VV on vektor, mille i-ndaks koordi-

naadiks on c%/i' Porkelahendi rajatingimused (20) ning (18) teisenduvad kujule

ja
Méju (19) teisendub kujule

B = 2n? /OOO B (cbf + V(<I>)] pdp.
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3 Kahe valja mudel

Alustuseks uurime kahe skalaarvéljaga stisteemi, mille potentsiaalis on vaid va-
litud liikmed. Tegemist on leluteooriaga, mida on voimalik hiljem tadiendamisel
edasi arendada. Olgu ¢1 ja o reaalsed skalaarviljad ning avaldame siisteemi

® = (p1, 2) potentsiaali kujul
V(®) = it + 1393 + Mt + dawh + Aol (21)

kus p2, \i, A2 € Rjai € {1,2}.

Valisime potentsiaali sellised litkmed, sest siis on see siimmeetriline Zo X Zo teisen-

duste 1 — —p1 ja 2 — —9 all ja sarnaneb kahe Higgsi vélja mudeliga.
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3.1 Parameetrite piirangud

Defineerime punkti &y = (0,0) ja mérkame, et V(®g) = 0. Kuna protsess |®| —
oo on fiitisikalistel kaalutlustel siisteemi arengu véltel voimatu, peab piirviartus
lim V(®) olema positiivne. Uurime, kuidas see piirab potentsiaali avaldises lei-

|®|—o00
duvaid parameetreid.

Piirprotsessis ®(¢) = (¢,0), — oo mojutab potentsiaali vadrtust koige rohkem

liige A\1pf. Sellest jireldub, et kui V(@) on positiivne, peab kehtima ka

AL > 0. (22)
Sarnaselt, uurides piirprotsessi ®(¢) = (0, ¢), p — 0o, mérkame, et kehtib ka

A2 > 0. (23)

Liites ja lahutades potentsiaali avaldisest (21) avaldise 2v/\ X233, siis kasutades
vahe ruudu valemit ja lopuks koondades sarnased liikmed, saame viia vorrandi

teisele kujule:

V(®) = it + 305 + (VA1e] — VAep3)? + (2 A2 + Ai2)pies. (24)

@ ¥
4)\1) 4)\

rohkem liige (2¢/A1 A2 + A12)p3¢p

ja saame tingimuse

Piirprotsessis ®(p) = ( ), — oo mojutab potentsiaali vidrtust koige

wwa

. Jarelikult peab ka siin kordaja olema positiivne

24/ A1A2 4+ A2 > 0. (25)

Jargmiseks néitame, et piirangutest (22), (23) ja (25) piisab, et kehtiks |<I)l‘ig1Oo V(®) >
0. Suure |®| korral, kui ¢? > 3, siis on potentsiaal (21) positiivne A\; positiiv-
suse tottu. Kui ¢? < 3, siis on potentsiaal (21) positiivne \g positiivsuse tdttu.
Lopuks, kui kumbki eelmistest vorratustest ei kehti, siis peab p2p3 > ¢? + 3 ja

seega on potentsiaal (24) positiivne 24/A1 Ay + A12 positiivsuse tottu.
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3.2 Statsionaarsed punktid

Selleks, et leida V' lokaalsed miinimumid, otsime esialgu selle statsionaarseid punk-

te. Statsionaarses punktis on funktsiooni osatuletised,

oV
37801@) = (207 + 2 1203) 01 + AN = 201 (4] + Ai2¢3 + 2X167),
oV
37802(@ = (2015 + 2 1297) 02 + AXaiph = 202 (13 + A12¢5 + 2X003),

vordsed nulliga. Tekib neli voimalust, milleks on

1. o1 =0ja s =0,
2 2 2 _ _
2. 1y 4+ A2ws +2X97 =0 ja o3 =0,
a2 2 2 _
3. o1 =0 ja us+ A2pi + 2X2p35 =0,
4. pd 4 M2wd + 201038 = 0 ja p3 + A2l + 2X0p3 = 0.

Saame teisel ja kolmandal juhul iihte avaldist teise abil lihtsustada, viies need kujule

1. golejag@:O,

[\

- 17+ 2097 =0 ja pa = 0,

w

o1 =0ja p3 +2X93 =0,

W

B2+ Mok 4 20102 = 0 ja p3 + Map? + 2X003 = 0.

Paneme tihele, et teisel juhul on vorrandis p? + 2X\1¢3 = 0 liidetav 217 alati
positiivne, seega peab 17 olema negatiivne. Analoogselt on kolmandal juhul vajalik,
et 13 oleks negatiivne. Neljandal juhul on vaja, et u? + 23 ja 3 + A12? oleksid
negatiivsed. Selleks on tarvis, et kas ,u? vOi A12 voi molemad oleksid negatiivsed (siin
ja edasi, kui mainitakse ,u%, siis moeldakse, et vdide kehtib korraga parameetrite

12 ja p3 kohta).

21



Esimesele olukorrale vastab statsionaarne punkt ®g. Teisele olukorrale vastavad

2
statsionaarsed punktid on &9 = (:l:\/ 2)\”11,()) Kolmandale olukorrale vastavad
_ 2
statsionaarsed punktid on ®p4 = (0,:|: 2/\“22) Neljandale olukorrale vastavad

statsionaarsed punktid saame kétte, lahendades vorrandisiisteemi

12+ Aags + 20107 = 0,

13+ 2% + 2X902 = 0,

. . A12p2—2 a2 A1ap? =221 p2 el 1.
ning need on ¢4, = <:|:\/ 4/\12)\2>€21’;|:\/ 4/\1;2)\%22>. Siit saame vilja luge-
da ka rangema tingimuse ®. eksisteerimiseks, nimelt on vaja, et juurealused
suurused oleksid positiivsed. Viies nimetaja kujule 4\ — /\%2 = 2V A1 A2 +
A12)(2v/ A1 A2 — A12) ndeme, et selle nimetaja positiivsus soltub vaid parempool-

sest tegurist 24/ A1 A9 — A12. Saame o statsionaarsuse tingimused panna kirja

kujul
A2p3 — 2Xop3 A2pd — 20 43
2283 SR () g SRS (26)
2/ A1 A2 — Aqo 2/ A1 A9 — Ao
ning negatiivse A1 korral viia tingimused (26) kujule
2 2 : 2 2
)\12#2 — 2)\2#1 >0 ja /\12,u1 — 2)\1#2 > 0. (27)

Votame ajutiselt kasutusse téhistuse (&, 4, +), kus esimesel, teisel ja kolmandal
kohal on vastavalt u?, p3 ja A2 mirgid (nditeks juhule p? = —1, y2 = —1 ja
A12 = 2 vastaks tahistus (—, —, +)). Paneme kirja 16pliku statsionaarsete punktide

voimaluste ruumi:

kui (4, +, +), siis on statsionaarseks punktiks ainult @,

kui (—,+,+), siis on statsionaarseteks punktideks @ ja @,

kui (4, —,+), siis on statsionaarseteks punktideks @ ja ®g,

kui (4, 4+, —) ja kehtib tingimus (27), siis on statsionaarseteks punktideks
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Qg ja Py,

kui (+, +, —) ja ei kehti tingimus (27), siis on statsionaarseks punktiks ainult

@07

kui (—, —,+) ja kehtib tingimus (26), siis on statsionaarseteks punktideks
o, Pro, Po+ ja P,

kui (—, —, +) ja ei kehti tingimus (26), siis on statsionaarseteks punktideks

Dp, Pop ja Do,

kui (—, 4+, —) ja kehtib tingimus (27), siis on statsionaarseteks punktideks

Dy, P ja Py,

kui (—,+, —) ja ei kehti tingimus (27), siis on statsionaarseteks punktideks

D ja P4,

kui (4, —,—) ja kehtib tingimus (27), siis on statsionaarseteks punktideks
Do, ot ja Py,

kui (4, —, —) ja ei kehti tingimus (27), siis on statsionaarseteks punktideks

@q ja Do,

kui (—,—,—), siis on statsionaarseteks punktideks ®g, ®1g, Por ja Piyt

(tingimus (27) kehtib automaatselt).
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3.3 Lokaalsed miinimumid

Uurime edasi, millal leitud statsionaarsed punktid on lokaalsed miinimumid. Selleks

toome sisse hessiaani ja rakendame sellel Sylvesteri tunnust.

Definitsioon 9. Ruutmaatriksit

G ) S ) i
dxt 0z10w2 dx10zy,
*of . _&f
)
H(zi,z2,...,2,) = 92011 39.32 0220y
T A S
| Oxndx1  OxnOxo oz |

nimetatakse n-muutuja funktsiooni f hessiaaniks ja sellele vastavat funktsiooni

n
0% f L .
z;zj funktsiooni f Hesse ruutvormiks.

O'(Zl,ZQ,...,Zn): W
1 IrioT

Zhj:

Uurime potentsiaali (21), seega f = V, muutujaid on kaks ja hessiaani saame

jargmisel kujul:

9%V 9%V
H((I)) _ 8780% 01003 _ 2#% + 12)\1@% + 2)\12(,0% 4)\12901g02
0V 2y 4N 120102 203 + 120003 + 2X 1297

Dp20p1 003
(28)

Definitsioon 10. Oeldakse, et ruutvorm o on positiivselt madratud, kui iga

21,292, ..., 2n € R korral kehtib o(z1, 29, ...,2,) > 0.

Definitsioon 11. Hessiaani peamiinoriteks nimetatakse determinante

*f *f ... _Of

81’% Ox10x2 0x10xn

2 2t o%f 0% f *r .. _9f

&f | — ﬂ Dt 0z10z2 Ox20x1 aac% O0x20Tn
ox | 9z | &% oy |7 : :

O0x20x1 67963
R A o AU L &
0xn0x1 OxnOxo or2
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Teoreem 2 (Sylvesteri tunnus). Ruutvorm on positiivselt mddratud parajasti siis,

kui temale vastava maatriksi koik peamiinorid on posititvsed.

Potentsiaali V' hessiaan on positiivselt maaratud parajasti siis, kui
207 + 12M107 + 2X12¢5 > 0

ja
2#% + 12/\1(,0% + 2/\1%0% 4)\12901‘:02 >0
AN 120102 2#% + 12)‘290% + 2)\1290%

Teoreem 3. (Kangro, 1968, lk. 220, teoreem 8) Olgu funktsioon f(x1,xa,...,xy)
kaks korda diferentseeruv oma statsionaarses punktis Py € R™. Kui funktsiooni
f hessiaan punktis Py on positiivselt mdadratud ruutvorm, siis funktsioonil f on

punktis Py range lokaalne miinimum.

Saame teoreemi 3 ithendada Sylvesteri tunnusega (teoreem 2) ning néeme, et po-

tentsiaalil V' on statsionaarses punktis ® range lokaalne miinimum, kui
203 + 120195 + 2A 12903 > 0
ja

203 + 120193 + 2123 4X120102
4120192 213 + 122903 + 2X12¢?

> 0.

Kontrollime {ikshaaval, millal on leitud statsionaarsetes punktides hessiaanide koik
peamiinorid positiivsed.
Esiteks, kui

2u 0

H(®o) =
0 243

On niha, et peamiinorid on positiivsed parajasti siis, kui p3 ja 3 on positiivsed.

Jirelikult on punktis ®q lokaalne miinimum, kui p? > 0 ja p3 > 0.
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Teiseks, kui

—u? 2
2pf + 12\ (\/ 253) 0 —4pd 0

H(®+0) = 9 2 2 | = 0 Arp3—Aigpd
0 215 4+ 212 \/ Wll A1
2_ 2
On néha, et peamiinorid on positiivsed parajasti siis, kui u% < 0ja ’\Wr")\iflwl > 0.

Jarelikult on punktides ®..( lokaalsed miinimumid, kui pu? < 0 ja Ajou? —A1p3 < 0.

Kolmandaks, kui

2
2 2 + 2 ;M% 0 >\2M2—)\12M2
M1 12 o =" 0
— 2

, | =
0 203 + 12 (w;f) 0 4y

Aap?—A1op2

H(®py) =

On néha, et peamiinorid on positiivsed parajasti siis, kui u% <0 ja

Jérelikult on punktides @4 lokaalsed miinimumid, kui p3 < 0 ja A\jou3 —Aop? < 0.

Hessiaani H(®4) arvutused on esitatud lisas A, hessiaan H(®__) tuleb sellega
vordne, sest miinuste korrutis taandub &ra. Esimese peamiinori saame avaldada

2 o 2
kujul 8)‘1% > 0, kust on néha, et selle positiivsus jareldub otse statsio-

naarsuse tingimusest (26). Teise peamiinori (ehk det H(®44)) teisendame lisas B

kujule

2,2 4 2 _9 4 4
det H(®, ) = piHp (AN A2 + My) — 2Mi2(p1 A2 + pp).

2v/ A1 A2 — A1

Selle positiivsuse uurimiseks defineerime uue funktsiooni

P(A12) = (pip3ATs — 2A12(piAe + A1) + 4Adopuin3)(2v/A1he — A2). (29)

On lihtne néha, et det H(®14) ja P(A12) on samamérgilised, seega saame uuri-
da uue funktsiooni (29) positiivsuspiirkonda. Leiame P(A12) nullkohad ehk otsime
lahendeid vorrandile P(\12) = 0. Lahendid on isoleeritud A}, = 2v/A1 A2 ja ruut-

~ . . 2uiXg . 2u3 A S .
vorrandi lahendid A}, = %2 2 ja N = ’:52 L (nende leidmine on niidatud lisas
2 1
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Q).

Vaatame 1dbi voimalikud juhud. Olgu ,u%,u% > 0 ja 2v/A1\2 > Ao, siis P(A12) > 0

iithel kahest voimalusest, kas

202Ny 2u3\
A12 > max { M12 2, ,u22 1} (30)
I25) 251
vOl
202 Xa 2u3N
A12 < min { 'ulz 2, M22 ! } . (31)
Ha 1251

On selge, et iga negatiivne Ao rahuldaks tingimust (31), seega uurime edasi vaid
positiivseid vaartusi. Eeldusega 24/ A1 A2 > Ao lihtsustuvad statsionaarsuse tingi-
mused (26) kujule (27).

p2u2 > 0 on voimalik kahel juhul: 43 > 0 ja p3 > 0 voi u? < 0 ja p3 < 0.

e Kui p? > 0 ja p3 > 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (27) liikme,

kus on )\;, teisele poole vorratust viimise ja Ao kordajaga ldbi jagamise teel

vorratused
203\ 213\
A > M12 2, A > M22 1‘
1253 1251
Neist omakorda jareldub
212 Xo 23\
Aly > max { M12 27 M22 1}
25 251

ja seega on rahuldatud tingimus (30).

e Kui p? < 0ja p3 < 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (27) liikme,

kus on )\;, teisele poole vorratust viimise ja Ao kordajaga 1dbi jagamise teel

vorratused
202\ 202\
Ay < M1227 Ay < M221.
125) 1251
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Neist omakorda jéreldub

202 X\o 212\
Ay < min { UiAa 2p5 1}

py o

ja seega on rahuldatud tingimus (31).
Olgu niiiid ,u%,u% > 0 ja 24/ A A2 < Apg, siis P(Aj2) > 0, kui

203Ny 212\ 203Ny 202\
s { Lcy u221}<)\12<max{ ey /‘221}' (32)
125 251 1253 1451

Eelduse 2v/A1\y < A12 tottu saavutavad statsionaarsuse tingimused (26) uue kuju:
Aopis — 2 op? < 0 ja Ajopd — 2\ 3 < 0. (33)
Jille on p3p3 > 0 voimalik vaid juhtudel 3 > 0 ja p3 > 0 voi pf < 0 ja p3 < 0.

e Kui p? > 0 ja p3 > 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (33) liikme,

kus on Ao, teisele poole vorratust viimise ja Ao kordajaga 1dbi jagamise teel

vorratused
202\ 203\
Ay < M122’ Mg < M221‘
125 1241
Neist omakorda jareldub
202N 213\
Ao < min { pids u221}
Ha M1

ja seega pole rahuldatud tingimus (32).

e Kui p2 < 0ja p3 < 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (33) liikme,

kus on A2, teisele poole vorratust viimise ja Ajo kordajaga 1abi jagamise teel

vorratused
2112 g 2013\
Ao > MIQ s Al > M22 .
125) 1251
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Neist omakorda jéreldub

212 No 212\
)\12>max{ piNe 245 1}

TR
ja seega pole rahuldatud tingimus (32).

Miérkame, et P(A12) > 0 jareldub sellest, et 24/A1 Aa — A12 > 0. Tehes labi analoogse
arutluskiiigu juhul, kus p2u3 < 0 (vt lisa D), jouame sama jérelduseni, seega peab
see vorratus olema tingimuseks det H (P, ) positiivsuse jaoks ja seekaudu ka @

lokaalseks miinimumiks olemiseks.

Hessiaanid H(®, _) ning H(®_ ) erinevad eelmisest selle poolest, et 2. rea esimene
element ja 1. rea teine element on korrutatud arvuga —1, kuid peamiinorid tulevad
identsed eelmistega. Jarelikult méaédrab statsionaarsete punktide ®4. puhul vorra-
tus 2v/ A1 A2 — A2 > 0, et tegemist on lokaalsete miinimumidega. Vottes arvesse ka

selle vorratuse, saame statsionaarsustingimused (26) asendada tingimustega (27).
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3.4 Miinimumide analuus

Oleme suutnud miinimumide analiiiisi taandada jargmise kuue suuruse mérgi uuri-

misele:

1. A1,
2. 43,
3. u3,
4. Agpd — 221443,
5. Aapd — 2Xopd,

6. 2/ )\1)\2 — )\12.

Paneme téhele, et kasutasime Ajo mérki vaid punktide &, statsionaarsuse uuri-
misel. Saame varsti ndidata, et nende punktide minimaalsuse uurimisel piisab vaid

iilejadnud parameetritest.

Kui p2 > 0 ja p3 > 0, siis punktis ®; on lokaalne miinimum. Kui me tahaksime,
et punktis ®1 oleks samal ajal miinimum, siis statsionaarsuse analiilisi peatiikis
saadud tulemuse pohjal peaks kehtima Aj2 < 0. Samas, siis ei kehtiks enam vorratus
A2p3 — 2Xou? > 0, seega on rikutud statsionaarsustingimus (27). Jirelikult ei saa

molemad korraga olla lokaalsed miinimumid.

Kui p2 < 0 ja p3 > 0 ning me tahame, et punktides ®1+ oleks lokaalne miinimum,
siis A1z < 0 jéreldub tingimusest Ajop3 — 2A1u3 > 0. Sarnaselt, juhul p? > 0 ja
,u% < 0 saame, et A3 < 0 jareldub tingimusest Algu% — 2)\2,11% > 0. Juhul ,u% <0
ja u% < 0 ei soltunud punktide 4, statsionaarsus enam Ao mérgist. Saame selle
pohjal jareldada, et meile piisab lokaalsete miinimumide uurimiseks eelmainitud

nimekirja viimasest viiest suurusest.
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Vottes kasutusele sarnase tahistuse statsionaarsuse analiitisi peatiiki 3.2 16pust, kus
(&, £, +, +, +) méargid vastavad selle loetelu suuruste mérkidele (positiivsusele voi

negatiivsusele), saame panna kompaktselt kirja jareldused:

juhtudel (4, +, £, £, +) on ainukene lokaalne miinimum punktis ®,

juhtudel (—, £, —, £, +) asub lokaalne miinimum punktides @4,

juhtudel (£, —, 4+, —, +) asub lokaalne miinimum punktides ®g4,

juhtudel (+,+,4,+,+) (vilja arvatud juhul (4,4, +,+,+)) asub lokaalne

miinimum punktides ®4.

Siit ndeme, et ainukene voimalik olukord, kus tekivad kaks erineva potentsiaaliga
lokaalset miinimumi, on (—, —, —, —, +). Lisas E néitame, et viimane suurus tuleb

sel juhul alati negatiivne ehk tegelikult piisab vaid esimesest neljast suurusest.

Potentsiaali vaartused neis lokaalsetes miinimumides on vastavalt

2 4

2 2 4 4 4
—H7 —HT —H Hq —H1
V(® = u? — A — =— 4+ -——=—
(®c0) =s {5, | T\ a2y, IV VRS
ja
2 4
2 2 4 4 4
—H K —Ho Ho —H
(o) =sm |55, | T2 |\ 2 e g A

ning potentsiaalide vahe saab kuju

AV o | p

40 4l

Kokkuvotvalt on meil kahe reaalse skalaarvéljaga juhul, kus potentsiaali kirjeldab
avaldis (21), voimalik valevaakum ja selle lagunemine, kui p? < 0, 3 < 0, A\jou3 —
2Xop2 < 0ja A2p3—2A1p3 < 0 ning potentsiaali viirtus neis miinimumides erineb,

ehk AV > 0 (konkreetsemalt Ao # Ajpd).
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3.5 Moju soltuvus parameetritest

Selles peatiikis kasutatakse Wolfram Mathematica paketti FindBounce (Guada,
Nemevsek ja Pintar, 2020), mis voimaldab numbriliselt arvutada antud potentsiaali

korral valitud miinimumide vahelise porkelahendi moju.

Uurime seoseid parameetrite ,u?, Ai, A12 ja moju vahel olukordades, kus tunnellee-
rumine toimuda saab. Valevaakumi lagunemise tingimuste kontrollimiseks saame
kasutada eelmisest peatiikist saadud vorratused. Suurem méju tdhendab viiksema

toendosusega tunnelleerumist ja seekaudu ka valevaakumi lagunemist.

Mérgime, et antud peatiikis saadud tulemused on katselised ning ei toetu mate-
maatilistele toestustele. Nende tulemuste matemaatiline toestus voib olla aluseks

tulevasele teadustoole.

Koigepealt paneme tahele, et potentsiaal ja moju on péordvordelised. Seda kinnita-
vad arvutused vastavalt: vottes parameetrid (u2, \;, A12), mille korral eksisteerivad
kaks erinevat miinimumi, ja korrutades neid positiivse kordajaga k, saame moju,
mis on k korda viiksem. See tadhelepanek on tehtud arvutuste pohjal, mille tule-

muste tabel on lisas G.

Seejarel paneme tahele, et moju vaidrtus ei séltu parameetritest MZZ eraldi, vaid
nende suhtest. See tdhendab, et fikseeritud parameetritega \; ja Aj2 saame para-
meetrite ,u? korral sama moju kui parameetrite ku% korral, kus k on mingi positiivne

reaalarv. Seda illustreerib joonis 3, kus ndeme, et potentsiaali

V(®) = piet + 303 + o1 + 5 + dpies (34)

2
korral kontuurjooned jooksevad sirgetena ehk moédda vordseid % vaartuseid.
2

See, et joonise 3 valges osas pole S médratud, tuleneb sellest, et viimaste kontuur-
joonte ja koordinaattelgede vahel on rikutud kahe erineva miinimumi eksisteerimise
tingimused, mis said eelmises peatiikis sonastatud — konkreetsemalt rikutakse iihte

vorratustest )\12#% — 2)\2;@ < 0 ja )\12;@ — 2)\1,u% < 0. Need vorratused iitlevad,
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Joonis 3: Mgju logaritmi log S soltuvus parameetritest uf potentsiaali (34) korral,
vadartused jarjestikustel kontuurjoontel erinevad 1 vorra.

et kui fikseerida {iks suurustest u? (niditeks p?), siis teine peab jidima kindlasse

2 2
vahemikku (%‘;1 <pi< %) Kui iiks vorratustest ei kehti, pole iihel telgedest

enam lokaalset miinimumi ja seega tunnelleerumist ei toimu.

See, et joonise 3 kollases osas on S vaartused ldhenemas lopmatusele, tuleneb sel-
lest, et lihenedes sirgele ;3 = p3 muutub potentsiaalide vahe AV nullilihedaseks
(sirgel on AV = 0). Olukorras, kus miinimumide véértuseid eraldab vaid véike suu-
rus, saame kasutada ohukese seina lahendit (Coleman, 1977; Brown, 2018), mille
pohjal oleks porkelahendi moju ligikaudu

272 ot

B~
2 (AV)3’

(35)

kus o on porkelahendi ja barjddri vahele jadv pindala. Valem (35) kinnitab, et

ldhenedes sirgele, kus potentsiaalid on vordsed, voiks moju kasvada lopmatusse.
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Brown annab ka iilemise ja alumise hinnangu o jaoks,

®valevaakum
Omin = / V2(V(¢) — V(valevaakum),
¢

tunneli 16pp

¢valcvaakum
Omax = / V2(V(¢) — V (périsvaakum).
¢

parisvaakum

Skaleerides kogu potentsiaali V' positiivse arvuga k, jddvad muutumatuks statsio-
naarsete punktide koordinaadid, sest tegur k£ taandub nende avaldistes vélja. Seega
saame Oelda, et opmin ja omax suurenevad molemad Vk korda. Pidevuse pohjal
voiks ka o suureneda vk korda. Lisaks ndeme, et AV skaleerub ise k korda. Seega
ohukese seina ldhenduse kohaselt peaks moju B (valemi (35) pohjal) suurenema

WK _ 1 1orda, mis on kooskdlas esi ihelepanek
53 =% or a, mIiS O1n KOosKolas esimese ta e epane uga.

Me nédeme, et potentsiaalide vordsuse suunas kasv kehtib ka teistsuguste parameet-

rite valikul. Naiteks joonisel 4, kus potentsiaaliks oleme votnud
V(®) = il + u3e3 + 0.5¢1 + @3 + 4013, (36)

asub sirge AV = 0 teise nurga all, sest vordusest 2A\; = Ao jéreldub, et potent-
siaalide vorduseks peaks kehtima \/iu% = p3. Samuti niieme, et ka moju kasvamise

suund on nihkunud kaasa selle sirgega.

Sonastame peatiiki peamised tulemused:

1. korrutades potentsiaali positiivse arvuga k, moju vaheneb k korda,
2. korrutades parameetreid uf sama positiivse arvuga k, moju ei muutu,

3. moju suureneb potentsiaalide vordsuse suunas.

Saame kasutada neid omadusi, et analiilisida moju soltuvust parameetritest A;.

Fikseeritud parameetrite u% ja A12 korral illustreerib moju soltuvust joonis 5, kus
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Joonis 4: Maju logaritmi log S sdltuvus parameetritest u? potentsiaali (36) korral,
vadrtused jarjestikustel kontuurjoontel erinevad 1 vorra.

oleme potentsiaalideks valinud
V(@) = —¢F — @3+ Mgl + hayoh + 4?3 (37)

ja
V(D) = —¢2 — 02 + Mot + Aah + 8202 (38)

Vorratuste Ajap3 — 2Xouf < 0 ja Adjgpu? — 2X\1u3 < 0 tottu saame selgitada, miks

Aiopd . )
52’52 ei ole valevaakumit.
1

2
valjaspool piirkonda 0 < A1 < % jald <A<
2

On selgelt ndha, et moju suureneb ldhenedes sirgele A\; = Ag, sest seal on AV = 0.
See, et joonise 5 vasak ja parem pool paistavad identsed, tuleneb sellest, et me
saame votta vasaku potentsiaali (37), korrutada seda arvuga 2 (moju véértused
vihenevad poole vorra), siis asendada parameetrid ,u? = —2 uuesti arvuga —1 (ja-

gatis jadb samaks, seega moju ei muutu) ning vaadates punkti 2; vasak = i parem,
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Joonis 5: Moju S soltuvus parameetritest \; potentsiaali (37) (vasakul) ja (38)
(paremal) korral.

saamegi tapselt kaks korda vaiksema moju. Kuna uuritav piirkond suureneb ka kaks
korda, siis punkt A; parem paistab paremal joonisel samas kohas, kus A; vasax vasakul.

Lisaks on parema joonise kontuurjooned koik 2 korda viiksematel vaartustel.

Esimest kahte téhelepanekut koos kasutades saame véita, et skaleerides koiki 4.
jarku litkmete kordajaid positiivse reaalarvuga k, viheneb méju S k korda. Selle
abil saame peatiiki esimesed kaks peamist tulemust potentsiaali (21) kohta timber-

sonastada jargmiselt:

e moju on muutumatu ruutliitkmete (2. jarku liikkmete) korrutamisel positiivse

arvuga k,

e moju on poéordsoltuvuses 4. jarku liikkmete korrutamisest positiivse arvuga

k.

Vottes mittevordsed, kuid samas suhtes parameetrid ,u,?, markame néiteks potent-

siaalide
V(@) = —¢f — 0,503 + Mot + dops + 4pip} (39)
ja
V(D) = =207 — 05 + At + Aol + 40203 (40)
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Joonis 6: Moju logaritmi log S soltuvus parameetritest \; potentsiaali (39) (va-
sakul) ja (40) (paremal) korral, véértused jérjestikustel kontuurjoontel erinevad 1
VOITA.

puhul joonisel 6 jallegi, et moju vaartused tulevad vordsed ning suurenevad potent-
siaalide vordsuse suunas. Lisaks paneme tahele, et ka valevaakumi eksisteerimist

tagav uuritav piirkond on samade mootmetega.
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4 Taiendatud mudel

Anname eelnevalt kasutatud potentsiaalile (21) uue nime V; ja kasutame seda, et

defineerida V3, millele oleme lisanud uue litkme i3¢0102:

Va(@) = Vi(®@)+uiap192 = o012+ 10T+ 1505+ Mol + Ao+ A2ples, (41)

kus p12, 435, \iy M2 € R ja i € {1,2}. Selle liikme lisamise tottu pole potentsiaalil
(41) peatiikis 3 késitletud potentsiaali (21) Zg x Zg siimmeetriat.
Piirangud parameetritele jadvad samaks, sest lisanduva liikme aste on liiga madal,

im Va(®).

et mojutada potentsiaali vaartust piirprotsessis 1
|®| =00

4.1 Lihtsustus

Potentsiaali (41) statsionaarsed punktid (ja seetottu ka miinimumid) on algebrali-
selt leitavad, kuid vajavad tohutult mahukat t66d. Me saame fiitisikalistel kaalut-

lustel uurida edasi {ihte siimmeetrilisemat alamjuhtu.

Votame lisaeelduse pf = p3 = p? ja A\; = Ay = ), siis avaldame potentsiaali kujul

V5 (@) = iy + (97 + ©3) + A(p] + ¢3) + Mawies. (42)

4.2 Statsionaarsed punktid

Selleks, et ® oleks V5" statsionaarne punkt, peavad olema selle osatuletised,

ovy
D1

(D) = popa + (20% + 2M1203) 01 + 4N}

= 2 (2 120102 + pia) + 21 (1 + 22¢1),
ovy
8902

(D) = pdop1 + (20 + 20 12903) 02 + 40p3

= p1(2 120102 + p1a) + 202 (1 + 20p3),
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vordsed nulliga.

Kui p2, = 0, siis on koik analoogne potentsiaali (21) juhuga, ja on voimalik saada
kuni 9 erinevat statsionaarset punkti, neist 1 on nullpunkt, 4 asuvad koordinaat-
telgedel ja 4 asuvad erinevates tasandi veerandites (n-6 nurkades). Kui p2, suu-
rendada natukene positiivses suunas, siis lisandub potentsiaalile I ja III veerandis
peegelpildis sama palju, kui lahutub II ja IV veerandis. Negatiivse u2, korral on seis
analoogne, II ja IV veerandis vaartused kasvavad ning I ja I1I veerandis kahanevad.
Seda vadrtuste muutumist saab visuaalselt kujutleda potentsiaali kokkusurumisena

sirgete 1 = 2 ja Y1 = —(2 suunas.

Antud potentsiaali korral paiknevad (juhul p%, = 0) koik 9 statsionaarset punkti
stimmeetriliselt telgede suhtes ja seetottu on lokaalsed miinimumid vordsed. Kui
meil on miinimumid telgedel, siis suurust 2, sisaldava lilkme poolt kokkusurumine
sirgete ¢1 = @3 ja w1 = —p9 suunas jatab lokaalsed miinimumid siimmeetriliseks

ja seetottu on potentsiaalid vordsed. Valevaakumit nii tekkida ei saa.

Huvitav on aga olukord, kus lokaalsed miinimumid on n-6 nurkades. Kui juhul
p25 = 0 oleksid potentsiaalid seal vordsed, siis parameetri p3, suurendamine (voi
vihendamine) suruks neid statsionaarseid punkte kokku erinevalt (soltuvalt sellest,
kas nad asuvad I, I1I veerandis voi 11, IV veerandis, parameetriga u3, litkme lisamine
muudab potentsiaali erimérgilise suuruse vorra), mistottu neis tekib ebavordsus ja
valevaakum.

Nende koordinaadid on I ja III veerandis ¢1 = @9 = ¢ ning II ja IV veerandis
Y1 = —p2 = ¢

Esimesel juhul (ehk I ja IIT veerandi nurgad) on statsionaarsuse tingimus kujul
P(2A129” + ) + 20 (4 + 229%) = 0.

Kuna uurime ekstreemume véljaspool koordinaatide alguspunkti, saame ¢ &ra taan-
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dada ning jouame kujule

2)\12g02 + /11%2 + 2,u2 + 4)@2 =0.
Saame liikmeid rithmitades kuju

202X + Ai2)p? = —(uy + 21%),
kust on edasi voimalik avaldada

© =24/ M
Teisel juhul (ehk IT ja IV veerandi nurgad) on statsionaarsuse tingimus kujul
—p(=2A12¢” + pidy) + 20(u? + 2Xp%) = 0.

Analoogselt saame ¢ dra taandada ning jéuame vorrandini

2M12¢° — piiy + 20 44X = 0,
mille lahend on

Kip — 242

=y, [ H2 A
7 22\ + A1)

4.3 Hessiaan

Potentsiaali (42) hessiaan avaldub kujul

82V 02V«

202 + 212903 + 1202 13y 4 A\12¢01 02

H@®)= | %1 2% | _
2 2
8‘302‘32;1 88:;%* 117y + 4X120109 20 4 21267 + 1223
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I ja ITI veerandi nurkade jaoks on lokaalse miinimumi tingimused siis vastavalt

2 2 2 2
— -2 — -2
2M2+2)\12M+ Hi2 12

1275,
202\ + A12) 2(2)\ + A12)

mille saame lihtsustada kujule

B L0AL? + Map? 4+ 6AuTy + A2pfy S

0
2\ + A2
ehk
10X + Aqo
2 2
< —— M,
Hi2 6X+ Ao H
ja

(267 + (212 + 120)9%) = (4l +4M12¢")* > 0,
mille saame lihtsustada kujule

8(21% + pFa) (—Ma2p® + 20p* + 2Mp17,)

0
2\ + A2 ”

ehk

(20 + 132) (A — A2)p® + 2\uiy) > 0,
mis on omakorda sama, kui

22 — A
12 2+M22)>0.

9,2 2
(2n +M12)(72/\ Iz 1

(44)

Kuna meid huvitab olukord, kus miinimumid on n-6 nurkades, siis 2\ — Aj3 > 0

analiiiisi peatiiki 3.2 pohjal (seal kannavad vastavad statsionaarsed punktid nime

®, 1), seega saame vorratuse (44) kehtimiseks kaks voimalust, kas

2\ — )\12}

2 2
> — 2,
H12 pmax { >\
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vOi

20— A
3y < —pPmin {2, 222124 (46)
2\
Arvestades, et 2\ — A2 > 0, saame vorratustele (45) ja (46) uued kujud
piy > =24 (47)
ja
20—
2 12 2
< ———F——u". 48
H12 o M (48)
Kuna 160;‘I;‘1122 > 1, siis tingimus (48) on leebem kui tingimus (43) ja seega saame
teha jareldused:

e kui kehtib (48), siis on tegemist miinimumiga,

e kui kehtib (47), siis on tegemist sadulpunktiga nullpunktis ehk statsionaarne

punkt on annihileerunud sattudes kontakti nullpunktiga.

Analoogselt saame II ja IV veerandi nurkade jaoks vastava tingimuse

2 2 2 2
Hip — 24 Hig — 24
P LRSS el MR [ Wi & R Y )
a 29020+ A1) 202\ + A1)

mille saame lihtsustada kujule

—10Ap? — Aiap? + 6Apuds + Aiapds S

0

2\ + A2

ehk
10X + Aq2
2 2
> M,
H12 6M+ Mo 2

ja

(2u% + (2012 + 120)?)? — (p25 — 4X1292)% > 0,
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mille saame lihtsustada kujule

_8(2M2 — 139) Qaap® — 20p4% + 22y S0
22X+ A2

ehk
(20° + pFa) (—(2X — Ar2)p® + 2Mpu75) <0,

mis on omakorda sama kui

(21° + pio) (— o M + p13y) < 0.

Viimasest saame, et kehtib kas

22— A
iy < —pPmax 2, -2 (49)
2
Vol
20— A
3y > —pPmin {2, -2 2124 (50)
2)
Vorratuse 2X — A2 > 0 abil lihtsustame tingimused (49) ja (50) kujule
iy < =24 (51)
ja
2\ — 12
piy > (52)

2)

Ka siin saame sarnased tulemused:

e kui kehtib (52), siis on tegemist miinimumiga,

e kui kehtib (51), siis on tegemist sadulpunktiga nullpunktis ehk statsionaarne

punkt on annihileerunud sattudes kontakti nullpunktiga.

Kokkuvotvalt saame, et molemad miinimumid on alles, kui kehtivad korraga tingi-
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mused (48) ja (52):

2\ Hiz < =753
vOi teisisonu
20— A
2 12 2
< —_
|12l )\

Koik selle peatiiki algebralised lihtsustused on tehtud Wolfram Mathematica abiga.

Kasutatud sisendid ja saadud véljundid on nahtavad lisas F.

4.4 Moju soltuvus parameetritest
2
Varieerides p?, ja p? mirkame, et moju viidrtus on sama vordsete % vadrtuste

puhul. Naiteks, potentsiaali
V(®) = maprs + 1297 + 1205 + 2071 + 205 + 9103 (53)

puhul on méju kontuurjooned sirged nagu joonisel 7 kujutatud. Samuti méarkame,
et skaleerides kogu potentsiaali positiivse arvuga k viheneb moju k korda (selle

arvutamine sarnaneb lisas G sisalduvaga).

Sarnaselt juhule V; mérkame katseliselt, et kehtivad ka V5 puhul jareldused:

e moju on muutumatu ruutlitkmete (2. jarku litkmete) korrutamisel positiivse

arvuga k,

e moju on poordsoltuvuses 4. jarku liikmete korrutamisest positiivse arvuga

k.
Seaduspérasuse edasiseks uurimiseks katsetasime ka potentsiaali
Vs = plapr10a + 1305 + 1503 + Aot + Aoy + 2005 + Ao + M1l (54)

korral vorduse % = By kehtivust (kasutatud tahistus viitab lisas G kasutatud
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Joonis 7: Moju S soltuvus parameetritest u2, ja u? potentsiaali (53) korral.

arvutuste tdhistusele). Potentsiaal (54) sisaldab koiki voimalikke erinevaid lagran-
Ziaani liikmeid kahe reaalse skalaarvéljaga siisteemile. Arvutuste kiigus mérkasime,
et eelmainitud jareldused piisivad toesed, seega voiksid need omadused iseloomus-

tada antud stisteemi.
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Kokkuvote

Leidsime kahe reaalse skalaarviljaga siisteemile, mille kditumist kirjeldab potent-
siaal

V(@) = 1302 + 1303 + Mot + daph + Aol
valevaakumi tekkimise tingimused:
o 17 <0,
o 3 <0,
o \iopd —2Xou3 <0,
o \iopd — 2\ <0.

Samuti niitasime siimmeetrilise lihtsustuse p? = p2 = p? ja A\; = Ay = X korral,
et segalilkme 13519 lisamine potentsiaalile voimaldab valevaakumi teket vaid
juhul, kui enne selle lisamist on punktides @14 lokaalsed miinimumid ja || <
S e

Numbriliste ekperimentide tulemusel méarkasime jargmiseid seaduspérasusi:

e moju kasvab potentsiaalide vordsuse suunas,

e moju on muutumatu lagranziaani ruutliikmete positiivse arvuga skaleerimise

suhtes,

e moju on poordvordeline lagranziaani 4. jarku liikmete positiivse arvuga ska-

leerimise suhtes.

Esimene seaduspérasus on kinnitatud varasemate tulemustega, kuid viimase kahe
kindlaksma#ramiseks saaks analiiiitiliselt uurida méju muutumist lithikestel vélja-

ruumi 16ikudel, kus potentsiaali muut on ligikaudu lineaarne.
Kasitletud potentsiaali saaks ka tdiendada, et jouda asjakohasema mudelini — kahe

Higgsi vélja mudelini.
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A Hessiaani H(®, ) arvutamine

Siin lisas votame definitsioonist jarelduva hessiaani kuju (28) ja asendame sinna

sisse punkti ®, koordinaadid. Parast moningaid lihtsustusi saame avaldise viia

kujule
H(®4y) =
2 A12pZ—2Xp3 A12p2—2X p Aop2—2Xop? [ A1apd—2X143
2pg + 120 =R 2 T e A [Tz, | ez, B
Agpd—2Xop? [ A1ap3—2XA1p3 2 A12p3—2X1 Mapd—2opd |
4)\12\/ 4)\12)\2—/\%21 \/ 4>\1§\2—)\§22 205 + 12X 4,\132—)\%22 +2A12 4,\12&7,\521
1 207 (422 — Ady) + 1201 (Mi2p3 — 2hap?) + 2A12(Ai2pf — 2X1413)
)2
41 Ao )‘12 +4M19 \/(/\mug — 2)\2/1,%)(/\12u% — 2)\1#%)
+4XM 12/ (N2pd — 220p3) (A2 — 201 143) _
2/1,%(4/\1)\2 - )\%2) + 12)\2()\12/1% — 2)\1#%) + 2)\12()\12#% — 2)\2;1%)
1 —16u3 A1 A2 + 8u3A1 A 12
W
ANA2 = Mo | a9 /N2 202 — 200 (i + dap®) + AN dari2 )2
4o/ Nopdi — 200\l + doprd) + AN opfpd |
—1613M1 X2 + 83 A2 A 12
—162 A1 o482 i A1a EAN124/ A opZpd —2X12 (A pd+ Ao pd) 4N Ao 2 43
DA%, A2,
4124/ Mo =202 i pdHhopd) +4hi dapd 1 —16p3 1 A2+8u2 XA 12
4)‘1)‘27>‘%2 4)\1)\27)\%2
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B Teise peamiinori teisendus

Siin lisas lihtsustame avaldist det H(®4 ), et oleks voimalik kirja panna positiiv-
sustingimused. Sulgude avamise, koondamise ja taandamise kaudu saame peamii-

norile kuju

det H((I)++) =
(—16,&%)\1)\2 + 8#%)\1)\12)(—16M%)\1A2 + 8/@)\2/\12)
(A\1 Ao — )\%2)2
163, (Aford g — 2X a0 (Mg + Aoptd) + AN dopi3)
(4A1 A2 — Afy)?
25613 u3AIAE — 12818 A3 Ao 12 — 1281f M A3 12 + 6402\ Nayid 13
(AN A2 — )\%2)2
 16XGppips — 32X p5 — 3203 opt + 64AT M oyl
(4M1 22 — Afy)?
2u3 3N A2 — p3A A2 — iAo
(AN A2 — )\%2)2
163, M2t = 205 — 2dopy
12 (41 ha — A2,)2
ATE Bl EA- TS 7 5 W WA E ol - T
(Ahhg — AZ)2 TR N 22
PR3 (AN A2 + Ay) — 2haa(pide + paA1) _
e — A2,
pius (A he + Aly) — 2X12(uido + p3A1)
2v/ A1 A2 — A2 '

12812

16A2)2 — )}
2 2 1712 122 _1_32#411)\2)\12

16 —_—
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C Ruutvorrandi lahendamine

Siin lisas leiame ruutvorrandi p2p3A2, — 2\12(uf + A1) + 4hdopdu2 = 0 la-

hendid. Selleks kasutame tavalist ruutvorrandi lahendivalemit ja saame

20320 + 2p5M £ VAo + pah)? — dpdusAdi depius

A12

2uius
P + s + /(e + pgh)? — A dopdy
pins N
pid2 + pshi £ VA3 + pSAT — 2M i oty

pins N
Hidz + st £/ (uide — pgh1)?
pins N

piXe 4+ p3A £ pide F ush
HiHS '

Seega lahendid on A/, = 2‘5; ning A5 = 2*:%’\1.

ol



D Juhtum p3u3 <0

Siin lisas uurime P(\j2) positiivsuspiirkonda juhul, kui g3pu3 < 0.

Olgu p3p3 < 0 ja 2v/A1hg > A2, siis P(\12) > 0, kui

203Ny 202\ 202Ny 212\
in { ey u221}<A12<maX{ pide u221}<0
1253 1451 125} my

ehk tingimus (32).

Eelduse 24/A1A2 > A2 tottu saame statsionaarsuse tingimused (26) lihtsustada
kujule (27).

p2p3 < 0 on voimalik kahel juhul: p2 > 0 ja p3 < 0 voi pf < 0 ja p3 > 0.

e Kui u% > 0 ja ,u,% < 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (27) liikme,

kus on A;, teisele poole vorratust viimise ja A1o kordajaga liabi jagamise teel

vorratused
2u3\s 203\
A1z < Mlg ;o A12 MQQ :
M3 1
Neist omakorda jareldub
2U3\ 2u3\
M22 1 Ay < M12 2
Hy Ha

ja seega on rahuldatud tingimus (32).

e Kui p? < 0ja p3 > 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (27) liikme,

kus on )\;, teisele poole vorratust viimise ja Ao kordajaga ldbi jagamise teel

vorratused
213 \o 21301
Ao > M12 R Ao < M22 .
M My
Neist omakorda jareldub
213\ 213\
M22 1 > Ay > ,U12 2
12 125
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ja seega on rahuldatud tingimus (32).

Olgu niiiid p3p3 < 0 ja 2¢/ A1 A2 < A2, siis P(A\12) > 0, kui

212 X\s 212\
Ny > max { P 245 1}

py oy

vOi

2uTha 2u3\
Alp < min { N12 2, M22 1}
Ha M1
ehk tingimused (30) voi (31).
Eelduse 2v/A1 A2 < Aj2 tottu saame statsionaarsuse tingimused (26) kujul (33).
Jille on p3p3 < 0 voimalik vaid juhtudel 3 > 0 ja p3 < 0 ja u3 < 0 ja u3 > 0.
e Kui p? > 0 ja p3 < 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (33) liikme,

kus on Ao, teisele poole vorratust viimise ja Ao kordajaga 1dabi jagamise teel

vorratused
213 \o 2131
Ao > Mlz s Ao < M22 .
o My
Neist omakorda jareldub
213\ PITEDN
M22 1 > Ay > M12 2
M1 M3

ja seega pole rahuldatud kumbki ringimustest (30) ja (31).

e Kui p? < 0ja p3 > 0, siis saame statsionaarsuse tingimustest (33) liikme,

kus on A2, teisele poole vorratust viimise ja Ao kordajaga labi jagamise teel

vorratused
2112 g 213\
Mg < M12 s Ao > M22 .
Ha 1251
Neist omakorda jareldub
203\ 202\
M22 1 <A < M12 2
M1 125)
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ja seega pole rahuldatud kumbki tingimustest (30) ja (31).

o4



E Vabanemine avaldisest 21/ A1 \o — Ao

Siin lisas niitame, et tingimustest u? < 0, u3 < 0, A2pd — 2 ou? < 0 ja Ajopu? —
2)\1,u% < 0 jareldub 24/A1 A2 — A\12 < 0, seega pole viimase mérki eraldi vaja jalgida

miinimumide tekkimise uurimisel.

Eeldame, et kehtivad p3 < 0 ja p2 < 0. Niitame, et vorratustest
)\12”% - 2)\2/1,% <0 ja )\12/1,% — 2/\1/1,% <0

jareldub vorratus

24/ A1 A9 — A2 < 0.

Saame kordajaga A; liikmed viia teisele poole ja siis jagada ldbi A1o kordajaga, et

viia vorratused
)\12#% — 2)\2/1% <0 ja )\12/1% — 2)\1#% <0

samavaarsele kujule

2 2
A2 > 2%)\2 ja A2 > 2%)\1.
Ha M1

Votame niiiid uuritava vorratuse vasaku poole ja hakkame seda teisendama, viies
alguses arvu 2 juure alla ning siis juure alust korrutades ja jagades arvuga ,u%u%,

saame nii vahe viia kujule

2V A2 — Ag =

3
pips

2 2
2231250, — M.
Hy o 3

Niilid kasutame eeldustega samavéaérseid vorratusi, et juurealust iilalt hinnata suu-

2\ 2X9 — Mg =
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rema arvuga:

2 2
2%)\12%)\2 — A2 <
M1 125

VA2A12 — A2 = [A12] — A2 = A2 — A2 =0,

kus vordus |A12| = A1z tuleneb selles, et Aj2 > 0, mis on omakorda jéreldus eeldusest

)\12/1,% — 2)\2”% < 0.
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F Algebralised lihtsustused Wolfram Mathema-
tica abiga

Siin lisas on joonisel 8 kuvatud programmi ladhtekood, millega tegime algebralised

lihtsustused avaldistele

2 2

2 2
— -2 — -2
Hi2 o 11920 Hi2 I

202 + 2N jg——2 T —_—
H 122(2)\+ )\12) 2(2)\+ )\12)

> 0,

(20 + (2A12 + 120)9*)? — (uf5 + 4M29%)* > 0,

2 _ 9,2 2 _ 9,2
Ao Hi2 H 112\ K12 1

=iz 12 T 5,
2(2X\ + A\12) 22\ + A12)

2u + 2

ja

(20 + (2A12 + 120)9%)? — (13, — 4h129%)? > 0.
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In[55):= Iveer = Sqre[(-pl2 — 2u~2) / (44 + 2212)]
IIveer = Sqrt[ (ul2 - 2u"2) / (44 + 2A12)]

|||—2,-'_4'2 - 12

Vaxs2:12

.
[—2u?+ 12
|

Voaxsz2212

In[57]:= hessVaike = p"2 + 2212172 + 12 A 272
hessSuur = (272 + (212 + 1213) ¢172) (2p”2 + (2X12 + 1213) ¢272) — (p12 + 4 A12 ¢l ¢2) ~2

o + 2312017 + 12 2927

{2 + 4312 0102)% + |_:2';;2 + (12 2+ 2 212) c-~;12} [2;;2 + (12 2+ 2 212) 322:.
In[69]:= hessV&ikeIveer = Simplify[hessV&ike //. {¢1 > Iveer, ¢2 » Iveer}]

hessViikeIIveer = Simplify[hessViike //. {¢1l » IIveer, ¢2 » —IIveer}]

hessSuurIveer = Simplify [hessSuur //. {¢1l > Iveer, ¢2-» Iveer}]
hessSuurIIveer = Simplify[hessSuur //. {¢1l » IIveer, ¢2 » —-IIveer}]

10 2 u? + 212 0% + 62 w12 + 212 wl2
22+ 212

—1e 2t -212 0% + 62 012 + 212 12
24+ 12

B (2p?+ud2) (=212 + 22 (12 +112))

2+ 212

8 (207 —u12) (22 212 0% + 220 212)

240+ 412

Joonis 8: Kasutatud lahtekood, mis tagastab lihtsustatud avaldised, siin on koodi
suurustele pl12;, A\12, ¢1, ¢p2 vastavad suurused ,u%Q, A12, 01, P2.
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G  Arvutused

Siin lisas on arvutuste tulemused, mille pohjal ndeme, et potentsiaali V' skalee-
rimisel positiivse reaalarvuga k muutub moju k korda véiksemaks. Joonisel 9 on
arvutustel kasutatud programmi ldhtekoodi osa. Juhule k£ = 1 vastavad ,u?, iy A12
defineerisime vahetult enne néhtavat lahtekoodi osa ja funktsiooni FindBounce vél-
jundid sisestasime otse tabeli B tulpa. Tabeli tulp % on seal selleks, et vorrelda
skaleerimata juhu (k = 1) moju jagatist arvuga k arvutustel saadud mojuga B.
Néeme, et need vairtused on ldbivalt vordsed.

In[531]:= minima = {{Sqrt[- w1l / (2A1)], @}, {@,Sqrt[-u2/ (2A2)1}};
FindBounce[1V[91, ¢2], {¢1, ¢2}, minima, “FieldPoints™ - 180] ["Action™]
FindBounce[2V[91, 2], {¢1, ¢2}, minima, “FieldPoints™ - 180] ["Action™]
FindBounce[1@ V[¢1, ¢2], {¢1, ¢2}, minima, "FieldPoints" - 18@]["Action™]

FindBounce[®.314 V[d1, ¢2], {¢1, ¢2}, minima, "FieldPoints" - 18@] ["Action™]
FindBounce[117.89 V[¢$1, ¢2], {¢1, 92}, minima, "FieldPoints"™ - 18] ["Action"]

Joonis 9: Kasutatud programmi lahtekood, mille valjundid leiduvad tabelis tulbas

B, siin suurused ¢1, ¢2 vastavad véljadele 1, 2.

Arvutustulemused on niahtavad tabelis 1.
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k 2 2 M Ae A B Bi/k

1 -0.767 -1.23 1.58 1.23 5.11 4.2464 4.2464

2 -1.534 -2.46 3.16 2.46 10.22 21232 2.1232

10 —71.67 -12.3 15.8 12.3 51.1 0.4246 0.4246
0.314 -0.240838 -0.38622 0.49612 0.38622 1.60454 18.5237 13.5237
117.89 -90.42163 -145.0047 186.2662 145.0047 602.4179 0.0360 0.0360
1 -1.23 -0.767 1.58 1.23 5.11 63.0826 63.0826

2 -2.46 -1.534 3.16 246 10.22 31.5411 31.5413

10 -12.3 -7.67 15.8 12.3 51.1 6.3081 6.3083
0.314 -0.38622 -0.240838 0.49612 0.38622 1.60454 200.9020 200.9000
117.89 -145.0047 -90.42163 186.2662 145.0047 602.4179 0.5351 0.5351
il -0.1776 -0.2355 0.7942 0.6331 3 134.6760 134.6760

2 -0.3552 -0.471 1.5884 1.2662 6 67.3381 67.3380

10 -1.776 -2.355 7.942 6.331 30 13.4675 13.4676
0.314 -0.0557664 -0.073947 0.2493788 0.1987934 0.942 428.9070 428.9045
117.89 -20.937264 -27.763095 93.628238 74.636159 353.67 1.1424 1.1424
1 -1 -2 3 4 13 3.9659 3.9659

2 -2 -4 6 8 26 1.9829 1.9829

10 -10 -20 30 40 130 0.3966 0.3966
0.314 -0.314 -0.628 0.942 1.256 4.082 12.6302 12.6301
117.89 -117.89 -235.78 353.67 471.56 1532.57 0.0336 0.0336
il -1.11 -2 3 4 13 10.9327 10.9327

2 -2.222 -4 6 8 26 5.4663 5.4664

10 -11.11 -20 30 40 130 1.0933 1.0933
0.314 -0.348854 -0.628 0.942 1.256 4.082 34.8174 34.8175
117.89 -130.97579 -235.78 353.67 47156 1632.57 0.0927 0.0927
1 = -2 3 4.444 13 4.4413 4.4413

2 -2 -4 6 8.888 26 2.2206 2.2206

10 -10 -20 30 44.44 130 0.4441 0.4441
0.314 -0.314 -0.628 0.942 1.395416 4.082 14.1442 14.1442
117.89 -117.89 -235.78 353.67 523.90316 1532.57 0.0377 0.0377
il -1 &2 3 4 13.1313 4.2570 4.2570

2 -2 -4 6 8 26.2626 2.1285 2.1285

10 -10 -20 30 40 131.313 0.4257 0.4257
0.314 -0.314 -0.628 0.942 1.256 4.1232282 13.5575 13.5575
117.89 -117.89 -235.78 353.67 471.56 1548.048957 0.0361 0.0361

1 -1.23456789 -0.98765432 2.19876543 1.32547698 4.987654321 45182.8000 45182.8000
2 -2.46913578 -1.97530864 4.39753086 2.65095396 9.975308642 22591.4000 22591.4000

10 -12.3456789 -9.8765432 21.9876543 13.2547698  49.87654321 4518.2800 4518.2800
0.314 -0.3876543175 -0.3101234565  0.690412345 0.4161997717 1.666123457 143894.0000 143894.2675
117.89 -145.5432086 -116.4345678  259.2124565  156.2604812  587.9945679 383.2620 383.2624
1 -77.202 -99.999 2.033 1.789 5.987 487.2840 487.2840

2 -154.404 -199.998 4.066 3.578 11.974 243.6400 243.6420

10 -772.02 -999.99 20.33 17.89 59.87 48.7267 48.7284
0.314 -24.241428 -31.399686 0.638362 0.561746 1.879918 1551.8600 1551.8599
117.89 -9101.34378  -11788.88211 239.67037 210.90521 705.80743 4.1327 4.1334
1 -0.9090909 -0.9191919 1.21212121 131313131 3.03132333 16873.5000 16873.5000

2 -1.8181818 -1.8383838 2.42424242 2.62626262 6.06264666 8436.7500 8436.7500

10 -9.090909 -9.191919 12.1212121 13.1313131 30.3132333 1687.3500 1687.3500
0.314 -0.2854545426 -0.2886262566 0.3806060599 0.4123232313 0.9518355256 53737.3000 53737.2611
117.89  -107.1727262  -108.3635331 142.8969694 154.8050501 357.3627074 143.1290 143.1292

Tabel 1: Arvutuste tabel, kus iihesuguse virviga taustal asuvad potentsiaal
V(®) = pde? + 3% + Mol + Xags + 29?3 ja selle suurusega k skaleeritud
versioonid ning neile vastavad mojud B = Bp. Vordluseks on parempoolseimas

tulbas suurus %, mis tuleb arvutuste pohjal vordne vastava mojuga By.
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