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Krediidiswapi preemiamaksete suuruse leidmine firma struktuurimudelite korral

Kéesolevas magistritoos uuritakse krediidiswapi preemiamaksete suuruse leidmist.
To0s kirjeldatakse krediidiswapi lepingut ning esitatakse valem preemiamakse suu-
ruse leidmiseks. Osutub, et preemiamakse miadramine taandub lepingu aluseks
oleva firma laostumistdendosuse leidmisele. Firma laostumistdendosuse hinda-
miseks kirjeldatakse t66s kahte firma struktuurimudelit — Mertoni mudelit ja topelt-
eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi mudelit. Nende mudelite raames lei-

takse krediidiswapi preemiamaksete suurus.
Mirksonad: finantsmatemaatika, tuletisvdicirtpaberid, krediidirisk
Credit Default Swap Premiums under Structural Models of Firm

In this master’s thesis the evaluation of premium payments for credit default swap is
studied. The contract of credit default swap is described and a formula for calculating
the premium payments is given. It appears that the problem of calculating the pre-
mium size reduces to the computation of default probability of the underlying firm.
Two structural models of firm are described to evaluate the default probability of a
firm — Merton’s model and double exponential jump diffusion model. Under these

models, the premium payments of credit default swap are calculated.
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Sissejuhatus

Krediidiswap on vahetustehing, mille alusvaraks on volakiri ja lepingu aluseks ole-
vaks tiksuseks on volakirja emiteerinud firma. Krediidiswapi vaartus so6ltub lepingu
aluseks oleva firma maksevoimest. Lepingu ostja maksab miitijale lepingus mééra-
tud tingimustel perioodilisi preemiamakseid ning vastutasuks, juhul kui lepingu alu-
seks olev firma laostub (st firma ei ole voimeline oma maksekohustusi tditma), mak-

sab miiiija ostjale selle eest kompensatsiooni.

Kéesolevas t66s uuritakse krediidiswapi preemiamaksete suuruse madramist firma

struktuurimudelite korral.

Magistrit66 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis antakse lugejale vajalikud
eelteadmised. Peatiiki oluliseks osaks on riskineutraalse hindamise pohimotete sel-
gitamine ning hiippedifusiooniprotsessi moiste ja sellega seonduvate tulemuste esi-
tamine. To0 teises peatiikis tutvustatakse krediidiswapi lepingut ning selles maa-
ratud tingimusi. TOestatakse ka tulemus krediidiswapi preemiamakse suuruse leid-
miseks. Kolmandas peatiikis kirjeldatakse koige lihtsamat firma struktuurimudelit—
Mertoni mudelit. Leitakse krediidiswapi preemiamakse suurus Mertoni mudeli kon-
tekstis. Viimases osas esitatakse detailne iilevaade topelt-eksponentjaotusega hiip-
pedifusiooniprotsessi mudelist. Selle mudeli raames saab laostumistoendosuse esi-
tada topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi esimese joudmisajana.
Selle esituse kaudu leitakse krediidiswapi preemiamakse suurus, kasutades laostu-

mistdendosuse numbrilise 1dhendi leidmisel Gaver-Stehfesti algoritmi.

Krediidiswapi preemiamakse suuruse leidmiseks vastavate mudelite korral on t66 li-

sas toodud statistikatarkvara R kood.



Kédesolevas t66s margib N(a, b) normaaljaotust keskviddrtusega a ja dispersiooniga b.

Soltumatute sama jaotusega juhuslike suuruste kohta deldakse liihidalt ssj juhusli-

kud suurused.

Tadhised E,(-) ja D, (-) mérgivad vastavalt keskvadrtust ja dispersiooni tbendosusmaoo-
du Q suhtes.



PEATUKK 1

Vajalikud eelteadmised

Kédesolevas peatiikis sonastame t60s esinevate mudelite kirjeldamiseks vajalikud

moisted ja tulemused.

1.1 Riskineutraalne hindamine, Ito lemma

Kaks pohilist mdrksona, mis finantsinstrumentide hindamisel esinevad, on arbitraa-
zivoimalus (voi tdpsemalt selle voimaluse puudumine) ning riskineutraalne hinda-
mine. Arbitraazivoimaluse puudumise eeldus seab turul kaubeldavate instrumentide
hindamise meetoditele kitsendused. Riskineutraalse hindamise raames leitakse su-
valise kaubeldava finantsinstrumendi arbitraazivaba hind diskonteeritud viljamak-
sete oodatava vadrtusena mingi sobiva moodu jargi, mida nimetatakse riskineutraal-

seks mooduks.

Olgu (Q, %,P) toendosusruum ja olgu {Z;, t = 0} sellel antud filtratsioon ehk kasvav
& alam-o-algebrate pere (st Vs < t korral #; € %#; € &). Eeldame, et kdikide kaubel-

davate finantsinstrumentide hinnad on kohandatud filtratsioonile {%;, t = 0}.
Olgu r > O riskivaba intressim&ar.

Definitsioon 1.1. Diskontotegur DF(t,T) kajastab ajahetkel T saadava iihikulise

makse vddrtust ajahetkel t < T ning leitakse valemiga

DF(t,T)=e "17D,



Seega saame ajale r = 0 diskonteeritud rahavoo ehk makse niitidisvdirtuse leida

makset diskontoteguriga korrutades.

Ajahetkel ¢ tehtava tihikulise makse véddrtuse ajahetkel T ehk tihikulise makse tulevi-

kuvéirtuse saab leida valemiga

DF (1, T)=e"T71,

Jargnevalt esitame riskineutraalse hindamise kirjeldamiseks vajalikud moisted ja tu-

lemused. Selles osas tugineme pohiliselt raamatule [3].
Edasises ldheb vaja jargmisi martingaali maoiste iildistusi.

Definitsioon 1.2. Filtratsioonile {%;, t = 0} kohandatud protsessi X := {X(t), t = 0}
nimetatakse lokaalseks martingaaliks, kui leidub selline kasvav peatumishetkede ja-
da T,,n=1,2,..., etigan €N korral on peatatud protsess XtT” = {Xmin(1,T,), £ = 0}
martingaal ja

[P(nli_IEOTn:oo) - 1.

On selge, et iga martingaal on lokaalne martingaal (piisab valida T}, = n).

Definitsioon 1.3 ([2, Def. 9.1]). Filtratsioonile{%;, t = 0} kohandatud cddlag protsessi
S:=1{S(1), t = 0} (st S on paremalt pidev ja omab vasakpoolset piirvdidrtust) nimeta-

takse semimartingaaliks, kui see on esitatav kujul
S=80)+X+A,

kus S(0) on Fy—mootuv, X on nullist algav lokaalne martingaal ning A on nullist al-

gav tokestatud variatsiooniga kohandatud protsess.

Semimartingaali definitsioonist tuleneb otse, et iga lokaalne martingaal on ka se-

mimartingaal.

Definitsioon 1.4 ([3, Def. 14.2.1]). Semimartingaali S nimetatakse sigma—

martingaaliks, kui leidub martingaal M = {M(t),t = 0} ja selline martingaali



M suhtes integreeruv positiivsete védirtustega ennustatav protsess ¢ := {¢(t), t = 0}, et

r
S(t):f0 d(s)dM(s).

Osutub, et iga lokaalne martingaal on ka sigma-martingaal (tuleneb raamatu [3] Lau-
se 14.2.6 punktide (i) ja (ii) samavédirsusest). Vastupidine vidide aga ei kehti (vt [3,
Ndide 7.3.4]).

Definitsioon 1.5. Toéendosusmootu Q nimetatakse ekvivalentseks sigma—

martingaalmooduks, kui see rahuldab jdrgmisi tingimusi:

* Q on ekvivalentne toendosusmooduga P (tdhistatakse Q ~P), st
VAeZF: QA =0P(A) =0,

* iga turul kaubeldava instrumendi diskonteeritud vdidirtuse protsess on moodu Q)

suhtes sigma-martingaal.
Analoogiliselt sonastatakse ekvivalentne (lokaalne) martingaalmdot ka (lokaalse)
martingaali korral.
Selgitame niitid arbitraazivoimaluse puudumise maistet.

Tahistagu S(#) aktsia (diskonteeritud) vadrtust ajahetkel ¢ = 0. Investori kauplemisst-
rateegia on paar H := (x,¢), kus x € R on portfelli algkapitali suurus ja ¢ := {{(7), £ = 0}
on ennustatav protsess, kus ¢ () margib investori portfellis olevate aktsiate kogust

ajal 7. Kauplemisstrateegiale H vastava portfelli vdadrtus ajahetkel ¢ = 0 esitub kujul

t
Vy(t) = x+f S(w)dS(u).
0



Definitsioon 1.6 ([11, Def. 1.6]). Kui leidub selline kauplemisstrateegiate jada

Hy, = (xn,&p), mis rahuldab jédrgmisi tingimusi:

VneN korral x,, =0,

Vn €N korral leidub konstant a,, nii, et

P(Vy, () = a,, Vt=0)=1,

Vn € N korral eksisteerib piirvddrtus

VH, (00) := tlgg) Vi, (t) P-p.k,

VneN korral )
Vi, (00) ==~ P-p.k,

leiduvad sellised konstandid 6, > 0 jad, >0, et Vn € N korral
P (Vg (00) > 61) > 62,

siis deldakse, et diskonteeritud protsessi S korral eksisteerib FLVR voimalus (ingl Free
Lunch with Vanishing Risk).

Utleme, et protsess S rahuldab NFLVR tingimust (ingl No Free Lunch with Vanishing

Risk), kui sellist kauplemisstrateegiate jada ei leidu.

Mirgime, et kui iga ¢ = 0 korral Vi (f) = a, kus a on mingi konstant, siis 6eldakse, et
kauplemisstrateegia H on a-lubatav. Seega definitsiooni teist tingimust voib nime-

tada ka lubatavuse tingimuseks.

Kéesolevas t66s motleme arbitraazivoimaluse puudumise all NFLVR tingimuse tdi-

detust.

Niitid saame sonastada fundamentaalteoreemi, millele tuginemine on finantsinst-
rumentide hindamisel standardiks. Teoreemi detailse tGestuse leiab raamatust [3,

Teoreem 14.1.1].



Teoreem 1.7 (Fundamentaalteoreem varade hindamisest). Semimartingaal S rahul-
dab NFLVR tingimust parajasti siis, kui leidub selline toendosusmooduga P ekviva-

lentne toendiosusmaoot Q, mille suhtes S on sigma—-martingaal.

Mirgime, et S tdhistab siinkohal mingi kaubeldava finantsinstrumendi diskontee-
ritud védrtuse protsessi. Seega iitleb fundamentaalteoreem, et turul puudub arbit-
raazivdoimalus parajasti siis, kui suvalise kaubeldava finantsinstrumendi jaoks leidub

ekvivalentne sigma-martingaalmoot Q.

Definitsioon 1.8. Protsess S on lokaalselt tokestatud, kui leidub selline kasvav peatu-
mishetkede jada T, n = 1,2,..., mille puhul on iga n € N korral peatatud martingaal
S tT" iihtlaselt tokestatud ja
P(lim 7, =o0) = 1.
n—oo
Kéesolevas toos eeldame, et koikide kaubeldavate instrumentide diskonteeritud
vadrtuse protsessid on lokaalselt tokestatud ning sel juhul saame kasutada jargmist

fundamentaalteoreemi versiooni.

Teoreem 1.9 ([3, Jareldus 9.1.2]). Lokaalselt tokestatud semimartingaal S rahuldab
NFLVR tingimust parajasti siis, kui leidub selline toendosusmooduga P ekvivalentne

toendosusmoot Q, mille suhtes S on lokaalne martingaal.

Toos nimetame ekvivalentset lokaalset martingaalmootu Q ka riskineutraalseks

mooduks.

Jargmine tulemus tagab selle, et juhul kui protsess S on tokestatud, siis fundamen-

taalteoreemis 1.9 voib lokaalse martingaali asendada sonaga martingaal.

Teoreem 1.10 ([2, Teoreem 5.2]). Iga tokestatud lokaalne martingaal on martingaal.

Seega, kui eeldame, et turg on arbitraaZivaba ja mingi vaadeldava finantsinstru-
mendi diskonteeritud vddrtuse protsess S on tokestatud, siis fundamentaalteoreemi
1.9 pohjal leidub riskineutraalne mo66t @, mille suhtes instrumendi diskonteeritud
vddrtuse protsess S on lokaalne martingaal ning teoreemi 1.10 pohjal ka martingaal.
Sellisel juhul saame martingaali definitsiooni pohjal, et finantsinstrumendi dis-

konteeritud vadrtuse S keskvadrtus on igal ajahetkel sama ehk suvalise ¢ = 0 korral

10



E,(e”" IS(1)) = e 705(0) = S(0). Sellest vordusest avaldub lihtsasti finantsinstrumendi

S arbitraaZzivaba ehk riskineutraalne hind ajahetkel 0.

Mudelite kirjeldamisel on tarvis ka jargmist stohhastilist diferentsiaalarvutuse pohi-

tulemust.

Lemma 1.11 (It6 lemma). Olgu f(t,y) kaks korda pidevalt diferentseeruv kahe muu-

tuja funktsioon ning rahuldagu protsess Y stohhastilist diferentsiaalvorrandit
ay (@) =a()dt+ p()dW (1),

kus a ja B on pidevad protsessid ning W on standardne Browni liikumine.

Siis
f B(1)* 6° f

(0 of
Af(6Y (D) =| 56 Y(0) + == a5 (LY ()| di +

2L, Y(0)dY (D).
dy

Jareldus 1.12. Olgu S(t) aktsia hind ajahetkel t. Eeldame, et S(t) jdrgib geomeetrilist
Browni litkumist ehk
dS(t) =S(Hudt+S(t)odW (1), (1.1)

kus p € R on aktsiahinna keskmise protsentuaalse kasvamise kiirus ehk trend ning

o € R on aktsiahinna volatiilsus. Siis funktsioon

a2
S(t) = S(0) - e(ﬂ—T)HJW(t)
rahuldab stohhastilist diferentsiaalvorrandit 1.1.

Toestus. Vaatame funktsiooni f (¢, s) = In(s) ning leiame koigepealt d(In(S(?))). Kuna

of 3
E(tys)_o)
of 1
a_s(t)s)_ S’
>

a—sz(f,s) = 2

11



siis It6 lemma pohjal

d(ln(S(t)))—(O—U—zS(t)z L )dt+id5(t)
B 2 S(1)? S(1)
2

o 1
= _EdH %[S(t)(udHadW(t))]

o2
= (,u— 7) dt+odW(t).
Integreerides viimast vordust rajades 0—st —ni, saame
ln(sm) = ( 02) LHOW(D)
so) \F7 2 ’
millest arvu e astmesse vottes avaldub aktsiahind soovitud kujul

s
2

S(t) = S(0)- e(u— )t+0W(z).

(1.2)

Standardse Browni liikumise W puhul on iga ¢ korral W (¢) normaaljaotusega N (0, t).

Seega vordusest 1.2 tuleneb, et logaritmitud aktsiahind In(S(#)) on iga ¢ korral nor-

maaljaotusega N(In(S(0)) + (u— )1, o21).

Lause 1.13. Diskonteeritud geomeetriline Browni litkumine e~ "' S(t), kus S(t) kéiitub

vastavalt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile 1.1, on martingaal parajasti siis, kui

pL=r.

Toestus. Toestuseks piisab niidata, et diferentsiaal d(e”"'S(r)) sisaldab ainult mar-

tingaalosa parajasti siis, kui u=r.

Vaatame funktsiooni f(¢,s) = e”"’s. Siis It0 lemma 1.11 pohjal

d(e7"'S(t) = —re "!S(dt+e "' dS(t) = —re” " S(Ddt +e " S(0) [pdt + adW (1))

=e "IS()(u-r)dt+e "' S(odW (1),

mis vastab martingaalile parajasti siis, kui saadud tulemuse dt kordaja on null ehk

siis, kui p=r.

12
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1.2 Ito lemma hiippedifusiooniprotsesside jaoks

Standardsetes finantsmatemaatika opikutes eeldatakse tihti, et turul kaubeldavate
varade vadrtused kdituvad vastavalt geomeetrilisele Browni liikkumisele. Eeldada sel-
list pidevat kditumist ei ole aga véiga realistlik, sest tegelikkuses on voimalik olukord,
kus muidu pideva protsessina kdituv instrumendi vddrtus muutub mingitel ajahetke-
del hiippeliselt. Selline mottekidik digustab hiippedifusiooniprotsesside kasutamist
varade véadrtuse kditumise kirjeldamise juures, sest hiippedifusiooniprotsessid arves-

tavad ka voimalike jarskude hinnamuutustega turul.

Kodigepealt toome hiippedifusiooniprotsesside defineerimiseks vajalikud maoisted ja

tulemused.
Jargmised definitsioonid on esitatud juhuslike protsesside kursuse konspektis [6].

Juhuslikku protsessi N := {N(?), t = 0} nimetatakse loendavaks protsessiks, kui N(?)

on mingite stindmuste toimumiste koguarv ajavahemikus [0, £].
Definitsioon 1.14. Loendavat protsessi N nimetatakse Poissoni protsessiks, kui

e N(0) =0,

e protsessi N juurdekasvud on soltumatud, st0 <s<t < u < v korral N(t) — N(s)
ja N(v) — N(u) on soltumatud juhuslikud suurused (omadus kehtib ka n ajain-
tervalli korral),

e siindmuste arv mistahes loigul pikkusega t on Poissoni jaotusega juhuslik suu-
rus keskuvddrtusega At, st suvalise s, t = 0 korral

A"
P(N(t+5s)—N(s)=n) = e‘“%, n=0,1,2,....
n!

Seega E(N(t)) = E(N(t) — N(0)) = At. Suurust A nimetatakse protsessi intensiivuseks.

Definitsiooni viimasest tingimusest tuleneb, et Poissoni protsessi juurdekasvud on
statsionaarsed.

13



Definitsioon 1.15. Juhuslikku protsessi Q := {Q(t), t = 0} nimetatakse Poissoni liit-
protsessiks, kui Q(t) avaldub kujul

N(1)

Q)= Ji t>0,
i=1
kus N = {N(t), t = 0} on Poissoni protsess ja {];, i = 1} on so6ltumatud sama jaotusega

(ssj) juhuslikud suurused, mis on soltumatud ka protsessist N.

Juhul kui J; =1, Vi = 1 korral, siis taandub Poissoni liitprotsess Q Poissoni protsessile
N.

Poissoni liitprotsessi keskvddrtuse saab leida N(f) suhtes voetud tinglike keskvéar-
tuste keskmistamise teel ehk E(Q(f)) = E[E(Q(#¥)|N(1))]. Leiame

N()

EQ(t)IN() =n) = E( > i =E
i=1

N(t)=n

) JiN @) = n)
1

i=

n n
=Y EUiIN()=n)=)_ EU;))=n-E(1),
i=1

i=1

kus eelviimane vordus tuleneb J; ja N(f) soltumatuse eeldusest ning viimane vordus

tuleneb sellest, et J;, i = 1, on ssj juhuslikud suurused.

Seega E(Q(t)|N(t)) = N(t)E(J), millest keskmistamisega iile N(f) saame Poissoni
liitprotsessi keskvaartuse E(Q(t)) = AtE(J1).

Jargmised kaks tulemust ja nende toestused leiab raamatu [12] peatiikist 11.3.

Lause 1.16. Olgu Q(t) Poissoni liitprotsess. Siis protsess Q(t) — AtE(J1) on martingaal.

Esitame ka valemi Poissoni liitprotsessi momente genereeriva funktsiooni leid-

miseks.

Lause 1.17. Téhistagu mj, (0) := E (e9) ssj juhuslike suuruste J; momente generee-
rivat funktsiooni. Siis Poissoni liitprotsessi Q(t) momente genereeriv funktsioon aval-
dub kujul

mqo(0) := E(e"0) = eMmn @1,

14



Toome niitid hiippedifusiooniprotsessi moiste ning sonastame It6 lemma hiippedi-

fusiooniprotsesside jaoks. Selleks tugineme raamatule [4, 1k 432-433].

Definitsioon 1.18. Olgu W := {W(?), t = 0} standardne Browni liikumine ja N :=
{N(1), t = 0} Poissoni protsess. Olgu J;, i = 1,2,..., hiipetele vastavad juhuslikud suu-
rused. Protsessi Z :={Z(t), t =0}, kus

t

t t
Z(1) :Z(0)+f a(s)ds+f b(s)dW(s)+f c(9)Uns) — DAN(s), (1.3)
0 0 0

kus a(t), b(t), c(t) on Z(t)-st ja ajast t soltuvad funktsioonid, nimetatakse hiippedi-
fusiooniprotsessiks.

Mirgime, et protsessi 1.3 viimane komponent tdhistab vordust

t N(1)
fo c(8)Uni —DAN(s) = ) c(THU; - 1),

i=1

kus N(#) on enne ajahetke ¢ toimunud hiipete arvu loendav protsess ning

T;, i=1,...,N(f), on i-nda hiippe toimumise aeg.

Kui hiippedifusiooniprotsessi difusiooni osa on kirjeldatud geomeetrilise Browni lii-
kumise poolt, siis avaldub see kujul

dzZ(t)=pZ(t-)dt+oZ(t=)dW (t)+ Z(t=)Un — DDdN(1), (1.4)

kus Z(t—) tdhistab protsessi vddrtust vahetult enne hiippe toimumist ajahetkel ¢ ning

1 ja o on vastavalt protsessi Z(t) trend ja volatiilsus.

Seega, kui ajahetkel ¢ toimub hiipe, siis vastava hiippe suurus antud juhul on

Z(t=)Un — 1) ehk Jn(y tdhistab protsentuaalset hiippe ulatust:

ZW)=Zt-)+Zt-)UNnep D =Zt=-)A+JInp—1) =Z(t=)INnw-

15



Sonastame niitid It6 lemma 1.11 hiippedifusiooniprotsesside juhul.

Lemma 1.19 (Itd6 lemma hiippedifusiooniprotsesside jaoks). Olgu Z definitsioonis
1.18 esitatud kujul hiippedifusiooniprotsess ning olgu f (t, z) kaks korda pidevalt di-

ferentseeruv funktsioon.

Siis

_(of of b(1)* &*f
Af (6, 2(0) = | 526, Z(=) + alt)=—(t, Z(t=) + — === (1, Z(t-)) | dt

0z
0
+ b(t)a—];(t,Z(t—))dW(t) +f(t, Z(t=)+c()Unwp — D) = f(t, Z(t=)]1dN(1).

Jareldus 1.20. Olgu Z hiippedifusiooniprotsess, mis kditub vastavalt stohhastilisele

diferentsiaalvorrandile
AdzZ(t)=puZ(t=)dt+oZ(t=)dW () + Z(t=)Unwp — DAN(2).
Siis funktsioon

2 N
Z(0) = 2(0) - elt=F ) rraW 117
i=1

on selle stohhastilise diferentsiaalvorrandi lahend.

Toestus. Vaatame funktsiooni f(z) = In(z). It6 lemma 1.19 pdhjal

(1 1 Z(t-)%0? 1
d(n(Z(1)) = (mzu—)u— TR 2 di+ o = Z(t=)odW
+In(Z(t=) + Unw - DZ(-)) - In(Z(1-)1dN(1)

2
- (p— % dt+odW (D) +InUni)dN(D).

Integreerides saadud tulemust rajades 0-st £-ni, saame

P N()
In(Z (1) =1In(Z(0)) + (u— ?) t+oW @+ ) In(U;)
i=1

ning vottes saadud vorduse molemad pooled arvu e astmesse jouame soovitud tule-
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museni:

o2 N
Z(1) = Z(0) - elw=F ) rrow I17: O
i=1

Lause 1.21. Diskonteeritud hiippedifusiooniprotsess e "' Z(t), kus Z(t) kéiitub vasta-

valt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile 1.4, on martingaal parajasti siis, kui
p=r—AME(1)-1)=r—-A{, kus(:=E(J;)—-1.

Toestus. Toestuseks piisab niidata, et diferentsiaal d(e™"!Z (1)) sisaldab ainult mar-

tingaalosa parajasti siis, kui p =r — A¢.

Enne tdestuse juurde asumist paneme tédhele, et /y)d N () on samavadrne tdhisega
dQ(1), kus Q(¢) on Poissoni liitprotsess.

Vaatame niitid funktsiooni f(t,z) = e "’ z. Siis Itd lemma 1.19 pohjal

d(e"'ZW)=(-re"" Zu-) +pe " Z(t-) de+ e o Z(t-)dW (1)
+[e" (2= + Z=)Uni — 1)) — € T Z(t=)|dN (1)
=e " Z(t-)u-rdt+e "o Z(t-)dW () +e " Z(t-)IndN(t)
=e "' Z(-)(p=ndi+ e e Z(=)dW (D) + e Z(t-)dQ(r)
=e " Z(t-)(u-rydt+e "o Z(t-)dW (1)
+e " Z(t-)d Q1) = ALt + ALt)
e " Z(t=)(u-r+A)dt+e " o Z(t=)dW (1) + e "' Z(t-)d (Q(1) - ALT).

Lause 1.16 pohjal on Q(f) — At martingaal. Seega d(e "' Z(t)) sisaldab ainult mar-
tingaalosa parajasti siis, kui selle esituses on dt kordaja null ehk parajasti siis, kui

@ —1+ A =0, mis on samavédirne vordusega u=r — A(. O
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PEATUKK 2

Krediidiswapi hinnastamine

Kéesolevas peatiikis kirjeldame krediidiswapi lepingut ning esitame tulemuse kredii-
diswapi diglase hinna leidmiseks. Kirjeldus tugineb raamatul [8, 1k 386-388] ja iile-

vaatel [7].

Krediididerivatiiv on tuletisvddrtpaber, mille viadrtus soltub lepingu aluseks oleva iik-
suse krediidiriskist. Krediidirisk on risk, mis tuleneb lepingu vastaspoole kohustuste
mittetditmisest. Nditeks voib juhtuda, et volakirja emiteerinud firma ei ole laostu-
mise tottu voimeline investori ees oma kohustusi tditma. Uldjuhul ongi krediidideri-

vatiivi alusvaraks volakiri ning vastavaks iiksuseks volakirja emiteerinud firma.

Tuntuimaks krediididerivatiiviks on krediidiswap (ingl Credit Default Swap ehk CDS).
Kédesolevas t00s vaatame krediidiswapi lepingut, mille aluseks on vélakiri ning alu-
seks olevaks iiksuseks volakirja emiteerinud firma. Utleme, et firma on laostunud,

kui ta ei ole voimeline vdlakirjaga kaasnevaid kohustusi tditma.

Uldjoontes on krediidiswap vahetusleping, mis pakub kaitset lepingu aluseks oleva
firma laostumise vastu. Seega toimib krediidiswap kui krediidiriski kindlustusleping.
Krediidiswapi lepingus on kaks osapoolt — kaitse ostja ja kaitse miiiija. Kaitse ost-
ja maksab miiiijale vastavalt lepingus varem kokkulepitud tingimustele perioodilisi
preemiamakseid seni, kuni lepingu aluseks olev firma laostub voi kuni leping aegub.
Kui firma laostub enne lepingu aegumistdhtaega, siis krediidiswapi miiiija on kohus-

tatud lepingu ostjale maksma selle eest kompensatsiooni. Kui firma ei laostu lepingu
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kehtivusaja jooksul, siis miiiijal vdljamakseid teha ei tule.

Standardiks on, et preemiamakse suurus esitatakse protsendina lepingu aluseks ole-
va volakirja nimivéddrtusest. Tavaliselt solmitakse krediidiswapi lepingud aegumis-

tdhtajaga vahemikust 1-10 aastat, kdige rohkem esineb 5-aastaseid lepinguid.
Olgu r > O riskivaba intressim&ar.

Eeldame, et turul esinevad kaubeldavad protsessid on koik lokaalselt tokestatud
ning, et turul puuduvad arbitraazivoimalused. Fundamentaalteoreemi 1.9 pohjal lei-

dub siis riskineutraalne moot Q, mille suhtes krediidiswap on lokaalne martingaal.

Olgu antud tditmistdhtajaga T krediidiswapi leping, mille aluseks on mingi konkreet-
ne firma ja selle firma poolt emiteeritud volakiri. Uldisust kitsendamata voime eel-

dada, et volakirja nimivadrtus on 1 rahatihikut.

Olgu lepingus médratud perioodilise preemiamakse suurus S ning preemiamaksete
tdhtajad 0 < ) < fp < --- < tx = T. Swapilepingute puhul on tavaks sdolmida leping
swapimaddraga, mille korral swap on véddrtusetu. Seega méadrame krediidiswapi pree-
miamakse suuruse tingimusest, et krediidiswapi hind lepingu s6lmimise hetkel £ =0

on 0.

Tahistagu R € [0, 1] volakirja protsentuaalset taastumisméddra. Madrgime, et laostumi-
sest tuleneva voimaliku kahju suurus avaldub taastumismaééra abil kujul 1-R. Sellega

maidratakse ka kompensatsioonimakse suuruseks 1 — R.

Mirkigu 7 ajahetke, mil vaatlusalune firma laostub. Mirgime, et 7 on juhuslik suu-
rus. Laostumise siindmus defineeritakse erinevate mudelite korral erinevalt, seega
tdpsustame seda konkreetsete mudelite juures. Tdhistagu Q(r < t) riskineutraalset

toendosust, et firma laostub enne ajahetke t < T.

Eelnevalt sonastatud kirjelduse pohjal esitame niiiid teoreemi krediidiswapi pree-
miamakse suuruse leidmiseks lepingu s6lmimise ajahetkel ¢ = 0. See tulemus on esi-
tatud ka artiklis [13].

Teoreem 2.1 (Krediidiswapi preemia, [13, Teoreem 1]). Olgu aegumistéiihtajaga T kre-

diidiswapi leping solmitud krediidiriski kaitse ostja ja krediidiriski kaitse miiiija poolt
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ajahetkel t = 0. Siis saab krediidiswapi preemiamakse suuruse S ajahetkel t = 0 leida
jdargmiselt

T
(l—R)f e "dQ(r <t
_ 0

S= , (2.1)

K
Y e 1-Q = 1)
i=1

kus K on krediidiriski kaitse ostja voimalike preemiamaksete arv kaitse miiiijale enne

lepingu aegumistihtaega ning t; < t, < --- < tgx = T on vastavad maksetdhtajad.

Toestus. Toestuses vaatame krediidiswapi vdartust krediidiswapi omaniku jaoks.

Krediidiswapi aegumistédhtajal T on teada, kas ajavahemikul [0, T'] on lepingu aluseks
olev firma laostunud v6i mitte. Seega on teada ka koik selle perioodi jooksul tehtud

preemia- ja kompensatsioonimaksed.

Tdhistagu X(#) krediidiswapi véértust ajahetkel ¢ € [0, 7] ning mérkigu S pree-
miamakse suurust. Lepingu aegumistédhtajal T on krediidiswapi védédrtus X(7) lepin-
gu ostja jaoks
K
XM=Y -Se" "My + 1 -Re T ey, 2.2)
i=1

kus Ty, tdhistab indikaatorfunktsiooni.

Vordus 2.2 kirjeldab perioodi (0, T'] jooksul tehtavaid makseid. Juhul kui krediidiswa-
pi lepingu aluseks olev firma ei laostu enne lepingu aegumistdhtaega T, siis maksab
lepingu ostja igal mddratud maksetdhtajal 11 < f, < --- < tx = T preemiat suuruses
S lepingu miiiijale ning miiiijal vdljamakseid ei ole. Juhul, kui krediidiswapi lepingu
kehtivuse perioodi mingil ajahetkel lepingu aluseks olev firma laostub, st T < T, siis
kaitse miiiija on kohustatud maksma lepingus madratud kompensatsiooni suuruses
1 — R ning laostumishetkele jargneval maksetdhtajal kaitse ostja preemiat enam ei

maksa.

Analoogse aruteluga saab leida lepingu védédrtuse lepingu miiiija jaoks. Sellisel juhul
on krediidiswapi vdartus ajahetkel T jargmine:
K

XM=Y se" " My - A-Re" T ey,
i=1
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Kuna eeldame, et turg on arbitraazivaba ja kuna krediidiswapi vddrtus on tokesta-
tud, siis fundamentaalteoreemi 1.9 pohjal leidub riskineutraalne moot @, mille suh-
tes krediidiswapi diskonteeritud vddrtus on lokaalne martingaal. Teoreemist 1.10 tu-
leneb, et iga tokestatud lokaalne martingaal on martingaal ning seega krediidiswapi

diskonteeritud vddrtus on ka martingaal.

Niitid saame martingaali definitsiooni pohjal, et krediidiswapi hind ajal 0 avaldub

keskvéddrtusena krediidiswapi diskonteeritud vadrtusest:

e "X (0) = E, (e "' X(T) | %) = Eo (e7 T X(T)).

Toendosusteooriast on teada, et iga A € & korral E,(14) = Q(A). Seega, kasutades
niitid keskvadrtuse definitsiooni ja lineaarsuse omadust, kehtivad jargmised vor-
dused

K
X(0)=E,(e”""X(T)) = E,|e ™ Z "I+ (1= R T 12 py)

K
-S Z e_rtiﬂ{1>[i} +(1-R) e_rTﬂ{TsT})

K
-8 Z e‘”"ﬂ{pti} + E@ ((1 - R)e_rTﬂ{TsT})

:—SZe "Eo(Vrsty) + A= R Ey(e M ir<ny)

[\/]>=

T
eTIQ > 1) + (1 —R)f e A0 < 1
0

K T
Z TEHI—Qr <)+ (1 —R)f e dQ(r < 1).
i=1 0

Kuna krediidiswapi preemiamakse suuruse madrame tingimusest, et lepingu védértus
ajal £ =0 on 0 ehk X(0) =0, siis kehtivad vordused

K T
0=X0)=-S) e [1-Q=<t)l+(1-R) | e "dQr =<1
i=1 0
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ning siit avaldub krediidiswapi preemiamakse suurus S kujul

T
(I—R)f e "dQ(r <1
0
= )
Y e T 1-Qr < 1;)]

i=1

S =

Teoreemist 2.1 ilmneb, et krediidiswapi preemiamakse suuruse leidmine taandub fir-
ma laostumistdendosuse leidmisele. Jargnevates peatiikkides uurimegi kahte mude-
lit, milles kirjeldatakse laostumise siindmus ning mida kasutades saame leida laos-

tumistoendosuse, et leida krediidiswapi preemiamakse suurus.
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PEATUKK 3

Mertoni mudel

Laias laastus jagunevad firma laostumise kirjeldamiseks kasutatavad mudelid ka-
heks, struktuurimudelid ja taandatud kujul mudelid. Taandatud kujul mudelites ka-
sitletakse laostumist kui ettendgematut siindmust, struktuurimudelites defineeritak-
se aga laostumine juba mudeli kirjelduses, kasutatades selleks firma kapitali struk-
tuuri kirjeldavaid muutujaid. Struktuurimudelite korral on ldbivaks pohimotteks de-
fineerida laostumine olukorrana, kus firma varade véirtus ei ole firma volgnevuste
katmiseks piisav. Kirjanduses nimetatakse struktuurimudeleid ka firmavéaartuse mu-
deliteks.

Jargnevalt esitame firma laostumistdendosuse hindamiseks kdige lihtsama struktuu-
rimudeli. Mudeli esitas Robert Merton oma 1974. aasta artiklis [9] ning seda peetakse
struktuurimudelite aluseks. Toodud Mertoni mudeli kirjeldus pohineb raamatul (8,
lk 331-334].

Eeldame, et turul ei ole arbitraazivoimalusi ning turul esinevad protsessid on lokaal-
selt tokestatud. Fundamentaalteoreemi 1.9 pohjal leidub siis riskineutraalne moot Q,
mille suhtes suvalise turul kaubeldava finantsinstrumendi diskonteeritud vdidrtus on

lokaalne martingaal.

Eeldame veel, et krediidiswapi lepingu aluseks oleval firmal on ainult iiks kohustus.
Nimelt ajahetkel T on firmal kohustus tasuda volgnevus suuruses D. Muudel ajahet-

kedel firmal kohustusi ei ole. Seega sarnaneb firma volgnevuste viadrtus oma kéitu-
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miselt tditmistdhtajaga T nullkupongvolakirjale, mille nimivédartus on D.
Olgu firma volgnevuste tditmistdhtaeg T ka krediidiswapi lepingu aegumistédhtajaks.

Tahistagu V (t) firma varade vdirtust ajal ¢ € [0, T]. Eeldame, et firma varad on turul
kaubeldavad ning firma varade védirtuse protsess jargib stohhastilist diferentsiaalvor-

randit
dv(t)

V(1)

kus r on riskivaba intressiméér, o, > 0 on firma varade védartuse volatiilsus ning W (¢)

=rdt+o,dW(1),

on standardne Browni liikumine riskineutraalse méodu Q) suhtes.
Defineerime niitid firma laostumishetke.

Utleme, et firma laostub, kui ajahetkel T ei ole firma varade viirtus V(T) piisav, et
tasuda volgnevus suuruses D. Seega saab selle mudeli kirjelduse pohjal firma laostu-

da vaid ajahetkel T ning firma laostumishetk 7 esitub kujul

T=TNv)<p) +olv(1)>D}-

Paneme tdhele, et T = T parajasti siis, kui V(T) < D ning seega riskineutraalne laos-
tumistéendosus Q(r = T) on samavdirne tdendosusega Q(V(T) < D). Leiamegi niitid

laostumistdendosuse Q(V(T) < D).

Vottes jarelduses 1.12 u = r saame, et logaritmitud firma varade vdartus on kujul

2
In(V () =1In(V(0)) + (r - %) t+o,W(t).

Kuna iga ¢ korral on W (#) normaaljaotusega N(0, 1), siis on logaritmitud firma varade

2
védrtus In(V (7)) iga ¢ korral normaaljaotusega N(In(V (0)) + (r — %) t, 01).

Kasutades niilid logaritmitud firma varade vdirtuse jaotust saame standardiseerides,
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et vastav riskineutraalne laostumistoendosus esitub kujul

QV(T) = D) =Q(n(V(T) =InD)

0’2 0’2
o In(V(T)) -In(V(0) - (r = 35)T _ In(D) -~ In(V(0) - (r-39)T
o VT B o VT
In(D) - In(V(0)) - (r — %%)T
=d ,
oVT

kus ®(-) tdhistab standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni.

Lause 3.1. Olgu aegumistéihtajaga T krediidiswapi leping solmitud ajal t = 0. Kasuta-
des laostumistoendosuse hindamiseks Mertoni mudelit, avaldub krediidiswapi pree-

miamakse 'S kujul

- e "T(1- R ®(dy) ’

K-1
Y e it+e T d(—dp)
i=1

kus K on krediidiriski kaitse ostja preemiamaksete arv kaitse miiiijale enne lepingu

aegumistdihtaega, t; < t) < --- < tg_1 < tx = T on vastavad maksetéihtajad ning

0.2

_InD)-In(V(0) - (r-%)T
= - ,

0-

Toestus. Kuna Mertoni mudelis saab laostumine toimuda vaid aegumistdhtajal T,
siis maksab krediidiswapi ostja igal ajale T eelneval maksetdhtajal #;,i =1,..., K -1,
preemiat S. Kui niitid ajahetkel T vaatlusalune firma laostub, siis maksab kredii-
diswapi miiiija ostjale kompensatsiooni lepingus médédratud suuruses 1 — R ning ostja

sellel hetkel enam preemiat ei maksa.

Seega on ostja jaoks sellise krediidiswapi vddrtus ajahetkel T jargmine:

K-1
X(T) =) -Se""™ —Seyry + (1= M=y
i=1

K-1
=Y -Se" " — Sl (1o py + (1 = ANy ()<D}-
i=1
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Kuna eeldame, et turg on arbitraazivaba ja kuna krediidiswapi vddrtus on tokesta-
tud, siis fundamentaalteoreemi 1.9 pohjal leidub riskineutraalne moot @, mille suh-
tes krediidiswapi diskonteeritud vddrtus on lokaalne martingaal. Teoreemist 1.10 tu-
leneb, et iga tokestatud lokaalne martingaal on martingaal ning seega krediidiswapi

diskonteeritud vddrtus on ka martingaal.

Kasutades martingaali definitsiooni, keskvddrtuse lineaarsust ja standardse normaal-

jaotuse jaotusfunktsiooni omadust 1 — ®(d) = ®(—d) saame, et kehtivad vordused

K-1
e "X =E,(e”"TX(T) =E _rT(Z -Se" T — STy 1spy + (1 —R)ﬂ{V(T)sD}))
i=1
K-1
E@ ( Se‘”’ - e_rT§1]{V(T)>D} + e_rT(l — RW{V(T)SD})
i=1
K-1
=Y -Se i —e "TSE,(y(rsp) + e " (1 - R E,(Ly(r)<p))
i=1
K-1
=Y —Se i TS.QUV(T)>D)+e " T1-RQ(V(T) < D)
i=1
K-1
=Y -Se - "TS1-QV(T) < D)) +e"T(1-RQV(T) < D)
i=1
-1
-S ( Y e ite T (1-d(dy) |+ e (1 - Rd(dy)
( el 4 e"Tcp(—do)) +e"T(1-RD(dy),
i=1
kus ,
In(D) - In(V(0)) - (r—- 3T

0:=

oVT

Nagu eelmises peatiikis 6eldud, siis leiame krediidiswapi preemiamakse suuruse tin-
gimusest, et lepingu s6lmimise hetkel on leping vdartusetu ehk X(0) = 0. Seega saa-
me eelmisi vordusi kasutades avaldada krediidiswapi preemiamakse suuruse S vor-

dusest
K-1

=S| Y e i+e T o(—dp) | +e T (1 - R®(dy)
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ning see on

- e "T(1 - R)®(dy) . -

K-1
Z e—rtl‘+e—rTq)(_d0)
i=1

Jargmine joonis kirjeldab Mertoni mudeli raames leitud krediidiswapi preemiamak-

se suuruse S muutumist soltuvalt lepingu aegumistdhtajast 7.

0.09
0.08
0.07
0.06
003
0.04
0.03
0.02
0.01

FPreemia S

Aegumistdhtaeg T

Joonis 3.1: Krediidiswapi preemiamakse suurus S Mertoni mudeli korral: r = 0.05,
R=0.25, K=4, V(0) =160, D =40, oy, =0.6.

On selge, et kirjeldatud Mertoni mudelis on mitmeid puudujididke. Suurimaks puu-
duseks on see, et mudelis defineeritakse firma laostumine vaid volgnevuste 16pp-
tdhtajal T. Seega seda, mis toimub firmas vahepealsel perioodil (0, 7) mudel arvesse

ei vota.

Mertoni mudelis eeldatud firma voélgnevuste struktuur iihe nullkupongvélakirjana

on samuti vastuolus tegelikkusega. Nimelt on tavapirane, et firma votab erinevatel
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ajahetkedel laenu juurde ning seega kditub firma volgnevuste vdirtus pigem diinaa-

milise protsessina.

Lisaks on mudelis eeldatud, et firma varad on turul kaubeldavad. Reaalsel turul saab
kiill vaadelda firma aktsiate vdartust, kuid firma kohustuste kohta ei ole info nii liht-
sasti kittesaadav ning seega ei ole voimalik firma varadele finantsturult vdartusi saa-
da. Sellegipoolest kasutatakse seda eeldust laialdaselt mitmesuguste firma varadest

sOltuvate finantsinstrumentide hinnastamisel.

Puudustest hoolimata on Mertoni mudeli kirjelduses selgelt ndha nditajad, mille
pohjal voiks laostumise siindmuse toimumist defineerida, milliseid néitajaid peaks
struktuurimudelis modelleerima ning milliseid protsesse voiks selleks kasutada.
Mertoni mudelile jargnevad struktuurimudelid on iile votnud firma laostumise de-

finitsiooni ning samuti eeldavad need mudelid, et firma varad on kaubeldavad.
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PEATUKK 4

Topelt-eksponentjaotusega

hiippedifusiooniprotsessi mudel

Kéesolevas peatiikis vaatame mudelit, milles krediidiswapi aluseks oleva firma vara-
de vadrtus kditub vastavalt hiippedifusiooniprotsessile, kus logaritmitud hiippe suu-
rus on topelt-eksponentjaotusega, ning firma volgnevuste vdartus jargib geomeetri-
list Browni liikumist. Mdrgime, et lisaks topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooni-
protsesside kasutamisele on vaadeldava mudeli oluliseks osaks ka volgnevuste vaar-
tuse juhusliku kditumise eeldus. Peatiikk pohineb Yang et al. 2014. aastal ilmunud
artiklil [13].

Jargnevalt tipsustame vaatlusaluse mudeli kirjeldust.

Olgu W, ja W, kaks standardset Browni liikumist riskineutraalse moodu Q suhtes

ning olgu p € [0, 1] nendevaheline korrelatsioonikoefitsient. Seega
dW,(5)dW, (1) = pdt.

Mirgime, et viimane vordus tdhistab kahe standardse Browni liikumise ristvariat-

siooni diferentseeritud kuju ehk

d{W,, Wp), = pdt.
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Kirjeldagu krediidiswapi lepingu aluseks oleva firma varade vdartuse protsessi V :=
{V (1), t =2 0} ja firma volgnevuste vddrtuse protsessi D := {D(t), ¢t = 0} vastavalt jarg-

mised stohhastilised diferentsiaalvorrandid:

i‘(/g = (r—=ADdt+ 0, dWy(t) + Uy — DAN(D) (4.1)
ja
AW _ 41+ 0,dWi(o), (4.2)
D()
kus

r >0 on firma varade oodatav tulusus ning see on vordne riskivaba intressimdaraga;
oy, 05 > 0 on vastavalt firma varade vdartuse ja volgnevuste volatiilsused;

Ji—1on i-nda hiippe protsentuaalne ulatus ning { := E,(J; —1) on i-nda hiippe kesk-
mine ulatus;

N(t) on Poissoni protsess riskineutraalse méodu jargi intensiivsusega A.

Mirgime, et sama toendosusruumi ja filtratsiooni korral defineeritud Poissoni prot-

sess ja standardne Browni liikumine on s6ltumatud [12, Jareldus 11.5.3].

Nagu ka alapeatiikis 1.2 mainisime, siis stohhastilise diferentsiaalvorrandi 4.1 juhus-
likke hiippeid kirjeldava osa (Jn(;) — 1)d N(¢) voib esitada kujul

N(1)
d ( Y Ui- 1)) .
i=1

Riskineutraalse hindamise teooria pdohjal on arbitraazivoimaluse puudumise eel-
dusel koigi lokaalselt tokestatud kaubeldavate varade diskonteeritud vaartuste prot-
sessid riskineutraalse moodu jargi lokaalsed martingaalid. Kdesolevas mudelis on
tehtud vaikimisi eeldus, et firma varad ja volgnevused on turul kaubeldavad. Lisaks
on nende protsesside vadrtused lokaalselt tokestatud. Lausetest 1.13 ja 1.21 tuleneb,
et nii defineeritud protsesside diskonteeritud védrtused e "*D(f) ja e "'V () on mar-
tingaalid. Seega sellised mudelid voivad riskineutraalse moodu Q korral téepoolest
kehtida.

Tdhistame ssj juhuslikud suurused y; := In(J;) ning eeldame, et y; on topelt-

30



eksponentjaotusega tihedusfunktsiooniga

) =p-me M y=0 +q-12e"™ <oy, 1M1>1,12>0,

kus p,q =0, p+ g =1, margivad vastavalt iiles- ja allapoole suunatud hiipete toimu-
mise toendosusi. Mdrgime, et kahe eksponentjaotuse keskvéddrtused on siin vastavalt
1/m1jal/n, ning tingimus n; > 1 on kehtestatud E,(J;) < coja E,(V(?)) < cokehtivuse

tagamiseks.

Kasutades keskvédidrtuse definitsiooni ning juhusliku suuruse y tihedusfunktsiooni

leiame Y momente genereeriva funktsiooni:

e’} [e’s) 0
my(0) := Eo(e"") = f e f,(ndy = fo e pnie M dy + f " g™ dy

0o 0

= meo e Mm=9rgy ¢ qnzf_ ety gy
:_ﬂe—(m—G)y‘er qm2 e(nz+0)y‘0

1 -0 0 2 +6 —00
=P (lim e~ m=0y _ 1) +- 972 {1 jim e("2+9)y)

n1—0 \y—o N2+ y——00

pm qn2
= —+ , 43

ni— 0 2+ 0 ( )

kus 0 #n1jal # —no.
Eelnevast saame niiiid leida juhuslike suuruste J; = e¥? keskvéartused

pPm + qmn:2

1]1—1 172+1.

Ey(Ji) = Eg(e') = my(1) =

Seega keskmine protsentuaalne hiippeulatus avaldub kujul

pm + qr2

=E,(Ji-1D)=E,(J))-1= -1
( N N 1’]1—1 1’]2+1

Sarnaselt Mertoni mudelile iitleme, et firma laostub, kui mingil ajahetkel on firma

varade vadrtus viiksem firma volgnevuste vaartusest.
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Definitsioon 4.1. Firma laostumishetkeks (ingl default time) nimetatakse peatumis-
hetke
T:=inf{r>0: V(1) < D(1)}.

Seega on laostumishetk esimene ajahetk ¢ = 0, mil kehtib V (¢) < D(1).

V(t
Defineerime niilid uue juhusliku protsessi X(¢) := % Protsessi X () esimese ni-

voole 1 joudmisaja (ingl first passage time) voime esitada kujul
T=inf{r=0: X(1) <1}.

Seega saame firma laostumishetke vaadata kui juhusliku protsessi X (¢) esimest joud-

misaega.

Jargnevas teoreemis nditame, et selliselt defineeritud juhuslik protsess X (¢) on hiip-

pedifusiooniprotsess.

Teoreem 4.2 ([13, Teoreem 2]). Kditugu firma varade viidirtuse protsess vastavalt stoh-
hastilisele diferentsiaalvorrandile 4.1 ning firma volgnevuste vdidirtuse protsess vasta-

valt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile 4.2.

V(t
Siis juhuslik protsess X (1) = % on hiippedifusiooniprotsess, mis jdrgib stohhastilist

diferentsiaalvorrandit

ax(r)

m = [,Lxdt+0'XdW(l') + (]N(t) - l)dN(t),

kus py:=0%—po,0,— A, 0x:=+\/02-2p0,0,+02 ja
o, dW(t) =o,dW,(t) —o,dW,(1).

Kui tihistada Y (¢t) = ln(%), Siis

1 ) N(1)
Y (1) = (ux— Eax)t+0XW(t) + ) i
i=1

ehk Y (t) on topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsess.
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V(t
Toestus. Nditame koigepealt, et protsess X () = % on hiippedifusiooniprotsess.
Jargigu firma volgnevuste vadrtuse protsess D(f) stohhastilist diferentsiaalvorrandit

dD(t)
D(1)

=rdt+o,dW,(t).

Vottes jarelduses 1.12 u = r avaldub selle diferentsiaalvorrandi lahend kujul
B
D(1) = D(0) - elr=F) rronio® (4.4)

Kéitugu firma varade véirtuse protsess V () vastavalt hiippedifusiooniprotsessile

av(r)
V(t-)

=(r=A)dt+o,dW, (1) + Unwp — DAN(1).

Vottes jarelduses 1.20 yu = r — A{ saame, et selle stohhastilise diferentsiaalvorrandi
lahend on kujul
o2 N(1)
V(1) = V(0) - elr=2-7) rrovmiao I1 7 (4.5)
i=1

Vordustest 4.4 ja 4.5 saame niiiid, et

V@) _ VO (% ) oy (-0 o0 ]ﬁ)].
1

= .e
D(r) D(0) i=1
_ V() _e(é_u_é)naxwm ]\ﬁ)]‘
- .
D(0) pale]
Téahistades X (t) := % kehtib vordus

7 g N

X(t) — X(O) . e(7—/1(—7)l’+0’xW(l‘)+zi:1 ln(]i). (4.6)

Mirgime, et protsess W on samuti standardne Browni lilkkumine mdodu @ suhtes.
Toepoolest, kuna W, ja W, on standardsed Browni liikumised ja standardse Browni

lilkumise puhul on iga ¢ korral W, () ja W,,(t) normaaljaotusega N(0, 1), siis saame, et
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iga t korral

oW (t)

1
E@ (W(r) = E@ ( ) = O'_ (O-VE@(WV(I)) - U[)E@(WD([))) =0

X X

ja

o W (1)
D, (W(1) = D@( )

1
= ? (DQ [O-VWV(t) _UDWD(I)])

Ox

1
= = (02 Dy Wi(1) 20,0, /Dy (WD) /Do (W, (1) + 02Dq (Wi (1))

_0§
1 t(02—2 o,0 +02)
=—2(0\2,t—2p0v01)\/;\/;+0§t): > PIvT > =1

oy oy —2p00p+07p

ning seega on iga t korral ka W (#) normaaljaotusega N(0, t).
Nditame niiiid, et X (¢) jargib stohhastilist diferentsiaalvorrandit

dx(
X(t-)

pxdt+ o dW (1) + Uy — DAN().

Olgu It6 lemmas 1.19 vaadeldavaks funktsiooniks f (¢, z) = e ning vastavaks hiippe-

difusiooniprotsessiks

0.2 0.2 N()
dz(t) = (713 -A - %)dw o dW () +d| ) ln(]i))
i=1

Mirgime, et antud hiippedifusiooniprotsessi korral on kordaja c(f)(Unp — 1) =

In(Jn(n)- Niitid saame hiippedifusiooniprotsesside It6 lemma pohjal (vt lemma 1.19),
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et kehtivad vordused

zey _ [ o0\ 2, L 2 zue) Z(1-)
d(e”?) = (?—AC—?)e +50%e dt+oe”"dw(p

N (ez(t—)+ln(]N(r)) _ eZ(t_)) dN(1)

2
4 ez(t_) (eln(]N([)) — l)dN(t)

=" (02 - po,o, = A dt + o dW (1) + Uney — DAN(1))
= e (dt+ o dW () + Un — DAN(D).

— 2o ((_D - - 7V + E(UD —-2p0,0, +av)) dt+ axdW(t))

Vorduse 4.6 pohjal X(#) = X(0) ez ning seega

dX(t) = X(0)d (e*"?) = X(0)e*") (wdt + o3 dW (D) + Un — DAN(D)
= X(t-) (uxdt+oxdW (1) + Un — DAN(1))

ehk AX(8
t
= dt+o,dW(t - 1dN(p).
X0 udt+o (1) + Une —1DAN(1)
Téahistades Y (¢) :=In (%) saame vordusest 4.6 omakorda
o2 o2 N
Y(t) = (?D - AL - 7V)t+ oW+ ) In(Jy)

i=1
N

1
= (ux— Eaf) t+o W@+ ) v
i=1

ehk Y (#) on topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsess.

O

Jatkame krediidiswapi preemiamakse suuruse médramise jaoks vajaliku laostumis-

toendosuse Q(7 < 1) leidmisega, kus 7 = inf{# > 0: X(¢) < 1} ning ¢ on mingi suvaline

ajahetk.

X(1)

Kuna vordusest Y (t) =1n (#) saame avaldada In(X(t)) = Y (¢) + In(X(0)), siis eelne-

0)
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vas defineeritud laostumishetke 7 korral kehtivad vordused

T=inf{r=0: X(#) <1} =inf{r=0: In(X(#) <0}
=inf{r=0: Y(1) +In(X(0) <0} =inf{r=0: Y (¢) < —In(X(0))}.

Seega esitub krediidiswapi aluseks oleva firma riskineutraalne laostumistoendosus
Q(r = 1) kujul

Qr=0=Q| inf Y(s9)<-In(X©) 4.7)

ning siit jareldub, et krediidiswapi hinnastamine taandub topelt-eksponentjaotusega

hiippedifusiooniprotsessi Y (f) esimese joudmisaja jaotuse leidmisele.

Uheks esimese joudmisaja jaotuse leidmise voimaluseks on Laplace’i teisenduse ka-
sutamine, mille p66rdteisenduse leidmine annab soovitud jaotuse esituse. Leiamegi
jargnevalt laostumistdoendosusele Q(7 < t) Laplace’i teisenduse ning seejirel raken-

dame Gaver—Stehfesti algoritmi, et leida saadud teisenduse p66rdteisendus.
Toome koigepealt Laplace’i teisenduse maiste.

Definitsioon 4.3. Funktsiooni f(x) Laplace’i teisenduseks nimetatakse funktsiooni
N o0
fla) ::f e “f(x)dt.
0
Kui f (@) on funktsiooni f(x) Laplace’i teisendus, siis
fo=2"{f@}w),
kus £1{} tihistab Laplace’i teisenduse poordteisendust.

Kui funktsioon f(x) on mingi mittenegatiivse juhusliku suuruse X = 0 tihedusfunkt-
sioon, siis

f(a)=f e ' f(x)dx = E(e”*%).
0

Mirgime, et asendades Laplace’i teisenduses —a = 0, on teisendus samavédirne ju-

husliku suuruse X momente genereeriva funktsiooniga ehk myx(—a) = f (a).
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Tahistagu niitid (fp(a) laostumistdoendosuse Q(7 < r) Laplace’i teisendust.

Ositi integreerides ning keskvddrtuse definitsiooni kasutades saame, et vastav

Laplace’i teisendus juhul a > 0 avaldub kujul

@) :f e QT < dt = —~e QT < t)(oo +f Leatgoq <
0 a 0 0o a

Qr<st=u e %dt=dv
dQr<t)=du —%e‘“’f: v

= lf e dQ(r <1) = lE@((e_m). (4.8)
aJo a

Saadud esitusest ilmneb, et Laplace’i teisenduse Q(a) leidmiseks piisab juhusliku

suuruse 7 Laplace’i teisenduse 7(«) := E@(e_‘”) leidmisest.
Selleks leiame koigepealt protsessi Y momente genereeriva funktsiooni my ().

Mirgime, et kuna standardse Browni liikkumise puhul on iga ¢ korral W () normaal-
jaotusega N(0, 1), siis 8o, W () on normaaljaotusega N(O,Hzaf t). Teame ka, et nor-
maaljaotuse N(u, 0%) momente genereeriv funktsioon avaldub kujul

202
my(0) = /07T

Niitid, kasutades lisaks eelnevale ka protsesside W ja N soltumatust, juhusliku
suuruse y momente genereerivat funktsiooni m, () (vt vordus 4.3) ning Poissoni
liitprotsessi momente genereerivat funktsiooni (vt lause 1.17), saame leida topelt-
eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi Y () momente genereeriva funktsioo-
ni
142 N,
my(0) = E@(eeym) =E, (ee((”’( 20 FOXW(D+2, Y’))
= 3001, (eeaxwm) E, (eezﬁi[f] w)
2
O
_ Olux=303)1 0% 5t A t(my (0)-1)
2
_ Pt 02 F e Ml it 1)

q
_ e[@(ux—%0§)+%020§+1(%+nz%—l)] t_ eG(@)z,
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kus funktsioon G(-) on defineeritud jargmiselt:

1 2 pm_ ., _4ne
o)+ = +A + -1), B#m, B#-na.
2 ) ,3(7 (Ul—ﬁ — ), B#m, B#-n2

G(B):=B(u— 0

Artikli [5] lemma 2.1 pdhjal on suvalise a > 0 korral vorrandil G(f) — a = 0 tdpselt neli

juurt: B1,q, B2,a» —PB3,a ja —Pa,a, kus

—00< —faq<-N2<—P3a<0<P1,a<n <P2a-

Sonastame niitid artiklis [10] toodud teoreemi 3.1, mille pohjal saab leida topelt-
eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi esimese joudmisaja Laplace’i teisen-

duse. Sonastame selle tulemuse meid huvitava esimese joudmisaja kontekstis.

Teoreem 4.4. Olgu —f3 4 ja —fa4,q suvalise a > 0 korral vorrandi G(f) — a = 0 kaks

negatiivset juurt, —0o < —f4,q4 < —N2 < —f3,¢4 <0.

Siis esimese joudmisaja T = inf {t =0:Y(t)=-In(X (0))} Laplace’i teisendus avaldub

kujul

R . —ar ﬁs a ,64,a —B3.¢In(X(0)) ﬁ4,a — 12 ﬁS.a — B4, In(X(0))
T(a) := Ey(e” ") = e + e :
N2 Baa—Psa N2 Paa—PB3a

Sellega oleme leidnud riskineutraalse laostumistdendosuse Q(7 < t) Laplace’i teisen-
duse Q(a).

Et leida Laplace’i teisendusest laostumistdendosuse esitus on jargmiseks sammuks
leida numbrilisi meetodeid kasutades Laplace’i teisenduse poordteisendus. Selleks

kasutame Gaver-Stehfesti algoritmi.
Sonastame tulemused, mis viisid Gaver—Stehfesti algoritmini.

Teoreem 4.5 (Gaver 1966, [1, Lause 8.1]). Tokestatud, punktis t pideva, reaalarvuliste

vddrtustega funktsiooni f korral

)

. |In@) @2n)! & (n+k)In(2)
1= o | = i & () )

38



kus f on funktsiooni f Laplace’i teisendus.

Stehfest tdiendas Gaveri tulemust jargmiselt.

Teoreem 4.6 (Stehfest 1970, [1, Lause 8.2]). Olgu funktsioonide jada fi. defineeritud

kujul
@ e & (k+j)In(2)
Jei=— wklyz()() ( t )
Siis .

f0 = 3wl m fed, kus kaalud w(k,m) = V" e

Veel enam, suvalise | € R korral,

}’l

Z(‘ n" k k),fk(t)—f(t):o(n‘l).

Eelnevas tehtud sammudest annab {ilevaate jirgmine skeem:

lause 1.17 teoreem 4.4 . vordus 4.8 -~ G-S algoritm
my () ——— my(0) 7(a) Qa) ————

Q=1

Kokkuvottes saame niilid sonastada tulemuse, mille pohjal saab laostumise tdenédo-

susele Q(7 < t) leida ligikaudse ldhendi rakendades selleks Gaver-Stehfesti algoritmi.

Teoreem 4.7. Jdrgigu firma varade vddrtus stohhastilist diferentsiaalvorrandit 4.1

ning firma volgnevuste viidirtus stohhastilist diferentsiaalvorrandit 4.2.

Laostumistoendosuse 4.7 lihend esitub kujul

I’l

k
Qr<p= Z( D" k)'@k(t),

kus

_ In2) k! &
Q) = 2D (20 Z( 1)1() (k+ )=

r klk-1)! DIz

In(2) )
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Veel enam, kui n — oo, siis

n n

k _
_nynk_~ _ — -1
k§=1( 1) k!(n—k)!@k(t) Qr=tH=o0n""), VIeR.

Seega saame teoreemi 4.7 pohjal leida fikseeritud ajahetkede ¢;,i = 1,...,K, jaoks
krediidiswapi lepingu aluseks oleva firma laostumistdendosusele 1dhendi ning saa-
me seda kasutada teoreemis 2.1 esitatud tulemuses leidmaks krediidiswapi pree-
miamakse suuruse S topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi mudeli
raames.

01
0.09
0.08
007
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02
001

Preemia S

Aegumistidhtaeg T

Joonis 4.1: Krediidiswapi preemiamakse suurus S topelt-eksponentjaotusega hiippedi-
fusiooniprotsessi mudeli korral: r =0.05, R=0.25, K =4, X(0) =4, 111 =3, 12 =3,
p=05g=05 1=3, uy=0.5,0,=0.6, n=9.

Joonisel 4.1 on toodud preemiamakse suurus S vastavalt teoreemis 2.1 esitatud tule-
musele. Laostumistdendosus on leitud kasutades Gaver—Stehfesti algoritmi.
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Kokkuvate

Kéesolevas magistritods uuriti krediidiswapi preemiamaksete suuruse leidmist fir-
ma struktuurimudelite abil. To6s kirjeldati krediidiswapi lepingut ning tingimusel,
et krediidiswapi vadrtus lepingu solmimise ajahetkel on 0, leiti valem krediidiswapi
preemiamaksete suuruse leidmiseks. Osutus, et preemiamaksete arvutamise prob-
leem taandub krediidiswapi lepingu aluseks oleva firma laostumistoendosuse leid-
misele. Firma laostumistdendosuse leidmiseks kirjeldati t66s kahte struktuurimude-
lit — Mertoni mudelit ja topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi mude-
lit.

Mertoni mudel on kdige lihtsam struktuurimudel, mille pdhjal firma laostub, kui le-
pingu aegumistdhtajal on firma varade védirtus vdiksem kui firma volgnevuste vaar-
tus. Sealjuures eeldati mudelis, et firma varade véddrtus kditub geomeetrilise Browni
liikumisena ning firma volgnevuste vddrtus on konstantne suurus. Mertoni mudeli
raames leiti firma laostumistéendosus ning seda kasutati, et esitada valem kredii-

diswapi preemiamaksete suuruse arvutamiseks.

Topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotsessi mudeli korral eeldati, et firma
varade védrtus kditub vastavalt hiippedifusiooniprotsessile, kus logaritmitud hiip-
pe suurus on topelt-eksponentjaotusega, ning firma volgnevuste viirtus jargib geo-
meetrilist Browni liikumist. Firma laostumishetk defineeriti kui esimene ajahetk, mil
firma volgnevuste vddrtus iiletab firma varade vdartuse. Selgus, et firma laostumis-
toendosuse leidmine taandub topelt-eksponentjaotusega hiippedifusiooniprotses-
si esimese joudmisaja jaotuse leidmisele. See voimaldas firma laostumistéendosu-
se numbrilise ldhendi leidmiseks kasutada Gaver-Stehfesti algoritmi. Seda lahendit

kasutades leiti krediidiswapi preemiamaksete suurus selle mudeli korral.
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Lisad

1 # 1. Mertoni mudel

2 dO=function (T,D,V,r,s_v){

3 return ((log (D) -log (V) —(r—s_vA2/2)*T) [ (s_vxsqrt(T)))

4}

5 CDSMert=function (T,K,r,R,V,D,s_v){

6 rec=exp(—r*T)*(1-R)*pnorm(d0(T,D,V,r,s_v) ,mean=0,sd=1)
7 prem=0

s dt=T/K

9 t=(1:K) *dt

10 for (t_i in t[-length(t)]){

11 prem=prem+exp(—r*t_i)

12}

13 prem=prem+exp(—r#*T) *xpnorm(—-d0(T,D,V,r,s_v) ,mean=0,sd=1)
1 S=rec/prem

15 return (S)

17 #Preemia Mertoni mudeliga
18 V=160

19 D=40

20 1=0.05

21 S_v=0.6

2 R=0.25

23 K=4 #preemiamaksete arv
24 Mec ()

25 T=(0:50)%10/50

26 for (i in 1l:length(T)){
27 M[i]=CDSMert(T[i] ,K,r,R,V,D,s_v)
28 }

29
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67

68

#Joonis

plot (T ,M, type="1",lwd=2,ylim=c(0,0.09) ,xlab="Aegumistahtaeg T,
ylab="Preemia_S’,font.lab=1,xaxt="n",yaxt="n’,xlim=c(0,10))

axis (1, at=0:10, labels=0:10)

axis (2, las=1,at=seq(0,0.09,0.01),labels=seq(0,0.09,0.01))

# 2. Gaver—Stehfesti algoritmi kasutades
#G(x)—alpha nullkohtade leidmine
findroots=function (nl1,n2,p,lambda, alpha,m x,s_x) {
a=—-0.5%s_x/2 #xM4 kordaja
b=0.5%s_x/2% (nl-n2) —m x—0.5%s_xA2) #xA3 kordaja
c=(m x—-0.5%s_x/2)*(n1l-n2)+0.5*s_xA2xnl*n2+lambda+alpha #x/A2 kordaja
d=nl#n2*(m x—0.5*s_xA2)—alpha#* (nl-n2)+lambdax (p* (n1+n2)—nl) #x kordaja
e=—nlxn2=alpha #vabaliige
roots=polyroot(c(e,d,c,b,a)) #nullkohtade leidmine
roots=Re(roots)
roots=sort(roots)
return (roots)
}
#Laplace’i teisendus
laplace=function (nl,n2,p,lambda, alpha ,m x,s_x,x0) {
roots=findroots (nl,n2,p,lambda, alpha ,m x,s_x)
b4=abs(roots[1])
b3=abs(roots[2])
#tau Laplace’i teisendus:
1=(n2-b3) /In2+b4/ (b4-b3) xexp(—log (x0) *b3) + (b4-n2) /n2+b3/ (b4-b3) xrexp(—log (x0) xb4)
return (1)
}
laplace2=function (alpha){#I6plik Laplace’i teisendus
return ((1/alpha)=*laplace (nl,n2,p,lambda, alpha,m x,s_x,x0))
}
#Gaver—Stehfesti algoritm
Gaver=function (t,n) {
p=c()
for (k in 1:n){
z=0
for (j in 0:k){
z=z+(—1)7jxchoose(k, j) xlaplace2 ((k+j)*log(2)/t)
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plkl=(log(2)/t=(factorial (2+k)/(factorial (k)*factorial (k—1))))*z

@
©

70 }

71 sum=0

72 for (k in 1:n){

73 sum=sum-+ ((—1) A (n-k) * ((k*n) / (factorial (k) xfactorial (n-k)))) *p[k]
74 }

75 return (sum)

76 }

77 #CDS preemiamakse suurus

78 CDS=function (T,K, r,R){

79 dt=T/K

80 t=(1:K) *dt

81 premium=0#preemiamaksete osa

82 for (t_i in t){

83 premium=premium+exp(—rxt_i)*(1-Gaver(t_i,9))
81}

85  #integraal

g6 midpoints = 0.5%(t[2:K] + t[1:(K-1)])

g7 widths = t[2:K] — t[1:(K-1)]

88 int=0

89 for (i in 1:length (midpoints)){

90 int=int+dt+exp(—r*midpoints[i]) *Gaver (midpoints[i],9)
91 }

92 recovery=(1-R)* (exp(—r*T)*Gaver (T,9)+r=*int) #kompensatsiooni osa
93 S=recovery/premium

94  return(S)

95 }

96 #Tulemused

97 X0=4 #V(0)/D(0)

98 K=4 #maksete arv

99 r=0.05

100 R=0.25

101

102

103

104

nl=3
n2=3
p=0.5
lambda=3

10s m x=0.5

106

107

s_x=0.6

#CDS preemiamakse suurus vs aegumistahtaeg
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108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

T=seq(0.02,10,0.02)
S=c()
for (i in 1l:length(T)){
S[i]=CDS(T[i],K,r,R)
}
#Joonis
plot(T,S, type="1",lwd=2,xlab="Aegumistahtaeg T’ ,6ylab="Preemia_S’,
font.lab=1,xaxt="n",yaxt="n’,xlim=c(0,10))
axis (1, at=0:10, labels=0:10)
axis (2, las=1,at=seq(0,0.1,0.01),labels=seq(0,0.1,0.01))
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