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Koondiilesande materjali Oppimist tuleb alustada kursuse teoreetilise osa
1abitootamisega.

Sel otstarbel tuleb tutvuda programmiga ja selgeks oppida vastavad pea-
tiikid opikust. Alles pérast teoreetilise materjali tédielikku omandamist vaib alus-
tada iilesannete lahendamisega ja seejdrel teha kontrollt6od.

Koondiilesanne matemaatikas sisaldab metooailisi juhendeid kursuse iga
teema juurde, kontrollkiisimusi, iilesandeid kontrolltoode tegemiseks ja kirjan-
duse loetelu.

OPPIMISEKS SOOVITAV KIRJANDUS

1. Algebra

. Kanunun Kypc anre6psl aas texuukymos. Iocrexuspar. 1952. a. ja hilise-
mad védljaanded (edaspidi — Kalnin). !

.Kisseljov. Algebra 6pik keskkooli VIII—X Kklassile, II osa RK «Peda-
googiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi Kisseljov, Algebra II osa).

. Laritsev. Algebra iilesannete kogu, II osa, keskkooli VIII—X klassile.
RK «Pedagoogiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi — LaritSev, II osa).

.Sapo8nikov ja N. K. Valtsev. Algebra iilesannete kogu, II osa,
keskkooli VIII—X klassile. RK «Pedagoogiline Kirjandus». Tallinn (edas-
pidi — Saposnikov ja Valtsev, II osa).
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2. Geomeetria

A TL Aunpees. Kypc anementaproit aasi texuukymoB. [ocrexuspar. 1952. a. ja
hilisemad véljaanded (edaspidi — Andrejev, Geomeetria).

A. P. Kisseljov. Geomeetria 6pik keskkooli X—XI klassile. RK «Pedagoogi-
line Kirjandus». Tallinn (edaspidi — Kisseljov, Geomeetria II osa).

N. A. Robkin. Geomeetria iilesannete kogu keskkooli X—XI klassile, II osa.
Stereomeetria. RK «Pedagoogiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi — RGb-
kin, Ulesannete kogu II osa).

3. Trigonomeetria

Il. 1. Kox ey pos. Kypc tpuronomerpuu ass rexunkymos. Focrexuspar. 1952. a.
ja hilisemad viljaanded (edaspidi — KoZeurov, Trigonomeetria).

N. A. RPobkin. Tasapinnaline trigonomeetria. Opik keskkooli X klassile.
RK «Pedagoogiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi — Robkin, Trigono-

meetria).
S. Novosjolov — Trigonomeetria. Keskkooli IX—X klassile. Eesti Riiklik
Kirjastus, Tallinn 1958. a. (edaspidi — S. Novosjolov, Trigonomeetria).
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N. A Robkin. Trigonomeetria iilesannete kogu keskkooli X klassile.
RK «Pedagoogiline Kirjandus». Tallinn (edaspidi — Robkin, Trigono-
meetria iilesannete kogu).

P. Stratilatov. Trigonomeetria i{ilesannete kogu IX—XII klassile. Eesti
Riiklik Kirjastus 1958. a. (edaspidi — Stratilatov, Ulesannete kogu).

B. M. b pa nuc. UerbipexaHauyuble MaTeMaTHYeCKHe TaGJHIbI IS cpeJHell MIKOJH.
VYunenrus. 1951. a. ja hilisemad véljaanded (edaspidi — Bradis, Tabelid).

M. [. I1awuos. Cuernas auueiika. [octexuspar.1952. (edaspidi — Panov, Arvu-
tusliikat).

Albert Borkvell Arvutusliikati teooria ja kasitsemine. Eesti Riiklik Kir-
jastus. Tallinn 1956. a. (edaspidi — A. Borkvell, Arvutusliikat),



KOONDULESANNE NR.6
ALGEBRA

Teema 1
Arvutuslitkat

Kirjandus

Kalnin, XI ptk,, § 135—171; harjutused nr. 1—83.
P anov, Arvutusliikat.
A. Borkvell, Arvutusliikat.

METOODILISED JUHENDID

Alustades teema «Arvutusliikat» Oppimisega tuleb eelkdige
korrata logaritmide pohiomadusi. Ulaltoodud kirjanduse 14bitoo-
tamisel lahendada praktiliselt koik tekstis toodud iilesanded ja
harjutused. Tundmata logaritme voib ainult mehaaniliselt oman-
dada liikati kasutamise eeskirju, aga praktilisi harjutusi soorita-
mata arvutamisoskust omandada on voimatu.

Arvutusliikati pohjalik kirjeldus on toodud eespool loetletud
kirjanduses. ,

Kriipsutame alla, et arvude kiire ja tdpne pealeasetamine ja
arvude lugemine liikati skaaladel on kdesoleva teema oppimisel
esmajiarguliseks tilesandeks. Niikaua, kuni liikati skaalade ehitus
ei ole selge, pole voimalik ka litkatiga toctada. ;

Tuleb omale histi selgeks teha, et ithekohaliste arvude marki-
misel tuleb maérkija niit nihutada arvutusliikati . skaalal sellise
jaotuskriipsu kohale, mis on varustatud mérgitavale arvule vas-
tava numbriga (suured numbrid); kui tuleb mérkida kahekohaline
arv, siis nihutatakse niit vastava pikema jaotuskriipsu kohale,
mis asub paremal pool kahekohalise arvu esimesele tiivenumbrile
vastavat arvjaotust; kui tuleb mérkida liikatil kolmekohaline arv,
tuleb maérkija niit nihutada vastava lithikese jaotuskriipsu kohale
(vot lithikeste jaotuskriipsude vahele), mis asuvad paremal pool
selle kolmekohalise arvu teisele tiivenumbrile vastavat pikemat
jaotuskriipsu.



Rohkem kui kolmekohalised arvud tuleb eelnevalt {imardada
kolmekohalisteks. Juhul, kui mitmekohalise arvu esimene tiive-
number on 1, voib selle arvu iimardada neljakohaliseks, sest vahe-
mikus 1—2 saab sajandikjaotusi silma jdrgi jagada tuhandikeks.

TEEME HARJUTUSI

Kuna liikati pohiskaaladele (C ja D) on paigutatud ithesugu-
ses mootkavas arvude kiimnendlogaritmid ja kui

c=ab, ning lg c=1g a+1g b,

siis tuleb kahe arvu korrutamiseks kanda arvutusliikatile 16igud,
mis kujutavad molemale tegurile vastavaid kiimnendlogaritme.

Me saame korrutamiseks jargmise eeskirja: esimese teguri
kohale, mille margime pohiskaalal D, viime keele alguskriipsu C,
seejarel, muutmata keele asendit, nihutame maérkijat paremale
poole, kuni mérkija niit 1dbib keelel (C-skaalal) teisele tegurile
vastava jaotuskriipsu ja loeme seejdrel vastuse mérkija niidi alt
D-skaalal.

NAITEID
Naide l, 137 -Zi=

Mirgime esimese teguri liikkati pohiosale ehk korpusele
(D-skaalale): selleks nihutame markija niidi vahemikku 1—2,
2-se ja 3-da pika jaotuskriipsu vahele 7-da lithikese jaotuskriipsu
kohale ja viime keele alguskriipsu markija niidi alla.

Nihutame maérkijat paremale, kuni mérkija niit 1abib C-skaalal
vahemikus 2—3 seitsmenda pika jaotuskriipsu.

Loeme D-skaalal mérkija niidi alt korrutise 3,43, sest markija
niit asub vahemikus 3—4, neljandast pikast jaotuskriipsust 1,5
vdikest jaotust paremal.

Koma asukoha mdédrame jdmedalt iimardatud tegurite korru-
tamise teel: 1,27=1; 2,7=3; 1X3=3, seepdrast on korrutise téis-
osa iihekohaline arv.

Nidide 2. 42,5+ 3,92=

Paigutame maérkija niidi pohiosale (D-skaalale) vahemikku
4—5, teise ja kolmanda pika jaotuskriipsu vahel asuva lithema
_jaotuskriipsu kohale. Kui niiiid viia keele alguskriips markija niidi
alla, siis jaotuskriips C-skaalal, mis mérgib teise teguri tiive-
numbreid 3-9-2, jddb véljapoole D-skaala piirkonda, seega tuleb
keele alguskriipsu asemel viia esimese teguri kohale keele 16pp-
kriips, s. t. teha keele iilekanne.

Niiiid nihutame markijat vasakule ja paigutame niidi C-skaa-
lal vahemikku 3-4, 9-dast pikemast jaotuskriipsust {ihe liihikese
jaotuskriipsu paremale.
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Kuna pohiosal jdi markija niit paremale poole suurt numbrit 1,
paremale 6-dast pikemast jaotuskriipsust ja paremale poole
6-dast lithikesest jaotuskriipsust, siis korrutis on 166. Kui votta
arvesse, et méarkija niit 14dbis 6-da ja 7-da lithikese jaotuskriipsu
vahelisest vahemikust umbes kaks kolmandikku, siis voime saada
ka korrutise neljanda tiivenumbri. Kuna see vahemik kujutab
endast iihte iihikut, siis kaks kolmandikku on ligikaudu 0,7 ja
korrutis seega 166,7. Korrutise tdisosa on kolmekohaline arv, sest
40 - 4=160.

Nidide 3. Leida 23,4% jargmistest arvudest: 167; 254; 678;
832; 1226; 2402.

Ulesanne taandub antud arvude korrutamisele arvuga 0,234.
Mairgime litkati pohiosal (D-skaalal) numbrid 2-3-4.

Viies keele alguskriipsu margitud arvu kohale ja nihutades
seejarel markija niiti C-skaalal esiteks arvu 167 ja siis 254 kohale,
leiame kaks esimest tulemust: 39,1 ja 59,4.

Jargmiste tulemuste saamiseks tuleb keele 1oppkriips viia arvu
0,234 kohale D-skaalal. Praktiliselt on soovitav leida koik v6ima-
likud resultaadid keele esimese asendi juures (toodud {ilesandes
tuleks ka kahe viimase arvu puhul leida resultaat keele esimese
asendi juures) ja alles seejérel teha keele {ilekanne. Keele iilekande
teeme koikidel juhtudel, kui jaotuskriips, mille kohalt tuleks
lugeda vastus, asub viljaspool arvutuslitkati pohiosa. Ulekanne
toimub jiargmiselt: maérkija niit paigutatakse kas keele algus-
kriipsu voi 16ppkriipsu kohale, olenevalt sellest, kumb neist asub
liikati pohiosal, seejdrel viiakse mérkija niidi alla keele 16ppkriips,
kui markija niit asus alguskriipsu kohal, v6i alguskriips, kui
mérkija niit asus 16ppkriipsu kohal. Pérast keele iilekannet leiame
iilejddnud tulemused. Tehes koik iilaltoodud votted saame, et
23,4%o arvudest 167; 254; 678; 832; 1226; 2402 on vastavalt 39,1;
594 158,6; 194,7; 287 562. ;

Oppldes Jagamlst arvutusliikatil tuleb meeles pidada, et juhul

kui a= —IZ, siis 1g a=1g b—I1g ¢. Siit jareldub, et kahe arvu

jagamiseks tuleb leida jagatava ja jagaja logaritme kujutavate
16ikude vahe. Sellest saame jargmise eeskirja jagamiseks: liikati
D-skaalal mirgitud jagatavaga kohakuti paigutatakse keele
C-skaalal voetud jagaja ja jagatis loetakse kas keele alguskriipsu
voi loppkriipsu kohalt, olenevalt sellest, kumb neist jdab liikati
pohiosal D-skaala piirkonda.

Jagamisprotsess, samuti nagu korrutamisprotsesski, koosneb
kahest etapist — jagatise tiivenumbrite leidmisest ja saadud
tulemuses koma agigest paigutamisest. Arvutusliikat tdidab ainult
selle etapi esimese osa. Koma paigutamiseks tuleb jdllegi nii
jagatavat kui ka jagajat jaimedalt iimardada ja leida koma oige
asukoht nende iimardatud arvude jagamise teel.



Nidide 4. 35,7:0271=

Viime madrkija niidi D-skaalal jagatava tiivenumbrite 3-5-7
kohale, seejarel nihutame keelt, kuni C-skaala jagaja tiivenumbreid
2-7-1 tahistav jaotuskriips jddb markija niidi alla. Jagatise tiive-
numbrid 1-3-1-8 leiame liikati D-skaalal (keele alguskriipsu
kohalt). Koma asukoht jagatises médédratakse jamedalt iimardatud
jagatava ja jagaja jagamise teel: 30:0,3=100, jéarelikult peab
jagatise  tdisosa sisaldama kolme tiivenumbrit ja seega
35,7:0,271=131,8.

“"Naide 5. 0,00274 : 0,873=

Viime maérkija niidi D-skaalal jaotuskriipsule 2-7-4 ja nihu-
tame keelt, kuni sellel asuv C-skaala jaotuskriips, mis kujutab
jagaja tiivenumbreid 8-7-3, jddb maérkija niidi alla. Jagatise tiive-
numbrid 3-1-4 leiame jillegi liikati pohiosal D-skaalal (keele 16pp-
kriipsu kohalt). Koma asukoha jagatises maéadrame jdmedalt
timardatud jagatava ja jagaja jagamise teel: 0,003: 1=0,003,
jarelikult 0,00274 : 0,873=0,00314.

Arvutuslitkatiga on mugav lahendada ka korrutamise ja jaga-
mise tehteid sisaldavaid kombineeritud iilesandeid.

Vaatleme iihte kombineeritud iilesannetest.

Naide 6.
6,343
8,7

Arvutada voib kahel viisil — alguses korrutamine ja siis
jagamine, voi vastupidi. Vaatleme, kuidas see toimuks praktiliselt.

Asetame markija niidi D-skaalal jaotuskriipsule 6-3-0 ja viime
keele 16ppkriipsu mérkija niidi alla. Nihutame seejdrel maérkija
niidi C-skaalal jaotuskriipsu 4-3-0 kohale ja maérgime sellega
lilkati D-skaalal saadud korrutise. Jéi {ile teostada jagamine. Sel-
leks viime C-skaalal jaotuskriipsu 8-7-0 maérkija niidi alla ja
loeme keele 16ppkriipsu kohalt D-skaalal 1opptulemuse: 3,12.

Niiiid teeme need tehted teises jarjekorras. Asetame maérkija
niidi jdlle D-skaalal jaotuskriipsule 6-3-0 ja viime C-skaala jao-
tuskriipsu 8-7-0 maérkija niidi alla. Keele 16ppkriipsu kohale
D-skaalal jdi nende arvude jagatis. Jargnevaks korrutamiseks
tuleks jagatise kohale viia kas keele alguskriips voi 1oppkriips,
kuid viimane juba asubki jagatise kohal, seepdrast 16pptulemuse
leidmiseks tuleb meil, lugemata vahepealset resultaati, nihutada
maérkija niit C-skaalal jaotuskriipsu 4-3-0 kohale ja lugeda niidi
alt D-skaalal 1opptulemus 3,12. On ilmne, et teine viis on palju
ratsionaalsem ja tdpsem, kuna seal tuli teha ainult iiks keele liike.
Niisiis tuleks korrutamise ja jagamise kombineeritud {ilesannete
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lahendamise juures teha koigepealt jagamise ja seejdrel korru-
tamise tehe.

Kui nii murru lugejas kui ka nimetajas on mitu te urit, ndi-
teks avaldise itheesl

arvutamisel on soovitav jagada ja kor-

rutada vaheldumisi, s. t. arvutada alljargneva skeemi kohaselt
[(@a:e-b):f:c]:g-d, tinu sellele vdheneb keele litkete arv ja
suureneb arvutuse tapsus.

Toodud néitest ilmneb, et teostades litkatiga kombineeritud
tehteid, pole vaja lugeda (ja veel vdhem f{iles kirjutada) vahe-
pealseid tulemusi, vaid ainult mérkida neid liikatil méarkija niidi
abil.

Ruutskaalad (A ja B) kujutavad endast samasuguseid loga-
ritmilisi skaalasid magu pohiskaalad, kuid mootkavalt kaks korda
védiksemaid, seepdrast vastab pohiskaala iihele pikkusele ruut-
skaala kaks pikkust, ehk teisiti vdljendatult koosneb ruutskaala
kahest logaritmilisest iihikust. Skaaladega A ja B saab korrutada
ja jagada tdpselt samuti nagu pohiskaaladegagi, kuid vastuse
saame ebatdpsema. Selleks, et leida antud arvu ruutu, tuleb see
arv markida niidiga pohiskaalal ja vastus lugeda ruutskaalal
markija niidi alt. Koma asetamiseks kasutame kas jamedalt
iimardamise viisi voi jargmist votet. Lahutame astendatava arvu
kaheks teguriks nii, et {iks teguritest oleks iihekohaline arv ja
teine tegur arvu 10-ne vastav aste. Sel juhul astendame arvutus-
litkatil iihekohalise tdisosaga arvu, kusjuures saadud astme koma

koha voime médrata peast, ning saadud astet korrutame 10-ne
vastava astmega.

Niditeid:

5252= (5,25 + 102)2=5,252 - 104=27,6 - 10 000=275 000
0,00172= (1,7 - 10-3)2=1,72 - 10-6=2,89 - 0,000 001 =0,000 002 89.

Ruutjuure leidmiseks mérgitakse juuritav arv markija niidiga
ruutskaalal ja juure tiivenumbrid loetakse pohiskaalal markija
niidi alt. Ruutjuure leidmisel ei ole iikskoik, kummal logaritmilisel
tthikul mérkida juuritav arv. Léhtume siin ruutjuure leidmise
eeskirjast. Koigepealt jaotame juuritava arvu (kiimnendmurru)
komast vasakule ja paremale poole kahe numbri kaupa rithma-
deks. Kui seejuures esimene (vasakpoolne) tiivenumbreid sisaldav
rithm koosneb iihest tiivenumbrist, siis maérgitakse juuritav arv
niidiga ruutskaala esimesel logaritmilisel ithikul, kui aga esimene
tiivenumbreid sisaldav rithm koosneb kahest tiivenumbrist, siis
mirgitakse juuritav arv ruutskaala teisel logaritmilisel iihikul.
Nii néiteks arvude 625; 3,042; 0,0248 ruutjuurte arvutamisel tuleb
nad niidiga mérkida ruutskaala esimesel logaritmilisel {ihikul,
sest rithmitatult on need arvud: 6’25; 3,04’20; 0,02’48; kuid arvude
1352; 16,15; 0,008 13 ruutjuurte arvutamisel tuleb nad niidiga
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markida ruutskaala teisel logaritmilisel {hikul, sest rithmitatult
on nad 13’62; 16,15; 0,00’81’30. Selle vottega on lihtne maarata
ruutjuure véddrtuses koma asukoht: juuritava arvu iga riihm
komast vasakul pool annab ruutjuure tdisosas iithe numbri. Kui
seejuures juuritav arv on vdiksem kui iiks ja koma jarel esinevad
nullid (kuni esimese tiivenumbrini), siis on muidugi ruutjuure
tdisosa null ja koma jérel esineb nii mitu nulli, kui mita rithma
jargemooda komast paremal pool sisaldavad kaks nulli.

Ndide 7. vV/2653=

Jaotades juuritava arvu algusega koma asukohast riihma-
desse 26’53 nideme, et esimene rithm sisaldab kahte tiivenumbrit
— 26 — ja seetottu tuleb juuritav arv mérkida A-skaala teisel
logaritmilisel iihikul. Ruutjuure vdartuse loeme pohiskaalalt D
mérkija niidi alt: \/2653=51,5. Juure tdisosa sisaldab eespool
toodud kohtade médramise reegli pohjal kahte tiivenumbrit, sest
juuritava arvu tdisosas on kaks rithma.

Ndide 8. 1/0,00052=

Jaotame siin juuritava arvu rithmadesse jargmiselt: 0,0070520
ja mirgime niidiga A-skaala esimesel logaritmilisel iihikul tiive-
numbrid 5-2 ning loeme niidi alt D-skaalal ruutjuure tiivenumb-
rid 2-2-8.

Seega 1/0,00052=0,0228.
Naide 9.

48,5
V6,03

Ruutjuure vdértuse leiame pohiskaalalt, kui margime juuri-
tava arvu ruutude skaalal. Jérelikult tuleb iilaltoodud jagamine -
sooritada pohiskaaladega, kusjuures aga jagaja tiivenumbrid
tuleb votta ruutude skaalal B.

Seega viime maérkija niidi D-skaalal jagatava tiivenumbrite
4-8-5 kohale ja B-skaala jaotuskriipsu, mis margib jagaja tiive-
numbreid 6-0-3, mérkija niidi alla. Jagatise viidrtuse 19,7 loeme
keele alguskriipsu kohalt D-skaalal. Koma asukoha jagatises
médrame jagatava ja jagaja jamedalt iimardamise teel.

Arvude kuupide ja kuupjuurte nii otseseks leidmiseks, kui ka
arvude kuupe ja kuupjuuri sisaldavate kombineeritud avaldiste
arvutamiseks on liikati ilemisel ddrel kuupskaala ehk lithidalt
K-skaala. K-skaalal on liikati pohiskaala pikkuses kolm iithepikkust
logaritmilist ithikut, milliseid loeme jargemo6dda (vasakult pare-
male) esimeseks, teiseks ja kolmandaks logaritmiliseks tihikuks.

10



K-skaala esimene logaritmiline iihik sisaldab arvusid [—10,
teine 10—100 ja kolmas 100—1000. Seega esinevad K-skaalal
koik arvud 1—1000, kui skaala alguskriipsu lugeda 1-ks.

Arvude kuupi tostmiseks mérgime niidiga astendatava arvu
D-skaalal ja loeme kuubi K-skaalal.

Kui astendatava arvu tdisosa on iihekohaline arv, siis koma
asukoha kuubis méddrab logaritmiline {ihik K-skaalal, kust loe-
takse kuubi tiivenumbrid.

Kui aga astendatava arvu tdisosa ei ole iihekohaline arv, siis
koma asukoha maiddramiseks kuubis lahutame astendatava arvu
kaheks teguriks nii, et iiks teguritest oleks iihekohalise tdisosaga
arv ja teine tegur kujutaks arvu 10-ne vastavat astet. Sel juhul
astendame arvutusliikatil tihekohalise tdisosaga arvu, mille astet
korrutame 10-ne vastava astmega.

Naiteks toimuks arvu 0,003 65 kuupi tostmine jargmiselt:

0,003 653= (3,65 + 10-3)3=3,653 - 10-9=48,6 - 10-9=0,000 000 048 6.

Arvude kuupjuurte arvutamisel, kuupjuure leidmiseks ja koma
asukoha maddramiseks kuupjuures jaotame juuritava arvu (kiim-
nendmurru) komast vasakule ja paremale poole kolme numbri
kaupa rithmadeks. Koige esimesse tiivenumbreid sisaldavasse
rithma voib jadda seega Kkas iiks, kaks voi kolm tiivenumbrit.
Jéab ko1ge esimesse tiivenumbreid sisaldavasse rithma iiks tiive-
number, siis margitakse juuritav arv niidiga kuupskaala esimesel
logaritmilisel iihikul; jddb kaks tiivenumbrit, siis teisel logaritmi-
lisel ithikul. Niiteks arvude 1234; 3,05 ja 0,006 42 kuupjuurte
arvutamisel tuleb nad mérkida kuupskaala esimesel logaritmilisel
ithikul, sest rithmadesse jaotatult on nad: 1’234; 3’050 j& 0,006"420;
ning arvude 121 340; 30,5 ja 0,0642 kuupjuurte arvutamisel tuleb
nad markida kuupskaala tejsel logaritmilisel iihikul, sest riihmi-
tatult on nad: 12’340; 30’,500; 0,064’200; ning arvude 123,4; 305
ja 0,000 642 kuupjuurte arvutamisel tuleb nad markida kuupskaala
kolmandal logaritmilisel iihikul, kuna nad riihmadesse margitult
on 123,400; 305,000; 0,000"642. Kuupjuurte véartuses koma asu-
koha méddramiseks annab juuritava arvu iga rithm komast vasakul
pool kuupjuure tdisosas iithe numbri. Kui seejuures juuritav arv
on viiksem kui iiks ja koma jdrel esinevad nullid (kuni esimese
tilvenumbrini), siis on kuupjuure tdisosa null ja koma jirel esineb
nii mitu nulli, kui mitu rithma jargemodda komast paremal pool
sisaldavad kolm nulli. Siit jdreldub, et koma asukoha kuupjuures
voime kindlaks méirata juuritava arvu rithmade jargi, nagu see
toimus ruutjuure leidmisel.

3
Ndide 10. V7502=

Jaotades juuritava arvu kolme numbri kaupa rithmadeks
ndeme, et esimene rithm sisaldab iihte tiivenumbrit. Seega tuleb
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juuritav arv markida kuupide skaala esimesel logaritmilisel {ihi-
kul. Mirkija niidi alt D-skaalal loeme juure tiivenumbrid 1-9-6.
Kuna juuritavas arvus on kaks rithma, siis juure tdisosa sisaldab
kahte tiivenumbrit ja jarelikult:

3
V' 7502=19,6.

Arvutuslitkatiga on kerge lahendada ka vordeid. Selle Kkiisi-
muse teoreetiline osa on kisitletud vastavas kirjanduses; siin
piirdume ainult moningate nédidete vaatlemisega. Tdhendame, et
juhul, kui vorde eesliikmed mérkida arvutusliikati pohiskaalal D
ja tagaliikmed pohiskaalal C, siis neil skaaladel kohakuti seisvate
arvude suhted on vordsed, vaatamata sellele, kas arvutusliikati
keel on litkatud paremale voi vasakule.

Siis saame jargmise eeskirja.

1) Antud vorde eesliikme mérgime mérkija niidi abil D-skaa-
lale ja viime sellega kohakuti vastava tagaliikme C-skaalal.

2) Seejdrel viime markija niidi teise suhte tuntud liikme kohta
(kui see on eesliige, siis D-skaalal, kui tagaliige, siis C-skaalal).
Teise suhte tundmatu liikme loeme vastavalt kas C-skaalal voi
D-skaalal mérkija niidi alt. Eesliikmete ja tagaliikmete paigutus
pohiskaaladel voib olla ka vastupidine, s. t. eesliikmed voetakse
C-skaalal ja tagaliikmed D-skaalal.

0,65 3,2

Nédide 11. Leida antud vordest ’x =—= tundmatu x.

Asetame keele selliselt, et jaotuskriips, mis tahistaks arvu 7,5,
jddks kohakuti D-skaala jaotuskriipsuga 3,2. Teeme keele iilekande
ja loeme D-skaala jaotuskriipsu 0,65 kohalt C-skaalal vastuse
1,523; jarelikult x=1,523. Sama tulemuse oleks saanud ka siis,
kui tuntud liikmete paigutus pohiskaaladel oleks olnud vastu-
pidine.

Ndide 12. Keemilise analiilisi tulemusena koosnes analiiii-
sitav segu jargmistest komponentidest: A — 258 g, B — 150 g,
C—9¢g D—28g.

Leida mitu /o moodustab iga komponent segu iildkaalust.

Ulesanne taandub jargmiste vorrete lahendamisele:

Xq Xynt o Xe; o 100

150 T Odu T 9B T sy

258

Vorrete kirjutusest jareldub, et D-skaala 16ppkriipsu kohale
tuleb asetada C-skaala jaotuskriips 5-3-0. Viime maérkijia niidi
jark-jargult C-skaalal nimetajate 258; 150; 94 ja 28 kohale ja
loeme D-skaalalt vastused (xs leidmiseks tuleb teha keele f{ile-
kanne). Vastuseks saame, et komponent A moodustab 48,7%;
B — 28,3%; C — 17,7% ja D — 5,30/0.
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GEOMEETRIA

Teema 2

Hulktahukad

Hulktahuka moiste. Prisma (kaldprisma, piistprisma, korra-
pdrane prisma). Ro6ptahukas (kaldrodptahukas, piistroéptahukas,
risttahukas). Rooptahuka servade, tahkude ja diagonaalide oma-
dus *. Risttahuka diagonaalide omadus .* Kald- ja piistré6ptahuka
pindala *. Pohimoisted ruumaladest. Ruumala mootiihik. Lemma
piistprisma ja kaldprisma ruumvordsusest. Piistrooptahuka ja
kuubi ruumala; kald- ja piistprisma ruumala *. Kolmnurkse ja
hulknurkse prisma ruumala *.

Piiramiid (korrapdrane piiramiid, taispiiramiid, tiivipiiramiid}.
Piiramiidi pohjaga paralleelse tasapinnalise 16ike omadus *. Téis-
ja tiivipiiramiidi pindala *. Pindvordsete pohitahkude ja vordsete
korgustega piiramiidide ruumvordsus. Kolmnurkse ja hulknurkse
pliramiidi ruumala *. Tiivipiiramiidi ruumala *.

METOODILISED JUHENDID

Pohiliseks momendiks, mis kergendab tunduvalt teema «Hulk-
tahukad» oOppimist on, nagu koikide teistegi teemade Oppimise
juures matemaatikas, teoreetilise materjali ja teemade teadlik ning
pohjalik omandamine ja oskus teoreetilise materjali rakendamiseks
iilesannete lahendamisel. .

Eelkoige on vajalik hdsti moista iga definitsiooni, iga opitavat
teoreemi, iga opitavat osa. Mis tahes teoreemi toestamisel peab
olema selge, missugusel definitsioonil, aksioomil vo6i teoreemil
pohineb antud jireldus. Definitsioonide ja teoreemide sonastuse
mehaaniline oppimine, neid lahti motestamata ja neid pohjalikult
omandamata, ei anna oppimisel positiivseid tulemusi. Neil juhtu-
del unustatakse opitu kiiresti ja tuleb ilmsiks, et ei osata raken-
dada lédbivoetud - teoreetilist materjali {ilesannete lahendamisel
ning jargnevate teemade ldbito6tamisel.

Opilastel tuleb aru saada, et oppides {iht v6i teist teema osa,
peavad nad hésti lahti motestama koik opikus toodud -seletused,
seejdrel toestama teoreemi voi tuletama valemi iseseisvalt, kasu-.
tamata selleks Opiku abi, ja alles seejdrel alustama iilesannete
lahendamist.

Juhul, kui teoreetilist materjali opitakse Kisseljovi geomeetria
opiku II osa jargi, tuleks kindlasti hoida kdepérast ka sama autori
geomeetria opiku I osa, sest mis tahes stereomeetria iilesande

* Mirgitud teoreeme peavad opilased oskama toestada.
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lahendamisel tuleb kasutada planimeetria kursuses opitud teo-
reeme, definitsioone, aksioome ja jdreldusi.

Antud teema Oppimisel ruumilise ettekujutuse arendamiseks
soovitame teoreemide ldbitootamisel ja iilesannete lahendamisel
kasutada vaadeldavate geomeetriliste kujundite mudeleid. Mude-
lite valmistamiseks voib kasutada igasugust kdepédrast olevat
materjali (noo6ri, niiti, pappi jne.). Oigesti ja hdsti valmistatud
mudel kergendab tunduvalt nii teoreetilise materjali omandamist
kui ka {ilesannete lahendamist. Olles omandanud kogemusi ja
ruumilist ettekujutust iilesannete lahendamiseks, tuleb iiha -harvem
ja harvem kasutada iilesannete lahtimotestamiseks geomeetriliste
kehade mudeleid, selleks piisab joonisest.

Suurt osa {ilesannete lahendamisel mangib joonis. Hasti tehtud
joonis voimaldab leida kiiresti O0ige ja koige ratsionaalsema tee
tilesande lahendamiseks, seepdrast tuleb joonise tegemise korra-
likkusele ja selle néitlikkusele poorata tosist tdhelepanu. Varviliste
pliiatsite kasutamine teeb joonise nditlikumaks ja kergendab iiles-
ande lahendusteede leidmist.

Geomeetriliste kehade joonestamisel tommatakse koik nédhta-
vad jooned pideva joonega ja ndhtamatud — punktiiriga.

Lisaks {ildisele stereomeetrilisele joonisele on monikord, eriti
teema oppimise alguses, kasulik teha iiksikuid planimeetrilisi abi-
jooniseid nendest hulktahuka elementidest (pohitahust, kiilgtahku-
dest ja loigetest), millised esinevad iilesande lahendamisel. See
soodustab vaadeldava geomeetrilise keha elementide vaheliste
seoste moistmist.

Iseseisva t66 organiseerimisel kéesoleva teema Oppimiseks
soovitame tungivalt tdita jargnevaid noudeid:

1) Oppige selgeks definitsioonid.

2) Moelge tédhelepanelikult 14bi oOpitava teoreemi iga samm.
Arge jdtke endale midagi ebaselgeks; koiki viiteid varemopitud
materjalile kontrollige Gpikust.

3) Pirast vastavate teoreemide toestuste oppimist kirjutage
iga teoreemi (definitsiooni) sonastus opikut kasutamata oma t6o6-
vihikusse ja kontrollige oma iileskirjutust opikuga.

4) Pérast teoreemi oOppimist tuleb kindlasti iseseisvalt teha
joonis teoreemi kohta ja toestada teoreem.

5) Oppides teooriat ja lahendades iilesandeid, kontrollige
ennast, kas te kujutate endale Oigesti ette joonte ja tasapindade
vastastikust asendit selle ruumilise kujundi juures, millest on
juttu.

6) Lahendage {iilesanded ainult vihikusse, mitte aga paberi-
tiikikestele, koik kirjutused olgu ranges jéarjekorras. Ulesande
lahendamisel andke lithike seletus lahenduskdigust (eeskujud on
toodud néidisiilesannete lahenduste juures). Iga iilesande lahen-
duskidik vormistage korralikult. ¢
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Teema materjali suure hulga tottu on otstarbekohane jaotada
materjal neljaks jargmiseks alateemaks.

Alateema 1. Hulktahuka moiste. Prisma. Rooptahukas.
Rooptahuka tahkude, servade ja diagonaalide omadused. Prisma
pindala.

Alateema 2. Rédptahuka ja prisma ruumala.

Alateema 3. Piiramiidid. Piiramiidi pohjaga paralleelse
tasapinnalise 10ike omadus. Téispiiramiidi ja tiivipiiramiidi pind-
ala.

Alateema 4. Téispiiramiidi ja tiivipiiramiidi ruumala.

Alateema 1

Hulktahuka moiste. Prisma. Rooptahukas. Réoptahuka tahkude,
servade ja diagonaalide omadused. Prisma pindala.

Kirjandus

Andrejev. Geomeetria, VIII ptk., § 107—112; iilesanded nr. 6, 7, 8, 10, 13,
15, 16, 17, 18, 20 (lk. 2256—227).

Kisseljov. Geomeetria, II osa, § 67, 68, 69, 72, 73, 78, 79.

Robkin. Ulesannete kogu, II osa, § 7, nr. 3, 4, 10, 13, 20, 29, 31; § 8, nr. 7,
9, 14, 18, 19, 25.

METOODILISED JUHENDID

Antud alateema oppimisel tuleb selgeks teha vahe piistprisma
ja korrapérase prisma ning piistprisma ja risttahuka vahel. Nende
geomeetriliste kehade definitsioonide paremaks omandamiseks
soovitame valmistada piistrodptahuka, risttahuka, piistprisma ja
kaldprisma mudelid.

Stereomeetrilise joonise valmistamisel ja lugemisel tuleb arves-
tada kujutise tinglikkust: sirgloigud, mis on joonisel {ihepikkused,
voivad tegelikkuses olla eri pikkusega ja vastupidi. Tdisnurk voib
joonisel ndida nii niirinurgana kui ka teravnurgana.

Soovitatud opikutes ja iilesannete kogudes on joonised tehtud
paralleelses kaldprojektsioonis, kusjuures:

a) sirgloigu projektsioon on sirge, vidlja arvatud juhul, kus
sirge on risti projektsioontasapinnaga,

b) paralleelsed sirged projekteeritakse paralleelsetena,

¢) iihel ja samal sirgel olevate sirgloikude suhe siilib ka nende
sirgloikude projektsioonide juures.

Stereomeetriliste jooniste tegemisel soovitame jdlgida jargmisi
noudeid:

a) joonis peab olema kiillalt suur;

b) joonestades oma ees asuvat prismat (roéptahukat), tom-
make see joon, mis asub teie suhtes paralleelselt, horisontaal-

15



joonena ja serv, mis ldheb risti, 45°-se nurga all horisontaaljoone
suhtes;

c) koik teie suhtes paralleelsed sirgloigud joonestage iihes
ja samas mootkavas, kuid sirgloigud, mis asuvad risti — kaks
korda vdhendatud mootkavas;

d) hulktahuka korgus tommake vertikaalselt, s. t. selle paberi
servaga paralleelselt, millele te joonistate;

e) monikord osutub vajalikuks teha planimeetriline abijoonis
prisma (rooptahuka) monest osast, et selgitada vaadeldava keha
elementide vahelisi seoseid.

Lisaks opikus sisalduvale materjalile tuleb teada veel jargmisi
kiisimusi:

1) prisma tdispindalaks nimetatakse tema k01k1de tahkude
pindalade summat,

2) korraparase prisma kiilgpindala vordub tema {imbermo6odu
ja kiilgserva pikkuse korrutisega.

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne 1.

Piistréoptahuka kiilgserv on 1 m, pohiservad 23 dm ja 11 dm
ning pohitahu diagonaalid suhtuvad nagu 2: 3.
Arvutada diagonaalloigete
8, ¢, pindalad.
v Antud: piistréoptahukas
1 ABCDAlBlchl (jOOﬂ. 1)',

I : AA,=BB,=CC,;=DD,=
Bl 2 i ik EmC =1 m,
8 i R AA=CD=11 dm,
R L e AD=BC=23 dm,
()] BD: AC=2:3.
Joon. 1. Leida S

arce 32 Sgpo s
kus S on pindala siimbol.
Lahendus.

S =AC-CCy; S

AA1C1C =BDDD1,

BB,D,D
Arvutame pohitahu diagonaalid, kasutades teoreemi: iga roop-
kiiliku diagonaalide ruutude summa vordub kiilgede ruutude sum-

maga.
Téahistame 16ikude AC ja BD iihise moodu tdhega x, siis

AC=18%, BD=29x,
AC24-BD2=2(AB2+AD?),
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9x2+4x2=2(232+112),
13x2=2(529+121),
13x2=1300,
millest
x2=100 ja

x=10; AC=30 dm, BD=20 dm.

Spapc =307 10=300 dm?,

SBBlDlD =20-10=200 dm?.

V astus. Diagonaalloigete pindalad on 3 m?2 ja 2 m2.

Ulesanne 2.

Piistrooptahuka pohiservad on 3 cm ja 4 cm ning moodustavad
teineteisega nurga 60°. Kiilgserv on keskmine vordeline pohi-
servade suhtes. Arvutada rooptahuka diagonaalid.

Antud: piistrooptahukas ABCDA,B,C,D, (joon. 2);

AB=4 cm, AD=3 cm, 8, C
ZBADZGOO'DD1= { \\
= AB-AD=2v/3. + e D,
A i
Arvutada: ! §“\:-—-___ ‘
ALC ja ByD. e
/ R e, RS N
Lahendus. A’/"L’/ bt 7
Rooptahuka diagonaalide K
arvutamiseks tuleb méérata
pohitahu diagonaalid AC ja Joon. 2.

BD. Tombame BK 1. AD kolm-
"nurgast ABK, saame: AK=%AB=2 cm — tédisnurkses kolmnurgas

30°-se teravnurga vastaskaatet on pool hiipotenuusist.
Rakendades teoreemi teravnurga vastaskiilje ruudu kohta
arvutame BD:
BD2=AB2+AD2—2AD - AK,
BD2=42432—2-3-2=13.
Réopkiiliku diagonaalide ruutude summa teoreemi pohjal arvu-
tame pohitahu teise diagonaali:
AC2=2(AD2+AB2)—BD2,
AC2=2-9+2-16—13=18+32—13=37.

Arvutame niiiid ré6ptahuka diagonaalid, kasutades selleks
Pythagorase teoreemi.

Kolmnurgast BBD : B,D=+/BB2,+BD2=+/12+13=5 cm.
Kolmnurgast ACA, : CAy=vAA2,+AC2=+/12+37=7 cm.
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B, G Vastus. Antud rooptahukal on
kaks vordset diagonaali:

A,C=ACy;=T7 cm,

BDy=B;D=5 cm.
Ulesanne 3.
Piistrooptahuka pohjaks on romb,
ye] diagonaalidega 6 cm ja 8 cm; kiilg-
St C  tahu diagonaal on 13 cm. Arvutada
P e i 2 selle rooptahuka tdispindala.

Antud: piistrooptahukas
Joon. 3. ABCDAB,C,Dj,

romb ABCD (joon. 3);
AC=8 cm; BD=6 cm ja DC;=13 cm.
Arvutada tédispindala St.

Lahendus.

ST-=2Sromb+Sk-
Rombi pindala vordub tema diagonaalide poole korrutisega.

Sromb:';— ACBD,

2S:omp =AC - BD =6 : 8=48 cmZ,
Sx=AAD . AA,.

Arvutame rombi kiilje kui tdisnurkse kolmnurga AOD hiipote-
ruusi pikkuse (AC_LBD rombi diagonaalide omaduse pohjal).

AD=+/A02+0D2=+/42+32=5 cm,
Kolmnurgast DCC, leiame CCj:
CCy=vDC2—DC2=+/132—52=/18-8=12 cm.

Siit:
Sx=4:5-12=240 cm?2,
S; =48+4240=288 cm?.

Vastus. Antud piistro6ptahuka tdispindala on 288 cm?2.

Kontrollkiisimusi

Mis on hulktahukas?

Mida nimetatakse hulktahuka tahuks, servaks ja tipuks?
Sonastage prisma ja réoptahuka definitsioon.

Nimetage réoptahuka diagonaalide ja tahkude omadused.
Missugune on risttahuka diagonaali omadus?

Kuidas arvutatakse a) kaldprisma, b) piistprisma, c) korra-
parase prisma kiilgpindala?

7. Kas voib igasugust nelinurkset prismat nimetada r66p-
tahukaks?

GW%WN?
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Alateema 2
Rooptahuka ja prisma ruumala

Kirjandus

Andrejev. Geomeetria, VIII ptk., § 113—118; iilesanded 24, 25, 29, 30, 31,
32, 34, 37, 38, 40 (lk. 228—230).
Kisseljov. Geomeetria, II osa, § 82—89.
Robkin. Ulesannete -kogu, II osa, § 16, nr. 4, 15(1), 18, 19(1), 21, 23, 26, 35,
37(1).

METOODILISED JUHENDID

Moota mingisuguse keha ruumala, tdhendab vorrelda seda
keha teise kehaga, mille ruumala on valitud mootiithikuks. Ules-
annete lahendamisel moistetakse tavaliselt keha ruumala all moot-
arvu, mis nditab, mitu korda ruumala moo6tithik mahub keha ruum-
alasse, voi millise osa mootithikust moodustab keha ruumala.
Tuleb hésti eristada moisteid: vordsed kehad (kehad, mis teine-
teise sisse paigutamisel ithtivad) ja ruumvordsed kehad (kehad,
millel on vordne ruumala).

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne 4.

Piistro6ptahuka pohiservad on 3 cm ja 5 cm ning moodustavad
teineteisega nurga 60°; suurema diagonaallcike pindala on 63 cm2.
Arvutada rooptahuka vdiksem diagonaal, killgpindala ja ruumala.

Antud: piistrooptahukas
¥ B[ C,
ABCDAB,C Dy, |
réopkiilik ABCD (joon. 4); A, e )
AB=3 cm A =5 cm; T
ZBAD= 60° ja { \
= 2
SAA1C1C 63 -cm?. B/)L—‘—‘—\\ 6w, R P
Arvutada: ByD, Sy ja V; S, on P SRR |
rooptahuka kiilgpindala ja V — PBAD B Tl
ruumala. A ’Z %
Lahendus.
Selleks, et leida B{D, tuleb Joon. 4.

arvutada rooptahuka korgus BBy
ja rooptahuka pohitahu diagonaal BD. Pohitahu diagonaali BD
!eiame kolmnurgast ABD teravnurga vastaskiilje ruudu teoreemi
jargi:
BD2=AB2+AD2-—2AD - AE,
Kolmnurgas ABE AE=%AB, kui kaatet, mis asub nurga

ABE =30° vastas,
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AE=15¢m;
BD2=32+452—2-5-1,6=9+425—15=34—15=19.
Rooptahuka korguse leiame suurema diagonaalldike pindala
kaudu, arvutades eelnevalt pohitahu teise diagonaali réopkiiliku
diagonaalide ruutude summa teoreemi jargi:
AC2+BD2=2(AB2+AD?2),
AC2=2(9+25)—19=49; AC=7 cm;
AC-AA,=63,
7AA1=63; AAlzBBlzg CIm.
Arvutame BD:
B{D=+/BB2,+BD2=+/814+19=10 cm,
. BiD=10 cm.
Arvutame kiilgpindala valemi jargi S
Sx=P-H=2(AB+BC)H=2(5+3) -9=16-9=144 cm?2.
Arvutame ruumala V=S,  H,
V=AD - BE - AA,,

BE—=vAB—AEi=v9— ;zg V3=15V3.
V=53 V3 9= fade i I3 cms.

Mastus=BiD=10:cm; Sg=144 cm2

V=t @2\/_3 cm?,

Ulesanmne. 5.

Kolmnurkse piistprisma korgus on 5 m, tema ruumala 24 m3 ja
kiilgtahkude pindalad suhtuvad nagu 17:17:16.

Arvutada pohiservad.

Antud: kolmnurkne piistprisma ABCA{B,C; (joon. 5); AA;=
=5 cm; Q1:Q2:Q3=17:17:16, kus Qq, Q> ja Qs on kiilgtahkude
pindalad, ning prisma ruumala V=24 ms3.

Arvutada AB; AC ja BC.

Lahendus.

Arvutame prisma pohja pindala prisma ruumala valemi V=
=Q - H kaudu.

, B Siit Q= ;3
4 Q=21 48 me,

- Arvutame pchiservad. Kuna vord-

A 8 sete korgustega ristkiilikute (antud

prisma kiilgtahud) pindalad suhtuvad
nagu nende alused, siis

Joon. 5. Q::Q-:Q;=AC:AB:BC.
20



Téhistades 16ikude AC, AB ja BC iihise moodu tdhega x, saame:
AC=17x; AB=17x; BC=16x.

Prisma pohitahu ehk pohja pindala avaldame Heroni valemi
kaudu:

Q=1/25x(25x—17x) (25x—17x) (25x—16x)=/25x-8x-8x -

« 9x=8x- 15x=120x2.
Jarelikult 120x2=4,8; x2= 1> =0,04,
Sht ¢=0,2.
Pohiservad AC=AB=17-0,2=3,4 cm,

BE=150.2=312 ein.
V astus. Prisma pohiservad on:

AB=AC=34 cm,
BE=82:cny

Kontrollkiisimusi

Mida nimetatakse keha ruumalaks?
Nimetage pohimoisted ruumaladest.
Missuguseid kehasid nimetatakse ruumvordseteks?
Kuidas valjendub risttahuka ruumala?
. Sonastage lemma piistprisma ja kaldprisma ruumvord-
suse kohta.
6. Kuidas médratakse kolmnurkse ja hulknurkse prisma ruum-
ala? Tuletage valemid.

ARl

Alateema 3

Piiramiid. Piiramiidi pohjaga paralleelse 10ike omadus.
Téis- ja tiivipiiramiidi pindala.

Kirjandus

Andrejev. Geomeetria, VIII ptk.,, § 119—121; iilesanded nr. 41, 42, 44—49,
51, 52.

Kisseljov. Geomeetria, II osa, § 70, 71, 74, 75, 76, 77, 80, 81.

Robkin. Ulesannete kogu, II osa, § 9, nr. 3, 9, 17; § 10, nr. 2, 5, 9, 19; § }1,
or.. 2, 6, §:12,8r.-3, 6(1).

METOODILISED JUHENDID

Selle alateema oppimisel tuleb hoolikalt selgitada korrapérase
piiramiidi ja tiivipliramiidi moiste. Tuleb hésti meeles pidada, et
korrapérase piiramiidi apoteemiks nimetatakse tema kiilgtahu kor-
gust. Antud alateema teoreetilisest materjalist tuleb teha jareldus,
et iilldvalem piiramiidi kiilgpindala arvutamiseks kehtib ainult
korrapéraste piiramiidide juures. Kui on tarvis leida korrapératu
piiramiidi kiilgpindala, siis see arvutatakse koikide kiilgtahkude
pindalade summana.

-
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ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne 6. :

Korraparase nelinurkse piiramiidi pohiserv on a. Arvutada
piiramiidi kiilgpindala, kui diagonaalloige on pindvordne piira-
miidi pohjaga.

Antud: korrapédrane piiramiid SABCD (joon. 6);

AB=BE=GCD=AD—a
Sasc =Sascp, kus S on pindala tahis.

Arvutada piiramiidi kiilgpindala S,.

Lahendus.

Korraparase piiramiidi kiilgpindala vordub tema pohja iimber-
moodu ja poole apoteemi korrutisega:

Sy=4AD. 5 SF=2a - SF.

- Kolmnurgast SOF saame, et SF=1S802+OF2.
Kuna diagonaalldike pindala vordub piiramiidi pohja pind-
alaga, siis

5 AC-SO=AD2,
AC=aV2 (kui ruudu diagonaal).
5 aV2-S0=az, siit

SO-— aav2__—a2v2,

Joon. 6. . 3a

Vastus. Piiramiidi kiilgpindala on 3a2 ruutiihikut.

Ulesanne 7.

Piiramiidi pohjaks on kolmnurk, mille kiiljed on 13 cm, 14 cm
ja 15 cm. Suuruselt keskmise pohiserva vastas asuv kiilgserv on
risti pohitahuga ja tema pikkus on 16 cm. Arvutada selle piiramiidi
tdispindala.

Antud: piiramiid KABC (joon. 7);

AGC=15em; BC=13 ¢cm; AB=14 cm.

KC on risti kolmnurga ABC tasapinnaga ja KC—16 cm.

Arvutada piiramiidi pindala S.

Lahendus.

Kuna piiramiid on korraparatu, siis puram11d1 tdispindala vor-
dub tema koikide tahkude pindalade summaga.
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Kiilgtahud AKC ja BKC
on tdisnurksed kolmnurgad.
Kolmnurga ABC pindala
tdhistame S;; kolmnurga
BKC pindala — S,; kolm-
nurga AKC pindala — S3 ja
kolmnurga AKB pindala —
S,
S$:1=Vv21:6-7-8=
7-4-3=84 cm2,

i | 3
Bere oo 08 Qs Joon. 7.
§=2-—-120 cm.

Selleks, et arvutada S; tombame CD.1AB ja iihendame
punkti D tipuga K. Siis KD on kaldloik, DC — selle kaldloigu
projektsioon ja KC — tasapinna ABC ristsirge. Kolme ristsirge
teoreemi pohjal KD L AB, jarelikult KD on kolmnurga AKB kor-
gus.

Arvutame kolmnurga ABC korguse CD:
28 I D
ha:T, CD:A_BI: 2 o

Kolmnurgast DKC leiame KD:
KD = JCK?+ CD? = JJ162 + 122 =400 =20 cm.

Arvutame S,= 14520 =140 cm2.

Piiramiidi tdispindala on:
S’l‘ =81+S‘2+S3+S4,
Sr=84+104+4 120+ 140=448 cm2.

Ulesanne 8.

Korrapédrase kolmnurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 8 m
ja 5 m ning korgus 3 m. Piiramiidi on 106igatud tasapinnaga, mis
1dbib alumist pohiserva ja iilemise pohja tippu, mis asub selle
serva vastas. Arvutada loike pindala ja 16iketasapinna ning alu-
mise pohitahu vaheline kahetahuline nurk.

Antud: korrapiarane kolmnurkne tiivipiiramiid ABCA;B;C,
(joon. 8);

AB=BC=AC=8 m,
AlBl=B]CI=A1CI=5 m,
001=3 m.

Arvutada 16ike A,CB pindala ja nurk ACBA,.
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Lahendus.
S, =5 BC-AD =~ 8- A,D=4A,D.

Ulesanne taandub 16igu A{D leidmisele.

Selle 16igu arvutamiseks tombame kolmnurkade ABC ja
A,B,C; korgused ja iihendame nende korrapiraste kolmnurkade
keskpunktid. Saame tiivipiiramiidi korguse OO;. Punktist A, tom-
bame sirgloigu A;F, mis on risti tasapinnaga ABC ja arvutame
16igu FD. A{F=00,, FD=0D+ OF; kus OD on kolmnurga ABC
sisse joonestatud ringi raadius.

OD — BC]éT 5

OF=A,04; A;04 on aga kolmnurga A;B;C, iimber joonestatud
ringi raadius ja seega

A101: Blclsv 8 _— 51/33 ’

_5V3 |, 4aVT _ oy
DF__—3— e 3)3.

Kolmnurgast A;FD leiame A,D:

A D=\ A, Fa+ DF2=v/9F27=\36=6
Asetame A,D viirtuse avaldisse Sisige -
Sléige =4.6=24 m2,
Samast kolmnurgast A,FD leiame nurga A,DF; kaatet
A;F=3 m, hiipotenuus A;D=6 m, jdrelikult £A;DF=30°.

Vastus. Loike pindala on 24 m2. Loiketasapinna ja alumise
pohitahu vaheline nurk on 30°.
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Ulesanne 9.

Korrapédrase nelinurkse tiiviptiramiidi korgus on 12 cm, pohi-
servade vahe 10 cm ja tdispindala 512 cm2. Arvutada pohiservad.

Antud: korrapédrane nelinurkne tiivipiiramiid ABCDAB,C{Dy
ja piiramiidi korgus 0O; (joon. 9); 00;=12 c¢cm, AD—-A,D;=
=10 cm, St =512 cm2.

Arvutada AD ja A.D;.

Lahendus.

Piiramiidi pohjaks on ruut. Teeme 14bi korguse OO, ja kiilgede
keskpunktide abiloike MM;NN, mis kujutab endast vordhaarset
trapetsit alustega MN ja M;N;. Selle trapetsi alused MN ja M;N,
on vastavalt vordsed pohiservadega AD ja A,D,. Tahistame
AD=x; A;D;=y. Ulesande tingimuste pohjal saame, et

x—y=10. (1)

Tombame paralleelselt korgusega OO, 16igud M;M, ja NNs,.
Saadud 16igud MM, ja NN, on omavahel vordsed kui kaatetid
vordsetes taisnurksetes kolmnurkades MMMy ja NN{N,.

Leiame 16igu MMa:

MM, = x2—y =5bcm.

Arvutame tiivipiiramiidi apoteemi:
MM;=vVMMy2+M;My2=+/524122=13 cm.
Tiivipiiramiidi taispindala valemist St= ﬂ_2|_—P‘-I+Q+q, kus

P, ja P, on vastavalt alumise ja iilemise pohja {imbermoodud,
Q ja g nende pohjade pindalad ja / apoteem, koostame teise vor-
randi: :

512 :‘ﬁ;—“i 134x24 42 ehk

26 (¥+y) +x2+y2=512. (2)
Saame siisteemi:
x2+y2+426(x+y) =512.
Esimesest vorrandist leiame:
x=y+10.

Asetades suuruse x leitud vdartuse teise vorrandisse, saame:
y2+36y—76=0,
millest y;=2; yo= —38 (ei sobi, sest on negatiivse viirtusega):
x=12; AD=12.cm ja A;D;=2 cm.
V astus. Tiivipiiramiidi pohiservad on 12 cm ja 2 cm.

4 Matemaatika
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Kontrollkiisimusi

1. Mis on piiramiid? (Definitsioon).

2. Mis on tiivipiiramiid?

3. Korrapérase piiramiidi ja korrapdrase tiivipiiramiidi defi-
nitsioonid.

4. Loetlege piiramiidi pohjaga paralleelse 16ike omadused.

5. Kuidas avaldatakse korrapdrase tdispiiramiidi ja korra-
pdrase tiivipiiramiidi kiilg- ja tdispindala?

Alateema 4

Tiis- ja tiivipiiramiidi ruumala

Kirjandus

Andrejev. Geomeetria, VIII ptk., § 122—124; iilesanded nr. 53, 56, 57, 58, 59,
60, 61, 62, 66, 67. ’

Kisseljov. Geomeetria, II osa, § 90, 91, 92.

Robkin. Ulesannete kogu, § 17, nr. 1, 5, 10, 22; § 18, nr. 1, 2, 3, 8, I1.

“

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

. Ulesanne 10.

Kolmnurkse piiramiidi iiks pohiservadest on 16 cm ja selle vas-
tas asuv kiilgserv 18 em. Koik iilejddnud servad on 17 cm. Arvu-
tada piiramiidi ruumala.

Antud: kolmnurkne piiramiid SABC (joon. 10);

BC=16 cm, AS=18 cm ja
AB=AC=SC—=SB=—1T cn.
Arvutada piiramiidi ruumala V.

Lahendus.

V:% Q. H, kus H on piiramiidi korgus ja Q pohja pindala.

Pohja pindala arvutame Heroni valemi abil:

Q=V25(25—17) (256—17) (25— 16) =
=125-8-8:9=8-5-3=120 cmz2.

Piiramiidi korguse arvutamiseks juhime 1dbi kiilgserva AS ja
pohiserva BC keskpunkti D tasapinna ADC. Kolmnurk ACB on
vordhaarne ja 16ik AD on selles kolmnurgas nii mediaaniks kui ka
korguseks; AACB=ASCB (kolme kiilje kaudu, sest BC on iihine

kiillg ja AC=AB=SC=SB iilesande tingimuste pohjal). Jarelikult
on ka nende kolmnurkade korgused vordsed:

AD=S8D.
Piiramiidi korguseks on kolmnurga ASD korgus SO.
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Joon. 10.

Arvutame 16igu SD kolmnurgast CSD;
=VSC2—-CD2=+/172—82=1/25-9=15 cm.
Kolmnurgast ASD leiame korguse jargmise valemiga:

H,=-2Vp (p—a) (p—b) (p—¢),

H:_?_\/24.6.9-9=14,4.

Arvutame ruumala V =-—-120-14,4=576 cm3.
Vastus. Antud puramudl ruumala on 576 cm3.
Ulesanne 11.

Tiivipiiramiidi ruumala on 1720 m3 ja tema korgus 20 m. Vas-

tavad pohiservad suhtuvad nagu 5:8. Arvutada pohjade pind-
alad.

Antud: tiviptiramiid ABCA{B;C; (joon. 11);
Voo =i70-m

tiivip.
001=H=20 m ja AlBlAB=58
Arvutada pohjade pindalad Q ja Q.
Lahendus.
Kuna piiramiidi pohjaks oleva hulknurga kuju ei ole iilesande

tingimustega maaratud, siis seepdrast on valitud piiramiidi poh-
jaks koige lihtsam kujund — kolmnurk.

1 R ———
Vtiivip. o ¥ H(Q+ Q +71Q- Q).
Tiivipiiramiidi pohjadeks on sarnased hulknurgad. Sarnaste
hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede ruudud.
Jéreliku‘lt, Ql:Q:AlBlz:AB2,
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siit
Q::Q=25:64.
Tahistame pindalade Q, ja Q iithise moodu tahega x, siis:
Q,=25x; Q=64x; VQ; - Q=1/25x:64x=40x.
Tiiviptiramiidi ruumala valemi pohjal leiame:
1720 = % - 20 (64x+25x+40x) ja pdrast taandamist arvuga 20:

86 - 3=129x; millest x=2.

Arvutame pohjade pindalad:
Q=64x=64-2=128 m?2,
Q:=25x=25-2=>50 m2.

Vastus: Tiivipiiramiidi pohjade pindalad on 128 m2 ja
50 m2.

Kontrollkiisimusi

1. Tuletage tdispiiramiidi ruumala valem.
2. Tuletage tiivipiiramiidi ruumala valem.

KONTROLLTOO NR. 6 *

Esimene variant.

I. Korrapédrase nelinurkse prisma tédispindala on 240 dm?2 ja
tema kiilgpindala 168 dm2. Arvutada prisma ruumala.

2. Risttahuka pohiservad on 30 cm ja 40 cm. Labi kahe naa-
berkiilgtahu diagonaali on juhitud tasapinnaline 16ige, mille pind-
ala on 1275 cm2. Arvutada risttahuka ruumala.

3. Piistprisma pohjaks on tdisnurkne kolmnurk, mille kaate-
tite pikkused on 6 dm ja 8 dm. Arvutada selle prisma tdispindala
ja ruumala, teades, et {ilemise pohja tdisnurga tipu kaugus alu-
mise pohja hiipotenuusi keskpunktist on 13 dm.

4. Piiramiidi, mille pohja pindala on 4,5 m2, on pohjast 4 dm
kaugusel 10igatud pohjaga paralleelse tasapinnaga. Saadud loike
pindala on 2 m2. Arvutada piiramiidi ruumala.

5. Leida korrapdrase kuusnurkss tiivipiiramiidi ruumala, tea-
des, et tiivipiiramiidi pohiservad on 10 dm ja 5 dm ning kiilg-
serv 13 dm.

6. Lahendada arvutuslitkatica jdrgmised iilesanded ja sele-
tada teostatud arvutusprotsessi kiik:

a) leida 15,8% arvudest 142, 348, 760, 848;
) 146 - 6,84
V 52,85

* Kontrolltéd variandi number teatatakse opilasele tehnikumi kaugdppe-
osakonna poolt. 4
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Teine variant

1. Risttahuka iiks pohiservadest on 5 dm, korgus 8 dm ja
kiilgpindala 176 dm2. Arvutada risttahuka ruumala.

2. Piistprisma pohjaks on tdisnurkne kolmnurk, mille hiipote-
nuus on 10 cm ja kaatet 8 cm. Prisma korgus on 6,4 cm. Lébi iihe
pohja hiipotenuusi ja teise pohja tdisnurga tipu on juhitud tasa-
pinnaline 10ige. Arvutada selle 16ike pindala.

3. Korrapérase nelinurkse prisma diagonaal on 7 dm ja kiilg-
tahu diagonaal 5 dm. Arvutada prisma ruumala.

4. Korrapérase kuusnurkse piiramiidi korgus on 3 dm ja kiilg-
tdhk moodustab pohitahuga nurga 30°. Arvutada prisma ruumala,

5. Korrapérase nelinurkse tiivipiiramiidi pohiservad on 4 dm
ja 3 dm, ning diagonaalloike pindala 21 /2 dm2. Arvutada piira-
miidi ruumala.

6. Lahendada arvutusliikatiga jdrgmised ulesanded ja sele-
tada teostatud arvutusprotsessi kiik:

a) Leida 30,6% arvudest 165; 328; 646; 832.
b) 7,35 - 27,4
40,27

Kolmas variant

1. Arvutada korrapdrase nelinurkse prisma ruumala, kui
prisma diagonaal on 13 dm ja pohitahu diagonaal 5 dm.

2. On antud risttahukas. Tema kolme {iihest tipust ldhtuvate
servade pikkused on 4 dm, 8 dm ja I m. Lébi nende servade ots-
punktide on juhitud tasapind. Leida saadud l6ike pindala.

3. Kolmnurkse piistprisma pohiservad on 8 cm, 10 cm ja
14 cm ning kiilgserv vordub pohitahu suurima korgusega. Arvu-
tada prisma ruumala.

4. Piiramiidi pohjaks on ristkiilik, mille iiks kiilg on 3 dm.
Piiramiidi korgus on 6 dm ja ldbib pohitahu diagonaalide loike-
punkti. Arvutada piiramiidi ruumala, kui piiramiidi kiilgserv on
6,5 dm .

5. Arvutada korrapdrase nelinurkse tiivipiiramiidi ruumala,
kui piiramiidi diagonaal on 9 dm ja pohiservad 7 dm ja 5 dm.

6. Lahendada arvutusliikatiga jargmised {iilesanded ja sele-
tada teostatud arvutusprotsessi kaik:

a) leida 22,6% arvudest 128; 346; 580; 765.
b) 4,26 - 32,8
V27,67

Neljas variant

1. Risttahuka pohiservad on 5 em ja 16 cm ning kiilgserv
12 cm. Lébi kiilgtahu diagonaali ja selle diagonaaliga ristuva
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pohiserva on juhitud tasapind. Arvutada saadud 16ike pindala.

2. Risttahuka diagonaal on 37 cm, pohitahu diagonaal 35 cm.
‘Uks pohiservadest on 21 cm. Arvutada risttahuka ruumala.

3. Korrapérase kuusnurkse prisma tdispindala on kaks korda
suurem tema kiilgpindalast. Arvutada prisma ruumala, kui prisma
korgus on 5V/3 cm.

4. Leida korrapérase nelinurkse piiramiidi ruumala, kui piira-
miidi kiilgpindala on 80 cm?2 ja pohja pindala 64 cm?2.

- 5. Kolmnurkse tiivipiiramiidi korgus on 10 m, iihe pohja ser-
vad on 27 m, 29 m ja 52 m ning teise pohja {imbermo6ot 72 m.
Arvutada tiivipiiramiidi ruumala. »

6. Lahendada arvutuslitkatiga jargmised iilesanded ja sele-
tada teostatud arvutusprotsessi kaik:

a) leida 18,8% arvudest 135; 374; 583; 828,
_12,5-4,82
V21,82




KOONDULESANNE NR. 7
TRIGONOMEETRIA

Teema 3
Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine

Kaldnurkse kolmnurga elementide vahelised pohiseosed, kald-
nurksete kolmnurkade lahendamine.

Siinusteoreem. Koosinusteoreem. Kaldnurksete kolmnurkade
lahendamine, kui on antud {iiks kiilg ja kaks nurka. Kaldnurksete
kolmnurkade lahendamine, kui on antud kaks kiilge ja nende
kiilgede vaheline nurk. Kaldnurksete kolmnurkade lahendamine,
kui on antud kolm kiilge. Téisnurksete ja kaldnurksete kolm-
nurkade lahendamine logaritmide tabeli abil. :

Kirjandus

KozZeurov. Trigonomeetria, § 31, 46, 47, 49, 50, 51, 53, 55, 56, 57, 58, 59 (1);
X ptk., iilesanded nr. 1—8, 10, 11, 23, 24, 26, 27, 39, 40, 44, 46, 59 (1, 3),
60, 61, 62, 63.

Robkin. Trigonomeetria, § 78, 79, 83, 84, 85, 90, 91, 92, 93, 97, 98, 99, 100,
102, 106, 107, 112, 113.

Robkin. Ulesannete kogu, § 12, nr. 1—8, 9, 11, 35, 36, 44, 49, 53, 57, 58.

Novosjolov. Trigonomeetria, VI ptk., § 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43,
44, 45,

Stratilatov. V ptk, § 15, iilesanded 336(1); (3); (4); (5); 337, § 16,
341, 342; § 17, 344, 345, 347, 348, 349; § 18, 352, 353, 354, 355, 356, 357;
358, 359, 360, 361, 362, 364,

Bradis. Tabelid.

METOODILISED JUHENDID
Kuna kolmnurkade lahendamine logaritmide tabeli abil nouab

Opilastelt head tabelite tundmise ja kasitsemise oskust, siis toome
moned juhised tabelite kasutamise kohta.
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1. Trigonomeetriliste funktsioonide loomulike véairtuste ja
samuti trigonomeetriliste funktsioonide loomulike védirtuste loga-
ritmide tabelid sisaldavad trigonomeetriliste funktsioonide loomu-
lik(1)<e véadrtusi voi nende logaritme argumendi vahemikus 0° kuni
90°-ni.

Kui on tarvis leida kas 90°-st suuremate nurkade voi nega-
tilvsete nurkade trigonomeetriliste funktsioonide loomulikke
vadrtusi (voi nende logaritme), siis tuleb enne tabelite kasuta-
mist antud nurga funktsioon taandada positiivse teravnurga tri-
gonomeetriliseks funktsiooniks.

Kui kasutatakse neljakohalisi matemaatilisi tabeleid iilesan-
nete lahendamisel ja nurgad on antud sekundites, siis tuleb nurga
vddrtus imardada minutiteni vastavalt {imardamisreeglitele.

Tuleb veel kord meenutada, et nurga kasvades siinuste ja
tangensite logaritmide parandused liidetakse funktsiooni loga-
ritmi ‘murdosaga (suuremale nurgale vastab suurem siinus voi
tangens) ning koosinuste ja kootangensite logaritmide paran-
dused lahutatakse (suuremale nurgale vastab viiksem koosinus
voi kootangens). Sama pohimotte jargi tuleb toimida, kui leitakse
nurk tema antud trigonomeetrilise funktsiooni logaritmi jargi.

On tédiesti loomulik, et asudes Ooppima ja praktiliselt kasu-
tama trigonomeetriliste funktsioonide loomulike vairtuste loga-
ritmide tabeleid, tuleb eelnevalt korrata algebra opikust logarit-
mide teooriat, sest ilma logaritmide iildteooria pohjaliku tund-
miseta, ei ole opilased suutelised lahendama edukalt kolmnurki
logaritmide tabeli abil.

Teema lébitootamisel tuleb esiteks hédsti omandada teooria,
kirjutada oma téovihikusse koik valemid, oppida veatult leidma
tabelis trigonomeetriliste funktsioonide loomulike véédrtuste
logaritme ja nende jargi nurki ning alles siis hakata lahendama
taisnurkseid ja kaldnurkseid kolmnurki. Tuleb pdorata koige tosi-
semat tahelepanu arvutuste paigutamise korrale kolmnurga ele-
mentide arvutamisel ja iilesannete lahendamisel votta eeskujuks
iilesannete lahendamise nditeid trigonomeetria opikutes ja kées-
olevas metoodilises juhendis.

Trigonomeetria opikutes on vaadeldud iiksikasjaliselt kolm-
nurkade lahendamise koiki pohijuhte. Kédesolevas juhendis toome
ainult iiksikuid, opikus toodud iilesannetest erinevate {ilesannete
lahendamise niiteid kolmnurkade kohta.

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne 1. ;
g ’ in ( ¥
Arvutada  (a2—b?) - 2nCED kui a=73862; b=52138;
a=42°26'; B=68°34".
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Lahendus.

Tahistame antud avaldise védartuse tdhega x, asendades aval-
dises tdhelised kordajad numbrilistega ja pannes tihele, et
a2—b2= (a+b) (a—b), saame:

12,6 - 2,1724 - sin 111°
sin 42°26’ . cos 68°34°

lg x=1g 12,64+ 1g 2,1724+41g sin 111°—
—Ilg sin 42°26’—1g cos 68°34".
1g 12.6=1,1004
lg 2,1724=0,3369
lg sin 69°=1,9702 3 =
—1g sin 42°26'=0,1708 lg sin 42°26’=1,8292
lg cos 68°34’=0,4373 Ig cos 68°34’=1,5627

¥

lg x=2,0156
x=103,6

Mirkus. Kiesolevas iilesandes ja ka edaspidi on logaritmide lahuta-
mine asendatud tdiendlogaritmide liitmisega.

Ulesanne 2.

Lahendada vordhaarne kolmnurk, kui on antud kolmnurga
{imbermo6ot 2p=40,65 ja alusnurk A=72°47" (joon. 12).
Arvutada kiiljed AB=BC=a; AC=b ja pindala SA.

Lahendus. g

Kolmnurga iimbermoot on 2a+b.
Avaldame kiilje & kiilje a kaudu.

AD=1/2b=a cos A, b=2a cos A,

2p=2a+2a cos A=2a (l+cos A), - a
2p=2a +2. cos?—'2i —=4a cosZ%,
A L
S e : D ¢
4 cos2 A 4 os* o204 Joon. 12.
2 L

Logaritmime saadud avaldise:
lg a=1g 40,66—1g 4—2 1g cos 36°24"

lg 40,65=1,6090 1g 40,65=1,6090

lg 4=0,6021 —Ilg 4=1,3979

2 1g cos 36°24"=1,9057 —2 lg cos 36°24"=0,1886
’ " 1g a=1,1955

3 Matemaatika : 33



Antilogaritmide tabelist leiame, et @=15,69. Arvutame &;

b=2a cos A,

b=2-15,69-cos 72°47'=31,38 cos 72°47,
lg b=1g 31,38+ 1g cos 72°47,
1g 31,38=1,4966
1g cos 72°47"=1,4713
lg b=0,9679,
b=9,287.

.Arvutame kolmnurga pindala valemiga:

S=—;——ab sin A,
S=1g 0,5+1g a+1g b+1g sin A4;

1g 0,5=1,6990,
lg a=1,1955,
1g 6=0,9679,
lg sin A=1,9801,
lg $=1,8425,
S =69,58.

ZB=180°—2 - 72°47",
Z B=180°—145°34" =34°26".

Vastus. Kolmnurga kiiljed on:

AC=CB=15,69 iihikut, AB=9,287 iihikut.

Kolmnurga pindala S=69,58 ruutithikut, alusnurgad on 72°47”,
tipunurk on 34°26”.

Ulesanne 3.
Punktid A ja B asetsevad selliselt, et nendevahelise kauguse

otsene mootmine on takistatud (joon. 13). Selle kauguse kaud-
seks méddramiseks valiti punkt C nii, et sellest on ndha punktid

A ja B ning vahemaad AC ja BC
on otseselt moodetavad. Seejiarel
moodeti kaugused BC=a ja AC=b
ning nurk ACB=y.

Arvutada kaugus AB, kui a=100
m, b=80 m ja y=48°57.

Lahendus.

Otsitava kauguse AB méiiramine
taandub kaldnurkse kolmnurga ABC

Joon. 13. kiilje AB arvutamisele kahe kiilje

ja nende kiilgede vahelise nurga
jargi.

Koosinusteoreemi rakendamisel saame:

AB=+/a2+b2—2ab cosy.

Asendades tahelised kordajad nende arvuliste vidartustega,

leiame:
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AB=+/1002+802—2 - 100 - 80 cos 48°57’
Koosinuse leiame Bradise tabelitest,

cos 48°57"=0,6567,
jarelikult,

AB=1/16400—2-80- 100 - 0,6567 = /16 400— 160 - 65,57,
AB=1/16400—10507,2=/5892,8 =76,77. .

Vastus. Otsitav kaugus AB=77 m.

Ulesanne 4.

Et moota kahe ligipddsmatu punkti A ja B vaheline kaugus
(joon. 14), moodeti baasi CD pikkus @ m ja nurgad:

Z/ACB=y, /BCD=a, /ADC=B, ZBDC=b.

Joon. 14.

Arvutada AB, kui a=2000 m; a=52°40"; = 42001' y=286°40"
ja 6=81°15".

Otsitava kauguse saame madaédrata kolmnurgast ABD, kuid
selleks tuleb eelnevalt leida selle kolmnurga kiiljed AD ja BD
kolmnurkadest ACD ja BCD.

Kolmnurgast ACD saame siinusteoreemi pohjal:

D= Al
sin A~ sin C’
kuid
ZA=180°—p—y=180°—42°01"—86°40"= 180°—128°41’'=51°19’,
jarelikult

2000 AD ; 2000 - sin 86°40’
S 51919 = sin geodo » Millest AD = —ri5— -




Arvutame AD : 1g AD=1g 2000+ lg sin 86°40’—1g sin 51°19
g 2000=23,3010

1g sin 86°40"=1,9993 5
—I1g sin 51°19’=0,1076 lg sin 51°19'=1,8924

g AD=34079,
AD =2558.

Kolmnurgast BCD arvutame BD siinusteoreemi pohjal:

LD __ _BD_ uid CD=2000, £B=180°—a—b=180°—52°40’—
sin B sin C
—81°15= 180°—133°55' =46°05/,

2000 BD BD — 2000 - sin 52°407

Jarehkult Sin 46°05 = Sin 52°40" ’ == sin 46°05°

Arvutame BD:
1lg BD=1g 2000+ 1g sin 52°40"—1g sin 46°05".

1g 2000=3,3010
lg sin 25°40'=1,9004 e
Ig sin 46°05'=0,1424 1,8576

lg BD=3,3438
BD=2207.

Niiid saame maiidrata kolmnurgast ABD kiilje AB. Selles
kolmnurgas AD=2558; BD=2207 ja nurk nende kiilgede vahel
ZADB=3—B=81°15"—42°01"=39°14’, s. t. kolmnurgas ABD
on teada kaks kiilge ja nurk kiilgede vahel. Koosinusteoreemi
pohjal leiame:

AB=+/AD2+BD2—2AD - BD cos (8—B), kus 2ADBD cos

(6—B)=T
Bradise ruutude tabelit kasutades leiame:
AD2 =6 544 000 : 1g 2=0,3010
BD2=4 871 000 1g AD=34079
AD2+ BA2=11415 000 1g BD=3,3438
T=8 746 000 Ig cos(6—B) =1,8891
AB2=2 699 000 lg T=6,9418

AB=1/2699 000=1634.

Vastus. Kahe ligipddsmatu punkti vaheline kaugus AB
on 1634 m. S ‘ ;
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GEOMEETRIA

Teema 4.
Poordkehad.

Silindriline pind. Piistringsilinder.  Silindri pinnafaotus.
Silindri kiilg- ja tdispindala*. Silindri ruumala*.

Kooniline pind. Piistringkoonus. Koonuse pinnalaotus. Koo-
nuse kiilg- ja tdispindala*. Koonuse ruumala®.

Tiivikoonus. Tiivikoonuse pinnalaotus. Tiivikoonuse kiilg- ja
tdispindala*. Tiivikoonuse ruumala®.

Kera. Kera tasapinnalised 1oiked. Kera suurring. Puutuja-
tasapind. Lemma poordkeha pindalas*. Kera, keravoo ja sfdéri
segmendi pindala*. Kera ruumala*. Kerasektori ja kerasegmendi
ruumala.

Teema materjal jaotatakse kaheks alateemaks:

Alateema 1. Silinder ja koonus.

Alateema 2. Kera.

Alateema 1
Silinder ja koonus

Kirjandus

Andrejev. Geomeetria, IX ptk. § 1256—138; iilesanded nr. I, 4, 5, 7, 9, 10,
11, 12213 18,-20, 23,24, 31, 32,35, 38, 39, 40, 42; 43, 46,60, 52

Kisseljov. Geomeetria, 11 osa, § 105—122.

R o6 bkin. Ulesannete kogu, II osa, § 13, nr. 5, 11, 13, 14, 16—20; § 14, nr 5,
7. 40..62),- 12, 15, °16;:18, 39916115 “nrs 126 Tl 12.-44 (1) 18;
§ 16, nr. 56, 60 62, 68, 69; § 17 nr. 32,34, 86, 37 39, 42, 52 56;
§ 18, 1ir. 22,728 25, 27, 31 32.

METOODILISED JUHENDID

Oppides kidesoleva teema teoreetilist' osa, pange tédhele, et
silindri mis tahes moodustaja vo0i pohjade keskpunkte iihendav
sirgloik on {ihtlasi silindri korguseks. Tuleb meeles pidada, et
silindri teljega iga paralleelne tasapinnaline 16ige on ristkiilik
ja suurim neist on silindri telgloige. Telgloike alus on lablmoot
ja telgloike korgus — silindri korgus.

Kui koonuses teha tasapinnaline 16ige, mis ldbib koonuse
tippu ja pohja 1dbimootu, siis saame loikena vordhaarse kolm-
nurga, mille aluseks on koonuse pohja 1dbimoot ja haaradeks
koonuse moodustajad. Sellist 16iget nimetatakse koonuse telg-
16ikeks.

* Margitud teoreeme peavad opilased oskama toestada.
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On teada, et koonuse iga tasapinnaline 16ige, mis on risti
koonuse teljega ja jérelikult paralleelne koonuse pohjaga, on
ring. Koonuse pohja ja pohjaga paralleelse 16ike vaheline seos
on sama, mis piiramiidigi juures, s. t. koonuse pohja pindala ja
pohjaga paralleelse 16ike pindala suhtuvad nii nagu nende vas-
tavate kauguste ruudud, kui kaugused loetud koonuse tipust.

Kui 1oigata koonust tasapinnaga, mis 1dbib koonuse tippu ja
pohja mingit koolu, siis saame loikena vordhaarse kolmnurga,
mille haaradeks on koonuse moodustajad.

Poordkehade pindala ja ruumala valemid tuletatakse piir-
véaartuse omaduste pohjal, seepdrast soovitaksime Gpilastel enne
kdesoleva teema ldbitootamist korrata eelnevalt teoreeme piir-
vaartuse kohta, millistega tutvuti algebra kursuses.

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne 1.

Silindri korgus on 2 m ja pohja raadius 7 m. Sellesse silind-
risse on kujundatud ruut, mille tipud asuvad pohjade ringjoontel
ja mis asub kaldu silindri teljega. Arvutada ruudu kiilg.

Joon: 15 Joon. 16.

Antud: ruut ABCD (joon. 15), mille kiilje pikkus x tuleb leida.
Ruudu diagonaal AC on iihtlasi telgloike AECF diagonaaliks
(jarelikult 1oikab ta telge OO,, selle keskpunktis): OE=r ja CE=h.
Tdisnurksest kolmnurgast AEC saame:

AC2=AE24+EC2=4r2 4 h2,
Kolmnurk ABC on iilesande tingimuste pohjal nii tdisnurkne
kui ka vordhaarne. Jarelikult:
AB2+BC2=AC?
ehk
2x2=h2+4r2;
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= l/h’-f;‘lf’ :l/4+24'49 ==al0.ems

Pange tédhele, et iilesannet ei ole voimalik lahendada suuruste
h ja r mis tahes arvuliste vadrtuste puhul. Toepoolest, ruudu kiilje
pikkus ei saa olla suurem silindri pohja diameetrist:

X<2r; x2<4r2; 2x2<8r2; h24+-4r2<8r2; h2<4r2; h<2r;

s. t. ruudu kujundamiseks silindrisse iilesandes antud tingimustel
on vajalik, et silindri korgus ei oleks suurem silindri pohja lédbi-
moodust. Kui A=2r, siis sﬂmdnsse kujundatud ruut on silindri
telgloikeks. :

Ulesanne 2.

Silindri korgus on 10 cm vorra pikem pohja raadiusest ja
silindri tdispindala on 144 x cm2.
Arvutada silindri pohja raadius ja korgus
* Antud: OO, (joon. 16),O0M=R, 00y=R+10cm, St =144 r cm2.
Arvutada OM=R; 00,=H.

Lahendus.

Ulesande tingimuste pohjal S+ =144x cm?2.

Silindri tdispindala koosneb silindri kiilgpindala ja kahe pohja
pindala summast.

Jérelikult saame vorrandi: 2nRH +2nR2=144n, ehk 2aR (H+
+R) =144n; taandades vorrandi molemaid pooli suurusega 2m,
leiame R(H+R) =72; kuna H=R+ 10, siis R(2R+ 10) =72, millest
2R2+10R—72=0.

R2+5R—36=0.

Lahendades selle vorrandi saame: Ry=4; R,=—9; lahendi R,
jatame korvale kui negatiivse.

H=R+10=4+10=14 cm.
Vastus. Silindri korgus on 14 cm ja pohja raadius on 4 cm.

YUlesanne 3

Avaldada koonuse ruumala koonuse S
pohja pindala Q ja kiilgpindala S kaudu.
Antud: koonus SAB (joon. 17)

Sp=Q; Sx=S.
Avaldada koonuse ruumala.

Lahendus. & 8
Oigu OB=R — koonuse pohja raa-
dius, AS=1 — koonuse moodustaja ja
SO=H — koonuse korgus. Joon. 17.
39



Siis Q=nRy; millest R=]/2 , S=xRY;

PO el B e S
TS V_Q_zm?
T

Pythagorase teoreemi p(')hjél H=[2—Rz2,
H=1S% _0Q _18—¢
V nQ s e V Qs s

Vkoonus:%'ﬂRgH:%— QH%——Q l/sz'aQ2 o

1 £ 0Ot 1 RN TR i S
:T Q(Sn Q):E?VQ“ (Sg_Qg).

1 IO MR-
Vastus. Koonuse ruumala on S5 @y nQ(S2—Q2) kuup-
ithikut.

Ulesanne 4.

Labi koonuse, mille korgus on vordne pohja raadiusega, on
juhitud tasapind. Avaldada lo6ike pindala, kui see tasapind ldbib
koonuse tippu ja koolu, mis 16ikab pohja {imbermooduks olevast
ringjoonest dra 90°-se kaare (joon. 18).

Antud: koonus SAC; SO=H=A0=R, wAB=90° ja loige SAB.
Avaldada 16ike SAB pindala.

S
"aSE L iR,
RN
A 4
D F-
Joon. 18. Joon. 19.
Lahendus.

Vaatleme kolmnurka SAB. See kolmnurk on vordhaarne, sest
AS=SB kui koonuse moodustajad. Tombame selle kolmnurga
tipust S korguse SK. Punkti K ithendame koonuse pohja kesk-
punktiga. Niilid on 16ik SK kaldloik, mis on risti loiguga AB;
SO on pohitasapinna ristloik, KO — kaldléigu projektsioon.
Kolme ristsirge teoreemi (poordteoreemi) pohjal OK LAB. Sygc=

ABésK , AB on kooluruudu kiilg tingis, mille raadiuseks on R,
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jarelikult AB=R/2, OK= ﬂé?_ (taisnurkse kolmnurga hiipo-
tenuusi mediaan on pool hiipotenuusist). Avaldame Pythagorase
SK=|/s02+ 0K~ |/ R2+

teoreemi pohjal 16igu SK:
= %RVG.
Leiame 10ike pindala:
Sarss=—5-RVZ - RVE=— R2V12=R2V3.

Vastus. Ulesandes noutud I6ike pindala on:
Saass = 5 R2V3 ruutithikut.

Z2IK*
4

Ulesanne 5.

Avaldada tiivikoonuse kiilgpindala, kui tema moodustaja ja
alumise pohitasapinna vaheline nurk on 30° ning telgloike pindala

on F.
Antud: tiivikoonus ABCD (joon. 19);

ZBAD=30° ja Siapets=F (telglike pindala).
Leida Sk.

Lahendus.
Tiivikoonuse kiilgpindala valemi pohjal saame:
Sk=mnl(R+r). G .
Tahistame: AD=2R; BC=2r; BK=H; AB=1.
Stergisige = - (AD+BC) - H=F,
2 (R-2{-r) H=F,
(R+r)H=F. (2)
Kolmnurgast ABK leiame, et /=AB=2H, sest ZBAK=30°.
Asendades valemis (1) moodustaja / tema avaldatud védértusega,

saame:
Sk=n:2H(R+r)=2n-H(R+r).

Kasutades vordust (2), saame: S=2aF. B €
V astus. Tiivikoonuse kiilgpindala on
2aF ruutiihikut.
Ulesanne 6.
Tiivikoonuse moodustaja on 17 cm, K 2 :

telgloike pindala on 420 cm?2 ja kesk-
loike pindala 196z cm2. Arvutada tiivi-
koonuse kiilgpindala ja ruumala. ~
Antud: tiivikoonus (joon. 20). Telgldike A o
ABCD pindala on 420-cm2. Keskloike
KO\E pindala on 196z cm2; O0O;=0,0s; Joon. 20.
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CD=AB=17 cm. Arvutada tiivikoonuse ruumala V ja Kkiilg-
pindala Sy.

Lahendus.
Tiivikoonuse ruumala ja kiilgpindala valemite pohjal saame:
V= aH (R3+r2+Rr),
Si=2x+0,E +CD,
V= — 7100,(0D2+0,C2+0D - 05C).

Tahistame: OD=R; OsC=r; 0;0=CF=H;, DF=R—r.

Leiame keskloike pindalast wR,2=196x keskloike raadiuse R;;
K= oo :

Avaldame trapetsist OO,CD iilemise ja alumise pohja raa-
diuste summa. O,E on trapetsi keskloik, jarelikult R+r=28 cm.
Kuna trapetsi ABCD pindala on 420 cm2, siis saame: (R+r)H=
=490, ~
28H =420,

420

H=' ——

Kolmnurgast CDF saame: FD=1/172—152=1/32.2=8 cm, jére-
likult

=500

R+r=28

R—r=8.
Siit

R—=18"cm

yoa=d) om.

Asetades leitud vaartused tiivikoonuse ruumala ja kiilgpindala
valemisse, saame:

V= % - 15(182+ 102+ 180) =55(324 + 100+ 180) = 30205 cm3.

Sx=2n14 - 17=476cm?2.

Vastus. Tiivikoonuse kiilgpindala on
476t cm2, ja ruumala 3020m cms3.

Ulesanne 7.

Taisnurkne kolmnurk kaatetitega 5 cm ja
12 cm poorleb iimber telje, mis on paral-
leelne suurema kaatetiga ja asub sellest
3 cm kauguse]. Arvutada pdordkeha pindala
ja ruumala (joon. 21).

Lahendus.
: Projekteerides punkti A teljele MN,
saame: :
Joon. 21. AD=r=3 cm;
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Vhoorakena = Viavik — Vi = (R2 +r2+Rr) —-—nr2H—ﬂ12

(644+9+24)—m - 9 - 12=280x cm3;
Sposrakena = Sip + Sac + Sgc=mn+ AB(R+7r) +2nrH +
+ 1 (R2—r2) =nl13 114273 - 124 7(64—9) =143+
+ 721+ 551 =270t cm2.

Vastus. Podrdkeha ruumala on 280x cm3 ja poordkeha
pindala 270 cm2.

Kontrollkiisim‘usi

1. Missugust pinda nimetatakse silindriliseks? kooniliseks?

2. Missugust keha nimetatakse silindriks? koonuseks?

3. Missugust koonust nimetatakse tiivikoonuseks?

4. Sonastage silindri, koonuse ja tiivikoonuse kiilg- ja téis-
pindala valemid.

5. Mida kujutab endast silindri, koonuse ja tiivikoonuse pinna-
laotus?

6. Millega vordub silindri, koonuse ja tiivikoonuse ruumala?

Poéordkeha pindala ja ruumala arvutamise iilesanded ei tohiks
valmistada erilisi raskusi.

Tuleb ainult: 1) oigesti rakendada vastavaid valemeid; 2) kor-
ralikult teha koik pohi- ja abijoonised; 3) arvutuslik osa teha voi-
malikult ratsionaalselt.

Et arvutada pindalasid, mis tekivad mingisuguse joone pdodrle-
misel, tuleb endale eelkdige selgeks teha, missugune pind tekib
iihel voi teisel juhul.

Vaatleme, missugused pinnad tekivad 16igu / poorlemisel eri-
suguste, koige sagedamini esinevate asendite korral telje MN
{imber (joon. 22):

a) loigu / iiks otspunkt asub teljel MN; ja teine teljest MN kau-
gusel r:

Skoonus =J’[fl;

b) loigu [ iiks otspunktidest, mis asub teljega MN iihel tasa-
pinnal on teljest kaugusel r ja teine otspunkt kaugusel R:

Stivikoonus =T/ (R+71);
c) 101k [ on paralleelne teljega ja asub teljest kaugusel r:
S sintvder. =2nrl;
d) 16ik / on risti teljega ja 16igu iiks otspunktidest asub teljel:
Sing
e) 1oik / on risti teljega ja asub sellega iihel tasapinnal. Loigu
iiks otspunktidest asub teljest kaugusel r ja teine kaugusel R.
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Joon. 22.
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Saame ronga:

Sréngas =naR2—nr2=n (R2—f2) =

=q(R+1)e(R—r) =al(R+r).

Koiki loetletud viit valemit voib
asendada ithega — viimasega, s. t. kui
sirgloik AB=1[, asub iihel tasapinnal
teljega ja poorleb iimber selle telje, siis
tekkinud pooérdpind vordub:

S=nal(R+r),

kus R ja r on 16igu otspunktide kaugu-
sed poorlemisteljest.

Poéordkeha ruumala. Sirge voi ko-
veraga ja teljega piiratud pinna pd&or-
lemisel tekkinud keha nimetatakse
poordkehaks.

Vaatleme koige sagedamini esine-
vaid néditeid pdoordkehade kohta (joon.
23) -

a) Téisnurkne kolmnurk podrleb
timber iihe kaateti:

1
VABC:' Vkoonus oz g nriH.

b) Ristkiilik poorleb iimber iihe
kiilje:
Viagep = Viitinger = w724

¢) Tdisnurkne trapets poorleb iim-
ber vidiksema haara:

Visep = Viavikoonus = “—;1- (R2+r2+Rr).

d) Kolmnurk ABC, mis asub iihel
pool telge, selle teljega iihel tasapinnal
ja mille tipp A asub teljel, poorleb iim-
ber telje:

Viape = Spe * %"—,

kus h, on kolmnurga korgus.
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Joon. 23.

Alateema 2

Kera

Kirjandus

Andrejev. Geomeetria, IX ptk. § 139—145; iilesanded nr. 55, 56, 57, 59, 60, 61,
62, 64, 66, 67.

Kisseljov. Geomeetria, IT osa, § 125—148.

Robkin. Ulesannete kogu, II osa, § 20, nr. 1, 2, 8 § 21, nr. 1, 3, 5, 7, 10;
822 mr "1, 2.8, 5 6:~8 23 unr, ¥, 3, 15.:16;

METOODILISED JUHENDID

Tootades 1abi kdesoleva alateema teoreetilist materjali, po6-
rake tdhelepanu sellele, et koigi kolme poordpinna — keravoo,
sfddrisegmendi ja kera pindala vordub kera suurringi {imber-
moodu ja keha korguse korrutisega, kusjuures keha korguse all
moistetakse vaadeldavat pinda moodustava pddrleva kaare pro-
jektsiooni 1abimoodul.

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne 8.

Kera pinnal on antud kolm punkti. Nendevahelised sirgjoone-
lised kaugused on 6 cm, 8 cm ja 10 cm. Kera raadius on 13 cm.
Leida neid punkte ldbiva tasapinna kaugus kera keskpunktist.

Antud: kera keskpunkt O (joon. 24); punktid A, B ja C, mis
asuvad kera pinnal.

AB=6 cm; AC=8 cm; BC=10 c¢m.
Punkte A, B ja C ldbib tasapind, mis 16ikab kera pinda mocda
tingjoont keskpunktiga punktis D. Punkti D l&biv kera raadius

on risti loikeringiga D. Arvutada tasapinna ABC kaugus DO kera
keskpunktist O.
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Lahendus.

Leiame l0ikeringi raadiuse. Selleks madédrame alguses kolm-
nurga ABC kuju Pythagorase teoreemi poordteoreemi abil: «Kui
kolmnurga kahe kiilje ruutude summa vordub kolmanda kiilje
ruuduga, siis kolmnurk on tdisnurkne». 624 82=102; 364 64=100;
seepdrast kolmnurga ABC suurim kiilg on ringi D 14bimooduks ja
16ikeringi raadius on jarelikult 5 cm. CD=DB=5 cm. Tdisnurksest
kolmnurgast DOB (DO on risti tasapinnaga ' ABC; DO 1 DB)
saame:

DO=v/0B2—DB2=\/132—-52=V/18 - 8=12.

V astus. Loiketasapinna kaugus kera keskpunktist on 12 cm.

Joon. 24. Joon. 25.

Ulesanne 9.

Puusilindrist, mille korgus vordub pohja ldbimooduga (telg-
16ige on ruut), on vélja treitud véimalikult suur kera (joon. 25).

Leida, mitu protsenti on materjalist maha treitud?

Lahendus. Arvutame, missugune osa silindri ruumalast on
maha treitud; selleks leiame antud silindri ja kera ruumalade vahe.
Silindri ruumala on nR2H ehk nR2=2nR3 kuupiihikut (silindri kor-
gus on iilesande tingimuste pohjal vordne silindri pohja 1dbimo6o-
duga).

Kera ruumala on % aR3 kuupiihikut. Maha treiti

2n R — 4 2 R? = > R’ kuupiihikut

Et leida, mitu protsenti materjali maha treiti, tuleb leida ruum-
alade vahe ja silindri ruumala suhe, ning saadud murd véljendada
protsentides.

2R3

ZanR
Treiti maha _ 3 — 1 silindri ruumalast ehk 33-1—% mater- -
RS 3 8

jalist.
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Ulesanne 10.

Kui poolringjoon, mis on jaotatud kol-
meks vordseks osaks, podrleb {imber oma dia-
meetri, siis poordpind, mille moodustab kesk-
mine kaar, on pindvordne kahe dirmise kaare
poolt moodustatud poordpindade summaga
(joon. 26).

Toestada see.

Antud: poolringjoon ABCD : WUAB=uBC=
=uwCD, AD — poolringjoone 1dbimoot.

Toestada: Sgc=3Sxg + Scp ,» kus S on kaarte
BC, AB ja CD poolt poorlemisel moodustatud
pindalade siimbol.

Toestus.

Iga kaar sisaldab 60°, jarelikult, kui jao- Joon. 26.
tuspunktid {ithendada poolringjoone keskpunk-
tiga ja omavahel, saame kolm vordkiilgset
kolmnurka. Tombame BE L AD ja CF 1L AD; BE ja CF on vastavate
kolmnurkade korgused, kuid samal ajal ka kiilgede mediaanideks,
seepdrast

AE=EO=OF=DF=-%,
kus R on kaare ABCD raadius.

Kaare AB podrlemisel iimber AD tekkinud sfidrisegmendi kor-
gus on—g; kaare DC poorlemisel sama 1dbimoodu {imber tekki-

nud sfddrisegmendi korgus on samutig. Kaare BC poorlemisel

tekkinud keravoo korgus on R. Keravood pindala vordub tema kor-
guse ja suurringi iimbermoodu korrutisega:

Spc =EF - 2n-- OB=2nR2.

Ka sfiadrisegmendi pindala vordub tema korguse ja suurringi
iimbermoodu korrutisega:

Sxs=AE-21-OB=2aR - & =nRe,

Scp =FD-2x-OB=2aR - X =R,
S.\B+SCD =ﬂR2 + HR2=231R2.
Siit
Spc = Sas + Scp » mida oligi tarvis toestada.
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KONTROLLTOO NR. 7

Esimene variant

1. Arvutada korrapirase nelinurkse prisma sisse kujundatud
silindri kiilgpindala ja ruumala, kui prisma pohiserv on 2 dm ja
korgus 4 dm.

2. Arvutada vordkiilgse telgloikega koonuse {imber ja sisse
kujundatud kera ruumala ja pindala, kui koonuse moodustaja
on 2 dm. :

3. Taisnurkne trapets, mille alused on 6 dm ja 2 dm ning kor-
gus 3 dm, poorleb iimber telje, mis iihtib trapetsi lithema haaraga.
Arvutada tekkinud poordkeha ruumala ja pindala.

4. Tiivikoonuse kiilgpindala on 80x dm2 ja moodustaja 5 dm.
Arvutada telgloike pindala ja tiivikoonuse ruumala, kui pohjade
raadiused suhtuvad nagu 5:3.

5. Lahendada vordhaarne kolmnurk, kui alus =729 m ja
haar @=80,3 m.

6. Lahendada kolmnurk, kui a=60,5m, B=46°8"ja C=79°20".

Teine variant

1. Arvutada korrapdrase kuusnurkse prisma sisse kujundatud
silindri kiilgpindala ja ruumala, kui prisma pohiserv on 3 dm ja
korgus 5 dm.

2. Koonuse moodustaja on 1 m ja korgus 8 dm. Arvutada
koonuse iimber ja sisse kujundatud kera pindala ja ruumala.

3. Vordhaarne trapets, mille alused on 10 cm ja 4 cm ning
haar 5 cm, p6orleb oma suurema aluse iimber. Arvutada tekkinud
poordkeha pindala ja ruumala.

4. Arvutada tiivikoonuse telgloike pindala ja ruumala, kui
tiilvikoonuse moodustaja on 37 cm, korgus 35 cm ja pohjade raa-
diused suhtuvad nagu 5:2. _

5. Lahendada vordhaarne kolmnurk, kui haar a=30,5 dm ja
tipunurk B=98°50".

6. Lahendada kolmnurk, kui a=18,4 m, 6=30,56 m ja C=60°.

Kolmas variant

1. Arvutada korrapirase kolmnurkse prisma sisse kujundatud
silindri kiilgpindala ja ruumala, kui prisma pohiserv on 4 dm ja
korgus 6 dm.

2. Arvutada koonuse {imber ja sisse kujundatud kera pindala
ja ruumala, kui koonuse pohja raadius on 24 cm ja moodus-
taja 40 cm.
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3. Vordhaarne trapets, mille alused on 15 dm ja 5 dm ning
korgus 12 dm, poorleb iimber vdiksema aluse. Arvutada tekkinud
poordkeha pindala ja ruumala.

4. Tiivikoonuse pohjade raadiused on 5 dm ja 3 dm; tiivi-
koonuse moodustaja ja korguse vahe on 1 dm. Arvutada telgloike
pindala ja koonuse ruumala.

5. Lahendada vordhaarne kolmnurk, kui haar ¢=67,63 m ja
alus 6=72,8 m.

6. Lahendada kolmnurk, kui A=>50°; B=115°49" ja a=26,35m.

Neljas variant ,

1. Silindri kiilgpindala on 72x cm? ja tdispindala 104m cm2.
Arvutada silindri ruumala.

2. Koonuse moodustaja on 20 cm ja pohja raadius 16 cm.
Arvutada koonuse iimber ja sisse kujundatud kera pindala ja ruum-
ala.

3. Taisnurkne trapets, mille suurem alus on 4 m ja haarad
16 dm ja 34 dm, p6orleb {imber védiksema aluse. Arvutada tekki-
nud poordkeha pindala ja ruumala.

4. Tiivikoonuse kiilgpindala on 247z cm?2 ja pohjade pindalad
1447 cm?2 ning 49z cm2. Arvutada telgloike pindala ja koonuse
ruumala. 5

5. Lahendada vordhaarne kolmnurk, kui haar a=627 ja alus-
nurk 23°30".

6. Lahendada kolmnurk, kui a=450; A=87°55" ja B=10°53".



KOONDULESANNE NR. 8
GEOMEETRIA

Teema 5

Trigonomeetria rakendamist noudvate geomeetriliste
iilesannete lahendamine

Kirjandus

Kozeurov. Trigonomeetria, § 60 ja iilesanded nr. 5, 7, 9, 11, 14, 17, 18, 20,
24, 27, 37, 38, 40, 43, 51, 62, 70, 75, 91, 94, 103, 104, 112, 114 (lk. 265—
280).

Robkin. Trigonomeetria iilesannete kogu, § 15a, nr. 6, 12, 22; § 15, nr. 4, 5,
10, 1878 17, nri1,°9; ‘§:18, e}, 2, 7§19, 0o 6, -6, 713,°37:66:-200 e ol
4,612::8 2V nr..6;12; 17,27, 34: § 22, nr. 5,:26;-§ 23,:nr. 6,.9.

Stratilatov. Trigonomeetria iilesannete kogu, § 19, nr. 370 (1), 372, 378 (2),
388 (2), 390, 397, 414, 420; § 20, nr. 444, 445, 453, 459, 465, 473; § 21,
476, 484, 488 510; § 22, nr. 551, b42.

METOODILISED JUHENDID

Alustades trigonomeetria rakendamist noudvate geomeetriliste
iilesannete lahendamisega, tuleb hoolikalt korrata koiki pindalade
ja ruumalade arvutamise valemeid ja samuti valemeid, milliseid
kasutasime tdisnurksete ja kaldnurksete kolmnurkade lahendami-
sel ja avaldiste teisendamisel logaritmitavaks.

Trigonomeetria rakendamist noudvate geomeetriliste iilesannete
lahendamisel tuleb meeles pidada jargmisi noudeid:

1) Ulesanne tuleb lahendada algul iildkujul, s. t. tdheliste suu-
rustega.

2) Tundmatute-vaheliste seoste selgitamiseks ja lahendi valemi
iilldkujus sisalduvate tundmatute avaldamiseks tuleb kasutada sel-
liseid kolmnurki, kus on antud lahendamiseks vajalikud pohiele-
mendid (kiiljed, nurgad). Pythagorase teoreemi tuleks rakendada
ainult sel juhul, kui kolmnurk, mida tuleb kasutada, ei sisalda
antud (voi otsitavat) nurka.
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3) Nii vahepealsete resultaatide kui ka iilesandes noutud 16pp-
tulemuse avaldamisel teha koik vajalikud ja voimalikud trigono-
meetrilised lihtsustused.

4) Loppavaldises tohivad esineda ainult {ilesande tingimustes
antud suurused. Erandi voivad moodustada tdiendusnurgad.

5) Kui on leitud vastus iilesande kiisimusele iildkujul, tuleb
sellesse asendada arvulised védartused (kui need on antud) ja teha
vajalikud arvutused, kasutades selleks logaritmide tabelit.

Lahendades iilesandeid tdheliste suurustega, tuleb otsitavad
suurused avaldada voimaluse korral ithe ja sama abielemendi
kaudu.

Tavaliselt kasutatakse prismade ja piiramiidide juures abiele-
mendina, mille kaudu avaldatakse koik iilejddnud suurused, pohi-
serva, sest see on iiheaegselt nii pohitahu kui ka kiilgtahu elemen-
diks. Monikord kasutatakse abielemendina ka veel pohja iimber
voi sisse joonestatud ringjoone raadiust.

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID

Ulesanne'l.

Avaldada vordhaarse trapetsi pindala, kui diagonaal a moo-
dustab suurema alusega nurga a.
Antud: vordhaarne trapets ABCD (joon. 27).

8 c

I e e

Joon. 27 . Joon.- 28.

Diagonaal AC=a ja <DAC=a.
Avaldada trapetsi pindala S.

Lahendus.
On teada, et Strapets = ———(AD+ gC) L > y
Tombame CE L AD ja BF 1L AD. Jooniselt saame: AD=AE +ED;
BC=AE—AF, kuid AF=ED (see jireldub kolmnurkade ABF
ja CDE vordsusest; nad on tdisnurksed; AB=CD; BF=CE).

AD+BC=AE+ED+AE —-AF=2AE,
jarelikult:

SZ?ET'E:AE-EC.
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Kolmnurgast ACE saame:

AE=AC -cos a=acos a
CE=AC.sina =asina
ja jérelikult

: - a? sin 2a
S=acosa-asina=a2sina-cos a= 5
R 2 sin 2 R
Vastus. Trapetsi pindala S= g s2n £ ruutiihikut.

Ulesanne 2.

Arvutada korrapirase n-nurkse puutujahulknurga pindala, kui
ringi raadius on R.
Antud: korrapdrane hulknurk ABCD ... (joon. 28);

OK=OL=R.
Leida hulknurga pindala.
Lahendus.
Shutknurk = ‘;_ n-BC.OK. Leiame BC.
On teada, et korrapdrase n-nurga kesknurk V6rdub3%oo, jéreli-

kult £KOC=""C; tiisnurksest kolmnurgast OKC (Z£K=90°)
180° 180° 180°

saame: KC=0K 'th=R tg T BE=2R th, millest Shuiknurk
i 180° 180°
=5 n- 2R? tg—n—: nR? tg R,

V astus. Korrapdrase n-nurga pindala
S=nR2 tg """ ruutiihikut.

Ulesanne 3.

Sektori raadius on R ja kaar 2a. Avaldada sektori sisse kujun-
datud ringi raadius r.

Antud: AOB — sektor, mille sisse on joonestatud ring (joo-
nis 29); .
8 c
0.
A D
Joon. 29. Joon, 30.
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AO=0B=R, UAB=2a, AD=a.
Avaldada DC=r.

Lahendus.

Tombame puutepunktidesse raadiused OD ja CE. Kolmnur-
gast COE saame:r=0C sin a, kuid OC=0D—CD =R —r, jarelikult
r=(R—r) sin a, millest

r(l+sina) =R sin a,

g Rsin a __Bﬂ_.
T 1-4sin a —2C°52(450__;'_).

Seda avaldist saab lihtsustada, korrutades murru lugejat ja
nimetajat suurusega

cos a=sin(90°—a) =2 cm (45°— %) cos (45° .___g.)_

R sin a - sin (90°—a)

s =Ritga . tg (45°~——;—).

2 cos a - cos? (45° — —g—)

V astus. Sektori sisse joonestatud ringi raadius
r=Rtga-tg(45°——).

Ulesanne 4.

Rombi diagonaalide summa on m ja rombi teravnurk a. Aval-
dada ja arvutada rombi pindala, kui m=16,8 m ja a=35°8".
Antud: romb ABCD, AC+BD=m ja <A=a (joon. 30).
Avaldada rombi pindala S.
Rombi ABCD pindala vordub tema diagonaalide poole korruti-
AC - BD
sega, jarelikult Sromp = ——
Avaldame AC ja BD antud suuruste kaudu. On antud, et
AC+BD=m (1)
Téaisnurksest kolmnurgast AOD leiame:

OD=A0 -tg -,

millest
BD=20D=2A0-tg --=AC -tg—
Asendades vorduses (1) suuruse BD tema viirtusega, saame:

AC+AC - tg QL =m, millest:

m cos 45° . cos _g_
AG = ol — ai = 5
i-¥ tg% tg 45°+tg% sin (450 +_g_)
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m cos 45° . sin %

BD=AC-tg = =
2 . o a
sin (45°+ T)

m? - cos?45° - sin%_ cos &
AC - BD 2 2
Sromb - — D) -

2 sin? (45°+ %)

m?2 sin % cos & -
2 R m? sin a

4 sin? (45°+ _‘2‘_) 8 sin2 (45°+ _;‘_)

Arvutame rombi pindala, kui m=16,8 m ja a=35°8’.
e L R R e A i
=3 == 75345 45°+—2_62 34,

S . _ 168 sin 3508
ot SRR ¥ T Y
lg S=2 1g 16,8+1g sin 35°08'—I1g 8—2 lg sin 62°34’
2 1g 16,8=2,4506
lg sin 35°08% =1,7601

—1g 8=1,0969 1g 8=0,9031
—21gsin 62°34'=0,1036 | 1gsin 62°34’=1,9482
1gS=14112
S=25,77 m?
Vastus: Rombi pindala on 2tk runtiihikut ehk

e a
95,77 me. St 7.

Ulesanne 5.

Kaldsirge moodustab tasapinnaga nurga a. Ldbi nurga tipu on
tommatud teine sirge, mis asub tasapinnal ja moodustab antud
kaldloigu projektsiooniga nurga p. Avaldada ja arvutada nurk
nende sirgete vahel, kui a=43°53" ja p=11°10".

Antud: tasapind P.

AE — tasapinna P kaldsirge,
AF — kaldsirge projektsioon tasapinnal,
AL — sirge tasapinnal P,
ZEAF=q ja ZLFAL=8 (joon. 31).

Avalda ja arvuta LZEAL=g.

Lahendus.

Votame kaldsirgel AE vabalt punkti B. Tombame BD 1 AF,
BC L AL ja ithendame punkti D punktiga C. Kolme ristsirge teo-
reemi pohjal on AC L CD. Téisnurksest kolmnurgast BAC saame:
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cos cp=2—§. Avaldame niiiid AB ja AC abildigu kaudu. Selleks abi-
16iguks on sobiv valida AD, sest AD on 16ike AC ja AB sisaldavate
kolmnurkade {iihiseks kiiljeks.

Téisnurksetest kolmnurkadest ACD ja ABD leiame:

AC=AD cos B ja AB= —22

cos a”

Joon. 31.

Asetades 16ikude AC ja AB saadud vairtused nurga BAC=g¢
koosinuse avaldisse, saame:
AD - cos §
AD
Cos a

cos ¢ = S COS0 ~COS: B:

Siit
@=arc cos(cos a - cos ).
Arvutame nurga ¢, kui a=43°53’ ja p=11°10"
cos = cos 43°53' - cos 11°10’,
1g cos p=1g cos 43°53"+ 1gcos 11°10".
1g cos 43°53’=1,8578
1g cos 11°10"=1,9917

lg cosp=1,8495,
@p=45°.

V astus. Otsitav nurk on 45°.

Ulesanne 6.

Téisnurkne kolmnurk ABC on asetatud selliselt, et tema hiipo-
tenuus AB asub tasapinnal P ja kaatetid moodustavad tasapin-
naga P nurgad a ja p.

Avaldada nurk kolmnurga tasapinna ja tasapinna P vahel.

Antud: tasapind P; kolmnurk ABC; £ C=90°; CE on risti tasa-
pinnaga P; ZCBE=p ja ZCAE=aqa (joon. 32).

Avaldada tasapinna P ja kolmnurga tasapinna vaheline nurk ¢.
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"Lahendus.

Otsitav nurk ¢ on tasapinna P ja kolmnurga tasapinna vahe-
line kahetahuline nurk.

Kahetahulist nurka moodetakse tema joonnurgaga. Tombame
CD | AB ja ithendame punkti D punktiga E. Siis DE L AB kolme
ristsirge teoreemi pohjal ja jarelikult ZCDE=¢. Niiiid tuleb
siduda nurk ¢ nurkadega o ja B. Selleks kasutame abiloiku, mille
kaudu saame védljendada teised 16igud. Selleks abildiguks voiks
olla nurki a, B ja y sisaldavate kolmnurkade iihine kaatet, s. t.
16ik CE.

Oletame, et CE=a ja leiame CA= -2—; CB=%E ja DC=

sin a’
- siﬁq: . Kuna nurk ACB on taisnurk, siis AC-CB=CD - AB,
ehk AC.CB=CDvAC2+CB2. Asendades antud avaldises AC,
CB ja DC nende vastavate véddrtustega saame:

a QT 7 22
s a sinf #R8in g Sin? o - sinZ g '

millest:

sin ¢ = .} sin2a + sin2 g ,
¢ = arc sin () sin® @ F sinZ g ).
Ulesanne 7.

Labi korraparase kolmnurkse prisma on juhitud tasapind, mis
16ikab prisma pohiserva ja selle pohiserva vastas asuvat kiilg-
serva. Nurk, mille moodustab see tasapind pohitahuga, on a. Prisma
pohiserva pikkus on a. Avaldada saadud 16ike pindala.

Antud: korrapdrane kolmnurkne prisma ABCA,B,C, ja loige
AKC, mis moodustab pohitasapinnaga ABC nurga a; AC=AB=
=BC=—g (joon. 33).

Arvutada 16ike AKC pindala.
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Lahendus.

Loige kujutab endast vordhaarset kolmnurka AKC, kus
AK=KC kui vordsete kolmnurkade AKB ja CKB hiipotenuusid.
Tombame DK 1L AC ja ithendame punkti D punktiga B. BD 1 AC
kolme ristsirge poordteoreemi pohjal, jérelikult £ KDB on kahe-
tahulise nurga BACK joonnurgaks ja vordub nurgaga a-Sazxc—
ACéDK, kus punkt D on 16igu AC keskpunkt, (vordhaarse kolm-
nurga tipunurgast tommatud korgus on aluse mediaaniks). Ules-

ande tingimuste pohjal AC=a, DK= RDS%; kuna DB on Kkorra-

parase kolmnurga ABC korgus, BD=a—¥ , siis jérelikult DK=

—=2V3

2cosa ‘

Asetades DK leitud vadrtuse kolmnurga AKC pindala avaldisse,
saame:

a-aVT_azl/T

272 tos ‘& 4 cos a

Sisige =

Vastus.

2 Y il
Stsige = V3 ruutiithikut.
4 cos a

‘Ulesanne 8.
Piistrooptahuka pohjaks on romb, mille vdiksem diagonaal on d
ja teravnurk a. Rooptahuka korgus on%. Leida tema tédispindala.

Arvutada tédispindala, kui d=25,87 dm ja a=75°20".
Antud: piistrooptahukas ABCDA,B,C,D,; pohitahk ABCD on

romb; diagonaal BD=d; £BAD=a ja korgus AA1=H=—‘;— (joo-
nis 34). aadl |
Avaldada ja arvutada selle rooptahuka tdispindala.
Lahendus.
Piistrooptahuka tdispindala lei-

takse valemiga: B, C,
St =PH+2Q, |

kus P on pohja iimbermoot, H — :

rooptahuka korgus, @ — pohja pind- A t D

ala. Tadhistame pohiserva tdhega x, :

siis pohja iimbermoot P=4x ja I

rombi pindala Q=524 A TR #o

Rombi diagonaalide omaduse poh- ét,/—’>'<\
jal saame: A D

= Joon. 34.
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jarelikult

Al =4¢ ctg—;;
FrRAe 21
T — — e = ;
sin 2 2sin2 sin—-

d-dctg_j_ d3 ctg_;L

Q= = —s

Teades niiiid koiki elemente, milliseid on vaja réoptahuka
pindala arvutamiseks, leiame réoptahuka tdispindala:

242 ctg &
i d S E
T — —
9.ain g 2 sin &
2 2
d? . cos % £
2 a
4 i (14cos5-)=
sin & sin % 2
2 2
242 cos? &
d2 9 Q 4 2 a
sinT 2 sig s cos% 4

Vastus: Sr=dclg i;‘— ruutiithikut.
Arvutame rodptahuka taispindala, kui
d=2887 dm ja'a—75°20%
- =75°20":4=18°50",
Sroopt =25,872 - ctg 189507
lg S=21g 25,87+1g ctg 18°50
21g2587=2-1,4128=2,8256
1gctg 18°50"=0,4672

1g St =3,2028
St =1963 dm?.

V astus. Réoptahuka tadispindala on 1963 dm2.

Ulesanne 9,

tais-

Avaldada korrapdrase nelinurkse piiramiidi taispindala ja
ruumala, kui piliramiidi kiilgserv on / ja tipu juures asuv tasanurk
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a. Arvutada piiramiidi ruumala ja téis-
pindala, kui /=5 m ja a=13%5".

Antud: korraparane nelinurkne piira-
miid” SABGD - (joon. .. 35); SA=SB=
=SCESD -7 ~ja X ASB—v BSC—
=X CSD=ZDSA=aq.

Avaldada ja arvutada piliramiidi
ruumala V ja tidispindala S.

Lahendus.
Piiramiidi SABCD otsitay ruumala /"

on:
V= Sasca - S ehk V
Seega tuleb pliramiidi ruumala méadramiseks avaldada ruudu.

ABCD kiilg DC ja piiramiidi korgus {ilesande tingimustes antud
suuruste / ja o kaudu.

Tombame SKJ_DC Kuna kolmnurk SDC on vordhaarne, siis
DK= KC—— ja ZDSK=ZCSK= —-. Tadisnurksest kolmnur-

gast DSK saame: DK:l-sm—2~]a ]arellkult DC=21 sin%. Kor-
guse SO méidrame Pythagorase teoreemi abil kolmnurgast SOK;
SO=vSK2—O0K2. Kuid tédisnurkse kolmnurga DSK kaatet SK

vordub [ cos —g— ja OK=DK=[ sin -;—; jarelikult SO=

DC2 SO Joon. 35.

=12 cos2a7 —[2 sin2—;~ =/ \/cos a. Asetades ruumala avaldi-
ses suuruste DC ja SO asemele nende védidrtused, saame
V= —3—13 sin2 % Vcos a Piiramiidi tdispindala arvutamiseks

leiame:
St =2DC-SK+DC2=DC(2SK+DC). Asetades suuruste SK
ja DC asemele nende viaartused, saame:

St =21 sin—3- (2 cos =+ 2 sin —) =
B . a a " I s
= 40" sin —- (cos - + sin ) =

= 4[* sin %[cos + cos (90°—--) ]=

= 4 sin —- 2 cos 45° . cos (45°———-) =

= 4y'T12 sin - - cos (45°——-).
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Arvutame piiramiidi ruumala ja tdispindala, kui /=5 m ja
a=13°45'; - =6°52'

Vi 5‘3’0 sin2 6°52"\/cos 13°45.

lg V=1g 500—1g 3+2 Ig sin 6°52'+ - g cos 13°45".

1g 500=2,6990
—lg 3=1,5229

2 1g sin 6°52'=2,1552 lg 3=0,4771
—-lg cos 13°45'=T,9937

lg V=0,3708
V=2,348 ms.

Arvutame piiramiidi tdispindala:

Sp=4y 2 P sin% cos (45°— —-);

45° — - =45°—6°52=38°08’;
ST=4\/7-_25 sin 6°52’ - cos 38°08';
S;=100V/2 - sin 6°52’- cos 38°08’;
lg S;=lg 100+%lg 2+1g sin 6°5271+1g cos 38°08".
lg 100=2,0000
- g 2=0,1505
lg sin 6°52’'=1,0776
lg cos 38°08 =1,8957

lg S, =1,1238
S; =13.29 m2.

Vastus. Piiramiidi ruumala on —43— 3 siHQ% Vcosa ehk
2,348 m3. Piiramiidi tdispindala on

4 V2 I sin—- cos (45° ——-) ehk 13,29 m*.

Ulesanne 10.

Korrapdrase nelinurkse piiramiidi korgus A4 moodustab kiilg-
tahuga nurga a. Lébi piiramiidi pohiserva on juhitud tasapind,
mis on risti vastastahuga ja 16ikab seda. Arvutada selle tasa-
pinna poolt draloigatud piiramiidi ruumala (joon. 36).
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Lahendus.

Olgu SABCD antud piira-
miid, mille korgus. SO=h moo-
dustab kiilgtahuga nurga a.

Olgu tasapind, mis on juhi-
tud labi pohiserva AB, risti
kiilgtahuga SDC. Kuna AB||CD,
siis AB on paralleelne tasapin-
naga DSC (tasapinna ja sirge
paralleelsuse tunnuse pohjal).
LE on loiketasapinna ja kiilg-
tahu DSC 16ikejoon ning on
paralleelne pohiservaga AB
kui kahe tasapinna loikejoon,
kusjuures iiks tasapindadest
1dbib sirget, mis on paralleelne
teise tasapinnaga. Seepérast on
nelinurk ABLE trapets.

Tombame OF L DC ja juhime labi OF tasapinna SOF. Tasa-
pinna SOF l6ikejoon kiilgtahuga DSC on risti pohiservaga DC
kolme ristsirge teoreemi pohjal. Tasapind SOF on risti servaga
PC (DCL1LOF ja DC LSF).

Ulesande tingimuste pohjal on kahetahuline nurk SLEAB
tdisnurk. Tasapind SOF, mis loikab seda kahetahulist nurka, on
risti selle nurga servaga LE (tasapind SOF_L1DC ja DCILE)
ning seeparast ZSKM on kahetahulise nurga SLEAB joonnur-
gaks (nagu teada, voime kahetahulise nurga joonnurga saada
selle kahetahulise nurga loikamisel tema servaga ristuva tasapin-
naga). Selle kahetahulise nurga joonnurga arvuline suurus on
ZSKM=90° ja KM on trapetsi ABLE korguseks. Loikejoon SK,
mis on risti joontega LE ja KM, on risti ka 16oike tasapinnaga ja
seega on SK piiramiidi SABLE korguseks.

Sirged MK ja SO, mis asuvad tasapinnal SMF, 16ikuvad punk-
tis N.

NK on risti tasapinnaga DSC (NKLEL ja NKL1SK), ning
seepdrast piiramiidi korguse projektsioon asub joonel SF ja
£08F=q. '

Leiame piiramiidi SABLE ruumala.

iy —;— Sp+H, kus V on piiramiidi ruumala, S, — trapetsi

ABLE pindala ja H — piiramiidi korgus.

Joon. 36.

Joonise jérgi:

SR Y L
Vi i

- MK - SK.

Avaldame 16igud AB, LE, MK ja SK.
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Téisnurksest kolmnurgast SOF (SO on risti tasapinnaga
ABCD; SO 1 OF) saame:
OF=S0 tga=h-tga,

RO T R
R T
kuid OF on ruudu apoteem ja vordub ruudu kiilje poole plkku-
sega, seepdrast MF=AB=2h tg a.

Téisnurksest kolmnurgast MKF leiame:

KM=MF -sin (90°—a) =2k tg a-cos a=2h-sin q,
KF=MF -cos (90°—a)=2h tg a-sina.
Avaldame SK:

SK=SF—KF= _’f__zh tga-sin a=

STt—

He i __Qh‘sinz e s (1 — 2 sin?
Ccos a CosS a Cos a
" Avaldame LE.-ASLE~ADSC (kolmnurkade sarnasuse
lemma pohjal).
Kolmnurkade SLE ja DSC sarnasusest tuleneb, et

) h cos 2a
a | ———
cos a

Ble 58K L3 DEaSK
“he o w4 Bl g,
S iin h - cos 2a
. ga—v_——
EL= hwsa = 25 ig = vicos2a.
COoS a

Asetades 16ikude AB, EL, MK ja SK leitud vdirtused ruumala
valemisse, saame:

V:_I_.thga-{—?htga-cos?a.thina. ho- C08 20 0
3 2 cos a

__ 2h tg a (1 4 cos 2a)- 2k% sin a - cos 2a
A 6 cos a

8 to2q’ cos? 3 gin2
e 4h3 tg2a c;s a cos 2a i 4h3 sin 3a cos 2a kuupiihikut.

Vastus. Antud tasapinna poolt draldigatud piiramiidi ruu-

4h3sin? s 2 b
mala on —ﬂg—co—a kuupiihikut.

Plesanne 1L : v

Silindrisse, mille moodustaja on /, on kujundatud piiramiid
nii, et pliramiidi pohi asub silindri iihel pohjal ja piiramiidi tipp
silindri teisel pohjal (joon. 37).

Teades, et piiramiidi pohjaks on ruut ja pliramiidi kaks kiilg-
tahku on risti pohitasapinnaga ning kaks {ilesjddnud kiilgtahku
- moodustavad pohitasapinnaga nurga «, avaldada ja arvutada
pliramiidi tdispindala, kui /=38,12 cm ja a=48°46".
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Lahendus. D

Olgu SABCD nelinurkse silindri
sisse kujundatud piiramiid. Silindri
moodustaja on /. Piiramiidi pohjaks L
on ruut, mis asub silindri iihel f i W e
pohjal. Kuna piiramiidi kaks kiilg- B R s
tahku SAB ja SBC on risti pohita- / 4} \ s
huga, siis jarelikult on nende loike- r//J-f-’—‘:}F-—‘:—\).Q
joon SB, kui mingi kolmanda tasa- ’T/ 0" // >
pinnaga risti olevate tasapindade L o

loikejoon, risti  pohitasapinnaga.
Seega on SB piiramiidi korguseks.

Piiramiidi korgus iihtib silindri Joon. 37.
moodustajaga, sest silindri pohitasa-
pinnaga ringjoone punktist B saab juhtida teisele pohitasa-
pinnale ainult iihe ristjoone ja kuna {ilesandes on antud, et piira-
miidi tipp asub silindri iilemisel pohjal, siis SB=/.

Piiramiidi kaks {ilejddnud kiilgtahku SAD ja SDC moodusta-
vad pohitasapinnaga vordsed kahetahulised nurgad suurusega
a. Nendeks kahetahulisteks nurkadeks on nurgad SADC ja SCDA,
mille suurust o moodetakse nende nurkade joonnurkade suuru-
sega q.

Kahetahulise nurga SADC joonnurgaks on ZSAB. Téepoolest
AB 1 AD (ruudu kiiljed) ja kuna SA on kaldloik, mille projekt-
sioon AB1AD, siis kolme ristsirge teoreemi pohjal SA LAD.

Seega. nii SALAD kui ka AB1AD, jérelikult ZSAB on
kahetahulise nurga SADC joonnurk ja ZSAB=qa. Kahetahulise
nurga SCDA joonnurgaks on nurk SCB. Toepoolest, BC LCD ja
SC 1 DC, sest kaldloigu SC projektsioon on risti 16iguga DC,
seega kahetahulise nurga SCDA joonnurgaks on £SCB=a.

ASAB=ASBC, sest molemad kolmnurgad on tédisnurksed,
AB=BC, kui ruudu kiiljed ja kaatet SB on ithine. ASAD=ASBC,
sest kolmnurgad on tdisnurksed (SALAD; SCLCD), AD=DC,
kui ruudu kiiljed ja hiipotenuus SD on iihine.

Avaldame piiramiidi kiilgpindala, pannes tdhele, et piiramiidi
kiilgtahud SAB ja SCB ning SAD ja SDC on pindvordsed.

St =38, + 2Ssap + 2Ssaps kus

Sy on antud piiramiidi tdispindala,
S, —piiramiidi pohja pindala,
Ssap — kolmnurga SAB pindala,

Ssap — kolmnurga SAD pindala.
Jooniselt saame:
Sy= AB*+2- ABéSB e ADZ;AS 4"

= AB(AB+SB+AS). (1)
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Avaldame 1oigud AB ja AS teades, et SB=/.
Taisnurksest kolmnurgast ASB avaldame:

AB=I-ctg a; AS=

Asetades AB ja AS leitud vdirtused avaldisse (1), saame:

Sy=lctga(tgatit+—4—)=

sin a

P oclpa 2 ctg a 2
_—-s-l?l-a—-(cos o+ sin a+l)_Ta— (2 cos ——+
2 ctg @ - 2 cos L

e R a 2
—+ 2 sin - cos ) =
2 2 2sirx_g_-cosT

(cos ——+ sin —- )=

2

dai ¥ Ctga[cosi—{—cos(90°—i)]=
A 2 : 2
slﬂT

2 ctg a . 2cos 45° - cos (45° — %)

sin <
e

212 ctg a - cos (45"—%)
S 2 ruutiithikut.
Sin—2—

Arvutame piiramiidi tdispindala, kui /=38,12 cm ja a=48°46".

% =24°93'; 450 — % =45°—24°93' = 20°37’,

V238,122 ctg 48°46” cos 20°37’

sin 24°23’
lg S; =—5-lg 2+2 g 38,12+1g ctg 48°46'+
+1g cos 20°37"—Ig sin 24°23’,

S’r:

- lg 2= - -0,3010=0,1505,

21g38,12=2-1,5811=3,1622,
Ig ctg 48°46"=1,9427,

lg cos 20°37"=1,9713, o

—lg sin 24°23’=0,3842, lg sin 24°23’=1,6158

lg S¢ =3,6109
St =4083 cm2.



V astus. Piiramiidi tdispindala on

2 2 ctg a - cos (45° — 2
V i ( 2) ruutiihikut.

o a
sin ——
2
Kui /=38,12 cm ja a=48°46’, siis piiramiidi tédispindala on
4083 cm2.

Ulesanne 12.

Kerasse, mille raadius on R, on kujundatud nelinurkne piira-
miid. Piiramiidi iga kiilgserv moodustab pohitahuga nurga suu-
rusega ¢. Arvutada selle piiramiidi ruumala, kui pliramiidi poh-
jaks on ristkiilik, mille diagonaalidevaheline teravnurk on a
(joon. 38).

Lahendus.

Olgu SABCD kera sisse kujundatud
piiramiid. Kuna piiramiidi iga kiilgserv
moodustab pohitahuga vordse nurga, siis
kolmnurgad A0S, BSO, SCO, DOS on
vordsed (kaateti ja teravnurga jargi),
jdrelikult 1dbib piiramiidi korgus piira-
miidi pohja iimber joonestatud ringjoone
keskpunkti, s. t. 1dbib ristkiiliku diagonaa-
lide 16ikepunkti. Kuna {imberkujundatud Joon. 38.
kera keskpunkt asub piiramiidi pohitasa- ’
pinna ristjoonel (voi selle pikendusel), mis on tommatud 14bi
piiramiidi pohja iimber joonestatud ringjoone keskpunkti, siis
kera keskpunkt asub piiramiidi korgusel (voi selle pikendusel)
ja jarelikult punktid A, S, C ja O asuvad iihel tasapinnal — kera
suurringi tasapinnal.

- Avaldame piiramiidi ruumala V. Piiramiidi ruumala valemi
pohjal saame:

1

pliramiid —— 3 SP - b,

kus S, on piiramiidi pohja pindala ja # — piiramiidi korgus.
Kolmnurgast ASC saame: AS=2R sin ¢; kolmnurgast ASO aval-
dame AO ja SO. SO=AS-sin ¢=2R sin2¢; AO=AS -cos ¢=
2R . sm(p cos =R sin 2¢. Leiame pohja pindala. Diagonaalidega
AC ja BD jaotub ristkiilik neljaks pindvordseks kolmnurgaks;
avaldame iihe kolmnurga, nditeks AOB, pindala:

o SR —Q—AO-BO-sin a :TR-sin 2¢ + R - sin 2¢ - sin a =
:.L R? sin2 2¢ sin a.

Jérelikult pohja pindala

Sp=14 Spop=14" % R2 . sin? 2¢ sin a=2R?2 sin? 2¢ - sin a.

5 Matemaatika 65



Asetades S, ja h leitud vdartused piiramiidi ruumala vale-
misse, saame:

Vpl‘iramiid .

- 2R? sin2 2¢ - sin a + 2R sin2¢=

R3 sin2 2¢ - sin2g - sin a.

Ulesanne 13.

Arvutada poordkeha pindala, mis tekib kolmnurga ABC p&or-
lemisel iimber kiilje BC. Kiilg BC=a ja selle kiilje 1dhisnurgad
on B ja a.

On antud: BC=a, £ZB=a ja £C=p (joon. 39).

Leida S poordpind

Lahendus:

Kolmnurga po6orlemisel iimber iihe kiilje
tekib poordpind, mis koosneb kahe koonuse
killgpindala summast (Sxg + Sac)-

Seega saame:

S = Spp + Sacs

kuid Syg = ar - AB ja S)c = ar - AC,
kus r = AD.

Asetades S,z ja S,c viartused vale-
misse (1), leiame:

S=nar-AB+nr-AC=nar(AB+AC).
Taisnurksetest kolmnurkadest ABD.ja ACD leiame:

Apal 0 s A0
sin a sin B
millest
AD AD
S=nAD( sin a s sin g )- @)

Avaldame AD iilesande tingimustes antud suuruse BC=a
kaudu.

Kolmnurgést ABD saame:
BD=AD - ctg a,
kolmnurgast ACD saame:
~ CD=AD-ctgp.
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Liites liikmeti suuruste BD ja CD avaldatud vadrtused leiame:
BC=a=AD (ctg a+ctg ),

millest
a
AD = ctg a 4 ctg 8’
__ asin a sin B
o R

Tehes asenduse valemis (2), saame:

na sin a sin B a sin a sin 8 a sin a sin B

sin (a—B) sin a sin (a+pB) ' sin B sin (a+4B)
2 a? sin a sin 3 sin a—iQ-[? -c0aa;B
= sin® (a + B)

Vastus. Poordkeha pindala
a8 a— B
2

cos
v/

27 a? sin «a sin B sin

sin® (a + 8)

D=

Ulesanne: 14

Kolmnurgas ABC on nurk A niirinurk, kiillg BC=2a, kiilg
AC=a ja £ZC=a. Avaldada selle kolmnurga pdorlemisel tekki-
nud poéordkeha ruumala, kui kolmnurk poorleb {imber telje, mis
14bib selle kolmnurga tippu C, on risti kiiljega AC ja asub kolm-
nurga ABC tasapinnas (joon. 40).

Antud: :
AC=a; BC=2a £C=a ja ACLMN.
Avaldada Vp(iérdkelm :
Lahendus. M

Otsitava ruumala moodustab kahe ruum-
ala — tiivikoonuse ABB;C ruumala (V;) ja
tdiskoonuse B{BC ruumala (V3) vahe.
Tiivikoonuse ruumala

V.~ ";’ (R2+r2+Rr),

kus R=BB;; r=AC ja H=B,C. Jirelikult

V=28 (B2 AC* + AC - B,B).
Taiskoonuse ruumala:
B ﬂRzH el ﬂBBlz . CBl
Vi 3 = 3 )



Viljendame suurused R, r ja H antud suuruste kaudu. Tdisnurk-
sest kolmnurgast CB;B, kus ZBCB;=90°—a ja kiilg CB=2a,
leiame:
H=CB{=2acos (90°—a) =2a sin q;
R=BB;=2asin (90°—a) = 2a cos a.

Asetades saadud vaadrtused poordkeha ruumala valemisse,
saame:

V=Vi— V=2l R+ P+ R —R) =T (P +R)=

3
- w2a sin a, o 9 __ 2nma®sin a P
=——3— (a* + 2a® cos a)_—3—(1+2 cos a)=
:—;;—.7!’3 sin a (cos 60° 4 cos a) =
8

=5 wa® sin a cos (30° 4+ —;—)cos (30°— Qi).

Vastus. Poordkeha ruumala

8

V= —= na3sina cos (30°+ —g—) cos (30°— %),

ALGEBRA

Teema 6.

- Progressioonid

Arvujdrjendi moiste. Arvujérjendi iildliikme valem.

Aritmeetiline progressioon kui {iks lihtsamatest arvujdrjendi-
test. Aritmeetilise progressiooni iildliikme ja summa valem.

Aritmeetiline keskmine.

Geomeetriline progressioon. Geomeetrilise progressiooni iild-
liikme ja summa valem. Geomeetriline keskmine. Koonduv geo-
meetriline progressioon.

Kirjandus

Kalnin. VIII ptk, § 89—101; harjutused: VIII ptk, nr. 1, 2, 3, 4, 5, 10,
12, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 31, 34, 35, 37, 39; 40, 42, 43.

Kisseljov. Algebra, II osa, § 73—88.

Laritsev, II osa, nr. 854, 855 (1, 2, 3, 4, 5), 861 (1, 2), 862 (1, 2), 869, 872
(1, 2), 873 (1, 2), 874 (1, 2), 877, 878, 881, 888, 896, 897, 904, 918 (1, 2),
919 (1, 2), 920 (1, 2), 924, 928, 929, 937, 938, 939, 940, 968, 970, 972;
973, 975, 976.
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: Saposnikov ja Valtsov, II osa, XV ptk, 6, 1, nr. 15, 17, 19, 21, 23,
25, 30, 32, 33, 35, 45, 53, 62; § 2, nr. 76, 80, 82, 84, 86, 88, 92—97, 100,
101, 113, 114, 115, 116, 120.

METOODILISED JUHENDID

Arvujarjendi moiste ja teoreetiline materjal arvujérjendite
kohta on toodud R. A. Kalnini algebra 6pikus tehnikumidele, kuid
moningaid andmeid arvujirjendite kohta voib leida ka A. P. Kis-
seljovi geomeetria Opiku I osas, § 227, kus aga materjal on too-
dud vidga kokkusurutult; seepdrast anname lisajuhendeid kédes-
oleva teema labitootamiseks.

Arvujirjendiks nimetatakse arvude nummerdatud hulka, kui
arvud on jdrjestatud nende numbrite kasvamise jarjekorras.

Niiteks arvude kogumik

1
D AP R g — .-

cBas A 40P Sk

kujutab endast arvujdrjendit.
Tavaliselt kirjutatakse arvujérjend iildkujul ]argm1selt

O Q5 Qa5 M. i v 5nyniis a

Numbrid 1, 2, 3, 4 tdhe a juures nditavad koha jérjekorra
numbrit, kus asetseb vastava arvujirjendi liige. Arvujirjendi
kohanumber mééarab tédielikult selle liikme: see tdhendab, et arvu-
jarjendi liikme suurus on kohanumbri funktsioon.

Sageli antakse valem, mis véljendab arvujérjendi liikme (a,)
soltuvust tema argumendist (n). Paigutades suuruse n asemele
arvud naturaalarvude reast, saadakse vastavad arvujdrjendi liik-
med.

Valemit, mis kujutab endast arvujdrjendi moodustamise sea-
dust, nimetatakse «arvujdrjendi iildliikme valemiks». Kui néiteks
arvujdrjendi iildliige véljendub valemiga:

n
n—+1"7
siis arvujarjend kirjutatakse jargmiselt: :

SRR RN S
B R TN SN
kui arvujirjendi iildliige vdljendub valemiga:

=20 — 1

a,—

siis arvujérjend on:
89, 0267800

69



Kuid mitte igal arvujirjendil pole iildliikme valemit.  Nii nai- °
teks arvujirjendil 2, 3, 5, 7, I'l..... ei ole iildliikme valemit.
Samuti puudub {ildliikme valem ka arvujirjendil, mille moodusta-

vad ligikaudsed kiimnendmurrud puudusega avaldisest v2; 1; 1,4;
1,41; 1,414; ...

Néideteks arvujarjenditest on ka aritmeetiline ja geo-
meetriline progressioon. Anname aritmeetilise prog-
ressiooni definitsiooni R. A. Kalnini 6piku jdrgi, mis erineb mone-
vorra Kisseljovi opikus antud vastavast definitsioonist. Aritmee-
tiliseks progressiooniks nimetatakse arvujdrjendit, milles iga
jargnev liige saadakse eelnevast, kui liita sellega iiks ja sama
progressiooni vaheks nimetatav arv.

Aritmeetilise progressiooni definitsioonist jédreldub, et prog-
ressiooni vahe leidmiseks tuleb progressiooni mis tahes liikmest
lahutada temale eelnev liige; see jdreldus on vajalik {ilesannete
lahendamisel.

Kédesoleva teema ldbitootamiseks soovitatud kirjanduses on
aritmeetilise progressiooni teoorias tuletatud kaks valemit: {ild-
liikme valem ja aritmeetilise progressiooni liikmete summa valem,
millised seovad jdrgmisi suurusi: aritmeetilise progressiooni esi-
mest liiget a, viimast liiget a,, progressiooni liikmete arvu n, prog-
ressiooni vahet d ja progressiooni n liikme summat S,. Ulesan-
nete lahendamise pohimote aritmeetiliste progressioonide kohta
seisneb selles, et nende valemite abil arvutatakse kolme antud
suuruse kaudu {ilaltoodud viiest suurusest kaks {ilejadnud suu-
rust. Ulesannetes, kus pole antud progressiooni viimast liiget,
saab liikmete summa leida kolmanda valemi abil, mis saadakse
progressiooni liikmete summa valemist, kui viimane liige as
asendada tema vadértusega esimese liikme, progressiooni vahe ja
liikmete arvu kaudu.

Toome selle valemi:

See valem on tuletatud R. A. Kalnini algebra opikus. Tuleb
tdheldada, et aritmeetilise progressiooni mis tahes liige on temale
eelneva ja temale jiargneva liikme suhtes aritmeetiliseks kesk-
miseks. Nditeks progressioonis 2, 6, 10, 14, 18, 22 teine liige vor-

10418
=

dub #.:6; kolmgs liige e t s 10, neljas liige

==uld jne;

Geomeetrilise progressiooni defineerime jargmiselt:

Geomeetriliseks progressiooniks nimetatakse niisugust arvu-
jarjendit, milles iga liige vOrdub eelneva liikme ning iihe ja
sama antud arvujdrjendi jaoks jddva arvu korrutisega. Seda
arvu, millega tuleb eelnevat liiget korrutada, et saada jargnev
liige, nimetatakse progressiooni teguriks.

Geomeetrilise progressiooni definitsioonist jéreldub, et geo-
meetrilise progressiooni teguri leidmiseks tuleb progressiooni mis
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tahes liige jagada temale eelneva liikmega. Seda jdreldust on
vaja iilesannete lahendamisel.

Kéesolevas teemas soovitatud kirjanduses on geomeetrilise
progressiooni teoreetilises osas tuletatud kolm valemit: geomeet-
rilise progressiooni iildliikme valem ja kaks valemit geomeetrilise
progressiooni n liikme summa kohta — {iks kasvava progressiooni
puhul, teine kahaneva progressiooni puhul. Need valemid seovad
geomeetrilise progressiooni esimest liiget @, viimast liiget a.,
progressiooni tegurit ¢, liikmete arvu n ja progressiooni n liikme
summat S,. Ulesannete lahendamise pohimote geomeetriliste
progressioonide kohta seisneb selles, et nende valemite abil arvu-
tatakse kolme antud suuruse kaudu iilaltoodud viiest suurusest
kaks iilejddnud suurust. Tuleb pdorata tdhelepanu sellele, et
geomeetrilise progressiooni mis tahes liige on temale eelneva
ja temale jdrgneva liikkme suhtes geomeetriliseks keskmiseks.
Niiteks geomeetrilises-progressioonis 1, 3, 9, 27, 81, 243 ... kol-

mas liige vordub V/3:27=9, neljas liige V9 -81=27 jne.

ULESANNETE LAHENDAMISE NAITEID
Ulesanne 1.

Aritmeetilise progressiooni neljanda ja kiimnenda liikme
summa on 44 ning teise ja viieteistkiimnenda liikme summa 53.
Leida progressioon.

Antud: ;
as+a;0=44 (1)
as+ay;5=>53 (2)
Leida progressioon.

Lahendus.

Téhistame aritmeetilise progressiooni esimese liikme siimbo-
liga a, ja progressiooni vahe siimboliga d.

Kasutades iildliikme valemit saame:

a4=a1+3d', A10=0Q4 +9d,
as=ay+d; a;s=a,+ 14d.

Asetades need véddrtused vordustesse (1) ja (2):
2a,+12d=44
ehk
a,+ 6d=22 (3)
2a;+ 15d =53 (4)

Lahendame siisteemina vorrandid (3) ja (4). Vorrandist (3)
leiame ay=22—6d. Asetame a; védirtuse vorrandisse (4) saame:

44—12d +15d =53,
millest d=3; a;=22—6-3=4
V astus. Otsitav progressioon on 4; 7; 10; ...
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Ulesanne 2.

Geomeetrilise progressiooni kolmanda ja esimese liikme vahe
on 24 ning viienda ja esimese liikme vahe 624.
Leida progressiooni kuue esimese liilkme summa.

Lahendus.

Tahistame progressiooni esimese liilkme tdhega a; ja progres-
siooni teguri tdhega ¢; siis saame progressiooni: a; ag; aq?; ags . . .
Ulesande tingimuste pohjal on progressiooni kolmanda ja esimese
liikme vahe 24, jarelikult

ag2—a=24 (1)

ja progressiooni viienda ja esimese liikme vahe 624, jarelikult:
agt—a=624 (2)
Lahendame saadud vorrandsiisteemi:
ag?—a= 24
agt—a=624

Toome molemas vorrandis a sulgude ette ja‘jagame liikmeti
teise vorrandi esimesega (mérgime, et g=1), saame:

a(g2—1)= 24
a(gt—1) =624
a(qgt—1 . 624
a(g2—1) — 24

Siit ¢24-1=26; ¢2=25; g;=5 ja ga=—05.

Asetades ¢ véirtuse vorrandisse (1), leiame: a(25—1) =24,
a=1. '

Kuna g= =5, siis saame kaks geomeetrilist progressiooni I; 5;
25; 125;... ja 1; —5; 25; —125; . ..

Progressiooni esimese kuue litkme summa leidmiseks tuleb
leida progressiooni kuues liige: ag=ag5=1: (£5)5=+3125.

Esimese progressiooni kuue esimese liilkme summa on

R e R T S
Sey=—F%—7—=—7— = 3906.
Teise progressiooni kuue esimese liikme summa on
o ke BRI ) R SR e
Sy = e g =—g g =——¢ = — 2604

Vastus. Geomeetrilise progressiooni kuue esimese liikme
-summa on kas 3906, voi —2604.

Olesanne 3.

Geomeetrilist progressiooni moodustava kolme esimese liikme
summa on 42. Kui selle progressiooni esimesest liikmest lahutada
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2, teine liige jatta muutmata ja kolmandast liikmest lahutada 4,
siis saame arvud, mis moodustavad kasvava aritmeetilise progres-
siooni. Leida antud geomeetrilise progressiooni esimese viie liikme
summa.

Lahendus.

Tahistame geomeetrilise progressiooni esimese liikme tidhega a
ja teguri tdhega g, siis saame progressiooni a; ag; ag?; aqs; ...
Kuna geomeetrilise progressiooni esimese kolme liikme summa
on 42, siis saame vorrandi: a+ag+aq2=42.

Muutes iilesande tingimuste kohaselt geomeetrilise progres-
siooni liikmete suurust, saame liikmed, mis moodustavad aritmee-
tilise progressiooni: a—2; agq; ag2—4. Aritmeetilise progressiooni
liilkmete omaduse pohjal leiame

a— 2 + ag®> — 4
ag= 5 ¢

Lahendame saadud siisteemi:

a+ ag+aq2=42,
a—2aq+aq2= 6.

Toome molemas vorrandis a sulgude ette ja jagame liikmeti
esimese vorrandi teisega:

a(l4+ g+q2) =42
a(l1—2g+q¢%) = 6
il pegerfagal s 4D
@ AL 20 ) T
Millest: 1+g+¢2=7—14¢+742,
6g2—15g+6=0
2¢2—159+6=0
g1=2
1
o =r5s

Lahend ¢= _} ei rahulda, sest sel juhul saame kahaneva geo-
meetrilise progressiooni ja muutes saadud geomeetrilise progres-
siooni liikmete suurust {ilesande tingimuste kohaselt, saame kaha-
neva aritmeetilise progressiooni, mis on aga vastuolus iilesande
tingimustega, kus oli antud, et aritmeetiline progressioon peab
olema kasvav.

Seega g=2.

Leiame a:
st 6% B Y

Otsitav geomeetriline progressioon on 6; 12; 24; 48; 96.

a 6.

73



Leiame selle progressiooni viie esimese litkme summa:

ih B e Wt RS e
Sy= 5= =186,

Kontroll

On antud geomeetriline progressioon 6; 12; 24; ... kolme esi-
mese liikme summa on 6+ 12+24=42. Muutes iilesande tingi-
muste kohaselt kolme esimese liikme suurust, saame arvud: 4; 12;
20; s. t. arvud, mis moodustavad kasvava aritmeetilise progres-
siooni, progressiooni vahega 8.

Vastus. Antud geomeetrilise progressiooni viie esimese
liikkme summa on 186.

Kontrollkiisimusi

Mida nimetatakse arvujarjendiks?
Mida nimetatakse arvujérjendi iildliikme valemiks?
Kas koikidel arvujarjenditel on iildliikme valem?
. Missugust arvujarjendit nimetatakse aritmeetiliseks prog-
ressiooniks?

5. Nimetage aritmeetilise progressiooni liikmete omadused.

6. Kirjutage aritmeetilise progressiooni iildliikme ja liikmete
summa valem ning sonastage need.

7. Kuidas on aritmeetilise progressiooni vahe kaudu voimalik
mdiidrata, kas aritmeetiline progressioon on kasvav voi kahanev?

8. Missugust arvujédrjendit nimetatakse geomeetriliseks prog-
ressiooniks?

9. Nimetage geomeetrilise progressiooni liikmete omadused.

10. Kirjutage geomeetrilise progressiooni {ildliikme ja liik-
mete summa valemid ja sonastage need.

11. Kas saab geomeetrilise progressiooni teguri jargi méaéa-
rata: on geomeetriline progressioon kasvav voi kahanev?

12. Kas voib aritmeetilise v0i geomeetrilise progressiooni
moni liikmetest olla null?

oo =

KONTROLLTOO NR. 8
Esimene variant

1. Piistrooptahuka pohjaks on romb. Rodptahuka diagonaalid
moodustavad pohitasapinnaga nurgad o ja B.

Rooptahuka korgus on 4. :

Avaldada ja arvutada rooptahuka ruumala, kui a=>55°, p=39°
ja h=0,18 m.
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2. Kolmnurkse piiramiidi kaks kiilgtahku, mis moodustavad
teineteisega nurga a, on vordhaarsed tdisnurksed kolmnurgad,
mille hiipotenuusi pikkuseks on b. Avaldada ja arvutada piiramiidi
ruumala kui 6=10,25 dm ja a=47°32".

3. Kolmnurk ABC, mille niirinurk ZA=a ja £ZB=f, poorleb
iimber kiilje AB=c.

Avaldada ja arvutada poordkeha ruumala, kui ¢=10,25 dm,
a=112°15" ja p=33°25".

4. Kera sisse, mille raadius on R, on kujundatud korrapédrane
nelinurkne piiramiid. Selle piiramiidi kiilgserv moodustab korgu-
sega nurga a. Avaldada ja arvutada piiramiidi ruumala, kui
R=12,75 dm ja a=36°28".

5. Aritmeetilise progressiooni kiimnes liige on 4 ja {iheksa-
teistkiimnes liige (—32). Mitu liiget peab progressiooni algusest
votma, et liikmete summa oleks 180?

6. Kolme arvu summa, mis moodustavad aritmeetilise prog-
ressiooni, on 12. Kui nendele arvudele liita vastavalt 1, 2 ja 6, siis
saadakse geomeetrilist progressiooni moodustavad arvud. Leida
selle geomeetrilise progressiooni seitsmes liige.

Teine variant

1. Piistrooptahuka pohjaks on romb, mille teravnurk on a.
Rooptahuka vidiksem diagonaal on d ja moodustab pohitasa-
pinnaga nurga p. Avaldada ja arvutada rooptahuka ruumala, kui
d=20,4 m; a=37°40" ja p=65°20".

2. Piiramiidi pohjaks on vordhaarne kolmnurk ABC haaraga
a ja tipunurgaga a. Selle piiramiidi koik kiilgservad on oma-
~ vahel vordsed. Kiilgtahk, mis 1dbib kolmnurga ABC alust, moodus-
tab pohitahuga kahetahulise nurga B.

Avaldada selle piiramiidi iimber kujundatud koonuse ruumala.

Arvutada koonuse ruumala, kui a=28,3 cm; a=54°20" ja
$=65°32’.

3. Silindrit 14bib silindri teljega paralleelne tasapind, mis
16ikab silindri pohjast kaare suurusega a. Avaldada I6ike pind-
ala, kui pohja raadius on R, ja sirgloik, mis iithendab silindri pohja
keskpunkti antud kaarele toetuva kodlu keskpunktiga silindri tei-
sel pohjal, moodustab pohitasapinnaga samuti nurga a. Arvutada
16ike pindala, kui R=10,05 dm ja a=73°12".

4. Avaldada kera sisse kujundatud korrapirase nelinurkse
piiramiidi kiilgpindala, kui kera raadius on R ja piiramiidi tipu
juures olev tasanurk on a. Arvutada piiramiidi kiilgpindala, kui
R=0,8203 m ja a=70°14".

5. Aritmeetilise progressiooni neljas liige on 9 ja iiheksas liige
on (—6). Mitu liiget peab progressiooni algusest votma, et liik-
mete summa oleks 54?
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6. Kolme arvu summa, mis moodustavad kasvava aritmeeti-
lise progressiooni, on 15. Kui esimesest ja teisest arvust lahutada
iiks ja kolmandale arvule liita {iks, siis saadud kolm arvu moodus-
tavad geomeetrilise progressiooni. Leida selle geomeetrilise prog-
ressiooni kaheksas liige.

Kolmas variant

I. Piistr6optahuka pohjaks on romb, mille iimbermdot on P
ja teravnurk a. Tasapind, mis on juhitud 14bi {ihe pohja suurema
diagonaali ja teise pohja niirinurga tipu, kujutab endast téis-
nurkset kolmnurka. Avaldada ja arvutada rééptahuka ruumala, kui
P=440,3 dm ja a=34°15".

2. Korrapdrase nelinurkse piiramiidi sisse on kujundatud
koonus nii, et koonuse pohi asub piiramiidi pohjal ja koonuse tipp
ihtib piiramiidi tipuga. Avaldada koonuse tdispindala, kui piira-
miidi pohiserv on a ja piiramiidi kiilgtahk moodustab pohitahuga
nurga o. Arvutada koonuse tédispindala, kui @=83,75 dm ja
a=73°22".

3. Silindrit 14bib silindri teljega paralleelne tasapind, mis 16i-
kab silindri pohjast kaare suurusega a. Loike diagonaal d moodus-
tab silindri pohjaga nurga p. Avaldada silindri ruumala. Arvutada
silindri ruumala, kui d=15,72 dm; a=52°26’ ja p=84°28’.

4. Kerasse raadiusega R on kujundatud korrapédrane kolm-
nurkne piiramiid. Arvutada piiramiidi ruumala, kui piiramiidi
kiilgserv moodustab pohitahuga nurga a. Arvutada piiramiidi
ruumala, kui R=10,75 dm ja a=68°27".

5. Aritmeetilise progressiooni neljas liige on 10 ja seitsmes
liige 19. Mitu liiget tuleb progressiooni algusest votta, et liikmete
summa oleks 145?

6. Kolme positiivse arvu summa, mis moodustavad kasvava
aritmeetilise progressiooni, on 27. Kui koige vdiksemast arvust
lahutada 4, koige suuremale arvule liita 16 ja keskmine arv jétta
muutmata, saame kolm arvu, mis moodustavad geomeetrilise
progressiooni. Leida selle geomeetrilise progressiooni kuues liige.

Neljas variant

1. Avaldada risttahuka ruumala, kui risttahuka diagonaal d
moodustab risttahuka pohjaga nurga a ja risttahuka pohja diago-
naalide vaheline teravnurk on B. Arvutada risttahuka ruumala, kui
d=26,38 dm; a=42°54" ja p=34°12".

2. Kerasse raadiusega R, on kujundatud nelinurkne piiramiid.
Selle piiramiidi iga kiilgserv moodustab pohitahuga nurga .
Avaldada piiramiidi ruumala, kui ta pohjaks on ristkiilik, mille
diagonaal moodustab pikema kiiljega nurga a.
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Arvutada piiramiidi ruumala, kui R=20,25 dm; p=69°20" ja
a=25°10".

3. Vordhaarne kolmnurk, mille alus on a ja tipunurk a, poor-
leb iimber sirge, mis asub kolmnurga tasapinnas, 1dbib kolmnurga
tippu ja on risti kolmnurga alusega. Avaldada péordkeha ruumala.
Arvutada poordkeha ruumala, kui a=50,75 cm ja a=53°40".

4. Koonuse pohjaks oleva ringi sisse on kujundatud ruut
kiilje pikkusega a. Tasapind, mis ldbib koonuse tippu ja iihte
ruudu kiilgedest, kujutab endast Io6ikumisel koonuse pinnaga
kolmnurka, mille tipunurk on «. Avaldada koonuse ruumala.
Arvutada koonuse ruumala, kui a=13, 45 cm ja a=63°52’".

5. Aritmeetilise progressiooni kolmas liige on 9 ja kiimnes
liige (—12). Mitu liiget tuleb votta progressiooni algusest, et liik-
mete summa oleks (—18)?

6. Kasvav aritmeetiline progressioon koosneb viiest liikmest,
kusjuures progressiooni ddarmiste liikmete summa on 20 ja nende
liikmete korrutis 84. Leida sellise geomeetrilise progressiooni
kiimne esimese liilkme summa, kui geomeetrilise progressiooni esi-
mene liige vordub antud aritmeetilise progressiooni esimese liik-
mega ja teine liige sama aritmeetilise progressiooni neljanda liik-
mega,
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