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Lugejale.

1. Lugeja #rgu rahuldugu raamatu lugemisega. Temas.
esitatud ainet saab lugeja omaks teha ainult siis, kui ta
tihelepanelikult mottekdiku jalgib ja iseseisvalt
samm-sammult koik tarvilikud arvutamised ja graafilised
konstruktsioonid teostab; raamatus antud seletused tahavad
lugejat selles to0s juhtida.

2. Selle raamatu ldabitootamise el drgu piitidku lugeja teda
ira oppida, vaid katsugu iga asja kohta, millest ridgitakse, iga
lause motte, iga tehte kohta endale muretseda tédis selgus.

8. Lugeja puiidku mottekdikusid, milledest ta aru saanud, sele-
tada oma sonadega, valvaku aga piinlikult, et sonad mot-
tele vastaksid, :

4, Eelduseks arusaamiseks selles raamatus kisitatud ainest on
koige lihtsamate elementaarmatemaatika osade tundmine.
Oleks soovitav, et lugeja kohtadel, kus see nimetatud, vaevaks votaks
iht voi teist agja analtiiitilisest geomeetriast meelde tule-
tada. Autor on endale lubanud siiirastel kordadel nimetada markusega
T. a. g. p. vastavaid kohti oma raamatukesest: ,Tasapinnalise
analiiitilise geomebtria pohijooned“.

5. Ulesanded selles raamatus pole midratud ei pea murdmi-
seks ega lahenduse leidmiseks, vaid jirelemotlemiseks
jalédbitéotamiseks, Lugeja tehku seda hoolsalt, andes endale
tiit aru igast, ka koige vihemast toimetusest. o

6. Kui arvatamistes, nonda ka jooniste, valmistamisel pidagn
lugeja kindlat korda ja piinlikkn puhtust. Ainult korra-
pédrane ja puhas t606 toob roomu. 3
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Saatesona.’

1. See raamat peab tema lugejat sisse juhatama teaduse-
valda, mis kannab matemaatilise analiiiisi nime. Selle tea-
duse alaks on muutuvuse nurimine ja tema eesméargiks
on muutuvuses jidva seaduse leidmine. See teadus seob
suurusi fiiksteisega, ta otsib nende vastavust, ta wurib
nende olenevust teineteisest ja maédrab nende rippuvuse
isedrasused. ;

2. Funktsionaalsuse idee on selle teaduseala valitseja.
Uhiselt moistetega, mis temast vilja vorsunud, on tema loodud suure
siindimise kirjeldamiseks: looduse uurimise mdouetest on
suurem osa matemaatilise analiitisi moisteid valja
kasvanud. Ja tema nahtuste teraval vaatlemisel ja nende
kdigu jalgimisel on nad valminud. Nonda nad valmivad ka
selles raamatus. Ma olen piifidnud mitte anda juba valmis
kujus moisteid ja metoode, vaid olen katsunud lugejat juh-
tida geneetilis:1t nende juurde Kord kiipseks saanud,
rakendatakse nad uurimistoo riistana. See tee on ainus,
mis viib tervele arusaamisele sest suurest mottest,
mis peitub funktsionaalsuse idees ja voimsalt va-
litseb ja juhib koike meie vaimutood. See tee kinnitab
palju paremini usku matemaatilise analiiiisi mottesiinnituste toesse
ja mende viljakusse, kui pikk viidete ja toestuste rida.

3. Selles raamatus on tarvitatud graafilist metoodi laie-
malt kui Giheski teises sama ulatusega. Selle metoodi tahtsus ei
seisa mitte ainult selles, et ta on voimsaks uurimise abinocuks,
et ta meile nditlikuks teeb abstrakised moisted, et ta nii
voimsalt elustab voib olla muidu viithe kuivi mottekaikusid,
vaid koige pealt sclles, et puhtad tapsad graafilised kuju-
tused meis ératavad sunrel moodul koige heledamat
roomul ROOm aga on tooviljakuse peatingimuseks,
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4. Ma olen katsunud iga asja nimetada digenimega.
Nii siis puuduvad minu raamatus ,]0pmata viiikesed arvud«
Miski ei raskenda arusaamist ndonda, kui sona, mis
ei vasta mottele! Meil esinevad siin ainult ,13pmata vihe-
nevad arvud®. Ei saa selles raamatus ka tanz l6pmatu suu-
reks — kiill aga voib ta kasvada 10pmata. Uks mate-
maatika Opetamise piilietest olgu ikka tapsa motle
mise harimise kdrval nédidata ka tipsat sona tar-
vitamist!

Ma ei ole endale lubanud kujutada n#htuse kiiku pideva
murdjoonena, kus tema kujuks peab olema katkev trepi-
kujuline joonis. Ka on kindlasti lahus hoitud mdisted
Hdunktsiooni vddrtus tipis #=a* ja ,funktsiooni piir
z-i l0pmatul ldhenemisel tédpile a“ Ainult ndonda
moisteid Jahus hoides on voimalik pdiseda suurest
mottesegadusest, millesse nii monigi raamat viib oma lugejaid.

(5> Ma pean lubamatuks oOpetada lugejat peadpdtritavaid
avaldusi differentsima ja leidma samasuguseid integraale. Ma ei
lahenda ka {ibtki nendest keerulistest piiri leidmise iilesannetest, mis
kuskil peale vanade iilesannete-kogude ei esine. Kallist aega ei
tohi vaimu kurnamiseks tarvitada!

6. Kbike seda pole ju ka sugugi tarvis. Juba
koige lihtsamate analiiiisi valemite abil on voima-
lik lahendada nii véiga palju huvitavaid kiisimusi.
Nendest ei ole siis ka puudust minu raamatus; ja nende jaoks ma ei
olnud kckkuhoidlik ruumiga. Raamat on sellepdrast vihe suuremaks
kasvanud, kui esiotsa oli arvatud. Loodan aga, et tema libitootamine
selle tottu ainult kergeneb. Miski ei mdoju matemaatika
Opetamisel nii halvavhlt, kui tema elusa sisu ette-
kandmine &rakuivanud ja surnud kujus!

7. Selles raamatus leidub nii ‘mondagi asja, mida palju
aega enne matemaatilise analiilisi Opetamist voiks ja tuleks
kisitada. Praegusel Kooli uutele radadele asumise ajal ei arvanud
ma vdimaliku olevat nende kiisitamist dra jatta. Materjali korral-
dus, mis mind rahuldaks, liheb mul vahest ehk korda, kui ma oma
ammuaegse soovi teéostan, moodsat elementaarmatemaatika oOpperaa-
matut kirjutada, mis vastaks uutele nduetele, uutele iilesannetele.

8. Kéesolev raamat on ndnda kirjutatud, et temast vabalt moned
osad voib vidlja jdtta ja nende asemele teisi temast votta.
Sellega on piilitud voimaldada seda vabadust, mis igal koolimehel
peab olema. Kui ma midagi temale siidame peale tohiksin panna,
siis on see soov, et ta pancks koige suuremat rohku pohi-
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moistete ja pohi-mottekdikude seletamise ja selgi-
tamise peale ja et ta nouaks piinlikku korda ja
pubhtust ulesannete numbrilisel ja gl aafilisel labi-
tootamisel.

9. Paljude kiisimuste kiisitlus liheb lahku sellest, mis senini esita-
tud elementaarseis Opperaamatuis. Selle pohjuseks ei ole mitte minu ise-
meelsus, vaid kogemused, mis ma korjanud oma seitsmeaastases
Oppetegevuses. Selle aja jooksul. olen ma nii monelegi’sajale noor-
mehele matemaatilist analiiiisi Opetanud ja palju harjutusi selles aines
juhatanud. Selles raamatus esitatud ainek#@sitlus on valmi-
nud mitte kirjutuselaua taga, vaidigapaevases voit-
luses eelarvamistega, motteliste raskuste ja arusaamatustega.

10. Argu otsigu lugeja sellest raamatust tea-
dusYikku siisteemi tuhandete viidete ja toestustega! Esimeseks
tutvustamiseks ainega pole voimalik teda nonda késitada. Ma usun
kindlasti, et selge arusaamine sest ainest nouab enam
toe niitlikku seletust kui tema kuiva toestust.

Ma ei kahtle selle juures, et nii mitmeltki poolt minu metoo -
dilise seisukoha vastu vaidlem a hakatakse, FEriti nende poolt,
kes arvavad, et koike on voimalik ja tuleb toestada.
Sellele ma sean vastu kolm jargmist viidet:

1) Matemaatilisele toele joudmiseks on kaks teed: intui-
tiivne ja aksiomaatiline. Kui teaduse arenemises nonda ka
opetamises on esimene teisest viljarikkam olnud.

2) Nendele, ke]lgl and abstraktseks motlemiseks puudub, teeb
aksiomaatiline motlemine filesaamata raskusi: teistelt nouab
ta kauakestvat erilist vaimu éelharidust.

3) Matemaatika Opetamise reformimine nouab Kkéskivalt
intuitsiooni harimist: matemaatika OGpetamine &rgu
olgu ainult jarjekindla motlemise harjutamiseks;
ta piiidku kasvatada‘elusat ettekujutust abstrakt-
setest moistetest, milledeta eksaktne motlemine
voimatu; ta piitidku dratada jaidvat voimsat mate-
maatilist tunnet! '

11. Ma tean, et raamatu tarvitamisel nii monigi tema puudus
ilmsiks tuleb, julgen aga loota, et ta peajoontes kiips on ilma
saatmiseks. Ma palun koiki selle raamatu hoolsaid lugejaid, isedranis
aga koolimehi, kes ta tarvitusele votavad, koikidest vigadest,
mis nende silma puutuvad, ja igast soovitavast muudatusest
mulle lahkesti teatada. Utlen nendele ette oma siidamlikuma ténu.

12, Ma volgnen palju tdnu koikidele, kes mulle pole keelnud
oma abi selle raamatu valmisseadmisel :



Meie Tartu Ulikooli Eesti keele lektorile J. V. Veski’le tema
lopmata vaeva eest, mis ta raamatu keelelisel parandamisel ja korrek-
tuuride lugemisel ndinud, ja tema alatise lahkuse eest, millega ta on
mind iile aidanud koigist keelelistest raskustest;

Tartu Ulikooli ilmajaama juhatajale C. Koch'ile, tema lahke
loa eest termograafi negatiivi tarvitada ;

Tartu poeglastegimnaasiumi direktorile K. Treffner’ile nii
mitme mitme mirkuse eest raamatu kisikirja kohta

ja oma abikaasale tema suure abi eest jooniste valmis-
tamisel.

Ma ei saa ka tinamata mooda minna k./ii. ,Looduse“ tegelikust
juhatajast H. Minnik'ust ja Mattiesen’i triikikoja juha-
tusest, kes vastuvaidlemata on joudu mooda vastu tulnud koigile
minu soovidele.

13. Ta ldheb niiiid ilma, minu raamat. Kergendagu ta
meie noorsoole, kellele ta kirjutatud, arusaamist
voimsast funktsionaalsuse mottest, aidaku ta
kaasa meie noorsoo tiapsa jidrjekindla motlemise
arenemiseks, selgitagu ta temale neid suuri mois-
‘teid, miliede abil me oma ilmavaate loome, — ja
toogu ta r00Omu temast oppijaile!

Tartus, ; Gerhard Rigo.
15. 10, 1921.






1.. Funktsionaalse olenevuse moiste. Funktsioo-
nide graafiline kujutamine.

1. Tihtsam matemaatika iilesanne. Uks tidhtsa-
matest matemaatika lilesannetest on keele loo-
mine, milles oleks vdimalik kirjeldada looduse
nihtusi lihidalt, tipsalt ja tdielikult. Kirjelda-
mismaterjal tuleb muretseda néhtuste vaatlemise ja katse
teel. Need kaks teed on,>nagu seda teaduse ajalugu lugemata
kordadel kinnitanud, ainsad ustavad teed tdele joudmiseks.
Et nihtust. oleks voimalik matemaatiliselt kirjeldada ja leida
seadust, mis valitseb tema kiiku, on tarvis nihtusega tutvada
mitte ainult iildistes joontes, vaid siigavalt jdlgida tema
siindimist ja arenemist. See siinnib suuruste mootmise teel,
mis muutuvad nihtuse viltusel ja médravad tema
jooksu. v

9. Niide. Votame lihtsa igapievase niihtuse: keha lange-
mise monelt korgelt kohalt. Missugune seadus valitseb
selle nihtuse kiiku? Mirgime kohad, miiledel langev
keha oli 1-se, 2-se, 8-da jne. sekundi lopul peale katse algut;
moddame nende kohtade kaugused algseisust ja korjame
saadused tabeliks kokku:

Langemisaeg { Langemiskaugus
sekundites meetrites
|
0 0
1 49
2 195
3 ‘ 442

4 78 4
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3. Katseresultaatide tabel kui uuritava nihtuse seaduse
avaldus. Mis nieme meie leitud tabelist? BEsiteks,
et molemad tabelis nimetatud suurused muutuvad; teiseks,
et igale mirgitud ajale vastab temale omane
langeva keha kawgus algkohast; muidugi on niisugune
vastavus kauguse ja aju vahel olemas ka momentidel, mis tabelis
tihendamata. Selles kahe suuruse, aja ¢ ja kaugvse s, vas-
tavuses peitub seadus, millele allub uuritav nihtus. Tema
numbriliseks valjendajaks on saadud ts-tabel. Mate-
maatika annab meile veel kaks teed seda seadust avaldada:

graafilise, joonise abil, ja analiititilise — valemina.
4. Katseresultaatide graafiline kujutamine. Et tabelis
peidus olevat seadust ilmsiks teha, toimetame Jjargmiselt.
R \ Votame lehe ruudulist pa-
berit (joon. 1), tombame iihe
tema sirgetest paksemaks ja
kujutame temal ajad 1, 2,
3 jne., alates monest tiipist 0,
w180 pikkustena, vottes 1 sec
A kujuks mone pikkusmoodu, nii-
45 teks ruudu kiilje. Piistjoon-
tel, mis saadud pikkuste lap-
e : s pudes tommatud, kujutame
/ | aegadele 0, 1, 2, 8 Jjne. vasta-
/| vad langemisteed 0, 49,
/ 195, 44'2 jne., markides 15 m
] nditeks ruudu kiilje pikkuse
abil. Saadud piistpikkuste 13-
0 1 2 3 4+ pud moodustavad rea tippe.
S e Igale arvpaarile (¢ s),
A mis tabelist voetud, leidub
vastav tipp meie joonises ja
imberptordult; meie tipprida on tabeli kuju, sellega rida
n#htuse momentilesvotteid. Tema annab meile iilevaat-

likult teede ja aegade vastavuse, mis peitub ¢s-tabelis,

75

15
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Palju tiielikuma pildi nihtuse kiigust, kui seda endine
{s-tabel pakub, saaksime meie, kui me peale teede, mis langev
keha 1-se, 2-se, 3-da jne. sekundi lopuni dra kiis, temas tihendaksime
ka teed, mis aegadele ; 1%, 2% jne. sec vastavad; pildi, veel
s Gl Wt
8 3 10 5 €
sec iles votaksime Kuid niisuguse modtmiste sageduse teos-
tamine siinnitaks * suuri raskusi: meie meeled ei suuda
nii peeni ajavahemikka tihele panna. Seda ei ole
ka tarvis. Me saame noutud teed kergemalt, kui ennemini
saadud joonises tapid sileda kdvera abil ithendame,
etteantud aja, nagu ennemini, pikkusena kujutame, selle 1opus
piistjoone tombame ja tema pikkuse koverani vastava modduga
moodame. Viimane pikkus kujutab otsitud teed.
Saadud kover lubab leida mitte ainult neid teesid, mis langev
keha #ira kiinud vaatlusaegadeni, vaid ka iga teist, mis vastab
- monele teisele ajamomendile katse ajavahemikus. Ta kujutab
niitlikult, lihidalt, iilevaatlikult ja téielikult
keha langemise seadust: ta on selle nihtuse kiigu
kinematogramm. Saadud joonist me nimetame langeva
keha teegraafikuks ehk tema aeg-tee-diagrammiks.

5. Mirkus loodusniihtuste wurimise viisi kohta. Kisitatud keha
langemise nihtuse uurimisel me jilgisime keha kididud tee muutu-
mist aja jooksul Analoogiliselt stinnib ka iga teise nihtuse
wurimine:  me piiiame kirjeldada tema kidiku kui iihe
nihtust midrava suuruse » muutumist teise nii-
suguse suuruse u muutumisel Gaasi surumise nihtuse
nurimises me jilgime tema mahu muutumist rohumise muutumisel,
varre paisumise ndhtusel uurime tema pikkuse muutumist soenemisel,
vee rohumise langemise uurimisel veejuhis me otsime vastust kiisi-
musele, kuidas muutub nimetatud rohumine kaugusega vee-allikast jue.
Iga sidrase ndhtuse kiiku kujutab vastay ue-tabel voi, iilevaatlikumalt,
vastav wv-diagramm.

6. Katsevead ja nende graafiline leidmine. Harilikult on voi-
matu tdppe, mis mootmisresultaate uv kujutavad, ithendada ladusa
kovera abil: nende tidppide ithenduskover saab muhklik (joon. 2),
kui neid sileda kovera abil iithendame, — nurgeline, kui iga
paari teineteisele jargnevaid téippe seome sirgjounelise loiguga.

ligema toesti siindivale niihtusele, kui sinna ka koik
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Teadus piitiab kirjeldada koike siindivat koige lihtsamate
abindudega; ta usub, et seadused, mis valitsevad koike stindimist,
on lihtsad seadused; ta usub, et suuru-te muutumine, mis meie
ees esineb nihtuste arenemisel, siinnib ladusalt. Me paneme selle-
pérast kovera, mis peab kujutama
g nidhtuse kdiku, lihtsalt, ladu-
L salt ja siledalt ww-tippide
reast 1dbi ja kirjutame piistvahed
tappide ja kovera vahel katse-

vigade arvele.
Need vead saadavad iga
meie katset, iga mootmist:
Joon. 2. nad tekivad sellest, et kontrolli-
mata juhuslised pohjused
segavad ndhtuse kdiku. On katse tehtud iga voimaliku ette-
vaatuse ja piinlikkusega, siis on meil pohjust arvata, et vead on vii-
ke:ed: me paneme ndhtuse kdigu kujukdvera nii tdppide
reast 14bi, et piistvahed tema ja tippide vahel olek-

sid voimalikult vidikesed.

i Katsekunsti pea-iilesandeks jidb isediraliste mootmisviiside loo-

mise abil katsevigu véimalikult vihendad a.

7. Keha langemise seaduse analiiiitiline kuju. Esimesed
keha langemise niihtuse uurimised on Galilei omad. Oma
vaatlusprotokollidest jireldas ta, et keha langemiskaugu-
sed algseisust kasvavad vordeliselt langemis-
aegade ruutudega. Selle lausega ndutud vahekord s ja ¢
vahel kujutas nonda suure tipsusega vaatlusresultaate, et pisi-
kesed labhkuminekud nendest vois kirjutada katsévigade, arvele.

Olgu ¢,, ty, &5, ... ¢ rida langemisaegu, s;, 85, Sg, ...s vas-
tavad langemisteed; siis on Galilei vaatluste pohjal :

Siiin g8y = 88 w8 10 SRR LA

# L g 8. S 8¢ §
teisiti o B LT T
S B2 T BT D 12

See tihendab, et suhe s:¢2 on katse viltusel muutumata.
Pikkuste mootmisel meetrites ja aegade modtmisel sekun-
dites on see suhe 981,
tdhendab - S i g
See on langemisseaduse analiiiitiline kuju.

X
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8. Funktsionaalse olenevuse moiste. Katseresultaatide
tabel : langemisaeg — langemiskaugus, saadud k6ver (joon. 1),

mis langemisniihtuse kiiku kujutab, valem: s—— 9:81. 2, mis

langemisseadust analiiitiliselt edustab, — koik nad viiljendavad
igaiiks omal viisil iiht ja sama motet: katse aja-
vahemikus vastab igale ajamomendile ¢ iiks ja
ainult ks, sellele ajale omane kindel k#aidud
tee s. Seda vastavusmotet me viljendame lauses: tee s
oleneb ajast ¢.

Aja muutumisega muutub ka tee; see tee muutumine
ajaga siinnib korrapdraselt, nagu seda nouab nimetatud
vastavus: kilidud tee ripub ajast, ehk vOd0rakeelse sdnaga:
tee s on aja ¢ funktsioon, ehk aeg ja tee on funktsio-
naalselt seotud.

See ts-side, mis fs-tabelis, ¢s-diagrammis, fs-valemis
s = 9'81 12 iga kord omal viisil ilmsiks tuleb, on uuritava lan-
gemise nidhtuse seaduse motteline tuum. ‘

9. Miirkus. Iga looduseseadus on vastus kiisimusele,
kuildas iiks véi teine nahtus siimnib. Ta on lihtne,
tiappis, tdielik, ilevaatlik ja liithike ndhtuse kiaigu
kirjeldus. Keeleks, milles sddrane kirjeldamine
koige kohasemalt siinnib, on funktsioonide keel

Niahtuse kdiku miadravate suuruste side, nende
funktsionaalne olenevus, on ainus jadv osa nih-
tuse keerulises arenemises; see side on ainsaks
muutuvuse kidsutajaks. Ainult selle muutuvuse
jiiva osa leidmine voimaldab meile arusaamist
koigest siindimisest ja tema teadmine annab meie
kitte nihtuse valitsemise ja tema siindimise juh-
timise.

Funktsionaalsuses, mis jidva sidemena ilmsiks
tuleb teineteisest olenevate suuruste kirjus muu-
tumises, me tunneme dra raudse korra, mis valitseb
maailma siindmustes.

Funktsionaalsuse otsimine suuruste muutu-
mises on iga loodusenéihtuse uurimise esimeseks
filesandeks. Tema leidmine voimaldab meile kdike
oma katsevilja lihes lauses kokku votta ja kogutud



teadmist tulevikuks iihes ainsas valemis alal hoida.
Ta vabastab meid vajadusest iga esineva tarbe
korral ndhtust jalle katseliselt uurida: nahtust
jédrele kujutades annab ta samal ajal meile voima-
luse tema jooksu tulevikus ette madrata.

10. Algebraline avaldus kui funktsioon. Votame mone
algebralise avalduse, néiteks
i
P |
Igale x-vésrtusele vastab temale omane kindel avalduse
vadrtus: avalduse viddrtus on z-i funktsioon. Me
tihistame teda {the ainsa tihega y.
Et saada ettekujutust selle funktsiooni vidrtuse kiigust
z-1 muutumisel, anname x-ile rea vidrtusi, niiteks-
x=—>5,—'4,...,—0°5,0, 4+0°5, 4+ 1 jne.; arvutame
nendele vastavad y-avalduse vidrtused ja kogume saadused
tabeliks; avalduse vidrtused votame kiimnendmurdude kujus
tipsusega 0™ 0J. Nonda saame :
w5 |4 |8 |—-2 [—1 |-056] 0 [405 |41 |
y u-o-f)o | —059 | —070 | —080| —0'50 | +-040| 4200 | 4280 | 4250
42 (43 |44 |45 [+6
4160 | +1°10 | 4082 | 4065 | +054

Siit ndeme, et meie funktsioon on esiotsa negatiivne ja
viheneb x-i kasvamisel, timmarguselt kuni ta —0°8 saab;
siis kasvab, vahemikus z = —1 kuni z=— 05 negatiivsetelt
vidirtustelt positiivsetele ldheb, tdhendab, kuskil nende kahe
vidéirtuse vahel nulliks saab, edasi kasvab iimmarguselt kuni x
saab = 4 0.5, siis jille viheneb, ikka positiivseks jiiides.

Palju kujukama pildi avalduse %ﬁi% o]enev\usest arvust
x me saame, kui ruudulisel paberil (joon. 8) endist viisi
arvad z ja y kujutame pikkustena. Olgu pikkus-
modduks, mis arvu iiks kujutab, ruudu killg; miirgime iihe
sirge joonislehel teljena paksemalt #ra ja kujutame temal
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{ \
pikkustena arvud Lp ek 40 G A el prositiivaed
paremale poole mdnest algustidpist o, negatiivsed
pahemale. Saadud pikkuste 1oppudes votame pistjooned
ja kanname nendele pikkused, mis funktsiooni véirtusi kujuta-
vad: — 050, — 059, ..., + 250 jne, positiivsed iiles-,
negatiivsed allapoole telge. Viimaste pikkuste lopud
ithendame sileda kovera abil. See kdver on uuritava
funktsionaalse olenevuse kuju.

Uhest pilgust sellele on kiillalt, et koiki resultaate, mis
me tabeli vaatlemisel saime, joonises fra tunda. See funktsiooni

i
~

N
N

Joon. 3.

graafik annab meile aga veel palju enam andmeid:
ta niitab otsekohe, missugune véirtus on meie uuritaval aval-
dusel iga z-i jaoks vahemikus —5 kuni --6-ni, ka niisuguse
jaoks, mida tabelis ei leidu, nditeks vidrtustel x = —8°5,
+ =404, 447 jne. Tabelist me niigime ainult vaevaga ja ainult
iildistes joontes, kuidas stinnib funktsiooni viirtuse muu-
tumine ; joonises'torkavad koik andmed, mis seda miiiravad,
iseenesest silma: me nieme otsekohe, kus meie avaldus on nega-
tiilvne, kus positiivne, kus 0, kus ta viiheneb, kus kasvab, kus
ta koige vilhema, kus koige suurema vidrtuse omandab (Jigi-

kaudo z = —2 ja z = —}—%—), kus meie funktsioon jirsku, kus
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ta aeglaselt kasvab, lihidalt: ei ole raske vélja lugeda funkt-
siooni graafikust koiki tema muutumise isefdrasusi.

11. Trigonomeetrilised funktsioonid ja nende graafi-
line kujutamine. Trigonomeetrilised suurused sinus z, cosi-
nus z, tangens z jne. on nimeta arvud, nimelt vastavate
trigonomeetriliste “joonte jagatised raadiusega. Igale nurgale =
vastab temale omane sudrus sinz, cosz, tanz jne.; pealegi iiks
ja. ainult iks. Suurmsed sinz. cosz,y tanz jne. on
nurgaxz funktsioonid.

Nende funktsioonide kujutamine siinnib seletatud viisil.
Tabelikeste kokkuseadmine voib siin isegi dra
jadda: koiki tarvilikka suurusi voib graafiliselt leida.

Joon. 4.

Kui nimelt joonistame ringi raadiusega iiks, siis kujutab nurka a
tipuga keskkohas tema absoluntsel mootmisel kaare pikkus, mis
nurga kiiljed ringist vilja 1oikavad?l), trigonomeetrilised jooned —
vastavaid suurusi.

Niide 1. Kujutame funktsiooni y=sinz.

Votame ringi raadiusega ks (joon. 4), jagame ta nii-
teks 16-ks osaks ja nummerdame jagamistiipid jirgemdoda 0, 1,
2, ..., 15 ja edasi 16, 17, ... samuti negatiivses sihis —1,
—2, —38, .... Mgast jagamistipist tombame piistjoone null-
diameetrini; nende pilistjoonte pikkused kujutavad
sinus’e vidrtusi, mis vastavad nurkadele:

., 16. % =21 jne,

AR n
B, Trgid gy o ARSI

1) T. & g p. 216,
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Kujutame neid nurki graafiliselt; selleks ldikame
ringi tipis 0 katki ja tdmbame tema sirgeks; saadud loigu
pikkus on 2z, s. o0. ligikaud\j 6°28; asetame selle ldigu,
alates monest_ tipist 0, nulldiameetri pikendusele, jagame ta
16-ks osaks, nummerdame jagamistipid 0, 1, 2, ..., 16 ja tiien-
dame nende rida molemale poole téppidega 17, 18, ..., —1,
—2, .... lIgas siiirases jagamistipis tombame piistjoone ja
kanname sellele rohtsirge abil tema numbrile vastava sinusjoone.

|

Joon. 5.

Saadud tipid tthendame sileda kdvera abil. Viimane kuju-
tab sinusfunktsiooni k#iku nurga muutumisel

Niiide 2. y=tanaz. !

Selle funktsiooni kujutamist selgitab joon. 5.

Lugeja seletagu saadud jooniste abil sinus’e ja tangens’i
kiiku nurga muutumisel. Eriti leidku ta nendest rajad, millede
vahel nende funktsioonide v#irtused kdiguvad, nende null-
tapid, kus nad viirtuse O omavad, samuti nende perioodid
ja seadku joonise pdhjal endale kokku sinus- ja tangensvidrtuste

tabelikesed tipsusega 0°*1, vOttes nurgad iga % ehk 15° tagant.
2

-
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12. Uldine funktsiooni definitsioon. On kaks suu-
rust — nimetame neid w ja v — niisuguses vahe-
korras, et igale esimese vidirtusele

uJ, uzi‘ us, e ) )

vastab iiks ja ainult iks temale omane teise suu-

ruse kindel véddrtus:

7
Vg ey g

siis nimetatakse seda teist v esimese u funkt-
siooniks. :

Niiited.  Ohusoojus on aja funktsioon; tOomme, millega
pilike maakera tema orbiidis hoiab, on funktsioon nende kehade
vahelisest kaugusest; valguse tugevus hooglambis on elektri-
voolu tugevuse funktsioon; valgustus pieval on piikese korguse
funktsioon ; veskitammi korjatud vees peituv todvaru on vee-
pinna korguse funktsioon; varre pikkus tema temperatunri
funktsioon: gaasi maht tema peale mojuva rohumise funktsioon ;
avaldused :

B
Pl #+3 Vu
o —8x-t4, o, I+ Vo’
. 1 ;
samuti 2%, log z, tan 52, log sinz,
on z-i funktsioonid.

13. Funktsiooni tihis. Funktsionaalse olene-
vuse, vastavuse ehk rippuvuse iildisteks tdahis-
teks on f (ladinakeelse sona functio algustiht), F, @; nendele
lisatakse sulgudes suuruse tiahis, millest funkt-
sioon oleneb. Nonda on langemiskaugus aja_funktsioon,
mirkides s=f(#); o

avaldus x?—3x-}+4 i funktsioon 3
mirkides : 2?—3zx+4=F(x),
~samuti -~ log tan % =g (a)

Jjue. . Tahtede f, F, ¢ asemel tarvilutakse ka teisi, niiteks
e R
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On v funktsioon 2-st, vdib ka lihtsalt kirjutada:
v=uv(u).

Tahist F(») voime kaht viisi vaadelda.

Esiteks kui eeskirja, mille jarele tuleb funkt-
siooni viirtus leida, mis vastab antud z-viddrtu-
sele; siis seisab meie niites &' lause asemel: z tuleb ruutu
tosta, sellest kolmekordne z Jahutada ja saadus neljaga liita ;
resultaat on voetud z-ile vastav avalduse védrtus.

Teiseks kui saadust, mille nimetatud eeskirja
jirele saame; siis on tema arv. Niisuguse tihise F'(x)
tolkimise korral on arusaadavad siimbolite tahendused :

Fi(z)+ Fy(), F(z) . Fy(x), log F(x), F*(x) jue.

14. Muutujad ja konstandid. Kui ridigime funktsio-
naalsest olenevusest, on meil tegemist kahe muutuva suu-
rusega ehk muutujaga. Uks nendest, niiteks 2, oman-
dab rea vidrtusi a;, o, g .- nendele vastavad kindlad
teise viirtused F(z,), F(zy), F(xg), «-.. Seda suurust,
millele me oma tahtmise jarele viiirtused ette
kirjutame, nimetatakse rippumata muutujaks;
teist, mille viirtused esimese omadega juba
midratud, — funktsiooniks ehk rippujaks muutujaks.

Sgurusi, mis nurimise ajavahemikus muutu-
matuks jidvad, nimetatakse konstantideks.

(ks tihtsamatest londusteadﬁse iilesannetest on suuruste leid-
mine, milledel on igas kohas ruumis ja igal ajal iiks ja
sama vaartus. Seesuguseks suuruseks, maailma konstan-
diks, on niiteks valguse kiirus tithjuses :

¢ = 3 .10 cm/sec.

Ta ei olene mitte millestki.

Mirkus. Moned selles §-is puudutatud kiisimused on laiemalt
kisitatud minu T. a. g. p- § 1 ja 3.

Ulesanded.

1. Emajoe veepinna korguse mostmised andsid mirtsikuu pée-
vade kohta 1920. a. jirgmised arvud :
o%
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fuupgev Bsihoail g { 5 ‘ 6l 718 , 9 510{11}12[13;14]15516
N bt s L RETET 186197 1108‘114129'140[l48i160,¢169}166“60'152[146

gus cm-tes.

kuupiiey 17[18[19] 2021 22|28 24 (25| 26 [27/28 203031
e L T 139]138/134/130/126[127 129]132:13@143{145;147;149[1525

Joonistada véepinna korguse muutumise kiigu kuju ajaga, vali-
des kohased pikkused iihe pieva Jja cm kujudeks.
2. Katsed nditavad, et vee sees seda enam soola sulab, mida

korgem on vee temperatuur; niiteks sulab 100 gr vee sees tempera-
tuuridel :

grammides 00 200 400 500 600 700 8OO 900 1000
keeduso@latde ua ani tgdaiiiag o gpl gl 37 3R BBINIY 40
sibmalkivi: S e L L B oA Soog iy 40 47 54 63 75

bikroomhaput kaaliumi B it1370 B0 LdD; 517 162 T 73 BRI EIN03
Kujutada iihes ja samas telgsiisteemis nende ainete sulamise

kéik vees temperatuuri muutumisel.
3. Ohm’i seaduse jirele on konstantse voolu allikate potentsiaal-
"
vahe V korral voolu tugevus J Jjuhis poordvordeline takistusega R:J ——-

Joonistada voolu tugevuse muutumise kéigu kuju takistuse muutumi-
sel, kui V=12, nagu see on ligikaudu galvaanilistes kroomelementides.
4. Kujutada funktsioon y=—34-8z— 222 vahemikus — 05
kuni 4 4-5. ]
5. Kujutada funktsioon Yy=a—222— 5216 vahemikus — 4
kuni -4,

; / 1 .
6. Kujutada funktsioonid cosa, cos2x, COS 3@, COS 2w —2cos—2-a:uhes
Jja samas teljestikus. :

2. Moned matemaatilise analiiiisi pohimoéisted.

1. Suuruse 1oplikkuse mdiste. 1) Vaatame sinuskdvera
jooksu joonises 4. Me naeme, et tema ordinaadid ikka
kahe tokke vahele Jadvad, nimelt 41 ja —1 vahele;
lainete tippudes ja orgudes saavad nad vordseteks nendega.
Kui kaugustes 41 ja — 1 rohtsast nurkteljest tombame sirged
Toobiti viimasega, siis ei ulata Gkski sinuskdvera tipp nende
sirgtte poolt piiratud ribast vl jas
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2) Joonises 6 on kujutatud funktsioon y=2:(2 4 2?).
Koik temale vastava kovera ordinaadid peituvad 0 ja -1 vahel:
kover jidb rohtribasse, mida piiravad sirged y =0

jay=-+1
Me iitleme: funktsioonid sinz ja 2:(2-+2% on 1oplikud.
Uldiselt : %73

Muutub suurus ndnda, et on voimalik nime-
tada kaht arvu, sifirast, et kdik suuruse véar-

EaE R

Joon. 6.

tused jadivad nende arvude poolt piiratud vahe-
mikku, siis nimetame teda loplikuks. ‘

2. Lépmata kasvavad suurused. 1) Piris teise pildi
vorreldes endisega saame, kui vaatame funktsiooni y =1 Hae—1)2
kuju (lugeja tehku joonis). Me nieme, et kdik tema ordinaadid
on >0, kuid pole vdimalik nimetada tdket, mil-
lest nad iile ei saa: tiipi «=-1 timbruses nad saa-
vad suuremaks igast kindlast etteantud arvust,
olgu viimane kui suur tahes. °
Toesti, olgu N niisugune arv. Et oleks »(?_1—13—2—> N, on
tarvis ja piisav, et oleks: :

-1
(x—1)2<;,, ehk |x—1|<i/ﬁ 1)

Votame z-i nii liheda ;- 1-ga, et ta sellest lahku liheb viihem
kui murrn 1:})/ N vorra, siis saab temale vastav funktsiooni
viilirtus > N-ist ja jidb niisuguseks x-i edaspidisel ldhenemisel
arvule 1.

1) Arvu absoluutvéiirtust me tihistame kahe piistkriipsukesega,



Selle asemel, et delda: kui z saab killlalt lshedales 1-le,
saab 1:(z—1)? suuremaks igast etteantud arvust ja jédb nii-
suguseks edaspidisel z-i lihenemisel 4-1-le, me tarvitame kdne-
kiandu: kui z laheneb -1-le, kasvab murd 1:(z—1)?
16pmata. Simbolites: kui z — -1, siis y — oo

Tahame veel #ra tdhendada, et y selle juures positiivseks
jaab, siis kirjutame: y — --oco.

2) Teise niitena k#sitame funktsiooni y = tanz. Ka
giin pole voimalik nimetada arvu, mis oleks
tokkeks tan-viddrtuste kasvamisele: liheneb posi-
tiivses sihis nurk « %-le, saab tanz suuremaks igast ette-
antud kindlast arvust, olgu see nii suur kui tahes.

Toesti, olgu N niisugune arv. Kujutame teda pikkusena
tangenssirgel ja iihendame selle pikkuse 1dpu ringi keskkohaga
sirge abil. Siinnitagu see sirge nulldiameetriga nurga f. Koikide
nende nurkade tangensid, mis § ja % vahel, on suuremad kui V.

Kokku vottes: ldheneb nurk z positiivselt %-le, siis kasvab

tan x, jilides positiivseks. Saab z kiillalt ldhedale %-16, saab
tan 2 suuremaks igast etteantud kindlast arvust; edaspidisel z-i
lahenemisel %-le jadb ta suuremaks nimetatud arvust. Me

itleme: nurga z lﬁhenemiselg-le positiivses sihis
kasvab tanz positiivselt 1opmata, ja kirjutame: kui

2 positiivselt — %,

et kui z negatiivselt — 7, siis tanz — — oo. )

Uldiselt defiinime nonda: ‘muutub suurus niiviisi,
et tema teatavast muutumisjirgust alates abso-
luutselt suuremaks saab igast kindlast, kui
spurest tahes, arvust, ja jirgneval muutumisel
sellest suuremaks ka jdidb, siis nimetame teda
lopmata kasvavaks.

Sonadega ,l0pmata kasvav“ tahame iira tihendada,

siis tan z — - co. Analoogiliselt leiaksime,
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e

et pole vdimalik nimetada toket tema kasvamisele, et sellel
Kkasvamisprotsessil pole otsa, pole loppu. :

3. Mirkused. 1) L. k. suurused on muutuvad suurused.
Iga kindel suuruse vidrtus, kui suur ta ka on, on ikka Loplik.

2) Suuruse lopmatuks kasvamiseks on tarvis, et tema
mirk jadb pﬁ'sivaks teatavast suuruse muutumise jirgust.
Vastasel korral jadb suurus koikuvaks.

3) On see pil~ vaks jilinud mirk 4 giig iitleme, et
uuritay suurus kasvab ‘Lositiivselt lopmata, on ta —, siis
tihendame, et ta kasvab negatiivselt lopmata.

4) Missugune funktsiooni viidrtuste mirkidest j‘aﬁb'
piisivaks, oleneb sagedasti sellest, mis sihis muutub r. m.

Niidetena uurign lugeja funktsiooni tanz nurga —{—% iimb-

: 1o :
ruses, ja murdu — viiiirtuse 0 imbruses.

4. Lopmata vihenevad suurused. 1) Kui vaatame tan-
genskovera jooksu (joon. b) tépi x =0 {imbruses, siis nieme, et
mida lihemale saab 2 nullile, seda vihemaks muutub temale vas-
tav tangens. Me vdime nulli lihedal ikka sddrase
kaare leida, et temale vastav tangens vihemaks
saab igast kindlast arvust, olgu -viimane kui
viike tahes.

Toesti, olgu & niisugune arv. Kujutame teda pikkusena
tangenssirgel ja ithendame selle pikkuse 1opu ringi keskkohaga
kiire abil. Siinnitagu viimane nulldiameetriga nurga a. Igal
nurgal, mis a-st vihem, on tangens <_ s-ist. Nurga edaspidisel
viithenemisel jadb tema tangens yihemaks sellest e-ist. Me
iitleme: nurga lihenemisel nullile viiheneb temale
vastav tangens lopmata.

2) Uurime kovera y = 2 J (g+x2) ordinaadi muutumist
abstsissi piiramata kasvamisel. Me nieme joonisest, et ta seda
vihemaks muutub, mida snuremaks saab . Niitame, et see
ordinaat teatavast muutumisjéargust vihemaks
saab igast kindlast otteantud arvust ja paras-
tisel z-i kasvamisel niisuguseks ka jaib.
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Toesti, olgu & shirane arv, kui viike tahes. Et murd
2 : (2 2°) oleks < e-ist, peab 2 4 22 olema >—§; see on kind-

lasti nonda, kui 22 on > %, ebk kui |z | > V_E On z ndnda
&

valitud, siis on y <7 e ja ta jaib niisuguseks z-i edaspidisel
kasvamisel. Me fitleme: z-i piiramata kasvamisel
viheneb y I0pmata. j : ,

3) Konstruime kovera y=§;—$. Seda on koige
kergem jéirgmis!e]t teha (joon. 7): konstruime graafiliselt sinus-
kovera (v. joon: 4); vOtame rea tema abstsisse, Jagame nendega
nendele vastavad ordinaadid, kanname viimastele jagatised ja
ihendame saadud rea tiippe kovera abil. See on noutud k uju.

Joou, 7.

Me nfieme otsekohe, et z-i kasvamisel murd sinz: 2 abso-
luutselt ikka vihemaks ja vihemaks muutub; killalt suure z-i
korral saab ta vihemaks igast etteantud arvust; teiste sona-
dega: z-i 16pmatul kasvamisel on sinz:z lopmata
vihenev suurus. Oma lopmatul vihenemisel saab sinz :
Iopmata palju kordi nulliks: kuid niisuguseks ta ei jii: ta
muudab ilmotsata oma mérki

Uldiselt defiinime nonda: muutub suurus niTviisdy
et ta teatavast muutumisjirgust vihemaks saab
igast kindlast kui vidiksest tahes etteantud
arvust, ja edasgi sellest vihemaks ka jaab, siis
nimetame teda 16pmata vihenevaks.

Sonadega ,lopmata vithenev* tahame ira tihendada, et
pole voimalik nimetada positiivset arvu, mis oleks 6k -
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keks uuritava suuruse absoluutviifirtuse viihenemisele; ta saab
viihemaks igast siiirasest arvust, olgu viimane kui viiike tahes;
ta liheneb lopmata nullile. Seda lopmatut lihenemist
nullile téhistame stimboliga — 0.

5. Mirkused. 1) Kui rifigime suuruse ldpmatust vithe-
nemisest, siis huvitab meid ainslt tema absoluutne vi#r-
tus; mirk ei etenda osa. Oma Iopmatul, viihenemisel voib
suurus koik aeg positiivseks jadida (teine niide), vdi negatiiv-
seks, vOi kui palju kordi tahes mirki muuta (kolmas niide).

2) Suuruse lopmatuks vihenemiseks pole sugugi tarvis, ' et
ta nulliks saaks, et ta viiirtuse null omandaks. Esimeses nii-
tes saab ta nulliks, teises ei saa ta selleks mitte, kolmandas
ta saab kui palju kordi tahes nulliks, ei jd i aga selleks mitte.

8) L. v. suurus on, nagu seda juba ta nimi iitleb, muvtuv
suurus. Igal muutumata suurusel, olgu ta veel nii viike, on
ikka oma kindel véirtus. g

6. Kaks lauset. 1) Olgu a l. v. suurus, ¢ mingi-
sugune kindel arv; siis.on ka aa 1. v. sunrus.

Viimases korrutises voime a>>0 lugeda: oleks ta <0,
voiksime tema —-miirgi a ette votta. )

Olgu & moni kindel efteantud arv, kui viike tahes: et a
I. v.on, siis saab ja jidb ta teatavast muutumisjirgust abso-
luutselt <,:_, sellega saab ja jidb nimetatud momendist |aa|<Ze,
m; ocdhit. '

2) On a ja gL v.arvud, siis on seda ka a-8.
Tdesti, olgu & kindel etteantud arv kui viiike tahes; teatavast
muutumisjirgust alates saavad ja jadivad molemad arvud

a ja B absoluutselt viithemateks kindlast arvust “;’ sellega saab

|a]+|B8|<e. Korral, kus arvudel a %ja B on samad mirgid,
on |a|+4|B]=|a- B, kus vastasmiirgid on |a-}B|<<|a|+|B];
sellega on siis ikka |a+ g]<7é&, m. o. t. t.

Nendest kahest lausest jirgneb, et kui a ja p on L v.
suurused, a ja b kindlad arvud, siis on aa+0g L v,
suurus,
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7. Funktsiooni piiri mdiste.

Niiide 1. Me niigime (v.2°4, 2) ') ndite f(z)=2: (2-+=2?)
kasitamisel, et r. m. kasvamisel selle funktsiooni vidrtused
nullile ikka enam ja enam ldhenevad; tipsamalt: kui ette anname
mingisuguse vahemiku nullist e-nini, nii kitsa kui tahame, siis
on voimalik ikka x-i nii suureks votta, et temale vastav f-viir-
tus nimetatud vahemikku langeb ja et «+i edaspidisel kasva-
misel f-vidrtused sinna ka jidvad. Me itleme: r. m. 10puwa-
tul kasvamisel lihenevad vastavad f-vadrtused
nullile 1opmata. Selle juures ei saa ikski nendest vadr-
tustest vordseks nulliga: arv null piirab nimetatud f-védrtuste
kogu; ta on nende piiriks. Seda motet me kirjutame

lim /' (z) =0 :
g, x —> OO
ja loeme: funktsiooni f(z) piiriks z-i 1dpmatul kas-
vamisel on null
Siimbol lim on_ lihendatud ladinakeelne limes, millele

‘vastab eestikeelne sona piir. Limes-mirki ei tohi

lahutada temale jirgnevast f(z): ilma suuruse nimeta,
mille vidrtuste kogu piirist rifigitakse, pole tal motet. Ka
on tingimata tarvis® temale juurde lisada airkus, kuidas
muutub r. m, niiteks meie korral ®-—o00; ainult - siis on
selge, missuguse f-viiirtuste kogu piirist rigitakse

Niide 2  Olgu meil ring raadiusega 7. Kujundame
temasse mingisuguse korrapirase hulkkiliku, niiteks kolmnurga.
Suurendame kiilgede arvu 2 Kkorda, veel kord 2 korda, veel
kord samuti jne. Saame hulknurgad:

8.8 28 8,20 § 80 Do

killjega. Tihistame viimaste fimbermoddud

p(0), p(1), p(2), p®), ... p(m):
hulknurga {imbermoot on kilgede arvu funktsioon, ja et see
arv miiiratakse astmeniitajaga 0, 1, 2, 8, ... m, siis onp selle
viimase funktsioon.

1) See tihendab: vaata § 2, punkt 4, 2,
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Elementaargeomeetrias niidatakse, et need dmbermdddud
jirjest kasvavad; kuid mitte lopmata: nende piiriks on ringi
fimbermddt 27r. Nad saavad viimase lihedusse, nii kitsasse
kui iganes tahame, kui aga killgede arv, tihendab vastav astme-
niiitaja m, on voetud kiillalt suur. Edaspidisel killgede arvu ja
temaga ka arvu m kasvamisel-jadvad nad nimetatud ringi
{imbermdddu lihedusse : lim p (m) = 27r.

m—>» 0D
Kui nimetatud hulknurkade pinnad tihistame
w(0), u(1), u(2), ... u(m),
saaksime lim w(m) = mr?:
m—>
pende pindade piiriks on ringi pind.

Arv 2 piirab imbermddtude p(m) viiirtuste kogu; samuti
arv aw? pindasid u(m). Molematele muutujatele p(m)
ja u(m) on nende piirid kittesaamatud, ehk nad
kiill viimastele 1dpmata lihenevad.

Niide 3. Olgu f(x)="" (joon. 7). R. m. z-i killasel
kasvamisel saab f(z) nullile nii lihedale, kui iganes tahame,
ja jaidb niisuguseks ka z-i edaspidisel kasvamisel. Selle juures
muudab fiz) alatasa oma mirki; ta omab ikka ja ikka
jille vidrtuse null, mille juurde ta piiiab, iimber seda védrtust
koikudes, temast ikka ja ikka jille ile minnes. Me nimetame
seda arvu null, mille imber f(2) kdigub, temale 1opmata lihe-
nedes z-i lopmatul kasvamisel, funktsiooni f(x) piiriks nime-
tatud tingimusel ja kirjutame lim s—L;i‘c=0.

z—> D

T o 2 <

haido 4. O]gll f(x)";m,
r.m. x Iopmata viheneb; niitame, et selle juures vastav
f-viiartus ilmotsata arvule 1 liheneb, teiste sonadega, et ta saab
gelle arvu lihedusse. nii kitsasse kui iganes tahame; kui aga x
kiillalt vitikeseks muutub ja edaspidisel z-i vihenemisel f(x)
nimetatud lihedusse ka jidb,

oletame, et selles avalduses
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Olgu nimelt & vabalt etteantud arv, < 1-st, muidu kui viike
tahes, kuid kindel. Kt \ahe 1 ja f(x) vahel saaks vihiemaks e-ist,

tuleb x nonda valida, et 2+—2 oleks < e-ist,
teisiti, et x*(1—se) oleks < 2¢

: 2 2e’
ebk / » 9 e o

A ; : 2¢
ehk, viimati, et |z] LR =

On z ndnda valitud, siis on meie ndue tdesti rahuldatud,
nagu kohe ndeme, kui viimasest reast jargemodda eelmised
jireldame; me ndue ji#b rahuldatuks ka edaspidisel z-i vithene-
misel. Me (itleme: z-i 1pmatul vihenemisel liheneb
f(x) 16pmata 1-le; arv 1 piirab nende viifirtuste kogu,
mis f(x) omab, kui z ilmotsata viheneb, ehk veel teisiti: 1 on
f(x) piir z-i 10pmatul lihenemisel nullile:

limfi(r)i=— e
z—s0
Mirkus. Funktsiooni f(z) vidrtus algustipis on 1; sellega
on meie korral f(0)=lim f(x):

funktsiooni viddrtused puuavad -1 lahenemisel
nullile just sellele vidrtusele, mis f(x)-le tema
avaldus selles tédpis ette kirjutab:
kui 2 on null, siis f(x) on 1,
kui z liheneb nullile, siis f(x) liheneb 1-le.
See pole sugugi ikka nonda. Selleks jirgmine
Niide 5. Olgu f(z) — o + %xz—}—(l—f;zp—k i
Arvutame funktsiooni vadrtuse, kui = on null;
saame : f(0)=0+40+0+4...
ehk: 1(0)==10:
Leiame piiri, millele lihen:b funktsiooni f(z) viirtus,
kui x liheneb nyllile. Sellel nullile lihenemisel on 2 = 0;
samuti on 22 4= 0; me voime ta selleparast sulgude ette votta:

f(@)=2a(1 +1—4‘_;9+(—1?*_;2)2+ )
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sulgudes seisab Idpmata kahanev geomeetriline rida; summides
saame :

flz) =2°. 1 ]—1— s g I._li_'iz;m_z_l=1+x9,
142
sellepéirast siis: a-i nullile ldhenemisel on iga viirtuse jaoks,
mis ta omab: fle) ==t
samal ajal kui 2z — 0, liheneb ka z® nullile, jirjelikult f(z) — 1,
ehk teisiti: lim 0f(ac) =],

8. Funktsiooni viiirtus ja funktsiooni piir. Funkt-
siooni vidrtus tépis z=a midratakse selle r. m.
vididrtusega a; funktsiooni
piir, millele ta liheneb, kui « lihe-
neb a-le, m#lratakse z-i vair- r_\
tustega a-tépi timbruses,

Norich A %),
z-vidrtustega, mis a-ga vor- \}ﬁ‘/ % f@
ratud. : : J f

Ei ole sellepiirast sugugi tarvis, ﬁ\ﬁ
x

et oleks, nagu joonises 8:
lim f(z) = f(a).

Paremal ja pahemal pool seis-
vad arvud leitakse igailks omal teel; nendel teedel pole
midagi {hist.

Voib isegi juhtuda, et arvu f(a) lilepea olemaski
ei ole, et funktsioonil tipis z = a pole mingit viirtust, et
ta on seal mddramata. Selle juures voib lim f(x) piris
kindla arvuna olemas olla. Py

Niide 1. Konstruida kover: y=

Selle funktsiooni védrtuste tabel on:
|

w| 8| =1 —8| 5] —4|-8]|-—2|-15] —1|

y | 183| 4200|4225 4267 | 4350 460 | ? | —900|—400] _
O i Mt 0 )
=150 ? |—025|4000] 4017|4028

Joon. 8.

% —4x 43
2w —2
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Nagu nieme, madrab avaldus (22 — 4z +3): (22 +ax—2) kindla
"y vadrtuse igas tépis x, peale kahe: z = i T S S K
Tépis = _ _ 9 saab 1rimelt lugeja vordseks - 15-ga, nimetaja
aga nulliks. Siimbolil 4+ 15:0 pole motet: pole niisugust arvuy, mis
korrutamisel nulliga annaks - 15. Me nieme aga, et kui a pare-
malt poolt tulles tipile,— 2 liheneb, siis lugeja meie murrus Jiheneb
- 15-le, nimetaja aga saab absoluutselt ikka vihemaks, jiides negatiiv- |
seks, murd kasvab absoluutselt ikka suuremaks, hoides alal oma
mérki —: kui x - 2 paremalt poolt tulles, siis y — — O Samuti
nieksime, et kui @ — 2 pahemalt poolt tulles, siis y — =+ co.
Tipis @ = -+ 1 saab kui lugeja
| [ nonda ka nimetaja nulliks; murd
i = omandab tipis =41 kuju 0202
i see el maara mingit arvu;
I toesti, iga aryv annab korruta-
2 b misel nulliga .jallegi nulli. T apis
ol z=-1meie funktsioonil y
1 P R P B e S pole vaartust.
: Kujutame - saadud arvpaarid
(@, y) téappidena xy- tasapinunal.
5 [ ‘Saame kolm rida tdppe, mis kolme
kaare abil voime iihendada; resul-
taat on kover, mis kahes kohas
katkeb: tapis ®=— 2, kus {iiks
kovera haru lopmata touseb, teine
lopmata langeb, ja tapis =1,
- Joon. 9. milles piistjoon teist ja kolmandat
kovera haru lahutab (joon. 9).
Katkemine tipis a=+1 siinnib selie tottu, et temas
y on miiramata. Kohasey valiku abil voime teistja
kolmandat kovera haru tiheks katkematuks jooneks
fihendada. Me  votame nimelt tipis @ = -1, milles funktsiooni
viirtus ette kirjutamata, selleks viimaseks piiri, millele f(x)
liheneb «-i lopmatul lihenemisel —+ lde: olgu tapis &= “+1
.2 —4x+3
£ —;_Er-l{-ll et —1
Kuidas seda piiri leida? Murru viartuste rea katkemine
tapis @ =1 tuli sellest, et selles tipis kui lugeja nonda ka nimetaja
nulliks said: tépp @ =1 on lugeja ja nimetaja nullkoht. Selle-
pérast on kui esimene nonda ka teine nendest jagatav vahega (x—1).
Toesti : (w‘—’—4m+3):(m——3)=m——3
; @fa—2:@—1)=2+2 :

|

T

1
T
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Jirjelikult voime kirjutada:
(¢ —3)(x—1)
Y=@F2@—1)
Abstsissi @ tihele 15ihene§mise1 on 241, x—1+0;
me voime sellepirast (z— 1)-ga murdu lithendada:
Y=2+2

(Seda operatsiooni pole voimalik teostada, kui z=11) Sellel z-i lahe-

x—3
nemiser - 1-le, liheneb @ —3 arvule —2, x {2 arvule +3, murd P
_arvule —2:3. Selle arvu votame puuduvaks y-védrtu-
seks tdapis @=1. Tipp (+1, —--3) seob teist ja kolmandat kovera

haru itheks katkematuks jooneks.

Miirkus. Metoodi, mille abil me praegu leidsime algebralise
murru piiri z- lihenemisel tépile, miiles murru védrtus maéra-
mata, voib igal sdidrasel juhtumisel piiri otsimiseks tarvitada.
Tehete jirjekord on niisugune: meie vorratame kui lugeja
nonda ka nimetaja nulliga,lahendame saadud vor-
randid, lahutame leitud juurte abillugejajanime-
taja teguriteks, lithendame murru dhise teguriga
ja liheme piirile. /

Mittealgebraliste murdude korral pole see tee kiidav;
tarvilikud piirid leitakse kunstlikkude vatete abil. Selleks

Niiide 2. Kdvera y=¥ joonistamisel tekib meil raskus

tipis @ =0: selles tipis saab kui nimetaja nonda ka lugeja
nulliks; murd esineb kujus 0:0, millel pole motet: sim-
bol 0:0 ei mira ihtki arvu; y-vidrtus on tépis x==0 ette
kirjutamata, funktsioonil sinz:x pole tipis 2=0
védrtust. Kover, mille saame, seisab koos kahest harust; ta
katkeb tipis z=0.
Killl aga on meie funktsioonil, nagu kohe tdes-
. tame, piir olemas, kui  ldiheneb nullile; nimelt on
lim S22 — 1,
x>0
On loomulik, funktsiooni y viirtuseks tapis 2 = 0, milles tema
miéramata, lugeda seda piiri. Siis siinnitavad funktsiooni y
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vidrtused katkematu rea arve ja saab ta kujuks katkematn
kover.

9. Murru sin x:x piiri arvatamine tingimusel x — 0.
Joonistame raadiusega iiks ringi; votame diameetrist OA4 alates
iiles ja alla nurga z (joon. 10). Temale vastav kaare pikkus
on siis ka z.

Tombame sinus- ja tangens-jooned ; saame kaks kolmnurka
OP,P, ja OT,T, ja sektori OP,AP,. Kolmnurkade pinnad
on cosz'sinz ja tanxz. Kt sektori pinda saada, paneme
tahele, et tema terve ringi
2% 12w = x's 7w '08a ony selle-
pérast on tema pind

w. 12, 2=z
T
Korraldades koik kolm pinda
suuruse jirele, saame
cosx . 8inw < @ < tanz.
Kui 2 —-0 on sinz = 0;
jagame ta meie vorratuste liik-

metega' saame :
Joon. 10. sinz

> > CoS.

Kui niitid =z — 0, siis cosx — 1, e, 1; #irmised suurused

lihenevad Idpmata iihele, sellele peab siis ka Iopmata lihenema

sina sinx
suurus —-=, mis nende kahe vahel: —m—-»l kui 2z — 0;

ehlk : fi SnS e

10. Mirkus. Viimast saadust voime kirjutada ka kujus:

lim 2802 — 1 eisiti lim T2 — 1.

A B pitsso L1l2
Geomeetriliselt viljendub see resultaat jirgmiselt: ringi kodlu
suhe temale vastava kaarega ldheneb kaare 1op-

matul vihenemisel lopmata iihele. Me oletame,
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et sama seadus valitseb vahekorda igasuguse kdvera 16p-
mata viheneva kaare ja temale vastava koolu vahel.
11. Ulesanne. Lugeja niidaku leitud piirilause abil :
Hm 0% ) ot ka lim ARZ _ g
z—>0 & z—>0 @&

12, Mirkus. Kiasitatud niidetest on niha, et piiri moiste
meid iile aitab raskustest, mis tekivad funktsioonide graafilisel kuju-
tamisel, se al, kus nende avaldused nendele mingit vaartust ei
mééra. Pirastpoole me nieme, et tarvitatud mottekiik on
draarvamata laia ulatusega:tihtsamaid matemaa-
tilise analiiiisi ja tdpsaloodusteaduse mdisteid pole
vioimalik defiinida kui teatud funktsioonide vadr-
tusi, kiill aga kui piirisid, milledele need viadrtused
antud tingimustel lihenevad.

13. Uldine funktsiooni piiri definitsioon. Muutuvad
r.m. vadrtused mingi kindla ettekirjutatud sea-
duse jirele (kasvavad 1opmata, vihenevad 1opmata, lihenevad
ilmotsata mdnele arvule a) ja ldihenevad selle juures
vastayvad funktsiooni viddrtused kindlale arvule 5,
nonda et teatavast muutumisjirgust alates vahe
selle arvu ja funktsiooni viddrtuse vahel vihe-
maks saab igast kindlast, ikskdik kui vidikesest
etteantud arvust, ja niisuguseks ka jaib piras-
tisel r. m. muutumisel, siis nimetame seda arvu
funktsiooni piiriks r. m. 6eldud muutumisel
Me kirjutame: lim f(z) =06 mirgikesega z-—»oco, vdi x —» 0,
voi jille z — a. .

Mirkus. Ka siis, kui r. m. deldud muutumisel f(@) — oo,
tarvitame lim-mérki ja kirjutame nditeks lim tana = =+ oo,

T
olgugi et co pole mingi arv. it
Ulesanded.

2
1. Joonistada kdver y = 12 vahemikus —4 kuni 4-4-ni. Nii-
data, et «-i 1opmatul kasvamisel ordinaadid Iopmata vihenevad. Kui-
das peab valima z-i, et ordinaadid tema kasvamisel vihemaks saaksid
vabalt etteantud arvust ¢ ja niisugusteks ka jiiksid? Naidata, et -

3
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16pmatul lihenemisel —1 voi - 1-le y suuremaks saab igast otteantud
arvust N, Niidata, et kui @ —» 0, siis y— 2.
x
2. Toestada, et lim 57— =0, niiidates, et kohasel z-i valikul piiri
) ©>03T%
mérgi all seisev avaldus vihemaks saab igast etteantud arvust e ja
sidraseks jadb x-i edaspidisel vihenemisel.
2—x—06
3. Kujutada funktsioon y = ~a2__4 - Kuidas peab y viirtuse
valima tipis « = —2, et funktsiooni kuju selle tipi imbruses esineks
katkematu kdverana?
1
5 o sin3z  tang®  gin 3y : ; g
4, Leldaxlili[)lo 7 ,ITO 5% ,xlix:lotan.zm teisendades neid mur-

dusid korrutamise ja jagamise teel nonda, et oleks voimalik tuntud
piirilauseid tarvitada.

yBLs
5. Mdirata limogi_%)*—l, tehes enne piirile minekut koik dra-
o —>
téhendatud tehted. Kas on limes-margi all seisval murrul kindel viir-
tus olemas r. m. vidrtusel ¢ =02
6., ~Leida jirgmiste murdude piirid
20 —3 x®—4r43 a3 —3a2 |1 ¥ — 24
5042 224 a1 @5 A3 far—1
2-i 10pmatul kasvamisel, jagades enne piirile minekut lugejat ja nime-
tajat x-ga kohaselt valitud astmes.

7. Murdudel Y12 =15 V130 o7 —
i &X

2 pole védrtust tépis
2 =0. Leida nende piirid #-i nullile lihenemisel. Juhis: enne piirile
minekut vabaneda irratsionaalsusest lugejas.

8. On antud kdoverad: #2—a2=1 ja Y —4x? —dx -5 =0
ja sirged: Wi ja y=2x+41.
Niidata, et «-i 10pmatul kasvamisel vahe kivera ja vastava sirge ordi-
naadi vahel 16pmata viheneb, teiste sonadega, et kover 16pmata ldhe-
neb sirgele. Juhis: kirjutada nimetatud vale murruna ja vabaneda
irratsionaalsusest lugejas.

3. Funktsiooni pidevuse ﬁnﬁiste.

1. Funktsiooni pidevuse ehk katkematuse méiste on
iiks tihtsamatest natemaatikas; tema suur tibtsus ulatab aga
iile selle: oletus, et loodusniihtuste kiiik on pidev,
on iks meie ilmavaate nurgakividest.
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Selle mbdiste geletamiseks olgu jéirgmine rida niiteid.

Niiide 1. Vaatleme palkide parvetawmist joel ja
kirjutame endale iiles, alates teatavast ajamomendist, meist
mooda ujunud palkide arvu, tehes seda iga kord, kui
vithemalt iiks palk meist modda Lljllb Saame tabeli, millel
niiteks jirgmine kuju: -

1921, mai 10-es, kell 8X min. hommikul 0 palki

» : 81_5' ”» » 5 »
3 Ratw . ) Y
5 SSinay i 357 Ao
”» 8;42 ” » 26 ”»
” 9.,(")2 ”’ ” 42 ”
Tk b ) 46 ,, jne.

Igale ajamomendile ¢ vastab kindel palklde arv p, mis
gelle ajani meist mooda ujunud: palklde arv on aja
funktsioon: p= p(t) s

Kujutame saadud arv- :
paarid, aeg ¢, palkide arv
p, tippidena #p-tasapin-
nas (joon. 11). Tépprida,
mille ndonda saame, kujutab
meile tabelis miirgitud aega- # i
deni meist mooda ujunud 20 :

-

45

o
I

")
[

T
|
)
1
1
|
|
T
|

e s e e e o e e s e e e o b

==
palkide arvn muutumist. 5 i ’:

Tidiendame joonist 1o i :
nonda, et temast otsekohe 5 il f :
niiha oleks palkideé arv, mis M |
vastab igale teisele, ka e ok el bt i

mitte tabelis olevale, ajale Joon. 11.
vaatluse ajavahemikus. Seda
on kerge teha: me protokollisime igaiiht meist modda ujuvat
palki ja selle stindmuse aega; sellest jirgneb, et iga ajani
vaatluse ajavahemikus nii palju palke meist mtoda on ujunud,
kui viimsel protokollimisel mirgitud. Niiteks on kella 8j}-ni
palke mooda ujunud 9, kella 10-ni—42 jne.

3%
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Seletatud viisil tiiendatnd joonisest nieme, et tipprida,
mis Rkujutab funktsiooni p(¢), laguneb osadeks, milledest
igaiiks asub rohtsirgel. p@-funktsiooni graafi-
liseks kujuks on katkev joon, mis koos seisab rohtsa-
test sirgjoonelistest ldikudest.

Igas ajavahemikus kahe protokollitud aja-
momendi vahel on funktsioonil p(¢) iiks ja sama
vidrtus; ileminekul tihest niisugusest ajavahe-
mikust jirgnevasse muutub funktsiooni vidartus
Jjirsku: protokollimise momendil katkeb funkt-
siooni védrtuste rida: funktsioon teeb kindla
suurusega hippe. Need hjpped on

aegadel : 815 ' 885 8 9%
jirgmised: 5 4 10 7 16 jne.

Niide 2. Meteoroloogilised vaatlused, mis
viiekiimne aasta jooksul a. 1866 kuni 1915 Tartu iilikooli ilma-
jaamas tehtud, annavad jirgmise rea keskmisi dhu-
soojusi Tartu kohta: ~
wow, | LU IV | Ve v v o | e DX L xe | xon

rataiee | —66|—66| —32| 3449 9}_{_15 0|-+17:0/++152 2 +410°6|-+-4-9|—0-6|—4'9

Kujutame (joon. 12) kesk-
mise soojuse kiiku kuudega graa-
filiselt. Saame katkeva joone,
‘ mis koos seisab iiksikutest rohtsa-
5 test 1oikudest. Keskmiste soojuse
v viiéirtuste katkemine siinnib igal

o s i L dileminekul dihe kuu juurest teisele,

villja arvatud esimene. Keskmiste

i soojuste muutumine siinmib hii-

3 7 pete viisi. Need on jirgemdoda
Joon. 12,

+ 84, 66, 65, jne.
Niiide 3. Tihendagu FE(z) z-i tiisarvulist osa, ndnda et
nditeks E(+3) =0, E(4+27) =42, E(—8{) = —38 jne.
Kujutame graafiliselt funktsiooni y-_——-F—w—~ (joon. 13).
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Seda on voimalik kergesti jargmiselt tcha: E(xz) on vahe-
mikkudes nullist iitheni 0, tihest kaheni 1, kahest kolmeni 2 jne.;
kujutame, nagu harilikult, funktsiooni 1:z ja korrutame saadud
kdvera ordinaate nimetatud vahemikkudes vastavalt arvudega 0, 1,
2 jne. Saame funkt- f
{7 el ¥ |
siooni y = E(z): =z o1
kujuna katkeva : )
kovera.  Funkt- = | e
symni Y \"iiiirtus'te / B ENGL
rida katkeb igal tiis- S
arvulisel x-i véirtu- S i S
sel; kui z niisugu- :
sest iile liheb, teeb’
funktsioon ¢ hiippe,
mille suurus on 1. ;

S

Joon. 13.

Niiide 4. Uurime 0hu soojuse muutumist ajaga.
Me vaatleme selleks soojusmddtja niiitamisi kindlate ajavahe-
mikkude, iitleme iga 38 tunni tagant, ja saame vaatlusprotokollina
tabeli, millel niiteks jirgmine kuju:
1920, september 25,
R RS e S R o (R R R R
temperatuur 6. . 48| 481 42-7] +9'°3¢+15'°1+‘5'7?+‘2'3l 496

1_4 . Kujutame neid arv-
2 ) N | paare: {—aeg, ©—>ohu
3 7 N soojus tiippidena tO-ta-
2 // , sapinnas.
3 y r— o Kuidas ohu
s / i : soojuse kidigu
§ // [ —  kuju saada?
I ~Leitud rida téippe
.2_\\'/ ' annab meile ainult 1i gi-
0 | | kaudse pildi sellest
1% ¥ e s e 9 je2 . pantosest:  ta  jiitab

Joon. 14. meile iitlemata, mis -
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sugused olid ohu soojused vaatlusacgade vahel
Et ka viimased otsekohe niha oleksid, tihendame leitud tépid
kdvera abil (joon. 14). Selle kdvera paneme leitud tippidest
katkematult libi, pohjenedes usul, et 6hu soojus kat-

kematult, hiipeteta muutub. Seda usku kindlustavad
isefiranis soojuse kitigu pildid, mis me saame mehaanilisel
soojuse registrimisel: termograafid, mis seda vahet-
pidamata automaatselt toimetavad, annavad selle kujudena
pidevad koverad. Need termogrammid lihevad meie

Joon. 16.

! tO-graafikutest ainult selles lahku, et piistjoonte siisteemi
asemel viihese kdverusega ringkaared seisavad. , ‘

Joonised 15 ja 16 kujutavad Tartu iilikooli ilmajaama
termograafi ja {iht tema termogrammidest,
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Niiide 5. Me uurisime kord (v. 1°10) funktsivoni y = (3z--
+2): (224 1); me arvutasime selleks xy-tabelikese, kujutasime
iga temas esinevat viilirtuspaari xy tépina ja tihendasime kdik
niisugused pideva kovera abil (joon. 3). Pidevaid kove-
raid me tarvitasime ka funktsioonide sinz, tanz kujutamisel.
Me pohjenesime selle juures usul, et need funktsioonid
rippumata muutujaga katkematult muutavad.

Milles seisab funktsiooni muutumise iseérasus, mida
pidevuseks nimetatakse? Kuidas seda katkematuse
omadust tipsalt defiinida? Me teeme seda

2. Funktsiooni kasva moiste abil.

Olgu meil mingisugune funktsioon y = f(x) ja tema graa-
filine kuju. Joon. 17 on juhus kujutatud, kus viimane esineb
katkematu koverana. Votame
mone kindJla z-i viilirtuse;
nimetame teda z,; vastaku 13/ R
temale funktsiooni védrtus yo.
Lisame voetud xz,-le mone
kasvu; olgu selle tahi-
seks Az,; uus r. m. véirtus B
on z, -+ Az,; sellele uuele %
z-1 vilirtusele vastab uus
funktsiooni védrtus. . Vahe
tema ja endise y-vidrtuse
vahel on funktsiooni Joon. 17,
kasv, mis vastab r. m.”
kasvule Az, Tihistame selle funktsiooni kasvu Ay,

Miirkus. Siimbolites Az, Ay, ei tohi tahiseid 4
ja 2, ehk A ja y, lahutada: A seisab sona asemel: kasv.
[Ima muutuja nimeta, mille oma see kasv on, pole tihisel 4
sisu; samuti nagu pole sisu tihisel log ilma arvu nimetamata,
millest logaritm tuleb votta, ehk téhisel tan ilma kaart nime-
tamata.

A on kreeka alfabeedi tiiht; tema nimeks on delta; selle-
pirast loeme siimbolit Az:delta z.

‘ N

)

°

o
i~
e ¥ s

Lo
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3. Funktsiooni pidevuse definitsioon. Poorame veel
kord meie niidete juurde tagasi. Olgu ¢ niites 1 mingisugune
aeg protokollitud aegade vahel; olgu At ajavahemik,
millesse ¢ knulub; me nieme, et palkide arvu kasv Ap aja-
vahemikus 4¢ on null ja ja#b ka nulliks, kui viikese me ¢ ka
votame. On aga ¢ iiks protokollitud aegadest ja At
ajavahemik, millesse see moment kuulub, siis on Ap kindel
nullist erinev arv; tépis £==8? niiteks vordub ta 10-ga.
Kui viikese me A¢ ka votame, kuid nonda, et moment {= 832
temasse kuulub, ikka on Ap=10. Ka siis tdhendab, kui
At — 0, jidb Ap vordseks 10-ga.

Olgu ndites 3 = mdni mitte tiisarv: olgu 4z vahemik,
millesse tipp « kuulub, ja vastaku temale funktsiooni =15 x
kasv Ay; see on vahe ordinaatide vahel tippides z ja = Ax.
Laseme niitid r. m. kasvul Az ikka vihemaks ja vithemaks
saada, nonda et ta nullile 1opmata liheneks; Az — 0. Me niieme,
et selle juures ka Ay ikka ja ikka viihemaks saab ja nullile ka
Iopmata liheneb: kui Az — 0, siis ka 4y — 0.

Piris teise pildi saame, kui 2 on tdisarv. On Ax nagu
enneminigi vahemik, millesse see niitid tiisarvuline 2 kuu-

lub, ja liheneb Az lopmata nullile, siis liheneb Ay arvule %

Viimases kahes niites (4 ja 5) liheneb funktsiooni kasv
nullile, missuguse me ka vdtame r. m. védrtuse, kui aga selle
muutuja kasv liheneb nullile.

Need ndited viivad meid ildisele funktsiooni pidevuse defi-
nitsioonile. Olgu y=f(x) 2-i funktsioon; olgu mingisugune
r. m. vidrtus, ja 4z moni vahemik, millesse see viirtus kuulub;
olgu Ay funktsiooni kasv, mis vastab r. m, kasvule dz. Kui
kasvu Az nullile lihenemisel ka Ay nullile ldhe-

neb, on funktsioon y pidev; liheneb Ay monele
teisele vilirtusele — on y katkev.

Mirkused. 1) Vahemiku 4z alg- ja 16pptépid voivad selle
pikkuse muutumisel kokku langeda iga tépiga x-i iimbruses;
ka viimase tipi z enesega,
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2) It igal vahemiku Az muutumise momendil oleks voi-
malik ridikida kindlast funktsiooni kasvust 4y, on tarvis, et
igas tipis z-i iimbruses ja ka selles eneses funktsioonil
oleks kindel, sellega 10plik viirtus.

Niidetes 1, 2, 8 pole l\atkennskohtades funktsioonidele
kindlat véirtust médratud. g

4. Pidevate funktsioonide tiihtsam omadus. Langegu vahe-
miku 4,z 16 pp kokku tipiga . Pidevuse tottu peab iihiselt avaldu-
sega Az — 0 olema [f(z) — f(xz— 4,z)] — 0,
teisiti: lim f(z— 4,2) = f(x)

A0
Samuti leiaksime, kui vahemik A,z algaks tidpiga x, et

pidevuse korral lim flx—4 dz) = f(x).
A0

Sellepdrast: pideva funktsiooni védrtus tipis =
vordub piiriga, millele ldhenevad tema vidrtused
r. m. Iopmatul ldhenemisel sellele védrtusele =.

Umberptordult jirgneks, et funktsioonid, milledel
on see tiahtis omadus, on pidevad.

Toesti, oletuse pdhjal me Kkirjutaksime kaks viimast lim-
avaldust ja leiaksime lahutamisel, et funktsiooni kasv vahemikus
Ax = Az + Ayz, millesse 2 kuulub, iihiselt selle vahemikuga
nullile 1opmata liheneb.

Siit jirgneb, et pidevad funktsioonid on ainsad, milledel
on nimetatud omadus.

5. Funktsiooni pidevuse toestamise viis. Viimase lause
pohjal on funktsiooni pidevuse tdoestamiseks ainult tarvis
niiidata, et on tdidetud tingimus

lim f(x+ Az) = f(z)
0

Ax—>
v0i, mis seesama, et {ithiselt tingimusega Az — 0
ka vahe [f (x4 Az) — f(x)] — 0,
iikspuhas mis sihis slinnib kasvu 4z lihenemine nullile.
Niiited. 1) y=mxz -} b.. Olgu 2z see r. m. viirtus, mille
fimbruses me funktsiooni % uurime. Funktsiooni kasv vahemi-
kus 4z on Ay =m . Az
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Kuidas ka r. m. kasv Az liheueh nullile, ikku Lihench uullile
tihiselt, temaga ka funktsiooni kasv .
~ Lineaarfunktsioon on pidev.
2) y=qax?-} bz} ¢ Siin on
Ay = Rax+b) . Az -+ a . (Ax)?;

kui Az — 0, siis siinnib seesama ka avaldusega (Az)2, iga liide-
tava ja sellepirast ka nende summaga dy (v. 2°6).
Ruutfunktsioon on pidev. 4
3) y=sinz.  Selle funktsiooni kasv vahemikus Az on

Ay = sin (z -+ Az) — sin z
= 2¢08 (z | 42“-7) .sin 421

Kui niidd Az — 0, siis ka 5°—0, sin%’ — 0, cos (@422 jaah,
nagu ikka absoluutselt < 1, sellepiirast (v. 2°6)
I Ay — 0.
Sinz on pidev funktsioon.

Mérkus. Matemaatiline analiiiis to6tab erandita iildse
pidevate funktsioonidega.

6. - Loodusniihtuste kiilgu pidevus. Mottekiiku, mille abil me nii
kergesti suutsime toestada nende funktsioonide pidevust, mis algebra-
liste voi trigonomeetriliste avaldustena antud, on voimatu tar-
vitada loodusenihtuste kdigu uurimisel. R. m. vahed
(niiiteks ajavahed, kaugusvahed, joudude vahed jne.), mis me mdddame,
on 10plikud vahed. Me ei suud a mneid teha vidhemateks igast
etteantud arvust: meie meelte piiratud lahutamisvgime ja mootmis-
riistade tundlikkus seab rajad, milledest me iile ei saa. R. m. kas-
vude nullile lihenemist, mida me nii kergesti mottes teostame, on meil
voimatu looduses téhele panna. Kiill kujutavad igasugused mehaani-
lised registraatorid nihtuste liiiku pidevate koveratena; kuid see pide-
vus voib ndiv olla: voib olla, et suuruste muutumine, mis miiirab
uuritava nihtuse kiiku, siiski hiipetes siinnib, ainult nii viikes-
tes, et me ei suuda neid oma meelte ja aparaatidega dra tunda,

Terve uuema aja looduseteadus pchjenes usul, et looduses ei
sinni hiippeid. See usk voimaldas matemaatilise analiiiisi tar-
vitamist looduseniihtuste uurimise voéimsama tétriistana ja sai selle
tottu tihtsamaks teguriks eksaktse' loodusteaduse arenemises. Mate-

]




maatilise analiiiisi funktsioonide abil ei saanud kirjeldada ainult
it ht liiki stindmusi: neid, mida valitses jagamata indiviiduumi
maiste : inimene, loom, taim, pisielukas jne. Nende arv vdib ainult
ithe, kahe, kolmé . . ., ikka tdisarvulise viiirtuse vorra muutuda; nende
arva muutumine siinnib katkevalt.

Suur kreeka métleja Demokritos oletas, et koike siindimist maa-
ilmas valitseb olluse algkuju aatom (= jagamatu); koik néhtused on
nende aatomite keerulise méngu Tesultaat. Fiiiisikalised ja keemilised
uurimised viimasel aastasajal tegid selle hiipoteesi toendoseks, viimase
20 aasta uurimised tegid ta toeks. Pidevus, mis meile loo-
dusnihtuste kiigus silma torkab, on ainult nédiv:
gaasi rohumine, mis pidevalt ndib muutuvat;, on ettekujutamata suure
arvu iiksikute tougete resultaat, mis gaasi piiravad seinad lendavatelt
gaasi rakukestelt saavad, radioaktiivsete olluste lagunemine on pead-
pibritava suure arvu elektrirakukeste — elektroonide katke v kadu-
mine aatomitest, isegi valguse kiirgamine nidib katkev protsess
olevat. !

: Siindimine, mis meie piiratud tundlikkusega meeltele pidevana
paistab, on tdepoolest péiraselt suure arvu jagamata elementaar-
mdjude resultaat.

Ilmavaate ajajirk, mis loodusenahtuste pidevuse usu peale
rajatud, ndib 1opu poole joudvat, andes maad uuele, praegu nii voim-
salt kasvavale teadusele ja ilmavaatele, mis oletuse peale rajatud:
koik siindimine on katkev, loodusendhtuste pidevus
on ainult néaiv.

Ulesanded.

1. Kujutada nende inimeste arvu kidik ajaga, mis teatavast
ajamomendist alates vaatleja elukoha eest motda lihevad.

2. Kujutada funktsioon: y = 1) a+ E(xr), kus K(x) on koige suurem

tdaisarv, mis peitub arvus a.
3. Midrata funktsiooni y=a2® —5x-4 6 kasv vahemikus 0-4,
mis jéirgneb vidrtusele z = 4 2-0.

9
4. Leida funktsivoni 3 “_  kasv, mis vastab vi#rtusele x = —1

jérgnevale r. m. kasvule 15
5. Toestada jérgmiste funktsioonide pidevus:

y=—l$+3, .’/:3—47"'—"”2' y—:*lr
2 x

9), === ek 4, Y = o8,

hx -6
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6. Mahu muutumise uurimised olluse soenemisel on annud jarg-
mised tabelid (esimeses reas on temperatuurid ¢, teises mahud », arvates
mahu moédduks olluse mahu teataval temperatuuril):
stea- (t= 00 100 250 400 490 500 550 600 700 800 850
riin {v:l-OO 1001 1:02 1103 1:04 1:01, 103 113 1-14 1.15 116

A
h t= 00 200 300 450 500 600 620 70 LQO 9O
o a{1;—_—1-00 101 102 105 107 113" 116 117 118 1.19
bis- ( £=1540 1860 2000 2330 242 92600 2630 2640 9800 3040 3400
mut \v =090 092 093 096 097 099 100 096 097 098 1.00
sea- f t= 2500 2750 3000 3240 3250 3507 4000
tina {v=0'990 0:992 0°996 0°999 1034 1-037 4-045

Joonistada mahu muutumise graafikud soojuse muutumisel. Moddud
valida otstarbekohaselt. Hiipped steariini, bismuti ja seatina korral
ja nurk joonises vaha korral vastavad sulamistemperatuuridele. -

4. Sirge tousmise uurimine.

Eelmiirkus. Jirgnev pealkirjas nimetatud uurimine on
ettevalmistuseks pohjapaneva ihtluse moiste seletamiscks.

1. Sirge ja lineaarfunktsioon. Analiiiitilises geomeetrias
niidatakse '), et iga esimeseastmelise funKtsiooni

Y =mx -+ b

graafiliseks kujuks on sirge ja imberpsordult — iga
sirge analiiiitiliseks edustajaks on lineaarfunktsioon. Selle juures
4 tihendab kordaja m tan-

it @/ gensi nurgast u, mis sirge

Im | P stinnitab ~-z-sihiga, b-15iku,
p v mis ta siinnitab - teljel
g (joon. 18).

x ]
e 4 x Erijuhustel, kus 2 =
GEHIT 55 s ¢
e f ¥ konst ehk y = konst, saame
2 sirged, mis roobikud y- ja
Joon. 18. z-telgedega.
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2. Sirge tousmise iihtlus. Olgu antud mdni sirge
(joon. 19). Votame abstsissteljel rea mingisuguseid vord-
seid vahemikka; tombame iga niisuguse vahemiku alguses
ja lopus sirge ordinaadi ja esimese ordinaadi Iopust rohtsirge.
Saame rea tdisnurkseid kolmnarki. Nad on iiksteisega vordsed,
Jérjelikult on nen- -
del vOrdsed piist- i @ §
kaatetid. Viima- f
sed on sirge ordi- 2 '
naadi kasvud voe- i

tud abstsissvahe- e

mikkudes. Selle- " : > m =
pirast: vord- | i

setes, /kuid iJoon i

muidu mis
abstsissvahemikkudes tahes kasvab sirge ordi-
naat vordsete osade vorra. Teiste sonadega: sirge
touseb tthtlaselt. .
Mirkus. Siinnitab sirge -} z-teljega niiri nurga, siis vas-
tavad positiivselt sihitud abstsisskasvudele negatiivsed ordinaat-
kasvud: sirge langeb. Seda langemist me kiisitame kui
negatiivset tousmist.

3. Sirge abstsiss- ja ordinaatkasvude vordelisus. Sellest,
et vordsetele -abstsisskasvudele vordsed sirge ordinaatkasvud
vastavad, jirgneb, et kui mdne abstsisskasvu ja temale vastava
ordinaatkasvu votame, siis vastab kahekordsele abstsisskasvule
kahekordne ordinaatkasv, kolmekordsele — kolmekordne, poolele —
pool jue. Sirge ordinaadi kasvud mingisugustes
abstsissvahemikkudes on vordelised nende vii-
mastega.

Olgu Py(zy, v1), Pu(s, Yo)s Pylas, yg), ... rida tippe
sirgel ; siis on, nagu leidsime :

Yo—Yig Ys—¥s_ Yo —Us .
Lo—&y  Xy—x3 Bg—Ty
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Lithemalt: suhe sirge ordinaadi kasvust vas-
tava r.m. kasvuga on sirget modda muutumata:

v A
siimboolselt : J% = konst.

Lugeja tolgib leitud sirge
omadused kergesti algebra
keelde.

4. Sirge tousmise jirs-
kus. Kui votame rea min-

{\ gisuguseid sirgeid (joon. 20)

) ja vaatleme nende jooksu,

siis ndeme, et iihed nen-

Y o ; dest tdusevad aegla-

; selt, teised jarsku

Kuidas ja millega moota sirge tousmise Jarskust?

Votame mone abstsissvahemiku Zo—xy; olgu temale vastay

ordinaadi kasv Yo—1; (joon. 21). Me niieme, et iihe ja sama
abstsissvahemiku korral tduseb

sirge seda jidrsemalt, mida A“ﬁ’
suurem on vahe gy, — y,; | g
iihe ja sama ordinaatvahe b

Yo — ¥, korrab(joon. 22) tduseb o A

sirge seda jirsemalt, mida (
vihem on vastav abstsiss- :

vahe z,— ;.

On loomulik lugeda -
sirge tdusmise jarskust
vordeliseks ordinaat-
vahega y,—y;, ja poord-
vordeliseks abstsiss-
vahega x,—uz,.

Valime sirge tdus-
mise jéirskuse moddu.
Me votame selleks niisuguse sirge tdusmise
Jirskuse, mille korral sirge touseb abstsiss-

—3—

E

B

Joon, 21.
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vahemikus ks ‘ihe. pikkusmoodn vorra.  Sddirane

girge stinnitab —-z-teljega nurga 45°. - Joon. 28 kujutab sirgeid,

millede tousmise jirskus on voetud selle suuruse mdadduks.
Oeldus! jirgneb. et kui

sirge ordinaat kasvab abs- 4*3’

tsissvahemikus 1 iihe vorra, Y

siis on tema tousmise jirskus /

+ -y,
1 selle suurvse modtu; / Tt
kasvab samas vahemikus °_J on fiy
=~
g

ordinaat #,—7, vOrra, siis
on sirge tousmise jérskus
Y;—y; nimetatud modtu;

|
I L

|

Q\*

ja viimati, kasvab vahemi-

k
; ¢ 1
kus x, —x; sirge ordinaat 5\
Yo —1y, vOrra, siis on sirge
tousmise jirskus
oo

mi—_—%:, lithemalt Z’_Z selle Yo A
suuruse moodtu.

Nagu niigime, ei olene see suhe kohast sirgel
— tema tousmise jérskus on kdoigis tema koh-
tades tiks ja sama.

A Geomeetriliselt on see
'7/'// / Jkasvude suhe“ kujutatud
i tangeusina nurgast, mis
¢ i > sfinnitab positiivse

i sirge slin Pos

z-teljega.

Ve b. NSirge tous. Sonade ase-
W / W, / mel ,tdusmise jirskus“
4 me tarvitame liihemat, nimelt
Shous¥ Tous on arv -1,

99 4 S TER § A
Joon. 23. 256, =+ Tlhes a'in’ WED-

dab tdhtsamat sirge jooksu omadust, tdusmise
jirskust.
Sirge tdusu m abil on kerge tema sihti leida. Joonistame

x
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(joon. 18) tdisnurkse kolmnurga, mille iiks kaatet on 1 roobiti
z-teljega, teine — on m roobiti y-teljega. Selle kolm-
nurga hiipotenuus madrab sirge sihi. Umberpsordult
oleks kerge, teades sirge sihti, leida graafiliselt tema tousu.

Mirkus. Slhtkolmnurk mille me joonistasime sirge
sihi leidmiseks tema tdusust, asetatakse harilikult rdohtkaatetiga
negatiivsele z-teljele tiisnurgaga koordinaatide algusesse. Selle
kolmnurga pahempoolset tippu, mille kaugus algusest on —1,
nimetatakse pooluseks.

5. Uhtluse maiste.

Eelmirkus. Uhtluse moiste on iiks tahtsamatest
tépsas loodusteaduses: néhtuse iihtlane kiik on kdige lihtsam
koikidest moeldavatest. Suuruse @ htlast muutumist teise
muutumisel, inillest ta oleneb, leiame iilisagedasti kdikides
matemaatika osades ja igal sammul igapievase elu nihtustes.
Uks nendest on iihtlane liikumine.

1. Definitsioonid. Liikuva téipi orbiidiks nime-
tatakse seda joont (sirget, ringi, parabooli jne.), millel
siinnib tadpi liikumine.

Liikumise seaduseks nimetatakse siiirast
valemit, mis mifirab tipi koha tema orbiidil igal
ajamomendil.

2. Tipi koha miiramine tema orbiidil voib Jargmiselt
stindida. Valime orbiidil mdne kindla t# pi O (joon. 24); siis

on liikuva tépi koht igal ajamomendil ¢
midratud tema kauguse abil OS tipist
d O kohani 8, kus ta sel ajal ¢ just on,
arvates seda kaugust orbiiti mooda. Seda

0 kaugust, kaare pikkust OS, me nime-
4 tame tdpi ,teeks“ ajal ¢ ja tihis-
Joon. 24. tame s'). Tee on arv, orbiit on joon.

1)s —sputinm = vaheruum, siin kauguse mottes; ¢ — tempus = aeg,
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On tipi teed aegadel #, ja f, s, ja s,, siis on tdpp aja-
vahemikus #—t, kilinud teevahe s,—s;. \

3. Uhtlase liikumise definitsioon. Kui tipp vord-
setes, kuid muidu mis ajavahemikkudes tahes
kaib vordsed teevahed, siis nimetatakse tema
liikumist iihtlaseks,

Mirkus. Liikumise tithtluseks on tarvis, et tépp iga-
sugustes vordsetes ajavahemikkudes kaiks vordsed teevahed.

4. Uhtlase liikumise seadus. Kiiib tipp vOrdsetes aja-
vahemikkudes vordsed teeosad, siis kiib ta kahekordses aja-
vahemikus kahekordse, kolmekordses kolmekordse teeosa vorrel-
des - sellega, mis ta iihes ajavahemikus kiinud: teeosad,
mis iihtlases liikumises teatavates ajavahemik-
kudes kiidud, on vordelised, vastavate ajavahe-
mikkudega.

Olgu ¢ ja ¢ kaks kindlat ajamomenti ja { mis aeg
tahes; olgu tipi teed, mis nendele aegadele vastavad, s;, s,
ja s. Ajavahemikkudes

A t—t, ja to—7t
on kéidud teeosad ;
8—8; ja So—8;.

Need neli vahet on, nagu deldud, vordelised; sellepdrast:

it redhd 1A
gr T e
See ts-side on maksev momendil ¢; et viimane oli mis
ajamoment tahes, siis on ta maksev igal ajal: saadud
ts-side on ii. 1. seadus. Aeg f ja tee s esinevad temas
esimeses astmes: {i. 1. seadus on lineaarne. Teiste
sonadega: iihtlases liikumises on tépi tee lineaar-
funktsioon ajast: e
$ =8 Fome s e
U. 1. ts-diagramm on sirge joon.
5. Uhtlase liikumise kiiruse moiste on iiks meie alg-
moistetest; nagu teisigi niisuguseid, nditeks mdisteid sirge,
4
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tépp, pikkus, aeg, ruum jne., ei suuda me teda defiinida. Kiill
aga voime kindlaks mé#rata, kuidas seda suurust modta.

Kui iihes ja samas ajavahemikus vaatleme kaht iht-
last liikumist, siis loeme neist selle kiiremaks, milles pikem
teeosa kiidud. Kui kahes fihtlases liikumises ihed ja samad
teeosad kiidud, siis loeme nendest liikumistest selle kiire-
maks, milles see teeosa viihemas ajavahemikus kiidud.

On loomulik lugeda kiirust iithtlases liikumises
vordeliseks teeosaga ja podrdvordeliseks aja-
vahemikuga, milles see teeosa kaidud.

U. . kiirusmooduks vdime meie igat . 1.
kiirust votta. Votame selleks ii. 1. kiirusmodduks niisu-
guse i. I kiiruse, mille korral ajavahe 1 sec jooksul tee-
osa 1 cm #ra kiiakse. Selle kiirusmogdu nimeks on 1 em/sec.

Téahist cm/sec ei tohi kui murdu vaadata; selle
téhise osasid’ pole voimalik lahutada, nagu iga teisegi nime
osasid. Nimetatud siimbol on valitud kiirusmododu tiahistamiseks
sellepirast, et temast otsekohe niha on, kuidas on defiinitud
see kiirusmodt pikkus- ja aegmootude abil.

Nonda siis: kui thtlases liikumises

teeosa Lem on kiidud aja 1 sec jooksul, siis on kiirus 1 cm/sec

e —_ i — So—S; A
5 So—8;
So—S81 » vy to—t1 o 2t TR »

Et 1. 1. korral kiidud teeosad suhtuvad kui nendele vasta-
vad ajavahemikud :
82"81 s 84—'§ e
ty—ty  ty—ty

siis on seesuguse liikumise valtusel kasvude suhe:
E”;: kdoik aeg tiks ja seesama. See suhe moddab i. L

kiirust. Ta kujutab teeosa, mis fi-s I-s iihe sec viltusel kdidud.
Ta ei ole tee; kiirus on oma liiki suurus.

6. Mirkus. Me ndeme, et kiirus tihtlases liikumises
leitakse pikkuste ja aegade modotmisel. Seesugusele



kiiruse kaudsele mootmisele sunnib meid asjaolu, et meil voimalus
puudub otse kaht kiirust vérrelda, eriti voimalus puudub kiiruse
moodu etalooni valmistada ja kuigi ta meil valmis oleks —
alal hoida. Sama lugu kordub paljude teiste suurustega.

7. Uns ii. 1. seaduse vorm. Me saime ii. 1. seaduse
kujus: ¢ : s=g8 + :z;_—:; t—t).
Téhistame kiiruse, mis selles valemis esineb, tihega ¢!); saame:
s =38+ ¢ (t—t,).
Olgu aja algusel tipp kohal, mille kaugus teede algusest on s,;

siis on 8o =8y ¢ (0—t,).
Lahutades, saame ii. . seaduse kujus
§ =385} ct,

milles teda harilikult kirjutatakse.

Muidugi on teda vdimalik otse saada: ajal ¢ =0 olgu tapi
tee s,; liigub ta ihtlaselt kiirusega ¢, siis kiib ta ¢ sec jooksul tes
c.i dra; t sec 10puks on tema
tee s=s,+ct. Et 1 oli vabalt
voetud aeg, on viimane vordus
maksev iga aja kohta; sellega
on ta noutud liikkumise seadus.

Uhtlase liltkumise
seaduse kujuks on
ts-tasapinnas sirge
joon (joon. 25); s, on
selle sirge algordi- Toorks 85;
naat, ¢ on tema tous.

U. 1l ts-diagrammis kujutab kiirust tangens
nurgast, mis nimetatud sirge siinnitab posi-
tiivse aja teljega.

8. Graafiline raudtee solduplaan. Rongi orbiidiks on raud-
tee, tema teeks s ajal ¢ on tema kaugus ldhtejaamast.

Oletame, et rong igat kahe jaama vahet soidab iihtlase kiiru-
sega; ts-diagrammis saame selle liikumise kujutusena sirgjoonelise

D

i |
1) celeritas — kiirus, ‘ TRU Raamatukogu
: St B
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lsigu. Kui aja ja tee mdodud on kujutatud tihe ja sama pikkuse
abil, siis kujutab nimetatud Idigu tous rongi liikumise kiirust, — kui
mitte —— on see tous vordeline kiirusega. Rongi peatamisajal on tee
seaduse kujuks sirgjooneline 16ik, mis roobiti aja teljega. Joon. 26
kujutab E. V. raudtee soiduplaani Tallinna—Tartu osa. Ta lubab otse-
kohe #ra lugeda: mis rong kus, millal ja kui kaua peatab, kus kaks
rongi vahetuvad, kus rong kiiresti, kus aeglaselt soidab, missugune

E. V. raudtee séfduplaan.

N 3 rong N 4 N 11 N9 N 12 N 10
Tallinn 0 ¥ T Y Y PR 2% el 190
.1: i } i ! L / / o
i L i -
Raasiku 4 J‘ | .
G | / — 150
Aegviidu _:0: o < :
SiRE VI E
Tapa g \ L | A
f R ] =t
o -
a [
Kiltsi 100 4 ! b
] \ L5
@@
- g
| S
- \ - S
Jogeva 3 ' ! £ = 50
150 Lot ‘ \ / 9
4 1 Lo s - -
i 1 1§ i
Voldi e i * S
: R/RERERAN ]
Tartu 190 i L | | —dlg

DT o ol AT R S O TR | B0 ) IS, | St LT R G
» Maksev 1. detsembrist 1920.

K

\

% ) Joon. 26.

kahest kiirem, kui kaugel rong on antud ajal lihtejaamast, kui kaugel
1opujaamast jne.

Lugeja - joonistagu praegu maksev soOitude diagramm, vottes
andmed harilikust soiduplaanist. !

Mirkus. Raudteevalitsuses kaiakse stitude m#dramisel vastu-
pidist teed : esiteks valmistatakse graafiline sdiduplaan ja tema pohjal
kuulutatakse harilik soitudekord vélja. :
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Mottek#ik, mida me tihtlase liikumise uurimisel tarvitasime,
on tiiiibiline. Teda e tarvitame iga ihtlaselt siindiva nihtuse
kitigu kirjeldamisel.

9. Niide. Uhtlane pikkuse palsumine soenemisel. Votame varre
mingisugusest ainest, nditeks vasest. Soenemisel paisub tema pikkus.
Paisub vars vordsetes, kuid muidu mis soojusevahe-
mikkudes 460 tahes vordsete pikkuskasvude 41 vorra,
siis nimetame paisumise fihtiaseks.

Paisumise iihtlusest jirgneb, et varre pikkuskasvud igasugustes
soojusevahemikkudes on vordelised nende vahemikkudega.

10. Uhtlase paisumise seadus. Olgu 6, ja O, kaks kindlat
temperatuuri. ja # mis temperatuur t ahes. Vastaku nendele
varre pikkused /, L, ja I

Kasvud —l lo—1,

ja 60—6; Oy—6;

on vordelised: A=ty __lzi"lt,
6—6, —6,

jarjelikult (8 R ‘g (6—6,).

1
. p. korral on varre pikkus lineaarfunktsioon

temperatuurlst
Kordajal _;2~({) on lihtne fiiiisikaline tdhendus: ta on . p.
D 1 .
kiirus. . . :

11, Uhtlase paisumise kiiruse moiste'on algmoiste; teda
onvoimatudefiinida. Kiill aga voime kindlaks méirata, kuidas
seda suurust mo 0t a.

Vaatame kaht paisumist ihes ja samas soojusevahemikus;
me loeme seda paisumist kiiremaks, mille korral varre pikkuse-
kasy on suurem. Vordsete pikkusekasyude korral me loeme seda
paisumist kiiremaks, mida vihemas soojusevahemikus ta siin-
dis. On loomulik lugeda varre ii. p. kiirust vordeliseks pikkuse-
kasviiga ja poordvordeliseks sellele vastaya soojusevahemikuga.

U. p. kiirusmooduks me vdime lugeda igat . p. kiirust. Me
valime selleks niisuguse ii. p. kiiruse, mille korral varre pikkus
paisub soenemisel 10 vorra just I cm vorra. Selle ii. p. kiirusmdodu
tihiseks olgu 1 em/grad. ]

Siimboli em/grad osad on lahutamata, nagu iga nime osad;
valitud tihis peab meile meelde tuletama, kuidas on defiinitud @. p.
kiirusmdot, pikkus- ja temperatuurmddtude abil.
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Sellest, mis iilevalpool deldud, jirgneb niiiid otsekohe tabel:

soojusevahemik pikkusekasv . p. kiirus
1 grad 1 em 1 cm/grad
s s lo—1y lo—1y :
—1
6—6, A L ly g G
gt h—h 6,—6,

U. p. kiirust midratakse kaudselt, nimelt pikkuste ja tem-
peratuuride mootmiste teel.

12. Uus ii. p. seaduse vorm. Tahistades selles seaduses (v. 5:10)

“esinevat kiirust tdhega gq,
saame ; l=L+q(0—6,)

Olgu varre pikkus temperatuuril 00 7, :

l=4+q (0—6y);
siis saame l=1y-}q6.

U. p. seaduse graafiliseks kujuks on 6l-tasapinnas
sirge; varre algpikkus %, on selle sirge algordinaat. U. p.
kiirus on kujutatud tangensina nurgast, mis /-sirge siinnitab positiivse
O-teljega. -

13. Niiited iihtlaselt siindivatest niihtustest. Keha, mis
joudude mdjust vaba, liigub fihtlaselt sirgjoones; maakera poorieb
iihtlaselt @imber oma telje; sektor, mida piirab maakera orbiit,
kindel péikesest tommatud raadiusvektor orbiidi tasapinnas ja
muutuv maakera raadiusvektor, kasvab iihtlaselt ajaga maakera
keerlemisel iimber piikese; gaasi maht, mis konstantse rohu-
mise all asub, paisub ihtlaselt soenemisel; rohumine vedelikus
kasvab iihtlaselt siigavusega; koigis osades iihetaolises elektri-
voolu juhis langeb potentsiaal ithtlaselt kauguse kasvamisega
allikast jne.

Araarvamata suure tihtsusega on esimesed kaks nimetatud
nahtust. Uhtlane keha liikumine gsirges on tema loo-
mulik, tema vaba liikumine; koik teised on sunnitud
kehale temale rakendatud joudude poolt. Selle tiht-
lase liikumise alalhoidmiseks pole joudu tarvis: ta
sinnib iseenesest igavesti muutumata edasi.

Maakera podorlemise ihtlus voimaldab selle
ndhtuse tarvitamist aegade vordlemiseks: meil puu-
dub vdimalus kaht aega otse virrelda; nimetatud nihtuse ihtluse
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tottu on seda vdimalik kaudselt teha. Me loeme vordseteks
ajavahedeks nlisugused, milledes maakera péorleb vordsete nur-
kade vorra; tarvilikka podrdnurki on voimalik modta astronoomilisel
teel. Maakera saab tema poorlemise iihtluse tottu ideaalseks
kellaks: selle jirele seame koiki omi ajamodtjaid.

14. « Uldine iihtlaselt siindivate nihtuste kiisitlus. Mi-
raku uuritava nihtuse kiiiku kaks suurust; nimetame neid iildi-
selt x ja y; olgu 2 r. m., y — tema funktsioon. Kui vord-
setele, knid muidu mis z-kasvudele tahes vas-
tavad vordsed y-kasvud, siis nimetame niahtuse
kdiku tihtlaseks. Uhtlusest jirgneb, et z- ja vastavad
y-kasvud on vordelised. Olgu z, ja =, kaks kindlat
r. m. vaartust, x mis selle vidrtus tahes. Vastaku
nendele y-vidrtused y,, ¥, ja y. Siis on vastavate kasvude

vordelisuse tottu: Y—% __ Y24,
W=y oty
ehk teisiti: * Y=y +E50 (@,
&y

See on niihtuse kiiiku valitsev seadus.

Olenev-suurus on lineaarfunktsioon rippu-
mata muutujast.,

Nihtuse kidigu graafik xzy-tasapinnas on
sirge joon. .

Selle joonistamiseks on kiillalt kaht paari teineteisele vas-
tavaid 2 ja y vidrtusi: fihtlaselt siindiva nihtuse
kdigu midramiseks on kiillalt kahest vaatlusest.

Kordaja B
oy
ehk iildisemalt temaga vordne kasvude suhe
' Ay
Az

mddodab néhtuse fihtlase kidigu kiirust.
Tdhistame teda m. Vastab z-i nullviidrtusele y-vidrtus y,,
siis on vorduste pohjal
Yy =1y, +m(z—x,)
ja : Yo =1 +-m (0—y)
Y =1Yo+ mz.
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Nihtuse xy-diagrammis kujutab y algvididrtust y,
sirge algordinaat, néhtuse kiirust — sirge tous.

xm-diagrammina saame kiiruse kéiku kujutava joonena
sirge, mis roobiti z-teljega.

15. Mirkus. Uhtlaselt siindivad nahtused on ainsad, millede
kiiku me suudame endile enam-vihem selgelt ette kujutada.
Iga niisuguse nahtusega seotud kiirusmoiste on meile selge, olgugi
et me teda ei suuda defiinida. Selle algmoiste abil me tule-
tame jargmises paragraafis ka nende nahtuste kiirus-
moiste, millede kaik pole iihtlane.

Ulesanded.

1. Keha poorleb kindla telje iimber; ta seis ruumis mé#dratakse
nurga abil ¢ (absoluutmoodus), mis siinnitab kindel telge ldikav tasa-
pind ruumis samasuguse tasapinnaga, mis muutumata kehaga seotud.
Kui vordsetes ajavahemikkudes nurk ¢ kasvab vordsete osade vorra,
siis nimetatakse poorlemist iihtlaseks. Uurida seletatud viisil nurga ¢
olenemist ajast. Kuidas moota nurkkiirust? Mis tdhendab siimbol 1 1/sec?

2. Kepleri teise seaduse jarele piihib pla,needl raadiusvektor
vordsetes ajavahemikkudes vordsed sektorpinnad, millede tipp on ellipsi-
kujulise orbiidi tulitdpis, Kuidas muutuvad need pinnad w» ajaga t?
Mis tihendab siimbol 1 cm?/sec ?

3. Millal me unimetaksime sooja keha kiilmenemist tihtlaseks ?
Uurida seda nahtust. Mis tdhendab siimbol 1 grad/sec?

4. Millal me nimetaksime potentsiaali V langemist voolu juhis kau-
guse ! kasvamisega allikast ihtlaseks? Kuidas on niisugusel korral seotud
V ja I? Mis tihendab slimbol 1 volt/em? Takistus r» on vordeline pik-
kusega (. Kuidas on seotud potentsiaali langemise kiirus voolu tugevusega?

5. Tapp liigub 1-se, 2-se, 3-nda, 4-nda, 5-nda ja 6-nda ja 7-nda
sekundi jooksul seaduste jirele: s =1--05¢; 154 08¢; 2:3; 2:34-2¢;
4'3; 43—341t. Joonistada ts- ja tc-diagrammid, vOttes molemates -teljed
roobiti teineteisega ja c-telje s-telje pikendusena.

6. Mitteiihtlaselt siindivate niihtuste uurimine.
: Nende kiirus.
Uks kdige sagedamini esinevatest m. {i. s. nihtustest on
mitte thtlane liikumine. :
1. M. i. L. definitsioon ja seaduse graafik. Kui vihe-
malt tihes reas vordseid ajavahemikka liikuv
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tipp kidib dra mitte vordsed teeosad, siis nime-
tame liikumist mitteihtlaseks. Ajavahemikud ja
pendes firakiidud teeosad pole vordelised; liikumis-
seadus pole lineaarne Liikumisseaduse kujuks pole
sirge. Kuid, nagu enneminigi, on ka niid tee s aja t
funktsioon. Liikumisseaduse graafikuks on niiid moni
teine, mitte sirge, joon.

2. Ositi ii. 1. definitsioon ja tema seaduse graat‘ik
Kbige lihtsam mitte . 1. on ositi @. l.; kui on voimalik
liilkumisaega nonda osadeks jagada:

bi—tgy ba—tgy by—toii &
et igas niisuguses vahemikus lukumme on uhtlan e, siis nime-
tame teda ositi @ihtlaseks, iga sifrast aJavahemlkku o
thtlusvahemikuks.

Igas nimetatud ajavahemikkudest on lilkumisseadus
lineaarne, jirjelikult tema graafikuks sirgjoone line
loik. 'Tipi tee on ikka, iga liikamise korral, pi dev, kat-
kematu, funktsioon ajast; o. i. L. seaduse graafik
on pidev murdjoon.

3. 0. ii. 1. kiirusgraafik. Kujutagu joon. 27 murdjoon
tippudega S,5;8; . . . mond o. G. /1. seadust fs- -tasapinnas. Kon-
struime tema
kiirusgraafiku.

Asetame {fc-tasa-
pinna ts-tasapinnale,
nonda et ¢-teljed roo-
bikud ja e-telg s-telje
pikendusel oleks. Tom-
hame tiippidest S, S;,
S, ... piistjooned. Kui
meelde tuletame fiht-
lase liikumise kiiruse g i
graafilist  konstrukt- = Fiins- Groafik
siooni (joon. 25), saame |
jﬁr:miso juhise kii- Joon. 27.
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ruste leidmiseks nimetatud iihtlusvahemikkudes: valime te-tasa-
pinnas — i-teljel algusest alates pikkuse 1; tema 16pust O* kui
poolusest (v. 45, miirkus) tombame rea kiiri, mis roobiti sirgjoone-
liste 1oikudega 8,S;, S;8,, 8,8, . . .; need kiired ldikavad c-teljel
1igud, mis noutud kiirusi kujutavad. Kandes neid rosbiti
vahemikkudesse bi—toy To—tiy ty—ts . . .,

saame o. U. I kiirusgraafikuna katkeva joone,
mille osad roobiti aegade teljega.

Mirkus. Oleks meil olnud antud o. i. 1. T(iirusgraafik, siis
oleksime temast teegraafiku saanud, tehes neidsamu operatsioone,
mis praegu, ainult vastases jirjekorras.

4. Keskmise kiiruse maoiste mitteiihtlases liikumises.
Kujutagu kover joon. 28 mond m. fi. 1. seadust. Vatame sellel
koveral rea tdppe S,
8;, 8 ... ja iihendame
iga kaks feineteisele
Jirgnevat nendest sirg-
joonelise 1digu abil.
Saame murdjoone
88;8,... See murd-

i) : joon kujutab tea-
tavat o. G. 1. sea-
o% + dust. Tema tipud

©

vastavad iihtluse
katkemise aega-
dele: 3
Joon. 28, Aegadel i ¢,ii b,
lo... on tipi teed kui
moeldud o. ii., ndnda ka tdesti stindivas liikumises
ihed ja samad s,, s, 85... Mdeldud o. & 1 on ajavahe-
mikkudes b—to, to—ty, ta—ts . . .,
kidud teevahed  s,—s,, s5—8;, 85—, . . .,
Jirjelikult on selle liikumise kiirused nendes ajavahemikkudes :

81—y S8  S3—Ss
ti—ty S— l3—1ty
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Need kiirused oleksid meie m. ii. liikuval tépil nimetatud
ajavahemikkudes olnud, kui ta nende algusel ja lopul oleks olnud
samadel kohtadel kui tdepoolest, vahemikkudes ise aga
ta oleks liikunud thtlaselt. Neid mdeldud Kkiirusi me
nimetame m. i. liikuva tdpi keskmisteks kiirusteks
ajavahemikkudes t,—to, to—ty, ty—to, - - - Nende k#ik on kuju-
tatud katkeva treppjoonena joonisel 28.

5. M. ii. liikamine, kui o. . liikumise piir. Murdjoon
S48,S, ... kujutab teatud tipsusega koverat §,5,5..., moeldud
0. i. 1. — tdepoolset liikumist; kujutamise tipsus on seda suu-
rem, mida enam on meie murdjoonel ihistappe kujutatava
koveraga, teisiti, mida vihemad on tema osad SoS1, 818, 8583, . -

Me vaatame antud kdverat kui piiri, millele ldhe-
neb murdjoon S,88... tema osade l1opmatul vihe-
nemisel ja nende arvu vastaval Iopmatul kasva-
misel. Lihenevad loigud Sy8S;, 5,8, S5Ss, . .. 1opmata nullile, siis
siinnib seesama ajavahedega t,—t, fo—t;, f3—ly, ...] samal
ajal kasvab nende ihtlusvahemikkude arv lopmata. Me kiisitame
toesti stindivat liikumist kui piiri, millele ldhe-
neb mdeldud o. @. 1. ihtlusvahemikkude 15pmatul
vihenemisel ja nende viimaste arvu vastaval
logpmatul kasvamisel.

6. Kiiras antud ajamomendil m. ii. liikumises. M. ii.
liilkumise korral on vodimatu riakida kiirusest liikumisaja
viltusel: ta muutub whelt ajamomendilt teisele; sel korral
me voime-riikida ainult kiirusest antud ajamomendil.
Seda kiirust on vdimatu madrata teel, mis . L
kiiruse andis: ajamoment ei suuda ajavahemiku osa tiita.
Suhe As:At kaotab siin oma mdtte: kui 4¢ on null,
on ka As tee muutumise pidevuse tdttu null, suhtel As: 4t
pole mingit kindlat vidrtust.

Me liheme sellepirast teist teed.

Olgu antud ajamoment t; vastaku temale liikuva tapi tee s.
Kujutame endile ette o. ii. liilkumise, mis teatava tdpsusega
tdesti siindivat kujutab ja millel moment ¢ oleks ithtluse



katkemise ajaks. Olgu momendile ¢ jirgnev iihtlusaja-
vahemik A4t (joon. 29), temale vastav teekasv As; siis moddab
moeldud o. fi. . kiirust vahemikus A¢ suhe
i
4t :
Laseme niiid whtlusvahemiku pikkuse ikka vihemaks ja
vithemaks saada. Vahemik Af omandab rea viidirtusi 4,7, 448, A, ...,
millede piiriks on 0: 4¢ —0; nendele vastavad teekasvud on
(joon. 80) Ays, dys, Ags, ...: ka mende piir on tee pidevuse

e
4s k
AS /

oo
YTy ¥ agt] o
// At | tlat i

Joon. 29, Joon. 30.

tottu 0: As — 0. Liikumise kiirused nimetatud thtlus-
vahemikkudes on: 2:, j:—i, Aﬁ—j e

Muutuva ajavahemiku A¢ 1opmatul vihenemisel lihenevad

need kiirused piirile lim ijf;

at 04t
- samal ajal liheneb mdeldud liikumine ldpmata
toesti siindivale. ;

Seda piiri on loomulik lugeda m. ii. 1. kiiruseks momendil #;
me defiinime sellepirast: m. @. 1. kiirus ajamomendil ¢
on piir, millele liheneb kiirus mdeldud o. @. lii-
kumises, kui momendile ¢ jirgnev fhtlusvahe-
mik At 18pmata 1fiheneb nullile.
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Seda m. @. 1. kiirust ajal/é ‘e tihistame siimboliga ¢ (?);
see tihis peab meile meelde tuletama, et igale ajale ¢
vastab m. . 1. korral oma kiirus, et see kiirus on

funktsioon ajast. Nonda on siis m. ii. 1. kiiruse definitsiooni pdhjal
¢(t) =1lim .
At>0 ¢
7. Teine m. ii. 1. kiiruse definitsiooni vorm. Suhe
As: At annab keskmise liikumise kiiruse vahemikus 4¢, mis

jirgneb vdetud ajamomendile ¢; lim 45 n selle piir vahemiku

At
\ A4t—>0
At 1opmatul viihenemisel. Sellepéirast: m. . l. kiirus antud

ajamomendil ¢ on piir, millele liheneb keskmine
kiirus sellele momendile jirgnevas ajavahemikus
At, kui see viimane vahemik 10pmata viheneb.

8, M. ii. 1. kiiruse arvatamine liikumise seadusest.
Niiide. Katse niiitab, et raske keha, mis kiirusega .c alla
paisatakse, liigub seaduse jérele. ;

s=8,+cot+1g.8
kus tdhtedel #, s, s, on endine tihendus ja g on kindel konstant.
Leiame keha kiiruse antud ajal &

Bt tee s pole lineaarfunktsioon ajast, siis pole liiku-
mine iihtlane, Kiiruse arvutamine siinnib sellepiirast iilemal-
antud definitsiooni pdhjal. z

Olgu At moni ajavahemik, mis jirgneb momendile t; selle
vahemiku 1oppmoment on t-At; selle viimaseni on kiidud tee

8o ¢o- (E 4 Aty + | g . (E4 ALY
Teekasy As vahemikus A¢ on teede vahe ajavahemiku At 1opul
ja algusel: Ads=s8,-¢- (t+ A+ § g ¢+ A?
—(80+co-t+59- t)
teisiti: As=c,. A+ ! (29.8. At +g . (A1),
ehk As=At.(eo+g.t+ 1 g.40).
Oleks liikumine vahemikus At-siindinud idhtla-
selt, siis oleks selles vahemikus tema kiirus

bl
olnud —j‘;=co+g.t-{—§g.At.
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Toepoolne liikumine ei siindinud ibtlaselt; tema kiirus on
definitsiooni pdhjal mdeldud liikumise kiirus € P iir tihtlus-
vahemiku Af 16pmatul vihenemisel :

ds
el =hm =
4t>0 4t
Laheneb At nullile, siis siinnib seesama ka avaldusega ! g.At;
~ sellepérast lim —S—co—}—g.t,
4t>04¢
nonda et ¢(t) =c,+ gt.

Meie kiiruse arvutamlse protsessis oli ¢ kindel ajamoment;
selle juures oli aga iikskoikne, missugune ta nimelt oli.
Sellepirast on saadus maksev iga ajamomendi kohta.

Allapaisatud keha tee on ruutfunktsioon,
tema kiirus — lineaarfunktsioon ajast.

9. Mirkused. 1) Valem ¢(f) =lim »f méfrab Oige kiiruse

At—-)O
vadrtuse ka sel korral, kui liikumine on iih tlane; siis on

- nimelt kasvude suhtel ikka iiks ja sama vidrtus, olgu At kui
viike tahes; sama viidrtus on siis ka selle suuruse vidrtuste
kogu piiril.

2) M. i. L kiirust ajal ¢ me ei saa midirata kui funkt-

siooni %: vadrtust, kui kasv A¢ om 0, kiill aga kui piiri,

mi¥ele see suhe Zi: liheneb, kui At 1opmata liheneb nullile.

10. Kévera puutuja maiste.

Kujutame endile ette kovera(joon. 31),

kindla tipi temal ja mingisuguse

kovera siduja, mis sellest tapist

tommatud. Oletame, et tema teire

Ioiketipp kdoveraga viimast

_ mobda esimesele ikka lihemale

/ i ja lihemale tuleb; selle juures
/ { ¢ poorleb muutuv siduja nimetatud
\ kindla tépi iimber, lihenedes seotud

; kaare lopmatul vihenemisel lopmata

Joon. 31. kindlale piirsirgele. Viimast
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sirget me nimetame kovera puutujaks nimetatud
tapis. Nii siis: kdvera puutujaks kindlas kdvera
. t#apis me nimetame piirsirget, millele ldheneb
sellest tiapist tommatud muutuv siduja, seotud
kaare lopmatul vihenemisel.
Miirkus. On tdiesti lubamata defiinida puutujat kui .
sirget, millel kdveraga iiks iihine tépp (joon. 32).
11. M. . 1. kii-
ruse kujutus aeg - tee-
diagrammis. Me defiini-
sime m. ii. . kiirust ¢(?)
momendil ¢ kui piiri

lim %
dt»Odt
Keskmine kiirus
vahemikus 4¢ s. t. Joon. 32.

kasvude suhe As:At, on

kujutatud (joon. 29) tangensina nurgast, mis tee
kdovera siduja vahemikus A¢ siinnitab positiivse
aegade teljega. Ajakasvu A¢ 1dpmatul vihenemisel viiheneb
Iopmata ka seotud kaar; siduja liheneb 1opmata’ puutujale, siduja
nurk - ¢-teljega puatuja nurgale sama teljega, tangens siduja
nurgast — tangensile puutuja nurgast - f-teljega, keskmine
kiirus vahemikus A¢ kiirusele momendil ¢. Sellepérast : if

M. ii. 1. kiirus momendil £ on kujutatud tangen-
sina nurgast, mille siinnitab teekdvera puutuja
tapis t positiivse aegade teljega.

12. Kiiruskovera graafiline tuletamine teekoverast.
Saadud resultaadi me vdime #ra kasutada kiiruskOvera
konstruimisel.

Kujutagu kover joon. 33 ts-diagrammi. Votame temal rea
tappe: 1, 2, 8, ... ja tombame nendes piistjooned ja puutujad.
Nende puutujate nurkade tangens’id kujutavad
kiirusi vastavatel aegadel.
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te-diagrammi  joonistamiseks votame uue ¢-telje roobiti
endisega, c-teljeks s-telje pikenduse. Valime negatiivsel ¢-teljel
pooluse O* ja tdmbame temast kiired roobiti puutujatega
1, 2, 8, .... Need kiired loikavad c-teljel 15igud, mis ngutud
kiirusi kujutavad. Kanname neid vastavatele pistjoontele
1, 2,8, ...+ja fihen-
dame saadud rea t#ppe
sileda kovera abil. See
on kiiruskover.

13. Mirkus. M. ii.
l. kiirusviddrtuse
momendil £ me tu-
letasime tee sea-
dusest; kiiruse tule-
tamine teest seisis
piiri leidmises, millele
laheneb suhe teineteisele
_ vastavatest tee ja aja
Sbon. 83 kasvudest viimase kasvu
lopmatul  vihenemisel.
Esitatud mottekdik on tiiiibiline: samal viisil tuleta-
takse iga m. . sindiva n#htuse kiirus tema
kdigu seadusest.

14. Niide. Tahaksime meie madrata varre pikkuse m. . paisu-
mise kiirust monel antud temperatuuril 0, siis defiiniksime esiteks
selle nihtuse, nideksime, et selle seadus pole lineaarne, et tema kdigu
kujuks pole sirge. Koige lihtsam m. {i. p. oleks o. ii. p.; tema kaigu
kujuks @l-tasapinnas oleks pidev murdjoon. Uuritava m. i. p.
asemele asetame moeldava o. li. p, niisuguse, et molemate korral
temperatuuridel 6, 6, ,, ... varre pikkused I, l, b, ... oleksid iihed
Jja needsamad. Me vaatame siis m. {i. p. kni piiri, millele liheneb
0. . p. tihtlusvahemikkude 6,—6, ©;—0,, ... 1opmatul vihenemisel ja
nende arvu vastaval 1opmatul kasvamisel, m. ii. p. kiirust tem-

peratuuril 6 kui piiri, millele liheneb moeldud o. i p.
kiirus ihtlusvahemikus 46, viimase vahemiku 16p-

matul vahenemisel: g¢(¢) = lim £
A46->0 46
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Geomeetriliselt oleks. m. ii. p. kiirus @l-diagrammis kujutatud tan-
gensina nurgast, mis -kovera puutuja tépis 6 siinnitab -+ O-teljega.
Sellest jiargneks m. ii. p. kiiruskovera tuletamise viis varre pikkus-
koverast (v. 6°12). ‘

Lugeja votku vaevaks iiksikasjaliselt 1abi mdelda ja seletada siin
lithidalt dratihendatud mottekiiku. ;

15. Uldine kiirusméiste. Olgu vdimalik néhtuse kiiku
kirjeldada, kui ihe suuruse korrapiérast muutumist teise
muutumisel; tihistame neid suurusi iildiselt z ja y; olgu esimene
nendest r. m., teine funktsioon temast: y=/(z). See xy-side
on siis nihtuse kdiku valitsev seadus.

Olgu kover joonises 34 tema graafiliseks kujuks. Uhtluse-
tuse tottu pole voimalik rééikida nihtuse arenemise kiirusest tea-
tavas r. m. vahemi-
kus: see kiirus muutub
iihiselt r. m. vidrtusega.
Me kiisime: mis kii-
rusega aremneb .
nihtus momendil,
kus r. m. antud
vidrtusest tile -
heb? lihemalt: mis-
sugune on nih-
tuse kiirus antud ok, 8%

r.m vidrtusel?

Seda r. m. viidrtust me ei tihista eriti: me kirjutame
teda z, pidades meeles, et ta jirgnevas uurimises konstanti
tdhendab.

Me liheme sama teed nagu m. #i. 1. kiiruse tuletamiselgi.

Me defiinime nimelt esiteks kdige lihtsama m. i
stindiva nihtuse kdign: o. @. siindiva; selle kiigu kujuks
oleks wy-tasapinnas pidev murdjoon. Uuritava m. i. siin-
diva ni#htuse asemele asetame mdeldava of @i sfindiva ja
_ vaatame tdepoolset nihtuse kiku kui piiri, millele laheneb
mdeldud o. . nihtuse kiik, iihtlusvahemikkude 1dpmatul vihe-

nemisel ja nende arva vastaval 1opmatul kasvamisel. Uuritava
5
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nédhtuse kiirust r. m. védrtusel * me vaatame kui
piiri, millele liheneb moeldud o. ii. sindiva
nihtuse kiirus vahemikus Az, mis antud z-ile
jérgneb, selle vahemiku 16pmatul vihenemisel:
noutud kiirus on mlvlfo 73 2

Geomeetriliselt on kasvude suhe kujutatud
tangensina nurgast u, mis y-kovera siduja vahe-
mikus Az siinnitab positiivse r. m. teljega, selle
suhte piir - tangensina nurgast %, mis kdvera
puutuja tépis 2 slinnitab nimetatud teljega.

See annab ‘meile voimaluse leida n#htuse arenemise kiirust
graafilisel teel ja tuletada nihtuse kéigu koverast
tema kiiruskdverat (v. 6:12).

16. Niited. 1) Nihtuse viiltusel muutuvad teda maiira-
vad suurused poordvordeliselt teineteisega. Leiame kiiruse,
millega ndhtus stinnib antud arenemisjargul.

Tihistame filemalnimetatud muutujad 2 ja y; kui iiks
nendest kasvab 2, 3, 4, ... korda, peab teine sama palju korda
vihenema. Sellepiéirast on nende korrutis konstant, Tihis-

F & I
tame viimase £. Siis on Y=

Olgu nihtuse arenemise jiirk, millel me tema siindi-
mist just uurime, midratud r. m. viirtusega z; sellele’ 2-ile
vastab funktsiooni viirtus y=~§. Kasvab r. m. kasva Az vorra,
siis on ta uueks vidrtuseks z--Az; kasvab selle juures funkt-
sioon Ay vorra, siis on uueks y-viiirtuseks Y-+ 4y, nonda et

' k
Yot dy =
Siit leiame kasvu Ay:
k k Az

; dy k
Kasvude suhe oy il 1
ja tema piir liggh 2d e 2R

Ax—0 iy o
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Miirk miinus niitab, et niihtuse arenemise kiirus on negatiivne :
z-i suurenemisel viheneb y.

Koik, mis oeldud, ji&b maksvaks, olgu z-i vidrtus mis-
sugune tahes: uuritava néhtuse kiirus muutub pdord-
vordeliselt r. m. ruuduga.

Lugeja seletagu leitud resultaati konkreetsetel néidetel
fiitisikast. 4 :

2) Joud f, millega piike hoiab maakera tema orbiidis, on
poordvordeline kauguse » ruuduga:

g |
kus @ konstanti tdhendab. Missuguse kiirusega muutub
joud f kauguses r piikesest selle kauguse kas-
vamisel?

Arutades nagu ennemini, leiame

af _~ 2
78’
Sama seaduse jérele poordvordeliselt kauguse ruuduga allikast
siinnib valguse tugevuse muutumine. Leitud valem annab
ka selle néhtuse kiiruse.
Ulesanded.

1. R. m. iiksus on kujutatud pikkusena I», funktsiooni oma pik-
kusena [/y. Niidata, et niisuguses diagrammis tuletis on vordeline
puutuja tousuga. Vordeteguriks on Iz : ly.

2. Joonistada Emajoe veepinna tousmise kiiruskdver kevadel
1920. Andmed votta iilesandest 1 Jhk. 19.

3. Joonistada biikroomhapu kaaliumi sulamise kiiruskdver. And-
med votta iilesandest 2 lhk. 20. /

4. Joonistada Ohusoojuse muutumise kiiruskover joon. 14 pdhjal.

5. Luua m. ii. poorlemise kiiruse moiste.

6. Sama iilesanne m. ii. potentsiaali langemise kiiruse kohta.

7. Funktsiooni tuletis.

1. Funktsiooni tuletise definitsioon. Me nigime, et
funktsioon y = f(z) kasvab momendil, mil r. m. antud viérta-
sest z ile liheb, kiirusega ;. 4¥,

Ax-»OAx



Ft sel avalduse] pohjapanev tdhtsus ja ta edasi meil
igal sammul esineb, siis on kohane teda erilise nimega
nimetada. Selle avalduse me tuletasime funktsiooni
omast y=f(z) teatud piirile mineku teel; me nimetame teda
meie funktsiooni tuletiseks ja defiinime fldiselt nonda:
funktsiooni tuletis monel r. m. vidrtusel on piir,
millele ldheneb suhe funktsiooni kasvust r. m.
kasvuga, mis jirgneb nimetatud r. m. vidrtusele,
selle r. m. kasvu 10pmatul vidhenemisel

2. Tuletise tihis. Me tiéhistame avaldust lim % ithe

tihega ' ehk f'(z): eyl
Ay Af (a:)
= hm =% ) =lim
v N 0 dw>0 4%

Nonda on niiteks (—5) =——%—2, (80 F ot + 3 9t = ¢o+gt.

Stimbolit f'(x) me loeme: f tuletis z-i suhtes, ehk lithe-
malt f-tuletis.

Mirkus. Tuletise tuletamist funktsiooni f(x) avaldusest

nimetatakse selle funktsiooni differentsimiseks: Az ja
Ay on vahed; vahe nimeks on ladina keeles differentia.

3. Niiide. Leiame funktsiooni y=) = tuletise
monel kindlal r. m. vadrtusel

Seda vaartust me ei mé#rgi kuidagi eriti; me kirjutame
lihtealt =, peame’ aga meeles, et tema meie  tuletise arvuta-
mise viltusel konstantne on. Sellele z-viilirtusele vastab
y-viiirtus J . ‘

Lisame r. m. viirtusele mone kasvu Ax; uus r. m. viir-
tus on x - Ax; sellele uuele r. m. viiirtusele vastab uus funkt-
siooni vadrtus )z Az. Vahemikus Az, mis r. m. viirtusele
x jirgneb, saab funktsioon y kasvu

V-t dz—Vz,

s. 0. meie Ay. Funktsiooni ja r. m. kasvude suhe on meie niites

Vet —Va

dax
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jirjelikult on ndutud tuletis vordne piiriga

lim Vatdz— V=
Ax—>0 4

Enne selle piiri leidmist teeme mdned

Miirkused. 1) Viimases lim-simbolis on muutuja ks
]Jopmata vahenev r. m. kasy Az; xz on konstantne
r. m. vidrtus, millel ndutakse funktsiooni tuletist.

2) Kui Az nulliks saab, saab funktsiooni y pidevuse
tottu ka Ay nulliks: murd Ay:Az ei madira sellel r. m.
kasvu vidrtusel mingit arvu.

3) Me ei otsigi niisugust; me ei otsi murru vidrtust,
kui Az on null, vaid selle avalduse piiri 4z 10p-
matul nullile lihenemisel (v. 2°7, niide 5; 2°8).

Nimetatud piiri leidmine. Katsume lugejas era ldada
tegurit Az, mille nulliks saamise tottu hivib nimetaja. Korrutame
solleks murru liikmeid the ja sama avaldusega }/ @+ Az 4 Va;

saame murrua
@+ de—2x dx

de(Va+ da+Va)~ de*(Va+ dut-Va)

Kasvu Az nullile lihenemisel on ta vorrata
sellega; me vdime sellepérast murdu temaga
lihendada. (See poleks vdimalik, kui Az on nulll}

1

Me saame ——“———]W;.

Liheneb niitid Az nullile, siis 2+ Az — =z, Yzt A —V =
nimetaja — 2)/z ja me leiame >

s 1
(]/x)=21/5;

4. Uldine juhis tuletise leidmiseks. Tahame mosne
funktsiooni y=/f(z) tuletist leida tépis. = giis:
loeme selle z-i konstandiks; lisame temale kasvu
Az; votame r. m. uune viadrtuse z-+ Az, arvutame

sellele vastava fantsiooni vidrtuse, lahutame
sellest endise ja saame funktsiooni kasvu Ay
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Arvutame kasvude suhte dy:Az ja laheme piirile,
oletades, et Az laheneb nullile. See piir on ndutud
tuletis. Tema m##ramine nduab mdnikord kunstlikka votteid.
' b. Niited. 1) Leida (sin z)’. Tahistame different-
sitava funktsiooni y ja kirjutame vastavuste tabeli:

o $i y-:_-: sin
x4 dw... Y + dy = sin(x + Jx)
Awian Ay — sin(w +Ax) —ginx
keskmiselt  1-le 4y _ sin(z+ 4z) — sinz
b 5 -
jarjelikult lim 4 g 22t Zm) —sina
i dz—0 Az >0 o

Selle piiri leidmiéeks teisendame lugejat, katsudes eraldada
kasvu Ax: g

51n(x—rAx)—s1nx—2cos(x+ 2) sin

Az
2

Az
=Aw.cos(x—|— 22y a’

2

siit saame: hm Y lim {cos(x+
dx—>0

J.’I: Sln ]
_/lm->OA .

=

Kui Az — 0, siis ka '—@—»0, cos(w—|—d~f)~>cosa:

dx \
sin 5

dm Tl
A ‘
ja me saame (sinz)’ = cos x.
2) Samuti me leiaksime (cosz)’ = — sin x.
3) Lugeja leiab kergesti, et
(2%) = 2z,
(%) =B
6. Kdovera tous. Tuletis lim

Ax—>0
kasvamise kiiruse tipis z; geomeetriliselt vastab sellele

Z (:) miiéiras funktsiooni f(x)



f(x)-kujukdvera tdusmise jarskus tipis, mille abstsiss
on z; lihemalt: iilemalnimetatud tuletis mdddab kdvera
y="7(x) tousu tipis z. Tousu mddduks on, nagu ikka, nii-
suguse sirge tous, mis -}-z-teljega siinnitab nurga% (v. 4-4).

Geomeetriliselt on see kdvera tdus tdpis x kuju-
tatud tangensina nurgast, mis puutuja selles
kovera tipis siinnitab positiivse x-teljega.

Siit jirgneb kovera tousu graafiline konstruktsioon ja tous-
kovera graafilise tuletamise viis antud koverast (v. 6 12%

7. Kaks lauset. 1) Konstandi tuletis on null
Toesti, y = konst kujutab sirget (joon. 85), mis roobiti x-t(zljega.

1

Joon. 35. Joon. 36,

; —T——a_k_.

See sirge langeb igas tiipis oma puutujaga fihte; sirge nurk
z-teljega on null, selle tangens on null:
(konst)’'= 0,

2) R. m. tuletis on iiks.

Toesti, y==x kujutab sirget (joon. 36); see langeb igas
téipis oma puutujaga iihte; tema tous on iks:

{r. mY=1,

8. Puutuja vorrand. Olgu antud kdver y = f(x) ja tema
tapp Po(wy, 7o) Leiame selle sirge vorrandi, mis
koverat antud tdpis puutub.

Me teame, et tangens nurgast, mis siinnitab -}-z-teljega
kovera puutuja tépis P, on y-tuletise véirtus selles tépis.
Tahistame selle viilirtuse y’,. Olgu (2, y) mingisuguse puutuja
tépi koordinaadid; siis on tema vorrand (v. T. a. g. p. 7°14);

Y —Yo=1Y'o (@— ),
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Niide. Leiame sinuskdvera puutuja tépis,
mille abstsiss on %.

Meie korral on y =sinz, z,= %, jarjelikalt o=+, 1l

2
: 1 46)
diselt on y’ = cos z, sellepiirast y’, = cos g ~5— Otsitud vor-
rand on: y——-%=—v‘:(ﬂc~—%),
hk V3 :
enx: V8x—2y=""m—1.

9. Kovera normaal. K&vera normaaliks t#pis
P, njpmetatakse sirget, mis on risti puutujaga
selles tiapis. Normaali tdus on — 1 : y,’, sellepiirast on tema

vorrandiks M ot ch g% (z— zp).

Lugeja leidku parabooli y=2?— 5z~ 6 puutujad ja normaalid
tappides, milledes teda Ioikab z-telg, ja kujutagu graafiliselt
koik need jooned nende vorrandite pohjal.

Ulesanded. :
Leida iildise eeskirja jarele jargmiste funktsioonide tuletised
1. y=3c44 5 y=VIi+a?
1
2. =22 — 3, , 6. y= ¥
x? —x -4 Taw
By 8RRl 7. 8= i 1.
1 ct-+d’
4. 8= 8308 = __1_
fraae i sin ¢
9. Leida nende puutuja ja normaali vorrandid, mis koverale
y x—2
z-43

tommatud tépis, mille abstsiss on +4-2. Joonistada koik need jooned.

10. Puutuja pikkuseks nimetatakse tema ldiku puutetépi ja tépi
vahel, mis temal x-teljega ithine. Selle plkkuse projektsiooni z-teljele
nimetatakse puutuja aluseks. Niidata, et parabooh y2 = 2pa puutuJa
alus ei olene puutetépist.

~
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Differentsida graafiliselt funktsioonid :

3z + 2 2
Y yiae TR ) P e 13 y= )
¥y V=Sora y=1logx
e W
i Lo e

Kujutada jirgmised funktsioonid ja nende tuletised :
16. y==.E(z), kus H(x) on koige suurem tdisarv, mis arvus

a peitub;
; 17. y=|| 18. y =|sinz|.

8. Moned differentsimislaused.

Felmiirkus. z-i funktsioone u(z), v(x), ... Kkirjutame .

selles paragraafis libtsalt u, v, ....
1. Summa tuletis on liidetavate tuletiste summa.

Olgu kahe funktsiooni summa tipis « w-fv, siis on ta

tipis z 4 Az (- Au) + (v 4v).
Funktsioonide summa kasv vahemikus Ax
on A(u—+v)=Au -+ 4v;

3 Adw-t+v) _ duw | v
sellepérast ol oyt 4+ A

gee annab illeminekul piirile, kui Az — 0:
W v) =u4v
m. o. t. t.

Launse jiib jousse, kui liidetavaid on enam kui 2.
Samuti néditame, et
(u—v)=u'—v'"
2. Konstantsed liidetawad
jiivad differentsimisel dra.
Toesti :

(ud-eoy=u+c'=u-t0=u" s
Geomeetriliselt tidhendab see,
et ‘koveratel konstantse ordinaa- %!

tide vahega on tdppides vordsete i TS
abstsissidega  ro¢bikud  puutujad /y
(joon. 37). Joon. 37,
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3. Konstantsed kordajad jaivad differentsimisel
tuletise mirgi ette.

Olgu tipis =z funktsmom véirtus cu, kus ¢ on konstantne
kordaja. Tépis 2--Az on ta viirtus c(u-Adu). Jirjelikult on
A(cu) = c(u+ Au) —- cu = ¢ . Au,

A (cu) Au
B Rt (a4
feui==c.u’
4. Eelmiste lausete rakendused.
R : 1
) Q& —3e41) = (529 —(B2) + (+ 1) = 74
(@) —3. ()40

22 —3.1=2—3.

e
O] = DOf

) (2 VEY = (o GVEr ="
= —2-(1)'+1(Va£)' =
B e e
3) Lineaarfunktsiooni tuletis on konstant.
(az - b)'= (az)' b i=ain = d
See peab ju ka nonda olema: y = axz--5 on sirge, mille tdus on a.
4) Ruuntfunktsiooni tuletis on lineaarne.
(a2® + bz +-¢) =(az*) 4- (bz) 4o’ =
=a.(2%) 4-b.2"40=2azx | b.
5. Korrutlse uv tuletis on wv'-}vu’;
sonades: korrutise tuletis on esimene tegur kord

teise tuletis plus teine tegur kord esimese tuletis.
Uldise juhise jirele saame tabeli :

o uv
z+Ax... (u— Au) (v + Ar)
i Awv)y =wu.dvo+ v!Auw -+ Au. Av.

d(uv) /l1 o Au
Ay 7];;——'14 Jx_{—dar
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. ‘s av ’ Au ’ .
Kui 4z —0, siis = — 7 ;l_m_’u’ Av—0 ja me saame

(w) = u.v'4v.u'.
Niiide. (z.sinz)=x.cosz -+ sinz.1=sinz 4 x.cosz.

6. Marru ¥ tuletis on 2"

o v
Spnades: murru tuletis on murd; nimetaja on
endise nimetaja ruut, lugeja on endine nimetaja
kord lugeja tuletis miinus lugeja kord nimetaja
tuletis.

Seame endile kokku tabeli:

u -
x ‘e 7
! u—+ Adu
u utdu  u
Ax---A(;) VRN
u v.du—u ;v
telSltl Am 4a g A(v)—7W
A(l) Au dv
1 A * dw T dx |
i v (v Av) ’
sellepéirast piiris : ( ) NSt o
__ [sin® cosw cosx — sinx . (— sinw)
Niiide.  (tan z)’ (cosw ; i
__cosPz4-sin®e 1
cos% = cos%n

7. Kaudse .olenemlse moiste.
Niiited. 1) Ohulaeva kandejoud K oleneb

tema mahust v: s U
omal korral oleneb maht v ohulaeva telgloike raadiusest r
v = (7).

Muidugi oleneb kandejoud ka sellest raadiusest r: igale raa-
diusele vastab oma kandejoud: kuid see olene-
mine pole otsene: ta on kaudne. Kandejou olenemine
raadiusest siinnib mahu kaudu:

K = K[v(r)).



76

2) Vonkliikumises oleneb vonkuva keha tee teatavast

nurgast: §=a.8ne,
kus nurk e omakord oleneb ajast:
2n
6=—T“.t+8.

Liikuva keha tee oleneb ajast ¢ nvurga o kaudu.
3) Avaldused, nagu

m .
V1 —, tan (3 2? —\'1), log sin z,

olenevad koik rippumata muutujast kaudselt; funktsioonid,

. & s - x ¢
millede kaudu see siinnib, on meie korral siheed éxz— 1, sinz.

8. Funktsiooni funktsioon. Me itleme: K, s, Vl—fw
jne. on funktsiooni funktsioonid.

9. Kaudselt rippumata muutujast olenevate funkt-
sioonide differentsimine. Olgu y =1y (») ja w =wu(z) kaks
pidevat funktsiooni muutujatest « ja x. Olgu 2 moni kindel
r. m. védrtus; vastaku temale otse vidrtus » ja kaudselt .
Lisame r. m. z-le kasvu Az; uus r. m. vidrtus on z 4 Ax;
sellele r. m. véirtusele vastab uus w-vidrtus, tdhistame teda
w -+ Au, nonda, et Aw on w-kasv, mis vastab x-kasvule Az.
Sellele uuele u-le vastab uus y-védrtus; tdhistame teda y-A4y;
nonda siis vastab Ay kasvule Aw ja sellega kaudselt kasvule Az :

A A A

Jarjelikult vastaks funktsioonide iihtlase kasvamise korral r. m.
Au Ay

Ao " Az

4y

Az

kasvule s 35

Definitsiooni pdhjal on: ¢ = lim
Ax—>0
Otse me seda piiri arvutada ei saa: y-oleneb
z-ist kaudselt. Sellepirast tarvitame jirgmist votet. Kui dz— 0,
siis ka Au— 0; selle juures on Au==0,; me vO0ime temaga
SO 4y du )
korrutada ja jagada: % e A—Z i
jlma et murru vidrtus muutuks,
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Kui nitid Az — 0, siis Aw— 0, temaga ka Ay —0, siis
Ay : Au—y'y; see on y-tuletis » suhtes; Au s Ax — uls See
on u-tuletis z-i suhtes, Ay : Az —y’; jirjelikult on :

Y=y . W 0

Pohilanse. Tuletis funktsiooni funktsioonist
on selle tuletis sisemise funktsiooni suhtes
korrutatud viimase funktsiooni tuletisega r. m.
suhtes.

10. Niited. 1) y=(2z—3)%. Leida y".

Funktsiooniks, mille kaudu sinnib y olenemine x-ist, on
2z — 8 = ,sulud“. Sellepérast

y=y'(y-( Ve=8.0P.CY)
= 3(2z—8)? . 2 = 6(2x — 8)%.
2) y=V22—1. Leida 7"
Sisemiseks funktsiooniks on z*--1. Sellepirast
’ 1 2 x

V=g @ TV Swan Vet

g Gy b 1 (1)'_ i (__L)______.
y—sm—;,y —COS?L.—. Y —COSw. B9 T 2
Ulesanded.
Differentsida funktsioonid :
' 1
1. y=a?—x-3. 8. 0=gos e
1 1 \ sinz
2, 8=§t3—-2*t2+1. “oy=-—5-
a2— 4w 43
8. s=(t+1) (2— 3). 8. y= m
WHLL WAL
4. Vy=1F= 9. s =11 :
5. y=a% cosa. 10. s=Vt.

3 2
11. Millele liheneb kdvera fi—j_—_—l puutuja siht, puutetipi abstsissi
15pmatul kasvamisel ? A
12. Missugustes téppides on kovera y= 3 "5, g puutuja
rovbiti z-teljega? Teha joonis.
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o
13. Missugustes téppides stinnitavad kovera Y = gz puutujad
+ a-teljega nurgad 45°? Teha joonis.
14. On antud kover y = 23— 622+ 112 — 6. Leida tema puutu-

jate ja normaalide vorrandid tippides, milledes ta Ioikab z-telge.
Joonistada koik need jooned.

P

Differentsidd funktsioonid :

16,y (% + @)z, 19. y = sin(«?).
16, y= 115; 20. y=sin2a.
17 y=~1/—1r1_;;;. 21, y= Vtana.
180 422 __“2'2 ﬁ 22. y.= sin 2z.

23. Vonklitkumine siinnib seaduse Jjérele:

2
: : s=a.sin(-1§.t+e).\
Médrata tema kiirus.

9. Funktsioonide muuntumise nurimine nende
tuletiste abil.
Eelmiirkused. 1) Funktsiooni suurenemise ja vihenemise

geomeetrilisteks vastanditeks on tema kujukdvera tdusmine ja
langemine ja itimberpordult. '

LN

Joon. 38, "Joon. 39,
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2) Jirgnevates uurimistes~ me oletame ikka, et r. m.
muutub suurenedes. :

1. Funktsiooni suurenemise ja vihenemise tunnused.
Joonis 38 kujutab koverat, mis tdpi P, limbruses touseb,
joonis 39 — koverat, mis tépi P, tUmbruses langeb. Tom-
bame mdlema kdvera puutujad téppides P,; esimene nendest

siinnitab -} z-teljega terava, teine — niiri nurga . Selle-
v
!
}
I
!
'.
: X
/ w0
o
17
| X
Joon. 40. Joon, 41.

piirast on meil esimesel korral tanz >0, teisel tanz<Z0. Umber-
poordult: on tanv teatavas kdvera tiipis =0, siis tduseb kover
viimase tipi {imbruses, on ta seal < 0, langeb kdver selle tipi
imbruses.

Viiljendades sama mdtet analiiiitilises keeles, leiame noutud
tunnused: funktsioon y=/f(z) suureneb r. m. viir-
tuse z, imbruses, kui tema tuletis sel r. m. vidr-
tusel on positiivne; ta vidheneb, kui nimetatud
tuletis on negatiivne ja imberpddrdult.

Niiited. 1) Joonises 40 on kujutatud funktsioon y=8)—r—a?



ja tema tuletis y'=—1-—2z. Me niieme otsekohe, et vahe-
mikus, milles y suureneb, on tema tuletis y’=>0, vahemikus,
milles » vitheneb, on tema tuletis y’<Z0.. Té#pis, milles funkt-
siooni suurenemine l0peb ja véhenemine algab, muutub tema
tuletis positiivsetelt viiirtustelt tulles nulliks ile minnes
negatiivsetele vidrtustele.

2) Joonis 41 kujutab funktsiooni y=%(x3—— 122%4-862—17)

ja tema tuletist y'= %(m?‘— 8x—{—2)=% (x —6){z—2). Me
ndeme, et r. m. vahemikus — co kuni 42 on 3’ >0, y suu-

reneb; vahemikus
1y ~+2 kuni +6 on
W gt o y'< 0, y viheneb;
vahemikus -6 kuni
+oo on y' >0, y
suureneb. Téppides

% r=-12 ja x=-6,
& % kus funktsioon y oma

T : \ suurema ja vihema

win max vadrtuse vorreldes kor-
Joon. 42. valolevatega  oman-

dab, on tema tuletis
y'=0. KEsimesel korral, r. m. iileminekul viirtusest -}-2, muu-
dab tuletis y* oma mérgi --st —-sele; teisel korral, r. m. iile-
minekul védrtusest -6 — timberpoordult.

Me iitleme : tépis @ =-}-2, kus funktsioon ¥ omandab oma
suurema va#rtuse, vorreldes kdikide selle viimase naabruses
olevatega, — saab y maksimumiks, tipis x=-6, milles
y-viddrtus on véhem koikidest selle naabruses olevatest — ta
saab miinimumiks.

2. Funktsiooni maksimumi ja mnmmuml‘:lefimtsmon.
On funktsiooni f(x) viédrtus tipis =, suurem kui
koik teised, mis tema naabruses asuvad, siis
nimetame seda védrtust f(z;) meie funktsiooni
maksimumiks, On see vihrtus vihem kdigist
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tema naabruses olevatest, siis nimetame véir-
tust f(z,) funktsiooni f(z) miinimumiks (joon. 42).
: 3. Funktsiooni maksimumi ja miinimumi tunnused.

Saagu funktsioon f(x) maksimumiks r. m. viidrtusel ;. Valime
' selle naabruses viirtused z,—h ja x4k, mis endisele nii ligi
saavad, kui iganes tahame, kui aga h killalt viikeseks loeme.
Vatame f-kovera tipid abstsissidega xo— h, z, ja 2y h. Esimeses
nendest (joon. 43) siinnitab puutuja terava nurga - z-teljega,
teises — niiri nurga; esimese tipi imbruses suureneb f(z), teise
imbruses ta viheneb. Jirjelikult on f'(@q— k) =0, f'(xo+4h) < 0.
Kui tuletis £’ ()

muttub pidevalt, 4‘13
siis voib ta posi- .

tiivsetelt vadrtus- / 8!

telt enne tippi z, g

negatiivsetele pi-

rast seda saada, \(_\
ainult omandades

Y

tipis x, viiirtuse 7] xobxe x| Rt
null: f'(z,) = 0.
Ka geomeetriliselt Joon. 43.

leiame sama resul- ;
taadi: tipis abstsissiga x, on f(x)-kujukdveral rdhtus puutuja,
7=0, tanv =0, ' (z))=0. '

Kokku vottes saame jérgmise lause :

R. m. viidrtusel, millel funktsioon on maksi-
mum, saab funktsiooni tuletis nulliks. R. m. ilile-
minekul nimetatud viartusest muudab funkt-
gsiooni tuletis oma mirgi plussist miinuseks.

Umberpsordult: sinnib siifirane tuletise mirgi
muutumine r. m. ileminekul vifirtusest z, siis on
f(z,) maksimum. Toesti, et oletuse pdhjal on f"(zo—h)=>0
ja f'(zo-+h) <0, siis suureneb f(z) r.m. lihenemisel vidrtusele
@, ja viiheneb edaspidisel z-i muutumisel: f(2,) on suurem tema
naabruses olevatest viidrtustest, ta on funktsiooni f(x) maksimum.

6
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Uleval leitud lause anna® meile nonda funktsiooni
maksimumi tunnuse. ;

Samuti leiaksime funktsiooni miinimumi tun-
nuse (joon. 44): ‘

R. m. vaidrtusel, millel funktsioon on miini-
mum, saab funktsiooni tuletis nulliks. R. m. iile-
minekul nimetatud vaidrtusest muudab funkt-
siooni tuletis oma mérgi miinusest plussiks.

4, Mirkus. Tuletise
hévimist pole kiillalt T
funktsiooni saamiseks

i

£33

‘4(8

i \ )
e ey \QC, x,+6

Joon. 44. Joon. 45.

maksimumiks v0i miinimumiks. Seda tdestab juba
niisugune lihtne'
Niide. Olgu y==a% Selle funktsiooni tuletis

y’ on 827 see avaldus saab nulliks tipis Zo=0. Nagu jooni-
sest 45 nieme, pole siin ega maksimumi ega miinimumi. Meie
korral ei muuda tuletis oma mirki r. m. filemi-
nekul védrtusest z, Tdesti enne seda, kui z=—h, on
Yy =8(— h)? = -}, piirast seda, kui Z=-h, on y'=8(++h)?= 1.
Funktsioon y kasvab kui r. m. lihenemisel viiirtusele 0, nonda
ka tema edaspidisel muutumisel. ;

Noude tditmine, et f/(z) oleks null, on funkt-
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siooni maksimumiks v0i miinimumiks saamiseks
tarvilik; ta ei ole aga mitte ka piisav.

5. Leitud tunnuste tarvitamine. Jirgnev rida niiteid
selgitab leitud tunnuste tarvitamist maksimum-miinimum
iilesannete lahendamisel.

Niiide 1. On antud funktsioon:

y=§ (2 — 122°+ 362 — 7).

Leida tema maksimumid ja miinimumid

Tappides xz,, kus y maksimumiks voi miinimumiks saab,
peab y tuletis null olema. Sellepirast votame tuletise :

y’=%—(3902—'—-24x+36)=-é—(x2—8a:—|— 12),

vorratame ta nulliga: -;—(x2——8x+ 12) = 0, lithendame kindla
teguriga ;, mis null pole:

x> —8x+12=0,
ja lahendame saadud vOrrandi. See annab kaks z-vidrtust:

xol _= + 2, x0"= + 6.

Need voiksid funktsiooni maksimumi v¥i miinimumi anda.
Vaatame, kas nad neid annavad, ja kui annavad, siis missuguse
kahest nimelt. Selleks uurime tuletise mirgi ‘muutumist r. m.
tileminekul vidrtustest z,"=-2 jA z,"=-6. Et seda vdima-
likult kergesti teha, lahutame tuletise teguriteks:

y = (z—2) (@—6),

ja seame endile kokku tabelikesed tuletise miérki-
dest enne ja pirast kohti z)/=+42, z,"=-}6. Selle
juures paneme tihele, et me arvu A kui vidikeseks
tahes vdime lugeda ja et jirjelikult, kui ta teise liidetavaga
ithiselt ette tuleb, ikka selle viimase mirk filekaalu
saab. Me leiame:

6*
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@ '%(x—z) (@—6) | mirk 4 %(m-'—2)(w—6) miirk
2—h| 3 (—h) . (—h—4)| + +6—h B (A —
+2 |5.0.(—9 0 +6_ |3.(4+4).0 | o
+2thig. (D). (h—4) | —  foth 3 HR D) +

Me ndeme sellest, et molemal korral tuletise mirk
muutub: esimesel plussist miinuseks, teisel — miinusest plus-
siks. Tépis x,"=-}2 saab meie funktsioon maksimumiks, tipis

Zy'= -6 — miinimumiks. Samad resyltaadid saime ennem
+ joonisest 41. /

Mirkus. Funktsiooni maksimum ei ole tema
vidrtus, mis koigist teistest tema vadirtustest
suurem, vaid ainult nendest, mis temaga otse-
koheses naabruses: meie niites on y maksimum

= % (2°—12.922486.2 —7) =+ 4, kuna meie funktsiooni

vaidrtus z-i kiillase kasvamisega nii suureks saab kui iganes

tahame.  Analoogiline miirkus on maksev funktsiooni miini-
mumi kohta.

Nilide 2. Olgu y=a%-|-3221 3212, Leiame selle
funktsiooni maksimumid ja miinimumid.
Votame tema tuletise: o ™

Y =38+ 6x 43,
vorratame selle nulliga: 3224 62 43 =0,
lihendame kolmega: 2?42z 1=0
Ja leiame saadud vorrandi (z-4-1)2=0 juured :
Ty ==z =—1.
Meie ‘vorrandil on kaks kokkulan gevat juurt —1.

Uurime tuletise mérgi muutumist r. m. tileminekul védrtu-
sest xp=—1. Nagu niieme tabelikesest:
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) i y' =3 (@12 | mirk

Py G SR TR i

—1 8.0? 0
—1+h | 8 |+
ei muuda tuletis tipis z,= — 1 mirki: meie funktsioonil pole

seal ei maksimumi ega miinimumi. Vastaval kdveral on selles
tipis rdhtus puutuja, kuid kdver liheb seal ihelt poolt
temast teisele: zy=—1 on kdvera kddnutidpiks.
Lugeja tehku joonis.

6. Uldine juhis funktsiooni maksimumide ja miinimu-
mide leidmiseks. Votame funktsiooni tuletise, vorra-
tame selle nulliga  ja leiame saadud vorrandi
juured; kirjutame nende abil meie tuletise aval-
duse korrutisena, uurime tuletise mirgi kiiku
r. m, fileminekul igaihest leitud vidirtusest ja
rakendame leitud tunnused.

Niiide 3. Kolm ténavat piiravad kolmnurkset
tikki maad. Sellele tahetakse nii saur maja
pistkiilikuse alusega ehitada, ]
kui iganes voimalik. Kuidas
peab aluse mdddud valima? 4

Andmeteks loeme kolmnurga aluse a x
(joon. 46), korguse h ja selle alustiipi. 8 =
Uhe maja-aluse kiilje asetame kdige £
suuremale kolmnurga kiiljele. o, 80,

Tahistame otsitava plistkilliku moodud & ja 2; siis on
tema pind == fe

Paistab, nagu oleneks s kahest rippumata muutujast.
Tdepoolest on nemad aga seotud Kolmnurkade sarnasusest,
millede alused on a ja b, leiame:

b

p a
= p kust b= (h—2).

Sellepérast on 5= % (h—2x).
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Selle avalduse peame -i kohaselt valides maksimumiks tegema
Et a:h on kindel tegur, siis saab s maksimumiks iihel ajal
avaldusega (h—ux)z, mille u-ga téhistame :

3 u = (h—x)% = hx—z2.

Selle « tuletis on h—2x;
vorratame ta nulliga : h—2x =0,
ja lahendame saadud vOrrandi; me leiame
; ‘ h
xo —_ TZ‘.
Uurime «’ mirgi kiiku r. m. tleminekul vidirtusest 2, = 12‘_

Téhistame a-ga nii viikese arvu, kui iganes tahame, ja kirjutame
tabeli :

x u' = h— 2™ mirk
h
3@ h—h—-42a -+
h
g+a h—h—2a —

R. m. ileminekul vidrtusest 900=~Z,E muutub tuletise «’ miark
plussist miinuseks, « saab maksimﬁmiks, temaga ka s.

Arvutame aluspinna koige ‘suurema viirtuse. Meie korral
langeb ta s-maksimumiga kokku. Kui z = —’25, siis on

ja Lt

Antud kolmnurga pind on ;: ah,  sellega on kdige suurema
pustkiiliku pind, mida v@ib antud kolmnurka joonistada, pool
viimase pinnast.

Niide 4. Telgi katteks on tarvitada antud
riidepind s. Kuidas peab valima telgi moddud,
et tema mahutus oleks maksimaalne?
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Olgu telgi aluse raadius », korgus h ja killgpinna sinni-
taja [ (joon. 47). Telgi maht

pr== % qr?h.
See peab maksimum olema. Selle juures on kiilgpinna suurus |
¥ 8 == qorl,

ja on r, h ja 1 seotud valemis:

r24+h =
Avaldame koik suurused i funktsioonidena:-
BT} Vg ey
ehk h W s 7‘2
jirjelikult v= %m? :Tié — 2

1 e,
=7 Vs — a2,
Selle funktsiooni me peame maksimu-

miks tegema. Ta saab niisuguseks
iihiselt avaldusega ¥

w=r) & —at
Viimase tuletis »-i suhtes

¥ o2 ," 2 A —— g e ol i e sre s 1
w' =) 8 a1y, SVR—nih - VE—nth | VE—ntr
Selle peame nulliga vorratama. Koik arvud, mis tema avalduses
esinevad, on 1oplikud, sellega ka viimase murru nimetaja. Jirje-
likult peab lugeja null olema:
§2 — 8mPrt =0,
kust saame, vOttes positiivse reaalse juure,
T 7?175
Teist, negatiivset juurt, uurida pole tarvis: » on oluliselt
positiivne suurus.
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Nagu otsekohe niha, on w’ >0, kui » on vihem leitud
arvust, ja <0, kui » on temast suurem: leitud » annab telgi
mahu maksimumi.

Et telgi modtude kohta selgusele jouda, otsime saadud

r-ile vastava h me leiame: h=r}/2.
Telgi maksimaalne maht on

143 g iRe
5ella)

Ulesanded.

L. Missugusel kolmnurgal kahe antud kiiljega a ja b on maksi-
maalne pind? Muutujaks votta nurk kahe antud kiilje vahel.

2. Missugusel kolmnurgal antud imbermédduga 2p ja iihe antud
kiilljega ¢ on maksimaalne pind? Tarvitada kolmnurga pinna-avaldust
tema Kkiilgede pikkustes.

3. Missugusteks osadeks peab.10igu a jaotama, et nendest kon-
struitud piistkiilik oleks maksimaalse pinnaga ?

4. Téapp liigub sirget motda seaduse jirele:

27
s=a.sin(7.t+s)1).

Millal on tal koige suurem ja millal koige vihem kiirus ?

9. Pustkoonusesse, mille aluse raadius on r ja korgus h, koige
suurema mahuga silinder kujundada.

6. Ellipsisse 4224 9y2 =36 kujundada piistkiilik maksimaalse
pinnaga.

7. Kerasse, mille raadius R, kujundada silinder kodige suurema
mahuga.

8. Kerasse, mille raadius R, kujundada koonus maksimaalse
mahuga.

10. Integraalarvutuse pohi-iilesanne.

1. Pindfunktsioon ja tema tuletis. Olgu kover joon. 48
antud funktsiooni y = f(z) kujuks; olgu @ kindel abstsiss
ja AM temale vastav ordinaat; olgu z moni abstsissviiirtus
ja XP sellele vastav ordinaat. Téihi‘stagne pinna AMPX, mida

1)1 e gl pa§a.
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piiravad kover, a-telg ja kaks ordinaati, tihega w. Igale a-
viirtusele vastab iiks ja ainult iiks kindel pind %: pind » on
abstsissi 2 funktsioon; nimetame viimast F(z):

u =1 (d).

Seame endale iilesandeks pinda » midrata, teisiti,
funktsiooni F'(z) leida. Selleks katsume otsitavat F(z) siduda
antud f(z)-ga. Leiame nimelt pinna tuletise #ddr-
abstsissi z-i suhtes. Et meil #(x)-avaldus puudub, siis
pole voimalik leida noutud tuletist analtiitilisel teel
Katsume seda geo- ;
meetriliselt teha. 4‘13/

Anname  selleks
z-i viléirtusele, millele
pind « vastas, kasvu 4z,
nonda et uus abstsiss-
viidrtus on 2z -+ Az
sellele viimasele vastab
uus pinna  vadrtus;
tihistame teda - Au;
Au on pinnakasyv, Joon. 48.
mis vastab r. m. kas-
vule . Az; vastaku sellele ordinaadi kasv Ay. Nagu joonisest
néieme, peitub pinna kasv Aw kahe piistkilliku pinna vahel:

y . Az < du<(y +4y) . Az.
Tuletise %’ leidmisel tuleb meil méérata piir, millele liheneb

¢ A fo oud
73 N n‘r( L S g

/ﬂ: ¥ ax

suhe e > kasvu Az 1opmatul lihenemisel nullile. Sellel 1&he-

Ax’
nemisel nullile on Az==0; me vdime temaga jagada:
A
Y < <y-+4y.

Keskmine pinna kasvamise kiirus vahemikus 4z on sellega
kahe suuruse vahele suletud; itks nendest y ei olene kasvust
Az, teine olemeb temast Ay kaudu. Kui do— 0, saab funkt-
siooni f(z) pidevuse tottu ka dy — 0, sellega y-+ A4y —vy,
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Jarjelikult peab kagg, mis y ja y- Ay vahel, lﬁpmata ldhe-

nema y-le: lim Z—Z= Y.
Ax—>0
Teisiti : u = Yy
ehk () == ()i

Stnades: pinna = tuletis tema dir-abstsissi

subtes on tema ddr-ordinaadi viirtus

- Nagu vordusest 7' (x) = f(z) nieme, peame pimna leidmi- |
seks stfirase funktsiooni F(z) leidma, mille tuletis
on antud funktsioon f(z).

Ennem, differentsimise iilesannetes, oli meil moni fuirkt-
sioon antud ja me otsisime tema tuletist ; niiid on meile
teadmata funktsiooni tuletis antud, otsitakse al gfunktsiooni.

2. Poordkeha mahtfunktsioon ja tema tuletis. Poor-
dugu kdver y=f(x) (joon. 49) timber z-telje; ta moodustab
selle juures po6rdpinna. Loi-
kame viimast tasapinnaga, mis
z-teljega risti ja. temal 1digu
x=q slinnitab, liihidalt tasa-
pinnaga z=a. Peale selle
valime vabalt, mingisuguses
kauguses = algusest, teise tasa-
pinna, samuti risti z- teljega.
Poordpind ja nimetatud kaks tasa-
pinda piiravad teatavat ruamala:
olgu selle nimeks v. Igale x-tasa-
pinnale vastab oma v suurus:
v on z-i funktsioon:

b & 2 : v = G ().

Soakb; Seome selle otsitava funktsiooni

antud f(z)-ga. Selleks leiame

tema tuletise. Andes z-ile kastu Az saame female vas-
tava mahu kasvu A4v ja ordinaadi y kasvu Ady. Me niieme |
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joonisest, et mahu kasvu suurus kahe silindri mahu vahel
peitub: ay? . Ax < A< sy -+ Ay) . Az.
See annab meile yoimaluse mahu keskmist kasvamise
kiirust abstsissi kasvamisel sulutada kahe raja vahele:
A4
w2 < o <y + Ay)*. ,
Tuletise v’ leidmiseks laseme Az 1dpmata liheneda nullile;
pahem pool meie vorratuste reast ei olene kasvust Az; ta jidb
selle Az nullile lihenemise protsessi viiltusel muutumatuks;
paremal pool, avalduses smy* -2y . Ay -+ 7 (Ay)?, liheneb Ay
ja seda enam (4y)® 1opmata nullile, mille tottu kaks viimast
liiget piiris hivivad. Et ndnda parempoolne osa meie vOrra-

tustes 1opmata pahempoolsele osale my?® liheneb, siis peab temale
4v

samuti ldhenema T mis nende kahe vahel:
’ 4v <
lim = = mwy®
o o by
teisiti : v = my?,
ehk veel G (z) = af*(x).

Tihis f2(x) tihendab [f(x)}.

Poordkeha mahu tuletis on & kord dérmise
podrleva ordinaadi ruut.

Et nimetatud osa poordkeha mahust saada, tuleb meil
niisugune funktsioon G(x) leida, et tema tuletis
vérduks teatud funktsiooniga . [%).

3. Liikumise seaduse leidmine, kui kiirus aja funkt-
sioonina teada. Olgu tdpi kiirus

¥ ¢ =c(t);
selle avalduse pohjal vdime saada tépi kiiruse igal ajamomendil.
Missugune on seadus, mis kdidud teed s
ajagat seob?

Me teame (v. 6°6), et Kiirus on. tee tuletis aja suhtes,
tithendab si=e(t);
noutud seaduse saamiseks tuleb meil séirane funktsioon s(t)
leida, mille tuletis on antud c(f).
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4. Uldine integraalarvutuse pohi-iilesande formuuli-
mine. On antud moni funktsioon f(x). Leida s#ai-
rane z-i funktsioon F(z), et tema tuletis oleks fx)
Funktsiooni F(z), mis seda nduet tdidab, nime-
tatakse f(z) algfunktsiooniks ehk integraaliks.

Selle algfunktsiooni F(z) leidmise tehet ni-
metatakse antud funktsiooni f(z) inteegrimiseks.
Ta on vastastehe differentsimisele. Sona inteegrimine
seletatakse pérastpoole.

5. Lause null-tuletisest. Me nigime (v. 7°7), et kui
funktsiooni vairtus jaab konstantseks, siis on tema tuletis null.
Voib kergesti tdestada, et maksev on ka imberptordud lause :
on funktsiooni tuletis null, siis on funktsioon
ise konstantne Toesti, on =0, siis ei ole tuletis Y
positiivne ega negatiivne ; funktsioon y ei kasva ega vithene —
ta on konstantne.

6. Lause. On F(z) funktsiooni f(x) integraa-
liks, siis on seda ka F(x)+C, kus € mis konstanti
tahes tihendab. Toesti: oletuse pohjal on F'(z)=f(x);
summa F(z)+C tuletis on F(x)-} o0, seega = f(z), tithendab,
ka F(x)- C on funktsiooni f(z) algfunktsiooniks.

7. Pohilause. On F(z) moni funktsiooni f(z)
integraal, siis saadakse iga teine niisugune
sellest esimesest temale teatava konstandi
lisamisel.

Toesti, olgu peale F(z) ka F\(x) funktsiooni f(x) inte-
graaliks; siis on kui F(z) = (),

nonda ka By () =)
sellepirast F'(z) —F(z)=0,
ehk [Fy(x) — F(z)] = o.

On aga tuletis null, siis on tuletatay funktsioon konstantne :
: F(z) — F(z) = konst,

kust F(x) = F(x) -} konst,

ms 0,40 8,
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Meie pohilauset voime ka jirgmiselt lugeda: on F(z)
iks funktsiooni f(x) integraalidest, siis peitu-
vad koik teised selle integraalid avalduses

F(x)+C,
kus C tihendab mis konstanti tahes.

Sellest jargneb: et funktsiooni f(z) integraale
gsaada, on tarvis ainult iks nendest leida; koik
teised saadakse konstantide lisamisel sellele
leitule. ,

Konstanti C, millel voib ‘mis viértus tahes olla, vimeta-
takse midramatuks inteegrimiskonstandiks.

8. Miiramatu integraali moiste. Ulesandel: leida
funktsioon, mille tuletis vorduks antud funktsiooniga f(x), on,
nagu niigime, 1dpmata palju lahendusi. Selles mottes on
ta miadramatu. On F(z) funktsioon, mis rahuldab tingimust,
et F'(z) oleks vordne f(z)-ga, siis peituvad koik teised peres:
F(x)+ €. Selle funktsioonide pere iildist etendajat
F@x)-+C nimetatakse funktsmonl f(x) m&dramatuks
integraaliks.

9. Miiiratud integraali moiste. Lisame endisele tingi-
musele, et otsitava funktsiooni tuletis vdrduks antud funktsioo-
niga f(z), veel tingimuse, et tal antud tipis z=1>0 oleks antud
vhirtus B. Niitame, et ta on nende kahe tingimusega tdiesti
miaratud; teisiti, et iks ainus funktsioon leidub,
mis mdlemaid ndudeid rahuldab.

Toesti, olgu F(z) iiks nendest funktsioonidest, millede
tuletis on f(x); siis peituvad koik teised, mis sama tingimust
tiidavad, valemis F(xz)- C. Selles peitub ka see nendest, mis
tipis #=1> omandab viirtuse B. Konstandi C viiirtuse, mis
vastab otsitavale, me leiame ndudest, et tipis xz=05 avaldus
F(x)-+ C peab vorduma B-ga; téhistes:

F(b)+ €= B, kust C=B—F(b);
sellega on ndutud integraal

F(x)+B--F(b).
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On otsekohe niiha, et ta ja ainult tema rahuldab koiki tema
peale pandud tingimusi.

Selle integraali leidmise iilesanne, mis iilevalnimetatud kaht
tingimust téidab, on thiesti midratud. Seda f(z) integraali,
millel antud tépis antud véirtus, nimetame mafiratud inte-
graaliks.

Rida iilesandeid. Jérgnevate {ilesannete lahendamine on praegu
tarvitatud mottekdigu kordamine konkreetsetel niidetel. Lugeja tehku
iga iilesande korral vastav joonis.

10. Pindade arvutamine.

Niiited. 1) Leiame pinna, mis peitub joone
y=~=, abstsisstelje ja kahe ordinaadi vahel, mis
vastavad abstsissidele a ja x.

Selleks leiame niisuguse r. m. z-i funktsiooni, mille tuletis
on b; iiks nendest on bx; pohilause jéirele sisalduvad koik teised,
sellepirast ka otsitav, avalduses bz-}-¢. Masrame konstandi c.
Nibkub z paheihale poole kuni tipini @, viheneb otsitav pind
nullini: kui z=a, on bx+4c¢=0,
tahendab, ba+t¢=0, c=—ba;
sellepéirast on otsitud pind: bz — ba = b (z — a).

See on dige: piistkiiliku mdodud, mille pinda me otsime,
on.z—\a jab.

2) Leiame pinna, mis peitub joone Y= x,
abstsisstelje ja ordinaadi vahel tdpis a.

Alumist raja-abstsissi ei ole antud; joonisest niéeme,
et ta algusele vastab ja null on. Uks funktsioonidest, mille

tuletis on z, on —;—x2; koik teised niisugused on esitatud avalduses
. ;
§$2+C-

Selles peitub ka otsitav pind; me saame ta kohasel ¢ valikul.

Kui parempoolne pinna raja nihkuks pahemale poole ja ldpuks
satuks ithte algusega, oleks pind nende vahel null:

i 1
kui #==0, ".on §x2+c=0;



95

seega ¢ = 0 ja ndutud pind:
o) 1
-'2"x =§.x.x=§.x.y.
See on tdisnurkse kolmnurga pind, mille kaatetid on x
ja y, nagu peab olema. :
3) Leiame pinna, mida piiravad sirge y=ma-n,
z telg ja kaks ordinaati tippides a ja 2 (joon. 50).
Uheks funktsiooniks, mille tuletiseks on mz 4 n,
on ’%mw“-I—nx.
Toesti (-;— ma:2—l—n:c)’=%.m.2x+n=mx—}—n.

Koik teised, téhendab ka otsi-
tav, sama tuletisega peituvad

1
b
avalduses 5 M + nz .

Et noutud pinda saada, tuleb ¢
kohaselt valida. Nihkub abstsiss

X
« ikka lihemale ja lihemale bbbl Ll L >
a-le, viiheneb « nullini: o *

. 1 Joomn. 50.
kui z=a, on 5 maP4-nr-+4-c=0; ;
| R
seega & ma’+na+c=0,
1

kust c=——2—ma2——na;

jirjelikult on otsitud pind
u=—;--m(m2——a2)+n(x—a).
Teises kujus esineb ta avaldusena:
1
\ 5 (z—a) [m(z -+ a) - 2n]

ehk »é» Az — a) . [(mxz 4 n) 4 (ma -+ n)).
Nurgelistes sulgudes seisab ‘trapetsi réopkilgede
summa, z-—a on selle kuju kdrgus: trapetsi pind on

2
nende korrutisest, nagu peab olema,
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4) Leiame pinna, mida piirab parabool 22y,
xz-telg ja kaks ordinaati tdppides —a ja-a (joon. 51).

1 )
Uks funktsioonidest, mille tuletis on 27,.702, on: 25.3903, selle-

pérast sisalduvad koik teised s#iirased avalduses: ?%.—;;xs-i—c.

Et noutud pinda saada, valime kohaselt ¢. Otsitud pind
algab ordinaadiga tipis — a; seal on ta null:

; 1
kui' 2 =-—a, on @x3+c=0;

teiseltpoolt: kui #=-}a, on sama avaldus noutud w.

3
_ 1y Esimese rea pohjal on ¢ = é%’
\ - / sellega teisest
: Ll Ay
. g % 6p  3p
f Piistkiiliku pind, mida piira-
/ vad z-telg ja nimetatud kaks
# ordinaati, on
/111 ISP AN X a2 ad
: 25 20.5-=—:
- + ; 2 p
Paraboolilt piiratud pind on
Joon. 51.

« sellest piistkiiliku pinnast: meie
parabool jagabh pﬁstkhllku, millesse ta joonis-
tatud, osadeks, mis suhtuvad kui 1:2.

5) Leiame pinna, mida piirab sinuskdvera
laine kaarte teljega.

Siin on rajadeks kahe teineteisele Jjargneva tiipi abstsissid,
milledes sinuskover 1dikab telge, tdhendab, n#iteks z =0 Jja

z=uw. Pindfunktsiooni tuletis on sinz; sellega ﬁldlne pinna
avaldus meie korral — cosz—+c;

tépis =0 on see pind 0: ;. — co8s0-+|+¢=0, sellega c=1;
tépis = saab see pind’ otsitavaks u:

—CO8 W+ ¢ =1,
nﬁndg on u=c-1, ehk ¢ viiirtuse tottu: u ==
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11. Mahtude arvutamine.

Niiited. 1) Sirge y=>0 podorleb tmber z-telje.
Leida maht, mida piiravad sinnitatud poord-
pind ja kaks tasapinda, mis tippides a ja =z
risti z-teljega.

Noutud mahu tuletis on b?; jirjelikult saame tema véirtuse
avaldusest wb2z-c kohasel ¢ valikul. Kui z-i laseme viiheneda
a-ni, muutub maht v nulliks: :

kui z=a, on @b*c -+ c=0,
sellega on ¢=—mb’a ja otsitud maht
v = bz — nh?a = wb*(x — a).

Niisugune ta peab ka olema: s on siinnitatud silindri
pohja pind, z —a tema kdrgus.

2) Sirge y=mx podrleb imber z-telje. Leida
maht, mida piirab ndnda sinnitatud podrdpind
koos tasapinnaga, mis podrdtelge risti 10i-
kab tema tédpis .

Otsitava mahu tuletis on m?2z%; sellepdrast on tema
avaldus —%nm%"—{—c, kus ¢ veel tuleb kohaselt valida. Kui

piiray tasapind ikka edasi pahemale poole nihkub ja Iopuks
tippi «==0 loikab, saab uuritav maht nulliks:

¢ 1
kui =0, on ~3—nm2x3—|—c=0; '
o | 1
jirjelikult on c=0jav=-y wm?xz®.
ROTR 1 1
Teisiti v =5 oMz’ . v =5y’ . 2.

Piistkoonuse maht on -;— tema pdhja pinna korru-
tisest kdrgusega. ) '
3) Parabool y?=2px pbtorleb imber z-telje.
Leida maht, mida piirab nodnda stinnitatud
psordpind koos tasapinnaga, mis tépis #=a on
risti z-teljega (joon. 52).
7
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Selle mahu tuletis on  my? = 2apz ;
iiks funktsxoomdest milledel s#firane tuletis, on

27vp . %xz £ b
sellepdrast peituvad koik teised, mis nimetatud tingimust rahul-
davad, nende seas ka otsitav, avalduses:

‘ apxz? -+ c.
Nlhkub piiraja tasapind Idikumiseni algusega, saab v nulliks:
kui #=0, on apr’4-c=0;

tihendab ¢=0, ja otsitud maht
v = mwpa2.

% .

Z

i
i ] Silindri maht, millel sama pohi
(] b el B 4 i T ; i
] /‘f ja km'ﬂgus nagu meie poordkeha
i -G08 711} osalgi, on
\ x A : wy’e = 2mpa®,
N oot Paraboloid jagab
v__;k“i___;r_ ,' : silindri, millesse ta
_——-\-\L‘Xu:\h'? i kujundatud, kaheks
y AT TR vordseks osaks.
AT M E"t:"'-"f;," 4) Ring 22} y2=a?
UM S podrleb imber z-telje.

Joon. 52. Leiame tema sinnita-
tud kera mahu.
Mahu. tuletis on  my? = 7 (a®— 22). i
Uks funktsioonidest, milledel siiirane tulems on

7 (a” 2 — )

s 2

koik teised peituvad avalduses

n(a2w—%x3)+c.
Selles peitub ka noutud maht ». Pahemalt poolt piirab teda
tasapind #=— q, paremalt — tasapind  =a; sellepéirast

#[@(~a) 3 (— |+ c=0,

1
7 (0% a—50%) -c=0.
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Jirjelikult : C=7 mwad
] 2 2 4
3 f VAR o 3 a 0 e 40F 3
ja ; V=3 aa +75 e} =5 wa’,

‘nagu peab olema.

12. Niited mehaanikast.

1) Tapp liigub konstantse kurusega ¢ oma
orbiiti mosvda. Leida liikumise seadus.

Siin on meil antud kiirus igal ajamomendil; ndutakse tépi
kohta, tihendab, tipi kaugust s orbiidil teatavast nulltipist temal.
Me teame, et g'==\0, ;
jirjelikult on s=ct-+k,
kus % on esiotsa midramata konstant. ﬁiipea kui tépi koht
iihel ainsal ajal antud, on % teada. Tdesti, olgu niiteks aja
algusel, kus t=0, s=2;

siis on' so=¢.0-4k;
- tidhendab ' kE=s,
ja 8==ct - sp.

2) Tapp liigub kiirusega, mis kasvab vor-
deliselt ajaga. Aja algusel on ta tee s, Leida
tema liikumise seadus.

Et kiirus ¢ kasvab vordeliselt ajaga, siis on ta lineaar-
funktsioon ajast; kirjutame viimast:

¢ =gt ¢,
Tee on niisugune funktsioon ajast, mille tuletis on qt+co
Theks siliiraseks funktsnoomks on

3 gt‘2 et ;
koik teised, tihendab, ka otsitav, peituvad avalduses
5 98+ ot .
Et noutavat teed leida, tuleb % kohaselt valida. Kui =0,
on s==8,, sellega ; gt® 4 cot +k =8,
tihendab, k=34
ja 3="9t2‘+‘00t+3o
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Kui kiirus kasvab vordeliselt ajaga, siis on
tee ruutfunktsioon ajast.

Liikumist, milles kiirus kasvab vordeliselt ajaga, ‘nimeta-
takse iihtlaselt kiirendatuks. Sellepiirast: tihtlaselt
kiirendatud liikumise korral oleneb tee ajast
paraboolselt (v. 6:8 ja T. a. g. p. 207 ja 8).

13. Mirkus inteegrimisiilesande miiiramatuse kohta. Funkt-
siooni differentsimine annab ikka iithe ainsa tuletise ; vastastehe —
inteegrimine — l10pmata palj u integraale; selles mottes on ta
méadadramata. Teda voib midratuks teha noudega : integraal
omandagu antud tépis antud viirtus.

Analoogiline nihtus esineb ka mitmel puhul elementaarmate-
maatikas. Kuna niiteks ruutu tostmisel ikka iiks ainus resultaat,
viib selle vastastehe, ruutjuure leidmine antud arvust, kahele. Ruut-
Jjuure leidmise iilesanne saab midratuks, kui resultaati kuidagi pii-
rata, niiteks nouda, et ta oleks positiivne.

Tehe, mis on antud kaare sinuse leidmisele vastastehteks, nimel:,
kaare leidmine, mis vastab antud sinusele, on ku médramata; on iiks
tema lahendus x kies, siis peituvad koik teised valemites

2+42m.m ja mn—z-2r.m,
kus n on tdisarv.

Ulesanne saab médratuks, kui niiteks nouda, et lahendus pei-
tuks —; ja +% vahel,

Koige selgemini esineb inteegrimisiilesande miiramatus meie
néidetes mehaanikast. Kuigi antud kiirusfunktsioon ¢(t) madrab liiku-
mise muutumise iihelt ajamomendilt teisele, ja#b siiski tiiesti vabaks,
missugusel orbiidi osal siinmib liikumine See vaba-
dus kaob, niipea kui meile liikuva tipi koht orbiidil iihel ainsal
silmapilgul teada, niiteks, kui meile tema seis aja algusel antud
on. Koos selle algandmega méadrab antud kiirus-
funktsioon liikumise tiiesti

* Ulesanded,
1. Leida pind, mida piirab kover y=£.2, ordinaat tépis =1
Jja x-telg. :
2. Leida pind, mida piiravad sirged
Yy =2 9y=5z 2=2.
3. Leida pind silrgete vahel :

y=3z Yy=3x—2, ¢ =145, w=3
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4, Lelda pind kdvera y = 3 — 2x — a? ja a-telje vahel.

5. Leida ppind kovera y = ?3_ (a® — 1222 4 362 — 7), a-telje ja kahe

ordinaadi vahel tédppides » =42 ja @ = 4-6.
6. Leida pind koverate vahel y = sinz ja y = sin 2z vahemikus,
mis nende kahe teineteisele jirgneva iihistipiga madratud.
7. Piisthiiperbool zy =1 porleb iimber z-telje. Leida maht, mida
pifrab stinnitatud poordpind ja tasapind x = 1.

i)

o 2
8. Ellips a_‘a'*‘g‘z:l poirleb oma suure telje timber. Leida

siinnitatud ,pikendatud ellipsoidi“ maht. ;

9. Sama ellips pborleb oma vidhema telje fimber. Leida siinni-
tatud ,lamendatud ellipsoidi® maht. {

10. Hyperbool 4a? — 9y% = 36 picrleb timber z-telje. Leida selle
juures siinnitatud pédrdpinna poolt piiratud mahu osa tasapindade
vahel . = -3 ja &=+ 5.

11. Teine integraalarvutuse pohi-iilesande
kiisitamise viis.

1. Integraalarvutuse pohi-iilesanne (v. 10-4) viljendub geomeet-
rilises kattes jirgmiselt: on antud kovera tous (v. 76)
tema tiapi abstsissi funktsioonina. Leida kover.

2, Niilde 1. Olgu igas tapis abstsissiga # kdvera
tous y’ =konst, niiteks ¢, olgu @ missugune tahes. Leiame
kdovera.

Kujutame ay’-teljestikus funktsiooni y’=¢; saame sirge
(joon. 53), mis roobiti a-teljega ja asub kauguses c temast. Loigaku
ta y-telge tidpis B. Valime wm-teljel
pooluse O* kauguses —1 algusest ja

A

.p’,Af'ZI')’ V')’:r

tombame kiire O*B. Saame nurga
20*B, mille tangens miirab otsitava P ol 0 e /"//
joone tousu, teisiti tema puutuja sihi Il I A A o

igas joone tipis. Kui otsitav joon

liheks néiteks lébi tipi P wy-tasapin- i Uik ity Rt

nas, siis oleks fema puutuja selles AT LA A A A

tipis PT | O%B. oy S
Tombame igas wy-tasapinna R

tipis pisikese noolekese, mis méairaks o ¢ %

puutuja sihti, kui y-kover liheks - s

libi selle tipi. Koik need noolekesed
moodustavad ay-tasapinnas ,siht- Joon. 3. .
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vidlja“. y-joone leidmise probleem seisab niiiid sel-
les, nimetatud sihtvialjas niisugune joon tommata,
mille puutuja igas tema tidpis langeks kokkn noo-
lega, mis selles tipis olemas. i
Nagu otsekohe nieme, on meie iilesande lahendused sirged.
Nad on koik roobiti kiirega O*B, sellepirast roobiti ka iiksteisega.
On iks nendest integraaljoontest leilud, saadakse sellest
koik teised’ roopliikete abil, teisiti endistele ordinaatidele y kon-
standi lisamisel. Lugeja tehku
‘41 Yoy o o= o7 o joonis.

i i P

4

Meie ulesandel on
# lopmata palju lahendusi:
B TRy S ier oot / konstant on miiramatu. Ules-
oy oy ek o om o7 anne saab midratuks,
\\"*”"'5’)’9’ niipea kuni on antud
AT y-véaédrtus y, thes ainsas
BN Sl ol tdpis x, Toesti, vairtuspaar
SO0 T ke ol Ml M (@, yy) midrab iihe tapi zy-tasa-
“ pinnas ja sellest tépist liheb labi
iiks ainus sirge meie lahenduste
perest, !
3. Niiide 2. Olgu y'=aatb,
Leiame y.
Kujutame xy’-tasapinnas an-
tud tuletisfunktsiooni (joon: 54).
Saame sirge, mille tous on a, alg-
ordinaat b. Votame mone viiiir-
Joon. 54. tuse @ ja temale vastava y’; kan-
name selle rioobiti y'-teljele ja
tihendame saadud  1oigu 16pu poolusega O% kiire abil. See kiir
médrab integraalkdvera puutuja sihi igas tédpis
‘abstsissiga o: lidheks integraalkover niiteks 1ibi tdpi P, mille
abstsiss on @, siis oleks tema puutuja PT | O*B. Mirgime noolekes-
tega igas ay-tasapinna tipis sihi, mis oleks integraalkdovera puutujal,
kui See viimane ldheks ldbi selle tipi. Saame sihtvidlja. Me
néeme, et kui moni @ antud, siis tervel sirgel selle abstsissiga on siht-
nooled roobikud.

Probleem seisab selles, leitud sihtvialjas niisugune
kover tommata, etigastema tdpis tema puutujasiht
langeks kokku selles tipis olewva noolekesega. Me
nieme, et siiraseid koveraid on Iopmata palju; on iiks nendest leitud,
saadakse iga teine lahenduste pere indiviiduum sellest iihest rovplitkkel

e
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o
y-telje sihis, teiste sénadega — lisades leitud kovera ordinaadile teatava
konstandi. Ulesanne saab m#dratuks, niipea kui thes ainsas tapis
@, on antud integraalkovera ordinaat yo: iga st tapist (@, %)
liheb labi iiks ainus integraalkover.

4. Voolkujutus. Kujutame endile ette teatava vedeliku voolu
xy-tasapinnas (joon. 53 ja 54), mis nonda‘siinniks, et vedeliku osakese
liikumise siht oleks igas kohas madratud seal oleva noolekesega. Kui
enda jitame voolu hoolde, siis viib ta meid integraal-
kdverat mooda. Missugune integraalkéver nimelt meie orbiidiks
saab, oleneb sellest, missugusel kohal me ennast voolu hoolde 4dtame.

Sihtvili, mis tuletisseadust y'=ar--b edustab, méaédrab
terve ndhtuste pere, milledel iihine kdik. Koos alg-
andmega (z, ¥, midrab ta ithe ainsa ndhtuse jooksu koigi tema
isedrasustega. ' .

Resultaat on maksev iildiselt: iga differentsiaalseadus
valitseb tervet rihma nahtusi, milledel iithine kédik;
ettekirjutatud algandmete korral madrab ta ihe
ainsa ndhtuse kdigu

. Ulesanded.

1. Joonistada sihtvili, milles y’= 0 ja temale vastav integraal-

joonte pere. 1
2. Joonistada sihtvil, milles y'= — 2= Konstruida temale vas-

tav integraaljoonte pere. Mirkida eriti see integraalkOver, mis 1dbi
liheb tapist @g=—+1, yo=+2.

Konstruida sihtvéljad ja integraaljoonte pered, mis vastaksid

andmetele : 1 1 ;
S.9= 2‘]/-/23. 4y 5 (@? — 8 - 12). D, yl= log @

12. Graafiline inteegrimine.

1. Integraalarvutuse pohi-iilesanne esineb mehaani-
lises kattes vormis (v. 10'8): on teada liikuva tépi
kiirus aja funktsioonina s =c().

Leida liikumise seadus s=s(?).

2. Tee kujutus aeg-kiirus-diagrammis. :

Juhus 1. Kiirus on konstantne; tihistame teda c.
Liikumine on ‘Ghtlane. Ajavahemikus (f—1,) kiidud teeosa
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on ¢(t—ip). ts'-diagrammis (joon. 55) kujutab kiiruse kiiku
sirge, mis roobiti aegade teljega, nimetatud teeosa — pind,
4s 4 mida piirab see sirge,
1 : aegade telg ja kaks ordi-
———y naati tippides ¢, ja ¢
Juhus 2. Tapil
on vahemikkundes
Loy bacsey i f bt S
konstantsed kiirused
[ S b S
Liikumine on ositi iht-
lane. Uhtlusvahemiklu-
: ~ des " kiiidud  teeosad fon
—I T wre jﬁrgtzmﬁéda): R
i - elti—1t), ¢ (ta—12),
Joon. 55. b c(t;t4)
ja teeosa, mis on kiidud ajavahes ¢t—t,, nende koikide summa :
01(t1—to)+02(t2_t1)+'-"f“c(t*h)-
ts’-diagrammis (joon. 56) kujutab kiiruse kiiku” trepyp-
joon, teeosasid Gt —*b), c(ts—t) jne. — pinnad, mida

Sy

o
bor

7777777,

@
SUNNRNRR

NN\

f et

Ee P A 3|

il Col e:.I 1
t, % by s ty

c e s mdmmes e et - .- ———— -

Joon. 56.
piiravad selle joone astmed, nende alg- ja Idpuordinaadid ja
aegade telg; teeosa, mis on kiidud ajavahes t—#, — pind
treppjoone, aegade telje ja kahe ordinaadi vahel tappides ¢, ja ¢.
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Jubus 8. Kiirus on mingisugune aja funktsioon ¢(t):
tema kéigh kujuks ko ver fc-tasapinnas (joon. 57). Millena
on kujutatud vahemikus ¢—¢, kididud teeosa?

Meie  juhusel pole voimalik arvutada teed endisel viisil:
itheski ajaosas pole liikumine iihtlane. Me liheme sellepirast
teist teed. :

Vatame nimelt kiiruskoveral rea tippe ja paneme nendest
libi treppjoone. See treppjoon kujutab ligikaudu kiirus-
koverat; ta kujutab seda seda suurema tépsusega, mida
enam nendel iihistippe, jc '
mida védhem on tema
astmete laius ja ihiselt

sellega ka nende kdrgus. &
Me vaatame jirgnevates 7 R s \*
uurimistes kiiruskdverat kui '

piiri, millele liheneb Joon, 57.

 treppjoon, kui tema astmete

laiused ja tihes sellega ka nende korgused Iopmata viihenevad,
nende arv, samuti treppjoone ja kdvera ihistéippide arv, aga
Iopmata kasvab.

Treppjoon kujutab teatavat mdeldavat o. ii. 1. kiiruse muutu-

- mist ajaga, kover — toesti siindiva liikumise Kkiiruse kiiku.

Esimeses nendest liikumistest kujutab teeosa, mis tépp on kiiinud
ajavahemikus ¢—+,, pind tréppjoone, aegade telje ja kahe ordi-
naadi vahel tipes %, ja £. Toesti siindivas, mis endise piiriks
{ihtlusvahemikkude 10pmatul vithenemisel, oleks vastav teeosa
kujutatud nimetatud pinna piirina: m. @. 1. korral kuju-
tab aeg-kiirus-diagrammis ajavahemikuas t—¢,
kiidud teeosa pind, mida piirab kiiruskdver,
aegade telg ja kaks ordinaati téppides ¢, ja .

3. Teekovera konstruktsioon kiiruskoverast.

Juhus 1. Kiirus ¢ on konstantne. Liikumine on
iihtlane. Selle seaduse kujuks {#s-tasapinnas sirge joon,
mille tdus on ¢ Tema sihi saamiseks votame pooluse OF
(joon. 55) ja konstruime sihtkolmnurga (v. 4:5). Otsitav sirge



on roobik selle kolmnurga hiipotennusiga. Niisuguseid sirgeid
on lopmata palju. Uks ainus neist rahuldab algandmeid t=ty, s=0.

Juhus 2. Tipi kiirused on vahemikkudes t—to, to—1t,

. Jérgemooda konstandid ¢, e, ... Olgu peale selle
momendil #, s=0. Liikumine on ositi ihtlane. Tema
seaduse kujuks on pidev murdjoon (v. 6°'2). Konstruime
praegu seletatud viisil tema esimese 10igu vahemikus ¢, — ¢,
see viib meid téppi (¢, s;); sealt edasi — murdjoone teise lvigu

hs =4
/ |
aeo, -tee - b4 ! .
¢ Wi L oot : : .
o i !
' ' \
: : : 5
0 : : ; it
e | :' (8
Wbt
A7 e R |
4 : i

i b s o s ek e 4

g

Joon, 58.

vahemikus #,—t,; nii jouame tippi (t,, éz), sealt edasi tiippi

(%3, 83)  jne.  Nonda saadud murdjoon on ndutud liikumise

seaduse kuju.

Juhus 8. Tépi kiirns on mingisugune aja funktsioon ¢

olgu kover ts'-tasapinnas (joon. 58) selle graafiliseks kujl)l\b

Leiame talle vastava tee-kivera ts tasapinnas. Momendiks ¢,
loeme esimest momenti, millel kiirus pn 0; vastaku sellele mo-
mendile ¢, tee s=0. Meie iilesande lahendamiseks tdmbame
rea r0htjooni, mis kiiruskdverat loikaksid. Votame peale
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nende rea piistjooni, ja nimelt ndnda, et iga kaks korra-
pératut kolmnurgakest, mille stinnitavad piistjoon, kdver
ja kaks teineteisele jirgnevat rohtjoont, oleksid vordpindsed.
Saame treppjoone. Ta kujutab teatud o. 1. 1. kiiruse kdiku.
Konstruime seletatud viisil temale vastava ¢s-diagrammi. See
on pidev murdjoon. Tema abil leiame kergesti otsitava
tee-kovera. Poorame nimelt tdhelepanu nende téppide peale,
~mis iihised Kkiiruskdveral ja treppjoonel. Tombame iihes
nendest ordinaadi. Pinnad, mida piiravad see ordinaat, trepp-
joon ja aegade telg, ja sama ordinaat, kiiruskover ja see telg,
on 'vordsed. Teed, mis k#iidud vastavate aegadeni toesti
siindivas ja mdeldud o. i. likkumises, on vordsed. Nendel
aegadel on leitnd murdjoonel #s-tasapinnas ja otsitaval koveral
vordsed ordinaadid. Samadel aegadel on murdjoonel ja
otsitaval koveral tihine tdus; toesti: nendel aegadel on kiiru-
sed kaoi toesti siindivas mnonda ka mdéeldud o. ii. liikumises
vordsed. Kokku vottes: otsitav teekdver liheb ldbi
murdjoone tidppide, mis asuvad otse iile kiirus-
kdvera ja treppjoone iihistdppide; nimetatud
murdjoone tédppides puutub ta selle joone
osasid. Neid andmeid on kiillalt otsitava kovera joonista-
miseks (joon. 58).

4, Graafiline inteegrimine. Konstruktsioon, mille abil
me saime teekdvera kiiruskdverast, on fildise tdhtsusega:
tema abil me vdime saada igast antud tuletiskdverast
temale vastavat algfunktsiooni kuju. Seda konstruktsiooni
nimetatakse graafiliseks inteegrimiseks.

Me voime teda tarvitada niiteks pinna suuruse kidigu kuju
joonistamiseks korral, kus seda pinda piiravad mingi kover zy-
tasapinnas, z-telg, kindel ordinaat tipis @, ja muutuv ordinaat
tipis «. Iseliranis kohane on seletatud graafiline inteegrimis-
metood siig, kui inteegritava kovera analiiiitiline aval-
dus on teadmata, niiteks, kui kdver mehaaniliselt regist-
raatorilt saadud.



108

Ulesanded.

Inteegrida graafiliselt jargmised funktsioonid :
L y'=0  algandmetel zy=—1, y,=-2.

2. yl = —% % Xy = — 1, yO =0}
3 Sl=1-——-%t - t0=—-l, y0=+1
4. s’ =®—d4t-11 th =0, s =-1.
1 . : 1
) fiemmtt » ¥ gty = il
Y T %=+ 57 Yo o
0 yl=Tog o g Ty =L, gy =1,
7. Leida algfunktsiooni kuju, mis vastab koverale joon. 3 kui
tuletiskoverale. Algandmetena votta z, = — 5, Yo=-+1.

8. Nihtuse kiiruse kiik on antud tabeli abil:

r.m vidrtus | 1| 4| 6] 9] 10] 13 Jrase ] ar F o

kiirus . . . “ 1-0] 21 t 2-3( 7-2j 91 1 15-0{ 15-8f 14-3| 95

Joonistada nihtuse kiigu graafiline kuju.

13. Integraal kui summa.

1. Tee viiirtuse arvatamine kiirusfunktsioonist, Olgu
‘teada liikuva tiipi kiirus aja funktsioonina.

Arvutame tee, mis tdapp kiinud ajamomen -
dist ¢ kuni ajani ¢

Juhus 1. Tépi kiirus on konstant ¢; liikumine on
ihtlane. Noutud tee avaldusena me saame korrutise

¢ (FeL);
Juhus 2. Tipi kiirused on vahemikkudes ty—1to, ta—t,,
i t—t; — konstandid ¢, ¢, ..., ¢; litkumine on ositi

ihtlane. Tee avaldusena saame korrutiste summa:

oy (i —to) + ea by ——fty) F=. . . -t — ty)-

Seda summat me kirjutame siimboolselt summa mirgi kreeka
tihe sigma abil nonda: :

Ve
Zc(r) By

ty
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Viimast avaldust tuleb ndnda moista: on vdetud iiks ihtlusvahe-
‘mikkudest ; olgu tema tihiseks Az ; = on iiks sellesse vahemikku
kuuluv ajamoment; ¢(7) tdpi kiirus sel momendil, jirjelikult
tapi kiirus terves vahemikus 4v; ¢(7) . Av on vahemikus Av
kdidud teeosa; samasugused korrutised on moodustatud iga
ihtlusvahemiku kohta ajavahes ¢—1¢,; koik need korrutised on
liidetud. o

Juhus 8. Kiirus on mingisugune aja ¢ funktsioon ¢(¢);
tema kiigu kujuks mingi kdver fc-tasapinnas.  Liikumine on
mitteiihtlane. Endist mottekiiku pole voimalik tarvitada:
kiirus muutub fihelt ajamomendilt teisele. Sel korral me ase-
tame kiirnskovera asemele treppjoone, millel temaga rida
ithistippe (joon. 57). See treppjoon kujutab koverat seda suu-
rema tipsusega, mida enam nendel ithistippe, mida véihemad tema
astmete laiused, mida suurem nende arv. Vaatame kiirus-
kdverat kui treppjoone piiri astmete laiuse 1dpmatul
viihenemisel ja nende arvu vastaval 1opmatul kasvamisel. '

Liikumises, mille kiiruskiiku kujutab treppjoon, on vahe-
mikus {-—1, drakiidud teeosa

t
> (). dr,
)
kus siimbolil 2 endine tidhendus. Liikumises, mille kiiruskiiku
kujutab kdver, on vahemikus {—%, kiiidud teeosa

t
lich (v). 4%
ty
oletusel, et iihtlusvahemikud Av ldpmata viihenevad, nende arv

aga lopmata kasvab.

Viimast piiri me téhistame deldud oletusel lithemalt siimboliga
t

j c(7).dv:

, ty :
Selles avalduses tdhendab drv 10pmata vdhenevat aja-
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vahemikku, milles me liijkumist iihtlaseks loeme — aja-
elementi, ¢+ mingisugust ajamomenti selles ajaelemendis,
¢(v) kiirust ajamomendil 7, sellega, tihtluse oletuse pohjal, kiirust
vahemikus dz, ¢ (7).dv ajaclemendi dv villtusel kiidud teeosa —
tee-elementi, fc(¥).dv nende tee-elementide summat,
oletusel et nende arv Iopmata kasvab; tihed t, ja ¢t mirgivad
selle ajavahe rajasid, millele me otsime vastavat teeosa.
2. Leitud avalduste kujutus aeg-kiirus - diagrammis.

v ; t j
Avaldused ¢ (f—1,). Zc(r} At ja /c(r).dr

: to b
on kujutatud pindadena, mida piiravad kiirusjoon, aegade telg
ja kaks ordinaati tiéippides 7, ja ¢ (joon. 55, 56, 58).

¢ .
3. Avalduse ({¢(7).dv tihendus. Selle avalduse geo-
)
meetrilisest kujutusest jirgneb, et ta on ¢ funktsioon, et selle
funktsiooni viidrtus on null r. m. viiirtusel to ja et tema tuletis
on kiiruskovera ordinaat tipis ¢, tihendab c(t). Teiste sonadega:
uurita¥ avaldus on see funkisiooni ¢(f) miiratud integraalidest,
mille véfrtus kohal ¢, on null; nimetaie teda s(?). Kui meelde
tuletame, et ¢ (¢) = s(¢), voime seda funktsiooni kirjutada

3 {
s(t) ——-fs’(r).dr.
t

Midratud integraal esineb summana, mille lilkmed
— elemendid — 16pmata vihenevad, millede arv
aga vastavalt Ildpmata kasvab.

Mé#ratud integraali s. t. funktsiooni s(t) elemen-
diks on tema tuletise vAirtus $'(¥) korrutatud
r.m elemendiga dr. /

4. Miiiratud integraal kui summa. Uldistame saadud
resultaati. Olgu nimelt F'(x) siiirane funktsioon, mille tuletis
on antud f(z) ja mis tipis %, omandab vidrtuse null. Olga &
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mingi r. m. védrtus vahemikus 2, kuni 2; olgu d§ selle véir-
tuse 1opmata vihenev kasv, r.m. element; olgu f(§) f-viirtus
tipis §. Siis on F-elemendi avaldus, mis nimetatud &-elemendile

vastab, f(§) . d&

ja , F(x) = f f(8) . d&.

5 Funktsiooni dlfferentsiaall moiste. Ldpmata viihene-
vaid korrutisi f(§) . d&, ehk mis seesama: F(§) . d§ millede summi-
misel on saadud F'(z), me nimetame selle funktsiooni
elementideks. Samuti nimetame d§, s. 0. Idpmata vilhenevat
r. m. vahemiku x —z, osa, selle r. m. elemendiks.

Sona elemendi asemel taryvitatakse ka teist: different-
siaal. Stmboleid dz, dF jne. loeme differentsiaal z, different-
siaal F jne. Neid ei tohi lugeda korrutisteks.

Sona differentia tihendab ladina keeles vahet ja tar-
vitatakse matemaatilises analiiiisis kasvu ehk osa mdttes.

Funktsioon F esineb oma differentsiaalide
summana ehk integraalina:

f F'(§) . dé.

Sona integer tihendab tdit, tervet. Tihis | on muun-
datud pikendatud téht .J. :
6. Differentsiaal ja tuletis. Kirjutame funktsiooni diffe-
rentsiaali avalduses tiihe & asemel z; saame
dF = F() dx
R. m. elemendi dx 1gpmatul ldhenemisel nullile on ta iildse
vorratu nulliga; me vdime temaga jagada:

Py dF

Funktsiooni tuletis on tema ja r. m. diffe-
rentsiaalide suhe.
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Iga tuletist me vdime differentsiaalkujus
kirjutada. Nonda on-liikuva tipi kiirus gi:, paisumise kiirus
di dy dsinz gy i
e’ kovera tous o a oS, —— = sz jne.

~ 7. Funktsiooni differentsiaali graafiline kujutamine.
Olgu y= F(x) moni funktsioon; olgu 2 moni kindel r. m.
vadrtus; tuletis F“(z) médrab funktsiooni y kasvamise kiiruse
r. m. iileminekul vidrtusest z (v. 6:15). Funktsiooni diffe-
rentsiaal dy = Ex).dw
middrab tema kasvu, mille ta oleks omandanud
vahemikus da, kui ta selles vahemikus oleks
J 5 kas‘vanud .iih'tls:-
i f : selt ennemini ni-
metatud kiirusega.
9 % Q A? AAX Kujutagu  kover
/ R j Jjoonises 59 funktsiooni

y = F(z). Olgn =xP
/ abstsissile « [ vastav
ordinaat, PT puutuja

y T AX B s
yo o et i > tépis P jav tema nqu
—+ « -teljega.  Kuju-
Joon. 59. tame alates tépist =
iihe nendest vidrtus-
_test, mis dz oma lpmatul viihenemisel omandab. Vordusest

F'(x) =tanv jirgneb siis, et
dy = dx . tan v= PR .tanv = RT.

Samal ajal on funktsiooni ¥ tdepoolne kasv vahemikus
Az, mis vordne endise differentsiaali viiirtusega,

4y = RQ.
BT — RQ kujutab dy ja Ay vahet.

Lugeja kujutab kergesti pinna differentsiaali du=y.dx
ja poordkeha mahu differentsiaali dv = ay? dz ja vordleb neid
kasvudega Au ja Av, mis r. m. kasvule Az =dxz vastavad
(v. joon. 48, 49).

£
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Miirkus nelja siimboli kohta. Kahtluste iHrahoidmiseks
defiinime veel kord nelja sitmboli:

: Az, AF, dxz, dF.

Esiméne nendest on mingi r. m. x-i kasv; ta voib ka lop-
mata viheneda. Teine on r. m. differentsiaal ;. see peab 10p-
mata viéhenema. AF on funktsxoom F(x) kasv mille ta tdoe-
poolest saab r. m. vahemikus Az. Differentsiaal dF on see
funktsiooni F(z) moeldav kasv, mille vorra ta oleks kasvanud
r. m. vahemikus dz, kui ta selles vahemikus oleks alates
vahemiku algusest edasi kasvanud ithtlaselt.

8. Kaare differentsiaal. Olgu kdver joon. 60 funkt-
siooni y=f(x) kujuks. Votame temal mingi kindla tépi
(joonises tihiseta); olgu P moni teine
lgﬁvera tipp. Nimetame kaare pikkuse, T 7 /
mis esimeses algab ja viimases lopeb, s. 1§/ i 7
Me nieme, etiigale abstsissile z oma
tiapp P koveral, igale tépile seal oma
kaare pikkus vastab: kaar s on
abstsissi # funktsioon: e e

8 =B ey

Leiame tema different- Joon. 60.
siaall.

Kujutagn XX, ehk temaga vordne PR, r. m. kasva Az,
RQ — vastavat funktsiooni kasvu 4y, PQ — kaare kasvu ds.
Olgu seda kaart siduva kodlu pikkus Ae.  Siis on

: A0® = Ac® + My,
Jagame ja korrutame pahemat osa (4s)*-ga ja jagame mdlemal
pool (4dz)*-ga: (44‘:)" (j;) 14 (m’ ) -
Liheme piirile, oletades, et Az — 0 ja tihiselt temaga ka 4y — 0,
A4s — 0, 40— 0. Me saame (v. 2°10):

AS

¢ R

e

do: g 48 a4y dy
As ' Az dn’ Aw da’
nonda et (ch) =R (%) )
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kust ds? == dxz? -+ dy?,
ehk, lahendatud kujus,

ds=V14y2.dx.

Kujutagu joonises 60 XX, ehk temaga vordne PR iiht nendest
viartustest, mis dz omandab oma Idpmatul vihenemisel. Siis
kujutab BT y-differentsiaali ®v. 13-7), puntuja 16ik P7 — kaare
differentsiaali.

Kaare differentsiaal on see kasv, mille kaar s 0leks saanud
r. m. vahemikus dz, kui tema kasvamine selle algusest peale

-oleks edasi stindinud ihtlaselt.

9. Pobrdpinna differentsiaal. Posrelgu kover y= f(x)
timber z-telje. Ta siinnitab selle juures poordpinna (joon. 49).
Loikame viimast tasapin'dadega, mis risti poordteljega, esimene
— kindlas telje tipis a, teine — mingisuguses telje tipis x.

- Téhistame poordkeha pinna osa nende tasapindade vahel S
Igale a-tesapinnale vastab oma pind §: pind § on abstsissi
z funktsioon: =8y,

‘Leiame tema differentsiaali.

Selleks anname r: m. z-ile kasvu Az: vastaku temale
y-kasv Ay, poorleva kovera kaare kasv As ja viimast siduv
kool Ao. Kaare kasv As siinnitab omal poorlemisel imber
z-telje pinna kasvu 48;°kopl A6 — koonustiivi kilg-
pinna AZ Viimase aluste iimbermdddud on:

2wy ja 2m(y - Ay);
Jirjelikult on koonustiivi kiilgpind

CAZ = o (y 4yt Ay). Ao =m(2y -+ Ay) . Ao,

4% A8 4
Sellest saame : 48 g =2y + 4y). 2_‘;,

Laseme niitid Az — 0: siis Ay — 0, 4s — 0, ﬁg-» 1. Koonus-

tivi kiilgpind AY kujutab poordkeha pinna kasvua AS seda tipsa-

malt, mida viihem on Az. Me oletame sellepéirast, et vahemiku

Az 1opmatul vihenemisel suhe A3 : AS Iopmata laheneb 1-le:
lim 4

e I3
A.c—>0‘/jS
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Nonda saame Geldud tingimusel piiris vorduse:

ds
ds o 2“?'/’
ehk As = 2my . ds
ehk, veel teisiti, A8 =2my . V1 y? . da. g

- 10. Uus inteegrimisprobleemi kiisitlus. On funktsiooni
tuletiseks r. m. viértusel § f(&), siis on tema elemendiks, mis
vahemikule d€ vastab, f(£) . dE. Midramatu inteegrimise
iilesanne (v. 10°4) seisab selles, teades otsitava funkt-
siooni elemendi avaldust, leida funktsioon.

Tihistame funktsiooni, mille element kohal § on £(§).d§,
JF@) - dg.
Niisuguseid funktsioone on ldpmata palju; nad koik peltu-
vad avalduses (v. 10°7)  [f(§) . d5+-e,
kus ¢ on mistahtne konstant.
Nonda on S8in§ . df=—cos§+¢,

[& . dg= 38 +c jue.

Tahaksime leida méédratud integraali

/

I (x) = ff(s&) - d,

siis otsiksime esiteks madramatu integraali [/(§).d§. Olgu
iks funktsioonidest, millede element kohal & on f(§).d§, @(&);
siis peituvad koik teised sidirased, tihendab ka otsitav F(z)
avalduses 9 (§)+e.
Viértusel §= z, peab ¢ (§) -} ¢ olema 0,

» §=£L' ” (P(g)-{"" » F(x)a

teiste sonadega @ (zy)+c=0
¢ (z) +c=F(x),
jarjelikult on F(x) = p(z) — @ (2).

Méadratud integraal on vahe vastava md&ramata in-
tegraali vidrtuste vahel, mis ta omandab filemisel
ja alumisel rajal

8*
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Et konstant ¢ 1opuresultaadist valja langeb, siis on mé#ratud
integraali arvutamisel tkskodoikne, missugust
indiviiduumi perest g(x)-f-¢ selleks tarvitada.
11. Niited. 1) Antud joon y=mx-+b ja kaks tippi
temal absisissidega z; ja @z, Leida joonldigu pikkus
s nende tappide vahel ' ‘
Meie korral on Yi==tni;

kaare differentsiaal  ds =11} m?.dx
ja ' =f]/1+m2.dx.'
~ ;

~ Konstantne tegur /1 - m> esineb koigis integraali elementides;
me voime teda integraali, kui summa miirgi ette votta:
Lo

s=V1-F m? f dzx
&
Probleemi madramatu integraal on
fdx=ux,

kus konstant lisamata, sellega probleemi lahendus :
8=V 1+ m? (2, —ux,).
Lugeja tehku joonis ja seletagu resultaat.

2) Ring 2?4 y>=a? poirleb imber x-telje; ta siinnitab
kera pinna. Leida selle viimase osa, mis tasa-
pindade vahel z,=a—#h ja z,=a.

Poordpinna differentsiaal ;

dS = 27y . ds.
Vottes ringi positiivse haru y =}/ a® —z?, saame

a x
y,__ m’ d8=l/‘“z7“" dw, Y. ds = a.dr,

sellepirast b f 20 . @ ; dx—z.na j dx.

a—h a—h
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Peale inteegrimist ja rajade asetamist leiame :
S =2ma . h.
Lugeja tehku joonis ja seletagu resultaat.

12. Tt kui integraal. 1) Jou moistega on lahutamata seotud
ettekujutused tema mojumise sihist, tema suurusest ja
tapist, millele ta rakendatud. Jou kujuks me tarvitame
noolekest, mille algus on jou rakendustipis, mille siht on
sama, milles mdjub joud ja milles pikkusmddt peitub nii mitu korda,
kui palju korda jous peitub selle moot.

9) Jou F osaks mingisuguses sihis s nimetatakse selles sihis
majuvat joudu K. cos(¥, s), kus viimased sulud tdéhendavad nurka jou
F ja s-sihi’vahel. ) ; » :

3) Nihkub jou F rakendustépp s vorra mingi kindlas s-sihis edasi,

, siis moddetakse selle jou poolt nihutusel s tehtud t66d korrutisega
F .s.cos(F,s).
Nonda on raske keha otsesel tostmisel tehtud to6 ph, kui p keha
kaalu, h korgust tihendab, millele keha viidud; t0G, mis tehakse sama
keha tostmisel kaldpinda mdodda, :

mille pikkus ! ja kaldnurk «, on -&“ g% $
Lop. lsina. 3

G IR A e &1
Esimeses niites on nurk jou ja
nihutuse vahel null, teises on ta - ol v
konstantne 12'—L—a. Harilikult ¥ ¥ g
pole see ndnda: nurk, mis ok I
joud sinnitab nihutu- b G i
sega, muutub orbiidil P ¢
tapist tdppi. Viimasel jehusel 9
siinnib t66 arvutamine inteegri- L S V-

%

mise teel. Selleks jirgmised
4) Niited. I Jou viljaks —T/
on raskusvili piiratud rpumi Joon. 61.
osas maakeral; siin on igas ruumi
osa kohas tegutsev joud, keha kaal, kui suuruse nonda ka sihi
poolest iiks ja seesama (joon. 61). Tostame raske keha, mille kaal
an p, kohast Py(zy, ;) kohfa Ps(xy, y,) koverat mbida, mis neid kohti
ithendab ja mille vorrand on y = f(@). Kuisuur on tehtud t606?
Bt sellele kiisimusele vastust saada, avaldame esiteks t60 ele-
mendi. Me votame selleks mones kovera kohas P (x, y) kaare elemendi
ds; see on lopmata viheney sirgjooneline 10ik puutuja sihis tapist P
alates. Joud, mis tapis P’ keha tostmiseks piistsihis rakendatud, siinnitab
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kaare elemendiga nurga << (dy, ds); sellepirast on tema osa, mis liiku-
mise sihis tdhendab, mis ds-sihis mojub :
p . ds.cos(dy, ds).
Lopmata véhenevast tdisnurksest kolmnurgast, mille hiipotenuus on ds,
d

saame : cos (dy, ds) = dj()y
Jirjelikult on elementaarne t66, mille teeb kehale meie poolt
rakendatud joud tee elemendil ds:

p.dy.
R. m. on siin y.

Taist66, mis tehtud keha tostmisel tépist Py tappi Py,
Yo il
on AP dy = p (yo— yy).
Y1 /

See avaldus niitab, et raske keha tostmisel tehtud t66 ei olen e ei
tostmise ajast, ega teest, ega orbiidist, mida mo6da
keha liikumine siindis: ta
oleneb ainult keha lopu-ja
lihtekoha korguste vahest.
Kujutame endile efte, et me
raskusviljas = keha monda kinnist
koverat modda kohast P, kohta P,
tagasi toome; tehtud t66 on p(yo—y,),
tihendab null. Raskusvidljas
on igal ,ringprotsessil®
“tehtud t66 null Ta jaab
nulliks, kui palju korda ka me selle
3 keha ringprotsessis libi selle tapi P,
viime: raskusviljast on pe-
rioodiliselt kdiva masina
. abil voimatu to6d voita, teisiti
perpetuum mobile, masin, mis oma igaveses liikumises raskus-

tungide sunnil meile ikka Jja ikka to6d teeks, on voimatu.

Selle toe dratundmine avas tee energia jiddavuse sea-
duse leidmiseks.

II. Newtoni tombevili ( joon. 62). Siin on joud igast ruumikohast
sihitud ikka {ihte ja samasse tippi: joudude keskkohta; jou
suurus véheneb vordeliselt kauguse runduga.

Leiameé to6, keha iileviimisdl kohast P kohta P,
mingit koverat mosda, mis viimaseid ithendab.

Votame tépi teel mone koha P: kujutame temast alates tee
elemendi ds; seélle viimase [Gpmata vihenemise tottu voime oletada, et

,Joon. 62.



liikumisel teda modda to:dbejOUd konstantseks jadb: sellel 1 v. tee-
osal ta ei suuda tuntavalt muutuda.

On kohas P tapi kaugl\ls tombe keskkohast r, siis on tegutseva
jou suurus elemendil. ds —ﬁ;
siin tihendab % konstanti ja mérk minus, et joud on sihitud vastu
raadiusvektori r suurcnemissihti. Selle vastasjoud on - see veab

£ T

keha. Toéotamas on ainult see osa temast, mille siht tee elemendiga ds
kokku langeb : ;kzcos(r, ds). 2

Lopmata vihenevas taisnurkses kolmnurgas, mille saame, kui ds alguse
ja lopu ithendame joudude keskkohaga ja sellest joonistame raadiusega r

A dr
ringi, on cos (f, de) = iy
Jirjelikult on elemendil ds tootav jou osa
e
S &

ja elementaarne td, mis sellel elemendil ds tehakse, on

17 5 i'_ RS E(lr.

2 ds r2 t

Otsitav tiistst on elementaarsete todde summa koikidel tee elementidel
tipist P, tépini P,. Kui uende kaugused joudude keskkohast tidhistame
ry ja 7y, sname otsitava to6 avaldusena integraali

r
k TN MY
.fﬁm:-—(%—-a).

L]

Ka siin oleneb tehtud t66 ainult 14hte- ja 16pukoha ,pa-
rameetritests r ‘ja . Ta ei ripu sellest, kuida siindis keha
{ileviimine iihest kohast teise. Ka selles viljas on perpetuum mobile
voimatu.

Ulesanded.

1. Leida kuuservakese pind, mida piiravad koverad

a2 =4y jay=02.a%

2. Sirge y=1 +:§L:r potrieb fimber @-telje. Leida pdordpinna

ja mahu suurused, mis asuvad tasapindade vahel @ =+1, xy=+5.
3. Ring a? -y = r? pofrleb Gimber w-telje. Leida pind ja maht,
mis peituvad tasapindade vahel z; = a, ¥y = b. (a, b<r).
4. Joud, m llega surutud spiraal piiiiab oma loomulikku seisu,
on vordeline lithendusega, mis surumise tagajirjel tekkinud. Leida too,
mis tuleb teha spiraali kokkusurumisel pikkusest #; kuni pikkuseni f.
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14. Funktsiooni teine tuletis.

1. Funktsiooni teine tuletis. Olgu y = f(z) mingi a-i
funktsioon ; olgu y' = f'(x) selle tuletis. Viimane on omal korral
z-1 funktsioon; selle tuletist (y')" me tihistame 3” ja nimetame
teda y teiseks tuletiseks. On niiteks y = 223, siis on

Y =pa? y'=12z.

Kujutab y:f(ab) teatavat. niihtuse kiiku, siis midrah
Yy ==f"(x) selle nihtuse arenemise kiirust (v. 6:15); »” annab
meile kiiruse, millega siinnib nihtuse kéign kiiruse muu-
tumine, ta madirab nihtuse kiiigu kiirenduse.

Liigub néiteks tipp seaduse jirele s=s(t), siis on tema
kiirus ¢ =¢(), tema kiirendus g — s@) .

Nonda on ‘meil tipi harmoonilise vinkumise korral

(v.T. a. 8. p.1'5) s=h.sin (%7,3 -t~ &), kus & ja T on konstandid,

Jjarjelikult on Gt 27” R cos (%’ t--g), ,

sellepérast a=— éT—’f . h.sin (217,’ t4e),
B > 4n2 -
ehk lihemalt: o= — 75+ 85

sonades: harmooniliselt vonkuva tdpi kiirendus
on igal tdpi kohal vordeline tipi kaugusega
tema nullseisust.

Méiraku y==f(z) mingi kovera Jooksu; siis kujutab
Y'=1f (x) tema tdusu kiiku ja y"= f"(z) selle nihtuse
kiirust. Viimane maiste on ligidalt seotud kovera silma-
torkava omadusega, mille nimeks on

2. Kovera nogusus ja kumerus. Funktsiooni y esimese
Jja teise tuletise mirgid viivad esineda jirgmises neljas kombi-
natsioonis: r. m. vadirtusel z on:

il
Fl+] =

i

yl
yu j]

’

i)
| i
!

1) acceleratio — kiirendus,
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Esimene juhus. Et y*>>0, siis touseb kover selle
téipi imbruses (v. 9:1), millele vastab deldud abstsiss z; et 3" >0
on, siis siinnib see tousmine ikka kiiremini ja kiiremini;:.
kdver on ndogus ilespoole (joon. 63. I).

Teine juhus. Vorratusest y'< 0 jirgneh, et kover
z-tépi limbruses langeb. Et y” >0 on, siis suureneb iy,
selle ‘juures negatiivseks jiiides. Kovera langemine siinnib

nimetatud tépi iimbruses ikka aeglasemalt ja aeglase-
malt: kdver on ndgus iilespoole (joon. €3. II).

i}

Joon. 63. Joon. 64.

Samuti kisitades kolmandat' ja neljandat juhust, leiaksime,
et nendel nuritav kdver on tilespoole kumer nimetatud
tipi iimbruses (joon. 63. III ja IV).

Kokku vottes:

Kui mones kdvera thpis

on y" >0, siis on kover temas ilespoole ndgus
5 Tkt " ¥ kumer,

3. Kovera kiifinutiipid. Tippides, milledest iileminekul
y" muudab oma mirki, mautub kiver kumerast ndgu-
~saks;, v0oi timberpdordult; y” miirgi muutumine voib selle
funktsiooni pidevuse korral siindida ainult sel teel, et teldud
tipis »” saab nulliks: tipid, milledes y” saab nulliks,
muutes oma mérki, on kdvera kddnutipid (joon. 64).

Siit saame jirgmise juhise kddnutéippide leid-
miseks; :



otsime y teise tuletise, vorratame ta nulliga,
lahendame saadud vdrrandi ja uurime y” mérgi
muutumist r. m. ileminekul igast leitud vérrandi
(reaal)juurest (v. analoogilist y' mérgi uurimist 9:5 ja 6).
; g i Lugeja leiab ker-
\ i / gesti, et koveral y = 2°
i on alguses kiddnu-
tapp, koveral y=uat
\ ———— 1p= g 7 niisugust seal ei ole
e i iR (joon. 65).

,//‘ 4. Maksimumi ja
M s miinimumi tunnused.
Resultaatide abil, mis
£ - me eelviimses punktis
leidsime, voime iiliker-
gesti ja lihtsalt funkt-
P siooni maksimumi ja mii-
nimumi tunnuseid véljen-
dada. Me nidieme (joon. 42), et tiipis 2, kus f(z) saab maksi-
mumiks, on koveral y=f(z) rohtus puutuja ja ta on
kumer; tipis, milles f(x) saab miinimumiks, on tema
kujukoveral rohtus puutuja ja ta on nogus. '
See tihendab anpaliiiitiliself : saab funktsioon f(z) tépis x,

maksimumiks, siis on £ (z,) =0, f"(z5) <0;

kaim iintmumike: i 7o g0 {le) >0,
5. Uldine juhis maksimumi ja miinimumi leidmiseks.
Me differentsime uuritavat funktsiooni f(z) kaks

korda: saame Fla) f o)
vorratame esimese tuletise nulliga:
f@)=0

ja lahendame saadud vorrandi. Asetame jirge-
mooda igaliht saadud (reaalsetest) juurtest teise
tuletise avaldusse; need juured, mis teda posi-
tiivseks teevad, annavad miinimumi, mis nega-
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tiivseks — maksimumi. Teeb mdni juur teise
tuletise nulliks, jadb kiisimus sel teel otsusta-
mata ja tuleb uunrida esimese tuletise mirgi
muutumist kiisimuse all oleva viddrtuse iimbruses
(v. 9°5 ja 6). 3
6. Niide 1. MoOne suuruse viirtuse a leidmiseks on
tehtud tervelt n modtmist; nende resultaadid

AT e L

lihevad iiksteisest vdhe lahku katsevigade 'tottu. Mis-
sugune on moddetava suuruse koige tdenfiosem
vadrtus? Iy i)
Olgu see meile  teadmata viiirtus z; siis on katsevead
1, 2, 8, ..., n katse juures:
L0, GOy, B — g, .. o B Ops

Paistab loomualik niisugust z-i koige tden#iosemaks a-viiiir-
tuseks lugeda, millele vastuks koige viihem katsevigade summa.
Kuid see ei voi iildiselt nonda olla: moned nendest vigadest on
positiivsed, teised negatiivsed. Isegi siis, kui nad viiga sunred
on, voiks juhtuda, et nad liitmisel hivivad. a-viiirtus, mis saa-
dud noude pohjal, et vigade summa oleks miinimum, voiks
noutavat suurust a piris vooriti kujutada. Me loeme selle-
pdrast kdige tdentiosemaks a suuruse vidrtuseks
selle, millele vastab katsevigade ruutude summa
miinimum: selle summa liikmed on kdik positiivsed.

Tihistame selle summa 2':

S=(z—a)P+@—aft.. 4 (& —a?
Ta saab miinimumiks, kui tema esimene tuletis on null, teine
aga positiivne.
Votame esimese ja teise tuletise; differentsiaal-kirjutus-
viisis esinevad nad kujus

d—2=2.(a:——a,). 14 2(x—ag).14...+2.(z—an). 1

dax
a2y ‘ 1 ¢ | L«
._~—=Z,l—1—‘.‘.]—"..."”2-]v
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Lihemalt: =~ 3'= 2('nx/— Bt G 5= L 3 o )
_ PR T
Vorratades 2’ nulliga ja lahendades saadud vorrandi, leiame:
v aytas ...+ an
N n

- Teine tuletis on ikka positiivne, téhendab, ka leitud z-viirtusel:

meie ees on ¥ miinimum. 3
Moddetava suuruse kdoige tden&osem vaddrtus

on mootmisresultaatide aritmeetiline keskmine.

Joon. 66.

7. Niiide 2. On teada, et valgus, tulles tiipist 4 (joon. 66),
jouab peale peegeldumist peeglilt 8,9, tippi B.

Missuguse murdjoone valib ta oma teeks
kdoikidest voimalikkudest? Teisiti: missugune
seadus valitseb peegeldumise ndhtust?

Vastuse sellele kiisimusele voib ainult katse anda ja see
vastus on: langemisnurk a vdrdub peegeldumis-
nurgaga f. Katsume seda seadust jireldada mdnest
lihtsast oletusest. Selleks vOotame jirgmise: valgus valib
oma teeks koige lihema murdjoontest, mis
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“tdpis A algavad, peeglil murduvad ja tﬁbis B
1opevad.

Leiame koha, kus peab olema selle murdjoone tipp M.
Olgu A ja B koordinaadid (0, b) ja (¢, d); olgu tipi M omad
(z, 0). Siis on: 7

AM =V 502, MB=V (c—z)+
s=AMB =V L+ V(c—a)Fd.

Votame esimese ja teise ttletise:

da ] @ v c—x )
%"‘Vm=+b2 Vie— o+ &’
dza d?

= ARt Tom e

Vorratame esimese nendest nulliga:
& C— X « $
VE£8  Vie—apF&
Siit tuleks 2z leida ja teise tuletisse asetada. Kt aga teine
tuletis on ikka positiivne, on ta seda ka nimetatud aseta-
mise jirel: leitud =z annaks miinimumi. Abstsissi z-i leid-
mine nouaks pikka arvutamist. Me jouame kergemini eesmir-
gile, kui vorrandit, millest tuleb midrata =, tolgime geo-

0.

meetriliselt; tema lilkmed on nimelt cos( —a) ja cos(»;—‘——ﬂ).

Sellepirast sina =sinf,
ehk, et molemad nurgad a ja @ vihemad kui g
e==1

Meie oletusest jirgneb dige resultaat: peegeldumisnéhtus
siinnib nonda, nagu valiks valgus kdige lihema
tee tipist A téppi B.

See oletns pole ainus, millest jirgneb noutud resultaat:
me saaksime selle ka oletades, et valgus siéirase tee A MP valib
koikidest voimalikkudest, mille ta saaks dra kiia kdige
lihemal ajal. Toesti, olgu valguse kiirus hkkonnas, milles

ta liigub, e; siis on aeg f, milles ta tee AMB ira kiib, % Et
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¢ konstant on, saab —samal ajal miinimumiks kui s-gi: ka
teine oletus viib eesméargile.

8. Niide 3. Murdumise seadus. Lahutagu tasa-

~pind 7,7, (joon. 67) kaht libipaistvat keskkonda 1 ja 2; olgu

valguse kiirused nendes ¢, ja ¢, Valgus tuleb tipist 4, mur-

: 4 dub lahutavas tasapinnas

ja jouab tappi B.

Missuguse tee

: AMB ta valib koi-

T / 0& kidest voimalikku-

- M dest? .

Katse saadused niii-

tavad, et tipp M s##-

3 rasel kohal lahutaval
tasapinnal asub, et

Joon. 67. 8in 4 : sin 7 = n = konst. ;

see suhe on igal tileminekul keskkonnast 1 kesk-
konda 2 muutumatu.

Tahaksime seda seadust jireldada esimesest oletusest,
et tee AMB on miinimum, siis oleks see vdimatu. Toesti,
kui 4 ja B lahutatakse tasapinnaga T,7,, siis on AMB miini-
mum sel korral, kui ta on sirge. Niisugust teed aga valgus
iialgi ei k#i, peale korra, kus ta piisti langeb.

Katsume teist oletust. On téppide 4, M, B koordinaadid
mirgitud nagu enne, leiame aja, milles valgus kiiib tee AMB:

) t=Vx2+b2+V(c—m)‘5+d2.
5 Co
Oletuse pohjal peab see miinimum olema: avaldus
di 1 B N S id

Vo @& ayere  ay—opte
peab olema 0. Teine tuletis
3 p g 1 e
ayETE L eV et et

.
o
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on alati *>0; see tihendab: «, mis on saadud vorrandist

dt A L e B ?
— =0, annab toesti miinimumi.

dx

Selle z-i leidmine oleks vordlemisi raske tilesanne. Kerge-
malt saame eesmérgile, kui tihele paneme, mida iiksikud liilkmed
esimese tuletise avalduses tihendavad; me leiame nimelt:

c08 (g enss ) BEA ) (g )

cl Co
sin z __ ginr
51 e
sint e
kust —— =1
BT Ty

Viimane suhe on aga konstant. Murdumise seadus on
jireldatud ajamiinimumi oletusest.

Valguse murdumine kahe lédbipaistva kesk-
konna rajal sinnib ndnda, nagn valiks valgus
fihest tipist teise joudmiseks selle tee, mille
ta koige kiiremini suudab dra kiia.

Murdumise n#itaja n on valguse kiiruste
suhe esimeses ja teises keskkonnas.

Ulesanded.
1. On antud kover y= % (2% 4 322 — 62 4-1). Kus ta on ku-

mer, kus nogus? Leida tema kd#nutipp ja puutuja vorrand viimases.
Teha joonis.
2. Sama iilesanne kovera kohta y= "= _.
l+.7:3
3. Sama iilesanne kovera kohta y_;,—zz

4. Varre paisumine siinnib seaduse Jalel‘ l=ab%+ B0 -+7,
kus / tihendab varre pikkust, @-temperatuuri, «, £ ja y konstante.
Kas niéihtus siinnib kiirendatult ?

5. On antud ruuduline tiikk plekki, mille kiilg on @. Missugused
ruudukesed peab tema nurkadest vilja 1dikama, et iilejadnud vsast
kokkupandud karbil oleks koige suurem maht?
| 6. On antud rida silindreid, milledel {iks ja sama telgloike
limbermoot k. Missugusel nendest on koige suurem maht ?

/
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7. Missugusel piistkiilikul antud pinnaga ¢® on koige viiksem
diagonaal ? '

8. Parabool y?>=2pxr on loigatud sirgega « —a. Saadud seg-
mendi sisse joonistatagu koige suurem piistkiilik.

9. On antud kolmnurga killg a ja selle vastasnurk 4. Missu-
gusel lihisnurga C vadrtusel on kolmnurga pind maksimum? Millega
vordub sel juhusel teine lahisnurk? Juhis: avaldada kolmnurga pind
suurustes «, 4 ja C.

10. Aken seisab koos kahest osast: piistkiilikust ja tema peal
seisvast poolringist. Akna timbermdst on p. Kuidas peab akna moodud
valima, et temast voimalikult palju valgust libi tungiks?

11. Antud on poolkera raadiusega R. Kujundada tema {imber
koonus, mille pohjaks oleks poolkera alusel ja mille maht oleks
miinimum.

12. On antud rida vordhaarseid trapetseid, milledel iihine
alusnurk ¢ ja iithine pind s. Missugusel nendest on koige vihem
fimbermoot ?

13. On antud ringkujuline tiikk plekki, mille raadius on a.
Missuguse sektori peab temast vilja 10ikama, et iilejainud osast kokku-
keerutatud tiidisel oleks voimalikult suur maht ?

14. Ummargusest palgist, mille libimdot on d, vilja 1digata
sédrane neljakandiline kandja, mille kardejoud oleks voimalikult suur.
Palgi kandejoud kasvab vordeliselt tema laiusega ja paksuse ruuduga.

15.  Konuitee piirab ringkujulist pinda. Missugusel korgusel
peab tema keskpaiga kohale hodglamp kinnitatama, et tee valgustus
oleks koige tugevam? Valgustuse tugevus on vordeline cosinusega
langemxsnurgast ja podrdvordeline kauguse ruuduga.

16. Kaks tédppi 4 ja B on piistjoonel korgustes a ja b iile roht-
tasapinna. Missugusest kohast sellel tasapinnal paistab 16ik 4B koige
suuremas nurgas ? See koht on loigu AB vaatlemiseks koige soodsam.

15. Joonte koverus.

1. Joone k6veruse moiste. Olgu kgver joonises 68 funktsiooni
y = f(x) kujuks. Votame temal mone kindla tapi Sy kaarte al-
guseks. Iga féipi S koht koveral on siis midratud kaare pikku-
sega S8 =s : :

Votame rea kaari s;, sy, s, ... nendele vastab koveral rida tippe:
Sy, Sy 85 ...; tombame igaiihes neist puutuja. Stinnitagu viimased
-+ a-teljega nurgad 7;, 7y, 73, .... Igale kaarele s vastab oma tapp S
koveral, sellele oma puutuja, jirjelikult oma nurk z: nurk z on
kaares funktsioon: et AL
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) Vaatleme selle nurga 7z k#iku puutetiipi S lilkumisel mosda
koverat. Mida kiiremini muutub nurk 7, seda kiiremini
muutub puutuja siht, seda jarsemalt sunnlb\kovera poor-
dumine.
On loomulik lugeda kovera poordumise jarskuseks
nurga v muutumise kiirust kaare s kasvamisel
‘Lugeja - joonistagu nd#itena kdver y = 31_1"—:— i’ votku temal rida
tippe, tommaku nendes puutujad ja vaadelgu nende Slhl muutumist
puutetipi kulgemisel mitda koverat.
Omal ajal me nimetasime joone tousmise jadrskust
lithikese nimega ,tous“ (v. 7°6); samuti toimetame siin: joone
- poordumise jarskust fme !
nimetame tema ,koveruseks®
2. Joone koveruse arvuta-
mine. Uldise kiiruse definitsigoni
pohjal (v. 6°15) on nurga r muu-
tumise kiirus kaare s kasvamisel,
teisiti kovera pdordumise kiirus
ehk kdoverus, nurga z tu-
letis kaare s suhtes. Téhis-
tades koverust stimboliga &, saame

bl fe

X LT i dv
dlftgrenmlaalklr,]utusvusm k== ds' Woon. 68.

Selle tuletise viirtuse Ieid-
miseks avaldame eraldi tema lugeja ja nimetaja abstsissi differentsiaali
abil. Me teame (v. 7-6), et y = tanr; vaadates paremat poolt kuj
a-i funktsiooni, leiame (v. 8-9) differentsimisel x-i suhtes:

dv
i o s teisiti y ‘= (1 4 tan? r)

nonda et dr = I-Iy'—i . dex.
Ennem saime (v. 18°8) ds= TV 1+y2.dx,

7’
Y

sellepérast on =0FyHn"
Niilted. 1) Sirge joon. Vitame tema vorrandi
kujus Y= mx - b.
Siis on Yy =m, y’=0, jirjelikult
k=0:

\
sirge kdoverus on null



2) Ringjoon.

Siit saame

130 ;o

Votame tema vorrandi kujus
A= i
PR Ty o

Midrates 4 ja y” ja asetades neid koveruse avaldusse, leiame ring-

Joon, 69. ]

joone koveruse k= o
¥

lgag  rangi  kohas on
koverus iiks ja sama.

Uhelt ringilt teisele
muutub koverus plodrdvor-
delisielt raadiusega.

3)  Joone kaanutapis
(v. 14:3), kus y” =0, on kdverus.
null: selles tipis on jouu sirge-
taoline (v. joon. 64).

8. Joone kdverusring. Olgu’
meil moni joon y = f(x); olgu S(z, )

mingi tema tipp; olgu joone kdverus selles tipis k. Tombame tipis S
joone puutuja ja.normaali (joon.69) ja joonistame ringi, mis nimetatud
puutujat riivaks tidpis S, mille keskkoht C asuks JOOII(‘ nogu-
suse . pool ja mille kdverus vorduks joone k(’)veruscw

tapis 8. Selle ringi raadius R-__ ja tema keskkoht asub joone mor-

maalil ndgususe sihis.

joone koverusrin-
giks, tema keskkohta
. — joone kdverus-
keskkohaks, tema
raadiust — joone ko -
verusraadiuseks.
Selle pikkus
(1—#—1’4)"/2

Y TR ey

y
fugeja  votku
Haitens 0on :
Y= w — 8z 4 12
. ia ftell 11 hoolas joonis,
ety piSabsicissiks
=4 2.

Seda rmgx me nimetame tépile S vastavaks

Joon. 70,

Koverusring laheb tthelt poolt joont teisele ja aimab suure
tipsusega jarele joone kulgu voetud tdpi timbruses

joon. 70).
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4. Joone kovernskeskkoha koordinaadid.. Teeme veel kord endise
joonise 69, tdiendades teda kuidagi sihitud koordinaatide telgedega. Kuju-
tame tdppide S ja C koordinaadid ja tombame viimasest nendest sirge
roobiti a-teljega. Kui tdhele paneme, et nurk normaali ja - a-telje

vahel on % 47, saame tdisnurkse kolmnurga abil, mille hiipotenuusiks

on SC, noutud koordinaadid
Xe=x—R.8inzt
Ye=y -+ R.cosz.

Ataldades sinz ja cosr tanz funkisioonidena, paigutades tema ase-
mele ¢’ ja  koverusraa-

diuse asem.ele tema avalduse, ; ’
leiame, et ®

o R T
¢ 4]
1 ‘2
yo =y 4 LEY
Y
Niilted. 1) Lugeja leiab,
et parabooli y2 = 2px
koveruskeskkoht, mis vastab / I
tema lagitdapile (0, 0), on
(p, f)), kdverusraadius R, = p.
2) Koveruskeskkohad, mis vastavad ellipsi b2® - a2y2=a?b?
lagitippidele, on .

ta—2, 0 ja 0, £ 02

=

Joon. 71.

o?
1

Neid kohti voib leida jirgmise konstruktsiooni abil: joonistame
ellipsi telgedel piistkiiliku (joon, 71); ithendame 2-se ja 4-da vastastipu;
tombame 1-st ja 3-st tipust sirged, mis risti vastasdiagonaaliga; see
sirge 10ikab ellipsi telgi kahes noutud tiappidest Ca ja Cp. Lugeja votku
vaevaks toestada kolmnurkade sarnasuse pohjal, et tdesti

s, . 2 s
ja vastavad koverusraadiused % ja
a

2\ 2
PVAPIEL B,y F $O5 af
a b

Koverusringid, mis joounistatud tdppidest Ca ja Cp, langevad
ddrmiselt hidsti ithte ellipsi kaartega téppide A ja B {imbruses. Neid
ringisid voib holpsasti ellipsi joonistamiseks kasutada. Kisitatud eriju-
husel ei ldhe koverusringid ithelt poolt ellipsi teisele.

0%
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Ulesanded.

1. Konstruida kover ;/—3(.»’——393-—{—1) Arvutada y' ja y”

tappldes r=—1,0, +1, +2, 43 ja leida nendele tappldele vastavad
puutujate Vorra.ndld normaalide vorrandid, koveruskeskkohad, kdve-
rusraadiused. Koiki neid elemente kujutada graafiliselt.

"2 2 {
2. Joonistada ellips {cﬁ—l—%zl tema koverusringidega lagi-
tippides.

3w 2
3. Joonistada kdver y = 1 ‘ij;z’ tema puutuja, normaal, kdverus-

keskkoht ja koverusrmg tipis, mille abstsiss on +3.

16. Funktsionaalse olenemise piéoramine.

1. Funkstionaalse olenemise pioramine. Igale z-viiiir-
tusele vastab temale omane ainus ja kindel avalduse viiir-
tus 2°: avaldus 2 on z-i funktsioon. Tahistame teda y:

Y = 2%,
Seame endile kokku zy-viiirtuspaaride tabelikese,
a...] =2 | =1 |0 |+1]|4+2143]...

Wlas: ‘4—0'25%—}-'0'501—}—1[—}—2&-*—4\4—8\

vottes murdarvude korral viimased tépsusega 0°01. Kujutame
temas leiduvaid arvpaare téppidena xy-tasapinnas ja ithendame
saadud rea téppe sileda kdvera
abil. See on funktsiooni

i y =2° graafiliseks ku-
3 i juks (joon. 72). Me leiame
tema abil kergesti y-vi#irtused,
1==F mis vastavad antud /z-idele;
o me kujutame seesuguse arvu

=en 660l 4 z-teljel 16iguna ja tdmbame vii-
T .t | mase 1opus y-kdvera ordinaadi.
A1 E od Selle’ pikkus on ndutud

i y-viaidrtus.
' Podorame oma mdtte-
Joon. 72. kdiku: olgu antud moni

~
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y-viidrtus; missugune on temale vastav 2? Et seda
leida, kujutame antud y- -viiiirtuse samanimelisel teljel lgiguna ja
tombame viimase I0pus 10igu roobiti x-teljega kohtumiseni y-
koveraga; leitud 10ik kujutab noutud «-i. Me ndeme, et igale
y-vidirtusele vastab fiks ja ainus kindel z: z on y funkt-
sioon. Seda funktsiooni nimetatakse isefirase mimega: z on
y-logaritm alusel 2 ja kirjutatakse mirkides z =108, y.

Votame rea y-viirtusi; madrame seletatud viisil nendele
vastavad 2-id ja Kkujutame leitud rea yz-viirtuspaare yz-
tasapinnas tdppidena. Viimaste thenduskdver on funktsiooni
x=1log,y kuju. Joon. 72 on yx-tasapind zy-tasapinnale pandud,
nonda et endine xz-telg uue y-teljega, endine y-telg — uue -
teljega ihte langevad.

Lugeja loeb logantmfunktsmom graafilisest kujust kergesti
tihtsamad logaritmi omadused: negatiivsetel arvudel pole
logaritme, murdudel on negatiivsed logaritmid, iihe logaritm on
null, aluse logaritm on 1, logaritm kasvab arvuga jne.

Vordused y=2° ja zw=logyy
kujutavad iiht ja sedasama suuruste z ja y funkt-
sionaalset olenemist teineteisest: ainus vahe on
see, et teisel korral vorreldes esimesega r. m. ja funktsioon on
oma osad vahetanud. Me iitleme: z==1log,» on saadud side-
mest y=2° funktsionaalse olenemise podramisel.

Uldiselt: kujutavad vordused y={(z) jaz=g(y)
iiht ja sama kahe sunruse # ja y funktsionaalset
olenemist, nonda et esimesel korral on « r. m.,
y tema funktsioon, teisel korral -— iimberpdor-

dult, siis nimetame z=g¢(y) .
endise y=f(x)
podrdfunktsiooniks.

2. Poordfunktsiooni graafiku joonistamine. Olgu meil
olemas xy-tasapinnas funktsiooni y = f(x) kuju. Asetame yz-
tasapinna endisele, ndnda et '

uus y telg liheks endist z-telge modda

w Xy ” ”» Y » ”
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Vastandiks kdvera 'y = f(x) tipile F (joon. 73) zy-tasapinnas
saame kovera z=g(y) tipi G' yz-tasapinnas. Selle juures on
tipi F' abstsiss thpi G ordinaadiks, tipi F ordinaat — @
abstsissiks.  Tdisnurksetel kolmnur-
kadel hiipotenuusidega OF ja OG on
paariti vordsed kaatetid; sellepirast
on nad vordsed; nende nurgad fihises
tipus O on vordsed, samuti hiipote-
nuusid OF ja OG; siit jérgneb, et
. tédpid F ja G on simmeetri-
/(’ X lised esimese Veerandi nurk-
: poolitaja suhtes; teisiti: G on
F-i peegelkuju 1-se nurkpooli-
taja suhtes ja f{mberpoordult. See

qu

Joon. 73.

‘on maksev iga kahe teineteisele vastava 7~ ja g-kovera t#pi

kohta: need kdoverad on teineteise peegelkujud
esimese veerandi nurkpoolitaja suhtes. Siit Jjarg-
neb otsekohe ithe kdvera konstruktsioon, kui teine nendest antud.

3. Funktsiooni méoiste
laiendamine : mituviirtus-
lised funktsioonid. Kui
vaatame koveraid y = 27 ja
z=10g,y, nideme, et igale \ St

r. m. viiiirtusele, millele vas- F %
\ ]
[
4
%

Y= X2 —p—2 s
............. vastav podrdfunktsioon.

tab oma funktsiooni viirtus,
vastab ikka iiks ja ainus
seesugune: meie molemad
funktsioonid on iksvéir-
tuslised (ithesed).
Votame funktsiooni
y=x%— 2 —2; konstruime Joon. 74.
tema ja temale vastava posrdfunktsiooni graafilise kuju (joon. 74).
Sel ajal kui igale z-ile vastab iiks ja ainus y-vidrtus, vastab
igale y-le, millel poordfunktsioon defiinitud, kaks a-viirtust:
meie poordfunktsioon on kaksviasrtusline,
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Votame funktsiooni y =‘-16- (@®— 122} 862 — 7). Igale
x-ile vastab iks ja ainus y (joon. 75). Funktsionaalse olene-
mise pooramisel leiame, et teatavas y-vahemikus igale y-le
vastab kolm z-viidirtust, viljaspool seda vahemikku iiks.
y-podrdfunktsioon on kolmviadrtusline. ~

- 4. Arcussinusfunktsioon. Me nigime omal ajal (v. 1°11),
et igale antud nurgale 7 vastab iiks ja ainus sin z-vidrtus,
ja nditasime, kuidas
seda vadrtust graa-
filisel teel saada ja vastav, poordfunktsioon.
sinuskovera joonista- ) . bk
miseks ira kasutada. i 52X g |

Poorame kiisi- ¢l i3
musseadet: anna- | .
“me endile mone \ ;e 4
sinz-viirtuse, /\\
muidugi absoluutselt N
iihest ~ viihema, ja / <
kiisime : missu- =
: 74 R \NE
gi'ne on kaar, rr=+T X
millel see an- us N
tud sinus? Selle ’
kaare saamiseks joo- ! l ;
nistame ringi raadiu- % l [ L o
sega iiks ja kujutame - Joon s,
aptud sinz-vidrtuse,
plistdiameetril, iiles, kui antud sinz >0, alla, kui ta <CTO.
Vidrtust sinz kujutava 10igu Iopust tombame paremale poole
sirge roobiti roht-diameetriga kuni kohtumiseni ringiga; see
sirge 16ikab koos roht-diameetriga ringist - otsitava kaare.
See kaar on absoluutselt vihem »;E-st. Igale antud sinus-
vairtusele vastab iks ja ainult iks kaar rajade
—-;' ja +-g vahel. Selle kaare nimeks on arcussinusy

ja tema tihiseks arcsin .

gt y=%(m3—12w2‘+ 362 7) = 7

I

e

.
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Nonda siis: arcsiny®on kaar, mis peitub —() Jo =
vahel Ja mille sinus on y Niiteks on arcsm 0_0

+1

Joon. 76.

arcsin o == - % & arcsin Vﬁ/— —|— 5

arcsin(—{—— Y & 5» Arcsin (—1) = 5
jne. Ladinakeelne sona arcus tihendab
kaart.

Arcsiny pole mitte ainus kaar,
mille sinus on y. Ka s-arcsiny on nii-
sugune kaar; kui kaartele arcsiny voi
m-arcsiny lisame 1.27, 2.27, 8.24, ...
ildiselt % . 2w, saame jillegi kaare,
millel antud sinus y. Teisi kaari, mis
rahuldaksid tingimust, et' nende sinus
oleks y, peale mimetatute pole olemas.
Nonda peituvad koik kaared,
millede sinused on y, avaldustes
arcsiny £ n.2m, m-arcsin=n.2m.

Funktsioon, mis on saadud olene-
vuse y ==sinz podramisel, on 1dp-
mata paljuviddrtusline. Selle
funktsiooni kuju (joon. 76) saame sinus-
kovera peegeldamisel esimese veerandi
nurkpoolitaja suhtes. Selle kdvera osa
sirgete vahel z=--7 ja =47
kujutab tiksvidrtuslist funktsiooni
2 == arcsin y.

Lugeja seletab kergesti saadud joo-
nise pohjal sinz-pdvrdfunktsiooni omadusi.

5. Arcustangensfunktsioon. Sa-

‘muti nagu eelmises punktis leiaksime,

et 1gale tanz-viiirtusele y vastab iiks ja alnus kaar rajade vahel

Jd+2

tahlseks

Selle kaare nimeks on arcustangensy Jja tema

arctan y.

/



S

137

Koik teised kaared samase tangensiga peituvad avalduses
arctan y £ n. .

Selle funktsiooni graafiku saamiseks peegeldame tangens-
koverat esimese veerandi nurkpoolitaja suhtes; saame kovera
(jooh. 77), mis seisab koos perioodiliselt korduvatest osadest.
Selle kdvera haru,
mis  peitub  vahemikus ,
y=—~g» kuni yz—}-%, -
on arctan y kuju. Teised ! g :
harud saadakse sellest ~  ~ __ Ay
viimasest rodpnihu- g
tustel, millede pikku-
sed on £ n.m.

6. Poordfunktsiooni
pidevus. Olgu y ={(z)
antud ja z=g(y) selle pat
poérdfunktsioon. On esi- B e e
mene nendest pidev, Gt :
siis on tema kujuks pi- :
dev joon; ka selle
peegelkuju on pidev, -
jirjelikult on seda ka Joon. 77.
funktsioon x = g(y).

Sellest jirgneb, et mdlemal korral kasvud Az ja Ay ks
iihiselt teisega nullile lihenevad.

e
-

+Jl: 8

7. Pobrdfunktsiooni tuletis. Kasvude Az ja Ay nullile
lihenemisel on nad ildse vdrratud nulliga ;

dx 1
sellepirast on 2y =&y
dx

jirjelikult saame piiris, molemate kasvude 15pmatul nullile lihe-

nemisel, vorduse 1
e Y AR
Y Yz
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Niide. Leiame ruutjuure tuletise. Olgn y=2z2

siis on v Cz==xVy.
Me teame, et Y « = 2z, tihendab a;’,,:%i,
teisiti (2 l/_) e V_
ehk, kui mirgid mdlemal pool dra Jatame,
_ Vy)= V"
nagu peab olema.
8. Arcusfunktsioonide tuletised.
1) Olgu y=sin, siis on = aresin g,
Y = ==cosx, jarjelikult Ty o

Avaldame viimase vorduse parema poole muutujas y. Me saare:

cosz=)1—sinfz=})1— y“,
kus mérk veel valimata. [t aresin Y peitub — _]d b L 5 Vahel,

siis on selle kaare cosinus positiivne, mirk ruu'qume ees on -+,

o

ja me saame (arcsin y)’:ﬁ.
2) Olgu y==tanw=, siis on x == arctan y,
I .- . 2
g ST sellepirast z'y = gos?x
Avaldades cos?z uues rwumaba muutujas y, saame
N : - 1
(arctan y) == TEg :
9. Integraalvalemid arcusfunktsioonides. Kui r. m.
téhistame z, saame differentsiaalkujus
d (arcsin ) 1 d(arctan ) 7 e
dae Y 1—a fao” "1 o

ja sellepérast

j ¥ = arcsinz 4+ C, — = arctanz + C.
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10. Moned iilesanded.
1) Ringi pikkus, mille raadius on a.

Selle ringi vorrand on x?-}y*>==a? kui telgedeks vdtame
kaks ringi ristdiameetrit. Siit saame

gt y=+Va—a% y=Fz:Vae—2a?
jirjelikult on ringi kaare differentsiaali ruut

2= (14y?)dz®=(1 —}—a_ ) da?

x

. o a? . da?
ehk 2 ds? = ai—:imz’
kl]St ds - (243 dw__
a2 —x?
Pool ringi pikkust
—+a
! §
2 Va2—a?

e

Probleemile vastav médramata integraal on

f et f Pl __a mgm(_)

kus inteegrimiskonstant erJutamata (v. 13:10). Ulemisel rajal
= -}-a on selle integraali viirtus

a .arcsin (4-1) =475 . a,

L4

alumisel g aresin (—1) =— jzt N0
sellega ot o 7; [a— (—a)] = ma
ja § = 2ma.

2) E“lp‘ﬂ pind. Olgu e].hpsn vdrrand
a? {— 2T

4 1 sy
siis- on : ?/=+;;*Va3 S
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kui vdtame ellipsi iilemise haru; sellepérast on ellipsi pinna
U differentsiaal (v. 10 1)

dU— 2 Va—a dx
Ja pool tema pinda
+a 4 +a
%U=f% VaE—a2. dx=%f]/a—2——xé S dx:
L)} o)

Probleemile vastav midiramata integraal on
Va2 —22. de.

Selle leidmiseks tarvitame kunstlikku votet, mida nimeta-
takse ositi inteegrimiseks.

Me teame nimelt (v. 85), et

o )= G40

ehk, mis seesama, d(uv):u.dv+v.du,
tdhendab fd(w) = fu.dv+ fv.du,

ehk, et esimene integraal on ww,

(Iu

) w.dv=uv — .§' . du.

Votame meie niites V@ — 22 =u, dx=d,
—z.dx

]/aa_a,z

siis on du =

V=2

ja me saame

aI/T“*“z WAl ilgp o

Y oo vdx=x) a0’ —% ,—I_ Va—a

Kui viimases lugejas lisame ja lahutame a®, leiame paremapoolse
integraali asemel

: fl/?r—oﬂ dz —+-a® [Vaz Sy

Vottes esimese nendest pahemale poole, saame

PO e B dax
2 [V t=o VTt [ i



kust, endise ilesande pohjal,

fVa‘——w‘z dx—-—x VaQ—ml—{— - a2 . arcsm( )
Esimene liige muutub kui alumisel rajal x=—a nonda ka

iilemisel @ = -}-a nulliks; viimane annab esimesel —{—2a2 ,

teisel ——;—a -75, nonda et

“+a
f]/ag——a:é. dx = ;75— [ —(—a?)] = % mwa?
—Qa

ja sellepiirast U=~—. % wab = ;— wab.

Ellipsi tdispind L == nab,

o —
el

Ulesanded.

1. Kujutada ¥y = —:?j_”_ ja vastav poordfunktsmon

2. Leida ringi %+ y®= a® pind.
3. Leida pind, mida piirab kover y=
ordinaati tippides # = —1 ja @ =41

1

1+w2’. x-telg ja kaks

17. Eksponentfunktsioon ja naturaalne logaritm.

1. Kapital liitprotsentidel. Kapital a Emk. toob %,
tulu; viimane lisatakse kapitali juurde iga aasta tagant. Kui
suureks saab kapital ¢ aasta 10puks?

Esimese aasta 10puks muutub

1 Emk. summaks 1+i’€6 Emk.

a ” ” a(1+_'“ ”»
Teise aasta 1dpuks muutub teise aasta jooksul
1 Emk. summaks 1+-1% Emk.

a (1 + 1{}6) » » a(l 100)2
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. Samuti saaksime kolmanda aasta 16puks summa a(1 +Tg_0)3 jne.

minnes, viimati ¢ aasta 1opuks summa a(l—{—wo

Jiittes andmed Ja kiisimuse endisteks, muudame tulu lisa-
mise t#htajad: lisame nimelt tulu kapitalile iga
poole aasta tagant. Arutades samuti nagu ennemgi, saame
kapitali esimese, teise, kolmanda ]ne poole aasta 10puks:

a(t +5-toh a0t a(f 208

viimati ¢ aasta 1opuks a(1 ‘I‘é Iioo)z't

Lisame tulu kapitalile iga kuu tagant. Ana-
loogiliselt endlsega saame

1-se kuu Iopuks 2-se ki 16puks jne. t aasta l(‘)puks
S O A 04 12.¢
summad  a(1 o0 el + %60 -+ el 5 OO)

Lisame tulu iga piieva tagant, arvates aastas
360 pieva, saame ¢ aasta lopuks kapitali -

o(1 4 555 10"
Uldiselt, kui protsendid kapitalile lisada wa — aasta tagant,
siis muutub @ Emk. ¢ aasta lﬁpuks kapitaliks

AU R T t
§ a(l 4 100)

2. Leitud avalduse teisendamine. Tihistame murry:
P gy L

AT lithemalt =%

mp
100’ oo
mirgime tihega s. Uutes tihistes omandab meie kapitali

_avaldus kuju: a(l+ -1_)mst.——_a af(d 4 l,)m]sc

siis on »n = ehk veel lihemalt n = ms, kui konstandi 3

3. Kapitali kasvamise graafilised kujud. Pidev kas-
vamine. Kujutame kapitali muutwmist, kui 9/, 9/, lisatakse iga
aasta, iga poole aasta, iga kuu jne. tagant. Iga kord saame

e
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treppjoone. Kapitali kasvamine siinnib hiipete
viisi (v. joon. 78). Ajavahemikkude vihenemisega, ~millede
tagant siinnib °/,%, lisamine, viihenevad kui astmete laiused
nonda ka astmete korgused. Kujutame endile ette, et

! : 1 FE 1
nimetaja murrus 5 lopmata kasvab; siis viheneb aasta osa 2
|opmata, vihenevad l1opmata kui astmete laiused ndonda ka kor-
gused meie aeg-kapital-diagrammis. Piiris, arvu n 16p-
matul kasvamisel, sellega ajavahemikkude 1dpmatul vihe-
nemisel, millede tagant lisatakse °/,%,, muutub kapitali

Lo

: iy
/.——
§ 9w
P /-_
! I 4-'/
L i
e | |
| |
HYOJ \ 4 2 3 1 o e
: Joon. 78.

kasvamine pidevaks (v. kdver joon. 78). Kui n— oq,
siis saab, vorduse tottu, mis teda arvuga m seob, ka m — oo,
ja kapital, mille meie ¢ aasta lopuks tema pideva kasvamise
Korral saame, on A =aftim (1),
m—->00

lihemalt . A=ad.et

4. Arv e. Nagu niieme, esineb kapitali avalduses tema
pideva kasvamise korral piirvidrtus

tim (14"

m—>00
Selle arvu juurde viib meid ka paljude teiste kisimuste kiisita-
mine. Teda tdhisfatakse tdhega e



Katsume rajasid leida, millede vahel see
arv peitub. $
Arendame selleks avalduse (1-}- %)m Newtoni binoomi valemi

~

Jjérele :
T )171_1+1 2 m(m‘—l m2+m(nzT|12)(gz—2).%3+'.“
s 0D e S
ey 1.2m+ 1”22(.3 ke 1.2.3"f4 e, b
Liikmeid 'on paremal pool m--1. Arvu m I1opmatul kasvamisel

kasvab ka liikiete arv paremal pool Iopmata; selle juures

Ly 2
lahenevad koik murrud l, —, E,...
m m’ m

: 1 1 1 e 1
mhm (42 "=1+ Ittt iesatiesast
—>00 . i
Koik liilkmed paremal pool on positiivsed, sellepérast on

L lim 14 ">,
m—>o0

~ nullile ja

Néditame, et see piir on 8-st vihem.

Selleks paneme tiihele, et kui iga arva 8, 4, 5, ... asemele
nimetajates parempoolses eelviimase avalduse osas kirjutame
kahed, siis vihendame sellega nimetajaid ja suurendame
murdusid ; sellepiirast on :

1 1 s 1
1+ ]-+I'52+ 1.2.3+1.2.3.4+1.2.3.4‘.‘5+"'<

' Viimane summa on aga teisest liikmest péale 1opmata kahanev

geomeetriline rida nimetajaga i. Jarjelikult on tema viidrtus

1

2
Sellega on siis

lim (14)"< 3.
m—»co
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| ) :
~ Selle piirvédrtuse téppis arvutamine, mis tema aren-
Ay 1 1 14 157

doRg abil CEebok ratkigs Figs ek -
siinnib, annab e =2'71828182845904523536 .. ..
Meeles pidada on tarvis ainult 3—4 kiimnendkohta; immarguselt
voib votta: _ e=2,7188.

5. Eksponentfunktsiooni maiste. Arvu e abil vdime
kapitali suurust ¢ aasta 1opuks pideva kasvamise korral kirjutada
aest = q (et)s.

Avaldust ef, ehk iildisemalt est, milles muutuja esineb

astmenditajas, nimetatakse eksponentfunktsiooniks?).
Ta on iks téhtsamatest matemaatilises analiiiisis.

6. Eksponentfunktsiooni tuletis. Arutades nagu ikka
tuletise leidmisel (v. 7°4) saame vastavuste tabeli:

1 SR et
bl o et 4t
NS et+At—ef=gt(edt—1)
W edt 1
§ iy et At“*,
At Lt !
nonda et (et = lim et.?“m__l,

At=>0

Kasvu A¢ nullile. lihenemisel on ¢ konstant, et samuti,
muutuvaks on viimases avalduses ainult tema murdtegur;

’ P, 4t 1

sellepirast : (et) =et. lim T T
At
Siin esineva piiri leidmiseks tarvitame jiirgmist kunstlikku -
votet: mirgime tema lugeja iithe tihega; et A¢ nullile lihenemisel
e 4t iithele liheneb, siis on vahe edt—1 kiillalt viikese 4¢ korral
0ige murd; valides kohaselt arvu m, voime ikka kirjutada
1

edt — 1 ==,
m

1) exponere — vilja panema, esile seadma (siin tarvitatud astme-
niitaja suhtes).
10
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Avaldame siit nimetajas seisva 4¢; meil on

eAt=1+_

ehk, logantmldes vottes aluseks mingi arva b:
At 10g;,e——logb(1+—)

logs (1 —{—%) -
T v

kust noutud
Asetades leiame :

edt—1 1 logre |  logpe
At

" 1 1m
logo(l +7-)  Toga (1.7

Kui niitid 4¢ — 0, siis m —» oo, (1 —1—%)'” — ¢ ja murd:

logs e ]
RETE e Bk
logy (1 4 ﬁ)
By e
sellega on lim ————= 1,
ats0 4
jarjelikult (et) = et.

Eksponentfunktsiooni tuletis vérdub iga r. m.
viadrtusel sellele vastava funktsiooni viddrtuseg a.
Pérastpoole niitame, et eksponentfunktsioon (iildi-
semalt tema kordne) on ainus funktsioon, millel see
omadus. ‘ :

7. Pidevalt muutuva kapitali kasvamise kiirus.

Meil oli (v. 17°8): = |A==aqest;
siin on a konstant; astmeniitaja ‘on t.funktsxoon sellega siis
est funktsiooni funktsioon; jérjelikult on (v. 8*9)
T

=a.est.s=A.s.
Igal ajamomendil on pidevalt muutuva kapitalj
kasvamise kiirus vordeline kapitali suurusega
sel ajamomendil '

{
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Suuruse kasvamist, mis nonda siinnib, et igal silmapilgul
tema kiirus on vordeline kasvava suuruse vidrtusega, nimetatakse
orgaaniliseks. Selle nime pohjus leiab pirast oma seletuse.

8. Ekspoﬁentfnnktsiooni integraal.  Tuletisvalemitest
(et) =et ja (est) =s.est

jérgnevad integraalvalemid
]et.dt=et+0, »‘/est.dt=}s~esty +0,

» kus € mistahtset konstanti téhendab.

9. Logaritmfunktsioon. Téhistame funktsiooni et iihe
ainsa téhega w: w == et. )
Poorame ¢ ja w funktsionaalset oleriemist; me saame

t=1logewu.
Logaritme, mis voetud alusel e, nimetatakse naturaalseteks;
me kirjutame sellepiirast {=lognat« ehk, lithemalt,

; . t=Inw,
ja nimetame saadud funktsiooni logaritmfunktsiooni&ks.

Selle funktsiooni graafilise kuju saamiseks joonistame ole-
nevuse w=el
kuju ja peegeldame saadud kovera esimese veerandi nurkpoolitajas
(v. 16° 2).  Arvutamistes voib ligikaudu votta e=2,72 ja resul-
taatides ainult kaks kiimnendkohta jiitta.

10. Naturaalsete ja harilikkude logaritmide side..
Logaritmi definitsiooni -pdhjal on iihelt poolt

w=e¢lnu, teiselt: w=101Iog u,
jirjelikult elnu=—=10logu,
tdhendab, kui molemal pool logaritmime alusel e:
Inu=log u.loge 10.
Viimane - ,loge 10 =2"3026,
nonda et Inu = 23026 X log u.
10%#
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11. Logarifmfunktsiooni tuletis.

Meil oli Wi==gt Ge=1In s
3 ’ ’ 1 e
sellepérast uwt=et, tahendab 4= 56
e
teisiti ' (Inw)'=-

Logaritmfunktsiooni kasvamise kiirus on igal
r. m. vidrtusel vordne selle podrdud suurusega.

12. Funktsiooni logaritmi tuletis. T#histame r. m.
nagu harilikult 2. Olgu f(z) mingi z-i  funktsioon ja Inf(z)
selle viimase naturaalne logaritm. Siis on eelmise resultaadi
Ja tuntud lause pohjal (v. 8:9).

nf)) =9

fa)
Niited. 1) y=In(@*—52+6) y— —2’”—5;"34;5
2) y=Incosz y=—tanac
8) y=In(z4V1+2?) /_1—/_1-{-.%2

Funktsiooni logaritmi tuletise teiseks nimeks on

© 13. Funktsiooni logaritmiline tuletis. Olgu meil moni
funktsioon f(z).

R. m. vidrtusel # kasvab f(z) kiirusega f!(z),

(@)
@)
Funktsiooni logaritmiline tuletis mdddab funkt-
siooni moddu kasvamise kiirust.

Niide 1. Pidevalt kasvav liitprotsente kandev kapital a

muutus ¢ aasta 1opuks (kus ¢ muidugi ka mis tahes murd vois
olla), kapitaliks : A =aest,

5 » 2 " iiks f~modt kiirusega

Ta kasvab kiirusega %:asest,
tema moot 1 Emk. kasvab ajal ¢ kiiru’sega
A A=s—-m
See oli ette niha: igal ajal kasvab meie kapital nonda, et
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ithtluse erral iihe ajamﬁﬁdu — 1 aasta — jooksul 1 Emk.
oleks kasvanud ;55 Emk. vorra.

Niiide 2. Olgu mone varre pikkus

temperatuuril & i RS
% 0-+do ... l1-+|dl,
ndnda et temperatuurl ‘tousmisel 19 vorra vars uhtlase palsumxse

korral palsuks 2 g vorra, tihendab, 1 tema pikkusmddt - ;@ vorra.

Viimane avaldus on varre plkkuse logaritmiline tuletis tempera-
tuuri suhtes: see on varre lineaarne paisumisniiitaja
temperatuuril .

Niiide 3. Mdjugu mdne varre peale varre sihis tomme ¢
olgu varrel sel tombe mdjul pikkus /; tdmbe suurenemisel di
vorra, saab vars pikkuskasvu di. Lopmata viiheneva tombe kasvu -
korral loeme varre pikenemist iihtlaseks; sellepirast on varre

: ¢ Al d .. yona
pikenemine -tombe suurenemisel iihe tema mdddu vora =3

selle juures kasvab 1 varre pikkusmddt ll if vorra. See on

varre pikkuse logaritmiline tuletis tombe suhtes: ta naltab, kui
palju pikeneks varre mdot tombel ¢, kui viimane suureneks 1

tombemdodu vorra ja varre pikenemise nihtus siinniks @ht-
1 di

laselt: 5 = on varre venitusenditaja tombel ¢

14. Integraalvalemid logaritmides. Tuletislausetest
(=3 I nfEN =9

jargneb otsekohe :
da y e ) :
f_i' =lnz+4C, f/}((;) dx = Inf(z)+ C,

kus C on mistahtne konstant.

15. Niiide. Leiame parabooli 2?=2y kaare
pikkuse tippide vahel z=0 jadr=a,
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Parabooli vorrandist Jeiame: y’ =z, sellepdrast on para-
booli kaare differentsiaal 3

ds=V 1422 de _
ja otsitud kaar § = [ V1 22 da.

- Votame tarviliku méz‘irématu integraali :

‘ P iy

tarvitades selleks ositi inteegrimise metoodi (v. 16:10, 2)
. Jucdv=ww—\v.du;

olgn nimelt u=VIi+ta dv=dz

adx

nonda et U=ty
VI4a?

==.

=

Siis saame; J=xV1—FE?~[x 5 3 e il

| Vita
_wV1+x J e
B s j Vi f A

Viies otsitava integraali pahemale poole, saame (v. 17:12, niiide 3)
J=3sV1Ft a4t @i ViER).

Rajade asetamine annab noutud kaare:

s———; eV ¥ et ; In(a+V 14 a?). i

16. T66 gaasi surumisel. 1) Rohu mise moiste. Olgu meil
silindris (joon. 79) kanni all teatav mass gaasiy olgu. kanni pind S em2
Jja rohugu teda (Shurdhumine - pommide surumine) joud P kg. Pinnale

i
L em” tuleb siis joud =g
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Seda joudu, mis pinnale 1 cm? tuleb, nimetatakse rohumiseks
tema mooduks on rohumine 1 kg 1 cm? peale ja selle nimeks
1 kg/em?, { ' i :

Igale rohumisele p vastab oma maht v ja @imberpéordult: rohu- ;
mine p on mahu funktsioon:

; p=p ()

2) Elementaarne t00 l1opmata viheneval gaasi
mahu muutumisel Tungigu suruva jou P. sunnil gaasi peal
asuy kann dh vorra silindrisse (joon. 80); siis on selle jou tehtud
elementaarne tod P.dh, ehk, teises kujus, p. S .dh. Korrutisel
S . dh on lihtne tahendus: ta on silindri -
mahu element dv; rohumise 100 s
gaasi elementa_-arsurﬁmisel, l@
millel tema maht muutub dv vorra,

on p.dv. ) dh I

\

Tahame veel iira tihendada, et gaasi
maht rohumise kasvamisel vitheneb,
siis kirjutame dv miinusmirgiga ja
saame nimetatud elementaarse oo
avaldusena niisuguse

Joon. 79. A ol ol Joon. 80.
3) Taistvo gaasi surumisel mahust » mahuni v,
. " ! v2
on ; = —-fp.dv.
vy ‘

Seda integraali on ainult siis voimalik leida, kui on teada, mis-
sugune mahu funktsioon on rdohumine.

4) T606 isotermsel gaasi surumisel. Me teame, et~
gaasi mahu muutumine ¢i ole ainsaks surumise tagajirjeks: katsed
niitavad, et gaas selle juures ka veel soeneb. Korraldame katse
nonda, et gaas surumise tagajirjel tekkinud soojuse iimbruskonnale
ira annab, nonda et tema temperatuur endiseks jiadb. Niisuguse
isotermse surumise korral valitsgb gaasi mahu muutumist rohu-
misega Boyle'i seadus: pv — konst. Kui viimase konstandi téhistame k,

¥ \

saame p = —

v
ko
ja . =—f~5 dv = — klnv rajades vy kuni v,

.

v
tahendab 7= —k(Invy—-Iny)=Fk.ln v—;
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) Viimase t606 avalduse graafiline kujutus.. Midratud
60-integraal on vp-diagrammis kujutatud pinnana
joon. 81), mida piiravad mahtude telg, réhumiste
kdover ja kaks ordinaati
tippides v ja v,

Ulesanded,

1. Joonistada kover y — ¢z ja
tema puutuja, normaal ja koverusring
tépis .= 0.

2. Kustuvalt vonkuva keha
kaugus z tasakaalu kohast muutub
ajaga seaduse jérele :

Joon. 81. T &= e—kt, gin nt,

§ Leida liikumise kiirus ja Kkiirendus.
3. Leida ositi inteegrimise metoodi abil

integraal Stoekt, di,

Leida jargmiste funktsioonide tuletised :

4 mian(FHZ) 4 i bl LA oy
7. Leida ositi inteegrimise teel

Ja.lnz. da. | 5
8. Leida pind kovera y = tan «, 2-telje ja kahe ordinaadi vahel

n
téppides x =0 ja iy =2

i
9. Leida pind, mida piiravad kover i ZTJFZ@ Ja sirged =0,

Y=g =8

10. Leida t66 gaasi isotermsel urumisel rohumisest p, kuni
rohumiseni p,. »

18. Orgaanilise kasvamise seadus.

1. Eelmirkus. Liitprotsentidele paigutatud pidevalt
muutuva kapitali kasvamise uurimisel (v. 17°7) me leidsime, et
igal ajamomendil on tema kasvamise kiirus vordeline
suurusega, mis kapitalil sel silmapilgul olemas,
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S,

Kapitali pidev kasvamine pole ainus nihtus, kus kiirus
vordeline kasvava suurusega. Orgaaniline olevus, mis
toitvasse keskkonda™ paigutatud, kasvab seda kiiremini, mida

~ suuremaks ta saab; tema kasvamise kiirus on igal ajamomendil
vordeline selle olevuse suurusega. Analoogiline side muutuva
suuruse vidrtuse ja tema muutumise kiiruse vahel esineb meile
paljudes teisis nihtusis. Selle paragraafi 16pul on rida siira-
seid kisitatud. Iga niisugust suuruse muutumist nimetame
orgaaniliseks kasvamiseks. %
2. Orgaanilise kasvamise seadus. Orgaanilist
~suuruse kasvamist valitseb eksponentseadus.
Selle tdestuseks arutame ndnda.
Olgu r. m. z, y=f(x) tema orgaaniliselt kasvav funkt-

3 3 o d, y
sioon. . Selle kasvamise kiirus on Zl%; see peab vordeline olema

y-viirtusega. Nimetame vordeteguri %; siis on

L ky.

da A
- Selles vorduses peitub orgaanilise kasvamise seadus different-
siaalkujus: ta madrab y kasvamise lopmata viihenevas r. m.
vahemjkus dz, ta miirab elementaarse sindmusosa kéigu.
Missugune seadus valitseb siindmust tema tiiuses?
Selle seaduse saamiseks me peame leitud ndifferentsiaal-
vorrandit“ inteegrima. Otsekohe see ei lihe: paremal pool ei
seisa antud -z-i funktsioon, vaid teadmatu, otsitav. Me
- toimetame sellepérast jirgmiselt. Kraldame muutujad

Lz ja y, ]agadcs molemaid yorrandi osasid y-ga:

by
Yy

;
’ Pahemal - pool seisab naturaalse logaritmi differentsiaal, parémal
b d (kx4 k), kus &, = konst. ;
} sellepirast on Iny =kz-+ K,
ehk y = eky+ ke = ekg, ek,
tihendab y = konst . ek, 4
m, o. tow
Siit jargneb punkti 17:6 lopulause,
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3. [Eksponentkdoverat midrav geomeetriline omadus.
Lugeja niidaku, et eksponentkovera y = konst. ekz puutuja alus
TX (joon, 82) on konstant ja tmberpoordult.

Jirgmiste punktide tildiseks pealkirjaks vdiks olla
Eksponentfunktsiooni rakendused.

4. Sooja keha kiilmenemine. Kujutame endile ette
SOQ]& keha, mis keskkonda paigutatud, mille temperatuur jadv
: on ; niiteks sooja tiiki vaske dhus, mis
,,j, snlava jad poolt piiratud (joon. 83).
- Sadirane keha saadab aegamdoda oma
soojuse imbruskonda; keha temperatuur
viheneb, ilimbruskonna oma jaib
muutumatvks. Igale ajale ¢ vastal
temale omane kindel keha temperatuur

4. 0. Missugune seadus valitsekb
keha temperatuuri © langemist
ajaga. t?
_/ ol ks Vaatlused dpetavad meid; et hoo-
T gav keha esiotsa, kui tema temperatuur
- KR

] palju korgem iimbruskonna omast, viiga

Yisla wio ruttu kilmeneb, siis aga ikka aeg-

: lasemalt ja aeglasemalt, mida

enam tema temperatuur {imbruskonna omale ldheneb. (Moeldagu

niiteks teemasina vee killmenemist siite kustumise jirel.) On

loomulik katsena oletada, et keha kiilmenemise kiirus
igal ajamomendil on vorde-

line tema temperatuuriga sel ‘
ajal, mirkides: 7@ )
% on vordeline ©-ga; ‘ %
It pealegi @ viheneb ¢ kasvamiseg}a, ' E;
siis on kohane kirjutada %
a6 R
Y A k6, ;

kus 4 tihendab yordetegurit. Joon, 83,



Siit saame | g dg = —Fkdt,”

sellepirast : In®=-—kt —{— (05
kus C tihendab méiramatut inteegrimiskonstanti.

Missugune on viimase fiilisikaline tdhendus?
Leitud valem on maksev igal ajamomendil, tihendab, ka katse
algusel ajal {=10; olgu sellele vastav temperatuur 6, = Siis on

Ot
Fdasi leiame In® —1n 6, = — kt,
kust loplikult saame noutud seaduse:
; 0= 0,. ekt

Mirkus. Kisimust, kas keha kiilmenemist tdesti niisugune
eksponentseadus valitseb, vdib muidugi ainult katse,
otsustada. Suurusi 6,, 6 ja ¢
on modtmiste abil voimalik o
leida; on meie seadus maksev,
peab iga seesuguse arvkol- p :
mikn kohta maksev olema dac i

noue, et ‘ \
1 g i)

S

Y X

on iiks ja samaukonst.. 5 g e R

ta tdidetud, siis valitseb

toesti eksponentseadus niihtuse kiiku ja on pohjendatud oletused,
milledest meie selle seaduse tuletasime.

5. Valguse tugevuse kustumine neelavas keskkonnas.
Kujutame endile ette valgust neelavat keskkonda, mida kaks
rotptasapinda piiravad (joon. 84), niiteks riisi klaasplatti. Langegu
valgus tema peale piisti; katsed niitavad, et ainult iiks osa
sellest valgusest sellest riisist ldbi tungib; teise osa neelab
klaas. Sama nihtus op meil ees valguse veftetungimisel:
mida siigavamale me vee alla liheme, seda pimedamaks muutub

- {imbrus,
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~ Votame valguse kiire sihi z-teljeks, koha, milles viimane

neelavasse keskkonda tungib, alguseks. Igale kohale kiire sihil

vastab oma valguse fugevus J: J on z-i funktsioon:
=),

Seame endile iilesandeks leida seda xJ-olenemist, tihendab,
leida valguse tugevuse kahanemlse seadust.

Juba peahskaudseq vaatiused niitavad, et kustumine esi-
otsa, kus valguse tugevus veel ‘suur, kiiresti siinnib, siis
mida enam edasi, seda aeglasemalt ja aeglasemalt.
On loomulik katseviisi oletada, et kustumise kiirus
kohas z on vordeline sinna joudva valguse tu-
gevusega. Btx-i kasvamisel J vdhene b, siis on loomulik
kirjutada mainitud kiirust

dJ
d_z = -"i )vJ;
kus 4 on vordetegur. Analoogiliselt endise juhusega saaksime siit
J= JO A A lm, bt

kui J, tdhendab keskkonna pinnale langeva valguse tugevust.

Arvu A nimetatakse neelava olluse neelamisniitajaks.
On sissetungiva ja lébitunginud valguse tugevused .J, ja J, ja
kihi paksus ~ teada, saame neelamisnditaja viirtuse

h !
/'L=}1;1n§‘1’
Neelatud valguse tugevuse osa on
J5(1—e—ah),
Mirkus. Meie olejtusi neelamise karakteri kohta
me vdime lugeda O0igeks ainult ndonda kaua, kui

katsed nendest oletustest tuletatud jireldusi

klnnltava(K: iga moodetud kolmik arve z, J, ja J, mis kokku
kuuluvad, peab murrule-— ln—J andma ihe ja sama viilirtuse: see
on meie A. g

6. Rihma hoorumine raital. Katsed ni#itavad, et kahe keha
liugumisel nende puutetasapinnas teatav joud ilmsiks
tuleb, mis vordeline normaalse rohumisega, mille
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all seisabliuguv keha. Nimetame seda hodrumisjoudu’ H, nor-
maalset rohumist &, siis on H=pyu.N; kus p tihendab vordetegurit.

See hoorumisjoud mojub liikumise vastas-
sihis (joon. 85).

Asume oma ilesande lahendamisele. Kujutame endile ette ratta
(joon. 86), mida midda rihm noole sihis liugub, ratast samas sjhis
kaasa kiskudes. Olgu tipid,
milledes rihm ratta timber-
modtu puutub, 4 ja B.
Hoorumise tottu on rihma
ping paremal joonisepoolel
suurem pingust pahemal.
Arvutame seda pin-
gude vahet, mis hoo-
rumisest tekib. _Joon. 85.

Mis dieti on see &
rihma ping monés tema tipis M? Kujutame endile ette,
me 1Gikaksime rihma tipis M katki ja votaksime tépistM pahempoolse
rihmaosa #ra. Joud, mille me peamerakendama parem-
poolsele osale téapis M, et see osa tasakaalu jadks,
on mainitud rihma ping tdpis M. Nimetame seda pingu di

Igapievsed koge-

mused dpetavad meid,
et h6orumine on
rattal seda suu-
rem, mida suu-
rem kaar rihmal
on iithine rattaga;
igale iihiskaarele vas-
tab oma hédrumine,
sellega ka rihma ping;
see ping oleks siis
igas {ihiskaare tépis
M selle iihiskaare
pikkuse AM funkt-
sioon ; et omal korral
AM  tiesti nurga
AOM = 6 abil méi-
ratud, siis on

== 1(0),

Otsime esi-

teks ndoutud pingu
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elemendi Olgu MP elementaarne iihiskaareosa; olgu temale
vastav nurkelement d6. Kaarelemendi alguses M ja lopus P mojuvad
pingud 7' ja T+ dT, mis puutujaid masda sihitud puutujad siinni-
tavad sama nurga, nagu ringi raadiused, mis puutetdppidesse tomma-
tud, nimelt d@. Et pingud 7' ja 1+ dT nurga siinnitavad, siis leiame
nende resultandi parallelogrammjuhise jarele. Kaarelemendi MP,
1opmatul viihenemisel viheneb ka dT Iopmata, samuti 46. Pingude-

parallelogramm ldaheneb rombile; selle viimase diagonaal on
: : sin (_25 ae)
2.Tsin(=do) =T -.do.
2 db
5 6

Nurkelemendi @ ‘16pmatul vihenemisel muutub suhe sin (é de): % ae

itheks, rombi nurk %(ﬁ—d@) g-ks, diagonaali vadrtus —

T.do, tema siht saab piiris risti kiilj ega, s. t. puutuja sihiga.
Kaarelement MP seisab normaalrshumise all :

: : T.de, :
jérjelikult on hoorumise joud temas
i 7T RO O
Sellepiirast on pingu kasv kaarosal MP
LAl dT = u . T . d6.
Pingun element on kies. WG
Leiame pin'gu muutumise seaduse nurgaga 6.
Meil on ’;T = 1. dB;
inteegrides ja tiéhistades rihma pingu tépis A tdhega T, leiame siit
L e,
TépisyB, kus 6 = g, saame
{3 : T=1,.cHa,
nonda et pingu kasv kaarel 4B héorumise tottu on
' Ty (e — 1),

Mirkus. Eksponentfunktsioon kasvab iilikiiresti nurga e
kasvamisel. On niiteks Ty =10 kgr., p=0% ja on rihm 38 korda
iimber volli pandud, on pingu kasv hoorumise tagajirjel immarguselt
10 (e3% —1), 5. o. ligikaudu 11000 kg. Siit ndeme, kuidas viheste
joududega hoorumisjoudude Hrakasutamisel .-
malik on suurtele joududele tasakaalu hoida: koie
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" abil, mis chl 23 korda posti tmber missitud, suudame juba suurt

~ laeva kinni pidada. <

{ 7. Ulesanne. Projektitakse podrdkeha kujulist sammast, wis
peab kandma antud raskust P, (joon. 87). Iga tema rohtloiget surub

peale P, veel samba o0sa raskus, mis sellel rohtloikel seisab. Mis-
sugune peab samba meridiaankoverolema, et suru-
mine igas samba kohas oleks iiks ja seesama? teisiti,
et samba materjal oleks koigil pool iihtlaselt surutud?

Mirkus. Surumist mingis samba rohtloikes moddetakse jirg-
miselt.  Olgu raskus, mis iihtlaselt loikele jaotatult mojub, P; olgu
1oike pind S; siis tuleb 1
pindmdodu peale raskus S,
see arvmoddab suru-
mist 1oikel S.

Asume oma iilesande
lahendamisele.Votame poord-
pinna telje (joon. 87) a-tel-
jeks, valime positiivse sihi
iilevalt alla, votame mone.
abstsissi @ ja kujutame
temale - vastava rohtloike.
Arvutame sambaosa
raskuse, mis sellel
loikel asub.

Selle sambaosa maht

on (v.10°2) . A e

i/ [y“' de’; Joon. 87.

e/

o
kui samba materjali cm3 raskuse nimetame y, saame otsitud sambaosa
kaalu: »

¥ ( y2 . du.
L7
0
Raskus, mis voetud loiget rohub, on

@
P0+y7tfy2'dw’
0

10ike pind on aga s
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Séllega on surumine lI6ikes, mille kaugus samba otsast arvates on z,

% x

Po-f-)’?tf?/g-dx

0
murd

/ my?
Loike -abstsiss oli meil vabalt voetud: leitud avaldus annab meile
samba 16ikpinnas mdjuva surumise i gas samba kohas.
See surumine pidi koigil pool sambas iiks ja seesama olema
x
Py byn | 42 da

9 — konst.

nYs:
Téhistame selle konstandi p. Siis peab olema

x

Po—{—ynfyz.dm Py 0,
0

Otsitav funktsioon y(x) esineb integraali mérgi all. Selle ,inte graal-
vorrandi“ lahendamiseks differentsime teda r, m. xz-i suhtes ; saame:

YR —p .. 2.y =0
ehk peale lithendamist
; vy —2py’ = 0.
Meridiaankover peab seda ,differentsiaalys rrandist“ rahul-
dama. Kirjutades teda differentsiaalides

saame . yy')dx =2p . dy,
. ay .y
kustl y  2p dw’ )

ehk, inteegrides ja tihistades inteegrimiskonétanti — Iny,,
Iny —Iny, =21P £,

/ : o A
nonda et - Y =1y,.e2P

Konstandil y, on lihtne tihendus: ta on samba raadius tema
otsas, kus @ = 0.

Samba merid aan peab eksponentkdver olema.
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Samba materjali tihedus on teada, sellega ka y; rohumise p,
mis peab samba materJdll suruma, me kirjutame nond a ettﬁ, et kiil-
lane vastupidavus tagatud oleks. Leitud vorrand annab siis me-

ridiaankovera.

8. Ohua rohumise muutamine korgusega. Ohurshumise mdat-
mised, mis tehtud mitmesugustes korgustes maapinnalt, naitavad chu
rohumise b muutumist korgusega x. Igale korgusele « vastab oma

, rohumine b. Leiame selle rchumise muutumise seaduse:

b = b(x).
Selleks paneme tidhele, et 0hu rohumine b kohal -z on ghusamba
kaal, mis iile selle koha alusel 1 cm2? asub (joon. 88). Seda kaalu pole
voimalik leida tiheduse Korrutamisel samba ma-
huga: ohu tihedus pole ‘ihtlane; ta
vitheneb kiiresti korguse kasvamisega, Me laheme
sellepérast teist teed. \ ; A
Votame nimelt korguses a, dhukese ohu- i v 3—;
kihij olgu tema Iopmatu vihenev paksus dau;
kihi maht on' siis 1,dw. Olgu korgusel a ohu
tihedus ¢; siis on i cm® ohu kaal ¢ gr., da
cm® kaal ¢.dx gr.; olgu edasi o6hu tihedus
maapinnal g, Ohuréhumine maapinnal b, kor-
guses 2 olgu ta b; b on senini teadmatu w-i
funktsioon. Boyle'i seadusest jirgneb, kui teda
taidetuks loeme, et tihedused ¢ ja ¢, on vorde-
lised vastavate rohumistega b ja by:
a0y = b:by,

tdhendab o= Npw);
- y b()

x|

SRS
y
:
1

Joon. 88.

sellepirast on de-kibi kaal
P b(@). da.
0

Selle kihi kaal, mis maa ja a-tasapinna vahel peitub,
.. x QR

on Db(@).de= | Db). de;
by J b

0 0
teiseltpoolt on see kaal dhurshumiste vahe maa ja a-tasapinnal :
&xr

"'Ofb(a:).dz.: b(@) — by
by ,

0
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Selies?; »integraalvorrandist tuleb noutud funktsioon b(x) leida. Diffe-

rentsides saame : %2 bix) =G,
el 5
sellepérast % e %2’ '
d.b@) o
ehk by b, de.

T~
Inteegrides ja mirkides inteegrimiskonstanti ¢ saame:
%
Inb e,
nb(x) 4+ c B @,

Madrame selle c. Mapinnal on =0, b(x) == by,

selleparast ¢ = — Inb,.
Nénda siis Inb(x) — Inby = %\ .z,
: 70
% &
i Ty
kust jérgneb U=l e .

See vordus mé#drab ohu rohumise igal korgusel #; ta on rdohu-
mise muutumise seaduse avaldus.
9. Baromeetriline nivellimine. Me leidsime, et
L= Z)Q In 2 ry
, y g by

rohumised b, ja b on baromeetri abil moddetavad, tihedust g;, mis
vastab- antud réhumisele b, voib tabelitest votta; paremal pool on koik
suurused teada, korgust « voib kergesti arvutada.

Nonda on baromeetri vaatluste abil voimalik
kergesti korguste vahesid mddta, mis muidu ehk keeruline
iilesanne oleks ja palju vaeva nouaks. Seda korguste moOotmise viisi
nimetatakse baromeetriliseks nivellimiseks.

19. Funktsioonide ligikaudne avaldamine
3 poliinoomide abil.

1. Eelmiirkused.

1) Koige lihtsamateks funktsioonideks tuleb arvata ratsio-
naalseid tdisfunktsioone. Selle tottu, et nende viiirtused
leitakse ainult kolme esimese tehte, nimelt liitmise, lahutamise ja
korrutamise abil, on nende arvatamine kergem kui kdikide
teiste oma. Koigis praktilistes rakendustes etendavad nad
sellepirast esimest osa.



~ 163

Pa]ju‘keerulisem on tobtamine irratsionaal- ja mitte
algebraliste funktsioonidega, nagu e, arctanz jne., ise-
dranis siis, kui ei ole kilepirast tarvilikka tabeleid. ‘Nendest
raskustest saadakse iile sel teel, et nimetatud funktsioonide ase-
mele seatakse nende ligikaudsed ava],dused polunoo-
mide kujul

2) Niisuguste hglkaudsete avalduste tarvitamine ei ole
sagedasti mitte ainult lubatay, vaid tingimata ndutav:
koik meie modtmised, koik vaatlused,- sinnivad ainult
teatava tidpsusega; harilikus elus me moddame pikkusi
tipsusega alla 1 mm, kaalume tipsusega alla 0.1 gr jne. Oleks
motteta selle modtmiste tépsusetuse korval tarntada suure-
mat tipsust vastavates arvutamistes.

2. Astmelise funktsiooni tuletis. Me leidsime ennem
(VAT 12 Th 8 et () =1, () =2 .2, (2%) = 8.2%: Lu-
geja leiab kergesti, tarvitades iildist eeskirja tuletise leidmiseks
(v. 7:4), ot (7)) =n.zr—1

Selle astmelise funktsiooni x» teine tuletis oleks
n(n—1).zn—2, samuti kolmas n(n—1) (n—2).27—3 jne.
n-dat jiirgu tuletis n(n—1) (n—2)...8.2.1. Koik jargmised
on nullid.

3. Poliinoomi kordajate avaldused tema tuletiste abil.
n-astmelise poliinoomi fildine avaldus on

p (@) = ao+ a2+ a52® +- gz’ 4. .. - @™
Differentsime viimast vordust 1, 2, 8 jne. korda; saame
P @)=a 4202  + 8agz® ...+ nanan—1
p’ (@) =2.1a,}+3:2a5z+ ... na.(n—1)an—2
p”(x)=8.2a3+ 3,78 —{—na,,(n——l)(n—2)xn—3'

.....................................

p)(z) = n(n——l)(n— 2).:.8.2  Tay
Asetame nende vorduste mdlemates pooltes z-i asemele nulli; saame

2(0) = a,, p'(0) = a,, p"(0) =2a,, p”(0)=38.2ag ...,
pm)(0)=mn(n—1)(n—2)...3.2. 1ay,,
11%
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kust leiame noutud kordajate avaldused:
2 ’ 1 17 1 V4
8o =p(0), a3 =p(0), e =7 5970), ts=7532"(0), ...

1 g
an= ) e W)

Nende abil vdime ofha politnoomi kirjutada kujus
p@)=p©0)+Lp (O)+1 210”(0)—1—1 3p”’(0)+

A pM(0).

4. Uldine funktsiooni hglkaudne avaldus politnoomina.
n-astmelise poliinoomi tuletiste jirg 13peb n-da jirgu tule-
tisega; koik jirgmised on nullid. Teiste funktsioonidega f(z), -
nagu niiteks sinz, ez, arctanz jne. see pole nonda: nende
tuletiste jirg ei 10pe. Juba sellepéirast pole voimalik kujutada
niisugust funktsiooni f(z) tipsalt poliinoomi abil

O +TF O+ 57 @+ o f0) (0).

Me katsume tarvitada viimast po]unqoml funktswom f(x)
ligikaudse avaldusena. Niidetel néieme, kui histi see
voimalik on.

5. Kooldumisparaboolid. Olgu esiteks n=1. Vorrel-

des koverat  y= f(x) joonega 1 _/1=f(0)—|—¢f'(0)
nieme, et nendel on tépis =0 iiks ja seesama ordinaat,
ja iks ja seesama tdus: vorrand

‘ =10 +=.f (0)

kujutab kovera y={f(x) puutujat viimase tipis z=0. Selle
viimase limbruses aimab ta ligikaudu kdvera jooksu jirele.
-Olgu teiseks n=2. Vorreldes koverat y==f()

joonega Yo =10)+5 1'0) 4% £(0)

leiame, et neil téipis =0 on ihine ordinaat, ihine
tous ja et y’(0)=1y"3(0) — siis ka iihine koverus. Para-
bool yy(x) aimab kdvera y(z) jooksu jirele veel paremini,
kui seda tegi puutuja y,(z).
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Edasi me votaksime n=3, 4, ...

ja leiaksime. niiviisi jaa

paraboole 1-se, 2-se, 3-nda jne. jirgu, mis kdvera y = f(x)

jdoksu tépi =0 iimbruses -

ikka suurema ja suurema
tipsusega jirele aimaksid.
Neid paraboole nimetatakse
kooldumisparaboo-
lideks.

6. Niited. 1) Olgu
o= 97—2{-1 Polﬁnooﬁid, mis
seda funktsiooni ligikaudu
kujutavad, on: :

=201 ——x)

1/2=2(1—:1:—}—x2)

Yg=2(1—z+ 22—2")
Joonis 89 niiitab, kui hasti
nad jéirele aimavad y-kovera
jooksu téipi == 0 iimbruses.
Mida korgem nende jirk,
seda tipsamalt kujutavad
nad y-koverat mainitud
iimbruses.

2) Veel silmatorkavam,
on tipsus, millega sina-
kooldumisparaboolid ~ sinug-
kdverat kujutavad (joon. 90).

——— ’y=———2
_ x4 1
sl oy = 2T )

Ly =2(—ate)
Yy =2 (1 —x 4 a2 — x3)

!
I
i
1
s
]
]
d
!

Slin on Joon. 89.
Yy =sing
Y=
ax®
?/3=.7/1 TR 3
' b
—JJ+1 P
.’17
Y1=Ys — ARCE b



0 %

Sinuskgvera joonistamise viis on ennem (v. 1°11) seletatud;
yy =z kujutab sirget; sellest saame kovera y;, lahutades sirge

ordinaatidest 1903' kdverast y, saame 7v;, lisades endise ordi-
naat1dele 1 ac5 jne. Koik need lahutamised ja lisamised siinni-

Y= SIS Tk AT SR 2l L
Vi b Y5 = Y3+ 190"
1 1
kel G gy o CL R e R o Al 7
Ys = Y1 6 Y1=1Ys 5040 &

Joon. 90.

vad joonises sirkli abil. To6 kiirendamiseks on kohane endile
kokku seada tabelikesed x-i tdusvate astmete jaoks: x!, x?, z°
joe. vottes x-id nhiteks iga 0-3 tagant.

A Ulesanded.

Leida esimese 5-e koo]dumlsparaboo.h vorrandid ja teha vastav

joonis kordadel, kus
Ly 4= GOBE 2. y=Inwz 3. y=e=

4, y=arctanz 5. y=V1+4=
§

~

20. Integraalide ligikaudne arvutamine.
g b Maaratud 1ntegraa1 :

ff(x) dx !

on geomeetrlhseﬁ ku]utatud pinnana w, mida piiravad,
z-telg, kover y=/[(x) ja kaks ordinaati tippides =z, ja x
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(joon. 91). Pole mitte iga kord vdimalik leida integraali all
seisvale funktsioonile f(x) vastava algfunktsiooni avaldust. Eriti
“siis, kui f(z) avaldus puudub ja ta graafiliselt kdverana antud,
niiteks monelt mehaaniliselt registraatorilt voetud. Kuidas
sidrasel korral tar- e
i 2 ; R O R R
visolevat integraali | !1
viadrtust leida? Uheks - B
selle ilesande lahendamise - ;
metoodiks  on  ilevalpool
(v. 12) seletatud graa- A
filine inteegrimine., 7 T T Y L
Sama filesannet vdib aga :
ka teisiti kisitada; isegi
mitmel viisil. :
9. FEsimene viis: lnugemismetood. Olgu kover y = [(e)
kujutatud ruudulisel paberil (joon. 91); valime ruudu pinna
pindade modduks ja loeme lihtsalt ira, palju runte pei-
tub pinnas w. Muidugi kujutab saadus pinda v ainult 1igi-
kaudu: korrapiratud kolmnurgad ehk ruutosad, mis kover siin-
% nitab, jiivad arvesse
SRECY P votmata. Onagapind-
i . most kullalt véike,
. o “_Tl niiteks .1 mm?2, annab
> ka juba see metood kiil-
lalt t#psaid resultaate.
3. Teine viis: piist-
kiilikvalemid. Ole-

NS
A

Joon. 91.

[TETIRLZRaAY)

FTeTTeTe

Fy el it

‘ tame, et kover f(z)
Pisan N s o % vahemikus z— 7, kdik
Joon. 92 aeg kas tduseb voi lan-

geb. Jagame vahemiku
x — 1, (joon. 92) mitmeks, niiteks n osaks; olgu jagamistipid
jirgemdoda zg, Ty, ..o Tu-1, T3 vastaku mnendele ordinaadid
Yo, Yi» -+ Yn—1, Y. TOmbame ordinaatide 15, ¥y, +- Yn—t
Ioppudest rohtjooned ; saame rea piistkilikuid. Nende pindade
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summa kujutab ligikandu noutud pinda w. Voetud piistkiilikud
on ,siseplistkilikud«. Ligikaudu on siis f

U= (1 — ) tf =+ (2 — Z)h+.. . (2 — Tn—1) Yn—1.
Harilikult jagatakse abstsissvahe - zo vordseteks osa-
deks; on viimaseid x, saame, kui ligikaudset vordust mérgime

tipiga, %z'?;;—% Goty1+". . Fyn_s).
Me voiksime aga ka »Véilispistkilikuid« tarvitada ja
saaksime siis %S0, 1, 1 Y i

Kasvab f(x), nagu oletasime,
vahemikus z— z,, siis annab eel-
mine resultaat u jaoks liig viikese
vidrtuse, viimane liig suure. Vahe
viimase ja eelmise resultaadi vahel
on joon. 92 eraldi kujutatud. Nen-
dest kahest u-lahisviifirtusest voime
vidrtuse saada, mis pinna % suu-
rema tipsusega annab, kui igaiks
eelmistest.

Yoon. o8 4. Kolmas viis: trapets-
valem.  Votame nimelt endiste
resultaatide aritmeetilise keskmise; saame

U= o 20 k- 2. . By s ).

Sellel avaldusel on lihtne geomeetriline tihendus.

€ — X, b

o Wo 1), “E,';,ﬁ) Wit ...

on nimelt trapetsite pinnad, milledel Yo J& Y1, ¥y ja y, jme.
on roopkiilgedeks : pind % on ligikaudu kdigi nende

trapetsite summa. Lugeja tehku joonis.
J
5. Paraboolpind. Leiame pinna, mida piiravad

parabool y=oaa®t pxt¢, z-telg ja kaks ordinaati
tippides z, ja z (joon, 93).
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See pind = f(ax2 +bx+¢). dz,

tihendab = a (2% —24%) + 5 02— 22+ ¢ (2 — ),
ehk teisiti, w=—="—""0 [Za (2> + 2wy —+ %) -+ 8b (z + x0) 4 6¢].

Seda avaldust voib vahe teisiti kirjutada. Eraldame nimelt alg-
ja lopuordinaadid. Me saame:

[]—(ax“-{—bx-i-C)—!—a(x2+?mo—!-%2)+26(w+wo)+4c+
+(aze®+ b2+ ©)-

Keskmised kolm liiget m#éravad nelja-

kordset parabooli ,keskordinaati“ 7,. Toesti, vahe-

miku z, kuni z keskkoha abstsiss on %(xo—l—x), sellepirast on

parabooli keskordinaat
a(" 2R T2 L o= X a2 -2 ) 2D+ 0) 4]

Kui kesktfxpx koordinaadid téhistame Zzy ja Yy SAAMe lihtsa resul-
taadi: paraboolpind

=2 :c_(,(% + 4y +y). Wﬁ’

6. Neljas viis: para-
hoolvalem. Jagame pinna
zyPyPz (joon. 94) leid-
miseks vahe =z, kuni z
paarisarv 2n esaks; tom-
bame jagamistippides ko- i
vera y = f(x) ordinaadid
Yo Y1 -+ -» Yam—1, Y. Need Joon. 94.
jagavad f-kovera kover-

‘10ikundeks. Kui jagamine kitllalt peenelt tehtud on need

2

| {
30wk kiR g /094

koverloigud viiga viiikesed kaared. Vaatame iga koverosa -

PP\ Py, PyP, P, ... kui parabooli kaart (muidugi on
see ainult ligikaudu ndnda!) ja tarvitame igaiihe niisuguse osa

=

~
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poolt piiratud pinna kohta leitud parabooli pinnavale-
mit; saame rea avaldusi:

Sl o +4y: 1)

X —- Xy

‘3‘_W(?/2+4?/3+?/4), r -
G 2y Wans2 - 4yans +).
Liites leiame otsitava pinna ligikaudse avalduse:

u——'-%%’[yo—}-‘z Watyst- -ty +
+4@+yst - Yo+ y)
Esimene ja viimane ordinaat tulevad selles summas ainult ks
kord ette, paarisarvulised kaks, paarituarvulised nelja- kordselt.
Mirkus. Ordinaatide summimine, nagu see meie vale-

'

mites tarvilik, stinnib kdige lihtsamini paberpaelal (serpentiin).

Paraboolvalemi korral me mirgiksime sel paelal jirgemooda

Yor Yur - - - Yon—s, korrutaksime saaduse kahega (muidugi jillegi
mehaaniliselt!), summiksime siis ¥, 9a, ... Yan_1, korrutaksime
Y15 Ys Y

saaduse neljaga, lisaksime endisele juurde ja liidaksime sinna
veel y, ja y. Saadud pikkuse paberpaelal moddaksime vastava
mootpuuga, jagaksime 6n-ga ja korrutaksime vahemiku pikku-
sega x—ux,. Resultaat oleks ligikaudu . Ulesannete lahen-
damisel me nieksime, kui viiga tdpsalt see viimane vote annab
pindade suurused. Joonis tuleb muidugi vdimalikult
tdppis teha, et tema abil voiks arvutada.

7. Keskmiste viiiirtuste leidmine integraalide abil.
Kujutame endile ette, meil oleks teada liikuva tipi kiirus aja
funktsioonina: ¢(¢). Tee, mis tépp ajavahemikus #, kuni ¢ kii-
nud, on ct-diagrammis kujutatud pinnana, mida piiravad
c-kover, t-telg ja kaks ordinaati tippides ¢, ja ¢ (joon. 95)

f

i
' s=fc(t).dt.
ty
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Missugune on tipi keskmine kiirus vahe-
mikus ¢, kuni #¢? :
- Olgu see keskmine kiirus ¢; siis oleks
¢

c.(t—ty)=s, sellega f c(t) . dt,
t
; Pl
ndnda et _ f e(t) . dt
&y . )
tack
Korrutis ¢(t—1¢,) on piistkiiliku pind, mis vordne s-ga.
Resultaati voime iildis- i
tada: on y=/(z), siis on I"
selle funktsiooni kesk-
mine vidrtus vahemikus
z, knpi'x

ff(x)dx 1 * : 5

Joon. 95.

C=

o 4

YT iy
Lugejas seisvat integraali voib leida, kui voimalik, arvuta-
mise teel, kui mitte — graafilisel (v. 12), ehk mis
koige sagedamini tarvitusel, ligikaudu, nagu iilevalpool
geletatud. On meil nditeks temperatuurkdver mingi aja, pieva,
niidala, kuu jne. kohta, voime keskmist temperatuuri seletatud_
viisil leida igaiihes siifirases ajavahemikus.

Ulesanded.

2
1. On antud kover y = ita Kujutada teda graafiliselt, vottes

pikkusmdoduna 5 cm. Arvutada pind, mida see kover l;iirab ithiselt
a-telje ja kahe ordinaadiga téppides @ =—V3 jam=-+V3. Jagada
nimetatud vahemik 10-ks osaks ja leida nimetatud pind koigi 4 viisi
jirele ligikaudu. Vorrelda resultaadid.
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2. Leida paraboolvalemi abil pind, mida piiravad kover y = log =,
x-telg ja -sirge = = 10. A

3. 25. septembril 1920 oli Tartus Ghusoojus:
tundidel 1 -4 7 10 13 16 19 22
kraadi: 48 31 2:7 9:0 150 157 123 96
Joonistada soojuskdik sel pieval Jja leida paraboolvalemi abil m = 12)
keskmine 6¢-pieva temperatuur. s

4. Leida ligikaudu pinnad, mida piiravad koverad Jjoonistes 1, 3, 6,
r. m. telg ja kaks d#rmist ordinaati.

. 5. Leida ligikaudu pool ringi pinda (r=>5 cm) piistkiilik-, tra-

pets- ja paraboolvalemi abil (n = 10), arvutada iga kord tehtud vea
vairtus ja selle suuruse protsent tipsa pinna viirtusest.

6. ,Sambt ilesanne poole ellipsi pinna kohta, mille pooled teljed
on 5 ja 4 cm.



Sisu.

Lugejale
Saatesdna.
1. Funktsionaalse olenevuse moéiste. Funktsioonide graafiline kujutamine .
Tihtsam matemaatika filesanne. Katseresultaatide tabel kui
uuritava nidhtuse seaduse avaldus. Katseresultaatide graafiline
kujutamine. Mirkus loodusn@htuste uurimise viisi kohta. Katsevead
ja nende graafiline leidmine. - Keha langemise seaduse analiiiitiline
kuju. Funktsionaalge olenevuse moiste. Mirkus loodusseaduse sisu
kohta. Algebraline avaldus kui funktsioon. Trlgonomeetnhsod
funktsioonid ja nende graafiline ku,)utqmme Uldine funktsiooni
definitsioon. Funktslooni tihis. Muutujad ja konstandid. Ulesanded.

2. Moéned matemaatilise analliisi pohimdisted

Suuruse 16plikkuse moiste. Lopmata kasvavad su\uused
Mirkused nende kohta. , Lopmata viithenevad suurused. Mérkused
nende kohta. Kaks :lauset. Funktsiooni piiri moiste. Niited.
Funktsiooni védrtus ja funktsiooni piir. Murru sina:2 piiri arvuta-
mine tingimusel @ -» 0. Markused. Uldine funktsiooni piiri defi-
nitsioon. Ulesanded.

3. Funktsiooni pidevuse mobiste . IRHT AV e SN U s TR

Funktsiooni pidevuse mdiste. Niited. Funktsiooni kasvu
mdiste. Funktsiooni pidevuse definitsioon. Pidevate funktsioonide
tihtsam omadus. Funktsiooni pidevuse toestamise viis. Loodus-
nihtuste kiigu pidevus. Ulesanded. !

4. Sirge tousmise uurimine PRI TERARY S X R P L R
Sirge ja lineaarfunktsioon. Sirge tousmise ithtlus.  Sirge
abstsiss- ja ordinaatkasvude vordelisus. Sirge tousmise jarskus.
Silgo tous.
5. Uhtluse moiste.
Definitsiconid. Tipi koha madramme tema orbndll Uhtlase
liikumise seadus. - Uhtlase liikumise kiiruse méiste. Mirkus kaudse
modtmise kohta. Uus iihtlase liikumise seaduse vorm. Graafiline

lhk.

9

20

34

14

48
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raudtee soiduplaan. Uhtlase paisumise uurimine. Niited iihtlaselt
siindivatest nihtustest. Uldine iihtlaselt siindivate nihtuste kisitlus.
Ulesanded.

6. Mittelihtlaselt siindivate nihtuste uurimine. Nende kiirus . -

M. i. litkumise definitsioon ja seaduse graafik. Ositi uhtlase
lifkumise definitsioon ja seaduse graafik. Ositi 4. L knruégraaﬁk
Keskmise kiiruse moiste m. ii. liilkumises. M. ii. litkumine kui o. ii.
liikumise piir. Kiirus antud ajamomendil m. 4. liikumises. Teine
m. {i. 1. kiiruse definitsiooni vorm. M. ii. 1. kiiruse arvutamine
liikumise seadusest. Mirkused. Kovera puutuja méiste. M. ii. I
kiiruse kujutus aeg- tee- diagrammis. Kiiruskovera graafiline tuleta-
mine teekoverast. Uldine kiirusmoiste. Naited. Ulesanded.

7. Funktsiooni tuletis B - el T VT S5

Funktsiooni = tuletise deﬁmtsmon Tuletise tdhis. Niide:
ruutjuure tuletis. Mirkused tuletise otsimise viisi kohta. Uldine juhis
tuletise leidmiseks. Niited: -sin 2-, cos -, 22-, 23- tuletised. Kévera
tous. Kaks lauset. Puutuja vorrand. Kovera normaal. Ulesanded.

8. Mbned differentsimislaused 2%
Summa tuletis. Konstantsed lndetavad Konstantsed korda-
Jjad. Lineaar- ja ruutfunktsioonide tuletised. Korrutise tuletis.
Murru tuletis. Kaudse olenemise méiste. Funktsicioni funktsioon.
Kaudselt rippumata muutujast olenevate funktsioonide differentsi-
mine, Niited. Ulesanded. :
9. Funktsjoonide muutumise uurimine nende tuletiste.abil . Bt o
Funktsiooni suurenemise ja vibenemise tunnused. Niited.
Funktsiooni maksimumi ja miinimumi definitsioon ja tunnused.
Miarkus nduete tarvilikkuse ja piisavuse kohta. Leitud tunnuste
tarvitamine. Niited. Uldine juhis funktsiooni maksimumide ja
. miinimumide leidmiseks. Niited. Ulesanded.

10. Integraalarvutuse pohi-iilesanne . B R R ARt e O
Pindfunktsioon ja tema, tuletis. P&ordkeha mahtfunktsioon
Ja tema tuletis. Liikumise seaduse leidmine, kui kiirus aja funkt-
sioonina teada. Uldine integraalarvutuse pohi-iilesande formuuli-
mine. Lause null-tuletisest. Pohilause.  Mifiramatu integraali
moiste. Médratud integraali moiste. Pindade arvutamine. Mahtude
arvutamine. Niited mehaanikast. Mirkus mteegrlmxsulosande miiiira-
matuse kohta.
11. Teine integraalarvutuse péhi-iilesande kasitamise vlis

Integraalarvutuse pohi-iilesanne geomeetrilises kattes. Nalted
Voolkujutus. Ulesanded.
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67

73

78

88

101
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12. Graafiline inteegrimine %

Integraalarvutuse p6h1—ulesanne mehaamhses kattes Tee
kujutus aeg-kiirus-diagrammis. Teekovera konstruktsioon Kkiiras-
koverast. Graafiline inteegrimine. Ulesanded.

13. Integraal kui summa

‘Teeviirtuse arvutamine knrusfunknsmomst Leitud aval-
t

duste kujutus aeg-kiirus-diagrammis. Avalduse_’ ¢ (v). de tihendus.

Miadratud integraal kui summa. Funktsiooni dlfferentmaah maiste.
Differentsiaal ja tuletis. - Funktsiooni differentsiaali graafiline kuju-
tamine. Mirkus kasva ja dlfferentelaah stimbolite kohta. Kaare
differentsiaal. Poordpinna differentsiaal. Uus mteegnmxsprobleemt
kisitlus. Niited. T60 kui integraal. Ulesanded. .

14. Funktsiooni teine tuletis . . . . ./ . .#.

Funktsiooni teine tuletis. Kovera nogusus ja kumerus K6ve1a
kiadnutiipid. Maksimumi ja miinimumi tunnused. Uldine juhis
maksimumi ja miinimumi leidmiseks. Moddetava suuruse koige

. 103

108

120

toendosem viirtus: Peegeldusseaduse tuletamine. Murdumisseaduse

tuletamine. Ulesanded.

15. Joonte kbverus . . . %

Joone koveruse moxste Joone kovemqe alvutamlne Ndlted
Joone koverusring. Joone koveruskeskkoha koordinaadid. Niited:
parabool, ellips. Ulesanded

16.  Funktsionaalse olenemlse podramlne 7

Funktsionaalse olenemise podramine. Poordfunktsiooni graaﬁku
joonistamine. Funktsiooni moiste laiendamine: mituviirtuslised
funktsioonid. Arcussinusfunktsioon. Arcustangensfunktsioon. Poord-
funktsiooni pidevus. Poordfunktsiooni tuletis. Arcusfunktsioonide
tuletised. Integraalvalemid arcusfunktsioonides.  Ringi pikkus.
Ellipsi pind. Ulesanded.

17. Eksponentfunktsioon ja naturaalne logaritm

Kapital liitprotsentidel. Kapitali kasvamise graaﬁhsed ku,]ud
Pidev kasvamine. Arv e. Eksponentfunktsiooni maiste. Tema
tuletis. Pidevalt muutuva kapitali kasvamise kiirus. Eksponent-
funktsiooni integraal. Logaritmfunktsioon. Naturaalsete ja hari-
likkude logaritmide side. Logaritmfunktsiooni tuletis. Funktsiooni
logaritmi tuletis. Funktsiooni logaritmiline tuletis. Niited. Inte-
graalvalemid logaritmides. Paxrbooli kaar. To6 gaasi surumisel.
Ulesanded.

128

132

141
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18. Orgaanilise kasvamise seadus MR & T B R
Orgaaniline kasvamine. = Selle seadus. Eksponentkaverat
.midray geomeetriline omadus. Eksponentfunktsiooni rakendused.
Sooja_keha kiilmenemine. Valguse tugevuse kustumine neelavas
keskkonnas. Rihma hoGrumine rattal. Sammas, milles materjal

tihtlaselt surutud. Ohu réhumise muutumine korgusega. Baro-
meetriline nivellimine.

19.  Funktsioonide Iigikaudne kujutamine poliinoomide abil .

BEelmirkused.  Astmelise funktsiooqi tuletis.  Poliinoomi
kordajate avaldused tema tuletiste abil. Uldine funktsiooni ligi-
kaudne avaldus politnoomina. Kooldumisparaboolid. Niited. Ules-
anded.

20. Integraalide Il‘gikaudne arvutamine

Lugemismetood. Piistkiilikvalemid. Trapetsvalem. Parabool-
pind. Paraboolvalem. Keskmiste viiirtuste leidmine integraalide
abil. Ulesanded.
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