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Radoni teisendus ja selle rakendused

Bakalaureuset6o
Reiko Blum

Liihikokkuvote. Kéesoleva bakalaureusetoo eesmérk on anda tilevaade Radoni
teisendusest, Radoni tagasiprojektsioonist ja filtriga Radoni tagasiprojektsioonist.
Esitame toestuse Fourier’ ristloike teoreemile, mis seob omavahel ihemootmelise
Fourier’ teisenduse, Radoni teisenduse ja kahemootmelise Fourier’ teisenduse. Ba-
kalaureuseto6 pohitulemus annab filtriga Radoni tagasiprojektsiooni arvutamise
valemi. Samuti esitatakse praktilised néaited t60s kirjeldatud teoreetiliste tulemus-
te rakendamise kohta programmeerimiskeeles R.
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Radon transform and its applications

Bachelor’s thesis
Reiko Blum

Abstract. The objective of the current thesis is to consider the Radon transform,
unfiltered Radon backprojection and the filtered Radon backprojection. We pre-
sent a proof of the central slice theorem that connects the one-dimensional Fourier’
transform, the Radon transform and the two-dimensional Fourier’ transform. The
main result of this thesis gives us the formula for the filtered Radon backprojec-
tion. We also present practical examples on how to implement the theoretical parts
of the thesis in the programming language R.

CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier’ analysis, functional analy-
sis.
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Sissejuhatus

Kéesolevas bakalaureuset6os kisitletakse Radoni teisendust, Radoni tagasiprojekt-
siooni ja filtriga Radoni tagasiprojektsiooni, mis on tomograafias laialdaselt kasu-
tatavad matemaatilised meetodid. Need diagnostikaseadmete arengule kaasa aida-
nud matemaatilised meetodid on andnud voimaluse ilma kirurgilise sekkumiseta
saada tédpne ettekujutus uuritavast objektist. Meditsiinis voivad néaiteks uurita-
vad objektid olla vahkkasvaja siirded, sisemine verejooks, luumurrud voi piirkond,
millest operatsiooni ajal on vaja reaalajas tlilevaadet saada.
Kompuutertomograafiaga saadud mooteandmete pohjal saab Radoni tagasipro-
jektsiooni kasutades uuritavast objektist rekonstrueerida vastav kujutis loiketasan-
dil, milles kiired keha ldbisid. Kuna aga selliselt arvutatud kujutis sisaldab objekti
tildist struktuuri, kuid liiga viahe detaile, siis tdiendatakse tagasiprojektsiooni mee-
todit digitaalse filtri kasutamisega Fourier’ teisenduse ruumis. Pérast filtri kasuta-
mist rakendatakse arvutustulemustele Fourier’ poordteisendust, millele omakorda
rakendatakse Radoni tagasiprojektsiooni algoritmi. Osutub, et selliselt taiendatud
filtriga tagasiprojektsiooni meetod voimaldab saavutada uuritavast objektist ka
praktikas vastuvoetava detailsuse astme.

Bakalaureuset66 eesmérk on kirjeldada Radoni teisendust ja tema omadusi, Radoni
tagasiprojektsiooni puudujadke, esitada filtriga Radoni tagasiprojektsiooni valemi
toestus ning kirjutada programm, mis demonstreerib kirjeldatud tulemusi.

Too6 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis antakse tilevaade t66s kasuta-
tavate meetodite fiilisikalisest taustast ja kirjeldatakse tomograafiliste meetodite
pohimotteid, toetudes magistritéole [10] ja raamatule [3].

Teises peatiikis esitatakse Radoni teisenduse definitsiooniks vajalik geomeetriline
esitus ning defineeritakse Radoni teisendus. Arutelu pohineb artiklil [2].
Kolmandas peatiikis defineeritakse Radoni tagasiprojektsioon ja kirjeldatakse selle
puudusi, toestatakse Fourier’ ristloike teoreem ning filtriga Radoni tagasiprojekt-
siooni valem, toetudes ariklile [1].

Viimases peatiikis tutvustatakse programmi to6pohimotet, mis teostab Radoni
teisendust, tagasiprojektsiooni ning filtriga tagasiprojektsiooni. Programmi geo-
meetriline ldhenemine ning algoritm on vélja to6tatud kéesoleva bakalaureuset6o
raames programmeerimiskeeles R.



1. Fuusikaline taust

Tomograafia all moeldakse pildistamist loigete abil, kasutades selleks uuritavat
objekti ldbivaid laineid. Laine intensiivsuse kadu aine ldbimisel soltub peamiselt
elektronide tihedusest selles aines, seega uuritavat objekti erinevate nurkade all
kiiritades ning iga nurga all kiirtevihu kiirte intensiivsuse kadu mootes on voima-
lik méérata erinevate elektronide tihedustega alad objekti sees. Voimet vahenda-
da kiirtekimbu intensiivsust kirjeldab aine lineaarnorgenemistequr (tahistatakse
Uaine). Praktikas kasutatakse peamiselt veest koosneva objekti (néiteks inimese)
uurimisel lineaarnorgenemisteguri asemel Hounsfieldi iihikut, mis on suhe uurita-
va koe ja toatemperatuuril vee lineaarnorgenemistegurite vahel [3] (vt ka [10])

Hkude _ Hkude — Hvesi .1000.
Hvesi

Tabelis 1.1 on toodud erinevate kudede ja ainete Hounsfieldi iihikute vaartused
vahemikena, kuna kudede tihedus varieerub. Ndeme, et pehmete kudede Houns-
fieldi ihikute vaartuste vahemikud on ldhestikku ning osaliselt kattuvad, mistottu
tomograafias peab mootetulemustega opereerimine olema téapne.

Tabel 1.1: Erinevate kudede ja ainete Hounsfieldi iihikute vaartused [3]

Kude/aine | Hy,q4. vAirtuste vahemik

Aju valgeaine 20...30

I R R
950...-600




Rontgentomograafias kasutatakse Radoni teisendust kiirtekimbu intensiivsuste nor-
genemise arvutamiseks iga voksli (viikseima kuvatava ruumielemendi) jaoks. Ront-
gentomograafia fiitisikalise mudeli puhul tehakse tavaliselt jargmised eeldused (vt
néiteks [1] ja [4]):

koik rontgenkiired on monokromaatilised ehk koik kiired on kindla sageduse
ja lainepikkusega;

koikide kiirte laius on 0 meetrit;

kiired ei peegeldu ega murdu;

igale ainele, mida fikseeritud energiataseme korral réntgenkiir l&bib, vastab
lineaarnorgenemistegur p, mis soltub kiire energiast.

Uldiselt voib kasutada Radoni teisendust seadmetes, kus méodetakse paralleelsete
kiirte energia kadu, mistottu Radoni teisendus on kasutatav ka teistes valdkonda-
des peale rontgentomograafia. Néiteks ehitusdetailide labibivalgustamisel, lennu-
jaamade turvaviravates ja teatud liiki radarite tehnoloogias.



2. Radoni teisendus

Selles peatiikis esitame Radoni teisenduse defineerimiseks vajaliku geomeetrilise
esituse, defineerime Radoni teisenduse ning kirjeldame tema omadusi ja sisu. Aru-
telu pohineb artiklil [2] ja raamatul [4].

Vaatleme tasandil R? sirget, mis on antud vorrandiga
ax +by = c, (2.1)

kus a, b ja c on reaalaarvud ning a® + b* # 0. Sirge vorrand (2.1) on samaviiiirne

vorrandiga
a b c

T+ = —
Va2 + b2 \/a2+l72y Va2 +b?
a b
Va2 + 82 VaZ + 12

Va2 +2 Va2 + 2 VaZ+ b2 Va2 + b2 V a2+ b2
Jarelikult méadrab see punkt tihikvektori w. Paneme tahele, et sirge (2.2) on selliste
tasandipunktide (x,y) hulk, mis rahuldavad tingimust

(2.2)

Margime, et punkt ( ) asub iihikringil, kuna

((7,y),w) = m;

kus ((z,y),w) tahistab vektorite (z,y) ja w vahelist skalaarkorrutist.

Olgu t € R kaugus koordinaatide alguspunktist sirgeni (2.2) nurga 6 all. Kuna
tihikvektori w voib esitada nurga 6 kaudu kujul w = w(f) = (cosf,sinf) (vt joonis
2.1), siis sirge vorrand (2.2) on samaviirne punktide (z,y) € R? hulgaga, mis
rahuldavad tingimust [1, 2, 4]

t=((z,y), (cosh, sinh)). (2.3)



Jéarelikult saab sirge vorrandit (2.2) rahuldavate punktide hulk kuju
b= {(z,y) e R*|{(2,y),w) =t} (2.4)

Kuna w = w(#) = (cosf,sinf), siis vahel tiahistatakse ka

gt,w = gt,w(@) = ft,@-

A
Y
)
w
X
@
SN
i
wn
9 i
cosf Y
Joonis 2.1

Néitame, et punkt (tcosf,tsinf) e £, 9. Toepoolest,

((tcosb,tsinf),w) = ((tcosb,tsinf), (cosh,sinh))

=t-cos’0+t-sin?f=t- ((30829+sin29) =t.
Téhistame vektori w := (—sin#, cosf), mis on risti vektoriga w, kuna
(w,w) = ((cosb,sinf), (-sinf,cosf)) = cosf - (-sinf) +sinf - cosd = 0.
Kuna skalaarkorrutise omadustest lahtuvalt iga s € R korral
(W, tw + sw) = (w, tw) + (w, sw) =t - (w,w) +s-0 =1,
siis voime (2.4) kirjutada kujul
Ui ={tw+sw|se(-00,00)}.

Téhistame D, := {(z,y) e R? |2? +y? <r?} ehk D, on ring raadiusega r > 0 ja
keskpunktiga X = (z0,90) € R%.



Definitsioon 2.1. Olgu f = f(z,y) tikiti pidev kahemuutuja funktsioon, mis
on vordne nulliga véljaspool ringi D,. Radoni teisenduseks R f(t,0) nimetatakse
teisendust

RI(1,6) = f: Ftw + sd)ds.

Joonis 2.2: Radoni teisenduse graafiline tolgendus [9]

Mirkus 2.2. Radoni teisendus on operaator, mis kujutab funktsiooni ruumist R?
funktsiooniks ruumis R x S* kus S* on iihikvektorite hulk ruumis R* (vt [4]).

Lause 2.3. Olgu o, € R ja f = f(x,y) ja h = h(x,y) funktsioonid, mis kuulu-
vad Radoni teisenduse mddramispiirkonda. Siis Radoni teisendusel on jargmised
omadused:

1) R(af +ph) =aRf+Rh;
2) Rf(t,w(0)) =R[f(-t,-w(6));

3) Rf(t,0) = [: flx(s),y(s))ds = f: f(tcosf - ssinf,tsinf + scosf)ds.

Seega 1) pohjal Radoni teisendus on lineaarne. Omadus 2) kehtib, sest
Loy = (1) (=(0)) +5-5(0) | s € (=00, 00)}
={(-t)-(-cosf,—sinf) + s- (-sinf,cosf) | s € (-o0,00)}
={t-(cosh,sinf) +s-(-sinf,cosf) | s € (-00,00)}
=Ly ()

ja 3) annab alternatiivse esituse Radoni teisendusele punktis (z,y).
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3. Radoni tagasiprojektsioonid

Selles peatiikis esitame Radoni tagasiprojektsiooni valemi ning toestame ja so-
nastame Fourier’ ristloike teoreemi ja filtriga Radoni tagasiprojektsiooni valemi.
Pohilise allikana kasutame artiklit [1].

3.1 Radoni tagasiprojektsioon

Radoni teisenduse abil saame luua matemaatilise mudeli objekti kiiritamisel saa-
dud andmetest. Teisisonu, praktiliste mootmistulemuste modelleerimiseks saame
kasutada Radoni teisenduse vairtusi. Tutvustame meetodit, mis loob mootmistu-
lemuste (Radoni teisenduse) pohjal mudeli uuritavast objektist.

Definitsioon 3.1. Olgu h = h(t,0). Tagasiprojektsiooniks funktsioonist h (t&his-
tame Bh) punktis (z,y) nimetatakse teisendust (vt [1])

Bh(z,y) = ~ f h(z cosf +ysin0,0)do.
m Jo
Radoni tagasiprojektsiooniks nimetatakse teisendust
1 T
BRf(x,y)=— / Rf(xcosb+ysinb, 0)do, (3.1)
m Jo

kus R on Radoni teisendus. Radoni tagasiprojektsiooni rakendamise geomeetriline
sisu seisneb selles, et iga punkti (z,y) € R? korral leitakse seda punkti libivatele
sirgetele ¢, o vastavate lineaarnorgenemistegurite ji; 9 keskmine.

Kahjuks on Radoni tagasiprojektsioon ebapadev meetod meditsiinivaldkonnas ob-
jektist (nditeks ajust) mudeli loomiseks, kuna tulemus sisaldab liiga palju miira.
Tagasiprojektsiooni abil saadav mudel siilitab objekti pohikarakteristikud, kuid
hégususe tottu on ebapiisav naiteks veresoonte voi viahkkasvaja siirete tuvasta-
miseks. Joonisel 3.1 ndeme, et isegi lihtsa objekti rekonstrueerimisel on tulemus
udune.
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Joonis 3.1: Algne pilt ja Radoni tagasiprojektsioon 360 nurga korral

3.2 Fourier’ ristloike teoreem

Definitsioon 3.2. Olgu funktsioon f = f(z) miiratud hulgal R. Utleme, et f on
absoluutselt integreeruv, kui

[ 1r@)lde < oo.

Jargmised Fourier’ teisenduse ja poordteisenduse definitsioonid on périt raamatust
[11].

Definitsioon 3.3. Olgu funktsioon f absoluutselt integreeruv. Funktsiooni f Fou-
rier’ teisenduseks nimetatakse teisendust

FLF@I@) = [ f)erds, weR

Mirkus 3.4. Olgu f paarisfunktsioon. Siis Fourier’ teisendus funktsioonist f on
paarisfunktsioon, kuna iga w € R korral

Ff(x)](~w) = / : Fx)e 2y - [: Flex)e D) d
- [T reneEeaen < [T @)
=F[f(2)] (w).

Definitsioon 3.5. Olgu funktsioon f = f(w) absoluutselt integreeruv. Funktsiooni
f Fourier’ péordteisenduseks nimetatakse teisendust

1

Fl [f(w)] (z) = 7 [: f(w)e™ dw, = e R.

11



Markus 3.6. Fourier’ teisenduse ja tema poordteisenduse voib alternatiivselt defi-
neerida valemitega

FLU@© = [ f@)e? e, e R
ja -

O] @) = 5 [ f©eedg, aer,
kus suurust w := 27¢ nimetatakse nurksageduseks.

Definitsioon 3.7. Olgu funktsioon f = f(z,y) absoluutselt integreeruv tasandil
R2. Funktsiooni f kahemdootmeliseks Fourier’ teisenduseks nimetatakse teisendust

Rl @)@ = [ [ faye@s e ddy, ww R

Definitsioon 3.8. Olgu funktsioon f f (w1, ws) absoluutselt integreeruv tasan-
dil R2. Funktsiooni f kahemootmeliseks Fourier’ poordteisenduseks nimetatakse
teisendust

‘TQ [f(wlaWQ)] (33 y) - 4 2 f f wlaWQ 7'(Lulx_w&y)d(*‘)ld('u27 xr,y € R

Jargmisena toestame teoreemi, mille inglisekeelne nimetus on central slice theorem.
See teoreem seob omavahel Radoni teisenduse, iithemootmelise Fourier’ teisenduse
ja kahemdootmelise Fourier’ teisenduse. Toestus pohineb artiklil [1].

Teoreem 3.9. Olgu f absoluutselt integreeruv funktsioon, mis kuulub Radoni tei-
senduse madramispiirkonda. Siis iga S € R ja 0 € [0,27] korral kehtib

Fo[F1(S cos b, S sin 6) = f: RE(tw(0))e St = F[RFI(S),  (3.2)

kus Fo on kahemootmeline Fourier’ teisendus, F Fourier’ teisendus ja R Radoni
teisendus.

Toestus. Kahemootmeline Fourier’ teisendus on definitsiooni kohaselt
Falf1(Scos0,Ssin0) = [~ [ flay)- e st gy,
kus i? = —1. Teeme muutujavahetuse
x=tcosh—ssinf, y=tsinf + scosb.

Kuna

xcosf +ysinf = (tcosf — ssinf) cosf + (tsinf + scosf) sinf = t cos>f + tsin® 6 = t,

12



siis
t=xcosf+ysinb.

Muutujavahetuse jakobiaan avaldub seega kujul (vt [5])

or 0
o s = C989 ~sinf = cos?f +sin®f =1,
oy Oy sinf cos@

ot 0s

mistottu

[ [ f(.fl?, y) . e*iS(mcosaersinO)dxdy
:f f f(tcosf —ssinb,tsinf + scosf) - e tdsdt

=[ (f f(tcosQ—ssiné’,tsin@+SCOSQ)alS)e—z'sltalt7

[e.e]

kus viimane vordus kehtib, kuna e ** ei séltu muutujast s. Lause 2.3 omaduse 3

pohjal
f: F(tcosO - ssind, sinf + scosf)ds = Rf(t,0).
Kokkuvottes oleme saanud, et
FolF1(Scosb, Ssinf) = f: RF(t,0)e St = F[Rf](S),

s.t. valem (3.2) kehtib iga S € R ja 0 € [0,27] korral. O
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3.3 Filtriga Radoni tagasiprojektsioon

Jargmise teoreemiga toome filtriga Radoni tagasiprojektsiooni valemi [1].

Teoreem 3.10. Olgu [ absoluutselt integreeruv funktsioon, mis kuulub Radon:
teisenduse madramispiirkonda. Siis

fy) = 5BLF 1181 FIRA (] (2.9).

Toestus. Paneme tahele, et kahemootmelise Fourier’ teisenduse ja péordteisenduse
korral

f(l‘7y) = F2_1 [FQ[f]] ({L‘,y) =
_ 4%2 f - [ T F ] (XL, Y)e X gxqy. (3.3)

Laheme iile ristkoordinaatidelt (X,Y’) polaarkoordinaatidele (.S,0). Seega X =
Scosf jaY =Ssinf, kus S €R ja 6 € [0,27]. Paneme téhele, et muutujavahetuse
jakobiaan on (vt [5])

cosf) S-(-sinf)

sinfd  S-cosf

Péarast koordinaatide teisendust saame integraali
2 =3} ) .
— f f S-g [£](S cos 6, S sin @) S eost+usind) g5 qp
Ar2 Jo  Jo

f [ 8- BL1(S cosh, Ssing)erse o asa

s

2T
— [ f S - Fo[ £1(S cos 0, S sin ) eiS@eos+usind) g5 g

+
47T2

_47r2 f [ S-F[Rf(t,0)](S)e"dSdo
+_f2ﬂf S-FIRf(t,0)](S)e™ dSde,

472

kus viimane vordus kehtib valemi (3.2) tottu. Paneme téhele, et lause 2.3 omadu-
sest 2 jéreldub, et Rf(t,0) = Rf(—t,m +0). Jarelikult

—f%f S . FIRf(t,0)](5)eS'dSdo

47r2
2
[ fo S FIRf(=t,m+0)](S)e* dSdf = 1.

:H

14



Olgu 7+ 6 = «v. Siis da = d(7 +0) = df ja « € [27,37]. Kuna w(f) = w(0 + 27), siis
saame asendada vilimise integraali rajad vaartustega 0 ja 7. Seega

47r2f / S-F[Rf(~t,a)](S)e™ dSda.

Olgu T = —t. Paneme téahele, et kuna Radoni teisendus on paarisfunktsioon, siis
Fourier’ teisendus Radoni teisendusest on samuti paarisfunktsioon (vt mérkus 3.4).
Jarelikult kehtivad jargmised vordused:

:4—; fwfoosof [Rf(T,a)] (S)e T dSda

f f S-FIRF(t,0)] (-8)e StdSde.
T4r?
Olgu u = =S. Siis du = -dS ja

[=— f f S - FIRF(t,0)] (u)e™dudd

472

:Lfo (—1)-[OOS-]-"[Rf(t,H)](S)elStdeQ.

A2
Jarelikult (vt (3.3))

[@y) =1 [ f S FIRF(t,0)](S)eStdSdd
+—f2ﬂf S - FIRF(t,0)](S)eStdSdd

A2
“in? f f S| F[Rf](S)e™ dSdp. (3.4)

Paneme téahele, et

[ 7181 FIRA1($)eds =2 (% [Tis1-F RS (S)eiStdS)
=2 FH|S]- F[RFI(S)] (t).
Kasutades valemit (3.1), kus x cosf + ysinf = t, saame
fy) =5 [TFS-FIRAS)) (00 = S5 {F (18] FIRA )]} (2.).
Kokkuvottes oleme saanud, et
F(w,9) = 5B{F IS FIRFUS) (2,9).
]

Markus 3.11. Filtriga Radoni tagasiprojektsiooni nimetus tuleb kordajast |\S|, mil-
leta taandavad Fourier’ péordteisendus ja Fourier’ teisendus teineteist vélja ning
tulemuseks oleks Radoni tagasiprojektsioon (3.1).
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4. Radoni teisenduse ja tagasiprojekt-
sioonide demonstratsioon

Bakalaureuset66 iiks osa on eelnevalt kirjeldatud tulemusi rakendava programmi
kirjutamine. Selles peatiikis selgitame programmi t66pohimotet.

Olgu eesmérk konstrueerida kujutise 4.1 sinogramm, rakendada saadud sinogram-
mile Radoni tagasiprojektsiooni ning filtriga Radoni tagasiprojektsiooni. Kujutist
joonisel 4.1 nimetatakse Shepp-Logani fantoomiks, mis on tomograafias laialdaselt
kasutatav testimiseks moeldud kujutis. Meditsiinivaldkonnas voib originaalpildi
rollis olla naiteks pilt ajus paiknevast vihkkasvajast, mille siirdeid uurida soovi-
takse.

Joonis 4.1: Originaalpilt

16



4.1 Sinogrammi koostamine

Maérgime esmalt, et rontgentomograafias ei ole sinogrammi koostamise sammu vaja
teha, kuna praktikas on sinogrammi andmete rollis mootmistulemused. Kéesole-
vas bakalaureuset6os on sinogrammi koostamine vajalik selleks, et saada arvulised
vaartused Radoni tagasiprojektsiooni rakendamiseks. Sinogrammi koostamiseks
rakendame Radoni teisendust originaalpildil. Sel viisil saame sinogrammi vaartusi
kasutada rontgentomograafias moodetavate rontgenkiirte intensiivsuste vaartuste
modelleerimiseks.

Koigepealt anname programmile sisendiks originaalpildi 4.1, mille pikslite arvuli-
sed véddrtused asuvad 16igus [0,1], kus 0 tdhistab musta ja 1 valget pikslit. Origi-
naalpilti voib kisitleda kui funktsiooni f(z,y): Z? - [0, 1], kus (z,y) vastab piksli
asukohale ja f(x,y) on vastava piksli intensiivsus originaalpildil. Piksli asukohta
(z,y) vaatleme nullpunkti ehk pildi keskosa suhtes.

Programmis asetame originaalpildi mootmete poolest suuremale mustadest piksli-
test koosnevale alale, mida edaspidi nimetame ekraaniks. Seega, ekraani kirjeldab
funktsioon g(x,y), mis on vordne funktsiooniga f(x,y), kui (z,y) kuulub f(z,y)
médramispiirkonda, s.t. (x,y) asub originaalpildil, ja vordne nulliga vastasel juhul.
Teisisonu, kui X on funktsiooni f(x,y) méadramispiirkond, siis

f(z,y), (z,y)eX,

9(x,y) = {0’ (2.9) ¢ X.

Jarelikult nendele koordinaatidele vastavad pikslid, mis ei asu originaalpildil, saa-
vad intensiivsuste vaartusteks 0.

Kui originaalpildi f(z,y) mootmed vastavalt horisontaal- ja vertikaaltelje suhtes
on n, ja ny, siis programmis on ekraani méotmed (2M +1) x (2M +1), kusjuures
M on arvutatud valemiga

M- "max{gmny} \/§]

Siin [a] téhistab vihimat taisarvu, mis on reaalarvust a suurem voi vordne. Ekraani
mootmete arvutamisel on arvestatud sellega, et originaalpilt oleks alati ekraanil
(vt joonis 4.2. Sirgetega viirutatud ala all motleme ekraani).

Radoni teisenduse parameetri ¢ vadrtuste jada arvutab programm kasutaja poolt
sisendina antud sammu A > 0 abil. Suurus A on vordne kahe jérjestikuse sirge
omavahelise kaugusega t. Lihtsuse mottes on programmis voetud suurus ¢ vordseks
suurusega s, mis kujutab endast kahe jarjestikuse moodetava piksli kaugust sirgel.
Seega Radoni teisenduse parameetrite t ja s viadrtused on

s=t=-M-¢,....,-A0,A,...,M+¢, 0<e<A. (4.1)
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Olgu N parameetrite ¢ vaartuste koguarv. Seega N on ka vaartuste s koguarv.
Viimase sisendina annab kasutaja programmile nurkade arvu n, mille abil moo-

dustatakse hulk ,
7

{ei:'—we[o,ﬂ|z‘e{0,1,2,...,n}}.
n

Iga nurga 6; korral tehakse Radoni teisendus R f(¢,6;), kusjuures ekraani poora-
takse sama nurga all.

Ndide 4.1.1. Olgu pildi mootmed n, =10, n, = 13 ja A = 0.5. Siis
M = %0’13} . \/51 = 10,

millest
t=s5=-10,-9.5,...,-0.5,0,0.5,...,9.5,10.

Jarelikult NV =41. Antud néide 6 = % korral on kujutatud joonisel 4.2.

theta = 60

15

y

15

-15 -10 5 0 5 10 15

Joonis 4.2: Sirgete paiknemine pildil 6 = g korral
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Kuna tegu on diskreetsete andmetega, siis Radoni teisenduses olev integraal asen-
datakse interpolatsioonimeetodiga. Programmis kasutatakse ristkiilikvalemit. Ar-
vestades, et funktsioon f on vordne nulliga véljaspool mingit ringi, saame fiksee-
ritud ¢ korral

foof(tw+sdj)d5=/5N f(tcosh —ssinb, tsinf + scosf)ds

0

v Y A f(tcosf—ksinf,tsind + kcosb), (4.2)

k=so

kus so on jada s esimene ning sy viimane element (vt (4.1)). Sisuliselt tdhendab
valemi (4.2) kasutamine, et iga sirge korral arvutatakse sellel sirgel asuvate piks-
lite heleduste vaéartuste summa, mille saab vajadusel seostada keskmise heleduse
vaartusega.

Joonisel 4.3 on kujutatud sinogramm originaalpildist 4.1, kus vertikaalteljel on eri-
nevad nurgad 6 ning horisontaalteljel erinevad ¢t vadrtused. Mérgime, et kasutame
alati jooniste tegemisel sammu A = 0.5.

nurkade arv=360

theta

Joonis 4.3: Sinogramm 360 nurga korral

Teadupoolest kujutab sinogramm endast informatsiooni selle kohta, mida uurija,
néiteks arst, parast objekti kiiritamist teab. Seega reaalses olukorras on eesmérk
konstrueerida sinogrammist 4.3 pilt 4.1.
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4.2 Radoni tagasiprojektsiooni koostamine

Radoni tagasiprojektsiooni teostamisel on programmi sisendiks eelnevalt valmi-
nud sinogramm ehk maatriks, mille veergudes on erinevad 6 véartused ja ridades
erinevad ¢ vaartused. Radoni tagasiprojektsiooni teostamise idee programmis on
kihtide lisamine mustale pildile (nullidest koosnevale piksliintensiivsuste maatrik-
sile). Esmalt projekteeritakse sinogrammi andmed 6, korral piksliintensiivsuste
maatriksile (praegu nullmaatriksile). Seejérel projekteeritakse andmed 6; korral
piksliintensiivsuste maatriksile, kuhu sellel sammul on juba projekteeritud 6y and-
med. Analoogiliselt jatkatakse kuni projekteeritakse ka viimases veerus olevad and-
med 0y korral. Joonisel 4.4 on piksliintensiivsuste maatriksile lisatavad vaartused
erinevate nurkade korral, kui sinogramm on moodustatud pildi 3.1 pohjal.

theta=0 theta=45
theta=90 theta=135
: . . - T om., 37
Joonis 4.4: Sinogrammi (Radoni teisenduse) vaartused 6 = 0, 13 ja T korral

Meenutame, et peatiikis 1 kirjeldatud pehmete kudede Hounsfieldi tihikute (see-
ga ka lineaarnorgenemistegurite) vaértuste vahemikud on ldhestikku ning osaliselt
kattuvad. Proovides konstrueerida algset pilti Radoni tagasiprojektsiooni teosta-
mise teel ndeme, et tulemus joonisel 4.5 meenutab kiill ndidispilti 4.1, kuid on liialt
udune olemaks kasulik meditsiinivaldkonnas, naiteks vihkkasvaja siirete tuvasta-
miseks voi teiste pehmete kudede lineaarnorgenemistegurite masdramiseks.
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Radoni tagasiprojektsioon

Joonis 4.5: Radoni tagasiprojektsioon 360 nurga korral

4.3 Filtriga Radoni tagasiprojektsioon

Tagasiprojektsioonile kontrastsuse lisamiseks sooritame sinogrammil 4.3 iga nur-
ga 0 korral diskreetse Fourier’ teisenduse, rakendame filtrit ning seejarel teeme
Fourier’ tagasiteisenduse.

Definitsioon 4.1. [7] Olgu N €N ja u = ug, ..., uy_1 kompleksarvude jada. Jada
u (N-punktiliseks) diskreetseks Fourier’ teisenduseks nimetatakse teisendust

N-1 2mig
Fpup:=Up= 3 wje 8, k=0,1,...N-1.
j=0

Definitsioon 4.2. [7] Kompleksarvude jada U = Uy,...,Unx_1 (N-punktiliseks)
diskreetseks Fourier’ poordteisenduseks nimetatakse teisendust

2mijk

1N—1
FpiU; =u; = — ZUkeT,j=0,...,N—1.
N =

Mirkus 4.3. Programmis kasutame teoreemis 3.10 tutvustatud filtriga Radoni ta-
gasiprojektsiooni valemi asemel selle analoogi diskreetsel juhul. See ligikaudne va-
lem avaldub kujul

[y = 380 {Fo 18] o [Ro 11} (2.9).

kus Bp ja R p tahistavad vastavalt Radoni tagasiprojektsiooni ja Radoni teisendust
16pliku arvu ¢ ja 6 vadrtuste korral.
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Markus 4.4. Programmis R leitakse vektori u diskreetne Fourier’ teisendus késu-
ga £ft (u, inverse=F) ja vastav poordteisendus kisuga fft (U, inverse=T),
kusjuures definitsioonis (4.2) esitatud valemis jiatab kisk fft jagamata vektori
pikkusega V.

Olgu z kompleksarv. Téhistagu Z kompleksarvu z kaaskompleksi. Filtri rakenda-
misel kasutame programmis jargmist teoreemi.

Teoreem 4.5 (vt [8]). Olgu x = (zo,...,xn-1), N € N, reaalarvuliste vidrtus-
tega vektor. Sel juhul diskreetse Fourier’ teisendusega leitud vektoril Fpx ==y =
(Yo, ---,Yn_1) on jargmine simmeetriline struktuur:

1) Yo € R;.

2) yi=TYn_g i=1,...,N-1.

Programmis on vektori y rollis maatriks (nimega fu), mille veergudes on vektorid
y erinevate nurkade korral. Paneme tahele, et veergudes olevate vektorite y pikkus
on iga nurga korral N. Néiteks paarituarvulise NV korral kujutab filtri rakendamine

elemen-

(vt. |1, 9]) endast esimese elemendi korrutamist nulliga, jargmise

di korrutamist vastava indeksiga ning iilejadnud elementide, s.o. kaaskomplekside,
N-1 N-1 I .
,—— —1,...,2,1. Maatriksi fu iga veerg kor-

labikorrutamist indeksitega

rutatakse punktiviisi labi vektoriga (vt joonis 4.6)

N-1 ~N-1N-1N-1_
2 27 2 72

/\

(0,1,2,..., 1,...2,1).

(N-1)2
|

T 1
0 n-1y2 (N-1)

indeks

Joonis 4.6: Koonusfilter enne miira eemaldamist

Seejéarel rakendame kasutaja poolt sisendina antud konstanti (programmis nime-
ga alles_jaab), mis kujutab endast ligikaudset osakaalu sagedustest, mis jaab
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eemaldamata. Teisisonu, ligikaudu (1-alles_jaab) - 100% koige korgema in-
deksiga korrutatud vektori y véadrtustele omistatakse vadrtus 0 (vt joonis 4.7).

(N-1)2
|

ko

T 1
0 (N-1)2 (N-1)

indeks

Joonis 4.7: Koonusfilter péarast miira eemaldamist

Ndide 4.3.1. Vektori u = (2,4, 8,16, 32) korral tagastab kiisk £ft (u, inverse=F)
vektori

Fpu = (62,-6.3 +31.3i,-19.7 + 8.8, -19.7 — 8.8, —6.3 — 31.3i).

Koonusfiltri rakendamine on samavadrne vektori v punktiviisilise labikorrutami-
sega vektoriga 1T = (0,1,2,2,1). Eemaldades 40% (alles_jaab=0.6) korgsa-
geduslikku miira saame, et vektori Fpu peame labi korrutama vektoriga II* =
(0,1,0,0,1). Pérast filtri rakendamist saame vektori

Fiu=(0,-6.3+31.34,0,0,-6.3 - 31.3i),
millele kdsku £ft (U, inverse=T) rakendades saame
u* =(-12.6,-63.5,-26.7,47.0,55.7).

Paneme téhele, et filtri rakendamisel peame siilitama vektori Fpu siimmeetria
omadused. Vastasel juhul voib vektoris Fpu esineda kompleksarve.

Olles rakendanud maatriksile fu filtrit, teeme sellel Fourier’ tagasiteisenduse. See-
jarel rakendame niimoodi arvutatud vdhema miiraga sinogrammil Radoni taga-
siprojektsiooni. Ndeme, et tulemus on tunduvalt parem vorreldes Radoni taga-
siprojektsiooniga tavalisel sinogrammil (joonis 4.8).
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Filtriga tagasiprojektsioon

Joonis 4.8: Filtriga Radoni tagasiprojektsioon 360 nurga korral

Joonistel 4.9, 4.10 ja 4.11 on kujutatud vastavalt sinogrammid, Radoni tagasipro-
jektsioonid ja filtriga Radoni tagasiprojektsioonid erinevate nurkade korral.
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nurkade arv=9

nurkade arv=3

nurkade arv=27

Joonis 4.9: Sinogramm 3, 9, 27 ja 81 nurga korral

theta
theta

nurkade arv=81

theta
theta

nurkade arv=9

nurkade arv=3

nurkade arv=27 nurkade arv=81

Joonis 4.10: Radoni tagasiprojektsioon 3, 9, 27 ja 81 nurga korral
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nurkade arv=3 nurkade arv=9

nurkade arv=27 nurkade arv=81

Joonis 4.11: Filtriga Radoni tagasiprojektsioon 3, 9, 27 ja 81 nurga korral
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Lisa

library (png) #pakett PNG piltide sisselugemiseks.
library (EBImage) #pakett piltide pooramiseks

/A FUNKTSIOONID-—————-

#funktsioon sirge koordinaatide leidmiseks:
leiaKoordinaadid <- function(theta  t){
X <- txcos(theta)-sjadaxsin(theta)

y <- txsin(theta)+sjadaxcos(theta)

return (matrix(c(x,y),ncol=2))

}

#funktsioon , mis modelleerib graafiliselt
#originaalpilde kiiritamise ekraant alal.
graafik <- function(theta , tjada  tyyp="1" ,delay=0.1){
for (nurk in theta){
plot (c(-poolPildimootmest|[1]|, - poolPildimootmest [1],
poolPildimootmest [1], poolPildimootmest [1],
-poolPildimootmest [1])
c(-poolPildimootmest [2] , poolPildimootmest 2]
,poolPildimootmest [2], - poolPildimootmest [2]
-poolPildimootmest [2]) ,
type="1",xlab="x" ylab="y"  col="black",
xlim=xlim , ylim=ylim ,lwd=5)
par (new=T)
plot (0,0,lwd=5,col="red" ,xlim=xlim , ylim=ylim ,
xlab=""_ylab="" axes=F)
for (t in tjada){
par (new=T)
plot (leiaKoordinaadid (nurk ,t),type=tyyp,
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axes=F, xlim=xlim ,
ylim—ylim , xlab="" ylab="",
main=paste ("theta_=" ,nurk*180/pi))
}
Sys.sleep (delay)
}
}

#funktsioon sinogrammi leidmiseks
moodustaSinogramm <- function(theta  tjada){
tulemus <- list ()
listilndeks <- 1
for (nurk in theta){
indeks <= 0
pikslid <- matrix(0,ncol=length(sjada),
nrow=length (tjada))#siia maatriksisse
#lisatakse ekraani pikslid.
for (t in tjada){
indeks <- indeks+l1
koordinaadid <- ceiling(leiaKoordinaadid (nurk,t))
#ltrdame poolPildimootmest juurde, et allpool muutuja
#"tingimus" oleks lihtne leida .
#sisuliselt nihutame pilti nii, et koik
#koordinaadid ekraanil on positiivsed.
koordinaadid|,1] <- koordinaadid|,1]+ poolPildimootmest [1]
koordinaadid [ ,2] <- koordinaadid[,2]+ poolPildimootmest [2]

tingimus <- koordinaadid|,1]<=pildiMoode [1]|&
koordinaadid|,1] >0&
koordinaadid[,2] <=pildiMoode [2]&
koordinaadid[,2] >0
pikslid [indeks , tingimus| <- pilt |
matrix (koordinaadid [tingimus ,]| ,
ncol=2)]
#seega t1gal real on leiaKoordinaadid vaartused
#fikseeritud t korral
}
tulemus [[listilndeks || <- pikslid
listilndeks <- listilndeks+1
print (paste0 ("Nurk=",
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round (nurk , digits = 3),

"(" ,round(nurkx180/pi,3),"_kraadi)."))
}
sinogramm <- sapply (tulemus ,FUN = rowSums)
#leiab iga listielemendi(pikslid) ridade summa.
return (sinogramm)

}

#funktsioon Radoni tagasiprojektsiooni leidmiseks
leiaTagasiprojektsioon <- function (sinogramm ){
tagasi <- matrix (0 ,nrow=pildiMoode [1],ncol=pildiMoode[2])
for (k in 1:length(theta)){
nurk <- theta|k]
for (i in 1l:length(tjada)){
koordinaadid <- ceiling (leiaKoordinaadid (nurk,tjada[i]))
koordinaadid|[,1] <- koordinaadid[,1]+ poolPildimootmest |1
koordinaadid [ ,2] <- koordinaadid[,2]+ poolPildimootmest |2
tingimus <- koordinaadid|[,1]<=pildiMoode [1]|&
koordinaadid|,1] >0&
koordinaadid|[,2] <=pildiMoode [2]&
koordinaadid[,2] >0
tagasi|koordinaadid [tingimus , || <-
tagasi|koordinaadid [tingimus ||+
sinogramm | tingimus , k|
}
print (paste0 ("Nurk=" round (nurk, digits = 3),
"(",round(nurk*180/pi,3)," _kraadi)."))
}

return(tagasi)

|
|

}

#Funktsioon filtriga Radonit tagasiprojektsioont leidmiseks
leiaTagasiprojektsioon Filtriga <- function (sinogramm,
alles jaab=0.8,
pilt=T){
#fu on maatriks, mis saadakse, kui
#sinogrammi veergudes olevatele vektoritele teha
#Fourier ’ teisendus. Sinogrammi veergudes on
#piksliintensiivsused erinevate nurkate theta i korral
fu <- fft (sinogramm ,inverse=F)
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}

maxIndeks <- dim(fu)[1]
maxKordaja <- (maxIndeks-1)/2
filter <- matrix(rep(c(0,1:maxKordaja,maxKordaja:1),
dim(fu)[2]) |
ncol=dim(fu)|[2])
myraEemaldus <- ceiling (maxIndeks*(1-alles jaab))%/%2
if (myraEemaldus>0){

myraEemaldus <- myraEemaldus-1

filter [filter >=(maxKordaja-myraEemaldus )| <- 0
}
fu <- fuxfilter
#Rakendasime Fourier’ teisenduse vektoritele koonusfiltrit.
filtriga <- fft(fu,inverse=T) #Filtriga sinogramm.
sinogramm?2 <- Re(filtriga)
if (pilt) image(sinogramm?2, col=gray (0:255/255) ,useRaster=T,
main=paste0 (" Filtriga _sinogramm , _murast_eemaldatakse_",
(1-alles jaab)*100,"%"))
return(leiaTagasiprojektsioon (sinogramm?2))

)

/A KASUTAJA SISEND—---——-

nurkadeArv <- 180

delta <- 1 #Sinogrammi koostamisel kaugus kahe jarjestikuse
#sirge wvahel (t) = Radoni teisenduse parameeter t
algnepilt <- readPNG("shepplogan.png")|[, 1]

Hm———— PARAMEETRITE ARVUTAMINE-—————-

image (algnepilt |

col=gray (0:255/255) ,useRaster=T) #Kuvame algpildi
pilt <- rotate(algnepilt ,—90)

pildiMoode <- dim( pilt)

poolPildimootmest <- ceiling(pildiMoode/2)
mootmisiSirgel <- max(

ceiling (poolPildimootmest*sqrt (2)))

theta <- (0:(nurkadeArv))=(pi/nurkadeArv)

if (mootmisiSirgel%delta==0){

#parameetri t vaartuste jada kui delta
#jagab mootmisiSirgel
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tjada <- sort(c(0,-seq(delta , mootmisiSirgel ,
delta),seq(delta , mootmisiSirgel ,delta)))
#parameetri s vaartuste jada kut delta
#jagab mootmisiSirgel
sjada <- sort(c(0,-seq(delta , mootmisiSirgel ,
delta),seq(delta ,mootmisiSirgel ,delta)))
} else{ #tjada,sjada vastasel juhul
tjada <- sort(c(0,-seq(delta
mootmisiSirgel+delta ,delta),seq(delta ,
mootmisiSirgel+delta ,delta)))
sjada <- sort(c(0,-seq(delta,
mootmisiSirgel+delta ,delta ), seq(delta ,
mootmisiSirgel+delta ,delta)))

}

maxpildiMoode <- max(dim( pilt))

#Kasutatakse funktsioonis "graafik .
#Seotud graafiku piiridega.

xlim <- c(-maxpildiMoode -1, maxpildiMoode+1)
ylim <- c(-maxpildiMoode -1, maxpildiMoode+1)

#———=SINOGRAMMI MOODUSTAMINE JA KUVAMINE-———-

sinogramm <- moodustaSinogramm (theta = theta,

tjada = tjada)

image (sinogramm , col=gray (c(0:255) /255),
useRaster=T, main=paste0 ("nurkade_arv=" nurkadeArv),
xlab="t" ylab="theta")

H# - RADONI TAGASIPROJEKTSIOON JA SELLE KUVAMINE-——-
tagasiproj <- leiaTagasiprojektsioon (sinogramm=sinogramm )
image(tagasiproj ,col=gray (0:255/255) ,useRaster=T,

main="Radoni_tagasiprojektsioon" xaxs="r" yaxs="r")

A FILTRIGA RADONI TAGASIPROJEKTSIOON JA SELLE KUVAMINFE-—
filtriga tagasi <- leiaTagasiprojektsioon Filtriga (

sinogramm ,

alles jaab = 0.4, pilt=F)

image(filtriga tagasi, col=gray(0:255/255),useRaster=T,
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main=paste0 ("Filtriga_tagasiprojektsioon"),
xaxs="r" yaxs="r")
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