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Arvjadade statistiline koonduvus
Bakalaureuset6o
Diana-Katry Kornis

Lithikokkuvote. Bakalaureuset6o eesmarkideks on kirjeldada statistiliselt koon-
duvate ja Z-koonduvate jadade omadusi ning vorrelda jadade statistilist koondu-
vust nende C-summeeruvusega. Leitakse tarvilik ja piisav tingimus jadade statis-
tiliseks koondumiseks ja naidatakse, et koigi tokestatud statistiliselt koonduvate
jadade ruum on kinnine alamruum koigi tokestatud jadade Banachi ruumis. Sa-
muti uuritakse funktsioonide pidevust C'-summeeruvuse ja statistilise koonduvuse
suhtes. Esitatakse Z-koonduvuse ja Z*-koonduvuse moisted ja leitakse tingimus,
mille korral need langevad kokku.

Mairksonad. Statistiline koonduvus, Z-koonduvus, C-summeeruvus, Z*-koon-
duvus.

Statistical convergence of number sequences
Bachelor’s thesis
Diana-Katry Kornis

Abstract. The purpose of this bachelor’s thesis is to describe convergent and
Z-convergent sequences’ properties and to compare statistical convergence with C-
summability. We find necessary and sufficient condition for statistical convergence
and show that the space of all bounded statistically convergent sequences is a closed
subspace of all bounded sequences’ Banach space. Also we explore the continuity
of functions through C-summability and statistical convergence. We formulate the
concepts of Z-convergence and Z*-convergence and find a condition, in which case
they coincide.

Key words. Statistical convergence, Z-convergence, C'-summability, Z*-conver-
gence.
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Sissejuhatus

Jadade statistilise koonduvuse defineerimisel on aluseks hulga asiimptootilise
tiheduse moiste. Kui hulga A C N puhul eksisteerib loplik piirvéiartus

RS
i(A) = ILm —ZXA(k)
kus

(2) 1, kuizxz e A,
xTr) .=
XA 0, kuizeN\ A4,

on hulga A karakteristlik funktsioon, siis arvu §(A) nimetatakse hulga A astimptoo-
tiliseks tiheduseks. Oeldakse, et arvjada (zj) koondub statistiliselt arvuks a (kir-
jutatakse st- klim x = a), kui iga € > 0 korral 6(A(e)) = 0, kus

—00

A(e):={keN| |z —a| >e}.

Statistilise koonduvuse moiste defineeris H. Fast [3] 1951. aastal, 1959. aastal
kirjeldas I. J. Schoenberg []] statistiliselt koonduvate jadade mdningaid omadusi.
Selle valdkonna tdsisemad uurimused saavad alguse T. Salati artiklist [9] ja J.
A. Fridy to6st [4], mis ilmusid vastavalt aastatel 1980 ja 1985. T. Saldt toestas,

et st- khm x) = a parajasti siis, kui jada (zy) sisaldab sellise arvuks a koonduva
—00

osajada (xy,), mille korral 6({k; | i € N}) = 1. J. A. Fridy toestas statistiliselt
koonduvate jadade Cauchy kriteeriumi.

Osutub, et koigi selliste hulkade A C N hulk Ry, mille korral §(4) = 0, on
ideaal. Seejuures st- hm xp = a parajasti siis, kui A(e) € Ry iga ¢ > 0 kor-

ral. See asjaolu oli lahtekohaks Z-koonduvuse moiste defineerimisele P. Kostyr-
ko, T. Salati ja M. Macaji kisikirjalises toos [6] ning P. Kostyrko, T. Salati ja
W. Wilezytiski t66s [7] (2000/2001). Oeldakse, et mittetriviaalse ideaali Z puhul
reaalarvude jada (xy) on Z-koonduv arvuks a (kirjutame Z- kh_}rglo xp = a), kui iga

e > 0 korral A(e) € Z. Lihtuvalt eelpool mainitud T. Saléti teoreemist defineeri-
takse Z*-koonduvuse maoiste jargmiselt: Z*- hm xr = a, kui leidub selline M € Z,

et khm xr = a. Autorid leidsid piisava ja tarvﬂlku tingimuse selleks, et Z*- ja
—00

keN\M
Z-koonduvus langeksid kokku.



Kéesoleva bakalaureuseto iiheks eesmérgiks on (vordluses tavaliste koonduvate
jadadega) kirjeldada iiksikasjalikult statistiliselt koonduvate jadade omadusi. Tei-
seks eesmérgiks on vorrelda jadade statistilist koonduvust nende C-summeeruvu-
sega. Teatavasti defineeritakse jada (xy) C-piirvddrtus (ehk Cesaro-piirvairtus)
seosega

. 1
C- Ji o = lim 0 e
k=1
Pidades silmas matemaatilise analiiiisi pohikursusest tuntud pidevuse Heine kri-
teeriumit, mille kohaselt funktsioon f : R — R on punktis a pidev parajasti siis,

kui

lim 2y =a = lim f(zx) = f(a),

k—o00 k—o00
piistitatakse kiisimus funktsioonidest, mille puhul see implikatsioon kehtib vasta-
valt statistilise koonduvuse ja C-summeeruvuse korral.

Kolmas eesmérk on kirjeldada Z-koonduvate jadade omadusi vordluses statis-
tiliselt koonduvate jadadega.

Kaesolev bakalaureusetto koosneb kahest peatiikist. Esimese peatiiki kaks esi-
mest alapeatiikki on sissejuhatavat laadi. Neist esimeses tuletatakse meelde edaspi-
dises t06s vajalikud moisted ja tulemused, mis on tuttavad matemaatilise analiiiisi
ja funktsionaalanaliiiisi pohikursustest, ning teises tutvustatakse naturaalarvude
hulga astimptootilise tiheduse moistet ja selle omadusi.

Kolmandas alapeatiikis defineeritakse jadade statistiline koonduvus ja veendu-
takse, et koonduv jada on statistiliselt koonduv. Antakse iiksikasjalik toestus T.
Salati eelpool mainitud teoreemile tarvilikust ja piisavast tingimusest jadade sta-
tistiliseks koondumiseks ning esitatakse sellest tulenevad jareldused. Alapeatiiki
kirjutamisel olid aluseks J. A. Fridy ja T. Salati tood [4] ja [9].

Neljanda alapeatiiki kirjutamisel on kasutatud E. Kaya, M. Kucukaslani ja R.
Wagneri artiklit [5] ning I. J. Schoenbergi uurimust [§]. Esitatakse statistiliselt
koonduvate jadade omadused, nende hulgas statistilise piirvaédrtuse iihesus, te-
hetega seotud omadused, Bolzano-Weierstrassi teoreem, monotoonsuseprintsiip ja
teised. Alapeatiiki lopus toestatakse, et koigi tokestatud statistiliselt koonduvate
jadade ruum on Banachi ruum. See tulemus on périt T. Salati artiklist [9].

Teine peatiikk tegeleb statistilisest koonduvusest ldhtuvate probleemiasetuste
ja iildistustega. Esimeses alapeatiikis ndidatakse, et tokestatud statistiliselt koon-
duv jada on C-summeeruv ning tuuakse néited selle viite mittepooratavusest ja



tema mittekehtivusest tokestatuse eelduse puudumise korral. Lahtutud on I. J.
Schoenbergi artiklist [§].

Teise alapeatiiki kirjutamisel on voetud aluseks R. C. Bucki lahendusidee [I],
J. Connori ja K.-G. Grosse-Erdmanni t66 [2] ning I. J. Schoenbergi artikkel [g].
Uuritakse funktsioonide pidevust C'-summeeruvuse ja statistilise koonduvuse suh-
tes. Veendutakse, et funktsioon on C-pidev parajasti siis, kui ta on lineaarne, ja
funktsioon on st-lim-pidev parajasti siis, kui ta on pidev.

Kolmas alapeatiikk pohineb P. Kostyrko, T. Saldti ja W. Wilczyriski artiklil
[7] ning P. Kostyrko, T. Salati ja M. Macaji kisikirjalisel t661 [6]. Uuritakse Z-
koonduvuse omadusi ja esitatakse moningad néited Z-koonduvuse erijuhtudest.
Léhtudes eelpool mainitud Saldti teoreemist jadade statistilisest koonduvusest,
defineeritakse Z*-koonduvus ja toestatakse, et Z*-koonduv jada on Z-koonduv.

Leitakse tarvilik ja piisav tingimus selleks, et Z*-koonduvus ja Z-koonduvus lan-
geksid kokku.

Kaesolev bakalaureusetoo on referatiivne.



1 Statistiliselt koonduvad jadad ja nende oma-
dused

1.1 Kasutatavad moisted ja tulemused

Selles alapeatiikis loetleme edaspidi kasutatavaid moisteid ja tulemusi, mis on
tuntud matemaatilise analiiiisi ja funktsionaalanaliiiisi pohikursustest. Me téhista-
me kéesolevas t6os tdhega N koigi naturaalarvude, s.t N := {1,2,3,...}, tdhega
R koigi reaalarvude, téihega Z koigi tdisarvude ja tdhega QQ koigi ratsionaalarvude
hulka, st Q:= {2 |m € Z,n € N}.

Definitsioon 1.1. Oecldakse, et arviada (x;) koondub arvuks a, kui iga ¢ > 0 jaoks
leidub selline N € N, et |z — a| < ¢ koikide £ > N korral, ehk

Ve>03dINeN: k>N = |z —a| <e.

Sel juhul kirjutame zp — a voi klim x = a. Arvu a nimetatakse jada (zy)
—00

prirvddrtuseks.

Lause 1.2 (piirvéirtuse iihesus). Koonduva jada piirvidrtus on theselt médratud:
kui klim T = a ja klim xr = b, siisa=0.
—00 —00

Lause 1.3 (keskmise muutuja omadus). Kui khm T = klim Yr = a ning leidub
—00 —00

N € N ni, et xp < zx < yi koikide k > N korral, sits lim 2z = a.

k—o00
Lause 1.4. Ku: klim T = a ja klim yr = b ning leidub N € N nii, et xp, < yi
— 00 — 00
koikide k > N korral, sits a <'b.

Lause 1.5 (piirviirtuse tehetega seotud omadused). Kui klim T = a ja
—00

lim y, = b, siis
k—oo

1) lim (zx +yx) =a+b,
k—o00

2) lim iy = ab,
k—o00

3) lim Az = Aa iga A € R korral,

k—o00



Definitsioon 1.6. Oeldakse, et jada (z;) on tokestatud, kui leidub selline M > 0,
et

|z| < M iga k € N korral.
Lause 1.7. Kui klim zr = 0 ja jada (yg) on tokestatud, siis klim Tryr = 0.
—00 —00

Lause 1.8 (Bolzano-Weierstrassi teoreem). Iga tokestatud jada sisaldab koon-
duva osajada.

Definitsioon 1.9. Oeldakse, et jada (1) on

1) kasvav, kui xp > x5 iga k € N korral,

2) kahanev, kui xp < xp_y iga k € N korral.

Jada (xy) nimetatakse monotoonseks, kui ta on kas kasvav voi kahanev.

Lause 1.10 (monotoonsusprintsiip). Monotoonne jada on koonduv parajasti
siis, kui ta on tokestatud.

Definitsioon 1.11. Oeldakse, et jada (2;) on Cauchy jada, kui iga ¢ > 0 korral
leidub selline N € N, et

|z, — x| < € kaikide k,l > N korral.

Lause 1.12 (Cauchy kriteerium). Jada () koondub parajasti siis, kui ta on
Cauchy jada.

Definitsioon 1.13. Vektorruumi X nimetatakse normeeritud ruumiks, kui igale
tema elemendile z € X on vastavusse seatud kindel reaalarv ||z||, mida nimetatakse
elemendi x normiks, nii, et on taidetud tingimused

1) 2l =0 & z=0,
2) [[Az|| = |Al||z]| iga A € R korral,

3) Nz +yll < ll=ll + llyll-

Definitsioon 1.14. Oeldakse, et normeeritud ruumi X elementide jada (x3) koon-

dub elemendiks x € X, kui klim |z — z|| = 0.
—00

Definitsioon 1.15. Oeldakse, et normeeritud ruumi X elementide jada (z;) on
Cauchy jada, kui kllim |zx — @] = 0.
J—00

Definitsioon 1.16. Normeeritud ruumi nimetatakse tdielikuks, kui temas iga
Cauchy jada koondub.

Definitsioon 1.17. Taielikku normeeritud ruumi nimetatakse Banachi ruumiks.



1.2 Naturaalarvude hulga asiimptootiline tihedus

Olgu X mittetiihi hulk, tdhistame sitmboliga P(X) hulga X koigi alamhulkade
hulka ja siimboliga F(X) koigi 16plike alamhulkade hulka, s.t

FX)={ACX||A] <0},
kus |A| tahistab 16pliku hulga A korral tema elementide arvu. Funktsiooni

1, kuizxz e A,

X = R, x) =
xa xa(®) {0, kui z € X\ A,

nimetatakse hulga A € P(X) karakteristlikuks funktsiooniks.

Definitsioon 1.18. Olgu X mittetiihi hulk. Alamhulkade siisteemi & C P(X)
nimetatakse ideaaliks (hulgas X)), kui on tdidetud tingimused

(a) €S8,
(b) ABeS = AUBES,
(c) [BeS,ACB] = AeS.

Ideaali S nimetatakse mittetriviaalseks, kui X ¢ S. Mittetriviaalset ideaali S
hulgas X nimetatakse lubatavaks, kui {z} € S iga © € X korral.

Definitsioon 1.19. Olgu X mittetiithi hulk. Alamhulkade siisteemi ® C P(X)
nimetatakse filtriks (hulgas X), kui on tdidetud tingimused

(a) @ ¢ 9,
(b) AABed = ANBeD,
(c) [Be®,ADB] = Acd.
Jargnev lause kirjeldab eelnevalt defineeritud maoistete omavahelist seost.
Lause 1.20. Olgu S mittetriviaalne ideaal hulgas X, kus X # &. Siis hulk
OS)={MCX|3dAcS:M=X\A}
on filter hulgas X .

Toestus. Kontrollime definitsiooni tingimuste taidetust.
(a) Kuna X ¢ S, siis @ = X \ X ¢ &(S).

(b) Olgu A, B € ®(S), leiduvad sellised Ay, By € S, et A = X\ Ag ja B = X\ By,
kusjuures Ay U By € S. Seega



ANB = (X \ A) N (X \ Bo) = X \ (AU By) € B(S).

(c) Olgu B € ®(S) ja B C A, leidub selline By € S, et B = X \ By. Kuna
X\ By C A, siis X\ AC By €S jaseega

A=X\(X\A)ea(sS).
m

Kéesolevas t66s on hulgaks X koigi naturaalarvude hulk N = {1,2,3,...}. Selle
alamhulkade mérkimiseks kasutame téhistust

[k,n]y:=[k,n]NN={ieN|k<i<n},
analoogiliselt mérgime ka [k, n)y, [k, o0)y jne.
Definitsioon 1.21. Kui hulga A € P(N) korral eksisteerib 1oplik piirvadrtus

|A N1, n]y|

Y

d(A) := lim

n—oo n

siis arvu 0(A) nimetatakse hulga A asimptootiliseks tiheduseks.

Paneme téhele, et

AN[l,n 1 —
AR 15w,
n nkzl

seega
(5A—_1'm—1§ a(k
( ) n—>1 oonk_ X ( >7

kui see piirvadrtus eksisteerib.

Téhistame tdhega R koigi selliste hulkade A € P(N) siisteemi, millel on asiimp-
tootiline tihedus, ning

Ro={A€R|5(A) =0}

Jargmine ndide demonstreerib meile seda, et leidub hulki A C N, millel puudub
astimptootiline tihedus, s.t R & P(N).



Naiide 1. Olgu

A= {1}yu ¥, 22y,
=1
seega
A=1{1,4,5,6,7,16,17,...,31,64,65,...,127,...}.

Veendume, et hulgal A ei ole asiimptootilist tihedust.

Paneme tihele, et |[22F 22 1)y| = 22% iga k € N korral, seega

k=0
) (1)
- 222’“ —.
AN
Vaatleme niiiid jada (| ) ja nditame, et ta hajub. Uurime kaht
) |A N1, 2% ] |Aﬂ[1 220 — 1]y| .
osajada < 21 J 92 . Seose (1)) pohjal
|AN[1,2% 1] \ 22 1 1. 1 2
zl—>oo 2i—1 - zlimo 3. 922%i-1 - § zlif& 2- 22i—1 - §
ja
Jim |Aﬂ[ 22"—1]N| ~ im 22— 1 :1
ANl
Et jada (M kaks osajada koonduvad erinevateks piirvadrtusteks,
n

neN
siis antud jada ei koondu. Jarelikult hulgal A ei ole asiimptootilist tihedust.
Kirjeldame hulkade siisteemi R ja asiimptootilise tiheduse tdhtsamaid omadusi.

Koigepealt mérgime, et

n—00 n n—oo N,

seega N € R ja §(N) =

10



Omadus 1.22. Iga A € F(N) korral A € Ry.
Téestus. Kui |A| = m, kus m € N siis leidub N € N nii, et iga n > N korral

‘A N [1,n]N\ =Tm.

Jérelikult
ANl
5(4) = i AL m
|
Omadus 1.23. Iga A € R korral 0 < §(A) < 1.
Toestus. Et hulga |A N [1,n|y| elementide arv saab olla maksimaalselt n, siis
ANl
Ogmgliganel\lkorral,
n
seega lause [1.4] pohjal
ANl
()S(S(A): lim Mgl.
n—00 n
|

Omadus 1.24. Olgu A € Ry ja B C A, siis B € Ry.
Téestus. Kuna B C A, siis BN [1,n]y C AN[1,n]y. Tdnu seosele §(A) = 0 saame,
et

BA[Lall _ [AN[L 7|
n - n

1

0< 0.

l

Keskmise muutuja omaduse (lause |1.3]) tottu ka

§(B) = lim B[, nlnl _ 0.

n—oo n

Omadus 1.25. Olgu A€ R, siiska N\ A€ R jad(N\ A) =1-45(A).

Toestus. Paneme téhele, et

11



(N\A)N[Lnly=(NN[l,nln) \A=[1,n|n\A4,
seega

SN\ A) = fim L AAL L] =140 3]

n—o00 n n—00 n

n_ hmmzl_(g(m.
n

Omadus 1.26. Funktsioon § : R — [0, 1] on loplik-aditiivne: olgu A, B € R ning
ANB =g, siis (AU B) = §(A) + §(B).

Toestus. Kuna AN B = &, siis

(AN, nlx) N (BN [L 0y = 2,

seosest
(AuB)N[L,n]y = (AN[L,n]y) U (BN[Ln]y)
saame, et
5(AUB) = lim [(AN[1,n)y) 5 (BN[Lnlw)| _ Jim |AN[1,n]x] Z |B N [1,n]y|
o AOL BOLb _s
n—so0 n n—00 n

Omadus 1.27. Olgu A € R,B € F(N) ja B C A, siis A\ B € R ja kehtib seos
§(A\ B) =4(A).

Toestus. Paneme tihele, et A = (A\ B)U B ja (A\ B) N B = &, scega omaduse
[L.26] kohaselt

5(A) = 6(A\ B) +6(B).

Et B € F(N), siis omaduse pohjal 6(B) = 0 ja seega 6(A\ B) = 0(A). [

Omadus 1.28. Alamhulkade siisteem Rqo on lubatav ideaal.

12



Toestus. Koigepealt veendume, et Ry on ideaal, selleks kontrollime definitsiooni
tingimusi (a) — (c).
(a) Selge, et

§(2) = lim —— 0 — iy Yoy,

n— 00 n n—oo 1
st g e Ro.

(b) Olgu A, B € Ry, siis §(A) = §(B) = 0 ja omaduse [L.24 kohaselt (AN B) =
0. Kuna

(A U B) N [1>n]N = (A N [1>n]N) U (B N [17n]N)7

(ANl nl) U(BN[L nly)|

§(AUB) = lim -
n—oo
— lim AN [1L,n]n| +|BN[1,nln| —[(ANB)N[1,nly|
_TL—)OO n
o AND] | IBA L] AN B) 0 L
n—o0 n n—00 n N300 n

=0(A)+d(B)—6(ANB) =0,
seega AU B € Ry.

(c) Olgu B € Ry, A C B, siis §(B) = 0 ja tdnu omadusele saame, et
§(A) =0 ehk A € Ry.

Me veendusime, et Ry on ideaal. Kuna 6(N) = 1, siis N ¢ Ry, jérelikult ideaal
Ry on mittetriviaalne. Lopuks, {n} € F(N) C Ry iga n € N korral, seega R, on
lubatav ideaal. |

Omadus 1.29. Olgu A € R ja B € R ning §(A) =0(B) =1, siis 6(ANB) = 1.
Toestus. Kuna N\ A € Ry ja N\ B € Ry ning Ry on ideaal, siis tdnu seosele
N\ (ANB) = (N\A)U(N\B)

saame, et N\ (AN B) € Ry, s.t 6(ANB) =1. [ |
Omadus 1.30. Olgu A:={keN| k=14 (i € N)}, siis §(A) = 0.

13



Toestus. Paneme téhele, et |A N [1,n]y| < /0 iga n € N korral, seega

— — 0.

(AN _ 1 v
- n vn

Ténu keskmise muutuja omadusele (lause [1.3) saame, et

5(4) = lim AN

n—oo n

=0.

1.3 Jadade statistiline koonduvus

Statistilise koonduvuse moiste defineeris H. Fast artiklis [3], statistiliselt koon-
duvate jadade pohjalik uurimine algab J. A. Fridy ja T. Salati artiklitest [4] ja [9].
Nendest artiklitest on périt ka selle alapeatiiki pohitulemus teoreem [1.33]

Definitsioon 1.31. Oecldakse, et arviada (z;) koondub statistiliselt arvuks a, kui
iga € > 0 korral 6(A(e)) =0, kus

A(e):=={keN| |z —a| >e}.

Sel juhul kirjutame st- hm xp = a. Arvu a nimetame jada (zy) statistiliseks
k—o00

pirvddrtuseks.
Definitsiooni kohaselt st- klim T, = a parajasti siis, kui
—00

o Rk EN o —al > e} 0 [1 ]

n—o00 n

=0.

Lause 1.32. Ku: lim x = a, sis st- lim x, = a.
k—o0 k—o00

Toestus. Eeldame, et hm x = a, olgu € > 0. Leidub N € N nii, et |z —a| < ¢
koikide £ > N korral. Kuna omaduse [I.22] pohjal

o([L, N = 1]y) =0

ja
Ale)={keN||zy—a|>e} C[1,N — 1]y,
siis omaduse [1.24| pohjal 6(A(e)) = 0 ehk st- klim Ty = a. ]
— 00
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Jargmine néide iitleb, et eelneva lause korral vastupidine véide ei kehti: leidub
statistiliselt koonduvaid jadasid, mis ei ole tokestatud, seega nad ei ole koonduvad.

Niide 2. Olgu A :={i? | i € N}. Jada (z}), kus

k, kuike€ A,
Ty =
"0, kuikeN\A4,

ei ole tokestatud, seega ei ole ta koonduv. Néaitame, et st- klim i = 0.
—00
Omaduse kohaselt §(A) = 0, paneme téihele, et
Ale)={keN||zg| >e} c{keN|z,#0} = A

Omaduse [1.24] pohjal 6(A(e)) = 0, jarelikult st- klim x, = 0.

—00

Toestame teoreemi jadade statistiliseks koondumiseks tarvilikust ja piisavast
tingimusest.

Teoreem 1.33. st- klim Tr = a parajasti sits, kui leidub selline hulk
— 00

A={k <ky<...<k<...}
et 6(A) =1 ja lim z, = a.
1— 00

Me kasutame edaspidi tihtipeale jada (zx) osajada (xy,) koonduvuse xp, — a
mérkimiseks ka kirjutusviisi

lim z;, = a,
k—o0
keA

kui A={k <ko<...<k;<...}

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et st- klim xr = a, defineerime iga 7 € N korral
—00

1
]xk—a|<—,},
J

1

seega N\ E; = A(—,). Eelduse kohaselt 6(N\ E;) = 0 iga j € N korral. Omaduse
J

pohjal 6(E;) = 1, seega sisaldab E; 1opmata palju elemente. On ilmne, et

hulga

EyDE,D...DE;D...
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Fikseerime suvaliselt r; € E;. Kuna §(Es) = 1 ehk

Eyn|1
lim | 2 [ ,TZ]N|

n—o0 n

=1,

siis leidub ro € Ey nii, et ro > 1y ja

| E2 N [1, n]nl

1
> — koikide n > ry korral.
n 2

Leiame r3 € E3 nii, et 73 > ro ja

EsNil,n 2. ..
“’—[N > — koikide n > r3 korral.
n 3
Samamoodi jatkates saame kasvava jadar <1y <rg <...<7r; <... kusr; € F;

iga j € N korral ja

E;NJl —1
|E£; N1, n]y| > J koikide n > r; korral.

n J

Moodustame hulga
A = [].,7”1) U U(E] N [Tj, Tj_|_1)).
j=1
Iga n € N korral leidub selline j € N, et r; < n < r;;4, sel juhul
|A N [1’n]N| > |Ej N [17n]N|
mistottu

1> AN 1, n]x| > |E; 0 [1, 0]y - jfl'
n n J

Kui n — oo, siis r; — 00, seejuures

ANl FE. Nl ) — 1
—l [, 7] > lim —| i (L nlwl > lim ]—, =1,

1>0(A) = lim

n—oo n n—oo n Jj—00 i
st 6(A) = 1.

1
Niiiid néitame, et lim x,, = a. Olgu € > 0, leiame sellise j € N, et j > —. Kui
n—oo £
neA

n € Ajan >rj, siis leidub [ € N nii, et [ > j jar; <n <1y, seega n € Ej. See

1
tahendab, et |z, —a| < 7 jarelikult
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T, —al<ekuin>r;jane A
3 )

ehk lim z, = a.
n—oo
neA

Piisavus. Eeldame, et jada (xy) osajada (xy,) puhul on tdidetud tingimused
5(A) =1ja limay, = a, kus A = {ky < kg < ...}. Olgu ¢ > 0. Leidub N € N
1—r 00

nii, et |y, — a| < e koikide i > N korral. Kuna {ki,...,ky_1} C AN F(N), siis
omaduse pohjal

S({kn,kny1, .- }) =0(A\{k1,... ., kn_1}) = 6(A) =1,
mistottu

S(N\ {kn, kny1,---}) =1 —=0({kn, kns1,...}) = 0.

Mérkame, et

A(e):=={keN| |z —a| >e} CN\{kn,knt1,---},
pohjal §(A(g)) = 0 ehk st- kh_}rgo T = a. [ |

>

seega omaduse (1.2

Definitsioon 1.34. Arvjada (z) osajada (zy,);eny nimetatakse tihedaks, kui
d{ki|ieN}) =1

Jareldus 1.35. st- klim x = a parajasti siis, kui jadal (zy) on selline tihe osajada,
— 00

mais koondub arvuks a.

Jareldus 1.36. Kui klim |z| = 00, siis (zx) ei ole statistiliselt koonduv.
—00

Jareldus 1.37. st- klim Tr = a parajasti sus, kui iga € > 0 puhul leidub selline
—00
hulk A C N, et 6(A) =1 ja
|z — a| < e koikide k € A korral.

Selle alapunkti lopus esitame ilma toestuseta J. A. Fridy poolt tdestatud Cauchy
kriteeriumi statistilise koonduvuse jaoks (vt. [4], Theorem 1).

Definitsioon 1.38. Arvjada (z)) nimetatakse statistiliselt Cauchy jadaks, kui iga
e > 0 korral leidub selline N = N(¢) € N, et

S{keN||zg —an| >e}) =0,

s.t
lim H{HkeN||z,—an| >e}N[L,n]y]|

n—00 n

=0.

Teoreem 1.39 (Cauchy kriteerium). Arvjada (xy) on statistiliselt koonduv pa-
rajasti sis, kui ta on statistiliselt Cauchy jada.
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1.4 Statistiliselt koonduvate jadade omadused

Jargnevatest statistiliselt koonduvate jadade omadustest on esimesed kaks esi-
tatud I. J. Schoenbergi ja T. Salati toodes [§] ja [9], iilejidnud E. Kaya, M. Kucu-
kaslani ja R. Wagneri artiklis [5]. Alapeatiiki 16pus esitatud lause[1.51)on toestatud
T. Salati artiklis [9].

Omadus 1.40. Statistiliselt koonduva jada statistiline piirvddrtus on iheselt mdd-

ratud: kui st- lim x, = a ning st- hm rp =0b, siis a =Db.
k—o0

Toestus. Eeldame, et st- hm Tr = a ja st- khrn x = b, siis teoreemi [1.33| kohaselt
—00

leiduvad hulgad A := {/ﬁ < k2 < ...} nii, et

I(A) =1 ja Zliglo Ty, = a, (2)
ning B := {l; <y < ...} nii, et
6(B) =1ja lim x;, = b. (3)
j—oo
Vaatleme hulka
ANB={m; <my<...},

kus (2,,,) on nii jada (zy,) kui ka jada (z;;) osajada. Omaduse m pohjal ja ténu

seostele ( ja (3) kehtivad vordused (AN B) =1, lim z,,, = aja lim z,,, =0,
n—oo n—oo

jarelikult piirvéédrtuse iihesuse (lause [1.2) tottu a = b. [ |

Lause 1.41. Kui st- lim xp = a ja st- lim y, = b, siis
k—o0 k—o0
1) st- lim (2 +yx) = a+b,
k—o0
2) st- lim zpy, = ab,
k—o0

3) st- lim Az = Aa iga A € R korral,

k—o0

4) st- lim & = % Jui b 0.

k—o0 Yk

Toestus. Eeldame, et st- khm rr = a ja st- hrn yr = b. Teoreemi [1.33| kohaselt
leiduvad hulgad A :={k; <ky <...<k; <. } nii, et

0(A) =1ja lim x4, = q, (4)

1—00
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ning B :={ky < ky <...<k; <...} niiet

§(B) = 1ja lim y, = 0. (5)
j—o0

Vaatleme hulka
ANB={m; <my<...},

omaduse pohjal ja tédnu seostele (4)) ja kehtivad vordused §(AN B) = 1,

lim z,,, = a ja lim y,,, = b. Kasutame piirvadrtuse tehetega seotud omadusi
n—00 n—00

(lause ja teoreemi [1.33]

1) Jada (2, + Ym,) on jada (zx + yx) tihe osajada, kusjuures

lim (z,,, + Ym, ) = lim x,,, + lim y,,, =a+ b,
n— 00 n—00 n—0o0

siis st- lim (zy + yx) = a + b.
k—o0
2) Jada (x,, Ym,) on jada (xpyx) tihe osajada, kusjuures

lim (Z, Ym, ) = lim 2, - lim y,,, = ab,
n—oo n—oo n—oo

siis st- lim (xxyx) = ab.
k—o0

3) Olgu A € R, siis

lim Azy, = Aa
1—+00

ja jarelikult st- lim Az = Aa.
k—o00

4) Kuna b # 0, siis leidub selline N € N, et y,,, # 0iga n > N korral. Jada
(xm") on jada <%) tihe osajada, kusjuures

mMn Yk
" lim z,,,
. mn n—oo
lim = = = -,
n—00 Yy, - lim v, b
n—oo

.. . Tk a
siis st- lim — = —.
k—o0 Yk
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Téahistame ¢, cg, £°° vastavalt koigi koonduvate, koigi statistiliselt koonduvate
ja koigi tokestatud arvjadade hulga, s.t

c::{x:(xk)|E|a€]Rzklimxk:a},

—00

cst = {x=(xp) | EIaG]R:st—klim T =atl,
—00

0 :={x = (zp) | ||z||oo := sup|zx| < 00 }.
keN

Teatavasti ¢ C £*°, lause [1.32] ja néite [2| pohjal
€ C cg jacg ¢ 0.
Seejuures lause pohjal on ¢, jadaruum, s.t koigi jadade vektorruumi
wi={z=(x;) |z €eR (keN)}
vektoralamruum, milles funktsionaal
st-lim : ¢y = R, st-lim(x) := st- kh_{go T
on lineaarne.

Definitsioon 1.42. Utleme, et jada () on statistiliselt tokestatud, kui leidub
selline M > 0, et

S({keN ||z > M) =0.

Lause 1.43. Jada on statistiliselt tokestatud parajasti siis, kui tal on tokestatud
tihe osajada.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu jada (zy) statistiliselt tokestatud, s.t
dM >0: 6{keN||zg >M})=0.
Tahistame
N\{keN||zp|>M}=A={k <ky<...},

siis omaduse kohaselt 0(A) = 1. Saame tiheda osajada (xy,), kusjuures kehtib
vorratus |xy,| < M (i € N), s.t (xy,) on tokestatud.

Piisavus. Olgu jadal (zj) tihe tokestatud osajada (zy,), siis leidub M > 0, et
|z, | <M (i € N), jad(A) =1, kus A = {k; < ky <...}. Kuna

{(keN| |z > M} C N\ 4,

siis omaduse kohaselt 0({k € N | |zgx| > M }) = 0 ja jdrelikult (z3) on
statistiliselt tokestatud jada. |
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Lausest tuleneb, et
(a) iga tokestatud jada on statistiliselt tokestatud ja
(b) iga statistiliselt koonduv jada on statistiliselt tokestatud.
Lause 1.44. Kui st- kh_)rgoxk = 0 ja (yx) on statistiliselt tokestatud jada, siis

st- lim z,yr = 0.
k—o0

Toestus. Olgu (xy) selline jada, et st- hm xp = 0, jaolgu (yx) statistiliselt tokesta-
tud jada. Teoreemi [1.33| kohaselt leldub hulk A ={k; <ky< ...} niiet

d(A) =1ja lim xy, =0,
1—00
ja lause pohjal leidub hulk B = {l; <l < ...} nii, et

§(B) =1 ja (y,) on tokestatud.

Omaduse(1.29tottu 0(ANB) = 1 jakui ANB = {m; < mg < ...},siis hm 0 T, = 0
ning (ym,) on tokestatud. Seega lause kohaselt lim x,, Ym, = 0 Ja Jarellkult

n—o0

teoreemi [1.33| pohjal st- klim Ty = 0. ]
—00

Teoreem 1.45 (Bolzano-Weierstrassi teoreem). Iga statistiliselt tokestatud
jada sisaldab (statistiliselt) koonduva osajada.

Toestus. Olgu (zy) statistiliselt tokestatud jada, siis lause pohjal on tal tihe
tokestatud osajada (zy,). Bolzano-Weierstrassi teoreemi (1.8 pohjal leidub koonduv
osajada (ry, ), mis lause kohaselt on ka statistiliselt koonduv. Et jada (zy, )
on iihtlasi jada (xy) osajada, siis oleme toestanud, et jada () sisaldab statistiliselt
koonduva osajada. |

Definitsioon 1.46. Oeldakse, et jada (x;) on statistiliselt monotoonne, kui tal
leidub tihe monotoonne osajada.

Teoreem 1.47 (monotoonsuseprintsiip). Statistiliselt monotoonne jada on sta-
tistiliselt koonduv parajasti siis, kui ta on statistiliselt tokestatud.

Téestus. Tarvilikkus on ilmne.

Piisavus. Olgu jada (xy) statistiliselt monotoonne ja statistiliselt tokestatud,
siis leidub hulk A = {k; < ko < ...} nii, et

d(A) =1 ja (zx,) on monotoonne,
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ja lause pohjal leidub hulk B = {l; <y < ...} nii, et
d(B) =1 ja (x1,) on tokestatud.

Omaduse kohaselt §(ANB) =1jakui ANB = {m; <my < ...}, siis osajada
(2, ) on monotoonne ja tokestatud. Seega monotoonsuseprintsiibi kohaselt on
jada (2., ) koonduv, jarelikult lause[1.32) pohjal jada (z) on statistiliselt koonduv.

|

Definitsioon 1.48. Utleme, et indeks m on jada (z}) tippkoht, kui x,, > x iga
k > m korral.

Lause 1.49. Kui jada (xy) koigi tippkohtade hulk on asimptootilise tihedusega 1,
siis (xy) on statistiliselt kahanev.

Téestus. Tahistame jada () tippkohtade hulka jargmiselt:
T = {ki |Vk>ki: xp >},

eelduse kohaselt 6(7") = 1. Et jada (xj) on kahanev ja (xy,) on jada (z) osajada,
siis definitsiooni kohaselt on (xy) statistiliselt kahanev. [ |

Vastupidine viide, nagu néitab jargnev néide, iildjuhul ei kehti.

Naiide 3. Kui

L kui k = m?,
Ty = me (m e N),
-, kui k # m?,
k
siis tokestatud jada (zy) = (%, %, %, %, %, %, %, %, %, %, ... ) on statistiliselt kahanev,

kuid ei oma tippkohti.

Kuna omaduse pohjal 6({k € N | k = m? (m € N)}) = 0, siis osajada
(xr,), kus zy, = % (k; # m?), on tihe ja kahanev. Seega (z;) on statistiliselt
kahanev jada, seejuures ei ole iikski indeks k jada tippkohaks. Téepoolest, kui
k = m? mingi m € N korral, siis

m m+1

— < —
m+1 m+4+2

T T(m+1)2,
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ja kui k # m? mingi m € N, siis leidub selline my € N, et mo? < k < (mg + 1)?
ning
1 mo + 1

xk:% m0+2:

T (mo+1)2-

Jareldus 1.50. Kui (statistiliselt) tokestatud jada tippkohad mddravad tiheda osa-
jada (zy,), siis (xy) on statistiliselt koonduv.

Me l6petame kéesoleva alapeatiiki lausega, mille kohaselt koigi tokestatud sta-
tistiliselt koonduvate jadade ruum ¢y N £*° on Banachi ruum normiga || |-

Lause 1.51. Koigi tokestatud statistiliselt koonduvate jadade ruum cg N L% on
kinnine alamruum Banachi ruumis (£°,]] ||s0)-

Téestus. Olgu (™) ruumi ¢y N ¢ punktide selline jada, mis ruumis £>° koondub
mingiks punktiks x € £°°, teisisonu

™ = (:E,(fn)> ey Nl® (neN), z= ()€ l®ja lim ||z — 2|, = 0.
keN n—o0

Meie eesmiérgiks on nédidata, et x € cg.
Té&histame

a, = st- lim 2" (n € N),
k—o0

saame arvjada (a,). Naitame, et

1) (a,) € ¢, s.t eksisteerib lim a,, =:a € R ja

n—oo

2) st- im x = a.
k—o0

Téestame viite 1). Fikseerime suvaliselt € > 0, kuna eelduse kohaselt jada (™)
on koonduv Banachi ruumis ¢*°; siis see on Cauchy jada, s.t

£

INeN: mn>N = [zt -2 < 3

Fikseerime indeksid m ja n nii, et m,n > N, jadade (x,gm)) ja (x,@)

keN keN
statistilise koonduvuse tottu tuleneb teoreemist [1.33] et leiduvad hulgad A,, C N
nii, et

(m)
k

= Qm,

d(An)=1ja limz
k—o0
kE€Am
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ja A, C N nii, et

keAn

omaduse kohaselt 6(A,, N A,,) = 1. Valime j € A,, N A,, nii, et

(m)

19
|xj 97

—a |<E ja |a:(-n)—a | <
m 3 J n 3
siis
ty — | = Jay, — 2l 42l — 2™ 2™ g,
< an — 2]+ |28 — 2]+ |25 — a)

N
3 "7 =3T3 33

kehtib koikide m,n > N korral, s.t (a,) on Cauchy arvjada ja jarelikult on ta
mingiks arvuks a koonduv jada.

<

Toestame viite 2). Fikseerime € > 0, eelduse kohaselt lim ||z — 2|, = 0, s.t
n—oo

IN, eEN: n> N, = [2® — 2| < .

3
Kuna lim a, = a, siis
n—oo
€
AN, eN: n> Ny, = |a, —al <§.
€ €
Olgu p € N nii, et p 1= max {Ny, N}, siis [P — 2| < 3 ja la, —al| < 3 Et
st- klim xép ) = ap, siis leidub tihe osajada <x§f )) , mis koondub arvuks a,, ja kui
—00 ' /ieN

A={k <ky<...}, siis 0(A) = 1. Seega
<
3

Vaatleme jada z = () osajada (zy,): koikide ¢ > Ny korral

ANy eN: i >Ny = \x,(fz)—ap\<

|2y, — al = |z, — 2 + 2 — a, +a, — af

< |zg, — 2P|+ |22 — ay| + |a, —

<S8
-3 3 3 7

s.t lim 2y, = a. Samal ajal osajada (xy,) on tihe, jarelikult st- lim z; = a. [ |

i—00 k—00
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2 Statistilise koonduvusega seotud probleemiase-
tusi ja iildistusi

2.1 Statistiline koonduvus ja C-summeeruvus

Analiiiisi pohikursusest on meile tuntud jargmine Cauchy piirvaértusteoreem.

Teoreem 2.1. Kui lim zy = a, kus a € R, siis lim — > xp = a.
k—o0 n—oo N _1
Samas néidatakse ka, et Cauchy piirvaartusteoreem ei ole podratav: leidub ja-
dasid, mille liikmete aritmeetilised keskmised koonduvad, kuid jada ise hajub.

Definitsioon 2.2. Oecldakse, et jada z = (1) on C-summeeruv (ehk Cesaro-

n
summeeruv) arvuks a, kui C-limz := lim —) zy = a. Té&histame koigi C-

summeeruvate jadade hulka c¢, s.t

1 n
eksisteerib 16plik lim —) x4 }
n—oo M

co = {x = (z4)

Teoreem [2.1| viidab, et ¢ C c¢ ning seejuures C-limz = klim T iga x € ¢
—00

korral. See asjaolu on ldhtekohaks iildiste koonduvuseeskirjade defineerimisele ja
nende uurimisele.

Olgu G mingi lineaarne jadade koonduvuseeskiri: teatavatele jadadele z = (xy,)
seatakse vastavusse arv G(z) = G- klim xk, kusjuures G(Ax+py) = AG(x)+uG(y)
—00

suvaliste A\, u € R ja x,y € cg puhul, kus
cq = {x = (z) | eksisteerib G(x) }.
Sellise koonduvuseeskirja nédideteks on
1) tavaline koonduvus, kus G(x) = kh—{go xy iga v = (z1) € ¢ korral,
2) C-summeeruvus, kus G(x) = C-limx iga v = (z,) € c¢ korral,
3) statistiline koonduvus, kus G(z) = st- klggo xy iga © = (x)) € cg korral.

Erinevate koonduvuseeskirjade uurimisel on pohiprobleemiks nende omavaheline
vordlemine, aga eriti vordlus tavalise koonduvusega.

Definitsioon 2.3. Koonduvuseeskirja G nimetatakse regulaarseks, kui ¢ C cg ja
G(z) = klim xy iga x = (xy) € c¢ korral.
— 00
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Paneme téahele, et koik eelpool nimetatud kolm koonduvuseeskirja on regulaar-
sed: tavalise koonduvuse puhul on see selge, C-summeeruvuse regulaarsus tuleneb
Cauchy piirvéiartusteoreemist ning statistilise koonduvuse regulaarsus lausest

M.32

Meie eesmérgiks selles alapeatiikis on uurida C-summeeruvuse ja statistilise
koonduvuse vahekorda. Allpool ndeme, et need kaks koonduvuseeskirja ei ole téies
ulatuses vorreldavad, kuid on vorreldavad tokestatud jadade osas. Toestus péarineb
I. J. Schoenbergi artiklist [§].

n
Lause 2.4. Kui z = (xy) € {>° ning st- lim z;, = a, siis lim — )z, = a.
k—oo n—oo N

Toestus. Kuna x € £°° Ncgy ja st- klim T = a, siis (z — a)reny on tokestatud jada,
—00

seega leidub selline M > 0, et
|z —a| < M iga k € N korral.

Fikseerime € > 0 nii, et ¢ < 2M, ja tdhistame

Vn::Hk‘EN |xk—a\2%}ﬂ[1,n];\1,
.. . Va
siis eelduse x € ¢y kohaselt lim — = 0. Saame
n—oo M
1 < 1< 1 1 £
—E — :—E — <—E —a|l <= MV, - V)=

e\V, =
IV S I
( 2)n+2’

seejuures
(M—E)E’H—%"o,
2/ n
) .. e\Vn €. 1
seega leidub N € N nii, et 0 < (M — 5) — < 3 iga n > N korral. Jarelikult
n
l . T —al < E—i-f =€
ni" 2 2 7
k=1
) 1
kui n > N, ehk lim —> x; = a. [ |
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Jargmine naide kinnitab, et lause Véiide ei ole podratav, s.t £>°Ncg ; {>*Nee.

Niide 4. Olgu z = ((=1)*), _y, siis

1 i 0, kuin =2,
lim — —1)" = lim 1 =0,
n—oo nkz_;( ) n—oo | —— kuin =2 —1,
= n

seega x € (> N cc. Néitame, et jada x ei ole statistiliselt koonduv.

Olgu (zy,) jada x suvaline koonduv osajada. Siis leidub N € N nii, et kuii > N,
siis xy, = const, s.t kas xp, = 1 voi 3, = —1. Kumbki maksimaalne konstantne

osajada (z9;) = (1,1,...) ja (z9;1) = (—1,—1,...) ei ole tihe:

5({2i i eN}) = qim LEENIK=2CGeN}IALn] _ 5 1
n— 00 n n—oo 1 2
ja
) . S 1 1
5({22—1|ZEN}):5(N\{21|2€N}):1—§:§.

Jarelikult iga koonduva osajada (xy,) korral saame leida N € N nii, et

S({k]i> N} <3
ja

5({ki|i<NY})=0.

—_

Seega 0({ k; | i € N}) < =, mistottu jada x ei ole statistiliselt koonduv.

[\]

Jargmise néite kohaselt ei kehti lause véiide iildjuhul véljaspool tokestatud
jadade ruumi £°°: ildiselt ¢y ¢ cc.

Naiide 5. Olgu
_fn?, kui k =n?
ke 1, kui k # n?,
néditame, et jada (xy) on statistiliselt koonduv, kuid ei ole C-summeeruv.
Paneme téhele, et st- hm vy =1,sest S({keN |z, =n>(neN)})=0 (vt
omadust [1.30)) ja seega 5({k eENjz,=1}) =1
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n 1 n?
Niiiid vaatleme jada ( > X ) osajada (—2 > xk) , tegemist on tokesta-
- n2 iz
k=1 neN k=1 neN

mata jadaga, sest iga n € N korral

n?)

_Z‘”k 1+1+1+23+1+1+1+1+33+ +n?) > — =n.
n

Nk=1
ja jarelikult pole jada (zj) C-summeeruv.

1.
Et jada (— Ziﬂk) sisaldab tokestamata osajada, siis on see jada tokestamata
neN

2.2 Funktsioonide pidevus C-summeeruvuse ja statistilise
koonduvuse suhtes

Teatavasti on funktsioon f : R — R pidev kohal a € R parajasti siis, kui kehtib
implikatsioon

lim 2, =a = hm f(zr) = f(a).

k—o0

Tahistame tdhega C koigi pidevate funktsioonide f : R — R hulga ja tédhega L
koigi lineaarsete funktsioonide hulka, s.t

L={fR—>R|JABeR: f(r)=Ax+ B}.

Selge, et C C L: iga lineaarne funktsioon on pidev.

Mingi fikseeritud lineaarse koonduvuseeskirja G korral piistitame jargmise prob-
leemi. Milliste funktsioonide f : R — R korral kehtib implikatsioon

G-lim zy =a = G- hm flzg) = f(a)?

k—o00
Sellise omadusega funktsiooni nimetame edaspidi G-pidevaks.

Me lahendame jargnevalt selle probleemi kahe eelpool nimetatud erijuhu korral,
kui G = C-lim ja G = st-lim, s.t juhtudel

G(z) = lim — Za:k ja G(x) = st- lim z.

n—00 1 j._ k—o0
Nieme, et nad esindavad selles kontekstis voimalikke darmusi.

Jargmise lause toestusidee périneb R. C. Bucki artiklist [I].
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Lause 2.5. Funktsioon f : R — R on C-pidev parajasti siis, kui ta on lineaarne,
s.t implikatsioon

R 1
lim E;xk =a = lim E;f(xk) = f(a) (6)
kehtib parajasti siis, kui f € L.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et funktsioon f : R — R on C-pidev, s.t kehtib
implikatsioon @

1. Vaatleme juhtu a = f(a) = 0, siis kehtib implikatsioon

JEEMZ%—O = ,}Eﬁ.zan %) =0, g

Olgu meil jada z = (z) = (u, v, w,u,v,w,u,v,w,...) ehk
u, kuik=3i—2,
rp:=1v, kuik=3—-1, (i€N)
w, kui k= 31,

ja olgu u, v, w € R valitud nii, et ©u+ v +w = 0, siis

%(u + v+ w), kui n = 3, 0, kui n = 34,
1 n Uu . .
—Zxkz i(u—f—v—kw)%—g, kuin=3i+1, = 57 kui n = 3i +1,
" i U S+l kuin=3i42
—(u+v+w)+—+—, kui n = 3i + 2, ﬁ+ﬁ umn = ot 2,
n n
ja jarelikult lim — Zxk = 0. Implikatsioonist (|7 . saame
n—00 N
—(f () + fv) + f(w)), kui n = 3i,
_ : fu) L
_nh_{goan xk) —nh_{rgo —(f(uw) + f(v) + f(w)) + —, kuin = 3i+1,

D4 B kuin =3 +2,
0,

kui n = 31,

+
+

=§<f<u>+f<>+f< w)) + lim @ kuin =30+ 1,
—~ 4+ —= kuin=3+2,



seega f(u) + f(v) + f(w) = 0 ehk f(u) + f(v) = —f(w) = —f(—u — v) suvaliste
u, v € R korral. Paneme téhele, et

1) kui v = 0, siis f(u) = —f(—u) iga u € R korral ehk f on paaritu funktsioon,
2) kui suvaliste x,y € R korral u = = + y, siis

flx+y) =—f-x—y) = flx) + fy)
ehk f on aditiivne funktsioon.

Vastavalt tdhelepanekule 2) f(nz) = nf(z) iga n € N korral, samuti

f((=n)x) = f(=(nz)) = —f(nz) = =(nf(z)) = (—=n)f(z),
jarelikult

f(nx) =nf(x) iga n € Z korral.

Niitame, et funktsioon f on pidev punktis 0. Olgu s — 0, peame veenduma, et
f(sk) = 0= f(0). Selleks votame jada (xy), kus zy, := ks, — (k — 1)sx_1 (k € N),
paneme téhele, et

(s14+ 282 —s1+3s3 =259+ -+ +ns, —(n—1)s,_1)

n—oo

ns, =58, — 0,

1. n
implikatsiooni pohjal lim — > f(xx) = 0. Seejuures, kuna Yz, = ns, ja f on
N0 Ng=1 k=1
aditiivne, siis

nf(sn) = f(ns,) = f(zxk) = Zf(xk)>

k=1
1 n n—oo . .
mistottu f(s,) = — > f(zx) = 0, saame et f on pidev punktis 0.
Ng=1

Niiiid néditame, et f on pidev igas punktis a € R. Kui x; — a, siis zp —a — 0
ja seega f(xy —a) — f(0) =0, s.t f(zr) — f(a) — 0. Jarelikult f(zx) — f(a) ehk
f on pidev igas punktis a € R.

Veendume, et f(z) = Az iga z € R korral. Olgu m,n € Z suvalised, siis

m

) ehk = f() = f(*-a)

m
—X

mf(x) = f(ma) = f(n""x) = nf(~
ja seega rf(z) = f(rz) iga r € Q korral. Kui x = 1, siis
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fry=f(r-1)=rf(1) = Ar, kus A:= f(1).

Olgu = € R, siis leidub jada (r,) nii, et r, € Q ja r, — x. Kuna f on pidev kohal
r € R, siis

f(z) = lim f(r,) = lim Ar, = Azx.

n—oo n—oo

Me veendusime, et eeldusel (7)) on funktsioon f kujul f(z) = Az, kus A = f(1).

2. Vaatleme {ildist juhtu, kus funktsioon f rahuldab implikatsiooni @ Ol-
gu g(z) := f(z) — f(0) (z € R), siis funktsioon g rahuldab implikatsiooni (7).
Toepoolest, kui

N
Y 52 =0

k=1

siis eelduse @ pohjal

Tim 3" 7(z) = £(0),
k=1

mistottu
Jim 23700 = Tm S (f ()~ £(0) = m 3" f (=)~ £(0) =0
k=1 k=1 1

Toestuse 1. osa pohjal g(z) = Az (x € R), jarelikult
f(x) = g(x) + f(0) = Az + B (z € R),
kus B := f(0), millega oleme &ra ndidanud funktsiooni f lineaarsuse.

Piisavus. Olgu f lineaarne, s.t leiduvad A, B € R nii, et f(z) = Az + B iga
1
x € R korral, ja kehtigu vordus lim — Zxk = a. Siis

n—00 N j_1
R RS
fi 2 (o) =l g}_}(“k +B) = lim o (ZA“ 3n)
= Aa + B = f( )
ja jarelikult f on C-pidev. [ ]
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Lause [2.6| piisavuse toestusidee péarineb I. J. Schoenbergi toost [§] ning tarvilik-
kuse toestus lahtub J. Connori ja K.-G. Grosse-Erdmanni t66st [2].

Lause 2.6. Funktsioon f : R — R on st-lim-pidev parajasti siis, kui ta on pidev,
s.t implikatsioon

st- lim x, =a = st- lim f(z;) = f(a) (8)

k—o0 k—o0

kehtib parajasti siis, kui f € C.

Toestus. Tarvilikkus. Eeldame, et tingimus on tédidetud. Oletame vastuviiteli-
selt, et f ei ole pidev, siis leidub jada (xy), et xx — a, aga f(zx) 4 f(a) ehk
leiduvad 0 > 0 ja jada (zj) osajada (zy,) nii, et

|f(zr) = fla)] 26 (i €N),
s.t
flaw) = fla) +6 (9)
fla) =0 < f(zg,). (10)

Eeldame, et @D kehtib koikide ¢ € N korral, vorratuse puhul on toestus
analoogiline. Vaatleme kaht erinevat juhtu.

1) Kui jada (f(zg,)) on tokestatud, siis Bolzano-Weierstrassi teoreemi (lause
kohaselt on sellel koonduv osajada (f (mk] ))jen, seega lause H jargi

w:= lim f(zy, ) = f(a) + 0.

J]—00

Lause [1.32| kohaselt st- lim f(zy, ) = u. Samal ajal, et (v, ) on jada (zx) osajada,
J—00 J J

siis Tk, = a ja lause [1.32| pohjal st- lim Tk, = a, seega st- lim f(:vkij) = f(a) ehk
j—o0 Jj—o0

omaduse pohjal f(a) = u > f(a)+ d. Saime vastuolu f(a) > f(a).
2) Kui jada (f(z,)) ei ole tokestatud, siis saame leida osajada (f(xkij))jeN nii, et

j—o00

)] 2F . (11)

Kuna Th,, = 4, siis st- lim Tk, = @ ja eelduse jargi st—jlilalo f(a:kij) = f(a).

j—o0
Jarelikult leidub osajada (f (ka )), mis on koonduv ehk saame vastuolu tingimu-

sega (L1).
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Piisavus. Eeldame, et f on pidev. Olgu (z) selline jada, et st- klim T = a, meie
—00

eesmérk on néidata, et st- klim f(zx) = f(a). Olgu € > 0 suvaline, veendume, et
—00

6({k eN|[f(zx) = fla)| Z€}) =0.
Pidevuse tottu leidub p > 0, et kui |24 — a| < p, siis |f(zx) — f(a)| < e. Saame
|f(zx) = fla)] > e = |z, —al > p,
mistottu
{keN|[|f(zx) = fla)| 2e} C{keN||zx —a| = p}.

Jérelikult eelduse st- klim x, = a podhjal
—00

0<o({keN[|f(zr) = fla)) Zze}) <O{keN]|[z,—al=p}) =0

ehk st- ]}1_>m f(z) = f(a). |

2.3 Z-koonduvus

Statistilise koonduvuse mitmed tildistused saavad tildisema késitluse Z-koondu-
vuse kontekstis. Alapeatiikk pohineb P. Kostyrko, T. Salati ja W. Wilczyriski ar-
tiklil [7] ning P. Kostyrko, T. Saléti ja M. Macaji késikirjalisel artiklil [6].

Definitsioon 2.7. Olgu Z mittetriviaalne ideaal. Oeldakse, et reaalarvude jada
(x)) on Z-koonduv arvuks a (kirjutame Z- klim x = a), kui iga € > 0 korral
—00

Ale):={keN| |z, —a| >} €T

Jargnevalt uurime moningaid Z-koonduvuse omadusi.

Lause 2.8. Z-koonduva jada piirvddrtus on tiheselt mdadratud: kui Z- klim Tp=a
— 00

ja Z- lim xp = b, siis a = b.
k—o0

[y

Toestus. Oletame vastuvaiteliselt, et a # b, olgu e € <O, T) Eelduse kohaselt
Ale)={keN]||zy—a|>c}eT
ja
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B(e)={keN||zxy—bl>c} el
chk lause kohaselt N\ A(e) € ®(Z) ja N\ B(e) € &(Z). Kuna ®(Z) on filter,
(N\ A(e)) N (N B(e)) € &(T),

jarelikult
(N\ A(e)) N (N\ B(e)) # 2.
Olgum € (N'\ A(e)) N (N\ B(e)), siis
|zm —al < € ja |z, — b <e,
seega
la —b] =]a—xm +xm —b <|a— x|+ |zm —b <2 <|a—1D.

Saime vastuolu, jarelikult a = b. |

Lause 2.9. KuiZ on lubatav ideaal, siis iga koonduv jada on Z-koonduv: tdipsemalt
kehtib implikatsioon

lm zp,=a = ZI- hmxk—a
k—o0

Toestus. Eeldame, et hm xE = a. Siis iga ¢ > 0 jaoks leidub selline N € N, et
|z, — a| < ¢ kaikide k > N korral ja seega

Ale)={keN]||zy—a| >} C[1],N — 1]n.
Kuna [1, N — 1]y € F(N) C Z, siis A(e) € T ja jarelikult Z- lim zj = a. |
k—o0
Lause 2.10. Kui Z- lim z; = a ja Z- lim y, = b, siis
k—o0 k—o0
(a) Z- lim (2 + yg) = a + b,
k—o0

k—o0
Téestus. (a) Olgu € > 0, siis leiduvad hulgad

[z —al >

M@z{keN

f}ez

(\V]

34



ia
B(s):{keN‘ |yk—b|zg}€l'.
Naitame, et
Cle):={keN||(zx+yx) —(a+b)| >ec} C Ale)UB(e) € L.

Fikseerime ky € (N'\ A(e)) N (N\ B(g)), siis kehtivad vorratused |z, — a| < g ja

£

lyk, — b] < 3" Saame, et

€
2

seepérast ko € N\C'(e) jaseega N\ (A(e)UB(g)) = (N\A(e))N(N\B(e)) € N\C'(e).
Jarelikult C(g) C A(e) U B(e), mistottu C(e) € Z ja Z- klg]élo(:ck +yp) =a+b.

9
|(mk0 +yk0) - (a+b)| = |(xk0 - a) + (yko - b)‘ < ’xko —CL‘ + ‘yko - b‘ < 5 + 5 =5

(b) 1. Vaatleme juhtu a # 0 ja b # 0. Olgu € > 0, eeldame, et ¢ < 2b. Téhistame
A(e) :={keN||zy, —ab| > e},

€
Bl(E) = {kEN |$k—a| < M}’
€
B =qkeN b < —
0= (KN b =01 < gt |
ja paneme tahele, et
Bi(e) N By(e) C N\ A(e). (12)

Toepoolest, kui ky € Bi(e) N Ba(e), siis

| <5 < ljalye —bl < ——
Ty — ] < =—— — - -
seega

|| = |2k, — @+ a| < |zn, —al + |a| < 1+ |al
ning

| Tro Uk — ab| = [Tk (Yo — ) + b(wky — @)| < |2po||Yry — 0| + [b][71y — @

g g g 19
< N =S
(lal + Vgqarzy TPlap =3+3=°
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Niisiis ky € N\ A(e).

Eelduse kohaselt By(g) € ®(Z) ja Ba(e) € ®(Z). Kuna ®(Z) on filter (vt. lause
1.20), siis B1(e)N By(e) C ®(Z). Ténu sisalduvusele saame, et N\ A(e) € &(7)
ehk A(e) € Z, s.t Z- klim Ty = ab.

—00

2. Vaatleme juhtu ab = 0, olgu b = 0 ja olgu ¢ > 0. Eeldame, et ¢ < 1.
Téhistame

Cle) :={k eN||zsyr| > €},
|z, — al <€},

9
DQ(E)::{keN‘|yk|<’a|+1}

ja paneme tihele, et Dy(e)N Dy(e) C N\ C(g). Téepoolest, kui ky € Dy(g)N Dsy(e),
S1iS

Di(g) :== {keN

e
— <e<1j < —
’xko CL| €x1lja ‘ykoy |CL’ + 17

seega
|Tko kol = 1Tk Yo — QYo + Wko| < [Yioll2ne — al + af|ywo| < (lal + 1)]yk,| <&
Analoogiliselt toestuse 1. osaga saame, et Z- klim Tryr = 0. |
—00

Naide 6. Kui Z, = {@} C P(N), siis Z, on mittetiihi mittetriviaalne ideaal hulgas
N ning Zy- klim x, = a parajasti siis, kui zp = a iga k € N korral.
— 00

Naide 7. Olgu @ # M G N, siis Zy; := P(M) on mittetriviaalne ideaal hulgas N,
kusjuures Zy;- klim x) = a parajasti siis, kui 2 = a iga k € N\ M korral.
—00

Naiide 8. Olgu Z = F = F(N), see on lubatav ideaal hulgas N. Seejuures

F-limx, =a <= lim z, = a.
k—o00 k—o0

Naiide 9. Olgu Z = R, teatavasti on see lubatav ideaal hulgas N. Siis

Ro- lim 2, = a <= st- lim x;, = a.
k—o00 k—o0

Viimase niite kohaselt on statistiline koonduvus Z-koonduvuse erijuht. Teata-

vasti (vt. teoreem [1.33]) st- klim T, = a parajasti siis, kui leidub selline M € Ry,
—00

et lim xy, = a, kus
1—00

36



N\M:{k’l <k?2< }
See fakt on ldhtekohaks jargmisele definitsioonile.

Definitsioon 2.11. Olgu Z C P(N) lubatav ideaal. Oeldakse, et Z*- lim z;, = a,

k—o0

kui leidub selline M € Z, et lim x, = a, kus
1—00
N\M:{kfl <k2<...}.
Nagu selgub jargmisest lausest, siis Z*-koonduv jada on Z-koonduv.

Lause 2.12. Olgu Z C P(N) lubatav ideaal. Kui I*—klim xp = a, siis kehtib
—00

Z-lim z;, = a.
k—o00

Toestus. Eeldame, et Z*- klim T = a, s.t
—00

JAeZ: limag =a, kus N\ A={k <k <...}
1—00

seega iga fikseeritud € > 0 korral

ANeN: i>N = |z, —a| <e.

Et
Ale)={keN||zy—a|>e} C{ki,....,kn-1JUA
ning A € Z ja {ky,...,kn_1} € Z, siis A(e) € T ehk I—klim T = a. [ |
—00

Jargmine nédide kinnitab, et {ildjuhul ei ole lause podratav.
Naide 10. Olgu { D; | j € N} koigi naturaalarvude hulga N lahutus, s.t

N=UD;, DiNnD; =, kuii#j, jal|D,;| =o0igaje N korral.
jEN

Selliseid lahutusi eksisteerib, tuntuimaks néiteks on juht, kus
D;:={271(2r-1)|reN} (j eN).
Olgu
J={ACN|3JjaseN: AND; =0 igaj > ja korral },
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néditame, et J on lubatav ideaal. Koigepealt kontrollime ideaali definitsiooni tin-
gimusi (a), (b) ja (c).
(a) Ilmne, et @ € J.

(b) Olgu A, B € J, siis leiduvad sellised ja,jp € N, et AN D; = & koikide
J > ja korral ja BN D; = @ koikide j > jp korral. Votame jo = max {ja, jp}, siis

(AUB)ND;=(AND;)U(BND,))=0UQ8 =02
koikide j > jo korral, seega AU B € J.

(c) Olgu A € J ja B C A, siis leidub js € N nii, et AND,; = & koikide j > j4
korral. Kuna BN D; C AN Dj, siis BN D; = & koikide j > ja korral ja seega
BeJ.

Me veendusime, et J on ideaal. Kuna N ¢ 7, siis J on mittetriviaalne.

Iga n € N korral leidub selline j, € N, et D; N[1,n]y = @ koikide j > j, korral,
siisn ¢ D; ja{n} ND; =0, seega {n} € J ehk J on lubatav.

Leiame sellise jada (zy), et J- klim 2, = 0, kuid vordus J*- klim 1, = 0 ei kehti.
—00 —00
1
Olgu (zy) jada, kus zy := =, kui k € D;, néditame, et J- klim xp = 0. Olgu € > 0,
] —00

fikseerime jo € N nii, et — < e. Kui j > jo ja k € D, siis

Jo
1 1
lzp] == < —<e¢
J Jo
Seega A(e) N D; = &, kus A(e) = {k € N | |zg| > ¢}, st A(e) € J ehk

J-lim x, = 0.
k—o0
Lopuks niitame, et tingimus J*- klim xr = 0 ei kehti. Olgu A € J suvaline,
— 00

P
leiame sellise p € N, et A C |JDy, siis AN Dy = &, 8.t Dypyy € N\ A Kui
j=1

1
Dy = {ky, ko, ...}, siis xp, = 1 € N) ehk z, = lopmata paljude
p+1 1k, ko } ki p—l—l( ) k P+ 1 b balj

indeksite k € D, korral. Jarelikult klim xp # 0, 8.t J*- klim xr # 0.
—00 —00
kEN\A
Jargnevalt otsime vastust kiisimusele, millise ideaali Z korral langevad Z- ja

Z*-koonduvus kokku.

Definitsioon 2.13. Olgu Z C P(N) lubatav ideaal. Oeldakse, et ideaalil Z on
omadus (AP), kui iga sellise loenduva alamhulga {A;, As,...} C Z puhul, mis
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rahuldab tingimust A, N A; = @ (i # j), leiduvad B; C N (j € N), et

1) stimmeetriline vahe A;AB; := (A; U B;) \ (A4; N B;) on loplik hulk iga j € N
korral,

2) B = UBjEI.

jEN
Teoreem 2.14. Lubatava ideaali T C P(N) korral on jargmised vdited samavddr-
sed:

(a) kui Z- lim xp = a, siis Z*- lim zy, = a,
k—o0 k—o0

(b) ideaal T on omadusega (AP).

Toestus. (a) = (b). Olgu {A;, As,...} CP(N),kus A; € Tja A,NA; =D (i # j).
Vaatleme jada (zy), kus

osutub, et Z- klim x, = 0. Toepoolest, kui iga € > 0 puhul fikseerida m € N nii, et
—00

1
m > —, siis
€

Ale) ={keN||z| >2c}c U4 e
j=1
ja seega A(e) € Z. Eelduse (a) kohaselt Z*- lim x, = 0. Definitsiooni jérgi eksis-
teerib C' € 7 niimoodi, et hm xy, = 0, kus N \ C = {k; < ky < ...}. Téhistame
B;:=A;NnC (j € N), naltame et omaduse (AP) tingimused 1) ja 2) on téidetud.
1
Olgu j € N suvaliselt fikseeritud, leiame sellise N € N, et |zy,| < = igai > N
J

korral. Méarkame, et [A; N (N\ C)| < oo iga j € N korral, seejuures kehtib sisaldu-
vus A; N{k;|ie N} C[1,N — 1]y toepoolest, kui k; € A; ja i > N, siis saame
vastuolu — = xj, < —. Niisiis

J J

AjAB; = Bj) \ (430 Bj) = (A4; U (A4; 0 C)\ (40 (4; 0 C))

(4;
Aa\(A NC)=A4\C=4;n{N\0),

seega |A;AB;| < 00, s.t tingimus 1) on tédidetud. Samuti on tingimus 2) téidetud:
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LJE%'::LJ @4jFWCU =CnN LJ‘Aj(: Ccel,

jeN jeN jeN
seetottu B = 'UNBj € Z. Me veendusime, et Z on omadusega (AP).
je
(b) = (a). Olgu Z- ]}1_{20 x = a, fikseerime € > 0, siis
Ale)={keN||zpy—a| >c} €T
Moodustame hulga { A4; | j € N} jargmiselt:
A =A1)={keN||zy—a|>1}
ja
A=A )\A(J_1> {keN‘ < lox—af <JL1 T EN\{I})}

siis A; € T ja A;NA; = @ (i # j). Eelduse kohaselt leidub hulk { B; C N| j e N}
nii, et omaduse (AP) definitsiooni tingimused 1) ja 2) on tdidetud, néditame, et

lim z;, = a, kus B = | B;.

k—o0
€N
kEN\B J

Fikseerime € > 0 ja n € N nii, et < g, siis
n
n+1
Ale) ={keN||z—a| >} C [ J4;
j=1

Niitid, et |A;AB;| < oo ja

(()3(Usn) < Uaan,

7=1

siis

n+1 n+1
< U Aj) A( U Bj) ‘ < 00. Saame votta indeksi N € N, et
j=1 j=1

n+1 n+1
(UAj>mN+1ooN_(UB> N[N +1,00)n.
j=1

7j=1
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n+1
Fikseerime suvalise k € N\ B, olgu k > N, siis k ¢ < U Bj) N[N +1,00)y ja seega
j=1

n+1
k ¢ (UAj) N[N +1,00)y. Siis k ¢ A(e) ehk |z, —a| <ecigak > N (k€ N\ B)
j=1

korral, jérelikult lim xp, = a ehk Z*- lim z;, = a. [ |
k—oo k—o0
kEN\B

Jareldus 2.15. Ideaal Ry on omadusega (AP).

Toestus. Kuna Ro- klim r = a parajasti siis, kui st- klim T = a, siis jareldub
—00 —0
véide vahetult teoreemidest ja[2.14] |
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