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§8. Afiinne koordinaatsiusteenm

1. Belmérkused. -

Matemaatika koclikorsusest on teada, et aritmeetillste
Ulesannete lahendamist saab tunduvalt lihtsustada algebra
vahenditega. Selleks véaljendatakse Ulesande tingimused vor-
randiga voi vOrrandisusteemiga. Viimaseid lahendatakse liht-
sate , alati Uhesuguste eeskirjade jargi. Need eeskirjad (al-
goritmid) mdaravad lUlesande vastuse leidmiseks vajaliktjd
tehted ja tehete sooritamise jarjekorra.

Teatavasti n6uava% geomeetria Ulesanded lahendamisel
palju leidlikkust ja iga keerukama tlesande puhul uute la-
hendamisvotete otsimist. Sellepdrast on otstarbekas rakenda-
da algebralisi algoritme ka geomeetria probleemide uurimisel.

Algebra rakendamiseks geomeetrias kasutatakse koordi-
naatmeetodlt. mis on ménel maaral tuttav juba keskkoolist.
Selle meetodi aluseks on punkti asendi kirjeldamine sirgel
Uhe, tasandil kahe ja ruumis kolme reaalarvuga. Geomeetri-
lisi kujundeid maaravad jooned ja pinnad (lihtsaimal _juhul
sirged ja tasandid). Punktide koordinaatide abil osutub voi-
malikuks iseloomustada jooni ja pindu vOrranditega. Sel teel
taandatakse joonte Nja pindade omaduste selgitamine vorrandi-

te ja vorrandisisteemide lahendamisele ning uurimisele.
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Geomeetriat, milles ei kasutata l:oordinaatmeetodit ja
milles geomeetrilisi kujundeid uuritakse puhtgeomeetriliste
vOtetega, nimetatakse sunteetiliseks« Sellist tuupi on kooli-
geomeetria. Koordinaatide ja algebra vahendusel illesehitatud
geomeetriat nimetatakse analntitlllseks. Kaesolevas peatikis
alustame analuutilise geomeetria kursuse siustemaatilist ka-

sitlust.

2. Afllnne koordinaadistik.

Susteemi, mis koosneb poolusest ja vabalt valitud vek-
torbaasist, nimetatakse afiinseks reeperiks. Baasivektoreid
nimetatakse ka reeperi vektoriteks ja poolust - reeperi al-
guspunktiks e. koordinaatide alguspunktiks.

Olgu antud mingi afllnne reeper B. Siis saab igale punk-
tile P pooluse 0 abil seada vastavusse kohavektori ?p = U7.
Vektorbaas maarab vektori Ip koordinaadid. Neid koordinaate
nimetatakse Uhtlasi punkti P afiinseteks koordinaatideks.
Seega on punkti afiinseteks koordinaatideks tema kohavektori
koordinaadid.

Vektori koordinaadid maarab vektorbaas; mingi punkti
fikseerimisest nad el sdltu. Punkti koordinaadid maarab ree-
per; ainult baasiga punkti koordinaate maarata ei saa. Punk-
ti koordinaate tahistatakse kaesolevas kursuses alati vai-
keste tahtedega*

Reeper on sdltumatu baasivektorite alguspunktide vali-
kust; naitlikkuse huvides rakendatakse baasivektoreid hari-
likult reeperi alguspunkti.

Afiinne reeper sirgel koosneb lUhest punktist 0 ja Uhest
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vektorist e (Joon. 65): R s |0; 5). Sirge suvalise punkti P

afiin.se koordinaadi x maarab

————— €«-—-————fM---——06-—-- vektorvordus
o r PW .
UP = xe.
Joon. 65* Punkti P koordinaadiga x téa-

histatakse simboliga P(xX).

Reeperi vektor é korraldab Uksihese vastavuse sirge vek-
torite klasside ja reaalarvude vahel; reeperi alguspunkt
eraldab igast klassist parajasti Uhe vektori 5. Jarelikult
R = {0; ej korraldab uksihese vastavuse sirge punktide hulga
jJa koigi reaalarvude hulga vahel: X. Reeperi fikseeri-
mine muudab sirge arvteljeks. Et fQ on hullvektor, siis on
reeperi alguspunkti koordinaat null. Alguspunkt jaotab sir-
ge kaheks poolsirgeks; tUhel poolsirgel asetsevad punktid po-
sitiivsete, teisel - negatiivsete koordinaatidega. Et |[x] =
= |C71 : |£], siis on punkti P koordinaat skalaar, mille
moodul vérdub P kaugusega alguspunktist, kui pikkusihikuks
lugeda Jel, ja mille mark sdltub poolsirgest, millel aset-
seb P.

Afiinne reeper tasandil koosneb punktist 0 ja kahest
mittekollineaarsest vektorist e ja 12 : R s Jo; e, ¥2}
(oon. 66). Tasandi suvalise punkti P afiinsed koordinaadid
xt ja2x madrab vektorvérdus

OP « Xlgj‘+ XZEZ«
Punkti P koordinaatidega xI jé)x tahistatakse P(xl, xP)-

Reeperi vektorid korraldavad iksiihese vastavuse tasandi

vektorite klasside ja jarjestatud reaalarvupaaride vahel;
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reeperi alguspunkt eraldab
igast klassist parajasti uhe
vektori U?. Jarelikult korral-
dab reeper R = {0; 1j, e2)
Ukslhese vastavuse tasandi punk-
tide hulga ja kOigi jarjestatud
Joon. 66 .

rea&larvupaaride hulga vahel:

p «iv. (x1, x2).

Reeper maarab tasandil kaks sirget, mis labivad punkti
0 ja on paralleelsed vektoritega ja e2. Tasandi reeper
{0; en, £,5} tekitab neil sirgeil reeperid |o; e} ja {0; e2J,
s.t. muudab need sirged arvtelgedeks. Neid telgi nimetatakse
koordInaattelgedeks. vektorile vastavat - abstsissteljeks
e. x"-teljeks ja vektorile e2 vastavat - ordinaatteljeks e.
x2—teljeks. Punkti koordinaate X 1]&1& nimetatakse vasta-
vait abstsisslks ja ordinaadiks. Kui xT = 0, siis ﬁ7 = xPe2,
s.t. P asub ordinaatteljel; analoogiliselt x0 = 0 puhul
asub P abstsissteljel; kui x1 * x2 = 0, siis P Uhtib reeperi
alguspunktiga.

Koordinaatteljed jaotavad tasandi neljaks koordinaatnur-
gaks, mis nummerdatakse joonisel 66 naidatud viisil.

Millised on koordinaatide margid punktide korral erine-
vaist koordinaatnurkadest? Kuidas saab paralleelprojekteeri-
mise teel leida punkti koordinaate ja koordinaatide jargi
konstrueerida punkti? (vt. 83 ja 87 p. 1),

Afilnne reeper ruumis koosneb punktist O ja kolmest mit-

tekomplanaarsest vektorist: R ={0; £2, e}. @oon. 67).
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Ruumi suvalise
punkti P afiinsed
koordinaadid xx,
xP ja x3 maarab
vektorvérdus

07 * xe" +
3

+ xzéz + x“en.

Punkti P koordi-
Joog* 671 xll x2"
xN tahistatakse PCx1, x2, x3).

Reeperi vektorid korraldavad UksiUhese vastavuse ruumi
vektorite klasside ja jarjestatud reaalarvukolmikute vahel;
reeperi alguspunkt eraldab igast klassist parajasti Uhe
vektori EP. Jarelikult korraldab reeper R s |o; e®, e2, e}
Ukslhese vastavuse ruumi punktide hulga ja kdigi jarjesta-
tud reaalarvukolmikute vahel: P P> (xl, xP, xﬁ),

Reeper maarab ruumis kolm punktis O Idikuvat koordinaat-
telg ja kolm paarikaupa mooda neid telgi I0ikuvat tasan-
dit - koordlnaattasandit. Lisanduvat telge, mille maarab
vektor e®, nimetatakse aplikaatteljeks e. x3—teljeks, koor-
dinaati x3 - punkti ébllkaadiks. Koordinaattasandeid nime-
tatakse nendel tasanditel asuvate telgede jargi: x%g— ,
X1IxN- ja x2x~-tasand. Kui x1 * 0, siis CI®* x212 + x'ej,
s.0. P asub x2x"-tasandil; kui x1 ~ x2 * 0, siis C7 a x"e",
s.o. P asub x3—teljel, Jjne.

Selgitada Iseseisvalt, kuidas paralleelprojekteerimise

teel leida antud punkti koordinaate ja antud koordinaatide



jargi punktib

Niisiis, afiinne reeper maarab Uksfihese vastavuse sirge,
tasandi vOi ruumi punktide ning reaalarvude, jarjestatud
reaalarvupaaride v61 -kolmikute vahel, o6eldakse ka, et
afiinne reeper maarab afiinse koordinaadistiku e. koordi—

naatsusteemi.

3. RIstkoordinaadistik.

Afiinse reeperi korral on vektorbaas uUldiselt tadiesti
suvaline, s.t. baasivektorite moodulite ja vektoritevahelis-
te nurkade kohta ei esitata mingeid kitsendusi peale ndude,
et vektorid oleksid lineaarselt sdltumatud, s.o. mittekol-
lineaarsed, resp. mittekomplanaarsed. Koordinaatmeetodi ra-
kendustee on suur tahtsus juhul, kui vektorbaas on ortonor-
meeritud. Vastavat afiinse reeperi erijuhtu E s (o; 1, 3,E]
(tasandil R s {o; T, 3 nimetatakse ortonormeeritud reepe-
riks. Punkti koordinaate ortonormeeritud reeperi suhtes ni-

metatakse rlstkoordinaatideks.

Joon. 68

Ortonormeeritud reeperiga maaratud koordinaatteljed ja
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-tasandid on paarikaupa rieti (Joon. 68). Punkti P ristkoor-
dinaate tasandil ja ruumis maaravad vektorvordused

n7 » xT + yj,

drPw XT + yj + 4c
kasutatakse tahistusi P(X, y) ja P(X, Yy, z). Punkti rist-
koordinaadid on punkti kohavektori ristprojektsioonid koor-
dinaattelgedele (vt. 7.6):

x » (1, fp) - prij rp,

y1 @G, rp) =prtrp,

z= @, rp)

prE€ rp.

4. Aflinsed Jameetrilised valemid.

Vektoralgebra kasitlemisel ilmnes, et valemit, mis si-
saldab vektorite skalaar- voi vektorkorrutist, saab kirjuta-
da koordinaatidee koige lihtsamal kujul siis, kui kasutatak-
se ortonormeeritud baasi. Valemi puhul, mis sisaldab ainult
vektorite lineaartehteid, ei paku ortonormeeritud baas min-
git lihtsustust. Et punkti koordinaatide definitsioonis on
oluline osa vektorbaasil, tuleb seda asjaolu arvestada ka
reeperi valimisel.

Blstkoordinaadistik on afiinse koordlnaadistiku erijuht,
selleparast kehtivad kdik tUldistes afllnsetes koordinaati-
dee tuletatud valemid ka ristkoordinaatides. Selle juures
on ménel valemil Uhesugune kuju igas afilnses koordinaadis-
tikes, kuid paljud valemid muutuvad Utleminekul ristkoordi-
naatidesse tunduvalt lihtsamaiks. Jéarelikult ristkoordinaa-
tides tuletatud valemid suvalises afiinses koordinaadisti-

ke uldiselt ei kehti. Selleparast tuleb iga arutluse ja
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valemi puhul silmas pidada, millist koordinaadistikku kasu-
tatakse.
Illustreerime margitud asjaolu mdone lihtsa naitega, mil-
lel on oluline tahtsus edaspidises.
(1) Vektori avaldamine otspunktide koordinaatide kaudu.
Olgu mingi reeperi R = {0; suhtes maaratud
punktid ACal, a2, a3) ja BCbl, b2, b3). Vektor on oma
otspunktide kohavektorite vahe: T5 = - ra. Et jar®
koordinaadid Uhtivad punktide A ja B koordinaatidega, siis
vektori I1S(x\ X2, X3) puhul kehtivad seosed:
X1 = bl - a1,
X2 - b2 - a2, (6.1)
X3 s b3 - a3,
s.o. vektori koordinaatideks on tema 16pp- ja alguspunkti
koordinaatide vahed.
Tasandilisel juhul koosneb (8.1) kahest, sirge puhul
Uhest valemist.
(2) Kolme punkti Iiitsuhe A (vt. naide 8) on vek-
torite TC ja ul vastavate koordinaatgge Uhine suhe (vdrdete-
gur) ja on (8.1) pbhjal avaldatav punktide A,B ja C(cl,c2,c3)

koordinaatide kaudu jargmiselt:

cl - al c2 - az c3 - a3

= - (GCRY)
Sirge ja tasandi korral esineb vastavalt Uks ja kaks koordi-
naatide suhet.

Kui punktid A, B ja lihtsuhe A on antud, siis saadakse

jJaotava punkti C koordinaadid seoste (8.2) lahendamisel nende
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koordinaatide suhtes (v0i vahetult vektorvérdusest (2.1)):

@-3)

Tasandil kasutatakse kaht esimest, sirgel - esimest valemit.

IImselt valemid (8.1-3) ristkoordinaatides ei lihtsustu:
nende tuletamisel on kasutatud ainult lineaartehteid vektori-
tega. Kirjutada need valemid ristkoordinaatides (esineb vaid
tahistuste muutus)!

(3) Kahe -punkti vaheline kaugus.

Olgu reeperi R =J0; I, 3» suhtes maaratud punktid
A(X™, Yy , ZJ) ja B(x2, y2, z2). Punktid A ja B mdaravad
(8.1) pohjal vektori XBfeg-x~, Y2-Y1} z2-z-p. Nende punktide
vahelist kaugust - 10igu AB pikkust - saab (7.10) ja (8.1)

toéttu arvutada eeskirjaga

Tasandilisel juhul

Nende valemite geomeetriline tdlgendus on antud joonisel 69.
Lugeja selgitagu, milliseid kooligeomeetriast tuntud lauseid
need valemid esitavad. Anallisida ka juhte, kus punktid asu-
vad erinevais tasandi ja ruumi osades, mille maaravad koor-
dinaatteljed ja -tasandid!

Valemid (8.4) ja (8.4a) kehtivad ainult ristkoordinaati-
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Jooa. 69 -
des. Tdepoolest, suvalistes afiinsetes koordinaatidee (7.8)

ja (8.1) téttu
AB - /gn (bl - al1)2+ g22(b2-a2)2 + g33(b3-a3)2 +
+ 2g12(bl-al)(b2-a2) + 29g23(b2-a2)(b3-a3) +
+ 2913 (bl-al)(b3-a3) ,

kus g™ = (i™ ép (@, Jel, 2, 3. Valem (8.4) jareldub
siit erljuhuna, kui gi”® s.t. baas on ortonormeeritud.
Valemit, mis kehtib igas afiinses koordinaadistike, ni-
metatakse aflinseks valemiks. Valemit, mis kehtib ainult
ristkoordinaatides, nimetatakse meetriliseks valemiks (val-
Jjendab kujundite mddtmisega seotud omadusi). Seega (8.1-3)

on afiinsed, (8.4-4a) - meetrilised valemid.

galted.
24. Punkte nimetatakse kolllneaarseteks. kui nad asuvad
thel sirgel, 1n onnnrasteka. kui nad on Uhel tasandil.
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vValjendame kolme punkti kolllneaarsnse ja nelja punkti komp-
lanaarsuse tingimuse nende punktide koordinaatide abil.

Olgu punktide A, B, C ja D koordinaadid méaratud H =
~10; Sg, e"} suhtes. Punktid A, B ja C on kollineaarsed
parajasti siis, kui TS # ITT, s.t. (vrd. 8.2)

bl -al bB2-a2 b3-a3
A= T -3 5* & @2

Tasandil kolllneaarsuse tingimus bg - al b2 - a2 g

c -a
(bl - al)(c2 - a2) s (b2 - a2)(cl - al) on Kkirjutatav deter-

minandi abil:
a0, @.6)

sest
a a 1 a a 1
bl b2 1 5 bl-*1 b2-a2 0 S (bl - a )(© - a2) -
cd c? o1 cfiﬂﬁa c32122 4
- (b2 - a2)(cl - al).
Punktid A, B, C ja B on komplanaarsed parajasti siis,
kui (IB, X, 25) = 0, seega (7.17a) tottu
» W b2-a2 b3-a3
ol-*1 c2-a2 c3-a3
dl-.1 d2-a2 d3-a3

Veenduda, et see tingimus on esitatav summeetrilisemal kujul
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Valemid (8.5-7) on afiinsed. Miks? Kirjutada need vale-

mid ristkoordinaatides!
25. valjendame kolmnurga pindala ja tetraeedri ruumala

tippude koordinaatide abil.

Olgu punktide A, B, C ja D koordinaadid maaratud reeperi-
ga E =1]0; T, 3, £}.
(7.16) tottu saab kolmnurga pindala (vt. naide 21) arvu-

tada valemiga

(8-8)

Kui kolmnurk on xy-tasandil, siis (7.20) tottu

~ABC = “moci x2 Y2 n (Péhjendadal) (8.8a)

x3 y3 1

Tetraeedri ruumala (vt. 7.22) maaratakse valemiga

X1 yl 71 1

vABED 3 Frse - Y? %2 1 (pehjendadal)  (8.9)
X3 ys 43 3%
B Y4 %4 1

Valemid (8.8-9) on meetrilised. Miks? Kirjutada nad suva-

lise afiinse reeperi suhtes!



26. Toestame, et ristkoordinaatidega mdaratud punktid
ACl, 2, 3), B2, -1, 4) ja C(3, 0, 2) on mittekollineaarsed,
leiame kolmnurga ABC pindala ja raskuskeskme (joon. 70).

26(1, -3, D, 1
17(2, -2, -1);

TE % 0=

[iS, 1CJ = (5, 3, 4),

SABO I51 = 2,572

Joon. 70 PC-l, - 3) on I1digu BG
keskpunkt; tema koordinaadid vorduvad otspunktide koordinaa-
tide aritmeetiliste keskmistega (/1 = 1). Raskuskeskme
Q(2, 3) koordinaadid arvutama (8.3) abil (vOttes selles

N »2, sest T$ = 2%F).

27. Toestame, et ristkoordinaatidega maaratud punktid
A(l, 1, 4), BB, -3, 1), C(-5, 2, 2) ja D(7., -1, 2) on mit-
tekomplanaarsed ja leiame punkti D kauguse punktidega A, B
ja C mdaratud tasandist.

*5(2, -4, -3),

AO(-6, 1, -2),

1356, -2, -2);

(15, K, 2H) - 66,
s.t. vektoritele 35, XX ja 3 ehitatud rooptahuka ruumala on
66; punktid on mittekomplanaarsed. Otsitava kauguse leiame
selle rooptahuka kdrgusena: et tahu ABC pindala S~, *
ss|[1S, 1CJ! - 33, Siis

h = l-— - 2.
ABC
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5. Taiendavaid markusi .

a uldiselt mdistetakse reeperina (pr. repére — mark,
tahis) teatud geomeetrilistest objektidest (punktid, vekto-
rid, sirged, tasandid jne.) koosnevat abikonstruktsiooni,
mis vOimaldab mdarata Uheselt iga punkti asendi tasandil voi
ruumis.

Afiinse koordinaadistiku saab maarata vektoreid kasuta-
mata. Afiinseks reeperiks voib nimetada tasandil kaht I6iku-
vat arvtelge, ruumis - kolme Uhes punktis Idikuvat arvtelge,
mis el asu Uhel tasandil; telgedevahelised nurgad ja pikkus-
Uhikud telgedel fikseeritakse suvaliselt, uUldiselt erlnevai-
na. Punkti afiinsed koordinaadid on sellisel juhul reaalar-
vud, mille maaravad koordinaattelgedel selle punkti projekt-
sioonid (Joon. 67 punktid ?If ?2 ja PM); projekteerimine
toimub paralleelselt telgedega (tasandil) vdi koordinaatta-
sandltega (ruumis). Ristuvate ja Uhesuguste pikkusuhikutega
telgede korral on tegemist ristkoordinaadistikuga. Sellisel
Juhul vOib raakida ka ristprojekteerimisest ja rilstkoordi-
naate saab vaadeldalpunkti sobiva margiga varustatud kaugus-
tena telgedest (tasandil.) vOi koordinaattasanditest (ruumis).
Niisugusel vektorvabal viisil késitletakse ristkoordinaate
kool imatemaatikas.

Edaspidises jatame joonistel sageli (eriti ristkoordi-
naadistikus) baasivektorid koordinaattelgedel markimata;
telje nimetuse madramiseks kirjutame telje positiivset suun-
da osutava otspunkti juurde vastava koordinaattadhistuse

@oon. 71).

- 16 -



y z Beeperi saab ehi-
tada ka mingi 16pliku
arvu punktide fikseeri-

0 X y mise teel. Naiteks ree-
peri {0; elt e2, £3}

Joon. 71, asemel vbib vaadelda
seitset punkti; poolust O ja baasivektorite otspunkte. Mi-
nimaalne arv punkte, mis mé&rab reeperi, on sirgel kaks, ta-
sandil kolm ja ruumis neli (miks?).
(&) Punktid, millel on Uhine projektsioon tUhel koordi-
naatteljel, moodustavad tasandil teise teljega paralleelse

sirge (Joon. 72), ruumis - tasandi, mis on paralleelne vaa-

Joon. 73 *
deldavat telge l1dikava koordinaattasandiga (Joon. 73). Punk-
ti liikumisel modda sellist sirget (tasandit) on tema uUks
koordinaat konstantne, teine koordinaat (Ulejaanud koordi-
naadid) vdib omandada mistahes vaartusi.
Reeper maarab tasandil kaks paralleelsirgete parve, mis
moodustavad omavahel 16ikudes afiinse koordinaatvOrgu tasan-
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Joon. 74 -

dil @oon. 74). Tasandi iga punkti labib parajasti uUks sir-
ge kummastki parvest.

Ruumis maarab reeper kolm paralleeltasandite parve; ruu-
mi iga punkti labib parajasti Uks tasand igast parvest. Kui
fikseerida kaks koordinaati, peab punkt asetsema kahe koor-
dinaattasandiga paralleelseil tasandeil, s.o. nende I0ike-
sirgel. Kolmanda koordinaadi suvalisuse tdttu kirjeldab
punkt kogu selle sirge. ITiislis: kahe koordinaadi fikseeri-
misega maaratakse sirge, mis cn paralleelne muutuva koordi-
naadiga margitud teljega. Seega tekitab reeper ruumis kolm
koordinaattelgedega paralleelsete sirgete parve, mis moodus-
tavad 1dikudes afiinse koordinaatvOrgu ruumis. Ruumi iga
punkti labib parajasti iUks sirge igast parvest.

(©)) Koordinaadid voeti matemaatikas kasutusele tunduvalt
varem kui vektor. Punkti koordinaatide mdiste parineb ana-
luutilise geomeetria rajajailt, prantsuse matemaatikuilt

Pierre Fermatlltl (1601-1665) ja Hené Lesoartes™ilt2 (1596-

[pjar ferma ]

2 [roné dekartj

- 18 -



1650). Selleparast nimetatakse ristkoordinaadistikku sageli
ka Descartes®i koordinaadistikes ja afiinset - Uldistatud
Descartes"i koordinaadistikeks. Viimasel juhul raagitakse
sageli ka kaldkoordinaatidest.

Koordinaatide meetod ja sellega seotud terminoloogia
kujunes valja samm-sammult. Esialgu puudusid Uldse koordi-
naatteljed (raakimata vektoreist). Kii moodustas F.L.Lahire
(1640-1718) punkti asendi maaramiseks tasandil 'puu” (joon.
75): ta tombas alguspunktist 0 (“origine"™ - algus) sirge -
"tuve" - ja valis sellel punkti N ("neud" - sdIm) ning ta-
sandil punkti L ("lieu” -**koht); I0iku ON nimetas ta wtlve
osaks" ja I8iku NL "oksaks". Uhes hilisemas t60s nimetas ta

10ike ON ja NL vastavalt ordinaa-

diks ja abstsissiks (s6na algvor-

N milt tahendab esimene "jarjes-
tust", "korda', teine - "ldiget').
Termin "koordinaadid" on parit
G.W.Leibniz"ilt (1646-1716). Koor-
0 dinaatide meetod t&napdevases mot-
Joon. 75 tes hakkas kujunema 18. saj. tei-

sel poolel.

Koordinaatide meetodil on teatavad puudused. Naiteks
ilmneb, et ehkki Ulesande algtingimused ja vastus on geomeet-
rilise iseloomuga, ei ole vahepealsetes algebralistes ope-

ratsioonides alati keree taibata nende geomeetrilist tahen-
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dust. Pealegi osutuvad koordinaatkujus esitatud valemid sa-
geli keerukaiks ja vahellevaatlikeks. Selliste puuduste kor-
valdamiseks véeti kasutusele vektorid.

Vektorarvutuse algideid valjendasid esimestena saksa ma-
temaatikud Leibniz, A_.F_M6bius (1790-1868) ja H.Grassmann
(1809-1877). Ldplikult arendati vektorarvutus valja 19. s.
teisel poolel. Selle rakendusvéali on vaga lai nii matemaa-
tikas kui ka mehhaanikas ja fllUsikas. Kéesolevas kursuses
puutume kokku vektorarvutuse algebralise osaga, mille abst-
raktne kasitlus antakse kdrgema algebra kursuses. Vektorar-
vutuse teist osa - vektoranaluisi, - milles kasutatakse ma-
temaatilise anallusi vahendeid, vaadeldakse diferentsiaal-
geomeetria kursuses. Seal lUldistatakse ka koordinaatide mee-

todit.

§89. Joone ja pinna vorrandid.

1. Tasandilise joone vdrrand.

Antud reeper maarab punktide anallitilise esituse re-
aalarvude, jarjestatud reaalarvupaaride voi -kolmikute naol.
Geomeetrilise kujundi uurimiseks koordinaatmeetodil tuleb
kujundit kui punktihnlka iseloomustada hulka kuuluvate punk-
tide koordinaatide abil - leida punktihulga analudtiline
esitus.

Punktide hulk on defineeritud, kui on teada mingi tingi-
mus, mida rahuldab selle hulga iga punkt, kuid ei rahulda
Ukski punkt, mis ei kuulu hulka. Teisiti: punktihulga maa-

rab punkti sellesse hulka kuuluvuse tarvilik ja piisav tin-
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gimus. Nait. ringjoon on lUhest punktist vdrdsetel kaugustel
asuvate punktide hulk ('geomeetriline koht').

Olgu tasandil valitud ristkoordinaadistik (kaesolevas
paragrahvis kasutatakse suurema naitlikkuse huvides ainult
ristkoordinaate, kuid koik siin esitatud arutlused kehtivad
ka suvalise afiinse koordinaadistiku korral)* Antud punkti-
hulka defineeriv tingimus tekitab teatud kitsendused selle
hulga punktide koordinaatide kohta; need kitsendused ongi
punktihulga analuitiliseks esituseks.

Nait. x-telje punktide hulga puhul y « 0; x-teljega pa-
ralleelse sirge iga punkti korral y s ¢, kus o on sirge kau-
gus x-teljest; koordinaat x jaab mdlemas hulgas suvaliseks
oon. 74). Punkt p(Xx, y) kuulub joonisel 76 viirutatud

piirkonda parajasti siis, kui

tihulga analiutiline esitus.
0 a Vaadeldav piirkond on taieli-
kult maaratud oma kontuuriga —
Joon. 76 * ristkiolikuga ABCL. Sirgldiku

AB esitavad tingimused

Analoogiliselt saab esitada ristkiuliku tlejaanud kulgi (teha
sedal).

Viimases naites taandub kisimus telgedega paralleelsete-



le sirgetele, mida on lihtne ana-
lautiliselt esitada. Keerukamate
kujundite, nagu "kdverjoonse kolm-
nurga" puhul joonisel 77, tekib
vajadus suvaliste tasandiliste ko-
verjoonte ja sirgete analuutili-
seks esitamiseks.
Tasandilist joont vdib tdlgendada moédda tasandit liikuva
punkti P trajektoorina (Joon. 78). Ilgale ajahetkele t vastab
punkti P kindel asend, seega Uhe-
selt madratud koordinaadid x ja

y. Jarelikult on x jJay aja t

Uhesed funktsioonid: n
x - x(t),
-
Y = y(bv).

Need funktsioonid maaravad trajektoori téaielikult.

Selle mottekaigu uldistusena vOib suurust t lugeda re-
aalmuutujaks, mis on valitud nii, et tema iga vaartusega t =
= t0 madaratud arvud x0 = x(t0) ja yG my(tG) on kdvera mingi
punkti koordinaadid, t kdigi vaartuste hulk aga méérab kogu
joone kui punktihulga. Joone analuutilist esitust Uhe muutu-
ja kahe Uhese funktsiooni (9.1) abil nimetatakse joone para-
meetriliseks esituseks e. parameetrilisteks vdrranditeks;
muutujat t nimetatakse joone parameetriks.

Kui vorrandeist (9.1) lahendada iUks, nait. esimene, para-
meetri t suhtes, s.o. leida funktsiooni x — x(t) poordfunkt-

sioor x - t(x) ja asendada teises vOrrandis t leitud avaldi-
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sega, siis tekib vorrand
Y *y(t(x)) = 9, ©.2)
mis maddrab funktsionaalse sdltuvuse
X ja y vahel. Selle sdltuvuse geo-
meetriline tahendus on ilmne (Joon.
79): joone iga punkt P seab oma
Joon. 79 « abstsissile x vastavusse ordinaadi y.
Vérrand (9.2) on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et
punkt P(X, y) kuuluks joonele.

Voib juhtuda, et slUsteemiga (9.1) mdaratud funktsioon
y - F(X) on mitmene, s.o. argumendi X vaartusele vastab mitu
funktsiooni vaartust. Naiteks kdver joonisel 80 kujutab ka-

hest funktsiooni: argumendi
igale vaartusele vahemikust

a < X <b vastab koveral kaks
punkti PN ja ?2 erinevate ordi-
naatidega y* ja y2< Kui X » a
vOi X » b, siis on kdvera punkt
Uheselt mddratud. Kui x < a voi
X ? b, siis on funktsioon maa-

ramata.

Vaatleme niud mingit matemaatilist avaldist, mis sisal-
dab kaht reaalmuutujat x ja y. Sellist avaldist tahistatakse
sumboliga P(Xx, y). VOrdust

PX, y) -0 ©-3)
nimetatakse samasuseks, kui ta on rahuldatud muutujate x ja

y kdigi vaartuste korral, ja vOrrandiks, kui teda rahulda-
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vad ainult teatud vaartuste paarid (X, y). Nait. vordus

+ 5x » 0 on vdrrand. Vorrandit rahuldavaid vaartuste paare
nimetatakse tema lahenditeks; erijuhul vdivad vorrandil la-
hendid puududa.

Vorrandit (9.3) nimetatakse antud tasandilise joone il-
mutamata vorrandiks, kui ta on rahuldatud parajasti vaadel-
dava joone punktide koordinaatidega.

Joone ilmutamata vorrand (9.3) tekitab funktsionaalse
sOltuvuse muutujate x ja y vahel: Uhe muutuja Ffikseerimisega
on teise vaartus maaratud (Uheselt voi mitmeselt). Vorrandi
(9.3) lahendamisel Uhe muutuja suhtes saadakse joone esitus
9-2): y a f(xX) vbi x a g(y)- Esitust (9.2) nimetatakse joo-
ne llmutatud vérrandiks.

Punkt, mille koordinaadid rahuldavad kahe joone vorran-
deid (Uhes ja samas koordinaadistike), asetseb korraga mé-
lemal joonel, s.t. on nende joonte Idikepunkt. Jarelikult

madrab kahe joone Idikepunkte nende joonte vOrranditest koos-

nev kahe tundmatuga vorrandisiste”™m:

©-9

Joone voOrrand vOib sisaldada ainult Uht muutujat, nait.
x: F() = 0. Sellisel juhul ei esita vorrand kitsendavaid
tingimusi puuduva koordinaadi kohta - joonel leiduvad punk-
tid puuduva koordinaadi iga vaartuse jaoks. Kui uUhe tundma-
tuga vorrandil F(xX) = 0 on olemas lahendid Xj, x2, ...

siis maarab iga lahend y-teljega paralleelse sirge - joon
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koosneb sellistest sirgetest. Lahendeid x*, x2, == Vv0ib
vaadelda joone y * P(X) ja x-telje I6ikepunktide abstsisside-
na; 10ikepunkte maarab sisteem

Y- *,

ly =0,
mille lahendid on (x-p 0), (x2, 0), -..

Eelnevas arutluses eeldatakse, et tasandiline joon on an-
tud, s.o. geomeetriliselt defineeritud kui punktihulk oma
mingi omaduse kaudu. Joone uUlejaanud omaduste, kuju jne. sel-
gitamiseks tuleb koostada joone vOrrand ja uurida seda.

Sageli tuleb lahendada vastupidine probleem: mingi geo-
meetrilise Ulesande lahendamisel saadakse vdrrand ja on tar-
vis selgitada selle v8rrandi geomeetriline tdhendus. Vorran-
dit tolgendatakse sellisel juhul mingi punktihulga analtiti-
lise esitusena, s.o. defineeritakse punktihulk antud vdrran-
di kaudu. Tasandilise joone analuidtiline definitsioon; kaht
muutujat sisaldava vorrandiga maaratud jooneks nimetatakse
tasandi kdigi selliste punktide hulka, mille koordinaadid
(fikseeritud reeperi suhtes) rahuldavad seda vorrandit. Sisu-
liselt on siin tegemist antud funktsionaalse sdltuvuse graa-
filise kujutamisega, mis on tuttav keskkooli matemaatikakur-
susest.

Olgu méargitud, et antud vorrand P(x, y) = 0 vdoib maarata
punktihulga, mis erineb tunduvalt sellest, mida harjumusepa-
raselt mdistetakse joonena. Joone definitsioon vorrandi kau-
du on siin sdnastatud liialt Gldisel kujul; on tarvis pisti-

tada rida kitsendavaid lisatingimusi (funktsiooni pidevus,
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teatud arv korda diferentseeruvus jne.)» Joone mdiste detai--
ne kasitelu matemaatilise anallusi vahenditega antakse dife-
rentsiaalgeomeetria icursuses.
Naited.

28. (oon. 81).

< Vi
Joon. 81 -
a) Vorratus Jpg 1 mdérab riba sirgete x « 1 ja x = -1
vahel; tingimused ~ 1 maaravad abstsissteljel 106igu

. Ji Iy =
b) vodrratus x <0 mdarab pooltasandi vasakul pool y-telge

(ilma viimaseta); tingimused Ilz n madravad abstsissteljel

poolsirge (ilma alguspunktita);
c) vOrrand y = sin x maadrab sinusoidi; vorrand sin x - 0

maarab y-teljega paralleelsete sirgete hulga; nende sirgete

18ikepunkte x-teljega maarab vOrrandisisteem y"' sin x, s.o,
yro
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see silsteem esitab punktihulka (kyt, 0), kK = 0, +1, -2, eee;

d) vorrand xO - yO =0e. X+ y)(X -y) s 0 on rahulda-
tud iga punkti korral, mille koordinaatide puhul kehtib kas
X +y @0 voi x -y = 0; seega vorrand x2 - y2 =0 maarab
kaks sirget - koordinaatnurkade poolitajad;

e) viorrand y » ax + b maarab sirge, mille tdus a = tax*.
ja mis lIdikab y-telge punktis (0, b);

) vorrand xp + y2 * 0 maarab hulga, mis koosneb Uhest
punktist - koordinaatide algusest;

g) vorrand x2 + y2 +1 =0 mdérab tihja hulga - seda
vorrandit ei rahulda Uhegi punkti koordinaadid.

29. Ringjoone definitsiooni kohaselt asub tasandi suva-

line punkt P(x, y) ringjoonel, mille keskpunkt on C(a, b)

ja raadius r, parajasti siis, kui CP * r e. P2 = r2. Jare-
likult (8.4a pohjal) on ringjoone vdrrand
(X - a)2 + (y - b)2 =r2. (9_5)

Tegemist on ilmutamata vdrrandiga. Erijuhul, kui keskpunkt C
Uhtib koordinaatide alguspunktiga (joon.
82), koneldakse ringjoone kanoonilisest
vorrandist

X2 +y2 - r2. (9.5a)

Selle lahendamisel tekib ilmutatud vor-
rand y - ~r2 - x2, mille puhul on tege-
mist kahese funktsiooniga.

Punkt P(x,y) asub ringjoonel siis, kui
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ly sr sinf .
Need vOrrandid mdaravad nurga *f iga vaartuse korral Uheselt
ringjoone punkti, seega f on parameeter ja (9.5b) on ringjoo-
ne parameetrilised vorrandid.
©.5 on sulgude avamise ja koondamise teel alati Kirju-
tatav jargmiselt:

X2 +y2 +px +qy +sa@, 9.6)
kus p, g, s on tuntud arvkordajad. llmneb, et ringjoone kdi-
ge uUldisemaks analuiutiliseks esituseks on kahe muutujaga tei-
se astme vdrrand, mille ruutliikmete kordajad on vOrdsed
(nait. Uhed) ja mis ei sisalda liiget tundmatute korrutisega.

Iga vorrandit kujul (9.6), saab teisendada taisruute si-

saldavale kujule (9.5):

(1 +8)2 e (7+F)2=«P2+ 42 - *0.
Vasakut poolt saab tdlgendada punktide (x, y) ja (- £, - F)
vahelise kauguse ruuduna; parem pool on konstantne. Jareli-
kult (9.6) mdarab ringjoone, kui vaid p2 + q2 - 4s> 0. Kui
p + qp - 4s < 0, siis raagitakse imaginaarsest ringjoonest;
sellisel juhul (9.6) ei maara Uhtki punkti. Erijuhul, kui

p2 + g2 - 4s « 0, maarab (9.6) ainult Uhe punkti (- - M.

30. Antud tungi saab I6pmata paljudel viisidel lahutada
kaheks komponendiks nii, et komponentide suhe v&rdub antud
arvuga. VOib pakkuda praktilist huvi osata kiiresti leida md-
ni voimalikest tungikolmnurkadest. Koostame sellel eesmargil
vorrandi punktihulga jaoks, mille moodustavad tungikolmnur-

kade kolmanda tipu kdik voimalikud asendid (joon. 83) juhul,



kui P a 10 kG ja komponentide suhe on 3 : 2.

Joon. 83 .
Olgu koordinaatide alguspunktiks tungi 7 rakenduspunkt

ja x-telg Y-suunaline. Siis maarab tungikolmnurga tingimus

*1 e. 40P2 = 9PA2,

mo 7
kus A on vektori 7 18pp-punkt ja P on tungikolmnurga kolmas
tipp. Et vektorite UIT, Jja ™ koordinaadid on vastavalt
(0, 0), , y) ja (10 - x, -y), siis (8.4a) tottu on tipu
P abil kirjeldatud punktihulk maaratud vorrandiga

X2 + y2 - 36x + 180 a O.

Ilmneb, et tegemist on ringjoonega, mille vérrand taisruutu-

des on
(x - 18)2 + y2 = 144,

jarelikult on selle ringjoone keskpunkt C(I8, 0) ja raadius
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r > 12.

2. Pinna vdrrand.

Geomeetriliste kujundite uurimisel ruumis tekib vajadus
pindade (Uldiselt kéverpindade, erijuhul tasandite) esitami-
seks vdrranditega. Pinna vBrrandi mdiste on analoogiline ta-
sandilise joone omaga.

Antud pinna ilmutamata vOrrandiks nimetatakse vorrandit

F(x, ¥, 2) s 0, ©.7D
kus F(X, Yy, z) on kolme reaalmuutujat sisaldav matemaatili-
ne avaldis ja vOrrand on rahuldatud parajasti vaadeldava
pinna punktide koordinaatidega.

Antud vdrrandiga (9.7) mdaratud pinnaks nimetatakse sel-
liste punktide hulka ruumis, mille koordinaadid rahuldavad
seda vlrrandit”.

Vorrandi (9.7) lahenda-
misel Uhe muutuja, nait. z
suhtes, saadakse pinna ilmu-
tatud vorrand

z = f(x, y) - 9.8
Selle kahe muutuja funktsioo-
ni geomeetriline tahendus

ilmneb joonisel 84: pinna

1 See pinna analiuidtiline definitsioon on liiga uldine;
on vaja plstitada veel teatud lisatingimused, mida k&esole-
vas kursuses ei vaadelda (vrd. joone analuutilise definit-

siooniga 8§89, p. D).



punkt P(x, y, z) seab argumentide vaartuste paarile (X, y),
s.o. oma projektsioonile M(x, y, 0) xy-tasandil vastavusse
kauguse MP » z & (X, y).

Pinna parameetriliseks esituseks nimetatakse kahe reaal-

muutuja u ja v kolme funktsiooni suUsteemi

-9

kui nende funktsioonide vaartusteks on parajasti vaadeldava
pinna punktide koordinaadid ja muutujate u ning v koigi
vaartuste hulk madarab kogu pinna kui punktihulga. Kui lahen-
dada mingid kaks neist vﬁrpandeist, nait. kaks esimest, muu-
tujate u ja v suhtes - u s u(x, y), vV s v(X, y) - ning
asendada need muutujad viimases vOrrandis saadud avaldiste-
ga, siis tekib pinna ilmutatud vorrand:
z « z(u(x, ¥), v(x, ¥)) = f(x, y).
Kahe pinna PCx, y, z) - 0 ja Pg(x, y, z) * 0 ldikepunk-

tide hulga maarab vOrrandisiisteem

Vorrandis (9.7) voib Uks vOi koguni kaks muutujat puudu-
da; sellisel juhul vdrrand ei kitsenda nende suuruste muutu-
mist.

Kui puudub kaks muutujat, nait. y ja z, siis esineb ihe
muutujaga errand P(xX) = 0. Olgu selle vdrrandi lahendid
Xj, Xg, ---, siis koosneb pind yz-tasandiga paralleelsetest

tasanditest x = X, X * x2, ... (vt. 8 8 p.5(2)).
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Uhe muutuja, nait* z, puudumise korral meenutab pinna
vorrand F(x, y) * 0 valiselt tasandilise joone ilmutamata
vorrandit. Olgu (x0, Yo) selle vdrrandi mingi lahend, siis
punkt P(x0, Yo, z) asub pinnal muutuja z iga vaartuse korral.
Teatavasti kirjeldab punkt kahe fikseeritud koordinaadi X
= x0, y 5 y0 puhul z-teljega paralleelse sirge (88, p.
5(2)). Jarelikult on vaadeldav pind selliste sirgete hulk
@oon. 85). Pinna punkti P(x0, y0, z) labiv sirge Idikab xy-

tasandit punktis N(xoa yO;D.
Selliste Idikepunktide hulk
on pinna ja xy-tasandi 10i-
ke joon, mille maarab vdrran-
disusteem
2(x, y) =0,
1z - 0. (9.11)
Vaadeldava pinna kirjeldab
sirge PM, mis liigub ruumis,
Jaades oma algasendiga paralleelseks ja Idigates joont (9.11)<
Sellist pinda nimetatakse silindriliseks pinnaks e. silind-
riks . iga sirget PM nimetatakse tema sirgjooneliseks moodus-
tajaks ja lI0ike joont xy-tasandiga - tema .juhtjooneks.
Kui lahendada vorrand P(x, y) « O UGhe muutuja, nait. y
suhtes, siis on juhtjoone vdrrandeil ilmutatud kujus
Cyw FX),
\z = 0.
Niisiis esitab kahe muutujaga vOrrand ruumis silindri-

list pinda, mille moodustajad on paralleelsed puuduvale muu-



tujale vastava koordinaatteljega.

3. Joone vorrandid ruumis.

Joone analudtiline kasitelu ruumis on mdnevlOrra keerukam
kui tasandilisel juhul. Tuleb silmas pidada asjaolu, et ruu-
milist joont ei saa esitada Uhe vdrrandiga.

Ka ruumis vdib joont tdlgendada liikuva punkti trajektoo-
rina. Sellise vaatlusviisi puhul séltuvad punkti asend ja
sellepdrast ka tema koordinaadid ajast t, s.t. joont kui

punkti trajektoori esitavad kolm aja funktsiooni:

x + x(t),
Y = y(o), (9.12)
[z = z(D).

Need seosed on joone parameetrilised vorrandid ruumis.

Uldiselt mdistetakse nendes vérrandites parameetri t all
mistahes reaalmuutujat, mille igale vaartusele t = tQ vastab
joonel Uheselt maaratud punkt (x0, yG, zG) (kus x0 s x(t0),
Yo = y(t0), z0 = z(t0), kusjuures t kdigi vaartuste hulk
maarab kogu joone kui punktihulga.

Kui vorrandites (9.9) fikseerida Uks muutujaist u ja v,
saame joone parameetrilised vdrrandid. See joon asetseb siUs-
teemiga (9.9) madratud pinnal.

Kui elimineerida vOrranditest (9.12) parameeter t, s.t.
lahendada Uks vdrranditest t suhtes ja asetada tulemus lle-
jaanud vorranditesse, siis saadakse kaks sama argumendi
funktsiooni. Olgu nait. t a t(z), siis esitab joont ilmuta-

tud vOrrandisisteem \



fxafrz), (9.13)
Iy = 2.
Eelneva pdhjal (8 9, p- 2) maarab kumbki vorrand silindrili-
se pinna (Joon. 86). Esimese silindri moodustajad on paral-
z leelsed y-teljega ja juhtjoon
on l8ige xz-tasandiga:

& » tj (@
y » 0;

teise silindri moodustajad on
.paralleelsed x-teljega ja juht-
joon on 1dige yz-tasandiga:
1y =
Joon. 86 * Lx = 0.
Vaadeldav joon, mida esitab susteem (9.13), on nende silind-
rite I108ikejoon.

Uldiselt saab joont esitada mistahes kahe teda labiva
pinna (mitte tingimata silindriliste) lIdikejoonena, s.t.
vorrandisisteemiga (9.10):

P1(, y, z) O,
, F2(x,y, 2) = 0.
Sel viisil esitatud joone ja pinna P(x, y, z) = 0 18ikepunk-
tide leidmiseks tuleb lahendada susteem kolme vorrandi ja
kolme tundmatuga:
?x, Y, z) s O,
Fx(X, y, z) s O,

P2(x> y* z) = °*
Kui joon on antud oma parameetriliste vorrandite (9.12) abil,
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siis vOimaldab vahetu asendus pinna vorrandisse elimineerida
kdik koordinaatmuutujad. Tekkinud Uhe tundmatuga vOrrandi
<>() » 0 lahendid t, t2, ... on joone ja pinna ldikepunk-
te madadravad parameetri vaartused, mille asetamisel sisteemi
(9.12) saadakse I6ikepunktide koordinaadid.

Kui joone voirandi (9.3) vOi pinna vorrandi (9.7) vasa-
kut poolt saab lahutada tegureiks:

F&x, y) = (X, y) =?2(x, y) = °*
FCx, v, 2)= FM(X, V¥, z)-F2(x, y, z) =0,

siis on vorrand rahuldatud parajasti nende punktide korral,
mille koordinaadid rahuldavad vahemalt Uhe teguri abil moo-
dustatud vorrandit, s.o. mille puhul kas FA(x, y) = 0 vOi
F2(x, y) = 0, vdi vastavalt F1(x, y, z) = 0 vbi F2(, y, 2)=
s 0. Sellisel juhul 6"eldakse, et vaadeldav joon vdi pind on
laguv: ta koosneb siis kahest joonest vOi pinnast. Nait.
joon x0 - yO s 0 on laguv (naide 28 d).

Jooned (pinnad), millest koosneb laguv joon (pind), voOi-
vad I0ikuda; I0ikepunkte maarab vorrandisisteem

iFH"™%, y) * 0, fpi™x» ¥Y» z) = °>

LF2(xx, y) =0, 1f2(x, y, 2z) = 0.

Erijuhul vdivad tegurid Uhtida: F1(x, y) S F2(x, y) VvOi
F1(X, ¥, 2) 5 F2(xx, Yy, z); sellisel juhul raagitakse kahe-
kordsest joonest vdi pinnast. Suurema arvu tegurite puhul

vOib esineda mitmekordne joon vdi pind.

Naited.

31. Tolgendame naites 28 vaadeldud vOrratusi ja vOrran-

deid ruumis. Teha iseseisvalt vastavad joonised!
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a) b £ 1: ruumi osa paralleelsete tasandite x = 1 Ja
x - -1 vahel;
M * 4. xz-tasandi osa sirgete fx "l G fx oIt
y r oj ro Yy 0
vahel ;
*] £
y r O Yr abstsisstelde 106ik [-1» 1]i
zr O J
b) x <0: poolruum Uhel pool yz-tasandit (selle tasandi-

ta) ;

x C0,)
xz-tasandi pooltasand uUhel pool z-telge (sel-
y r OJr
le teljeta);
x CO,"1 ) ) } ) }
poolsirge abstsissteljel (koordinaatide algus-
y -0
‘punktita);
r-0_

c) y ™ sin x: silindriline pind, mille moodustajad on
paralleelsed z-teljega ja juhtjooneks on sinusoid Xxy-tasan-
dil;

y a sin X,) paralleelsirged xz-tasandil, mis labivad
y =0 j punkte (kJC, O, 0), K « 0, -1, - 2,...;
y = sinx,™ punktide k94 (ka O, - 1, - 2, ...) hulk
y a o, > : abstsissteljel;

zr O J

P
d x - yp a 0: kaks tasandit, mis labivad z-telge ja
I6ikavad xy-tasandit modda koordinaatnurkade poolitajaid;

e) y = ax + b: z-teljega paralleelne tasand, mis Idikab



xy-tzasamiiit médda sirget /y “ gl +
izrO;

) x2 + y2s 0: z-telg;
g) X2 +y2+ 1 » 0: tihi hulk.

32. Ringjoone kéasitlus (vt. ndide 29) on oluliste muu-
tusteta Ulekantav sfaari (kerapinna) juhule. Kontrollida
iseseisvalt, et

xX-a2+ (y-b)2+ (z-¢c)2=r2 9.14)
on sfaari vorrand, kusjuures C(a, b, c) on sfaari keskpunkt
ja r on raadius!

Vorrandit

X2 +y2+ 2z2sr2 . (9.15)
nimetatakse sfaari kanooniliseks vorrandiks.

Veenduda, et

xo+?/+oz +ax+by+cz+d=0 (9.16)

2_4d 2 o

on sfaari vorrand, niipea kui a2 +b 2 +cC
Naites 30 vaadeldud tungi Y lahutamisel komponentideks
antud suhtes on mdtet ka ruumis. Naidata, et tungikolmnur-

ga kolmanda tipu asendite hulk on sfaar!

33. Léigaku ruumis liikuv sirge igas oma asendis kolme
kiivsirget, millel asetsevad Uhikkuubi kolm serva. Koosta-
me sirge liikumisel tekkiva pinna vorrandi.

Valime kuubi Uhe tipu reeperi alguspunktiks ja kuubi
servi sisaldavad sirged koordinaattelgedeks (joon. 87). 01-
gu vaadeldavateks kiivsirgeteks
Ldigaku liikuv sirge neid sirgeid punktides A, B ja C. Need

punktid liiguvad mooda kiivsirgeid, seetdttu on x®, y» ja z°
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muutuvad suurused .

*Ci0,0,zJ
1 /
/ u/6
/ \PI\YD vy
/0 1\
Joon. 87,

Ruumi suvaline
punkt P(x, Y, z) aset-
seb otsitaval pinnal
parajasti siis, kui ta
on koliineaarne punk-
tidega A, B ja C, s.t.
IF N XB NHT. Et nende
vektorite koordinaadid

on vastavalt (x - 1,

y -yit 2), -1,

1 -yl, D ja (-1, -y», 29, siis tulenevad kollineaarsuse

tingimusest (8.5) seosed

x -1 |Liif
1-1J)

X -1 y - 1 z
- =r=* -yj

Pinna vorrand on seos tema suvalise punkti koordinaatide

X, y ja z vahel. IImneb, et selle seose leidmiseks on piisav

valida saadud nelja vdrrandi

melt

-nrjr- z

X -1 « 1 il
vl

siisteemist kaks vOrrandit, ni-

ja elimineerida sellest sisteemist parameeter y~. Parast

lihtsaid teisendusi saame pinna vorrandi:

Xy +YyzZ-Xz-y-=

0.
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4. Algebralised _jooned ja pinnad.

Joonte ja pindade uurimisel on Gldiselt vajalikud mate-
maatilise analulsi meetodid. Analultilises geomeetrias
piirdutakse algebra vahenditega ja eristatakse selliste
joonte ja pindade klass, mille puhul puhtalgebraline uurimi-
ne annab killaldasi tulemusi. Niisuguseid jooni ja pindu ni-
metatakse algebrallsteks.

Vorrandeid P(x, y) = 0 ja Y, z) s 0 nimetatakse al-
gebralisteks vorranditeks, kui nende vasakud pooled on tais-
ratsionaalsed hulkliikmed muutujate x, y ja z suhtes, s.t.
on summad, mille iga liige on Kirjutatav kujul axmyn voi
axmynz”, kus a on mingi reaalarv ja astendajad m, n, p on
mittenegatiivsed tdisarvud. Muutujate astendajate summat
m+nvoOoim+n+p nimetatakse liikme astmeks; kdrgeima
astme liikmeid vOrrandis - pealiikmeteks (neid vdib olla
mitu); pealiikmete astet nimetatakse algebralise vdrrandi
astmeks.

Jooni ja pindu nimetatakse algebralisteks, kui neid saab
afiinses koordinaadistikus esitada algebraliste vorrandite-
ga. Algebralise vdrrandi astet nimetatakse vastava joone
voi pinna jarguks.

Tasandilise algebralise joone vOrrandil on lihtsamate
jJarkude puhul péarast sarnaste liikmete koondamist jargmine
kuju:

1. jarku joon: ax + by + ¢ = 0O,

2. jarku joon: ax2 + bxy + cy2 +dx + ey + F=0,

Jne.



Kordajaiks a, b, ¢ ... on mingid reaalarvud, mille hulgas
vdib olla ka nulle. Esimese astme vOrrandis kordajad a ja b,
teise astme vorrandis a, b ja c ei saa olla korraga nullid.

Algebralise pinna vorrandid on parast sarnaste liikmete
koondamist:

1. jarku pind: v + by + cz +d s O,

2. jarku pind: ax2 + by2 + cz2 + dxy + exz + fyz + gx +
+hy + iz + j =0,

jne.

Siin peab kordajaist a, b, c vO0i vastavalt a, b, ..., f va-
hemalt Uks erinema nullist.

Vorrandid x =0, x +y =0, x -y -0, y - ax + b on

esimese astme voOrrandid; x2 -y =0, x-a) + (¢ -1 2r

- rO on teise astme vOrrandid. Nad mddravad tasandil vasta-
valt esimest ja teist jarku algebralised jooned, ruumis -
esimest ja teist jarku algebralised pinnad. V&rrandid 2x +
+ 5y -7z +1 =0 jJjaxy+yz-xz-yr 0O maaravad vastavalt
esimest ja teist jarku algebralised pinnad.

uldisi algebralisi jooni ja pindu uuritakse algebralises
geomeetrias; analuitilise geomeetria all mdistetakse harili-

kult viimase seda osa, milles pohilisteks uurimisobjektideks

on esimest ja teist jarku algebralised jooned ja pinnad.”®

X Mittealgebralisi jooni ja pindu nimetatakse transtsen-
dentseteks. Nait. vorrandid y = sinx, 21 — 3-0, logx +y +
+1-0, 3Vx + tyy - z = 0 mdaravad transtsendentseid jooni

ja pindu.
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Kéesolevas peatikis vaadeldakse jargnevalt esimest jar-
ku algebralisi jooni ja pindu. IImneb, et leidub ainult Uks
selline joon - sirge, ja ainult Uks pind - tasand. Analluiti-
lise geomeetria osa, milles kasitletakse sirgeid ja tasan-

deid, nimetatakse lineaargeomeetriaks.

810. Sirge ja tasandi vdrrandid
1.Sirge vektorvOrrandid.

Sirge on taielikult maaratud, kui on teada tema Uks
punkt ja siht.

Sirge sihi mdarab sirgega paralleelne vektor, mida nime-
tatakse sirge sihivektoriks. Sihivektori suund (iUks kahest
voimalikust) ja moodul on ebaolulised: kui i on sirge sihi-
vektor, siis on seda ka vektor ki iga skalaari kjfo korral.
Sihivektoriks ei saa muidugi olla nullvektor; seetdttu tu-
leb eeldada, et s /7 O.

Olgu antud sirge punkt W koha-
vektoriga rm ja sihivektor 5.
Suvaline (muutuv) punkt P koha-
vektoriga r asetseb sirgel para-
jJasti siis, kui vektor -r
kuulub sirgele (joon.88), s.t.
kui r—rmlll. See ko liineaar suse
ndue on samavaarne vektorvorduse—

Joon. 88 . Ka r-r =t$ ehk

r mts + rfl - (10.1)
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Saadad seos on sirge parameetriline vektorvorrand: ta seab
skalaarmuutuja (parameetri) t igale vaartusele vastavusse
vektoreuutuja r kindla vadrtuse - sirge teatud punkti koha-
vektori. Vorrandit rahuldavad parajasti sirge punktide koha-
vektorid.

Sirge vdib olla médaratud oma kahe punktiga M ja N. Sel-
lisel juhul on vektor Ul x r™ - r”~ sirge sihivektor ja vor-
randi (10.1) saab kirjutada jargmiselt:

r :tji - ™M) + rM.

Sirge on esitatav vorrandiga (10.1) uhteviisi nii tasan-
dil kui ka ruumis.

Buumis saab koliineaaremse tingimust r - r~ I I valjen-
dada veel teisiti - vektorkorrutise abil:

[r - sj =0 (o 2)
ehk

Et vektorkorrutis on defineeritud ruumis, siis ei saa seda
vorrandit kasutada tasandil.

Tasandil on voimalik fikseerida sirge sihti ka sirgega
ristuva sihi - sirge normaalsihi - kaudu. Sirge normaalsiht
vdib olla antud vektori abil. Normaalsihti maaravat vekto-
rit nimetatakse sirge normaalvektoriks. Normaalvektori suund
(uks kahest voimalikust) ja moodul on ebaolulised: kui n on
sirge normaalvektor, siis on seda ka vektor kn iga skalaari
K ¢ O korral. Normaalvektoriks ei saa olla nullvektor.

Sirge kui punktihulga mé&érab tingimus r - ?ML n (Joon.

89), s.t. vektorvdrrand
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T -m,n) SO (0.3)
ehk
(r, n) 3c, kus c* (?H, n).
Seda vOrrandit ei saa kasutada sir-
ge maaramiseks ruumis, sest vektor
n ei maara ruumis oma ristsihti Uhe-
selt.
Joon. 89 * Erijuhul, kui sirge labib ree-

peri alguspunkti O, saab tuletatud vdrrandeid lihtsustada,

vottes H m 0. Siis Iy = = 6. Sel puhul saame vastavalt
r=tl, (10.1a)
[r. 17 - O, (10.2a)
(r, n)»0. (10.3a)

Voérrandist (10.1a) ilmneb, et parameetrit t vdib lugeda
sirge punkti afiinseks koordlnaadiks reeperi {0; s} suhtes.
Selline tahendus on parameetril ka Uldisel juhul (10.1), kui
lugeda reeperiks sirgel paari {M; g-.

Tuletasime vektorvorrandid antud sirge jaoks. Vektoral-
gebra kasitlemisel veendusime vastupidises: iga vaadeldud
tudpi vorrand (10.1-3) maarab sirge - kui eeldada, et vektor-

muutuja r on rakendatud reeperi alguspunkti.

Naited.

34. Lahendame tasandil jéargmise uUlesande: Kolmnurga ti-
pud on maaratud kohavektoritega r, Iy, r”~; kirjutada jarg-
miste sirgete vOrrandid: a) sirge, millel asetseb tipust L
tommatud kérgus, b) sirge, millel asetseb tipust M tdmmatud

mediaan, c) kiulje MN keskristsirge, d) sisenurga N poolitaja.
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Joon. 90 .
Kasutame lahendamisel joonist 90.

a) Etn -4 r?N-?M, siis (r - ?L, rN - ?M) - O.

b) Olgu K kulje LN keskpunkt, siis +rM) ja
s =X =7%K - =~"~(?L + rN - 2?M); jarelikult r = t(?L +
+ *N “ + rH*

c) Olgu K kiulje MN keskpunkt, siis ?K = +

r= 0 : - 2N, siis (r - |(?y4 + rN), ?M - rN) = 0 ehk
(@, rM = rN) = I(rM - rN).

d) Olgu killgede NL ja NM sihilised Uhikvektorid aqQ ja

BO, s.t. 5.= -“~——-— jJa b0 r . Et cos LNT =
,rL " rNI ™M “ rNI
/7 __ C? - rN, ao) (r - rN, BO) _ .
= cos MNP, siis -———————————- 5 ————- 2————— ja siit (r -
Ir-r, | Ir - rN1

— mm» a0 — B0) — O.

35. Leiame sirged, mille mé&aravad vektorvdorrandid

a) [r» “cf b) [r, a] =T, ¢ [r, pJ = c, kus p on komp-
lanaame vektoritega T ja 3*

-



a) Et c 4 Ic, siis aset-
seb c (reeperi alguspunkii
rakendatuna) xy-tasandil
@oon. 91) ja c 1l r téttu
asetseb r vektori c ristta-
sandil < (rais labib z-telge).
Maarame n ja xy-tasandi 10i-
kes irgel punkti M nii, et

[rv»> Cj » 6. Kt r,,1 E ja
Joon. 91 - ryl c, siis rM /1[5, 3],
las skalaar A on vorrandi *[Tlkc, c], Ej r ¢ lahend, s.t.
Akc « c, n=- = 1. Niisiis punkti M md&rab tingimus
oy = I sl. Nuud kehtib vdrdus [r,C] » e], s.o. [r-r»,
Icd = 0. Jarelikult r - ?v 0 k ja r = tdc + r*: vaadeldav sir-
ge on paralleelne z-teljega ning labib punkti M.
b) &4 jJa r asetsevad yz-
tasandil (Joon. 92). Olgu
& vektori 1 risttasand,
mis labib punkti 0. Maara-
me eelnevas ndidatud viisil
punkti M tasandi &K ja yz-
tasandi l0ikesirgel, nii et
> " T* siia

i1=0, st Ja-

r-rnryp
relikult r - ta + rM: vaa-
deldav sirge labib punkti [Mvektori 1 sihis.

c) Rakendame vektori p reeperi alguspunkti, siis ta aset-
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seb xy—tasandil
@oon. 93). Olgu a
tema risttasand, nie
labib reeperi algus-
punkti 0. Rakendame
ka vektori c punkti
0, siis ta asetseb
tasandil « . Olgup
vektori c ristta-
sand, mis labib
punkti 0. Valime ta-
Joon. 93 sandite o ja 16i1-
kesirgel punkti M nii, et [rw, p]=c, siis tr - ?u, pj
r 0, s.t. r - tm A p. Jarelikult r = tp + r*: vaadeldav sir-

ge labib punkti U vektori p sihis.

36. Ortonormeeritud reeperi korral v6ib lugeda abstsiss
telje sihivektoriks 1 ja normaalvektoriks (tasandil) 3« JS-
relikult abstsisstelje vektorvdérrand on kas r * tl (tasan-
dil ja ruumis), [r, I = 0 (ruumis) v6i (r, ]) * O (tasan-
dil). Kas need vorrandid maaravad abstsisstelje ka mitteor-
tonormeeritud reeperi puhul? T
2. Sirge parameetrlllsed vorrandid.

Lineaargeomeetria kasitlemisel - kaesolevas ja jargmises
paragrahvis - kasutame ainult ristkoordinaate, ehkki suur
osa tulemusi on Uldisema afiinse iseloomuga.

Olgu antud sirge sihivektor s(X, T, 2Z) ja sirge mingi

punkt H(x0, Yo» z0). (10.1) tdéttu asetseb punkt P(X, y, 2)
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sellel sirgel parajasti siis, kui r? s tl + r*. Kirjutame
selle vektorvSrrandi koordinaatkujus kolme skalaarvorrandi
sUsteemina:

X s tl + z,,

y = tY + ye (10.4)

He*i all sirge parameetrlllsed vorrandid ruumis (vrd. 9.12):
skalaarmuutuja t iga vaartus maarab sirgel lUheselt teatud
punkti .

Tasandil on sirgel kaks parameetrilist vOorrandit (vrd.

9.1)

(10.4a)

Iga vOrrandisisteemi (10.4), milles X, T ja Z pole kdik
nullid, saab kirjutada vektorvorrandina (10.1). Jarelikult
saab i1ga sellist vOorrandisisteemi alati vaadelda teatud sir-
ge parameetrilise esitusena ruumis. See markus kehtib (ta-
sandil) ka siusteemi (10.4a) kohta, milles X ja T pole mdle-
mad nullid.

Need tulemused kehtivad igas aflinses koordinaadistikes,
sest nende aluseks on ainult lineaartehted vektoritega (vt.

8§ 8 p.4).

3. Sirge kanooniline vdrrand.
Jargnevalt pod“"rame tahelepanu sirgele tasandil.
Tahistagu s(X, Y), (X0, yc) ja P(x, y) endiselt sirge
shlhivektorit, antud punkti ja suvalist punkti, sile VFH s

ja (8.5) tottu kehtib
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X - X0 y - Yo (10.5)
X Y

See tingimus on tarvilik ja piisav punkti P kuulumiseks sir-
gele, s.t. on sirge vdrrand. Teda nimetatakse sirge kanooni-
liseks vOrrandiks.

(10.5) on sisteemi (10.4a) vahetu jareldus; selles veen
dumiseks tuleb sisteemi kumbki vorrand lahendada parameetri
t suhtes. Vastupidi, kanoonilisest kujust saab alati lle
minna parameetrilisele. Selleks tuleb suhete Uhine vaartus
tahistada skalaarmuutujaga t: -

X - XO y - Yo

ja avaldada siit x jay t kaudu. Seega on vdorrand (10.5) ja
susteem (10.4a) algebraliselt samavéarsed. -

Erijuhul, kui X = 0, kehtib (10.4a) toéttu x = x0, s.t.
sirge on paralleelne ordinaatteljega (teisiti: kui X s O,
siis 1 0 J). Analoogiliselt Y - 0 puhul on sirge paralleel-
ne abstsissteljega: y = yO. Niisiis juhul, kui kanoonilise
vorrandi Uks nimetaja on null, tuleb vbrrutada nulliga ka
vastav lugeja; vOrrandi teine pool jaetakse sel puhul ara -

teine koordinaat jaab«suvaliseks.

4. Sir”e taandatud vdrrand.
Kanoonilise vorrandi, milles X ~ 0, saab alati Kkirjuta-
da jargmiselt:
Y - Yo = X (x - x0) (10.6)
Et sihivektoriks vdib olla iga vektor kS, siis on sihi maa-

ramisel oluline ainult sihivektori koordinaatide suhe X :Y
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voi T : X. Vorrandi (10.6) saab tahistuste j r a ja yO
- axc s b abil kirjutada -lihtsamal kujul
y *ax + b, (10.7)
mida nimetatakse sirge taandatud vorrandiks (lineaarse sol-
tuvuse keskkoollst tuttav analudtiline esitus).
Taandatud kujust on alati vdimalik tGle minna kanoonili-

sele:

millest ilmneb, et sirge labib punkti (0, b) vektori
5*(1, a) sihis.

Samavaarsuse tottu kanoonilise vorrandiga esitab (10.7)
sirget igas aflinses koordlnaadlstikus.

Kordajat b nimetatakse sirge algordinaadiks. sest sirge
16ikab ordinaattelge punktis (0, b). Selline tédhendus on
kordajal b igas aflinses koordlnaadistikus.

Kordajat a nimetatakse sirge tdousuks: tema tahendus sol-

tub, reeperi valikust. Ristkoordlnaadistlkus (joon. 94)

5 a =y - tano( . (10.8)
Sirge téusunurka <= (I, 9)
X loetakse positiivses suunas,
mille mdarab reeper. Iga nurk
Iopmatust seeriast a + k3C
joon. 94 . &« =@, 3, 2, ... ) maarab sa-
ma tbéusu; piisav on lugeda 0 £<* </C _
Kaldkoordinaatides ((Joon. 95) X = pr—i

- 49 -



(- o00-cl f
n
X = (elf 5); jarelikult

leil sin

(10.9)
2i

Joon. 95 * u
Margime, et sirge taandatud vorrandi Kirjutamiseks antud
punkti M(x0, y0) ja sihivektori S(X, Y) vOi tdusu a kaudu on
otstarbekas kasutada valemit (10.6).
Senisest vaatlusest jai kdrvale juht, kus X * 0. Teata-
vasti sellisel juhul x - x0, s.o. sirge on paralleelne or-
dinaatteljega, jarelikult n » u) (ristkoordinaadistikus o *

A -3r- ); siis loetakse a * «»

5. Sirge uldvdrrand.
Kanoonilise vorrandi (10.5), milles X ¢ O ja Y ¢ 0, vOib

kirjutada jargmiselt:

YXx - Xy + Xy0 - Yie r O
ehk

AX +By +C =0 (iO.lO)
kus konstantsete kordajate jaoks on kasutatud tahistusi
Y= A, -X s B, XyQ — Yxq a C. Seda vdrrandit nimetatakse sir—
ge uldydrraBdjkg (tasandilise esimest jarku algebralise joo-
ne kéige uldisem vérrand, vt. 8§ 9, p. 4).

Vastupidi, iga esimese astme algebralise vdrrandi

- 50 -



(10.10), milles A £t 0 ja B ji 0, saab kirjutada jargmiselt:
“x:é_p s _y T_B .

Siit ilmeb, et see virrand maarab sirge, mis labib punkti

M(©, - %D vektori s(iB, A) sihis. Kui aga A » 0, siis B jiO

jJa virrandi saab kirjutada kujul y = - analoogi liselt

B-0Opuul Ad O jaxr - . molemal juhul méérab vérrand

sirge.

Votame saadud tulemused kokku: Iga sirget tasandil saab
afiinsetes koordinaatldes esitada esimese astme algebralise
“orrandiga; vastupidi, iga Uhe vOi kahe tundmatuga esimese
astme algebralist virrandit saab tdlgendada teatud sirge
vOrrandina afiinsetes koordinaatldes tasandil. Seega leidub
tasandil ainult Uks esimest jarku algebraline joon - sirge.

Nagu ilmnes, on (B, A) sirge sihivektor. Selline ta-
hendus on kordajatel A ja B igas afiinses koordinaadistikus.

Ristkoordinaatides saab kordajaid A ja B tolgendada veel
teisiti - nad on sirge normaalvektori koordinaadid. Tdepoo-
lest, ortonormeeritud reeperi puhul saab Uldvorrandi tundma-
tute osa Ax + By vaadelda vektorite r(x, y) ja n(A, B) ska-
laarkorrutisena. Tahistades C = -c saab siis uldvorrandi
kirjutada vektorvérrandina (?, n) = c. Vastupidi, vektorvor-
rand (10.3) annab koordinaatldes sirge uUldvorrandi. Kordaja-
te A ja B selline tdhendus on ilmne ka vahetult: vektorid
5(B, A jan(A, B) on risti, sest (s, n) = 0.

Kaldkoordinaatides ei ole kordajad A ja B sirge normaal-

vektori koordinaadid. Miks?
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Sirge uldvorrand on sirge ilmatamata vorrand (vt. 9*3).

UidvOrrandi kordajad on maaratud tdpsusega Uhise arvte—
gurini, sest vorrandid Ax + By + C - 0 jak(A&x + By + C) a O
(kus kK @ 0) on algebraliselt samavadrsed ja maéravad uhe
ning sellesama sirge. Jarelikult on olulisteks suurusteks
ainult kordajate suhted. Nende suhete abil on kirjutatud
sirge taandatud vorrand (ilmutatud vOrrand, vt. 9.2):

Seega on sirge asend tasandil maaratud kahe arvulise suuruse
abil, s.t. sirge asend soltub kahest parameetrist. Neid pa-
rameetreid vOib tdlgendada taandatud vOrrandi kasitlemisel
naidatud viisil kui algordinaati b = - A ja tdusu a s - £A -

Uldvorrandi mdne kordaja vordumine nulliga osutab sirge
erilisele asendile reeperi suhtes. Kui C « O, siis rahuldab
vorrandit punkt (0, 0), s.t. sirge 1&bib reeperi alguspunk-
ti. Kui A s O, siis sirge viorrand ony * - s.t. sirge on
paralleelne abstsissteljega (VOrrand ei pustita kitsendavaid
tingimusi sirge punktide abstsisside kohta); analoogiliselt
B s 0 puhul on sirge paralleelne ordinaatteljega. Teisiti:
kui A s 0, siis s (ristkoordinaatides S 'l jan 0 3)»
kui B=0, siis | 0 e2 (vastavalt £ 013 janlll). Kui A =
-Cr o, siisy =0 (sest B /7 0), s.o. sirge on abstsiss-
telg (eelneva pdhjal: on abstsissteljega paralleelne ja la-
bib reeperi alguspunkti); kui B s C - 0, siis on sirge ordi-
naattelg. Kui uUldvorrandi kdik kordajad erinevad nullist,
siis Oeldakse, et sirge on Uldasendis. Need markused kehti-
vad igas afiinses koordinaadistike.
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6. Sirge vorrand telglOlkudes.
uldvorrandi Ax + By + Cs 0, milles C 0 (sirge ei labi
*

reeperi alguspunkti), saab kirjutada strameetrilisemal kujul

f+f-1. (0a1)
kuis ps-jjaqgqs-j¢% Kui xsoO, siisy =g, s.t. q on sir-
ge algordinaat. Kui
y s 0, siis x = p,
s.t. p on sirge ja
abstsisstelje 16ike-
punkti abstsiss
(algabstsiss) (Joon. 96). p ja q on olulised parameetrid, mis
maaravad sirge asendi tasandil. Kaldkoordinaatides eraldab
sirge telgedelt 106igud pikkustega K I ja |q je2| , rist-
koordinaatides - vastavalt 4| jJa (q]- Selleparast nimeta-
takse (10.11) sirge vorrandiks telglQikudes.
Kui A a O vdi B s 0, siis loetakse vastavalt p r o* voi
q =00 (sirge paralleelsuse korral teljega 6"eldakse, et sir-
ge 10ikab telge Idpmata kauges punktis).
Juhul C * O ei saa sirget esitada vorrandiga (10.11).
LOpetanud tasandil asuva sirge analUidtilise esituse uu-
rimise, margime, et sirget esitab sisuliselt Uksainus vor-
rand - esimest jarku algebraline,vdrrand, - tuletatud vor-
randid (1o.4a, 5, 7, 10, 11) on Oieti selle vorrandi erine-
vad kujud. Lugejal tuleb osata igast kujust Ule minna igasse
teise ja antud vorrandist,valja .selgitada sirge asend reepe-

ri suhtes.
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Naited.
37. Punkte M(I, -3) ja N(-5, 4) labiva sirge kanoonilise
vOrrandi maarab suvalise punkti P(x, y) sirgele kuulumise

tingimus U W WL:

Vektor HT(-6, 7) on valitud sirge sihivektoriks. Sirge para-

meetrilised vlrrandid on

fx « 1 - 6t,
ly = -3 + 7t;
uldvbrrand 7x + 6y + 11 = 0,
taandatud vOrrand y - - Iy - 1n
jJa vorrand telgldikudes — = 1. Need tulemused ei
"7 - T

soltu kasutatud afiinse koordinaadistiku iseloomust.

Kui punktid M ja N on madaratud ristkoordinaatidega, siis
sirge normaalvektor on n(7, 6). See vektor on iga ristsirge
sihivektor; antud sirge sihivektor 1(-6, 7) on iga ristsirge
normaalvektor. Antud sirge kdigi ristsirgete hulga - rist-
sirgete parve - maarab vorrand -6x + 7y + C * 0, milles C on
parve parameeter: muutuja C vaartuste hulgale vastab Uksihe-
selt antud sirge ristsirgete hulk. Nait. punkti L(I, 2) 1a-
biva ristsirge korral C s -8 (saadud L koordinaatide asenda-
misel parve vOrrandisse); seega on selle ristsirge vorrand
6x - 7y + 8 s O.

3. Sirge vorrandit telgldikudes on ortonormeeritud ree-
peri puhul lihtne esitada vektorkujus: vOrrandi (10.11) va-

sak pool véljendab vektorite r(x, y) ja v(®, ~) skalaarkorru-
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tist: (r, v) * 1.

39. Tuletame sirge uldvorrandi tldises afiinses koordi-
naadistike lahtudes vektorvorrandist (10.3). Olgu sirge
normaalvektor n(A, B) ja suvalise punkti kohavektor F%xl ,xo),
s.t. TaAg™ +Be2 jar a xléi + xoéo- Siis

oo + x%2, el + Be2) = o,
{ACelt 8j) + B(£l, enIx1 + {A(e2, e™ + B(&2, é2"x2a
a 0,
Tahistame A(El, &) + Bd”N é2) s A(e2, £1) + B(&2,82) =
- a2, ¢ = -a, siis saame vOrduse
a—le + ag( + é" a 0. (10-12j(
Kordajad a" ja a2 ei saa olla molemad nullid. Toepoolest,
vastasel juhul peaks homogeensel lineaarsel virrandisistee-
mil
JA(él, éx) + B(ér, é2) =0
[A(12, &,) + B(e2, €2) =0
leiduma mittetriviaalne lahend (A, B) (sest n ™~ 0). Siis
peaks selle sisteemi determinant olema null:
E&p éex) (&x, é2)
2, &)
(ep ezt\(ez, e’ = ®2’\O*

Kuid see on vOimatu, sest é""H &2 ja skalaarkorrutise defi-
nitsiooni (4.6) kohaselt 1&1 1821 > (&», é2), s.t.

(e/\’ )(®2i N N (®]_* RN * » U
Seega (10.12) on esimest jarku algebraline vorrand. Or-

tonormeeritud reeperi juhul (™ &) m Nty s, tai * A 3a
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a2 - B« Suvalise afilnse reeperi korral need vordused uldi-
selt el kehti — & ja a2 ei ole sirge normaalvektori koordi-

naadid.

7. Tasandi vekton/Srraiiri ini.

Eelnevas ilmnes, et antud sirge vektorvorrandi koostami-
seks tulleb sirgel valida reeper |M; sj. Analoogiliselt tuleb
talitada tasandi puhul - valida reeper ~M; a, bJ sellel
tasandil. Toepoolest, fikseeritud punkt M ja tasandiga pa-
ralleelsete mittekollineaarsete vektorite paar a, 5 maaravad
tasandi taielikult. Niisiis maddravad tasandi punkt ja kahe-
dimensionaalne siht (vt. § 3 p. 5).

Suvaline punkt P asetseb tasandil parajasti siis, kui
vektor kuulub tasandile, s.t. on komplanaarne vektorite-
ga a ja ™ Jarelikult parajasti tasandi punktide korral keh-
tib vbrdus * ua + vB, kus skalaarmuutujad u ja v on ta-
sandi punktide afiinsed koordinaadid reeperi {M; a, B suh-
tes. Kuid HF s r - rM (Joon. 97), seega esitab tasandit pa-
rameetriline vektorvorrand

r=rM+ua +vb . (10.13)
Kui tasandil on antud kaks
punkti M ja-N, s.o. vektor U,
siis on tasandi vektorvdrrandi
koostamiseks tarvis teada veel
mingit tasandiga paralleelset
Joon. 97 * vektorit a ifFX. Antud M, N ja a
korral saab kirjutada (10.13) :r * +ud + Viffe. r *

=r, +ud + v(rN - ?2,).
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Tasandi kolm mlttekollineaarset punkti M, N, L maaravad
tasandil reeperi wr, . Sellisel juhul on tasandi vek-
torvérrand r = ry + u(™ - ?2m) + v(r™ - ?m).

Niisiis on tasandi vektorvorrand kolme vektori kompla-
naarsuse tingimus. See tingimus on valjendatav vektorite se-
gakorrutise abil; siit tuleneb teine meetod tasandi vektor-
vOrrandi koostamiseks: kui on antud tasandi punkt bl ja vek-
torid a B, mis on paralleelsed tasandiga, siis

@-M,5 B »0 (10.14)

ehk (r, & B) A ¢C, kus o0s (™, a, b).

Kahe antud punkti M ja N ning vektori 1 § Wl puhul
" 2M> ?N - 5M” 5> * 0
ehk (r, rj, 5 - (r, ?H, a) = c, kus c = (ry, ?N, a).

Antud mittekolllneaaree punktikolmiku korral

(5 - ?21-V sO
ehk (r, ?M, r,,)) + (r, 1r,,, ?L) + (r, ?L, - o,
kus ¢ - (rM, rH, rL).

Tasandi madramisel vdib kahedimensionaalse sihi asemel
kasutada ka Uhedimensionaalset sihti, mis on risti tasandi-
ga - tasandi normaalsihti. Tasand on Uheselt maaratud, kui
on antud tema mingi punkt M ja normaalslht. Viimane vOib
olla maaratud vektoriga-— tasandi normaalvektoriga. Selle
vektori moodul ja suund (Uks kahest voimalikust) on ebaolu-
lised: kui m on tasandi normaalvektor, siis on seda ka vek-
tor km, kus K ¢ O. Normaalvektorina el saa kasutada nullvek-
torit.

Suvaline punkt P asetseb tasandil parajasti siis, kui



m W 15 (Joon. 9), s.t. CBP, m>
- 0. Seega esitab tasandit vek-
torvorrand

-rM,m) =0 (10.15)
ehk (r, M) = c, kus c = m).
Ka vOrrandi (10.14) saab
Joon. 98 . valjendada skalaarkorrutise abil

0]

s.t. teisendada kujju (10.15). Toepoolest, vektorid a ja b
voib segakorrutises asendada nende vektorkorrutisega [a, b
mis on risti tasandiga, seega loetav tasandi normaalvekto—
vOimalus esineb muidugi ka tasandi
vektorite Wl ja EIE korral.
Iga tasandit saab esitada vOrranditega (10.13-15). Vas-
tupidi, iga vaadeldud tudpi vOrrand mddrab tasandi - kui

eeldada, et vektormuutuja r on rakendatud reeperi alguspunk-

.

Lugeja selgitagu iseseisvalt, kuidas neid vorrandeid
saab lihtsustada juhul, kui tasand 1&bib reeperi alguspunk-

.
Naited.

40. Mitu tasandit on maaratud kahe jargmise tingimuse-
ga: 1) tasand l&bib punkti M(I, 2, 3), 2) tasand l0ikab

koordinaattelg! erinevais punktidel, mille kaugused reeperi
alguspunktist on vOrdsed?

Neid tingimusi rahuldava tasandi normaalsiht moodustab
koordinaattelgedega vOrdsed nurgad. Selliseid sihte on neli.

Madrame nad nait. vektoriteganl =T + 3 +E, n2=T + 3 - E,
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n3 =" 3+E, n »-T+ 3+ EE”2Mm T + 23 + 3E, siils

neile normaalvektoritele vastavad vorrandi (r, n) = c vaba-
liitkme ¢ = ('M, n) jérgmised vadrtused: cl = 6, c2 =0, -
=2, = 4. Teisel juhul labib tasand reeperi alguspunkti.
Jarelikult on sobivaid tasandeid kolm: (, T + 3 +E) - 6,
@, T-3+Be2ja(@, -1 +3+E) =4.

tl. Tasand (r, alT + b3 + clE) = 0 1abib reeperi alguspunk-
ti; tasand (r, a3 + bld) = c on paralleelne abstsissteljega;
tasand (r, aT + bl » O labib ordinaattelge; tasand (r, T) *
r c on paralleelne yz-tasandiga; tasand (r, 3) = 0 on xz-ta-
sand . Pohjendada neid vaiteid. Kas nad kehtivad (vastavalt

muudetud tdhistustes) ka suvalise afiinse reeperi puhul?

8. Tasandi parameetrilised vOrrandid.

Kui kirjutada parameetriline vektorvorrand (10.13) koor-
dinaatkujus, siis saadakse tasandi parameetrilised skalaar-
vOrrandid.

Olgu tasandi antud punkt M(x0, yO, zc), muutuv punkt
N, y, z) ja tasandiga paralleelsed raittekollineaarsed vek-
torid aQx~, Yj, 2D ning b(X2, Y2, Z2), siis

rx = X0 + ux™ + vX2,
y =y0 + uYj + vY2, (10.16)
Lz = z0 + uz™ + vZ2. 4

Neid vdrrandeid vOib vaadelda seostena tasandi punktide kahe”

suguste koordinaatide - tasandiliste koordinaatide u, v (Mil"

le madarab reeper ruumiliste koordinaatide x

¥ z — vahel.

- 59 -



Iga vOrrandisisteemi (10.16) saab kirjutada Uhe vektor-
vorrandina (10.13). Kni selle juures a” b, siis on tasand
maaratud. Seega on kordajate kolmikute (X"« z™) 3a
(X2, Y2, Z2) mittevOrdelisuse korral slUsteemi (10.16) alati

voimalik télgendada teatud tasandi parameetrilise esitusena.

9. Tasandi uldvérrand.

lIga tafl«ndit saab aflinsetes koordinaatides esitada
esimese astme algebralise vorrandiga; vastupidi, iga Uhe.
kahe vdi kolme tundmatuga esimese astme algebralist vorran-
dit saab tdlgendada teatad tasandi vdrrandina ruumilises
aflinaes koordlnaadlstlkus.

Selle lause esimese osa tdestamiseks kirjutame tasandi
vektorvdrrandi (10.14) koordinaatkujus, kasutades eelnevas
punktis margitud koordinaattahistusl:

X-Xo vy -Yo zZ - x
X1 Y1 it “
X2 T2 z2

Arendame determinandi esimese rea jargi:

Xi Yi
- gy B gy T
T2 272 72 X2 X2 Y2
ja toome sisse tdhistused: Y1 21 . A A xr
Y2 22 - o<, P
X1

x2 y2 =C, -AxO- By0 — CzO r D. Saame vorrandi

AXx + By + Cz + D r O. (10.17)
Kordajaist A, B ja C peab vadhemalt Uks erinema nullist, sest
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vastasel juhul peaksid vektorid a(X®, Y,, 2 ja (XM, Y,,
Z2) olema - eelduse vastaselt - kollineaarsed: determinanti-
de nulliga vbrdumisest jareldub nende ridade vordelisus.

Niisiis esitab tasandit esimest jarku algebraline vor-
rand. See arutlus on kasutatud afiinse koordinaadistiku ise-
loomust séltumatu.

Lause teise osa tbestuseks margime, et esimest jarku al-
gebralist vérrandit (10.17) saab kirjutada kolmandat jarku
determinaadi abil. Toepoolest, olgu naiteks A ™ 0, siis z +
+ l? + ri; y + F Z - Oi seda virrandit saab aga kirjutada deter-
minandi abil:

1+J vy z
-1 1 O

-S 0 1
(kontrollida determlnandi arendamise teel). Olgu antud mingi
afiinne reeper ruumis. Vaatleme determlnandi ridu vektorite
koordinaatkolmikutena selle reeperi suhtes. Esimest rida tol-
gendame muutuva punkti P(x, y, z) kohavektori - vektormuutu—
Jar(x, y, z) - ja vektori a(- j, 0, 0) vektorvahena; kaht
alumist rida - vektoritena To5(- 1, 0) ja ,(\:(— Ij-l 0, D. Sel
viisil saab uuritava skalaarvdorrandi kirjutada vektorkujus:
(r-a 5 ¢ =0. Illmselt 6N c, jarelikult vOrrand maarab
tasandi; see tasand labib punkti M(-; . 0, 0).

Vorrandit (10.17) nimetatakse tasandi tldvOrrandlks.
Toestatud lausest ilmneb, et tasand on ainus esimest jarku
algebraline pind.

Ortonormeeritud reeperi puhul madravad Gldvorrandi kor-
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dajad tasandi normaalsihi. Toepoolest, vorrandi tundmatute
osa saab kirjutada tasandi suvalise punkti kohavektori

r(X, ¥y, z) ja vektori p(A, B, C) skalaarkorrutisena: Ax +
+ By + Cz = (r, p), s-t. (10.17) on ristkoordinaadistikus
samavaarne vektorvorrandiga (r, p) = c, kus c¢c r -D. Seega p
on tasandi normaalvektor: p = m (vt. 10.15). Selles saab

veenduda ka teisiti: ortonormeeritud baasil

Kaldkoordinaatides kordajail A, B, C sellist tahendust
ei ole, sest sel juhul ei saa vOrrandi (10.17) tundmatute
osa kasitleda vektorite skalaarkorrutisena (vt. 7.8, samuti
naide 43).

uldvdrrandi mdne kordaja vOrdumine nulliga osutab tasan-
di erilisele asendile reeperi suhtes. Kui D - 0O, siis rahul-
dab vorrandit punkt 00, 0, 0), s.t. tasand 18bib reeperi
alguspunkti. Kui A =0, siis ei sisalda \\//Grrand esimest koor-
dinaatmuutujat, s.t. ei kitsenda selle muutumisvabadust; j&-
relikult on tegemist silindrilise pinnaga (vt. § 9 p. 2),
mille moodustajad on paralleelsed abstsissteljega ja juht-

jooneks on sirge + Cz +4b _ 0 yZ -tasandil (Joon. 99).
I x=0

Selles on lihtne veenduda ka teisiti: x-telje suvalise punk-
ti koordinaadid on (X, 0, 0) ja ilmselt selline punkt ei
asetse tasandil by t Cz + D » O, kui vaid D ™ 0. Juhul A =

- D m0 l&bib tasand x-telge. Kui A * B % 0, siis on tasand
eelneva pdhjal paralleelne nii x-telje kui ka y-teljega, s.t.
Xy-tasandiga. See on ilmne ka vahetult vdrrandi kujust z =

6P



= - ff = const (vt.- 88 p-5(2))-
Loppeks A = B mD = 0 puhul on
tegemist xy-tasandi vOrrandi-
gaz =0 (sest C ¢ 0). Analoo-
gilised tulemused saame korda-
Jate Ulejaénud kombinatsioone
vaadeldes.
Niisiis, kui vOrrandis
puudub Uks tundmatu, siis on
tasand paralleelne vastava teljega; kui puudub kaks tundma-
tut, - paralleelne vastava koordinaattasandiga; kui puudub
vabaliige (homogeenne vorrand), siis labib tasand reeperi
alguspunkti. Kerge on veenduda ka vastupidises: kui tasand
on paralleelne Uhe teljega, siis ei sisalda vbrrand vasta-
vat tundmatut, jne. Seega on tegemist tasandi asendit madra-
vate tarvilike ja piisavate tingimustega. Need tingimused
kehtivad iga afiinse koordinaadistike korral.

Kui vOrrand sisaldab koiki voimalikke liikmeid, siis
o"eldakse, et tasand on uldasendis.

Vorrandid Ax + By + Cz + D=»0 ja kAx + kBy + kCz + kD=
= 0 on K ¢ 0 korral algebraliselt samavaarsed, seega esita-
vad Uht ja sama tasandit. Jarelikult on tasandi UldvOrrandi
kordajad olulised vaid Uhisteguri tapsusega - tasandit ise-
loomustavaiks suurusteks on kordajate suhted. Kui vdrrand
kirjutada ilmutatult nait. z suhtes (VOimalik, kui C ¢ O):

ehk
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z=ax + by + c,
siis maaravad tasandi taielikult suurused a, b ja c.
Niisiis soltub tasandi

asend kolmest parameetrist,
Tasandi 16ikesirget
koordinaattasandiga nimeta—
Y takse tasandi .idl.ida sel-
lel koordinaattasandil.
Joonisel 100 on kujutatud
kolm jalge ja kirjutatud
Joon. 100 . nende vdrrandid tasandi
tuldvorrandi kordajate suhete abil. Siit ilmneb nende suhete
voimalik tolgendus. Nait. - A on xy-tasandil asuva jéalje
tous (kui jalje vorrand kirjutada ilmutatult y suhtes), jre.
Margime, ety=-] x-] on selle jalje vorrand tingimusel,

et z = 0, s.t. jalge esitab Oieti vorrandisisteem

fy=-1Ix-1,
[z = 0.
Toepoolest, joonel ruumis on vdhemalt kaks vorrandit (vt.

9.13).
Selgitada joonisel 100 kirjutatud Uksikute vOrrandite

geomeetriline téhendus!

10. Tasandi vorrand telgldikudes.
Tasandi Uldvorrandi, milles D ¢ 0O, "aab kirjutada sim-
meetrilisemal kujul

1 +J +F * 1 (10.18)
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kus p=-3, gi-]J jar : - j; kui mdbni kordajaist A, B, C
on null, siis vastav liige puudub.

Kui x =y - 0, siis z* r, s.t. tasand 1dbib z-telje.
punkti N(O, O, r); I0ikepunktid y- ja z-teljega on vastavalt
MO, q, 0) ja L(p, 0, 0) (vt. joon. 100). Suurused p, q, I
on olulised parameetrid, mis mdaravad tasandi asendi ruumis.

Kaldkoordinaatides eraldab tasand telgedelt 18igud pik-
kustega jo/leM , /J/e2| ja |r] VA, ristkoordinaatides - vas-
tavalt ol , AF ja |r]- Selleparast nimetatakse (10.18) ta-
sandi vOrrandiks telgldikudes.

Kui A 8 0VvBi Bs O vbi C =0, siis loetakse vastavalt
p=o00 vbi =0 vii r » 00 (sirge ja tasandi paralleelsuse
korral oteldakse, et sirge 16ikab tasandit 16pmata kauges
punktis). ] *

Juhul D = 0 ei saa tasandit esitada vorrandiga (10.18).

Naited.

42. Tetraeedri tipud on ME-1, O, 2), M2, 3, -1),
w0, -2, 3 jauwr(, 1, D. (D) Koostame sellise tasandi
vorrandi, mis labib serva M2 ja on paralleelne servaga

- @ Arwutame selle tasandi punkti L ruumilised koordi-
naadid teades, et tema koordinaadid tasandilise reeperi "N,
NjUg, IMprisuhtes on u = 3 jav s -2, kusjuures NIf N2 ja N
on tasandi 10ikepimktid koordinaattelgedega. (3) Koostame
tasandi jalje vOrrandi xy-tasandil ruumilistes ja tasandilis-
tes koordinaatidee.

@ Upi2@, 3, -3) nad, 1, -1,

M3H4A(1, 3, -2);
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7, a, M3H4L) = 0,

xX+1 vy z-2
1 1 -1=0,
1 3 - 2
%
X+y+2z-3=0.
(2) Nx@, 0, 0),
N2(0, 3, 0),
N3(, 0, 3/2);
1 ~2(-3, 3, 0) mB(-1, 1, 0),
AplrC-3, 0, 3/2) n c(-2, 0, 1);

rr + US + v,
4
fx- 34U~
u =v;
L&,, 3, -2).
@ JIx*y-3=0,
\z = q;

V r 0 (Jalg on esimene
telg).
Kas lahenduskaik sdltub antud koordinaadistiku iseloo-
must?

43. Tuletame tasandi vOrrandi, lahtudes tema vektorvor-
randist (10.15).

Olgu tasandi normaalvektor m(A, B, C) ja tasandi suvali-
se punkti kohavektor r(x\ x2, x3), s.t. m = Aij_ + Bi2 + &
jar = xter + x*e2 + r&n, siis
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(Aij + Be2 + Ci3, x ™~ + x28? + x"é™) = c, {AE», é
+ B(ex, €2) + C(é1, é3~x1 + {A(e2, éx) + B(ez2, &2) +
+ C(é2, e3)Ix2 +{A(e3, én) + B(e3, e2) + C(e3, &3)/x3 - o.
Kasutame tahistusi: A(&", &2) + B(&1? &2) + C(&~, é") = a,
A(é2, 1) + B(e2, é2) + C(e2, €3) - a2,
A(es, e2n ®3" ~ az*
-c = a4,
siis on tasandi vdrrand
aix1 + a2x2 + asxa + a* s o. (10 .19)
Kordajad &, a2 ja a3 ei saa olla korraga nullid, sest vas-
tasel juhul leiduks homogeensel lineaarsel vOrrandisiUsteemil
AN, @) c(@> e3l3) * o,
A(e2, &) e ®3) =0,
A(E€3, éx) + B(E3, 82) + C(&3,é3) =0
mittetriviaalne lahend (A, B, C), s.t. peaks kehtima vordus

El»ei) "ec e2» (ei> e3)

(e2>e1”r (@2* e2™ e2» N3) 7

(€3, ér) (€3, 82) (&3, eld)
ja (6.6) tottu (&, &2, é3) mo, mis on vastuolus reeperi
definitsiooniga.

Kui (&, ej) ~ Nij s N 2* 3 siis ar— A, a2z = B,

a3 = C, s.t. (10.19) tundmatute kordajad on normaalvektori
koordinaadid. Suvalise afiinse koordinaadistiku korral ei

tarvitse see nii olla.

11. Sirge vOrrandid ruumis.
Ruumis esitab sirget kahest vorrandist koosnev slsteem

(vt. 8 9 p.3). Et sirget vdib vaadelda kahe tasandi 18ike-
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Joonena, siis vOib nendeks vorranditeks valida alati line-
aarsed a&gebralised vorrandid.

Lahendades sirge kolm parameetrilist vorrandit @.0«0
parameetri t suhtes, saame sirge kanoonilised vorrandid

Cr)-S-y-fa= "my-Z» = Z z**. (10.20)
Tegemist on tarviliku ja piisava tingimusega punkti P(X,y,z)
kuullumiseks sirgele, mis labib punkti M(x0, y0, z0) vektori
IX, Y, 2 sihis. Meenutame selle tingimuse vektorkuju: UFII
1l (vt. 8.5).

Vaatleme esmalt uUldjuhtu, kus Ukski nimetajaist X, Y, Z
ei ole null, s.t. sirge ei ole paralleelne Uhegi koordinaat-
tasandiga (sest s ei ole seda) (joon. 101).

Seostest (10.20) j&-

reldub kolm vorrandit

= ®
cL yyn = (©)
mida saab parast lihtsusta-

mist ja konstantide Umber-
taéhistamist Kirjutada

Jargmiselt:
Joon. 101 . fy = ax + p, )
Jx =bz + q, @
Ly ~cz +r. (©))

Ruumis esitavad need vdrrandid tasandeid, mis labivad
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vaadeldavat sirget.

Tasand (I) on paralleelne aplikaatteljega (ristkoordi-
naatides, nagu joonisel 101 - risti xy-tasandiga). Tasan-
dit (I)%V('jib vaa,ldelda silindrilise pinnana, mille juhtjoone
vOrrandid on 2 g* ~* Tasand (I) projekteerib vaadel-
dava sirge xy-tasandile - margitud juhtjooneks.

Tolgendada analoogilisel viisil vorrandeid (2) ja (3!

Sirge Uheseks maaramiseks on piisav valida mingid kaks
neist tasandeist, siis on llejaanud tasand ebaoluline. See
on ilmne ka algebraliselt: vorranditest M - 3 on iga I
paar soltumatu ja Ulejaanud vorrand on valitud paari vahetu
jareldus. Seega saab sirget esitada mistahes kahega neist
vOrrandeist.

Olgu sirge esitatud kahe viimase vdrrandiga

a bz + q,
(10.21)
=cz +r.
Seda siisteemi nimetatakse sirge taandatud vorrandisisteemiks.
Esimene vorrand (koos vorrandiga y = 0) méarab sirge projekt-
siooni xz-tasandil, teine - projektsiooni yz-tasandil.

Neli konstanti b, c, q ja r mdaravad sirge asendi, s.t.
sirge asend ruumis sO6ltub neljast parameetrist.

Taandatud vOrrandeist saab alati uUle minna kanoonilisse
esitusse. Selleks tuleb avaldada z mGlemast vorrandist ja*
kirjutada tuldmus jargmiselt:

N-3- =Y = Z1° . (10.21a)

IImneb, et sirge labib punkti M(g, r, 0); see on sirge jalg
xy-tasandil. Sirge sihi mdarab vektor 1°(b, c, 1) (Kontrolli-
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da, et s/ s)! Ristkoordinaatides on kordajad b ja c sirge
projektsioonide tdusud koordinaattasanditel.
Poorame nuid téhelepanu vorrandite (10.20) erijuhtudele.
Kui nimetajaist X, Y, Z on moni null, siis tuleb Vvorruta-
da nulliga ka vastav lugeja; see jareldub parameetrilistest
vOrranditest (10, 4). Nait. X = 0 puhul (oon. 102) esitab

sirget slsteem

y X =Y =0 puhul (Joon. 103) slis-

=

vy - Yo»
(vt. ka 8 8 p-5(2)); Jne. Kui kaks
nimetajat on nullid, siis jaetak-
se vOrrandites (10.20) &ara suhe

-; nullist erineva nimetajaga - vas-

—J tav koordinaatmuutuja v&ib oman-
N / dada suvalisi vaartusi.
Sirge taandatud vorrandid mé&-
Jcon. 103 » ravad sirge koordinaattelgedega

paralleelsete tasandite I&ike joonena. Sellisel eriliste ta-

sandite valikul ei ole aga olulist tahtsust. Antud sirget &
bib Idpmata paljl]«tasandeid; selliste tasandite hulka nimeta-
takse tasandite kimbuks (Joon. 104) ja nende uhist I18ikesir-
get - kimbu tel_jeks. lga tasandipaar kimbust maarab telje

Uheselt. Kahe uldasendis oleva tasandi voérrandid moodustavad

- 70 -



sirge ilmutamata esituse - sirge

uldvorrandid ruumis:

(vrd. 9.10). IlImselt saab iga
sirget esitada I8pmata paljude se-
da tuupi vorrandisiusteemidega.
Kui sirge on antud mingi sis-
Joon. 104 - teemiga (10.22), siis tuleb tema
taandatud (ilmutatud) vorrandite leidmiseks avaldada sellest
susteemist kaks tundmatut kolmanda kaudu. Seda on alati vOi-
malik teha, sest sirgega maaratud kimbus leidub ikka vahe-
malt kaks tasandit, mis on paralleelsed mingi koordinaattelje
VvOi -telgede paariga (vt. joonised 101-103). Naitame seda ka
algebraliselt.

Et tasandid (10.22) ei uUhti, siis el saa vOrrandite koik
kordajad olla vordelised (vt. p. 9). Samuti pole vOrdelised
tundmatute kordajad, sest vastasel juhul saaks vOrdeteguri-
ga jagades anda slsteemile kuju

Ax + By + Cz + D*=»0

Ax + By + Cz + Dg =0
kus ¢ DE. Nendel vorranditel ei ole Uhiseid lahendeid,
s.t. nendega esitatud tasanditel ei ole Uhiseid punkte - ta-
sandid on paralleelsed, mis on vastuolus eeldusega. Niisiis

Al
ei ole suhted — , - , — %kc”)ik vOrdsed (ristkoordinaati-

des tuleneb see vahetult ndudest m2). Jarelikult deter-



c1 on vahemalt

2 @r A2 Cr

Uks erinev nullist. Olgu seda nait. esimene determinant,

minantidest RP1 By Al Oil’ EIZ

saab slUsteemist avaldada x ja y vabamuutuja e kaudu kasuta-

des Cramerl valemeid:

-CAZ 'D', ®1
—CgZ — Bo B«
| = 9 Dg 2 c2 L,
Al % Al =1 Al h
A2 B2 A2 B2 A2 B2
Al Ci12 p1 c1 Al D1 Al
yo A oz —dJ c2 A2 D2 A2
Al = Al B1 Al *1
A2 B2 A2 B2 A2 B2

Tegemist on taandatud vdrranditega (10.21).
Saadud vOrranditest saab kergesti tuletada parameetrilise

esituse (10.4). Sirgel asub punkt koordinaatidega

) | D1 Al
Bo D,
Vo = D2 A2 - 0.
*1 AP Bl
A2 B2 A2 B2l
Kasutame {ahistust = t, siis

h
A2 B2
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Siit jareldub, et sirge sihivektoriks voib lugeda vektorit
(10.23)

Ristkoordinaadistikus on tasandite (10.22) norraaalvekto-
rid mmA~, B®, C4) ja m2(A2> B2, C2). Need vektorid on mole-
mad ortogonaalsed sirgega, selleparast nende vektorkorrutis
on paralleelne sirgega, s.t. $ *[m”~, m2J]. Koordinaatkuj ju
tleminekul saame (10.23).

Margime veel, et antud algebralise vorrandisiUsteemi
(10.22) kumbki vorrand on eelneva pdohjal tbolgendatav tasandi
esitusena. Seega maarab selline sisteem ruumis sirge para-
Jasti siis, kui vastavad tasandid 16ikuvad, s.t. tundmatute
kordajad on mittevordelised.

Naide 44. Olgu antud tetraeedri tipud A, -1, 3),

B(-3, 3, -1, C@2, -1, 1) ja D@, 3, 2). Vaatleme sirge AB
mitmesuguseid analUdtilisi esitusi ja nendevahelisi seoseid.

.Sirge sihivektor on 13, -2, 2) dl IB(-6, 4, -4). Sirge

kanoonilised vOrrandid méarab tingimus I1THI:
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Parameetrilise«! vorrandid:

X r 3t + 3,
y - -2t -1,
2 =2t + 3.

Taandatud vdrranditeks on nait.

i=\z- \,

yr-2 +2.
Sirge on tasandite ABC ja ABD Idikesirge. Kirjutame nerlde ta
sandite vorrandid:

(u5, 15, AC) - O,

(IF, TB, IE) = O;

¥r¢-1, 0,-2),

@, 4, -1;

/x-3 y+1 2-3
3. -2 2 =0,
1 0 2

Xx-3 y+1 2-3
3 - 2 2 :O;
1 4 - 1

2x+2y-z-1=0,

6x - by - 142 + 19 » O.
Reed on sirge uldvorrandid. Et nait. é _é I| = -22 ~ 0, siis
saab neist vorrandeist avaldada x ja y:

2+1 2

X = - .. _ 3 "3
27 q4_19.5 S7T2"7>
ly * - 22. 2 2
6 142
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Tulemuseks on esialgsed taandatud vdrrandid. Nendest Saab

soovi korral Ule minna kanoonilistele vorranditele:

2 7 "*3/272 =Y + 2»
mJLj.3/2- . mJL_jJL .

Kui liita igale suhtele -3/2, saame esialgsed kanoonilised
vOrrandid. Kuid kanoonilised voOrrandid saab kergesti kirjuta-
da ka vektori (10.23) abil:

mi2, 2, 1)

m2@6, 5, -14)

[mif mj(-33, 2, -22) 1 13, -2, 2).
Sirge punkti leidmiseks anname Uhele koordinaatmuutujale fik-
seeritud vaartuse. Nait. olgu x » O, siis

J2y -z-1=0,

Gy + 14z - 19 = 0,

Y=2z-1,

s.0. sirgel asub punkt M(O, 1, D). Seega on sirge kanoonili-
sed vorrandid

X -1 z-1
7 » —¥;2——- -—2— -
Punkti M koordinaadid rahuldavad ka esialgseid kanoconilisi

vorrandeid, s.t. tulemused on samavaarsed.
811. Sirgete ja tasandite
vorrandite rakendusi

1. Sirgete ,a tasandite vastastikused asendid.
(D Kahe sirge vastastikuse asendi Ule tasandil saab ot-
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sustada nende sirgete vOrranditest moodustatud sisteemi uu-
rimise teel.
Olgu sirged antud uUldvorrandite abil:
(A2x + Bj.y + Cx s O,
JA2x + Bgy + C2 s 0.
Teatavasti on sellisel slsteemil kas parajasti Uks lahend,
null lahendit vdi Idpmata palju lahendeid; sirged vastavalt
kas 10ikuvad, on paralleelsed vOi Uhtivad. Tulemustest, mis
saadakse slsteemi uurimisel determinantide abil, jareldub:
1) sirged IBikuvad parajasti siis, kui |ﬁ’1 LR Q; 'm

| |
2) sirged on paralleelsed parajasti siis, kui -B_
* 0, kuid
Al Cl1 A VOi c1 *1 _
Ag C2 Cc2 B2 ’

3) sirged Uhtivad parajasti siis, kui fl =1 Al C1
h ) o A2 B2 A2 C2
= 0. valjendame need tingimused ulevaatlikumal

rz B
kujul:
- - A’ B’
16ikumine: -+ mq
i B, G
paralleelsus: =0 .

Al ®i

4 a-- Y
(Sbnastada need tingimused!).

Nende tulemusteni saab kergesti jouda ka geomeetrilise-
mal viisil. LOikumise puhul 1°B” -Aj) 14 12(B2, -A?), s.t.

ﬁ*m Bl . Paralleelsuse korral i™l 12, kusjuures Uhtimine

thtimine:

vOib toimuda ainult siis, kui vlrrandite vasakud pooled eri-
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nevad ainult Ghistegurilt: AjX + B~y + Cj » kCA™X + BNy +
#C2), st. kdik kordajad on vordelised. Arutledes vastupidi,
saame tingimuste piisavuse.
Taandatud esituses
y a4 a™x + bj
y » a?x + b2
taienevad vastavad tingimused kordajate geomeetrilisest t8-
hendusest:
I6ikumine: J a2
paralleelsus: a\. s »2, b» ~ b2,
dhtimine: a\ s a2, bj « h2.
Kanoonilise esituse puhul on teada sirgete sihivektorid
@l ainS punktid Hj ja M2# LOikumise puhul S~ 7
paralleelsuse korral Fj B s2'H uhtimisel Sj B s2i ITKg*

Esitatud tingimused kehtivad igas afiinses koordinaadis-
tikus.

(@ Tasandite vastastikuseid asendeid iseloomustavad ana-
loogilised tingimused, mida vaatlesime juba eelnevas (810
p-d 9, 1)« Teeme siin vaid kokkuvotte.

Uidvdrrand itega + B+ CN + B~30 ja A2x + B2Y +
+ C2z + D2 s O esitatud tasandite puhul kehtivad jargmised
tarvilikud ja piisavad tingimused:

16ikumine: kﬁikitundmatu(t:? ko|5<idajad pole vordelised,

paralleelsus: =
uhtimine: _rﬂ' r @1 AA
(3) Kahe sirge vastastikuse asendi maaramiseks ruumis on
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otstarbekas esitada need sirged kanooniliste vorrandite abil,
Olgu sirgete sihivektorid "(X*, YA, Z7) ja s(X2, "2* )
ning sirgete antud punktid &0, y» 29 ja M2(X2, Y2» z2)=
Sirged on kiivasendis (Joon. 105) parajasti siis, kui vekto-
rid Sj, i2 ja on mit-
tekomplanaarsed, s.t,
(-p 12, My i O . Sirged
I6ikuvad parajasti siis, kui
GGIf 52, firg - 0, kuid
Ixli i2. Paralleelsuseks on
tarvilik ja piisav, et NI
Joon. 105 . | Mi~2” *a Uhtimiseks
Bt o i
(4) Sirge ja tasandi 10ikepunkti arvutamiseks on otstar-
bekas kirjutada sirge vorrandid parameetriliselt:
X = X + x0,
y =ty +y0,
z matZ + z0,
jJa sooritada asendus tasandi vOrrandis Ai+By+Cz+DsO
(s,0. elimineerime 4 tundmatu ja 4 vodrrandiga slisteemist
tundmatud x, y ja 2):
AXO+ &) +B(YO+tY) +C(z0+t2) + D =0,
(AX + BY + CO)t + AXO + Byo + Cz0 + D = 0.
Esinevad vbimalused:
1)AX+BY+CZ"O
2) X+BY+CZ =0, AXO+ BYo + Czo+ D ¢ O,
3) AX + BY + CZ = AXO + ByO + Cz0 + D = O.
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Esimesel juhul on saadud lineaarvorrandil tdpselt uks
lahend t = t0, s.t. sirge I0ikab tasandit. LOikepunkti koor-
dinaadid on

( wtoX + xO0,
JYx * t0r +yO,
t0Z + z0.

Teisel juhul ei rahulda virrandit parameetri t Ukski

vaartus, seega l0ikepunkte ei leidu - sirge on tasandiga pa-
ralleelne. Meenutame, et ristkoordinaatides on A, B, C ta-
sandi normaalvektori koordinaadid ja avaldis AX + BY + CZ on
skalaarkorrutis (m, 5). Niisiis 10ikumise puhul pole m ja s
ortogonaalsed, kull on nad seda aga paralleelsuse korral.
Kolmandal juhul on vOrrand rahuldatud t igal vaartusel,
seega leidub I6pmata palju lahendeid - sirge asub tasandil.

IImselt on need tingimused nii piisavad kui ka tarvilikud.

Naide 45 .
]  fx+2y+32+8=0, ]
a) Selgitame sirgejsx + 3y + % _ 16 _ Q ja tasandi 2x -

-y - 4z - 24 » 0 vastastikuse asendi. Olgu vorrandid antud
ristkoordinaatides.
Sirget madravate tasandite normaalvektorid on mi(l, 2, 3)
Jam2@®, 3, 1). Jarelikult on sirge sihivektor 1(1, -2, D1
I [m, m2] (7, 14, -7). Tasandi normaalvektor on m(2,-1,-4).
Et (I, m) =0, siis slm, s.t. sirge kas asub tasandil voi
on sellega paralleelne. Maarame sirgel Uhe punkti: kui z *

3 0, siis ]
J X+ 2y « 8,7

\'Sx + 3y * 16;
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X = 8,

ly = -8.
Sirge punkti M(8, -8, 0) koordinaadid rahuldavad tasandi \Vor-
randit - sirge asub tasandil.

b) Sirge x“7 = y~™4 mzp. asendi maaramiseks
tasandi 3x-y+2z — 5 =0 suhtes esitame sirge parameetri-
liselt:

x =7 + 5t,
Jy - 4 +t,
tz - 5+ 4¢t,
jJa sooritame asenduse tasandi vorrandis:
3@ +5) - @d+1) +26+4) -5*0,
t > -1.
Sirge 10ikab tasandit; I0ikepunkt on (2, 3, 1).

2. Sirgete .m tasandite Kimbud ning sidumid.

(D) Fikseeritud punkt M tasandil eristab tasandi kdigi
sirgete hulgast seda punkti labivate sirgete alamhulga. Seda
alamhulka nimetatakse punktiga M mdaratud sirgete kimbuks ja
punkti M - selle kimbu keskpunktiks.

Olgu antud keskpunkti koordinaadid x0 ja yO. Vorrand

x - X0 y - yO
——Y— = —y— > am

lcus X ja Y on suvalised skalaarmuutujad, esitab Kimpu. Toe-
poolest, X ja Y iga vaartustepaari korral (tingimusel, et
nad pole korraga nullid) (11.1) maarab sirge, mis labib punk-
ti 210, yo). Vastupidi, iga sirge punktiga M madratud Kim-
bust on esitatav selle vdrrandiga.
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Kimbu vbrrandi kirjutamisel kasutatakse sageli tdhistusi
Y =A, X - -B:
A(x - x0) + B(y - y0) = 0. 11.18)
Siin on A ja B teineteisest sOltumatud skalaarmuutujad, rais
er* osutu korraga nullideks.
Kui X ¢ O, siis saab vorrandi (11.1) kirjutada taandatud
kujul
Y - Yo * a(x - x0). (11.1b)
Juhul X = 0 on kimbu sirge paralleelne ordinaatteljega; siis
loetakse a ma® . Muutuja a igale véaartusele vastab teatud
sirge kimbus ja vastupidi. Jarelikult sdltub kimbu sirgete
hulk Uhest parameetrist.
uldjuhul voib kimbu keskpunkt olla mdaratud mitte oma
koordinaatidega, vaid kimbu mingi kahe sirge abil, s.o. vor-
randisiUsteemiga
'‘AjX + Bjy + C2 * 0, (sirge [Ax) (x)
A2x + B2y + C2 = 0. (sirge Ag)
Sellisel juhul on otstarbekas koostada kimbu vdrrand kesk-
punkti koordinaate leidmata.

Et $1(B1, -A1) U s2(B2, -A2)jsiis
saab iga vektori Kimbu tasandil avalda-
da vektorite jJa 12 lineaarkombinatsi-
oonina (Joon, 106):

I |akrs™ + k2s2.

Vaatleme kimbu sirget sihivektoriga
S(k,B, + k2B2, -kgAg - k2A2); selle sir-

ge vorrand on
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KW + K2Ag)X + (KOB™ + k2B2)y + C = 0.
See sirge labib keskpunkti M(x0, y0)> s.t.

(k1A1x0 + k~y«,) + (k~"~o0 + k2B2yO) + C = 0.
Kuid M rahuldab ka antud sirgete vOrrandeid:

A”o + BlyO + C1 = 0O,

A0 + BgyO + C2 = 0,
s.t.

*«WMX*, + k"yo = -kiC1,

k2A2xe + kgB™o - *k2C2,
jJarelikult C = k-~ + k2C2. 1Ilmneb, et kimbu iga sirget esi-
tab vorrand

KOCA9X + By + Cx) + k2(A2x + B2y + C2) = 0, (11.2)
kus k™ ja k2 on skalaarmuutujad, mis ei saa korraga olla nul-
lid. Kui k2 » O, siis (11.2) maédrab sirge [ 2; kui kg » O,
siis -

Vastupidi: vOrrand (11.2) mdarab ainult vaadeldava kimbu
sirgeid. Toepoolest, et KJA™ + k™2 ja KkjBj + k2B2 pole eel-
duse kohaselt mélemad nullid, siis ow (11.2) sirge vdrrand
muutujate kj ja k2 iga lubatud vafirtuste paari korral. 1Im-
selt kimbu keskpunkti koordinaadid - siUsteemi (x) lahend -
rahuldavad seda vorrandit.

Kj ja k2 muutumisel maarab (11.2) poorleva sirge, mis Kir-
jeldab kogu kimbu.

Kimbu vorrandi voib kirjutada ka kujul

AX + By + + k(A2 + B~ + C2) =0,

K
kus Kk * on kimbu ainus oluline parameeter. Juhul k™ = 0
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loetakse K =00 |,

Vaatleme Kkimbu suvaliselt fikseeritud sirget 47, mille
vorrand olgu A™x + By + - 0. Eelneva pthjal on voimalik
leida muutujate k™ ja k2 sellised vaartused, mis eraldavad
uldvorrandist (11.2) sirge vorrandi. Sirge vOrrandit saab
maarata vaid nullist erineva kordaja tipsusega. Seega leidu-
vad arvud kK, k2 ja ™ nii, et K"AN + BYYy + G + kM"AMNX +
+ B2y + C2)5 £ (A + B3Y + CN). See tingimus on tarvilik
sirgete 4%, A2 ja 16ikumiseks Uhises punktis. Kerge on
veenduda, et see tingimus on ka piisav.

Stimmeetrilisema kuju saamiseks tdhistame - ~ = k*. Kolm
sirget Ap A2 ja A~ I0ikuvad Uhes punktis parajasti siis,
kui leiduvad sellised arvud k®, k2 ja k®, mis pole korraga
nullid ja mille puhul kehtib samasus !

K1(Alx + BYy + Cp + k2(A2x + By + C2) + kN(A™X + BY +

+c¢3) = 0.

Asendame selle samasuse vOrrandisisteemiga sobivate k», k2
jJa k™ vaartuste madramiseks:
a1t ka2 TKAY =0
181 * k282 * k383 = O
1c1 T KXL2* kae3 =
Sirgete kuulumiseks Uhisesse kimpu on tarvilik ja piisav, et

+

sellel susteemil leidub mittetriviaalne lahend (Kkj, k2, k™,

s.t.
) Al BL Cl
A2 B2 c2 °0-
A3 B3 C3
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Margime I6puks, et vorrandil (11.2) on tdhendus ka ju-
hui, kul sirged ja [ 2 on paralleelsed, s.t. A= "Ag,
N o= tB2, @£ i1C2. Toepoolest, siis (11.2) on jargmine:

ko™ + KMNAN + (KN + K2)B2Y + wIgp + k2C2 = O.

See vOrrand maarab kg ja k2 iga vaartuste paari korral (v.a.
(@©, 0)) sirge, mis on paralleelne lahtesirgetega (kontrolli-
da iseseisvalt!). Sellepdrast raagitakse vaadeldaval juhul
paralleelsirgete kimbust ehk kimbust I8pmata kauge keskpunk-
tiga.

() Tasandite kimbu mdiste on sisse toodud juba eespool
(vt. § 10, p-1D.

Olgu tasandite kimbu telg maaratud kahe 18ikuva tasandi-
ga, s.t. slsteemiga

"AX + Bay + C"z +17=0, (tasand K“)
A:* + Bgy + C2z + D2 s 0. (tasand Ttm).

Bistkoordinaadistiku puhul saab korrata mottekdiku, mida ka-
sutasime sirgete kimbu kasitlemisel. Toepoolest, kimbu kdi-
gi tasandite normaalvektorid on ortogonaalsed teljega, see-
ga komplanaarsed. Jarelikult on kimbu iga tasandi normaalvek-
tor m avaldatav léhtetasandite Jja normaalvektorite
™ ja m2 lineaarkombinatsioonina: m = k™" + k2m2. Korrates
eelnevat arutlust saame kimbu vorrandi
KoMADX + BgY + C°"z + DY) + KMAN + BN + C2z + D2) = 0.
.3
Ehkki tulletuskdik on (erinevalt sirgete juhust) seotud

ristkoordinaatidega, on sellel vorrandil Gldine afiinne ise-

loon. Kehtib nimelt lause: vorrand (11.3) mdarab muutujate Ko
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jJa kg iga vaartuste phari (v.a. (O, 0)) korral kimbu tasandi;
vastupidi - kimbu iga tasandit saab esitada sellise vorrandi-
ga suvalistes afiinsetes koordinaatides.

Lause esimese osa tdestuseks margime, et kordajad kA, &
+ kglg, k"B™ + kgBg, + kgCg ei ole korraga nullid, sest
B1L M

vastasel juhul L _ » m*s on vastuolus eeldusega, et

lahtetasandid 108ikuvad. Seega (11.3) on tasandi vOrrand, kui
fikseerida k© ja kg. l1ga punkt, mis asub jJa 7Tg 16ikesir-
gel, asub ka sellel tasandil. (Miks?)

Telse vaite pohjendamiseks vaatleme Kkimbu suvalist tasan-
dit JCy Valime sellel tasandil punkti M(x0, yO, zQ) valjas-
pool telge, téhistame

kx = Ao + BogYo + C-jo + Dx,
kg — —AgX0 — BgyO — CgZ0 — Dg,
jJa asendame vorrandis (11.3):

(A1X0 + B0 + C~z0 + B1)(Alx + B4y + Clz + Lj) -

- (AgXc - B2y0 - CgZ0 - Dg)(AgX + B2y + C"s + Dg) = O.

Eelneva pohjal on see kimbu mingi tasandi virrand, sest punk-
ti M valiku tottu ei saa kg ja kg olla korraga nullid. Punkti
M koordinaadid rahuldavad seda vOrrandit. Jarelikult méarab
vOrrand tasandi ny
« Ka tasandite kimbul on ainult Uks oluline parameeter Kk -
«

*-L . Kui k, =0 (s-t. kui K =), siis saane lahtetasandi
K1 1

7+_Sirgete juhuga analoogiline arutelu naitab, et kolm tasan-

dit kuuluvad Uhte Kimpu parajasti siis, kui leiduvad sellised
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arvud k, kg, k®, et nende tasandite vorrandid rahuldavad
samasust
k"CAJX + Ejy + GLz + D) + k2(AgX + B2y + CgZ + Dg) +
+ KA + BYy + C~z + D) = 0.

Margime, et naites 45 a) vaatlesime kolme tasandit, mis
kuuluvad tUhte kimpu; nende puhul k™ = 11, k2 - -5, k» = 7.

Paralleelsete tasandite % ™ ja ~ 2 korral maarab vor-
rand (11.3) paralleeltasandite kimbu ehk kimbu Idpmata kauge
teljega. (Pb6hjendada iseseisvalt!)

() Antud punkti M labivate sirgete hulka ruumis nimeta-
takse punktiga M madaratud sirgete sidumiks. punkti M - sidu-
mi keskpunktiks. Sidumi sirged, mis asuvad Uhel tasandil,
moodustavad sirgete kimbu keskpunktiga M.

Kui keskpunkti koordinaadid on x0, y0, zc, siis esitab

sidumit vérrand
X - X0 Y - y0 z - z0
— 2= = —y~"TT Tt 2 .9

kus X, Y ja Z on kolm skalaarmuutujat, mis pole korraga nul-
lid.
Sidumi sirge maaramisel on olulised ainult suuruste X, Y,

Z suhted, s.t. sidumi sirgete hulk on kaheparameetriline.
See asjaolu on eriti ilmne, kui kirjutada (11.4) taandatud
kujul; nait. Z ¢ O puhul

IJx - X0 =a(z - zo0),

|'_y-yo:K’z -zogl, kusa:%’ b=
(4) Antud punkti M labivate tasandite hulka ruumis nime-

i
z

tatakse punktiga M maaratud tasandite sidumiks ja punkti M -

sidumi keskpunktiks.



Olgu keskpunkti koordinaadid x0, y0, zQ. Suvaline tasand
AXx+By+Cz+D=0 kuulub sidumisse parajasti siis, kui
AxO + ByO + Cz0 + D = 0, s.t. kui selle tasandi vodrrandi kor-
dajate vahel on sbltuvus D = -Ax0 - ByO - Cz0. See tingimus
eraldab ruumi kdigi tasandite hulgast vaadeldava sidumi ta-
sandid. Asendades l&htevorrandis vabaliikme leitud avaldise-
ga saame tasandite sidumi vOrrandi

AX - x0) + By -yo) +C(z - z0) s O a1.5)
A, B ja C on siin skalaarmuutujad, mis ei saa korraga olla
nullid.

Sidumi tasandi madrab kaks parameetrit - kordajate A, B
ja C suhted.

Naited

46. Koostame sellise sirge vorrandi, mille 18ikumisel
sirgetega 7x - 5y - 35 =0 jJax -y + 1 = 0 tekkinud 18igu
keskpunkt on M(I, -3).

Punktiga M maaratud sirgete kimp ony + 3 = a(x - 3).
Kimbu parameeter a tuleb maarata nii, et otsitava sirge ja
antud sirgete 10ikepunktide vastavate koordinaatide poolsum-
mad vOrduvad punkti M koordinaatidega. Piisav on vaadelda

ainult abstsisse.
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_1,
a=T

y + 3= - D*
Seega on otsitav sirge lix - 6y - 29 - (x
47. Tetraeedri tahud médravad neli tasandit (Joon. 107):
ABC: x +y -1=0,
AED: x+2y+z+2=0,
ADC: 3x +z+1=0,
BDC: X -y -z =0. )
Koostame voOrrandi tasandi jaoks,
mis 18bib tippe A ja B ning serva
CD keskpunkti bl
Selleks leilame tippude C ja D
koordinaadid, lahendades vorrandi-
slisteemid
x+y-1=0,
X+z+1=0, ja
Joon. 107, X-y-z=0
X+2y+z+2=0,
X+ z+1 =0,
X -y -2z=0.
Punktide C(0, 1, -1) ja D(- -1, Tp abil maarame punkti
M(- §J, 0, - ™. Leiame nuld servaga AB madratud kimbus ta-
sandi, mis labib punkti M. Selleks asetame punkti M koordi-
naadid kimbu vfrrandisse X +y - 1 + k(X + 2y + z + 2) = 0.
Sel viisil saadud parameetri vaartus Kk = ~ maarabki otsita-

va tasandi vOrrandi lix + 16y + 5z + 4 = Q.

- 88 -



3. Llneaarvirratnste geomeetriline tdhendas.

m Sirge AX + By + C s 0 jaotab tasandi kaheks poolta-
sandiks. Kolmliikme Ax + By + C vaartus on null parajasti
vaadeldava sirge punktides; seega peab igas punktis véaljas-
pool sirget kehtima Uks vOrratustest Ax + By + C > 0 vBi Ax +
+ By +C 0. Naitame, et kumbagi vOrratust rahuldavad pa-
rajasti Uhe pooltasandi punktide koordinaadid.

Olgu v ja MgCxg, ¥Y2) punktid valjaspool sirget
Al + By + C s 0; I0igaku sirge M2 vaadeldavat sirget punk-
tis MO(xX0, Yo)* Teisendame lihtsuhtega /= Mj'V,,) maara-
tud valemeid (8.3)

x° “ 1+n X1+ 1+n X2>

= 1110 ybl+T V y2
kasutades tdhistasi "» " —1- a ja-— IImselt
o+ f=1, st. f:1- <« , seega

IJx0= oXj + @ - 02,

1Yo = a¥2+ (@ - «)y2.
Kui Ja M2 asetsevad teine teisel pool vaadeldavat sirget,
siis on MO 1digu sisepunkt ja J1>0, jarelikult O <
C 1. Kui aga ja M2 on thel pooltasandil, siis < 0 ja
kas G'< 0 vbi cr>l. Esimesel juhul on kordajad <T ja
1 - o samamargilised (positiivsed), teisel - vastandmargi-
lised.

Punkti MO koordinaadid rahuldavad vaadeldava sirge vOr-

randit:

Ax0 + By0o + C = 0,
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S«
afo'™x + (1 - <) z2 + B[ecryx + (1 - <n)y2j +
a

pO

~(ix! + Byl + Cc) + (1 - Cr)(Ax2 + By2 + C) = 0.

Sellest vOrdusest Ja eelnevast markusest kordajate <Y ja
1 - O markide kohta jareldub nuid, et avaldised Ax! + B/ +
+ C Ja Ax2 + BY2 + C peavad olema erimargilisad, kui punktid
ja M2 on teine teisel pooltasandil, ning samamargilised,
kui punktid on thel pooltasandil.
Seega kujutavad vOrratusi AXx + By + C> 0 ja Ax + By +
+ C < 0 geomeetriliselt sirgega Ax + By + C = 0 mdaratud
pooltasandid. Neid pooltasandeid nimetatakse vastavalt posi-
tiivseks ja negatiivseks. ,
Margime lisaks, et koordinaatide alguspunkt asetseb po-
sitiivsel pooltasandil, kui C > 0O, ja negatiivsel, kui
C < O (pbhjendadal).
Senine arutelu on sBltumatu afiinse koordinaadistike
iseloomust. Vaatleme nuld ristkoordinaatide erijuhtu. Siis

maaravad kordajad A ja B sirge normaalvektori n. Rakendame
selle vektori sirge mingisse punk-
ti M(x0, yo) (Joon. 108). Iga
punkti P(x, y) korral pooltasan-
dilt, kuhu on suunatud n, kehtib

n -
vorratus (n, HF) < 3.t

x|

(n, HF) > 0 ehk koordinaatkujus
Joon. 108 . A(x - x0) + B(y - y6) > o,
Ax + BY - (AXO + Byo) > O.
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Et M on sirgel, siis Axo + Bye = -C; seega vaadeldava pool-
tasandi iga punkti korral Ax + By + C > 0. Teisel poolta-
sandil iga punkti Q(x, y) korral (n, 15)> seeparast
(n, W?) < 0 ja kehtib vOrratus Ax + By + C < O.

Niisiis mdarab positiivse pooltasandi sirge normaalvek—
tori suund. Kui korrutada vlrrand negatiivse arvuga, siis
muutub normaalvektori suund vastupidiseks ja pooltasandite

margid vahetuvad. .
@ Analoogiliselt jaotab tasand Ax + By + Cz + D=_.0
ruumi kaheks poolruumiks. Uhe poolruumi igas punktis kehtib
virratus Ax+By+Cz+D > o (positiivne poolruum), teise
poolruumi puhul Ax+By+Cz+D< 0 (negatiivne poolruum).
Blstkoordinaadlstikus suundub tasandi normaalvektor n(A,B,C)
positiivsesse poolruumi. PBhjendada iseseisvalt neid vai-

teid!

Naide 48. Mittekollineaarse punktide kolmikuga M*, M2
jJa M3 mdaratud sirged jaotavad tasan-
di seitsmeks piirkonnaks (joon. 109).
Olgu antud nende sirgete vorrandid:
MiM2 € 8x + 3y - 1 =0,
MM§ - X+ 4y - 11 s O,
M2M3 = 7X -y - 19 = 0.

Joon. 109* Millistes piirkondades asetsevad
punktid P(I, 2), Q(-3, 5 jaR(@, 1)?
Arvutame kolmnurga tippude koordinaadid vastavate

vOrrandisusteemide lahendamise teels MM(-1, 3), M2(@2, -5),
M30» 2). Tahistame sirgete vOrrandite vasakuid pooli lUhi-
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sumbolitega F* = 7x - y - 19, = X+ 4y - 13> F3= @ +
+ 3y — 1« Madrame nende kolmliikmete margid kolmnurga tippu-
des ja uuritavais punktides:
PjCHj)<o , FjCp) <o, PjCg) ~ o, PjCb) > 0 »
P2(M2)<0 , P2(P) < 0, p2(@) > 0, p2¢) * O,
F3(13)>0 , F3(P>> 0, P3@Q < O, F3(B) > 0 .
Ilmneb, et punktid P ja oa Uhel pool sirget *2*3» P 3»
M am thel pool sirget ning P Ja M3 dhel pool sirget

mjMg. Jarelikult on punkt P kolmnurga sisepiirkonnas.

Analoogiliselt malrame punktide Q ja E asukoha (vt. joon.109)

4 Nurgad sirgete ja tasandite vahel.

Kaesolevas ja jargmistes punktides vaatleme nurkade ja
16ikude mdotmist, s.t. meetrilisi suurusi. Sellejuures ka-
sutame ainult ristkoordinaate — oluliste lihtsustuste tot-
tu, mida need pakuvad (vt. $£ p.4). Sel teel saadud valemid
el kehti uldistes afiinsetes koordinaatides; vastavad afiin-
sed valemid on tunduvalt keerukamad (vt. ndide 49).

O) Nuxka kahe sirge vahel tasandil m&6dab nurk nende
sirgete sihivektorite vahel. Olgu sihivektorld e™XjjYj) ja
§2(12,Y2), siis (4.9) pohjal

1 2 (SjHijl
Vastavalt sihivektorite suunale maarab see valem ifre kahest

talendusnurgast * ja - , mille moodustavad sirged (joon.

110). Niisiis saab nurgapaari sirgete vahel ristkoordinaati-
des arvutada valemiga
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. ¢ *A + TN
008 4,i - - -
VXFTTF Vz] + t]
(11.6)
Kui sirged on esitatud uldvorran-
ditega, siis kasutame tdhistusi
SE> —~Y)» s(By, —AQ)-

Al1A2 + B1B2
eoaf(t = -
Joon. 110 < Val| + Bf VAl + B2
(11.6a)
Siit jareldub lihtsa teisenduse teel:
sin
- AN
tanf -+ _AllE%_ (11.6b)
BiB2

Va +

Kahe sirge vahelise nurga uUhe-
seks maaramiseks jarjestatakse
(nummerdatakse) need sirged. Nur-
gaks kahe jarjestatud sirge vahel
nimetatakse nurka« mille vfrra tu-
leb pddrata esimest sirget positilv-
Joon. 111. ses suunas Uhtimiseni teise sirge-
ga (Joon. 111).

Nurka sirgest J1 sirgeni A ? arvutatakse valemiga

tan 82 ~ A1B2 ~ A2B1 ain
A1A2 + B1B2
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Kui sirged on esitatud taandatud vOrranditega y s a”™x +

+ *ay ~ ax + b2* siis s ab» @1 - A2 r a2 nins
Bg = -1; seega

tao (1"A,) = *lar - - (11.8)

(Tuletada see valem joonise 111 abil)
Sirged on risti, kui 1L i0O» s.t.
X,X9 +Y,Y9 =0
ehk 1r 1d
AlA2 + N2 s °* " 1.9
Ristsirgete puhul tan(A-"A2) = o0° , jarelikult valemis

(11.8) on nimetaja null: 1 + aia2 ~

al = - , (11.10)

s.t. ristsirgete tbusud on teineteise vastandpddrdarvud.

() Nurgaks kahe sirge vahel ruumis nimetatakse nurka
nende sirgete sihivektorite vahel. Selle definitsiooni p&h-
jal vdib konelda ka nurgast kiivsirgete vahel.

Et sihivektorite s, ja $2 suunad on antud sirgetel va-
balt valitavad, siis moodustavad kaks sirget kaks teineteist

taiendavat nurka " ja f 2, mis arvutatakse valemist
00s f12 12 1-2-,1 2 ——— fn.-m
VXFTrfTjif \D\ +y| + z]

Sirged on risti, kui 1L 12, s.o. kui
XXX2 + YiY2 + Z2 = 0. (11.12)

Kui Uks (vbi molemad) sirgetest on esitatud taandatud
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vOrranditega, nSit. kujul Iy s 1 a> siis (10.21a) pohjal,
on selle sirge sihivektor (@, b, 1), s.o. valemeis (11.11,
12) tuleb lugeda X = a, Ya b, Za 1.

(©)) Kaks I0ikuvat tasandit moodustavad kaks Kabetahulis-
te tippnurkade paari. Neid kahetabulisi nurki md6tvaid joon-
nurki saab arvutada tasandite normaalvektorite abil. Olgu
viimased B, C~ ja Eg(A2, Bg, Cg), siis
cos fl* AMAg + @182  AMIN2

2
W *B2+ 7\ fil + b] +c2

Tasandid on risti,t kui m, X mp, s.t. kui
X
A/\Ag + + /\l/\2 ~ (11.14)
@ Nurgaks sirge .| tasandi vahel nimetatakse vaiksemat

nurka sirge ja tema ristprojektsiooni vahel sellel tasandil

(oon. 112). Seda nurka saab arvutada sirge sihivektori

f IX, Y, 2 ja tasandi normaal-
/ vektori m(A, B, C) abil" vas-
/ tavalt vektorite suundadele
/ S) /
/ Yz / kas sin f = cos
X i vBi  sinf= sin(®*"——"-) a
Joon. 112 . -sind —SJ=cosl ,
seega alati sin f =cos|(, m)] =J_1 1, s.t.
Isi Iml
n 1AX + BY + CZ1

s N Va*+Br+Cr N +Y*+ 0
Sirge on risti tasandiga, kui s I'm, s.t. kui
8.8, ¢, (11.16)
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Naited.
49. Tuletame kaldkoordinaatides kahe sirge vahelise nur-

ga valemi tasandil (joon. 113):
o2 - oYy

tan a2 - A

tan T =
1 + tanoc™ tan<®
Y*Y*
1+ 12
xF X*
Joon. 113.
YgSinco YAsin bu

X2 + YZ2cosu> XMpTTJIcOsuT

YAY2sin uk
(Xr + YJCOS u) (X2 + Y2cos t>)

1+

JYg - X2Y1)sinw

X1 " Bl» X2 “ ~B2>
2 = Ajg> % - Apv

(A"B2 - A2B™)sino;
tanf - Q.17

AlA2 + @1®2 ** “aiB2 + 11003 0
(vrd. 11.7).
50. On antud sirged ja oma vOrranditega 3x -
4y +7 =0 ja 2i My -1 -0 ning punkt M(I, -3), mis, nagu
kerge kontrollidadel asu kummalgi sirgel. Arvutame selle
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sirgetevahelise nurga suuruse, mil-

les asub punkt M.

f=K -t goon. 114)
Vaatleme kolmliikmeid = 3X — 4y +
+ 7 jJa?2 = + 0B y-1. Et

P2QM) > O

I 5,1 TT ja

M, n2) - Xx- (1, L) =jZ- jh
3» -A6 z——————— 1r_T_I_& :

*

ja?22M < 0, siis
n2tfF Ur, jarelikult
Nyst. cos =

f=arc cos-N"NX . .

5. Punkti kaugus sirgest ja tasandist. NormaalvOrrandid.

(D Punkti kaugus sirgest tasandil.

Leiame punkti

M(x0, y0) kauguse sirgest
y = a/x + b. Selleks pro-
jekteerime M vaadeldava-
le sirgele paralleelselt
y-teljega; olgu projekt-
sioon N(x0, y?). Joonisel
115 on taiendavalt margi-
tud punkti M asend M*

teisel pool sirget ja

vastav projektsioon II*. Taisnurksest kolmnurgast MNP tuleneb

punkti M igasuguse asendi korral, et

d =0MP =1y0 - ¥Y2J cos«

Et N on vaadeldava sirge punkt, siis y» = axG + b; a = tan4
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tHttu COS - . Asendame eelnevas, siis saame va-

nrT
lemi
d = -a0-b (11.18)
A+ a2
Kui sirge on esitatud uUldvdrrandiga, siis eeldusel, et
B 10, on| - a ja”™ = -p, seega on vastav valem

IAXO + Byo + C 1
d= (11.19)

Kasutasime kitsendavat eeldust, et 8 ¢ 0. Kuid 8 = O korral
on sirge vorrand x = —f jJa otsitav kaugus on d = Yxo+ O

see tulemus jareldub ka valemist (11.19).

Vaatleme vdrrandit n «% =o0e.
Va + B 7sTy +

+ —|i)n— = 0, mis on saadud sirge uldvorrandi jagamisel nor-
maalve!(tori mooduliga. Ilmselt esitab see vorrand sama sir-
get, kuid normaalvektoriks on nuud Uhikvektor nO - —
Sellist vorrandit nimetatakse sirge normaalvc”)rrandiklsE.I
Normaalvorrand Kirjutatakse harilikult mdnevorra kompakt-
semal kujul, kasutades jargmisi tahistusi (Joon. 116).
Olgu (nOn, D =f ja sirge kau-
gus reeperi alguspunktist p. Siis

I[TT - cos ¥ ja =sinf (vt
In | Inl

7.4 ja 4.11) ning loos ¥ + ysinf =
= (rp, n0) r pr- U7 = p. Teikest
kiljest (11.19) péhjal p = ~°1 .

Inl
Jarelikult on sirge normaalvorrand
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xcos ¥ +ysin”™ - p =0. (11.20)
Selle vorrandi abil saab kauguse valemi (11.19) Kirjuta-
da lihtsamalt:
d = 1Xq00s + yOsin £ - pl. (11.19a)
Sonastame valemid (171.19,19a): punkti kaugus sirgest ta-
sandil vOrdub absoluutvaartusega sirge normaalvorrandi vasa-
kust poolest, millesse on asetatud vaadeldava punkti koordi-
naadid.
() Punkti kaugus tasandist on avaldatav valemiga, mis
on analoogiline sirge puhul vaadelduga ja mis viib samal vii-
sil tasandi normaalvbrrandi mdisteni. Kasutame selle valemi
tuletamiskaigus vektoreid; lugeja veendugu iseseisvalt, et
tépselt samal viisil on vBimalik kasitleda ka sirge juhtu.
Vaatleme min-
git tasandit
Uhiknormaalvekto-
riga mO (joon.
117). Olgu
Mm, D =w. ,
(raoC 3) - B Ja
@i07 B) myy* ,
siis on vektori
mO koordinaadid
cos<* , cos /3 ja
Joon. 117. oos/- (vt. 7.6 ja
4.8). Olgu mO rakendatud tasandi suvalisse punkti P(X,y,z).
Antud punkti M(x0, yO0> z0) kaugus tasandist on
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d=Jdpr5W 1= (Caga, mO)Il=jUo - x)cos<X + (yO -
- y)edsp + (zc - z)cosJ<-l =m |xOcosd + yOcos™+
+ ZqCOsj'- - (xcosc*. -»ycos/3 + zcos” )l
Kuid xcos<* + ycos”™ + xcos™ - (rp> mo) = PrmJ”™ r "op>
kus p tahistab tasandi kaugust reeperi alguspunktist. Jare-
likult mdarab punkti kauguse tasandist valem
d = jxOcos<* + yOcos (i + z0cos™ - pj - (11.21)
uhtlasi i1lmneb sooritatud arutlusest, et tasandi iga
punkt P rahuldab vdrrandit
Xcoscc wmycosp + zcos™ - p s O. (11.22)
See tingimus on ilmselt ka piis*rr punkti P kuulueiseks ta-
sandile - tegemist on tasandi noncaalvdrrandiga. Seega voOr-
dub punkti kaugus tasandist absoluutvaartusega tasandi vor-
randi vasakust poolest, millesse on asetatud vaadeldava
punkti koordinaadid.

Kirjutame normaalvdrrandi harilikes téhistustes:

T X +Ir7y +Ir7 z+7T~-T = 151 = o2 + B2 + C2
Im1 Iml Iml /ml

Siit tuleneb punkti kauguse valem tasandi tldesituse korral:

]JAXO + ByO + Cz0O + D J
d= * (11.21a)
Va2 + B2 + C2

(©) Punkti kaugust sirgest ruumis saab h&lpsasti maarate
vektorite abil.

Olgu sirge esitatud analudtiliselt, siis on kas antud
voi on alati leitav tema uks punkt N(x*, yn, ) ja sihivek—
tor s(X, Y, 2). Rakendame sihivektori punkti N(oon. 118),

siis on antud punkti M(x0, yG, z0) kaugus d sirgest vektori-

- 100 -



tele G ja TUehitatud rédp-
kiliku kérgus. Jarelikult

d = Jré*opk
Isi
d - ; (11.23)
2 2
Y z z X X Y *©
+ +
YO < 20 - zj zQ - 7| x0 x0 ““x1 yO0-y.

X2 + Y2 + 72

Praktiliselt on otstarbekas meeles pidada valem (11.23),
digemini - arutlus, mis viib selle valemini. T&iesti tarbetu

on memoriseerida valemi koordinaatkuju.

Naited.

51. On antud sirged 3x - by + 11 = 0 ja 4x -3y - 7 = 0.
Koostame nurgapoolitaja vGérrandi selle sirgetevahelise nur-
ga jaoks, milles asetseb punkt M(3, 2).

Olgu P(x, y) nurgapoolitaja suvaline punkt. Ta on vdrd-
seil kaugustel antud sirgetest, s.t. -t - -

- JAz.r~ -~ . Et P ja WMon Uhes ja samas nurgas, siis
P1(P) ja F2(P) peavad olema samamdrgilised vastavalt B“M)
ja F2(K)-ga (siin P-"= 3x - 4y + 11 ja P2 = 4x - 3y - 7).
Kuid P1(M) > 0 ja P2(M) < 0, sellepéarast peavad P-L(P) ja
olema vastandmargilised. Seda asjaolu silmas pidades

kirjutame otsitava nurgapoolitaja v@rrandi:
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3<- 4y + 11 - -(4 - 3y - 7),
X - 7y + 4 = 0.
52. Naites 27 arvutatud kauguse punktist O tasandini
ABC saab niiud leida teisel viisil.
Koostame ABC vorrandi:
(F, 118, 1C) = 0,
x-1 y-1 z - 4

2 -4 -3 =0,
-6 1,-2
Xx+2y-2z+5?20.
Punkti D (7, -1, 2) kaugus sellest tasandist d = 7-2-4+5
VI+4+4

2

6. Kiivsirgete lhine ristsirge _jakilvslrgetevaheline kaugus.
tUldsust kitsendamata vdime lugeda antuiks kiilvsirgete
sihivektorid s”~Cx®, Y, Z*) ja 1gCXg, Y2, Z?) ning Uhe punk-
ti kummalgi sirgel: MjCx~ y», z7) ja M2(x2, ¥2» z2). Tarvi-
duse puhul saab neid vektoreid ja punkte leida sirgete ana-

ludtilisest esitusest.
(I) Kahe kiivsirge

ja "2 Uhise rist-

119). duhine ristsirge

on vaadeldav tasandite
ja J°2 ISikejoone-

joon. 119 na; tasand A labib
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sirgeid Oi ja M4, tasand ™ 2 *”sirgeid /2 3a ~ e« Koosta-
me nende tasandite vdrrandid.
Olgu P(x, y, z) suvaline punkt ruumis. Ta asub tasandil

Tt" parajasti siis, kui vektorid JUJT, 1” ja LslIf s2] on
komplanaarsed, ning tasandil parajasti siis, kui vekto-
rid MgP, 12 ja §2] on komplanaarsed. Nendest tingimus-
test tulenevadki tasandite voérrandid:

urr, Sj, [s”, s23 ) =0,

(Wp, s2, [&x, e2] ) = 0;

saadud vdrrandisisteem madrab otsitava lhise ristsirge. Lu-
geja valjendagu leitud siisteem skalaarvorranditena (determi-
nantide abil).

(2) Kahe kiivsirge vahelist kaugust mdddab nende Uhise
ristsirge 10ik N~AN2, mis asub kiivsirgete vahel (joon. 120).
Loik NJN2 on sirgete antud punktidega maaratud Id6igu M2
ristprojektsioon Uhisele ristsirgele (joonisel punkte ja
M2 projekteerivad vastavalt tasandid ja ). Need kaa-

lutlused vdimaldavad véalja kirjutada valemi otsitava kauguse

arvutamiseks:
loi~, rs1( i2))i
d=|prtiz¢ e ’
I[i. 5ri



d A 5 3

. “ z
YL Z1 . Z1 X1, XL Y1
y Y2 22 72 X2 X2y

812. Koo rdinaattedsenduse

Ja punktteisendused

1. PGhimbistete naitlik kasitlus ihel konkreetsel erijuhul.
Kédesolevas paragrahvis vaadeldavad kiisimused on mdnevdr-
ra abstraktse iseloomuga, ometi on neil fundamentaalne taht-
sus, mis Uletab kaugelt analiiitilise geomeetria kursuse raa-
mid. Suurema selguse saamiseks kasitleme algul konkreetset
néidet.
(I) Afiinsete koordinaatide teisendus tasandil.

Olgu tasandil antud kaks erinevat afiinset reeperit

g el, } ja

©"; " oon.
120); siis on igal
punktil P teatud koor-
dinaadid mdlema reepe-
ri suhtes. Olgu need
koordinaadid vastavalt

120 Xl'xzja.x|’ 2>

Joon.
Nimetame kokkuleppeliselt esimest reeperit ja sellega mééra-

tud koordinaate “evanadeks", teisi - "uuteks". Ilmselt on sel-
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lised nimetused vaid suhtelise, vaatlusviisist sdltuva ta-
hendusega.

Tekib probleem: kuidas leida punkti uusi koordinaate, kui
on teada vanad? Probleemi lahendamiseks on tarvis teada uue
ja vana reeperi vastastikust asendit.

Konkretiseerime probleemi. Olgu antud kolmnurk ABC kil-

gede keskpunktidega Bj ja @ (Joon. 121). Valime esime-
seks ("vanaks') reeperiks TE, 335} ja teiseks ("uueks™)
{B; Siis on nait. tipu C vanad koordinaadid

(I, 0) ja uued (2, -2). Lugeja kirjutagu punktide A B, A~,
B~ ja C™ koordinaadid mdlema reeperi suhtes!
Olgu teada mingi punkti M
vanad koordinaadid: = -3
ja x2 *9 . Millised on tema
uued koordinaadid? Margime,
et on tulikas ja sageli vdi-
matu lahendada sellist Kisi-
must geomeetrilise konstru-
eerimise teel; nait. x* »
- 10n ja AC a :
tuleks x"-teljele kanda 1
km pikkune 18ik. Otstarbe-
kas on lahendada kisimus l-
Joon. 121 « dises vormis - koostada va-
lemid, mis vdimaldavad arvutada tasandi iga punkti uusi
koordinaate antud vanade kaudu.

Tasandi suvalise punkti I korral
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A? s AS + Py
kus 2F =g~ + X, B? = >". + x232> da
IS * Ip, seega
ler + 5352 = @ + >4*é/\j+ >2 e .
Avaldame uue reeperi vektorid vana reeperi kaudu (joon. 121):
i * 2 Qi " 02»
.- -1 e2
ja asendame eelnevas:

x1il + x2e2 s \xL"11 + (-X17- \'x2" + De2.

Reeperivektorite lineaarse sOltumatuse tottu jéarelduvad siit

valemid

1 11»
X a7l7x » @

X2* -x1*-£s2"+ 1,
mis valjendavad vanu koordinaate uute kaudu.
Arutledes analoogiliselt leiame vastupidised valemid:
w =X + IF,

1

X *Ej + x2.©2»é 2e2i+ x1 2

en + x%e2,
A - def,
= - 2e*
VT + 52 12i- 2x6ji + (-4x7- 2x + 2)e2,
x& = ot
2» = —4x1r - 2x2 + 2. (7)

Veenduda, et valemeid ( ) saab tuletada, lahendades (00
1» . y

lo; B -
X ja x  suhtes, samuti vastupidi!

Valemeist (P ) saame vastuse esitatud kisimusele: punk-
ti M uued koordinaadid on x1" - -6 ja x2" - -4.
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Afiinsete reeperite vahetust, s.o. uUleminekut koordinaa-
tidelt x , x uutele koordinaatidele x'L", x2* (v0i vastupidi),
nimetatakse afiinsete koordinaatide teisenduseks tas**nri-nt
Vaadeldud ndites kirjeldavad sellist teisendust valemid (» )
ja (B); neid nimetatakse koordinaatteisenduse valemeiks.

Koordinaatide teisendamise praktiline tahtsus ilmneb
jJargmistes peatikkides. Margime siin vaid asjaolu, et koordi-
naatteisendused vdimaldavad muuta uuritavate vdrrandite kuju.
Ndnda ilmneb jooniselt 121, et sirge BC vGrrand vanas teljes-
tikus on xT + x2 =1 (vorrand telgldikudes). Asendus valemi-

tega {°f/ annab vérrandi x1” + x2°

= 0, mis esitab sama
sirget uue reeperi suhtes.

Kontrollige, et B ja Cuued koordinaadid rahuldavad vor-
randit! Kirjutage mediaanide AA®, BB™ ja CC™ vdrrandid mdle-
ma reeperi suhtes ning kontrollige, et punktide A A®, B, B,
Cja vanad ja uued koordinaadid rahuldavad vastavaid vdr-
randeid!

Réhutame, et koordinaatteisendused ei muuda geomeetrilisi
objekte, vaid ainult nende analiitilist esitust. Koordinaat-
teisendust vdib vaadelda koordinaatvOrgu deformatsioonina ta-
sandil. Sellejuures sailib iga kujund, j&ab paigale iga

punkt — muutuvad ainult punktide koordinaadid: (xl, x2)

Vastavalt reeperi valiku suvalisusele saab geomeetrilisi
kujundeid esitada analuitiliselt Idpmata paljudel erinevatel
viisidel. Siit tuleneb praktiline vajadus: valida reeper koi-

ge otstarbekamalt, nimelt nii, et uuritavat probleemi kirjel-



dav vOrrand voi vorrandisisteem oleks maksimaalselt lihtne.
IImselt on selleks tarvis tunda seaduspérasusi, millele al-

luvad koordinaatteisendused.

(2) Tasandi n-wvinnw teisendus.

Haitame niud, et valemitele («t) Ja (/3) saab anda veel
teistsuguse tolgenduse.

Joonisel 122 on kujutatud reeperid B A; 1S, ICj- ja
H* = ~B; BB~, BC-~j ning nendega seotud koordinaatvlrgud. Ka-
sutagu kaks vaatlejat V ja V" tasandi kirjeldamisel vasta-
valt reeperit Bja B, s.t. kummagi vaatleja seisukohalt oi-
ga tasandil antud ainult ks (teise omast erinev) koordinaat-
vork. Sellistel eeldustel jduavad vaatlejad V ja V" uhesugu-
sel viisil talitades erinevate tulemusteni. Seda iseloomus-
tab joonis 122. Naiteks punktihulka, mille koordinaadid on
1 ja 2 vahel, margivad vaatlejad erinevate viirutatud roop-
kilikutena; erinevatena margivad nad tasandile ka samu numb-
reid, téhti ja kujundeid.

Pulame vaatlejate toimingud kooskdlla viia sel teel, et
deformeerime Uhe reeperi ja sellega seotud vdrgu teiseks.
Toimugu muutus nditeks vaatleja V vodrguga.

Kujutleme nioidd piltlikkuse huvides, et on taidetud kaks
eeldust: 1) vaatleja V ei marka oma vOérgu deformeerumist;

2) vaatlejad ei tea, et nende reeperid erinevad ja saavad in-
formatsiooni vahetada ainult raadio teel.

Selleks et vaatleja V ei markaks oma vOrgu muutumist,
peab ta ise muutuma koos vOrguga. Niisiis kahaneb vaatleja V

koos reeperiga R viimase Uhtimiseni R"-ga. Kahanev V néeb
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jundite
muutumist
ja loeb ta-
sandi kas-
vavaks. Sa-
mal ajal
teatab V",
et mingit
tasandi de-
formatsi-
ooni ei
toimu. Sel-
lest jarel-
dab V, et
V" muutub
koos tasan-
diga ja ni-
Joon. 122 * melt kasvab.
Parast reeperite R ja R Zihtimist kirjeldab V deformat-
siooni tulemust nii, nagu on kujutatud joonisel 123. Tema
kdsutuses olevate andmete pbhjal vdidab ta, et reeperiga R
seotud koordinaatvdrk on endine, kuid R" ja sellega seotud
vdrk on kasvanud. Selleks, et viia vaatleja V* poolt joones-
tatud kujundeid dhtimisele V omadega, tuleb neid V arvates

deformeerida - ja teha seda tapselt nii, nagu toimus tema



Niisiis on vaatleja V seisukohalt tasandil ainult ks
reeper - tema oma muutumatu reeper R. Selle reeperi suhtes
on toimunud tasandi deformatsioon — -tasandi teisendus* Hai-
teks punkt (1, 0) teisenes punktiks (2, -2), sirge z2 *1 -
sirgeks 2x* + x2 » 0, sirge x2 = 2 - sirgeks X" + x2+ 2s
*0, jne. (vt. joonis 123).

Tapselt sama tulemuseni jouame valemite (/3 ) abil, kui
neid tdlgendada jargmiselt: xl,%< ja xl*, x2' on tasandi
erinevate punktide P ja P* koordinaadid ihe ja sellesama
reeperi R suhtes. Tdepoolest, sellise tdlgendusviisi korral
seavad valemid (*) punktile P(lI, 0) vastavusse punkti
P»0?, -2), sirgele x2 s 1 sirge 2z1* + x2" =0 jne. (Kont-
rollida kdigi joonisel médrgitud sirgete korral!) Et tege-
mist on Uhe ja sellesama koordinaadistikuga, on joonisel
123 kasutatud uhesuguseid koordinaattahistusi. ROhutame
veel kord: koordinaatteisenduste korral on 22 * 1 ja 221' +
+ xpt a 0 the ja sellesama sirge vﬁrggndid erinevate reepe-
rite suhtes; tasandi teisenduse puhul xP =1 ja 221 + z? =
= 0 on erinevate sirgete vorrandid Ghe ja sellesama reeperi
suhtes: kirjutis 2" + 2 = 0 tahendab teisel juhul vaid
seda, et nimelt see sirge on saadud sirgest x2 » 1 tasandi
vaadeldava teisenduse puhul.

Valemitega (p ) madratud tasandi teisendust on kerge
naitlikult mdista abireeperi abil. Viimassks on reeper R" -
*la®; A'B", A*E»J- (vt. joon. 123), milleks vaatleja V ar-

vates deformeerus vaatleja V* reeper R» (mida V luges esi-
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algselt Uhtivaks reeperiga B). Valemite C/3) toimel liigub
tasandi iga punkt P koordinaatidega (x*, x2) (reeperi R suh-
tes) uude asendisse - punkti P*, millel on abireeperi R"
suhtes samad koordinaadid (xx, x2). Ndnda muutub punkt

A(0, 0) punktiks A*, mille koordinaadid R* suhtes on jéalle
(0, 0)j sirge, mille vdrrand R suhtes on x — 0, teiseneb
sirgeks, millel on saaa vOrrand R" suhtes jne. (vt. joon.
123). Sooritada vastav kontroll kdigi joonisel margitud
punktide ja sirgete korral!

Tolgendada analoogilisel viisil valemeid (<* )!

Niisiis valemid (J1) ja (/3 ), mis erinevate reeperite
(ehk muutuva reeperi) korral mé&ravad koordinaatteisenduse,
kirjeldavad Uheainsa (muutumatu) reeperi puhul tasandi tei-
sendust. Valemite seose tottu afiinsete reeperitega réaagi-
takse teisel juhul tasandi aflinsest teisendusest. Koordi-
naatteisendusest eristamiseks nimetatakse valemite teist
télgendamisviisi sageli ka afiinseks punktteisendusekst ta-
sandi iga punkt P(;l, % $4Iiigub uude asendisse P*fﬁ'*?;c4)

Tapsustame mOnevdrra kasutatavat terminoloogiat. Vaat-
leme kaht punktihulkaA ja R. Kui hulgad igale punktile
P on mingi eeskirja abil seatud vastavusse teatud punkt P"
hulgas k nii, et hulga iga punkt vastab mingile
punktile ja ~ erinevaile punktidele vastavad hulgas & ala-
ti erinevad punktid, siis odeldakse, et on antud hulga »
ku_jutus hulgale & . Erijuhul, kui ~ ja & on uhtivad
hulgad, esineb hulga ~ ku.jutus iseendale ehk hulga  tei-

sendus.
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Kaesolevas arutluses vaatleme tasandi punktlhulka, mil-
les on valitud joonisel 122 kujutatud reeperid H ja R". Sen-
de reeperite abil moodustatud valemid (<~ ) ja (/3) korral-
davad Uksilihese vastavuse tasandi punktide vahel: P P».
Seega on tegemist tasandi kujutusega Iseendale e. tasandi
teisendusega defineeritud mottes.

Teine vaateviis viib seega geomeetriliste teisenduste
juurde, mille mbéiste on mbnevOrra tuttav juba keskkoolist
(sarnasusteisendus jne.). Geomeetriliste teisenduste uurimi-
sel on erakordselt suur tahtsus geomeetria struktuuri kdige
uldisemate printsiipide valjaselgitamisel. Tahtsamaid geo-
meetrilisi teisendusi vaadeldakse kdesoleva kursuse teises

osas.

2. Uldine aflinne teisendus.
Vaatleme kaht afiinset reeperit ruumis: R =]0;
jaR" rjo»; ?1t, e2,, eM,} (Joon. 124). Olgu teada uue ree-
peri R" asend vana reeperi* R
suhtes, s.t. olgu antud uue
alguspunkti 0" koordinaadid
ja uute reeperivektorite en,

koordinaadid R suhtes:

X A -
Maatriksit

Joon. 124 e

- 113 -



c @(12.1)

mille veeruvektoriteks on uued reeperivektorid, nimetatakse
vaadeldava teisenduse maatriksiks. Ta on regulaarne, sest
(7.15) pdhjal

(elt» e2*> &&3) - det C (e, e2>en),
s.t. det C/0. Jérelikult kas det C> 0 v0i det C< 0. Esi-
mesel Juhul koéneldakse, et E ja E* on Uhesuguselt orientee-

ritud, teisel juhul - vastupidiselt. Niisiis

12.2)

Kasutame siin surameerimiskokkulepet (8 3. p.6). Et vaatluse
all on olukord ruumis, siis tuleb kdigile indeksitele omista
da vaartusi 1, 2, 3. Lugejal on soovitav "silma harjutami-
seks® "kdik jargnevad luhislimboolikas esitatud summeerimised
lahti kirjutada,

Olgu ruumi suvalise punkti P vanad koordinaadid xl, x2,

x3 ja uued x1 , x2', x&l, s.t.
(12.3)
Jooniselt 124 ilmneb, et kehtib vdrdus

= (H* + UTT»; (12.4)
teisendame seda (12.2,3) abil:
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Kasutame summeerimisindeksi téhistamise suvalisust ja kirju-
tame vasakpoolses summas i asemel j:

= (o™x1* + c3) e3,
(X3 - c™x*" - c”™e™ = 0.

Reeperivektorite lineaarse sOltumatuse tdttu saab nulliga
vOrduda ainult nende triviaalne lineaarkombinatsioonj selle
tottu jareldub saadud vektorvdrdusest kolm skalaarvdrdust

x3 = ¢™x1" + 03, (12.5)

mis médravad punkti P vanad koordinaadid uute kaudu uut baa-
si iseloomustavate kordajate abil. Neid vOrdusi nimetatakse
afiinse teisenduse valemiteks ruumis. Senise vaatlusviisi
korral maaravad need valemid afiinsete koordinaatide teisen-
duse ruumis; selle teisenduse tingib reeperivahetus R — ®R*.
Kirjutame valemid (12.5) detailselt:
(3. cAd <, Cé;)(2 + cAg” +f)1,
x2 = cAx1™ 4 04x2" + cAx% ¥ Gy n
SRV AN i S B
Margime, et nende valemite tuletamine on summeerimiskok-
kuleppe kasutamiseta tunduvalt tilikam, kuid mitte pérmdgi
rangem ega selgem. Veenduda selles iseseisvalt!
Valemite (12.5) tuletamist ja kuju saab maksimaalselt
lihtsustada maatrikssimboolika abil. Veendume selles. Olgu
e = (el e2 ?3) jae" - (elf 12, e3,) lUherealised maatriksid,
mille elementideks on reeperite R ja R" vektorid, ning olgu
- {h%\ theveeruline maatriks, mille elementideks on
\*3/
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punkti 0* vanad koordinaadid. K i r j u tVa nnnktj. ? koordl-
naatide kolmlknd maatriksitena: z =

Hendes tihistustes saab (12.2) ja (12.3) kirjutada llat= in-
deksiteta:

= e C*,
e ceéecc;
UF * ex,

* e fx*.

ntrad saame (12.4) pdhjal

exX = e*X* + icx BSex" + eC* s e(Cx* + ¢+,
(12.5b)
X s Cx* + C.
Saadad maatriksseos on afiinse teisenduse valemite kdige
kompaktsem esitus. Lugejal tuleb endale hasti selgeks teha
valemite 12.5, ba ja 5b samavaarsus.

Valemid 12.5 on pddratavad: nende abil saab tuletada
valemid, mis valjendavad uusi koordinaate (x*") vanade (x*)
kaudu. Margime selle vaite kinnituseks, et valemid (12.5a)
on lahendatavad xl*, x2 ,ja x3' suhtes kui vOrrandisilisteem
nullist erineva determinandiga (det Cd 1 peajuht)*_->
Lihtne on selle tulemuseni jduda maatriksvdrduse (12.5b)
vasakpoolse korrutamise teel maatriksiga C**

X 7= C-1x - C_Ic*. (12.6)
Need valemid mé&dravad podrdteisenduse R* —>R. Nende tuleta-
misel saab talitada muidugi ka saraal viisil nagu lahtetei-
senduse korral. Paneme tdhele, et podrdteisenduse maatrik-

siks on lahteteisenduse maatriksi pddrdmaatriks.
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Valemeid (12*5) saab td6lgendada kahel viisilr

1) reeper ruumis muutub (B —*R») ja selle tottu iga
punkti koordinaadid teisenevad ((x1) ( x 1 %) valemite (12.5)
abil; () ja (x* ) on She ja sellesama punkti koordinaadid
erinevate reeperite suhtes.

2) (x1) ja (x* ) on erinevate punktide koordinaadid the
ja sellesama reeperi suhtes; see reeper on muutumatu, muutu-
vad punktide asendid reeperi suhtes: valemid (12,5) mé&ravsd
punkti P4Y><*") uue asendi P(xi),

Valemite (12.5) tuletamisel pidasime silmas eelmest vaa-
tekohta, mille puhul on tegemist, nagu margitud, afiins*
koordinaatteisendusega. Teise vaateviisi puhul esineb ruumi
afiinne teisendus. Piirdume siinkohal selle formaalse maa-
ritlusega; lugeja kandku ruumi Gle need kujutlused, mis tek-
kisid tasandi teisenduse naitlikul kasitlemisel eelnevas
punktis.

Analoogiliselt saab kahel viisil tdlgendada ka pdoérdtei—

senduse valemeid.

3. Afiinne pdore ja rodplike.

tildist afiinset teisendust ruumis kirjeldavad mittehomo-
geensed lineaarsed valemid (12.5a). Nendest valemitest ilm-
neb, et uldine afiinne teisendus on maaratud 12 suurusega -
kordajatega cj ja cl. Nende suuruste spetsiaalsed vaartuste
kombinatsioonid (ndit. teatud arvu kordajate vordumine nul-
liga jne.) mé&ravad mitmesuguseid afiinse teisenduse erijuh-

te. Podrame siin téhelepanu mdnele t&htsamale.
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. ) o1 2
Homogeensete valemite korral, s»t. juhul kui € e c -

= 8 = 0, Uhtib punkt 0" punktiga O - reeperi alguspunkt ei
muutu, muutuvad ainult reeperivektorid. Sellise teisenduse
korral rdadgitakse reeperi afiinsest pddrdest» Podrde valemid
on:

xl=cYy =~ 2.7

Lugejal tuleb selgesti mdista, et sdna "podére" kasuta-
takse siin mitte taht-tahelises, void uUlekantud tahenduses.
Afiinset podret iseloomustab afiinsete teisenduste seas ai-
nult ks asjaolu - reeperi alguspunkti liikumatus.

Kui télgendada (12.7) punktteisenduse valemitena, siis
esitavad £had ruumi sellist afiinset deformatsiooni, mille pu-
hul Uks -punkt (reeperi alguspunkt) sailitab oma asendi. Ruu-
mi sellist teisendust nimetatakse sageli tsentroafiinseks
teisenduseks.

Afiinse pddrde iseloomu maddravad 9 suurust - reeperivek-
torite koordinaadid. Ilmselt vdib afiinne pddére olla maara-
tud véga mitmeti. N&it. juhul, kui iL, koordinaatideks on
@, 0, 1), s.t. . P =0, 0 s 1, siis e~f s 1*. Seega
vektor jaab muutumatuks (punktteisenduse seisukohalt -
selle vektori sihis ruum ei deformeeru). Oeldakse, et toimub
afiinne pddre umber aplikaattelje.

Kui homogeensetes valemites s <T", siis e®, = el (vt.
12.2) ja x1 = x1 (vt. 12.7). Seega reeper ei muutu, punkti
koordinaadid sdilivad (punktteisendusena - ikski punkt ei
muuda oma asukohta). Sellist teisendust nimetatakse samasus-

teisenduseks.
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Kui mittehomogeensetes valemites s.t. valemitel

on Jargmine kuju:
Ve xt e d, (12.8)

siis reeperivektorid ei muutu ja toimub ainult reeperi al-
guspunkti nihe. Seega kandub koordinaatteljestik iseendaga
paralleelselt punktist 0 punkti 0 *. T6lgenduse puhul punkt-
teisendusena maaravad Valemid (12.8) kogu ruumi nihke: iga
punkt liigub vektori GU"~vdrra.

Valemitega (12.8) méd&ratud afiinset teisendust nimeta-
takse roodplikkeko. Vastavalt tbélgendusele rédégitakse kas
reeperi vB8i ruumi rooplukkest. Margime, et ruumi rdédplike
qntihedalt seotud vOrdsete vektorite klassi mdistega. T?
poolest, ruumi iga"rodpluke tekitab sellise vektorite klas-
si, ja vastupidi - iga vOrdsete vektorite klass mddrab ruu-
mi rooplikke,

Joonisel 125 on kujutatud a) rodplike, b) afiinne pdodre,

c) uldine afiinne teisendus (vaadeldud on vaid tasandit).
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4. Afilnne teisendus tasandil.
Afiinse teisenduse valemite tuletamine tasandi jaoke

toimub ruumilisel juhul vaadeldud rodttekdikude abil. Ainsaks
erinevuseks on reeperi kolmanda vektori puudumine» mille tdt-
tu igal indeksil on ainult kaks vaartust 1 ,la 2. Tehes vas-
tavad muudatused sisteemis (12.5a) saame afiinse teisenduse

valemid tasandilisel juhul:
xbadd "¢ @ 7+ dj

- >
x2 = o%tl + chz + CZ. (12-9)

Summeerimiskokkuleppe abil kirjutatud teisendusvalemid,
sanruti valemid maatrikssimboolikas on tasandi ja ruumi jaoks
valiselt Uhesugused.

_ v 1 % Zs 2

Teisendus (12.9) on maaratud 6 suurusega c~, 02, c”s Cg,

C},ZC), millest 4 esimest moodustavad teisenduse maatriksi

(o ci\ ) i
O« i p 1. See maatriks on regulaarne (tdestadal), jéare-
vel c2/
likult on teisendus podratav, s.t. leiduvad analoogilised

valemid, mis valjendavad xl' ja x2° vanade koordinaatide

kaudu.

Teisenduse maatriksi determinandi det Cmark maédrab ree-
perite vastastikuse orientatsiooni ka tasandilisel juhul.
Selles veendumiseks kujutleme, et vaadeldav tasand asub ruu-
mis, ja tdiendame tema reeperid ruumilisteks kolmanda vekto-
ri lisamise teel. Olgu kolmandaks vektoriks mdlema reeperi
korral tasandi iUks ja seesama normaalvektor, s.t. reeperiva-
hetuse puhul see vektor sdiligu. Siis ruumilise teisenduse

maatriks on
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/a d o\
c«pf c] O
o o 11

ja selle tottu det C= det C Kui reeperid tasandil on erine-
va orientatsiooniga, siis on seda ka reeperid ruumis, s.t.
det C < 0 ja det C<.0. Vastupidi, det C< 0 puhul det C< 0,
mille tdttu ruumilised reeperid on erinevalt orienteeritud;
et eM, « siis on vastupidiste orientatsioonidega ka ta-
sandi reeperid.

Tasandilise afiinse teisenduse konkreetset erijuhtu vaat-
lesime punktis 1. Selles ndites on teisenduse valemid (12.9)

kirjutatud slsteemina (oL ), teisenduse maatriks on Cr
jacl =0, c2=1. Et c2 =0, siis igi”®

s.t. ordinaattelg teiseneb iseendaks.

Kui valemid (12.9) on homogeensed, s.t. (% = cg =0, sils

esineb afiinne pddre tasandil (joon. 126):

(12.10)
Kui aga valemeis (12.9) siis on tegemist rodp-
lukkega tasandil (joon. 127):
xx ~ x1* ¢ d, (12.11)
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Joon. 126 » Joon. 127 .
5. Ortogonaalne teisendus tasandil.
Afiinset teisendust, nille puhul ortonormeeritud reeper
teiseneb jSile ortonormeeritud reeperiks, nimetatakse orto-

goaaalseks teisenduseks.

a) Vaatleme esmalt tasandilist juhtu.
Olgu tasandil antud kaks ortonor-
meeritud reeperit Bsj0; 1, 3} ja
[ B r{o* T*, 3*}. Eeldame, et on
b) teada uue reeperi E Zalguspunkti

koordinaadid vana reeperi E suhtes ja
nurk vektorite I, 1" vahel: olgu
0"(a, b) jJa (ifi1») ro .

Ssineb kaiks vtiimalust:

Joon. 126 ¢ 1) Beeperitel E ja E* on fihesugu-
ne orientatsioon (joon. 126a)« Sellisel juhul
cl, V) ~ -
(X?v) - 4
@B,AJ0 - N

Jfirelikult (vt. 7.4):
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1" * cos (XT + sinw.3,
.7" m-sin0™ + coeat 3,
seega teisenduse maatriks on (vrd. definitsioon 12.1)
00s e  -sin0O-
sinn cosol
See maatriks vdimaldab kirjutada teisenduse valemeid
BXa - y'sin«. + a,

V= —X’éji1n0’\ +y Tos<*. + b« (12.12)

2) Reeperitel R ja R* on erinev orientatsioon (joon.
128b). Sellisel juhul
aAo * x/2- ,
(C1*) . 392 - a,
Qr3") * & - oc;
jarelikult
Q* * oos«. I + aina 3,

* * gina. | - 00sSA 3»
(YS)OSd Sin O\
in -008JV

=X ® X"00sa. + y"einoc + {
| (12.13)

Y» i'sina - yoosa + »b.
Teisenduse maatriks on mdlemal juhul regulaarne (detC ji
i 0). Selle tottu saab sisteemidest (12.12) ja (12.13) aval-
dada uued koordinaadid x ”ja y' vanade kaudu (ulesanne ise-

seisvaks lahendamiseksl) *
Tahistame vana reeperi alguspunkti 0 uusi koordinaate

tahtedega O ja d. Kirjutame podrdvalemid podrdmaatriksite
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abil. Kui reeperid on Uhise orientatsiooniga, siis
/ 00s « sina \
'l - -
\-sinA Cos A

x1 * xcos<* + ysin<* +¢

(12.14)
Y = -xsina + ycos<x + d;
kui reeperid on orienteeritud vastupidiselty siis
0s0- sina
sinot  -eost*
xl = xoosa + ysin<* + ¢,
! (12.15)

v r xsinou - ysina. + d.

Ortogonaalse teisenduse korral det Cs - 1, kusjuures de-
terminandi mark osutab orientatsiooni (kooskdlas afiinsel
Gldjuhul tehtud markustega).

Vaatleme ortogonaalse teisenduse t&htsamaid erijuhte. Va-
lemid (12.12) méaaravad

1) poorde. kui a» b = 0 (reeper p6dérdub Gmber muutumatu
alguspunkti nurga vorra);

2) rooplukke. kui <= 0 (alguspunkt nihkub vektori 00*
vlrra, reeperivektorid ei muutu);

3) samasustelsenduse. kui a» b r < =0 (reeper ei muu-
t).

Kirjutage nende teisenduste valemid ja tehke vastavad
joonised!

Joonise 127 pdhjal saab valemitega (12.13) méaratud tei-

senduse teostada kahe teisenduse jarjestikku sooritamise
teel, nimelt
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a) sooritades teisenduse (12.12),

b) muutes teise baasivektori vastassuunaliseks.

Niisiis teine teisendus on

u" = -5-,
s.t. toimub ordinaattelje peegeldus abstsisstelje suhtes.
Sellist teisendust nimetataksegi peegelduseks x-telje suhtes
Seega valemid (12.13) maaravad

1) pooérde koos peegeldusega, kui a s b » O,

2) roopliukke koos peegeldusega, kui <s O,

3) peegelduse (tapsemalt: samasusteisenduse koos peegel-
dusega), kui a= b = * 0.

Kirjutage nende teisenduste valemid ja tehke vastavad
joonised!

Ortogonaalsete teisenduste valemeid saab kergesti tule-
tada elementaarsel viisil. Toome n&ditena pddrde valemite
tuletuse (Joon. 129):

*x C OPM = OE - QP2 a
s OPgCos0+ - PPgSincx ,
ysP,PsP™ +PQ3
V = 0OPgSincA + PP~ccsa ;
0P2 » X«,

pp2 =y %
=X = X"C0SN - Y'sin«

y st x 1sin + y"CORol
Joon. 129 « (12.16)

Margime, et see tdOestuskdik vajab tdiendavaid lisauurimisi



juhtude jaoks, mil punkt P ei aeu mdlema reeperi esimeses
koordinaatveerandis. Eelnev Uldine tuletuskaik selliseid li-
savaatlusi ei ndua.

Ortogonaalse teisenduse valemite tuletamisel, samuti
saadud valemite ja nende erijuhtude tdlgendamisel pidasime
silmas koordinaatteisenduse aspekti. Sellest seisukohast on
valemid (12.12-16) rilstkoordinaatlde teisendamise valeald
tasandil.

Punktteisendustena need valemid (ja nende erijuhud) mat-
ravad tasandi mitmesuguseid liikumisi. Tasandi liikumisena
moistetakse siin tasandi liikumist médéda iseennast, mitte
liikumist Umbritseva ruumi seisukohalt, Uhtlasi vaadeldakse
ainult geomeetrilist liikumist, s.t. peetakse silmas ainult
alg- ja loppasendit, jattes tdiesti kdrvale liikumise kui
teatud kestusega protsessi molst/.

Valemitega (12.12) mddratud tasandi liikumist nimetatak-
se parisliikumiseks e. esimest lilkl liikumiseks.

Pdhjendame sellist nimetust nditlike kaalutlustega.

Tasandi afiinse teisenduse vaatlemisel lahtusime teisen-
duse valemeist ja t8lgendasime neid tasandi deformatsiooni
ndol. Sel viisil eristavad valemid tasandi kdigi vdimalike
deformatsioonide hulgast teatud alamhulga, mida nimetatak-
se tasandi afiinseteks teisendusteks. Muidugi saab samal
viisil talitada ka ortogonaalsete teisenduste korral. Kuid
huvipakkuvam on vastupidine tee: Il&htuda liikumise nditli-
kust kujutlusest ja ndidata, et tegemist on tasandi ortogo-

naalse teisendusega.



Vaatleme tasandit «m , sille suvaline punkt olgu P. Ase-
tame tasandile « abitasandi 7”3 ja margime ka sellel punk-
ti P asendi. Libisegu niud tasand A mdoda tasandit < min-
gisse uude asendisse. Margime selle uue asendi korral R
punkti P all oleva <m punkti tdhega P*. Tasandi 3 [liiku-
mise tagajarjel vastab tasandi A igale punktile P kindel
punkt P* (abitasandi ” v6ib niid ara jatta)* See vastavus
on ilmselt Ulksuhene, s.t. on tasandi kujutus ieeendale -
tasandi teisendus. Loomulik on sellist teisendust nimeta-
da tasandi J1 liikumiseks: 1iga P Uhtimisele viimiseks vasta-
va P"-ga tuleb tasandit liigutada sel viisil, nagu liikus
abitasand R

Tuletame liikumise valemid. Selleks kasutame veel kord

abitasandit p . Valime tasanditel d ja p nende algasen-

dis Uhise reeperi E « {o; 3~ (Joon. 130"a). Sooritame

a

) 1 p liikumise margitud viisil
Jc{gg' (Joon. 130b). Margiae reeperi E

uue asendi tasandile ot reeperi-
na B* - {0"; 1", 7»} ja Jatame
tasandidara (joon. 1}0c). Siis
on eelneva pdhjal md&ratud tasan-
di teisendus P —» P*.

Olgu P koordinaadid Bsuhtes
(X, y) Jja P" koordinaadid Bsuh-
tes (x*, Y). lImselt on teada
ka P* koordinaadid B* suhtes:

need on (X, y). Seega tasandi
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iga punkti P “korral on teada tema koordinaadid kahe erineva
ortonormeeritud reeperi suhtes. Jarelikult rahuldavad need
koordinaadid valemeid (12.12) ja (12.14), s.t. need valenmid
seovad tasandil liikumise teel vastavusse seatud punktide P
ja P* koordinaate. Siit ndemegi, et tasandi liikumist kirjel-
davad margitud valemid.

Muidugi tuleks veel ndidata, et iga vaadeldud tuupi va-
lem on télgendatav tasandi liikumisena (sest viimane on niid
defineeritud valemeist s6ltumatult). Puudku lugeja seda teha
iseseisvalt!

Nilid pole raske mbista ka valemite (12.13) tahendust to6l-
gendamisel punktteisendusena: tuleb sooritada tasandi péaris-
Iiikuraine ja selle jarel tasandit peegeldada x-telje suhtes.
Peegeldus punktteisendusena tadhendab muidugi x-teljega &&r-
nevate pooltasandite vahetamist. Sellist liikumist ei ole
enam voimalik realiseerida tasandi libisemisena md"dda iseen-
nast - kujutlus nduab Umbritseva ruumi kasutamist. Eelnevast
eristamiseks nimetatakse valemitega (12.13) ja (12.15) maa-
ratud teisendust tel3t liiki liikumiseks.

Lisame mdned markused:

1. lga esimest jarku liikumine koosneb Gldjuhul réoplik-
kest ja podrdest; teist jarku liikumise korral lisandub ala-
ti peegeldus.

2. Rooplikke vaatlemisel ei ole ristkoordinaadid oluli-
sed, sest rooplike kui ortogonaalse teisenduse erijuht ei
erine millegi poolest rodpliukkest kui afiinse teisenduse eri-

juhust.
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3. Pbédre erineb oluliselt Uldisest afiinsest podrdest:
teise puhul tasand deformeerub, esimese puhul mitte* Ana-
loogil!sel viisil raagitakse suvalise afiinse teisenduse
korral afiinsest liikumisest, moistee selle all hariliku

liikumise uldistust.

6. Ortogonaalne teisendus ruumis.

Piirdume vald kdige olulisemate markustega.

Ortogonaalne teisendus ruumis on Uldise afiinse teisen-
duse erijuht, mille puhul ortonoraeeritud reeper teiseneb
jalle ortonormeerituks. Seda silmas pidades on kerge selgi-
tada tingimusi, mida peavad rahuldama kordajad afiinse tei-
senduse valemites (12.5a) selleks, et need valemid maarak-
sid ortogonaalse teisenduse.

Tdepoolest, kui E ja E* on ortonormeeritud reeperid,

siis
1) (eit, e.jl) - a, =1, 2; 3)
2) skalaarkorrutis on vastavate koordinaatide korrutis-
te summa.
Et uue reeperi vektorite koordinaatideks on teisendu-

se maatriksi G elemendid (vt. 12.1), siis kehtib selle

maatriksi veergude puhul 6 vdrdust:
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ehk lihidalt
Ad 2-;3*- (12.17)

Beed tingimused on Uhtlasi ka piisavad selleks, et tei-
sendus (12.5a) oleks ortogonaalne (tbestada!). Niisiis
(12.17) on ortogonaalsuse tingimused.

Kdige lihtsamal viisil saab ortogonaalsuse tingimusi
kirjutada maatrikskujus: CC1 = E (kus C" on teisenduse trans-
poneeritud maatriks ja E on Uhikmaatriks). Jarelikult C* =
= C*n. Selline tingimus iseloomustab ortogonaalse teisenduse
maatriksit - ortogonaalmaatriksit C.

Kontrollige, et maatriksid, mis kirjeldavad ortogonaal-
teisendust tasandil, on ortogonaalmaatriksid!

Vordusest CC* m E tuleneb, et detC * A1 (meenutame vord-
luseks, et Uldisel afiinsel juhul on ndutav vaid erinevus
nullist). Beterminandi mark iseloomustab reeperite vastasti-
kust orientatsiooni.

Ortogonaalsuse tingimused (12.17) véaljendavad séltuvusi
9 kordaja vahel. Et tingimusi on 6, siis on kordajate
hulgas vaid 3 sdltumatut. Seega on podre taielikult maara-
tud kolme suurusega, Uldise ortogonaalse teisenduse korral
lisandub neile kolmele veel kolm sdltumatut kordajat c”, mis

madravad rdoplikke. Seega sdltub ortogonaalne teisendus
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ruumis maksimaalselt kuuest parameetrist. Mitu parameetrit
esineb tasandilisel juhul?

Ortogonaalsete teisenduste tdlgendamisel punktteisendus-
tena saame ruumi liikumised, mille naitlik tahendus on ana-
loogiline tasandilisel juhul vaadelduga. M&argime siin vaid,
et detC - 1 puhul on tegemist esimest liiki liikumisega, mis
koosneb tldiselt péordest ja rodpliukkest, ning detC = -1
korral esineb teist liiki liikumine, milles lisandub veel

peegeldus 6he koordinaattasandi suhtes.

7. Euleri nurgad.

Nagu odeldud, on pddre ruumis mddratud kolme suurusega.
Praktiliselt ei ole otstarbekas valida nendeks suurusteks
mingid kolm kordajaist c®, sest sellisel juhul tuleks s6ltu-
vate suuruste avaldamiseks lahendada ruutvdrranditest koos-
nev sisteem (12.17). Kordajate (uue ja vana reeperi vek-
torite vaheliste nurkade koosinuete) asemel valitakse hari-
likult mingid kolm nurka, mille kaudu saab neid kordajaid
trigonomeetriliselt avaldada. Selliseid nurki nimetatakse
Euleri nurkadeks.

Euleri nurki valitakse mitmeti vastavalt vajadusele.
Vaatleme siin kdige levinenumat meetodit, mis on kasutusel
naiteks astronoomias.

Xy- ja x*y"-tasand ldikuvad, sest neil on Uhine punkt O.
Olgu nende tasandite ldikesirge OM. Muudame selle sirge tel-
jeks ndudega, et punkt M asetseb positiivsel poolsirgel ja

UM E, E' on parempoolne vektorite kolmik (joon. 131a).
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Esimeseks Euleri nurgaks
valitakse pretsessioonlnurk
vy = (1,4T W), mida loetakse
x-teljest positiivses suunas.
Teise nurga moodustab nutatsl-
oonlnurk 9 - (B> £")» mida
loetakse z-teljest positiivses
suunas punkti M poolt vaadates.
Kolmandaks on p6drdenurk f»

A
Joon. 131 *. - (TW, T")» mida loetakse sir-

gest 01 positiivses suunas. llmselt
04v = 2%,
04 0 = X,
0 £ * < 250.

Teisenduse maatriksi
elementide avaldamiseks Eule-
ri nurkade kaudu vdtame kasu-
tusele kolm lisalhikvektorit
(Joon. 131b).

sirgel OM, positiivses
suunas;

ml I x"y~-tasandil, nii et

C, m, Jl oleks parempoolne
Joon. 131b. kolmik;

nJLA xy-tasandil, nii et n,

E oleks parempoolne kol-

mik. (Markus: algreeperit R «0; T, 3, I} loetakse parem-

poolseks; vastasel juhul vai ipidised kokkulepped.)



Nendel eeldustel kehtib:
Tx lcosy - u sinf,
7= Ssin"V- + n cosYi
I* * thcos*f + m sin |,
7* = -fcinf + rmcos ,
(n, m) swo0s0 «*=
Kasutades neid seoseid on kerge leida otsitavaid valemeid:
cl * (, 1) = (( ~cosf - nsin"f" ), c 6-cos f + msinf))=
>costcosf mF-sinV-sinf oos B;
@* @B, 1= ((£sinI +neost), (£oos f + msinf))»
=sinf cosf + cos sin f cos 0 ;
jne.

Leidku lugeja tlejaanud valemid Iseseisvalt!

813. Kdverjoonsed

koordinaatsiusteemid

Koordinaatsisteem madratakse reeperi abil, s.o. geomeet-
rilise abikonstruktsiooniga, mis korraldab lkslihese vastavu-
se ruumi (vdi tasandi) punktide ja jarjestatud reaalarvukol-
mikute (vdi —paaride) vahel. Reeperit saab moodustada vaga
mitmeti, selle juures kasutatakse ka teisi elemente peale
punktide, vektorite ja sirgete. Selleparast leidub praktili-
selt ldpmata palju erinevaid koordinaatsiusteeme. Vaatleme

jJargnevalt monda lihtsamat Lescartes @ omast erinevat sis-

teemi.
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1. Polaarkoordinaadid tasandil.

Vaatleme orienteeritud tasandit, s.t. tasandit, millel
cn fikseeritud positiivne pdodrlemissuund.

Orienteeritud tasandil moodustavad polaarse reeperi:
fikseeritud punkt 0, sellest l&htuv poolsirge Ox ja Uhik-
16ik OE (mille vdib lugeda asuvaks poolsirgel) (joon. 132).

Punkti 0 nimetatakse pooluseks,
poolsirget Ox - polaarteljekg.
Margime, et polaarse reeperi
* vOib esitada ka jarjestat
tipaari (0, E) abil, samuti punk-
Joon. 132 . ti 0 ja vektori e e OB abil.

Tasandi punkti P polaarseteks koordinaatideks on:

1) polaarraadlus J»* OP - punkti kaugus poolusest
(mdddetud antud pikkusihikuga),

2) pclaamurk = (0x,A OP), mida loetakse alates po-
laartel jest ja varustatakse mdrgiga vastavalt tasandi orien-
tatsioonile.

IlImselt f b 0 ja on antud punktiga lUheselt méa&ratud.
Samal ajal vdib antud punkti P korral vaadelda ldpmatut
seeriat nurki f+ 22 =0, il, 72, ...). Sellise tar-
betu mitmesuse valtimiseks piiratakse polaarnurga muutumis-
piirkonda Uhe téispddrdeni. Harilikult piirdutakse polaar-
nurga peavaartustega: -JC<Tf 4 S . Kuid sageli loetakse
0$f < 25, s.o. kasutatakse ainult positiivseid nurki.

Moodustame polaarse koordinaatvorgu (joon. 133). NOue

N = cmaarab (muutuva f korral) poolusest kaugusel casu-
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vate punktide hnlga, s.o. ringjoone keskpunktiga O ja raa-
diusega o, = ja ndnda konstandi oigal vaartusel. Seega on

esimene koordinaat joonte parv kontsentriliste Ringjoonte -

Tingimus *f - cmdarab (muutuva
f korral) poolusest l&htuva
poolsirge - erineva igal kons-
tandi cerineval vaartusel. Tei-
ne koordinaatjoonte parv on Uhi-
se alguspunktiga poolsirgete
hulk.
Tasandi iga punkti - peale
Joon. 133» pooluse - lé&bib parajasti (ks
koordinaatjoon kummastki parvest. Pooluse puhul p = 0,
kuid *P on maaramata. Oeldakse, et polaarne koordinaatvérk
ei ole pooluses regulaarne - poolus on selle vdrgu isearane
punkt. Teatavasti Descartes ® koordinaadistikus selliseid
punkte ei leidu.

Margime polaarkoordinaatide teatud analoogiat ristkoor-
dinaatidega: mdlemal juhul on koordinaatjoonte parved vas-
tastikku risti, oOeldakse ka, et nendes koordinaadistikes
esineb ortogonaalne vork.

Olgu tasandil antud ortonormeeritud reeper ja polaarne
reeper nii, et poolus ja alguspunkt Uhtivad ning polaartelg
asub x-telje positiivsel osal (Joon. 134). Kahe reeperi

tottu on igal punktil P kahed koordinaadid: (x, y) ja
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(, ? ). Reeperite sobiva vastas-
tikuse asendi tdttu on kerge lei-

da nende koordinaatide vahelisi

seoseid:
j% = feos f ,
] o (13.1)
ly = fsind&

Joon. 134 » V
f -

cosf - j.
T 7

sinf = W (13.2)

»Stan f s Y

Valemid (13.1) véimaldavad arvutada punkti ristkoordi-
naate antud polaarkoordinaatide kaudu; valemid (13.2) - vas-
tupidist. Seega on tegemist koordinaatteisenduse valemitega.
Margime, et need valemid Uldistavad koordinaatteisenduse
mdistet: eelmises paragrahvis vaatlesime vaid Uht ja sama
tiipi koordinaatide teisendusi.

Valemid (13.1,2) kehtivad ainult reeperite margitud

spetsiaalse vastastikuse asendi korral.

Naited.

53. Koostame sirge vdrrandi polaarkoordinaatides. Olgu
teada sirge kaugus p poolusest ja nurk 10 = (éf'h) (joon.
135).

Tasandi suvaline punkt P asetseb sirgel parajasti siis,

kui tema ristprojektsioon sirgele OM (antud sirge normaali-
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sihiline sirge) Uhtib punktiga M,
s.t. kui

0 pcosCf - f. ) *p (13.3)
on otsitav sirge vdrrand.

Joon.  135. IImne on selle vdrrandi seos
sirge normaalvérrandiga (11.20) ristkoordinaatides (vt. ka
joon. 117): need vdrrandid teisenevad teineteiseks valemite
(13.1) ja (13.2) abil. Toepoolest, sooritame sirge normaal-
vorrandis

XCOS + ysin - p a o
asenduse (13.1) abil:

£(cos f cos f. + sin?* sin f«) * p,

fcos(f - f. ) S p.

Teeme veel (he huvitava tahelepaneku. Kirjutame sirge

polaarvdrrandi kujul

ja vaatleme erijuhtu, mil p = 1 ja « 0. Tegemist on sir-
gega, mis on risti polaarteljega ja labib selle Ghikpunkti
E. Selle sirge vorrand on f * seo f . Jarelikult see sirge
on seekansfunktsiooni graafik polaarkoordinaatides. Joonisel
136 on kujutatud seekansi graafikud mdlemas koordinaadisti-
kus. Ristkoordinaatides on kujukalt véljendatud seekansi
perioodilisus. Milles avaldub perioodilisus seekansi polaar-

graafikul?
54. Descartes”i koordinaatidee médédrab vordelisus y= ax
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reeperi al-
guspunkti
lébiva sir-
4 ge Vaatleme
0 analoogilist
vordelist
P secy s6ltuvust
polaarkoor-
Joon. 136 dinaatide
vabel:
Eal Kui a> 0, siis
kui aga a < 0, peab ka f4;0 (sest "> 0). Mdlemal ju-
hul kutsub ifl kasvamine esile ka f Kkasvamise. Seega lii-
gub punkt P(C £ £f ), mille koordinaadid rahuldavad vérran-
dit fraf , 1" kasvamise korral Umber pooluse, eemal-
dudes samal ajal poolusest. Punkti trajektoori tdpsustami-
seks paneme tahele, et punkti kau-
gus poolusest kasvab iga tdispdor-
de valtel konstantse suuruse 2afC
virra (joon. 137).
- Vérrandiga ps
joont nimetatakse Arohimedese spl-
Joon. 137 e raaliks. Joonisel 137 on kujutatud
juhtu a> 0; kui a< 0, esineb "tagurpidine” A. spiraal,
mille saab eelnevast peegeldamise teel polaartelje suhtes
(tegurite Uhise mooduli la) korral).

Kirjutame (13.2) abil A. spiraali vorrandi ristkoordi-
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naatides:
x2 + ); - a arctan » * Q
Siit on ilmne, et A. spiraali on lihtsam uurida polaarkoordi-
naatides.

Et ¥iimasest vdrrandist nahtub A« spiraali mittealgebra-
lisus, tuleb lisada, et see joon kdesoleva kursuse uurimis-
objektide hulka ei kuulu. Vorrandist £s af seda vahetult

valja lugeda ei saa (vt. algebralise joone definitsioon 89

Y P. 4)*
Toome vordluseks veel tei-
v M J = se ndite. Joonisel 138 kujuta-
/ \4 tud kdverjoont nimetatakse
Bernoulli lemiakaadlka. Tema
Joon. 138 t polaarvérrand on ps a.\20ca2f

ja - nagu kergesti saab kontrollida - v8rrand ristkoordinaa-
tides on

(X2 + y2)2 - 2a2(x2 - y2) * 0,
Seega on lemniskaat algebraline joon. Ometi ei kuulu ka sel-

le joone uurimine kdesoleva kursuse raami, sest joone jéark

on neli.

2. Sfaarilised koordinaadid.

Polaarse reererl ruumis moodustavad (joon. 139):

1) fikseeritud punkt 0 - poolus,
2) punktist 0 lahtuv poolsirge 0z - polaartelg,

3) poolsirgega 0z &arnev pooltasand Oxz - polaarpoolta-

8and:
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lisaks eeldatakse, et ruumis on fikseeritud Ghikldik ja posi-
tiivse podrde suund polaartelje risttasandil.

Punkti P polaarkoordl-
naadid ruumis on:

1) punkti kaugus ™ poo-
lusest: f s OP;

2) nurk 0 = (0z” OP),
mida loetakse alates polaar-
tel jest;

3) kahetahuline nurk

Joon. 139 - polaarpooltasandist punkti
P ja polaartelge labiva pooltasandini; seda nurka mdddab
joonnurk f
Nurkade Ulhesus saavutatakse nduetega
0f£ 04K,
-K< N I
Kui valida ortonormeeritud reeper joonisel 139 ndidatud
viisil (Uhine koordinaatide alguspunkt, z-telg polaartelje
suunas ja x-telg polaartasandil), siis saab kergesti leida
koordinaatteisenduse valemid Uleminekuks polaarkoordinaati-
delt ristkoordinaatidele ja vastupidi.
Tdepoolest, olgu Q punkti P ristprojektsioon xy-tasandil,
siis 0Q * sin O ; jarelikult
*x s fsind oosf ,
,ya fsin0 sinf , (13.4)

.2 = F o0s 0.
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Vastupidi

? * \I 2~
(13.5)
M8<= "fZbiB-»
Esimene koordinaat joon ( = const, 9 * const,  muutub

suvaliselt) on kiir OP alguspunktiga 0. Teine koordinaat joon

( f =const, o =const, f muutub suvaliselt) on ringjoon,

mille tasand on risti polaarteljega ja keskpunkt asub sellel

teljel. Kolmas koordinaat joon ( f = const, f = const, 6 muu-
tub suvaliselt) on poolringjoon, mille diameetriks on polaar-
telje 16ik ja keskpunktiks on 0.

Uhe koordinaadi fikseerimisel saame koordinaatpinna.
Koordinaatpind f s (f Jja 9 muutuvad suvaliselt) on
sfaar keskpunktiga 0 ja raadiusega #£. . Koordinaatpind f* f0
( ja 9 muutuvad suvaliselt) on polaartel jega damev pool-
tasand, mis moodustab polaarpooltasandiga nurga fo . Koordi-
naatpind O0» 6. ( ja T muutuvad suvaliselt) on pddrdkoo-
nus tipuga O; nurk koonuse moodustaja ja polaartelje vahel on
0

0 3 const

Joon. 140
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Andes konstantidele erinevaid vaartusi saame kola koor-
dinaatpindade parve (joon 140): 1) kontsentrilised sfaérid,
2) Uhise aarega pooltasandid, 3) Ghise tipu ja teljega
pédrdkoonused* tfende parvede l1dikejoonteks on koordinaatjoo-
ned, mis moodustavad kdverjoonse koordinaatvdrgu.

Haumi iga punkti P, mis
ei ole polaarteljel, l&bib
parajasti uks koordinaatjoon
Qa uks koordinaatplnd igast
parvest (joon. 141). Polaar-
telje punktides (0 = 0)
nurk *f on madramata; poolu-
ses ( ~ s 0) on molemad nur-

Joon. 141« gad mé&dramata. Seega on koor*
dinaatvdrgul I6pmata palju isedraseid punkte. Eerge on veen-
duda, et koordinaatvlrk on ortogonaalne.

Buumilist poiaarkoordinaadistikku kasutatakse eriti ast-
ronoomias ja geograafias. Seose tottu sfdadridega nimetatak-

se seda koordinaadistikku sageli luhemalt sfaériliseks.

3. Silindrilised koordinaadid.

7alime ruumis mingi tasandi o< ja sellel polaarse reepe-
ri polaarteljega Ox. Taiendame reeperit tasandi normaalisi-
hilise teljega 0z (joon. 142). Pikkusihiku loeme kogu ruumi
jaoks iheselt fikseerituks.

Suumi suvalise punkti P asend on taielikult maadratud

oma ristprojektsioonidega tasandile <, ja teljele 0z, vasta-
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7 vait Q ja E. Olgu punkti Q po-

R laarkoordlnaadid tasandil r ja
f ning punkti E koordinaat
Oz-tel”ei z. Suurusi rs ja z
nimetatakse punkti P poolpo-

X laarseteks koordinaatideks
ruurais e. 3llIndrillsteks koor-
Joon. 142 . dinaatideks.

Kui poolpolaarse reeperiga siduda ortonormeerltud reeper
joonisel 142 n&idatud viisil (iUhine alguspunkt, x-telg po-
laartelje suunas, Bteljeks telg 0z), siis

X * roos f
Y- rsin (13.6)

Z s Z.

Joon. 143
Koordinaatpindadeks silindrilises koordinaadistikus on kont-
sentrilised poodrdsilindrid, Oz-teljega &arnevad pooltasandid
ja paralleelsed tasandid (joon. 143). Eoordinaatpindade par-
ved moodustavad Idikudes ortogonaalse koordinaatvdrgu. Sel-

gitada iseseisvalt koordinaat joonte iseloom!
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814*. Muutuv suurus

lineaargeomeetrias

Kédesolevas peatikis késitletud koordinaatmeetodi alg-
mdisteid ja lineaargeomeetriat vdib nimetada kGrgema mate-
maatika aabitsaks. Ehkki tegemist on nrd. esimese sisseju-
hatusega, saab juba nuid teha kokkuvdtteid ja visandada tea-
tud perspektiive.

Analittilise geomeetria osatidhtsust kérgemas matemaati-
kas 1iseloomustavad kujukalt F.Engelsi tuntud sénad: "Pdor-
depunktiks matemaatikas oli ... Descartes®i muutuv suurus.
Selle tdttu paasesid matemaatikasse liikumine ja dialekti-
ka." "Kb&rgem matemaatika kasitab elementaarmatemaatika iga-
vest tdde kui Uletatud seisukohta." (F.Engels, 'Looduse
dialektika™).

Illustreerime seda métet kasitletud materjali podhjal.

) Punkti liitkumine. Punkt on mé&&ratud ruumis oma kol-
me afiinse koordlnaadiga. Kui sailitada reeper, kuid muuta
koordinaate, siis muudab punkt oma asukohta. Koordinaatide
pideval muutumisel muutub pidevalt punkti asukoht. Kui muu-
tub ainult Uks koordinaat, siis liigub punkt paralleelselt
vastava koordinaatteljega; kui muutuvad kaks koordinaati,
siis liigub punkt modda tasandit, mis on paralleelne (he
koordinaattasandiga. Kui punkti koordinaadid s6ltuvad line-
aarselt (hest parameetrist t:

x1l =a4 + Xo (i a l» 2, 3),

siis tingib parameetri t muutumine punkti liikumise mddda
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sirget, mis labib punkti (x*) vektori Ka l) sihis. Lineaarse
sdltuvuse korral kahest parameetrist u ja v
x1 = a™u + b*v + 11

liigub punkt tasandil, mis labib punkti (x1) ja on paralleel-
ne vektoritega a@® Ja B(bB*®. Kui viimasel juhul ndit. u on
v funktsioon: u s u(v), siis saame teatud tingimustel mingi
kévera nimetatud tasandil. Ka lineaarvdrrand A*x1 + B= 0
(i al, 2, 3) voimaldab suuruste x* muutumist (vorrandil on
Idpmata palju lahendeid!), see aga tdhendab punkti liikumist
vastaval tasandil.

@) Sirge liikumine. Olgu antud sirge Ax + By + C» 0.
Vabaliikme Cpideval muutumisel liigub sirge tasandil, jaa-
des oma algasendiga paralleelseks (vt. naide 37). Suhte A:B

muutumisel muutub sirge siht. Kui kanoonilises vdrrandis

x - x0 v-y0 i . 3
-J- = "mmF- muuta pidevalt suhet Y : X, siis sirge

péérleb Umber punkti (x0, yc). Parameetri p muutumisel vor-
randis B + ﬁ » 1 poorleb vastav sirge Umber punkti (0, b).
Nurga *f muutumisel normaalvdrrandis xcos*f + ysinf -ps
510 liigub sirge Umber reeperi alguspunkti, sailitades oma
kauguse sellest. Sirge podrlemisele viib ka kordaja a muut-
mine vl@rrandis y= ax + b. K&igil vaadeldud juhtudel kirjel-
dab muutuv slrge teatud sirgete hulga tasandil. Millistel
juhtudel on tegemist sirgete kimbuga?

Kui muuta suhteid X : Y ; Z kanoonilistes voOrrandites

X ; XSy v = 2 % siis saame punkti (x0, yc, O

Y
umber pddrleva sirge, mis kirjeldab sirgete sidumi. Kui sel-
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le juures suurused X, Y, Z rahuldavad mingit lineaarvlrran-
dit AX+ Br+ CZ sa0, siis on sirge poodrlemisvabadus kitsen-
datud: sihivektor 1 peab olema ortogonaalne vektoriga

n(A, B C) (eeldame siin ristkoordinaate); sirge moodustab
kimbu. Suuruste x0, y0, zO muutumine tahendab sirge liiku-
mist ruumis paralleelselt oma algasendiga; tekib paralleel-
sirgete sidum.(sidum ldpmata kauge keskpunktiga).

Toodud nédited iseloomustavad muutuva suuruse mdiste vil-
jakat toimet geomeetrias. Lihtsamad m8isted seotakse keeru-
lisematega; antud geomeetriliste objektide abil tekitatakse
uusi, Uldisemaid objekte; toimub tGha ulatuslikum seostamine
ja uUldistamine. Punkti seostamine liikumisega viib sirge ja
tasandi, uUldse joonte ja pindade vaatlemisele. Liikuv sirge
tekitab uut laadi objektid - kimbud ja sidumid, - mis kuju-
nevad olulisteks uurimisobjektideks k&esoleva kursuse tei-
ses 0sas.

3) Tasandi ,la ruumi liikumine. Analoogilisi té&helepa-
nekuid vdib teha tasandi korral. Kordajate muutumine tasan-
di vorrandis (antud reeperi suhtes) tahendab tasandi liiku-
mist ruumis. N&nda tingib vabaliikme Bmuutmine vdrrandis
A”x1 + Bal0 tasandi liikumise paralleelselt oma l&hteasen-
diga (tekib lopmata kauge Idikesirgega tasandite kimp). Uhe
tundmatu kordaja muutmine kutsub esile tasandi podrlemise
timber sirge. Nait. muutuva A" korral kirjeldab tasand kimbu,
mille teljeks on sirgef&“xl + AgxP + Bsa0, Tasand A"(x1 -

Ix3 - 0.

- j,) » 0 moodustab suhete A : A2 : A*, muutudes sidumi
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keskpunktiga (x*> (vt. 11.5).

Veelgi Uldisemate mdisteteni viivad teisendusvalemite
tolgendused muutuvate kordajate abil. Nait. juhul kui ta-
sandi ortogonaalteisenduse valemites

= x"o0soc - y"sin<*. + a,

fi/z X Bin<x + y"coso(- + b
lugeda nurk « pidevalt muutuvaks suuruseks (séilitades a
ja b konstantsetena), siis vdib raakida reeperi podrlemi-
sest Umber alguspunkti. Seega jOuame lihest parameetrist sdl-
tuva reeperite hulga méisteni. Sellise vaateviisi korral
asub vaatleja liikumatul tasandil ja jalgib koordinaatide
pidevat teisenemist sellel. Kuid eelnevas markisime veel
teist vdimalikku valemite tdlgendamisviisi: vaatleja valib
endale taustsisteemiks podrleva reeperi, seega loeb reeperi
asuvat paigal, - ja ndeb tasandi poddrlemist Umber punkti
(a, b). Kui kdik kolm muutujat a, b ja < muutuvad pidevalt,
siis tasandi suhtes liikumatu vaatleja jaoks toimub reeperi
pidev liikumine tasandil, koos reeperiga liikuva vaatleja
jaoks aga - tasandi pidev liikumine mfdda iseennast.

Afiinse reeperi kasutamisel liikumise mbiste Uldistub.
Afiinne liikumine t&hendab kas reeperi asukoha muutumist
koos reeperi deformeerumisega vdi — tasandi afiinset defor-
meerumist.

Need mottekdigud on, nagu teame, Ule kantavad ruumi.
Tuleb silmas pidada, et raadkides tasandi liikumisest voi
afiinsest deformeerumisest ei kasutata kuidagi Umbritseva

ruumi moistet.* tasand liigub mitte ruumis, vaid moédda ise-
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ennast. Sellelt seisukohalt on arusaadav ka ruumi liikumise
moiste.

Mitmesuguste teisenduste, eriti pidevate, uurimisel on
matemaatika ja selle rakenduste jaoks fundamentaalne taht-
sus. Selle uurimise vajalikkuses veendub k&rgema matemaati-
ka Oppija samm-sammult.

Lineaargeomeetria k&sitlemisel astusime esimese sammu
litkumiste uurimisel matemaatilises mdttes. Kuid - Utleme
koos Engelsiga - otsustav pddrdepunkt on selle sammuga la-

bitud: on sisse toodud Descartes®i muutuv suurus.
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