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Eessona.

Kiesolev Opperaamat jirgneb oma materjaali poolest minu varem ilmunud
»Algebra iilesannete kogule I. Algebra II. sisaldab eneses kdrgema analiiiisi
pohimdisteid niisuguses ulatuses kui seda nduab keskkooli kava.

Raamatu kokkuseadmise juures vdtsin omale eeskujuks paremad saksa
Opperaamatud, nagu H. Fenkner ,Arithmetische Aufgaben“, Behrendsen und
Gétting ,Lehrbuch der Mathematik nach modernen Grundsiitzen®, R. Geigen-
miiller ,Hohere Mathematik* ja teised. Uhtlasi pidasin silmas n#puniited,
mis mulle andsid ametvennad minu eelmise Opperaamatu ilmumise puhul.
Selles mottes on, niiteks, kdiesolev raamat varustud tilesannete vastustega,
milline asjaolu kergendab raamatu tarvitamist isedppijale.

Ténades siin kohal kdiki ametvendi, kes minu tihelepanu juhtisid eel-
mises raamatus ettetulevate puuduste peale, palun seda lahkelt teha ka kiies-
oleva raamatu ilmumisel.

Eraldi tinan arvuteadlast hiirra Ederberg’i, kes enne triikkimist kisikirja
luges ja asjalikud mirkused tegi, mis voimaldasid kdrvaldada mitmed puu-
dused ja vead.

Tallinn. V. Piiss.







Esimene peatiikk.

§ 1. Lopmalu suurenervad, 1opmafu viibe-
nevad ja Iopulikulf muufuvad suurused.
Lopmatu suurenevaks suuruseks nimetakse niisugust muutu-

vat suurust, mille absoluutne viifirtus muutudes vdib saada ja jéidda
suuremaks igast kui tahes suurest jifidavast suurusest.

Nonda, niiiteks, on iga aritmeetilise rea
a,a-+d, at2d,.... a,+(@m—1)d

n-ne liige a-(n—1)d liikmete arvu n piiramatu kasvamise juures kui muutuv
suurus Ipmatu suurenev. Sest tdesti, olgu ji#dav arv « kui tahes suur,
ikka on vbdimalik vdrratus

atm—1)d>a«
selleks on vaja ainult leida niisugune n, et

a—a-d
n> d

ja niisugune n on tema piiramatu kasvamise juures ikka vdimalik leida.
Kui muutuv suurus x on I6pmatu suurenev, siis tihendakse seda kirjas
nonda:
X = 00

kus ~ on nondanimetud 1dpmatuse miirk.

Lopmatu viihenevaks suuruseks nimetakse niisugust muutuvat
suurust, mille absoluutne viiiirtus vdib saada ja jiifida viihemaks
igast kui tahes viiikesest jiiidavast positiivsest suurusest.

e 1 3 o AEE
Nonda, niiiteks, on muutuv suurus , @rva n piiramatu kasvamise juures

Iopmatu viihenév suurus. Ja tdesti, olgu jifidav suurus ¢ kui tahes viikenes
ikka on vbimalik vorratus

selleks on ainult vaja, et 3
7

&

n>

ja niisugune n on tema piiramatu kasvamise puhul ikka voimalik.
Et muutuv suurus x on Idpmatu viihenev, seda tihendakse kirjas nonda:

" Ny ¥
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Lopulikuks muutuvaks suuruseks nimetakse niisugust suurust,
mille absoluutne viirtus muutudes ei vdi saada suuremaks iihest
teatud jiddidavast positiivsest suurusest, ega viihemaks iihest teisest
jdidavast positiivsest suurusest.

No6nda nditeks, on suurus
1
Xr—H AT
A Tt

o : o . |
niisugune muutuv, mille absolutne véértus ei voi saada suuremaks kui a—i—-b

ega vihemaks kui a, kus a ja b on jid#idavad positiivsed suurused ja n on
muutuv suurus. _
Seda omadust muutuva suuruse fx juures |tihendakse kirjas jirgmiselt:
1

2 |
a<x<Lato

b

Muutuvate suuruste summa, vahe, korrutise j. n. e. all mdeldakse nende
suuruste vastavate védrtuste summat, vahet, korrutist j. n. e. Selles mdttes
voib arvutustehete tagajirjel muutuvate suurustega saaduseks olla kas jiiidav
ehk ka muutuv suurus.*

Nonda n#iteks, on muutuvate suuruste
boe= 000 9950865 .. |t
jat yi=—=0i5:. 0,05 0,006; .,
summa jiddav ja nimelt 10, vahe aga on muutuv suurus:
‘ Z =9 YOG L R
Lopmatu vihenevate suuruste kohta eraldi ‘toendame jéirgmised laused:

1. Kahe Iopmatu viiheneva suuruse algebraline summa on
Iopmatu vihenev suurus ehk null.
Téendus:.

Olgu antud kaks lopmatu viihenevat suurust x ja y. Et tdendada summa
x|y lopmatu vihenemise voimalust, selleks on vaja ndidata, et selle summa
absoluutne védrtus voib saada vihemaks igast jiddavast kui tahes viikesest
positiivsest arvust, nditeks .

Et x ja y ise on Iopmatu vihenevad suurused, siis on véimalik neid
sedavord vﬁhend&ia, et tihekorraga oleks
. 2

) X <
7

&
2
. &
ja lyl< 9’
kus |x ja |y| tdhendavad suuruste x ja y absoluutseid v#d#rtusi.

Liites nende vorratuste vastavad pooled (kui x ja y on iihesuguste miirki-
dega) ehk lahutades (kui x ja y on vastupidiste mirkidega) véime mbdlemate
juhtumiste jaoks kirjutada

Ixt+yi<e.




Kui suurused x ja y on vastupidiste mirkidega ja kui |x|== |y|, siis

leiame eraldi, et
X sy O
Lause 1. on muidugi maksev ka siis, kui liidetavaid suurusi on rohkem
kui kaks, aga siiski 1opulik arv.

2. Kahe Idpmatu viiheneva suuruse korrutis on Iopmatu viihe-
nev suurus.,

Toendus:

Olgu x ja y kaks Iopmatu viihenevat suurust, aga ¢ — kui tahes viikene
positiivne jdidav suurus, siis on ikka voimalik suurusi x ja y niivord vihen-
dada, et korraga oleks

IX| < Vz?
ja ka y‘<V &
Korrutades aga nende vorratuste vastavad pooled leiame, et
X.y|<e
ja seda oligi vaja n#idata.

3. Lopmatu viiheneva suuruse korrutis ja jagatis jdddava suu-
rusega on ldpmatu viihenev suurus.

Kui x on 1opmatu viihenev, a on jiidav ja ¢ on kui tahes viikene posi-
tiivne jifidav suurus, siis on viimase lause tdendamiseks vaja niidata, et
jargmised vorratused vdimalikud on ;

| . X|
X.a|<¢ ja * < &,
ehk et

g
x<a ja |x|<e.lal.

Viimased vorratused aga on 1opmatu viiheneva x juures tiiesti voimalikud.

4. Lopmatu viiheneva suuruse korrutis ja Jagatis 16puliku
muutuva suurusega on lé6pmatu viihenev suurus.

Kui x on I6pmatu viihenev suurus, aga y I6pulik muutuy suurus, siis on
ikka voimalik leida kaks niisugust ji#idavat suurust a ja b, et

a|>\y|>\bl,
mille tottu
X
bl
Viimaste vorratuste paremad pooled aga on eelmise lause pohjal 16p-
matu vihenevad suurused, sellepirast peab olema

SEX
X.g8l<eJa 5-|1<s
%

X.y|<|x.a| ja ;<

ehk kui eelmisi vorratusi arvesse votame, siis seda rohkem veel

. X
X.y <l~ Ja qy <.“

ja seda oligi vaja niidata.




5. Kui jagame ldpmatu viiheneva suuruse l6pmatu viihene-
vaga, siis v0ib jagatis saada kas jiiidav, I6pmatu suurenev, Idpmatu
viihenev, ehk I6pulik muutuv suurus, selle jiirele, missugused on
antud Idpmatu vihenevad suurused.

Selle lause toelikkus selgub jargnevatest-n#itustest. 1. /¢ Lt
Kui, niditeks, jagame diiksteisega Iopmatu viihenevad suurused x— =

ja_y= —, kus n on piiramatu kasvav arv, aga a ja b on jiidavad, siis
n

saame jagatise jaddava suurusena:

¥ %

Ehk kui jagame {iksteisega 10pmatu viihenevad suurused x :111 ja
y:'f}-a" kus n on samane, kui eelmises niites, siis saame jagatise 1G6pmatu
suureneva ehk Iopmatu viheneva suuruse selle jirele, kas jagame esimest
teisega, ehk teist esimesega:

y XA

Ja 10puks, kui jagame iiksteisega lopmatu vidhenevad suurused x —
e ja y_fii:'ﬁ’ kus n on jélle piiramatu kasvav arv, siis saame jagatise
I6puliku muutuva suurusena :

bl PR 2+ et
y 14+n'24+n 114 "1+n

39

mille juures ikka peab olema

Kui kahe I6pmatu viheneva suuruse suhe on I6pulik suurus, siis nime-
takse neid iihe ja sama jirgu Iopmatu vihenevateks suurusteks.

iy *
Nonda, niiteks, on 1opmatu viihenevad suurused L Ja : ithe ja sama

jérgu I6pmatu véhenevad suurused.

: Kui aga kahe I6pmatu vitheneva suuruse suhe on 16pmatu vihenev ehk
Iopmatu suurenev, siis nimetakse seda 15pmatu vihenevat, mille absoluutne
vadrtus ikka on viihem teise suuruse absoluutsest véadrtusest, vordlemisi
sellega kdrgema jérgu 10pmatu viihenevaks.

& i & 1 i x4 S
Nonda on ldpmatu vihenev suurus o korgema jiargu suurus vordlemisi
s % 1 3
I6pmatu viheneva suurusega =

Selles mdttes on kerge ' niidata, et kahe iihe ja sama jdrgu 16pmatu
vihenevate suuruste kasvatis' on kérgema jirgu Iopmatu vihenev, vordlemisi
esimestega. Ko Ve




Samuti on iga 16pmatu viiheneva suuruse aste, mille niitajaks on posi-
tiivne tdisarv, korgema jirgu 1opmatu vihenev vordlemisi astme alusega.

§ 2. DPiirid.

1. Kui muutuva suuruse x viilirtus muutudes ligineb jiidavale
a ndnda, et vahe a—x on ldpmatu viihenev suurus, siis nime-
takse jididavat suurust a muutuva suuruse x piiriks.
/,,_wl,\]_él_,lgi’g on, niiteks, ringi sissejoonestud n-nurga sisemine nurk

4d> (e : . 4.0
x=2d— L, /rvu n Iopmatu suurenemisega muutuvaks suuruseks, mille piiriks
s 4d it & "
on 2d, sest vahe 2d—x=— o on niisugusel puhul Id6pmatu viéhenev suurus.

4di L, 4 . Mg
Et muutuva suuruse 2d — = piiriks arvu n I6pmatu suurenemise juures

on 2d, seda avaldakse kirjas ndnda: /45
bes (2d~—4d):2d,
n—>oo n

kus piiri miirgiks on ladina keelse sdna limes (piir) esimesed tihed. Kui
muutuv suurus, mille piiri otsime, on funktsioon, mis oleneb omast argumen-
dist, siis téhendakse piiri mérgi all argumendi muutumise siht (praegusel
juhtumisel n —> ).

Sageli ridgitakse ka Idpmatu viiheneva, 16pmatu suureneva ja koguni
jiiidava suuruse piirist, iiteldes, et 1opmatu viiheneva suuruse piiriks on null,
Iopmatu suureneva suuruse piiriks on Idpmatus () ja ji#idava suuruse pii-
riks on see jiddav suurus ise.

Kui votame funktsiooni yzl—i, mis argumendi X suurenemisega ligi-
neb {ihele kui piirile ja, andes argumendile jérjest suurenevad positiivsed

tiisarvulised viiirtused, arvutame vastavad funktsiooni viirtused, siis
saame jdrgmise argumendi ja funktsiooni vastavate vid#rtuste tabeli:

X 1 2%
¥ 0 4

w

4 5
BT
4 D

e

Kujutades niilid mingisuguse pikkuse iiksuse abil (10 sentim.) arv-
joonel tabelist voetud funktsiooni viiiirtused (Joon. 1),

e -
0 E3

Joon. 1.

; BE

wn 1

nieme, et funktsiooni kujutiipid, liginedes argumendi kasvamisega oma piirile,
jirjest tihenevad, nonda et kahe kdrvuseisva tipi vahe ji#b seda kitsamaks,
mida ligemale téipp jouab piirile.

Samane niihtus on iga teise piirile ligineva muutuva suuruse graafilise
kujutuse juures.
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Kujutada arvjoonel jirgmiste piirile liginevate funktsioonide védrtused,
andes argumendile jirjest kasvavad tiis-positiivsed viirtused.

1 1 i1 2
1Y) dirRs 2) Vit 3) yzl—;g, 4) y=3—a

2. Toendame muutuvate suuruste ja nende piiride kohta mdned tarvi-
likud laused: v

1) Kui kahe muutuva suuruse x ja y vahe on iopmatu viihe-
nev suurus ja kui iihel nendest, niit. x-il on piir a, siis on see
a ka muutuva y-i piiriks.

Téendus :
Kui x ja y on niisugused muutuvad suurused, mille vahe on Iopmatu
vihenev ja kui limx=a, siis vdime kirjutada:
Xe—y=—t%
A—X=g,

kus ¢ ja ¢, tihendavad I0pmatu viihenevaid suurusi. Liites nende vér-
duste vastavad pooled, leiame:

a—y=—c¢+tcs,.
Et aga kahe Iopmatu viheneva suuruse algebraline summa on 15pmatu
vithenev suurus, siis peame viimasest vordusest jareldama, et
limy=a
ja seda oligi vaja toendada.

2) Kahe muutuva suuruse algebralise summa piir vérdub
nende suuruste piiride summaga.

Téendus :
Olgu antud:
lim ix=="3a
Jacamy —h,
siis voime Kkirjutada:
a—x=¢
Ja.b—Ey =3,

kus ¢ ja ¢, on lopmatu viihenevad suurused, Liites viimaste vorduste vas-
tavad pooled, leiame ‘

; (@+b)—(x+y)=¢+s¢
ja siit vOime jéreldada, et

lim (x+y) =a-+b=limx +limy.

3) Kahe muutuva suuruse korrutise piir vérdub nende suu-
ruste piiride korrutisega.

Toendus.

Olgu antud:
limx=a
ja limy =b;,
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a—X=g¢ /
ja b——y:?‘, 4%

a—ée=X
ja b_élzy’

siis voime Kkirjutada, et

ehk selle asemel

kus ¢ ja ¢, tihendavad l6pmatu vihenevaid suurusi.
Korrutades viimaste vorduste vastavad pooled, leiame .

ab —ags, — be - s¢, =Xy,
ehk
ab — xy =ae, +be — ¢¢,.

Eelmise paragrahvi lausete 1 ja 2 pdhjal on aga viimase vorduse parem
pool 16pmatu vidhenev suurus ja sellepirast on

lim xy = ab =lim x. lim y. v
4) Kui 1opuliku muutuva suuruse x piiriks on jiiidav suurus

a, siis on suuruse i piiriks ‘11-

Toendus.

Olgu antud limx-=a ehk a—X=¢, kus ¢ on lopmatu vihenev suurus.

: b AR il
Leiame vahe =k vadrtuse :

Selle kirjutuse #ddrmine parempoolne osa on Iopmatu vidhenev suurus,
sellepédrast et lugeja kui 16pmatu vitheneva jagatis jadfidava suurusega on oma
ette 10pmatu vihenev, aga lopmatu viihenev jagatud 16puliku muutuva suuru-
sega X annab ka 10pmatu viheneva suuruse.

Sellepirast voime kirjutada:
lim 1Ll
b e

5) Muutuvate suuruste jagatise piir, kui jagaja on l6pulik,
vordub nende suuruste piiride jagatisega.

Toendus:
Olgu lim x=a ja limy=Db, siis voime kirjutada eelmise lause 3.pdhjal :

BEE scefime Dty
y y

Aga lause 4. pohjal on:

Gk s e | 3 ‘
11my S sellepédrast
limX = 8 LY.

Yok sbsird
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Ulesanded.
Leida jérgmised piiri vdirtused:
1. a) lim (a-}+x) b) lim (a —x)
X >0 ‘ Xoed
clalm ¢ 1 d) lim Joe]l
X—>00 X ' x—>00 \“ T x
e) lim (a+x) (b—x) f) lim (a—x) (b-}+x)2
X—>0 X BN
g) lim A, 1) (1——0) . h) lim a+x
X—>00 X x X—>0b—x
i) lim a-—x k) lim a
X->a b Xx—>bx—b
2. a) ®»lim b-|+x b) lim (a—x)2
X>0 X X—>00 bx?2
. ¢) lim |54 x2 d) lim (a—x)(b4-x)
Xpoal g e X—> 00 x2
e) im 1—3-}5x2 f) lim (a—x?) (b-+x)
X—>00 x2 X— 00 X3

§ 3. Kolm farvilikku piirivéicirfust.

1. Kui n on reaalne arv (positiivne ehk negatiivne, tiis ehk
murd), siis on

g n n’
lim x —x
> Sy . il omed> &

n—1
X
Tdendamiseks tuleb kolm juhust libi harutada:
a) n on positiivne tiisarv.
Sel puhul leiame jagades:
n A
n 2
zi :;; e xiu—1 H{—xin_zx —— )(?“3x2 .. .xlxn_z—*— il
1
kus paremal pool on n liiget. Kui niitid X, —>X, siis on iga liikme piiriks
nasl
paremal pool X  ja sellepérast saame ‘ ¢

/
. n

lim x —x" n—1

=% x x =X

b) Olgu n negatiivne tiisarv, niiteks —m, siis vdime Kkirjutada

'
e W R R
i < | g TR g, S o m m m m
X, —X x,m xm x —x 1 X —x
s T v 2o e R S R —_— — = — - . - — )
—_— —_— m m m m {, — X
S i X, .X (x,—Xx) XX i

*) Selle ja jirgmiste niituste juures tuleb koige pealt piirimérgi jirel seisva murru
lugeja ja nimetaja iga liiget jagada arva x niisuguse astmega, et x ainult nimetajana ette
tuleks, peale selle on juba lihtne piiri viiirtus. midirata.
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kus eelmise juhuse pdohjal leiame, sest niiiid on' m juba positiivne tiisarv:

. m _m . m m
lim x, ~—x lim 7 i X, —X 1 gy
BT = x B TR B Rkt i S O § { B, € =
X x —X oy X‘m.xm X X x2m
—m —1 n—1 :
% T i X e ML

¢) Olgu n murdarv, niiteks (}1) , kus p ja q on tiisarvud, siis vdime

p P 1)9 1\p
T \x, e

kirjutada:

X, —X 1_)q 1)‘1’
x| —rxq ¥

1
x,9=y, ja x9 =y ja korrutades viimase murru lugejat

ehk vottes liihidalt
ja nimetajat avaldusega y, —y:
p
q q P P
Xyiasesenol vl o ¥ oy ;
Xy _—x R el qu_..yq
niitid voime arvesse vottes eelmise pggagmhyi, lauseid 2 ja 3, esimese juhuse
pohjal kirjutada: e
Py P

ke B X A, G ol e p—q
il yx y. lim ¢ YI A y p- yp i B ,;:p- o

Wy S
q.p! q

617 s, ¢
c ; q q
‘\|_>x Mmoo R TP Yy b ke B AN T

: 4 b ¢ ' Lt g o
sest kui xX,— X, siis peab ka y, —y. Kui niiiid y asemele tagasi tuua Xy

ja g asemele n, siis saame I5pulikult:

p p ) '
s q q T p__l n—1
lim x; —x _Px a4 '_'Pxa nx
. et X—X q q :

2. Kui x on 1dpmatu viihenev suurus, nénda et x —»> 0, siis on

lim sinli[_1
x>0 x
p Toendus:
Kui OB =1 (Joon. 2) ja kaar CB =x, siis on jooni-
c 16ik AC = sinxX ja meie vdime joonise pohjal kirjutada,

et l0puliku x juures on ikka sinx < x <tgxehk jaga-
des sin x-ga selle vorratuse iga osa
1

|
|
| X .
0 A B ' sinxcosx
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Poorates viimase vorratuse iga osa timber, leiame:
sinx
=™ eoRix,
X
Kui niitid kaare x vi#rtust vihendama hakkame, siis hakkab cos x

vadrtus liginema iihele. Et aga §%1_§ védrtus ikka vahepealne on iihe ja

e sin x 5 A :
cosx vahel, siis peab ——— — cosx 16pmatu viiheneva x juures ka olema
2 s o 2 : it SBINIX
Iopmatu vihenev suurus ja eelmise paragrahvi lause 1 pdhjal on siis £
piiriks ka 1. Seda asjaolu avaldame Kkirjas jargmiselt:
lim sinx

x50 %

: lim 1)\n
3. Olgu antud leida '™ (1+h) :

Seda piirvirtust ei ole meil voimalik praegusel silmapilgul valju tdenduse poh-
jal leida, niisugune voimalus tekib meile hiljem. Me vdime praegu ainult nididata,

et arvu n suurenemisega avalduse (1 — 111)" védrtus 16puliku piiri poole ligineb.
Andes nimelt arvule n jérjest suurenevad tiisarvulised viiirtused 15010

100 j. n. e., arvutades logaritmide abil avalduse (1 -+ Ilz)n vastavad viirtused

ja korraldades nad jidrgmiselt tabelisse:

n (1 LB ’11 )" * kasv
t
e
10 2,5937 0,937
100 2,7048 0,1111
1000 2.4171 0,0123

e 5 : 3 o A
naeme, et vaatamata arvu n kiire suurenemise peale avalduse (1 -+ o) vadr
¥

n
tuste vahe siiski kahaneb. Kui veel kujutame need avalduse (1 111) vadr-
tused arv joone abil (Joon. 3),
2,70
F T ey i
2 2,59 2573 3

Joon. 3.

siis niieme selgesti, et meie avalduse viirtus ligineb piirile, mis niihtavasti
asub arvu 2,7 ligiduses.
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Selle avalduse piirvéértust tihendatakse tihega e, nonda siis
lim ( 1 l)n:e'
n-—» oo n
See arv on irratsionaalne ja tema vi#rtus on 2,71828. . . . Arvu e nime-

takse loomulikuks logaritmide aluseks.

Ulesanded:

3. Leida (1 4 Xll)n vadrtused, andes n-le koik tdisarvulised viirtused

1 kuni\lO-ni.
4." Korraldada eelmises iilesandes leitud viirtused tabelisse, juurde lisa-

y ! 3 A - 3
des kasvud, mille vorra suureneb (1 - ) i kui n suureneb iihe vorra.

Teine peatiikk.

§ 4. Funkfsioonide liigid.

1. Funktsioonid jagatakse kdige pealt kahte liiki, milledest iiks on n. n.
algebraliste ja teine transtsendentsete funktsioonide liik.

Algebraliseks nimetakse funktsioon, milles ettetulevad muutuvad ja
jiddavad suurused on seotud niisuguste tehtede ldbi, nagu liitmine, lahuta-
Amine, korrutamine, jagamine, astendamine ehk juuriminé ja mille juures astme
ja juure niitajaks on jdddavad ratsionaalsed suurused. Koik teised funk-
tsioonid nimetakse transtsendentseteks.

Jiargmised funktsioonid on, niiteks, algebralised: y-=—a-}x; y—ax

n

;y=Jx.

,,,a- - n
Y=gy =X

X

Transtsendentsed on aga funktsioonid: y==a, y=logx; y==sinx;
y=cosx; y=tgx j. n. e.

2. Algebralised funktsioonid omakord jagunevad ratsionaalseteks ja
irratsionaalseteks.

Ratsionaalseks nimetakse funktsioon, milles argument ei ole juurita-
vaks suuruseks, ega niisuguse astme aluseks, mille n#itajaks on murdarv.
Vastupidisel juhtumisel on funktsioon irratsionaalne.

Eelpool niiteks toodud algebralistest funktsioonidest on esimesed neli
ratsionaalsed, viimane on irratsionaalne.

3. Funktsioon
1 i n—1 n—2
y=Xx -}a x +ax +...car x<a,
1 g '

kus a,8,,....8 o8 tdhendavad positiivseid ehk negatiivseid jaadavaid
n
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suurusi, aga n on positiivne tidisarv, nimetakse n-astme ratsionaalseks
tiis-funktsiooniks, aga funktsioon

n n—1 i
X +a]x +a2x +....a

e =3
xm—i—b1 Xii +b, x™

L,
+... .bm"

samasuguste tingimiste juures koeffitsientide ja astmeniitajate kohta, nime-
takse raatsionaalseks murd-funktsiooniks.

4. Transtsendentne funktsioon, milles muutuv suurus on logaritmitavaks,
nagu y = log x, nimetakse logaritmiliseks funktsiooniks.

5. Funktsioon, milles astme alus on jifidav, aga niiitaja on muatuv suurus,
nagu funktsioon y = a*, nimetakse eraldi n#itajaliseks ehk eksponent-funk-
tsiooniks.

6. Funktsioone y = sin X, y = cos X, y = tg X jne. nimetakse trigono-
meetrilisteks.

y:

7. Funktsioon nimetakse itheviifirtusliseks, kui argumendi igale viir-
tusele ainult iiks funktsiooni viifirtus vastab ja, teiselt poolt nimetakse funk-
tsioon kahe- ehk mitmeviirtusliseks, kui argumendi igale viiirtusele ikka -
kaks ehk mitu funktsiooni viirtust vastab.

Nonda, niiteks, on koik ratsionaalsed funktsioonid iihe-viidrtuslised, aga

irratsionaalne funktsioon y = ]/a - x on kahe-viiirtusline.

8. Funktsioon, mille viirtused ikka iihes ja samas jirjekorras korduvad,
kui argument teatud jiiidava vahemiku vorra suureneb, nimetakse perioodi=
liseks funktsiooniks.

Trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised. Niiteks, on meil teada
funktsiooni y = sin X kohta, et 4

sin X=sin (27 4 X)=—sin dx+-x)=...
siin on perioodi vahemikuks 2 .

9. Kuiy=F(u) ja oma kord u— f (x), siis on y — F [f(x)] ja siis nime-
takse funktsiooni y— F [f(x)] liitfunktsiooniks ehk iiteldakse, et y on
funktsioon funktsioonist. Funktsiooni u-— f (x) nimetakse sel puhul sise-
miseks funktsiooniks.

Niitustena toome jidrgmised liitfunktsioonid:
1) y=(@a-4bx)" 2) y=ab* 3)y= (logx)™; ¢4) y =sin |/x.

7Y

L 10. Avaldades vorrandist y=f(x) argumendi X vidrtuse, leiame x = ¢(y).
Kui niiiid endise argumendi x peale vaatame kui funktsiooni peale, mis ole-
neb argumendist y, siis nimetakse niisugust funktsiooni x=¢ (y) iimber-
poordud funktsiooniks vdrdlemisi funktsiooniga y = f(x), mida sel puhul
nimetakse algfunktsiooniks.

: Harilikult tdhendakse ka timberptordud funktsioonis funktsiooni tdhega
y ja argumenti tihega x, Kkirjutades x= ¢(y) asemele y = ¢(x) ja vahetades
selle juures alguses antud x ja y tihendused ira. Niiteks, on jirgnevas
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tabelis korraldud rida funktsioone iihes vastavate iimberpsérdud funktsioo-
nidega:

algfunktsioon | timberp6ordud funktsioon i

y=x-a y=x—a !
= X y=x |
_ &
n n
y=x Y =13
y:ax (a>0) y=logax

Kui kujutame graafiliselt iihes ja samas koordinaadistikus algfunktsiooni
y=f(x) ja timberpoordud funktsiooni y=¢(x), siis peab esimese kujutus
samuti paigutatud olema x-telje suhtes nagu teise oma paigutatud on
y-telje suhtes ja ka {imberpoordult, sellepéirast et iimberpdérdud funktsi-
oonis vordlemisi algfunktsiooniga vahetatud on x ja y tihendused.

Nonda, niiteks, on joon. 4 kujutatud funktsioon y = x2 ja timberpoor-
dud funktgsioon y= l/x ja joon. 5 funktsioon y = x3 ja iimberpordud funkt-

sioon y = J/x.

T AT l Y ,[Z=x’,

A\
3
R
—

[

Joon. 4. y R, Joon. 5.

Kui tombame sirgjoone y = x, mis nurga xoy poolitab, siis niieme, et
alg- ja timberpoordud funktsiooni kujutused on siimmeetriliselt paigutatud selle
sirgjoone suhtes.

Kujutada graafiliselt jirgmised alg- ja {imberpéordud funktsioonide

paarid :
1) y=x+1jay=x—1.
2) y=x+2 , y=x—2
>
3) y=2x ” y:2'
4). y=8x .l uy y=§-
V. Pliss, Algebra II. e % 2
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/

“ilem o § 5. Siiklomeeftrilised Ffunkfsioonid.

Kui {imber p&érame trigonomeetrilised funktsioonid y=sinx, y = cosx,
Y=1gx ja y=ctgx, siis saame nondanimetud siiklomeetrilised funkt-

sioonid. Funktsioonile Yy = sinx vastavat timberp6ordud funktsiooni nimetakse
arkussiinuseks ja mérgitakse nonda

y =arcsinx.

Siin tdhendab funktsioon y niisugust kaart, mille siinus on vordne argu-
mendiga x. Sellepirast: kui y == arcsinx, siis x— siny, kus x ja y molemates
kirjutustes on iihe ja sama tdhenduse juure jietud. Viimase vorduse pdohjal,
tarvitades trigonomeetrilisi tabelid, vdime leida funktsiooni Yy = arcsin X viir-
tused, mjs vastavad mitmesugustele argumendi x vidrtustele. Et aga argu-
ment ise tdhendab siinust, siis voime temale anda ainult niisugused vidrtused,
mis asuvad vahemikus -— 1<x<-1. Meil on veel teada, et sin -
=sin (k. 27 +y), kus k on migetahes tiisarv. Sellepérast on siiklomeetriline
funktsioon y = arcsinx tildse I6pmatu-mitme viiiirtusline.

Koike seda nieme ka funktsiooni y — aresin x graafilisest kujutusest

(Joon. 6).
. D4
s aresinic :
\\
N\ i.ibx
0 N
s L\ x
\
Joon. 6.

Nagu funktsioonile y = sinx vastab imberp6ordud funktsioon y=aresinx,
samuti vastab funktsioonile y =cosx siiklomeetriline funktsioon Y = arccosx,
funktsioonile y =tgx funktsioon y ==arctgx j.n.e.

Harutades samuti teiste stiklomeetriliste funktsioonide kohta, kui tegime
arkussiinusega, leiame et ka teised siiklomeetrilised funktsioonid on iildse
Iopmatu-mitme viiiirtuslised.

Ja samuti kui funktsiooni y = arcsinx ndnda ka funktsiooni y = arccosx
argument v6ib muutuda ainulf vahemikus —1<x<+1, selle vastu aga
funktsioonide y =arctgx ja y = arccotgx argument voib muutuda vahemikus
— <X <400, sest tangensi ja samuti kotangensi viiirtusteks vaib olla iga-
sugune positiivne ehk negatiivne arv.

Kui ridgitakse siiklomeetrilise funktsiooni véirtusest, siis moeldakse
harilikult arkussiinuse ja arkustangensi juures absoluutselt kdige viihemat
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kaart, aga arkuskoosinuse ja arkuskotangensi juures kdige vihemat positiivset
kaart, mis antud argumendile vastab, nagu jargnevast tabelist néha:

X — 00 i —1 ! 0 +1 ) + o
| T : ‘ T
aresin x e & Pl f 0 : +2’ ‘ ol
0L R S s BRI fadatiie i
1 ‘ [

arccosx b 4k 0 i

./ B A L ST
arctgx T Tk 0 4 ‘ 2
SPRIOME SN R RS I R | SR
arccot x b4 ha B R er | 0

Kujutada graafiliselt iihes ja samas koordinaadistikus funktsioonid :
1) y=1tgx ja y=arctgXx ja 2) y = cotx ja y=arccotg'x.

§ 6. Suurusfe pidev ja kafkeline muufu-
mine.

Kui muutuv suurus x nonda muutub, et tema viirtused ikk.qmon ja jaa-
mille juures a <b, siis iiteldakse, et x muutub vahemikus a-st b-ni ja aval-
dakse seda tingimust muutuva x kohta kirjas jargmiselt:

< %< b,

Kui muutuv x, muutudes vahemikus a-st b-ni ka piiride véértused omada
“voib, siis avaldakse seda ndnda:
. a<x b
Kujutades muutuva x ja jiddavate a ja b véidrtused geomeetriliselt arv-
joone abil (Joon. 7), on arusaadav, et kui muutuv x vahemikus a < x <_b
muutub, siis asuvad tema vidrtuste kujutipid ikka arvude a ja b kujutuste
vahel.

L L e
5 T

0 a X 6
Joon. 7.

Muutub x vahemikus a < x <_b, niiiteks kasvades, nonda et tema
geomeetriline kujutus selle juures, liikudes tépist a Uipini b, libi kéib koik
tipid, mis arvjoonel on tdppide a ja b vahel, siis liteldakse, et x muutub
pidevalt nimetud vahemikus. Jirjelikult peab pideva muutumise korral
suurus X omama jirjest koik arvulised véirtused, mis asuvad arvude a ja b
vahel. :

Muutub aga x vahemikus x = a kuni x = b ndnda, et tema geomeetri-
line kujutus selle juures, liikudes tipist a tépini b, koiki vahepeal asuvaid
arvjoone téppe libi ei kii, vaid hiippab iihest tdpist teise, jittes osa tdppisid
vahele, siis iiteldakse et x muutub katkeliselt. Selle juures ei oma
muutuv x ka koiki arvulisi vé#rtusi, mis arvude a ja b vahel asuvad, vaid
jatab palju vidrtusi vahele.

2%
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Niiteks, oleks suuruse X muutumine vahemikus a LXiib katkeline,
kui x muutudes ainult tdisarvulised vidirtused, mis nimetud vahemikus ette
tulevad, omada vgiks, :

2. Funktsiooni nimetakse pidevaks argumendi vahemikug a<x<h,
kui argumendi pideva muutumise juures selles vahemikus, funktsioon ise ka
pidevalt muutub.

Argumenti kuj olenematu muudetavat suurust voime ikka kujutada
pidevalt muudetavana.

Kui argumendj pideva muutumise juures funktsioon katkeliselt muutub,
siis nimetakse teda k a tkeliseks.

Kujutades graafiliselt pideva funktsiooni (Joon. 8) argumendi vahemikus
a< x<_b, saame kujutuses pideva kdverjoone AB. Kuj argumendi x kuju-
tdpp M nimetud vahemikus x-telge mésda pidevalt liigub, siis liigub ka pide-
valt kdverat joont mosda argumendile vastay tdpp T.

K9 g y
N I £
/q
M &
77§ R g o
Joon. 8. Joon. 9.

Pidevalt liigub veel y-telge mosda tapi T projektsioon N, mis on argu-
mendile x vastava funktsiooni vidrtuse f(x) kujutus, kuj arvjooneks votta y-telg.

funktsiooni kujutipp T korraga tipist B tdppi C. Samuti hiippab tipi T pro-
jektsioon y-teljel korraga tapist M téippi N. Uteldakse, et argumendi viirtuse

Kui funktsiooni f(x) argumendi x suurendame ja
vihendame suuruse ¢ vorra (joon. 10), siis on argu-
mendi uutele viirtustele X450 Xrrn vastavad
funktsiooni viisirtused f(x+¢) ja f(x—%e). Kui
niitid kujutame Iopmatu  viiheneva suurusena,
nonda et lim ¢ — 0, siis hakkavad funktsiooni viiir-
tused f(x &) ja f(x — ¢) pideva funktsiooni puhul
liginema iihise piiri viidrtuse f(x) poole. Funkt-
siooni katke kohal seda aga ei juhtu. Sellepirast
vOime iitelda:

Funktsioon on pidev argumendi vahemikus
a<x b, kui rahuldud saab vordus:

o

lim f(x+£):lim

e 0) 80

f(x — &)
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Jagades vorduse 3) mdlemad pooled veel argumendi kasvuga 4X, saame
funktsiooni ja argumendi kasvude suhte

dy (x4 4x) —f(x)
#x 3 AX

4)

Kui argumendi kasvu 4x motleme ikka positiivsena, siis on kasvude
suhtel alati sama miérk kui funktsiooni kasvul Ay, ja temal on siis kindel
geomeetriline tihendus. Ja nimelt, kui (Joon. 11 ja 12) iihendame tipid T ja
T, sirgjoonega, siis saame viikese tiisnurkse kolmnurga TST,, mille kaateti-

deks on kasvud A4y ja 4X. Sellepdrast tihendab kasvude suhe j—i, absoluut-

selt voetud, selles kolmnurgas kaatetile 4y vastuseisva teravnurga tangensit.

Vottes aga suhte j‘—i mirgi ka arvesse, voime iitelda, et funktsiooni kahane-

mise puhul, kui ji saab negatiivne, on selle suhte viértus vordne nimetud

teravnurgale vastava tdiendusnurga (kuni 180°-ni) tangensiga. Pikendades
sirgjoont TT, kuni ta 16ikab X-telge ja nimetades selle juures nurka «, mille
see sirgjoon siinnitab X-telje positiivse sihiga, sirgjoone tousunurgaks, nieme,

et kasvade suhe ‘Z’i on ikka vérdne niisuguse sirgjoone téusu-

nurga tangensiga, mis liibi funktsiooni kujutuse tippide T ja T,
liiheb: ji_—_tga.

2. Kujutame edasi (Joon. 11 ja 12), et meie l6ikjoont TT, hakkame
poorama timber tédpi T nonda, et tipp T, koverat moodda tépile T hakkab
- liginema, mille tottu 16ikjoon TT, ise ligineb sirgjoone seisukohale, mis kove-
* rat tdpis T puudutab. Selle juures hakkab muutuma ka nurk « ja tema tan-
gens “%{ nonda, et 4X ja Ay pidevalt vihenedes liginevad nullile kui piirile,

4y

aga suhe 7 ise ligineb nimetud puutuja téusunurga ¢ tangensi véidrtusele,

mille tottu vGime kirjutada:

Mm dyeiis ook frudx) - £(X) sl
4X2»04x — 4x —»0 Ax T R

Puutejoone seisukoht ja tihes sellega tema tOusunurk muutub olenedes
puutetiipi seisukohast ndonda, et igale iiksikule puutetiipi seisukohale vastab
kindel puutejoone tdusunurk. Seda vdime iitelda ka puutejoone tdusunurga
tangensi kohta. Et aga puutetéipi seisukoht koveral joonel ise oleneb oma

abstsissi védrtusest, siis on arusaadav, et avaldus it 4y peab tdhen-
4x—>0 4x
dama muutuvat suurust, mis oleneb antud funktsiooni argumendist. Selle-
lim A4y
4x—>0 4x
niks ehk liihidalt tuletiseks.

péarast nimetakse suurust antud funktsiooni tuletisfunktsioo-

R
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Kokku votteg voime fiitelda:
Antud funktsioo

Tuletis funktsiooni margitakse harilikult lihemalt, kag mérgi :113}7 , ehk
¥y’ ehk f(x) ldbi, nénda et
lim 4y g

mille juures eraldj dy ja dx nimetakse vastavalt funktsioonij ja tema argu-
mendi differentsiaaliks,

Sellepirast voime ka iitelda, et tuletisfunktsioon on algfunktsiooni ja
tema argumendi differentsiaalide suhe. On kokku lepitud vaadata argumendi
differentsiaalj peale kui jiidava Suuruse peale, mille t5tty peab funktsiooni
differentsiaali peale vaatama kuyj muutuva peale,

Korrutades vorduge 3}};: '(x) mélemaid pooli argumendj differentsiaa-
liga, leiame et
dy — ' (x) dx

ehk iiteldes sonadega: funktsioonij differentsiaal vordub tuletisfunktsiooni
Ja argumendi differentsiaalj korrutisega.
Tuletisfunktsiooni leidmist kuij matemaatilist tehet nimetakse funktsiooni
differentsimiseks.
Leiame niiteks funktsiooni

y—fx2............1)

tuletise. Selleks harutame jdrgmiselt: kuj argumendile x anname kagyy 4x,
siis peab ka funktsioon ¥ saama vastava kasyy 4y, nénda et

Y+ 4y = (x+ 4x)2,
y-}—Ay:x2+2xAx+Ax2. ol 7 RN Gl

Kui niitid vérduge 2) molematest pooltest lahutame varduse 1) vastavad
pooled, siis leiame funktsiooni kasyy:

4y = 2x4x | 4x3,

Jagades viimase vorduse mélemad pooled argumendi kasvuga 4 X, leiame
kasvude suhte

ehk avadeg sulud:

@y
Ax =2+ A=W,

mille piiriks on -
lim T e T
v AX—AX__)O(QX*‘—AX)-r?X.

Téhendab, funktsiooni Y = x2 tuletiseks on funktsioon y’ — 9y
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: Kui kujutame graafiliselt funktsiooni y = x2 kovera (Joon. 13), siis peab
puutejoon niiteks tépis A, mille abstsiss x-—1, siinnitama x-teljega
niisuguse nurga ABx, mille tangens on 2, sest

C). kui x=1, siis yy=—2. Samuti peab olema tiipis
>4 C tommatud puutejoone tdusunurga tangens
I tg /CDx =4, sest tiipi C abstsiss x=2 ja kui
\ X =2, 8iis y=4.
‘ i —_—
Ayl
7 Ulesanded.
N / ; B :
5. Leida funktsiooni y—x3 tuletise véir-
0 X tused argumendi jéirgmiste véértuste jaoks:
Joon. 13. a): Xs=etn2, o ib)oxi==10y] o)lix=1; id) 4x = 2.

6. Midrata funktsiooni y = x* koverale kujutatud puutujate tGusunurga
tangensite viirtused, kui puutetéippide abstsissid on jirgmised :

g)eixe=-2, b)) =1, {0) x=0, ' d)x=1I
7. Leida jirgmiste funktsioonide tuletised : :
a) y=x5 b) y=2x2 c¢) y=2x2+4x, d) y=x2+42x-}3.

§ 8. Uldised laused ja algebralisfe funk-
Isioonide differentsimine.

Astme (xn) tuletiseks on astmeniiitaja (n) korrutis iihe vorra
alandatud astmega (x" ).
Téendus :
Olgu antud funktsioon.
y=x'

kui anname argumendile kasvu 4x, siis peab ka funktsioon”saama vastava

kasvu 4y, ndonda et
YAy =&+ 4%)".

Lahutades viimasest kirjutusest eelmise ja jagades saaduse molemad
pooled kasvuga 4x, leiame:

4y _ &+ 4% —x"
4x 4 X
Kui niilid 4x l6pmatu viiheneva suurusena motelda, siis vOime piiri-
vidrtuste ldbi kirjutada:
dy lim (x4 Ax)n——xn.
dx  4x—0 4x

|
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Selle vorduse parem
siis gx — X, —X

poole viirtuge leiame,
nonda et

kui nimetame -y
; ja kui lim 4x =0, siis ka lim (x,—x)=0 ehk lim X Ry,
dy lim (x T A58 A
dx  4x-50 e T

Niitid aga vgime § 3 tdendatud lause p3

lim xf’ —x"
X,™>X X, —x ~
hjal kirjutada:

—1
i kus

|
n voib olla mig tahes reaalne arv.

Harjutused.

Leida jirgmiste funktsioonide tuletised:

8. a) y—x b) y=x2 €) y—xs3
—1 ] i
d) y=x e) e ) y=x",
e 1 ] 1
8 y=Jx kT Bl
X Vx
e 1 X
k) y= VX? Dy i G 5
Je J
3
X 3 X2
D= 5 AL B y—1x
Vié V}i‘l XdVX
: Jiiidava g Ja muutuya Suuruse f(x) korrutise tuletis on
Jidddava g ja muutuya tuletise f(x) korrutis,
Toendus,
Olgu antud

: Gl 3o A
VU 4xX, saame
Y+ 4y =a. f(x+ 4x).

Lahutades viimasest vorduse
kasvuga 4%, leiame:

Andes siin argumendile kag

st eelmise ja jagades siis ' mélemad pooled

Y _ g 1at 43—t
Ax o - & X\ ’

4
mille t3ttu voime kirjutada:
e e A ANy (x4 4x) —(x)
4x—>0 gx 4x—>( 4x . "’a'Ax—>O RS sy




mille tottu dy dv du
ax ~ "dx TV dx

kus oY on funktsiooni v tulelis ja o on u tuletis.
dx dx

B. Puht analiiiitiline toendus.

Kui anname argumendile kasvu sx, siis saavad korraga vastavad
kasvud koik argumendist x olenevad suurused u, v ja y, ndnda et vdime
kirjutada vorduse 1) pohjal ¢
‘ y -+ 4y = (u-+ gu) (v+ 4v) =uv+udv 4 (v -+ 4v) 4u.

Lahutades sellest vordusest vorduse 1) ja jagades saaduse molemad poo-
led argumendi kasvuga, leiame:

Ay Av du
AR NGpA e
? Edasi tuleb samuti harutada, kui eelmisel juhtumisel, vordusest 2)algades.
 Lauset 4 voib kergesti laiendada ka rohkema kui kahe teguri korrutise peale.
Niiteks, olgu y-—u.v.t, siis vdime Kkirjutada, vaadates ajutiselt korrutise
u. v peale kui iihe teguri peale:

; L RO
Py +t

Aga g (c;lx v) on kahe funktsiooni korrutise tuletis ja sellepiirast

d(u.v) dv du .
dx  Vdx Y

d (u.v)
dx

dx‘:u.v. dx‘}—u.t. dx +V.t. dX

11. Differentsida jéirgmised funktsioonid, kui korrutised.
a) y==3xJx, b) (x2— a) (b— x),
' ¢) y=(4x2—38x)(2x—3), d) (x — 3x%) (2 — x2),
e) y=0Bx—|x)x+3]x), f) x )/ x(x2—a).

5. Murd-funktsiooni tuletis on murd, mille lugejaks on antud
murru nimetaja korrutis lugeja tuletisega miinus antud murru
lugeja korrutis nimetaja tuletisega, aga nimetajaks on antud
nimetaja ruut.

Toendus :

Olgu antud u

b . V"

kus jille u=f(x) ja v=o¢(x).
Korrutades antud vorduse mélemaid pooli parema poole nimetajaga, leiame
y-v=u.
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Ja niiiid kirjutame eelmise lauge pohjal

S p e - o
Y dx LR

dx dx
vy, L dy
hk v3 _du_ ydv _qu oWy QR RO O
oy hilkep g dx P anRbae v
ja Iopuks
du_ ay
9. e Max,
dx v2
Harjutqy S ed:
X 8
A%y a) y:l-}:k b) y— Bt %
o X2+3 L5 5f7)7(2
s T
e) y—2a—bx B iyl X g
y*a+bxf'~‘ y‘x2-3x+1
AL Sy LLon P de One
g y“;{‘*-{—Sx?—}—l h) y“’2§2_4X5

6. Et liitfunktsioonij Y =F[i(x)] differentsida, peab different-
sima teda sisemise funktsiooni f(x) kui argumendi jireie ja saa-
dust korrutama sisemise funktsiooni tuletisega argumendi x jiirele,

Toendus :
Olgu meile antuq liitfunktsioon
Yoy Sl i Ll w8 S ENT)
kus u on sisemine funktsioon ia nimelt:
o e ¢ 4 SO o Y ) L R

Kui anname argumendile x kasvu 4Xx, siis saab korraga funktsioon y
kasvu gy ja y kasvy 4y ja meie voime eelmiste vorduste Pohjal kirjutada

y+Ay=F(u+Au) i LSRR e N ¢
ja u- gu— f(x—f—4x) SR sl aialaled
Lahutades vordusest 3) vorduge 1) ja vordusest 4) vorduse 2) ja jaga-
des saaduste molemad pooled vastavalt kasvudega 4y ja 1%, leiame
4y E(ﬂidu)?F (w) o
e a4 o S T el 8

ja 49t ax) —p(x)
4x ’

i . 6)
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Korrutades vorduse 5) mdlemad pooled vorduse 6) vastavate pooltega,
mille tottu koondub pahemal pool Au, saame:

dy _ Ffgu)—F@) f@+4x)—fx).
. Au 4x
Kui mdtleme 4x lopmatu véheneva suurusena, siis on ka 4u ja Ay lop-

matu viihenevad suurused, sest meie oletame, et funktsioonid u ja y on pide-
vad, ja siis vOime Kkirjutada: i

lim 4y lim F(ud4gu) —F(u) lim f(u} 4%)—f(x)

4X—>0 4x gu—>0 Ju 4x—>0 4X

ehk

P . 1@ = FIE1 .

Siin on F’(u) antud liitfunktsiooni tuletis sisemise funktsiooni u kui ar-
' gumendi jirele, aga f'(X) on sisemise funktsiooni tuletis argumendi X jérele.
Leida reegel ruutjuure y=Vf (x) differentsimiseks !

Harjutused.

18. a) y— (a—x)" iy = Veaey ot X
b) y = (a+bx)" L G, ke
¢) y= (a-tx2)" Ja—x? , e
L., 8X 3
e) y— (7—2x)! i Vi (a}-x2)2
)y (a—x) 6l ==
: n) y =} 2—x P
g) h o V 3—x2 2 : Va+x2_x
h) y = /342x °) ¥ =YE—xp e

§ 9. Transfsendenisefe funkfsioonide dif-
ferenisimine. ,
1. Votame kdige pealt logaritmilise funktsiooni

y=Igx
ja katsume teda differentsida.
Anname selleks argumendile kasvu /X, siis saab ka funktsioon vastava

kasvu 4y, nonda et
yt+dy=Ilg x+4x)
ja tehes samuti kui eelmistel juhtumistel leiame:

4y _ lgx+4x)—lg (X)
4Xx AX
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Et selle vorduse parema poole piiri leida Iopmatu viheneva Ax juures,
selleks muudame tema timber, teades, et logaritmide vahe on murru logaritm,
mille t6ttu leiame:

v el Ig X-fAx s q Ig (1+£1x£).

4Ax Ax X

Korrutame ja jagame veel pahemat poolt argumendiga X ja nimetame

X 4
peale selle Ax — D, siis saame:

Ay TH ( Ax) 1 ( 1) 1 ( 1)n

T = — ,,,,,l 1 — = — . . ——

m R e s 3 ks g Finge & FIEALES
Kui niitid 4x — 0, siis '%{—-)ooja n oo, ja

lim 4y 1 lim %)n :
4X =0 4x _xlg [n—+oo (1+ ¢

sest paremal pool muutub kasvu Ax muutumisega ainult logaritmi mirgi all
seisev suurus (1 —+- lﬁ)n '

lim 4y dy . ilpe lim l)n i g
Aga ix>07x —ax 12 § 3 pohjal QR C T (1 +n = e, sellepérast
leiame : i
dy (lge
MU e s R L

Ja vbime iitelda lause:
Logaritmi tuletis on murd, mille lugejaks on arvu e logaritm,
aga nimetajaks on argument x. :

Valem 1) muutub palju lihtsamaks, kui logaritmiline funktsioon . votta
aluse e juures, ndonda et

y—=nx?),

siis on Ine=1 ja
dy . ¥ 2)
dx x

Ehk iiteldes sonadega:

Loomuliku aluse juures vdetud logaritmi tuletis on murd, mille
lugejaks on 1 ja nimetajaks argument x.

See nihtus, et aluse e juures voetud logaritmi tuletis lihtsam on iga
teistsuguse aluse juures vdetud logaritmi tuletisest, ongi iiheks pohjuseks,
mispérast arv e nimetakse loomulikuks logaritmide aluseks.

Harjutused:

14. a) y=In(2x) b) y=In(x?) ¢c) y=InJx
d y=In(2—x) e) y=In(14x2) f) y=In(1—x)3
) I;ﬁl__l;l;i{u aluse juures voetud logaritmi miirgitakse harilikult tihiga In — ladina

keelse nimetuse ,logarithmus naturalis® esimesed tihed.




g) y=In :l(i— - h) y et (Inx)2 i) y= J/Inx

%
k) y=[n{—x)P D) y=xinx m) y=12F
n) y=In(1+4x):-In(l—x) o) yz%(éig p) y=In(Inx).

2. Eksponentsiaal funktsiooni y=a™ tuletis on selle funk-
tsioni korrutis aluse a loomuliku logaritmiga Ina. :

Téendus.
Kui y = ax, siis saame, vottes loomulikud logaritmid mdlematest pooltest

Iny = X .Ina,

i
& Ths

Kui niiiid suurust x ajutiselt votta funktsioonina, aga y argumendina ja

ja siit
. lny .

silmas pidades, et . on jdddav suurus, siis voime Kkirjutada eelmise valemi

Ina
2) pohjal
dx, Lol
dy Ina y
Poorates viimase kirjutuse molemad pooled iimber ja pannes suuruse y
asemele tema antud viiiirtuse argumendi x lébi, leiame 15pulikult

dy__ x
= - Ina
Erijuhtumisel, kui antud funktsioon on
Gl
leiame, teades et Ine = I,
dy.... x
F g,

Harjutused:

15. a) y=aZX b) y=al-* ¢) y=3a
d y=a*® e) y:-:ZaV" Pl =g
g) y=In(a®) h) y=a¥* - Inx ) Y=inx
Inx
k) Vst ) y=3x2a* m) iy ===

V. Piss, Algebra IL
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Bl-=x aX
= J1=x.82x = EETAR = il
n) y=}i—x.3 0) y 8 ok p) y BT
X —x
qQ y=eX r) y=2e% g s) y;e‘xj—e:x
iR eX —e
3. Siinuse tuletis on Koosinus.
Toendus.
Olgu antud y = sin x.
Andes argumendile kasvy 4%, leiame
Y+ 4y — sin (xX+ 4x) —=sinx - Cos AX |- cos X - sin 4 x.
Lahutades viimasest vordusest eelmise ja jagades saaduse molemad
pooled kasvuga 4x, saame:
4y__sinX - cosdx FUgh e i L :
dx AX T coRx 4X AX 4
Meil on aga teada, et
m 4y _dy lim sinxcosdx _ ‘lim Lok S T e T
4X 204X ~ dx’gx o AX T AX—0 4X “4x—30 AT QT
sest
lim

S Y i lim sin Ax

AX—>0 Ao  ax — b

§ 3 toendatud lause 2 pohjal.

Sellepiirast koonduvad vorduse 1) parema poole esimese ja viimase
lilkme piiriviiirtused ja meie leiame

ay .
: dx — COS x.
4. Tdendada analoogiliselt, et funktsiooni
y=cos X
tuletis on

d—iz——sinx.

Harjutused.

16. a) y—sin2x b) y =sin (2—x) ¢) y=sin2x
d) y=/sinx e) ¥ = sin (Inx) f) y=sin(a¥)
g) Y =In(sinx) h) y= asinx i) y=x.sinx
sin x 3x : ;
k) y= T Boy— o m) y=sinx. sin 2x

_ T O R — gipn M 2
n)y G 0) y = sin2(1 — 2x) P) y =sin® (a bx2)




17. a) y =cos3x b) y=-cos (1 —Xx) ¢) y = cos2x

d) y=cosx2 e) y = cos |/x f) y =Jcos x
g) y = cos (Inx) h) y =1n (cos Xx) i) y =cosa*
sin X

k) y=cosX.sinx D) y== m) y =4cos’x — 3cos X

cos 2x
sin X - cos X
sinX — cos X

5. Tangensi tuletis on murd, mille lugeja on iiks, aga nime-
taja on sama argumendi juures véetud koosinuse ruut.

Téendus.
Kui on antud

n) y =sin2x.cos3x 0) y=(sinx{cosx)2 p)y=

: ; b = tgx;
siis voime ka kirjutada, et
_ sinx
1 -COBX

Niiiid aga on meil tegemist murdfunktsiooniga ja meie saame eelmise
paragrahvi lause 5 pdhjal
dy_ cosx.(sinx)’ — sinX.(cosx)’ __ cos®x - sin’
X T cos2X i cos2x
aga, nagu teada, on cos®x-{-sin?x--1, sellepédrast leiame lopulikult:
dy - 1

dx  cos’x
6. Niidata, et funktsiooni

y=cotgx
tuletis on
- SRR
dx sin’x
Harjutused: )
18, a) y -— tghx b) y-—tgx? ¢) y=tg(1—x)
d) y—tglaftbx’) e y—xigx f) y=tgnx)
g) y-—In(tgx) h) y = tga® i) y—a'tgx
2y (o _tex . g%
k) y= = ) y= = m) y-sinx.tgx
_ fgx " x __In(cosx)
L g 0) y=In (tga*) Wt (tgx)
19. a) y=—cotg3x b) y=cotg(1—38x) «¢) y= cotg2x
3
d) y=cotgx y = X*cotgx
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cotgx
g y=28 Y v dolglox)? g iAo
I78 RO (ﬁtgg — acotgx
k) y=-cosx.cotgx 1) r m) y=e
n) y=sin?x -} cotg?x 0) y=h Vcotgx p) ¥ =In(cotga¥)

7¢ Arkussiinuse tuletis on murd, mille lugeja on iiks aga
nimetaja on ruutjuur iihe ja argumendi ruudu vahest.
Toendus.

Kui antud on
Y = arcsin X,

siis
X=sginy
ja giy‘:eosyzyr_';@;:mtiz‘ ietia® 05y
Siin voetakse juur ikka positiivsena, sest y — arcsinx muutub harilikult

vahemikus —-g Sy % (§ 5), aga siis on cosy positiivne.

Kui vorduse 1) mélemad pooled veel iimber pborame, siis saame 16pulikult:
L o |

dx ~ Ji—xz
8. Niidata, et funktsiooni
Y = arccos X

tuletis on
- SR
dx Vli_;xl
Harjutused:
20. . 2 K
a) y = arcsin2x b) y=arcsin (3—x) ¢) y=arcsin -
d) y = (arcsinx)? e) y=X aresinx f) y= aresin (Inx)
g) Yy = arcsin a¥ h) y=In(arcsinx) i} §= arcin -
21. a) y— arccos3x b) y = arccos (x2) & ¥ b ;f

x2—1
d) y= arccos (2x—1) e) y = arccos X771 1)y s

9. Arkustangensi tuletis on murd, mille lugejaks on iiks, aga
nimetajaks iihe ja argumendi ruudu summa.

Téendus.
Kui Yy = arctg X,
siis X=1gy ja




iyt 92T Lolewe R B QO §
dy ~ cos’y  cos’y B LA
ja siit leiame, imber podrates vorduse pahema ja parema poole:
dy 1
dx 1-}Fx?

10. Niidata, et funktsiooni
y = arccotgx

tuletis on
A e e
axe. .1 «}— x2
Har j utused.
22, a) y— arctghx b) y = arctgx? c) y= (arctgx)?
a
d) y=arctg 1Fx e) y=arctgax f) y = arctg (Inx)
g) y = In(arctgx) h) y=arctg- V—i— . i) x= x. e retex
23. a) y=arccotg(3—x) b) y= arccotg 3'~ ¢) y= (arccotgx)?
d) y = X.arccotgx e) y = arccotg (Inx) f) y = arccotg i'i’x
Sega-iilesanded.
24. a) Y =1In(a+|14u2) b) x-—t—_l_llnt
¢) y=(x2—aﬁ)lnzi§ -+ 2ax d) s=1In]sing - In|/cosyp
e) r=g-singcosg Kf) y = sin? xX.tgx
) 1—cosag 103 1—¢
g) s=In Vl Ticosty h) r= arctg Vl i
i) s=ag-+Db.In(acosg - bsing) k) r== arccotg ,“_';TZ’
1) x=z.arctgz—In|1-}22 m) y=|1—x? -} xarcsinx
o
— V2t
iy AT L P o AR
J2— tg"; 41
1 ex
D) ¥ arctge _— v=In(@2x+142)1Fx+x2
YA Gy a) @x+14-2)1+x+x?)

r). gEHT ln(2~}—co&;)—3ln(cos )—{—ln(smg)
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§ 10. Funkfsiooni ja fema ruletise vabekord.

Kui tidisnurkses koordinaadistikus kujutatud kdverjoon (Joon. 16) on
mingisuguse funktsiooni y = f (x) graafiliseks kujutuseks, siis on meil teada
(A.Tp.1§3), et selle kdverjoone iga tipi ordinaat ja abstiss on vastavalt
uietud funktsiooni ja tema argumendi vastavad vadrtused.

Meie saame niisugusel korral selle kdverjoone libi selge ettekujutuse
funktsiooni muutumise kohta. Niiteks voime iitelda, et joonisel 16 kujutatud
funktsioon kasvab argumendi viirtusest OK kuni argumendi viiirtuseni O L,
sest selles vahemikus kasvab kdverjoone ordinaat tema abstsissi kasvami-
sega, mille tottu kdverjoon tduseb vordlemisi X-teljega. Argumendi viirtuse
OL juures on funktsioonil kdige suurem viiirtus vordlemisi teiste ligiduses seis-
vate vidrtustega. Niisugust funktsiooni viirtust nimetakse maksimumiks *).
Maksimumi juures on funktsiooni kujutusel koige korgem tipp vordlemisi

X ;

o B L M
Joon. 16.

ligiduses asuvate tappidega; siin algab kdverjoone alanemine ja iihes sellega
funktsiooni kahanemine, mis kestab kunni argumendi viifirtuseni O M, sest
siin kahaneb kdverjoone ordinaat tema abtsissi kasvamisega. Argumendi
vadrtuse OM juures on funktsioonil kdige vithem viiirtus vordlemisi teiste
ligiduses asuvate védrtustega ja seda viirtust nimetakse funktsiooni miini-
mumiks **). Miinimumi kohal on ka kdverjoonel kéige madalam tdpp vordle-
misi teiste ligidate tippidega ja siin algab koverjoone uus tdus,

Kui funktsiooni kasvamise vahemikus eraldi vordleme tippide D ja E
juures argumendi iihele ja samale kasvule 4x vastavaid funktsiooni kasvu
4y védrtusi, siis nieme et tipi D juures on kGverjoone tdus ja iihes sellega
funktsiooni kasvamine kiirem, kui tipi E juures, sest iihele ja samale abstsissi

kasvule 4x vastab tipi D juures suurem ordinaadi kasv 4y kui tépi
E juures.

Samuti n#eme funktsiooni kahanemise vahemikus, et tipi F juures

on kdverjoone alanemine ja tihtlasi ka funktsiooni kahanemine kiirem, kui
tipi G juures.

*) Ladina keelsest sgnast »maximum* — kdige suurem (viiiirtus).
**) Ladina keelsest s@nast »minimum“ — kdige viihem (viirtus).
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Kui funktsiooni kujutuse mitmesugustes tdppides tombame puutejooned
(Joon. 17), siis on meil teada, et iga puutuja tdusunurga tangens annab meile
tuletisfunktsiooni viirtuse puutetiipi abstsissi, kui argumendi viiirtusele
vastavalt. g

Me voime sellepiirast, vorreldes puutujate tGusunurga tangensi véértusi,
leida, missuguses vahekorras peavad olema funktsiooni ja tema tuletiste védr-
tused. Selles mdttes on joonise 17 jirele arusaadavad jirgmised laused:

1. Argumendi niisuguses vahemikus, kus funktsioon kasvab,
on tuletisfunktsioon positiivne, sest, nagu joonisel niha, on siin puutuja
tousunurk ikka terav, aga teravnurga tangens on positiivne.

2. Argumendi niisuguses vahemikus, kus funktsioon kahaneb,
on tuletisfunktsioon negatiivne, sest siin on puutuja tGusunurk niiri,
aga niirinurga tangens on negatiivne.

3. Argumendi niisuguse viilirtuse juures, kus funktsioonil on
maksimum ehk miinimum, on tuletisfunktsioon null, sest siin on
puutuja paralleelne x-teljega ja sellepérast on tousunurk ja selle tan-
gens null.

P O] KN L AT N
Joon. 17.

Vorreldes funktsiooni kujutuse tousu vahemikus téppides D ja E tom-
matud puutujate tousunurke, nideme, et mida kiirem on kdverjoone tous, seda
suurem on ka tema tousunurk, sest kolmnurgas NQP on / DNX viilisnur-
gaks, kuna / QPN on sama kolmnurgas nurgale DNX vastuseisvaks sise-
nurgaks. Sellepérast voime liihidalt iitelda:

4. Mida kiirem on funktsiooni kasvamine, seda suurem peab
olema tuletisfunktsiooni viiiirtus.

Funktsiooni kujutuse alanemise vahemikus aga néeme kolmnurgast
TR S, et seal on puutuja tousunurk, olles niiri, seda viithem, mida kiirem on
koverjoone alanemine, ja sellepirast peame iitlema:

5. Mida kiirem on funktsiooni kahanemine, seda viihem on
tuletisfunktsiooni viiiirtus. 4

Silmas pidades, et funktsiooni kahanemise vahemikus tuletisfunktsiooni
viilirtus ikka on negatiivne, aga negatiivne suurus on seda vihem, mida
suurem on tema absoluutne viidirtus ja iimberpoordult, véime viimased kaks
lauset (4 ja 5) iihendada, iiteldes:

6. Midakiirem onfunktsiooni muutumine (kasvamine ehk kahane-
mine), seda suurem peab olema tuletisfunktsiooni absoluutne viirtus.

Kui kujutada iihele ja samale joonisele algfunksioon ja tema tuletis, siis
peab eelmiste lausete pdhjal tuletise kujutis asuma iilal pool x-telge abstsissi
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niisuguses vahemikus, kus algfunktsiooni kujutus tSuseb ja tuletise kujutus
peab asuma allpool X-telge niisuguses vahemikus, kus algtunktiooni kujutus
alaneb. Tuletise kujutus peab 15ikama X-telge abstsissi niisuguste viirtuste
juures, kus funktsiooni kujutus tousust liheb iile alanemisele ehk timber-
poordult. Tuletisfunktsiooni kujutuse ordinaat peab olema absoluutselt seda
suurem, mida kiirem on algfunktsiooni kujutuse tdus ehk alanemine.

Koike seda niieme joonisel 18, kus korraga on kujutatud siinus ja tema
tuletis koosinus.

Kujutada iihel ja samal joonisel iga jirgmine funktsioon tthes oma tule-
tisega.

a) y = x2 f) y=2x3 11
b):y — =8 4 g) y=2x3+3x2—12xf2
1
c) Y s ‘ h) y:izf
d) y=3x2+2 i) y=1Inx
e) y =x3 k) y=tgx
Y|
S8 B A \Y=|Sinx
\, 4
i 406 y=cosx\ | X
G >
l
Joon. 18.

Me voime tuletisfunktsiooni vidrtuse jidrele otsustada algfupktsiooni
muutumise iile; ja nimelt voime iitelda 1) kas argumendi iihe ehk teise viidir-

- tuse juures funktsioon kasvab ehk kahaneb, 2) missuguse argumendi vaiirtuse

juures on funktsioonil maksimum ehk miinimum ja 3) vdime vorrelda funk-
tsiooni muutumise kiirust argumendi iihe ehk teise viirtuse juures.

¥y =4x3—21x2 + 18x — 5,

ja olgu vaja selle funktsiooni muutumige kohta selgusele jouda.
1. Antud funktsiooni tuletis on:

Yy =12x2—42x + 18

Kui anname argumendile mitmesugused viidrtused, arvutame vastavad
tuletise vi#rtused ja tabelisse korraldame, siis saame :

X 0 1 2 3 L4 { 5
= STEREY AT e
y [ 18 f~12'—181‘ 0 |42 | o8
| | |
Ja selle tabeli pohjal v&ime litelda, et 1) argumendi viirtuste 0,4 jab

juures kasvab meie funktsioon; 2) argumendi véirtuste 1 ja 2 juures kahaneb
meie funktsioon; 3) argumendi védrtuse 3 juures on meie funktsioonil kas
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maksimum ehk miinimum ja n#htavasti on siin miinimum, sest enne seda
argumendi viiirtuse X — 2 juures kahaneb meie funktsioon, aga pérast x =4
juures kasvab ta; 4) argumendi viirtuse X =2 juures kahaneb meie funkt-
sioon kiiremalt kui x =1 juures.

Meie voime eraldi miiirata niisugused argumendi viirtused, kus on meie
funktsioonil maksimum ehk miinimum. Selleks on vaja nduda, et meie funk-
tsiooni tuletis vorduks nulliga ja leida argumendi véartused, mis seda nduet
rahuldavad. :

Vorrandist 12x2 — 42x +18 =0 leiame x; = 3 ja X, = 0,5.  Esimene
nendest juhtumistest on meile juba teada, teise kohta aga vGime iitelda, et
meil siin niihtavasti tegemist on funktsiooni maksimumiga, sest enne seda
argumendi viirtuse x = 0 juures kasvab meie funktsioon, aga pirast seda
x =1 juures ta kahaneb.

Ulesande d

25. Selgeks teha, kas jirgnevad funktsioonid antud argumendi iiksikute -
vidrtuste juures kasvavad ehk kahanevad.

Antud funktsioon Antud argumendi véartused
a) y=x2—3x+45 ey |l ) CRREE 5 e o A o b
b) y=12x2 —56x—1 —3; —2; —1; 0; +1; +2;
c) y=x84x+3 —2; —1; 0; +1; +2; +38;
d) y=x8+2x +2 Lo —1; 0; +1; +2; +8;
e) y=x3—3x8—38 L —=2; —1; H1; 425 35 +45
fy y=x8—6x2+x—1 —2; —1; 0; +1; +2; +3;
g) y=x8—3x8+x+2 —13 0;. 13742185 +4;

26. Missuguste argumendi vidrtuste juures on jirgnevatel funktsioo-
nidel maksimum ehk miinimum ?

a) y=2x3—3x2—12x —4 e) y=xt—8x2+5
b) y =x3 —9x2+156x +1 f) y=38x5—25x3+60x—3
c) y=2x3—6x2—2 g) y=6x5—115x3+675x —47
d) y—x—12x +17 ' R ol
X35 ¥

27. Kui suur on jirgnevate funktsioonide ldbi midratud kdverjoonte
tous*) antud abtsissi iiksikute viirtuste juures?

Antud funktsioon Antud argumendi véirtused
a) y=x2 . —1;—0,5; 0; +0,5; +2

b) y=x2—x+2 —1;—0,5; 0; +0,5; +1
c) y=x3—2x2+x —1;—05; 0; +0,5; +1

*) Koverjoone tousu all mdeldakse antud abstsissile vastavas koverjoone tdpis kuju-
tatud puutejoone tdusunurga tangens.
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djfga et L B0 Ay 459y 8
§ ¥ b 4 4
e) y=sinx THBE KT ge 0; +2, +7
T T 4 T
f) y“tgx _'"'27 0’ +6v+47+2
g) y=In(x—1) 0;. +0,2; +.0,76; i1 1.5

28. Missuguse argumendi viidirtuse juures on funktsiooni y £cosx muu-
tumine koige kiirem ?

29. Missuguse argumendi viirtuse juures on kdverjoone y — sinx + cos X
puutejoon paralleelne X-teljega ?

30. Missuguse argumendi viiirtuse juures on kdverjoone Y=In(x—a)
puutejoon perpendikulaarne X-teljega ?

81. Missuguse argumendi . viidrtuse juures siinnitab kdverjoon

y=x3 — 11X +3 X-teljega nurga a=§?

§ 11. Funkfsiooni korgema jiirgu Tulefised.

1. Funktsiooni y = f (x) tuletis gy}; =1 (x) on iildse ka funktsioon, mis

samast argumendist x oleneb.

Sellepéirast voime differentsida ka antud funktsiooni tuletist, mille lLibi
saame antud funktsiooni n.n. teise tuletise. Teist tuletist mérgitakse jirgmiselt:

art’ (] A wi
@ =" =1 () =y enk x! _ dldy =

Viimasel juhtumisel on silmas peetud, et argumendi differentsiaali peale tuleb
vaadata kui jidiidava suuruse peale: d2y on antud funktsiooni n.n. teise
jirgu differentsiaal.

Differentsides antud funktsiooni teist tuletist, saame juba kolmanda
tuletise j. n. e.

8
Kolmandat tuletist tihendakse kirjas miirgi y”' ehk 1 (x) ehk SXX

libi j. n. e.

Niitus 1.
Antud y=x3—5x2+83x — 2,
Siit jirgneb:
y'=38x2—10x+3
Yy =8x—-10
y 44 — 6
Siin on kolmas tuletis jiéidav suurus ja sellepirast on koik jirgmised tule-
tised nullid.

Niitus 2.
Antud Yy = sin Xx.
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Siis jérgneb et:
y.=co08X, Yy’ =-—sinx, y'=-—+cosXx,
i¥ == mink X Y == oD Xyl .8

Siin on Iopmatu arv tuletisi ja need tuletised korduvad perioodiliselt.

32. Leida jargmiste funktsioonide teine tuletis.

a)y—=—2x+3 i y=Vx

X

= 2 - il ¥ e T
D) y=X2-E0 K L1 k) y X T
_x—1
c)y—2x;)’—5x+1 Iy o i
dy=x3+3x—2 m)y +lInx

e) y=2x3—5x+7 Ny — ig'x
fy=xt—3x3+x 13 0) y — cotg x

g y=—x6—7x2+2x—5 p) y = arcsin X
VR A q) y = arctg X
33. Leida jiArgmiste funktsioonide kolm esimest tuletist.

a)—}%2 d J1—x g) x8 + /x

1 i

b) l/x e) | = h) x4—Vx

1 3 g
¢) I x f) J2—x D x T )/x2

iy L 3 B . d"y
34. Leida jargmiste funktsioonide n-ne tuletis 5t
dx
a) y=(1+x)"*) b) y—a
c) y=e* d) y=lg (1+x)

§ 12. Teise fulefise vabekord esimese fule-
fise ja algfunkfsiooniga.

Et teine tuletis jirgneb sama reeglite pohjal esimesest, kui see viimane
jirgneb algfunktsioonist, siis peab teine tuletis esimesega ka samasuguses
vahekcrras olema, kui esimene tuletis on algfunktsiooniga. Sellepirast voime
nende vahekorra méiramiseks iitelda: 1) teine tuletis peab olema posi-
tiivne argumendi niisuguses vahemikus, kus esimene tuletis kas-
vab; 2) teine tuletis peab olema negatiivne argumendi niisuguses
vahemikus, kus esimene tuletis kahaneb; 3) teine tuletis peab

*) Siin olgu m, kui teda tiisarvuna vdtta, snurem kui n.
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olema null argumendi niisuguste viilirtuste juures, kus esimesel
tuletisel on kas maksimum ehk miinimum Jon. e.

Teise tuletise ja algfunktsiooni vahekorra selgitamiseks tarvitame jille
funktsiooni graafilist kujutust.

Olgu funktsiooni kujutuseks kdverjoone 15ik AE (Joon. 19), mille kohta

;3 voib iitelda, et ta on kumer, kui iilalt vaadata,
| y Jilgides selle kdverjoone
o | r puutuja  tousunurga tangensi
1 C muutumist, kui puutetéipp nihkub
tdpist A tipini E, leiame, et see
A E tangensi viiirtus kahaneb, olles

esialgu positiivne, kunni puute-

tdpp jouab tippi C. Siin on puu-

tuja tGusunurga tangens null.

( Kui puutetéippi veel edasi nihu-

> X tame, siis muutub tdusunurga

g (0] 8 Do r tangens negatiivseks, aga tema

i e, ol vadrtus kahaneb jirjest, sest

AT tousunurk, muutudes niiriks, ka-

haneb. Sellega kahaneb ka joonisel 19 kujutatud vahemikus funktsiooni esi-

mene tuletis ja meie vGime, arvesse vottes esimese ja teise tuletise vahe-
korra, iitelda jirgmise lause:

1. Argumendi vahemikus, kus funktsiooni kujutus on iilalt
vaadates kumer, on teine tuletis negatiivne.

Samuti nieme joonisel 20, kus asub
funktsiooni kujutuse 5ones osa, kui iilalt y
vaadata, et siin puutuja tousunurga tangens
kasvab, kui puutetipp nihkub pahemalt
paremale poole.

Nimelt on selle tangensi viirtus esmalt
negatiivne, kunni ta kasvades nulliks muu- E
tub, kui puutetiipp tappi C jouab, ja peale
selle kasvab ta jirjest edasi, olles juba posi- oy
tiivne. Sellepérast voime litelda veel jirg-
mise lause: i

2. Argumendi vahemikus, kus ol & 0 aie? §
funktsiooni kujutus on iilalt vaadates
60nes, peab teine tuletis olema posi- Joon. 20.
| tiivne.

! i Tdhendab, me vdime otsustada teise tuletise miirgi jiirele algfunktsiooni
kujutuse kdveruse iile ja_nimelt selle 5onsuse ehk kumeruse méttes, Kui

korrast teise juure.

Niisugust téippi nimetakse koverjoone kiilinu tipiks. Selles tiipis kuju-
tatud puutejoon Iikab koverat, lahutades eelmise 5onsa osa jirgnevast kume-
rast ehk iimberpoordult. Sellele tipile vastava argumendi viiirtuse juures
peab funktsiooni teine tuletis oma mirki muutma, see tihendab: tema viiirtus

peab vorduma nulliga. Esimesel tuletisel aga peab siin olema kas maksi-
mum ehk miinimum viirtus,

Eelmisest harutusest jargneb lause:
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3. Teine tuletis on null argumendi niisuguse viiiirtuse juures,
kus algfunktsiooni kujutusel on kiifinu tépp.
Et funktsiooni ja tema kahe esimese tuletise vahekorda tegelikult niha,

selleks on kujutatud joonisel 23 Kkorraga funktsioon y = % + sinx ja tema
/
X A
T 20
e hon.. 21, Sl Jgan. 0.

kaks esimest tuletist. Mitmesugustele argumendi vadrtustele vastavalt arvu-
tatud funktsiooni ja tema tuletiste viiirtused on korraldatud jérgmises tabelis:

| , ;
x |-i5| =5 =% | =5 |0 & | F [ f [an [ bnl w | im]amlan o
| | | | |
y [-191/-179/-139 —076 0 0,76 | 1,89 | 1,79 | 1,91 1,81 ] 1,57 | 1,3 | 1,23 1,88 | 1,75
y,| o o5 | 1 |13 |1,511,37[ 1 lo,s‘ 0 }—0,37“—0,5‘|—0,37| 0 fo‘s 1
o ”V M 7 4 7 2 4 7“} R " Tl 7‘777 Ve N T
y”I 087 | 1 087 | 05 [ 0]-05 0,87 —1 {—o,s7i~0,5\ 0 | 05 | 087 1 jo,s7
J i 11T :
P A TR 1 i
g - -.! E. -
& 1 H t- lt: "Ee }'& ;
-4 e S1 HERSIaS - -
i i i |
\:::::g: - - i s &
Joon. 23.

35. Kujutada iihel ja samal joonisel iga jirgmine funktsioon iihes oma
kahe esimese tuletisega.

a)y—*g——sinx b) y:;—(JrcOSx €) y=X-—cosX

d) y —-1(x3—11x—4); e)y A‘~1(x4~8x+9) f) y=;—(x4—8x3+22x2—24x+12).
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§ 13. Funkfsiooni maksimumi ja miini-
mumi arvufamine.

Pdhjendades funktsiooni ja tema tuletiste vahekordade peale, voime
kokkuvdetult liihidalt iitelda:
funktsioonil on maksimum argumendi niisuguse viiirtuse
juures, mis teeb esimese tuletise nulliks, aga teise negatiivseks.
2) funktsioonil on miinimum argumendi niisuguse viiiirtuse
juures, mis teeb esimese tuletise nulliks, aga teise positiivseks.
Sellepiirast tuleb funktsiooni maksimumij ja miinimumi arvutades jargmi-
selt toimetada. Leides koige pealt antud funktsiooni Yy =1(x) esimese tuletise

tades edasi veel teige tuletise, vaatame missuguse viirtuse omab ta leitud
argumendi iiksikute viirtuste juures. See teige tuletise viifirtus, selle jirele
kas ta saab negatiivne ehk positiivne, iitleb meile juba [6pulikult, missuguse
argumendi viirtuse juures on meie funktsioonil maksimum ja missuguse
juures miinimum,

Teada saades nonda viisj argumendi vidrtused, mille juures algfunktsioonil
on maksimum ja miinimum, vgime Iopuks arvutada funktsiooni maksimum ja
miinimum véirtused ise, andes algfunktsiooni argumendile vastava vadrtuse.

Néiteks olgu vaja leida funktsiooni

f(x)—=2x3—38x2 —12x-}-6
maksimum ja miinimum.,

Noudes, et antud funktsiooni esimene tuletis vorduks nulliga, saame
vorrandi

6x2—6x—12—=0
mille juurteks on X1=2 ja Xg=—1,
Téhendab, esimene tuletis muutub nulliks, aga algfunktsioonil on maksi-
mum  ehk miinimum, kui anname  argumendile {iksikult vidrtuse X — 2 ehk

X=—

Andes ka teises tuletises f " (x) — 12X — 6 argumendile samad viir-
tused, leiame, et teise tuletise vairtus argumendi X =2 juures f” (2)=-18
on positiivne, aga argumendi X = —1 juureg {” (—1) ==18 on negatiivne. Jirje-
likult on antud funktsioonil maksimum argumendi X — — 1 juures, aga miini-
mum X = 2 juures. Kui niiiid veel anname algfunktsiooni argumendile v#ir-
tused x —=--1 ja X =2 siis leiame 16pulikult funktsiooni maksimum-viiirtuse:

14.

Leida jirgmiste funktsioonide maksimum ja miinimum,
36. a) y=x3—6x2+9x—{—5 b)y=x3—3x2—9x+7
c) y=4x3—9x2—12x+10 d)y=4x3+6x2—9x+6
e) y=5x3—19x2+24x+15 f) y=6x3—7x2—4x+2
g) y=8x3—13x2—8x+17 h) y:6—§x3—-14x2—147x+75
) y=x3—6x48 k) y=2x%—3y3x336x 430
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87. a) y=xt—32x-}3 b) y=38x4+4x3—12x2 4 10
¢) y=x4—2x%°—3 x2{-4 x-{-14 d) y =9 x4¢—14 x3—21 x2{-36 x — 36
e) y=1,2x5—525 xt-| f) y=38x5-}1-40x3—135x-13

+ 7x3—3x2-}30
g) y=12x5—25x34+15x+11 h) y=0,6 x5 — 40 x3 432 x — 37

38. a) y = sinx | cosx b) y = sinX — €0sX
¢) 'y = cosx — sinx d) y=32;—f—sinx
e) y=)2(+cosx f) y=x— J2sinx
g) y=Xx-+ J2cosx h) y = |/3x -+ 2 sinx
89. a) y=x—e%; b) y=eX—x ¢) y= eX —sinx
d) y=eX — x+ cosx; e) y =X —Inx; f) y=x2 —Inx

Tdiendavad mdarkused.

1. Senni me tundsime funktsiooni maksimumi ja miinimumi lopulikult
ira teise tuletise mirgi jirele. On aga veel olemas ka teistsugused tunnused.
Nimelt kui a on argumendi niisugune vid#rtus, mille juures funktsiooni y = f (x)
esimene tuletis nulliks muutub ja kui arvutades leiame, et

f(a—h)<f(a)>f(a-+ h),
kus h on kiillalt viiikene suurus, siis on selge, et meil on siin tegemist
funktsiooni maksimumiga. Ehk kui leiame, et

f(a —h) > f(a) <f(a-h),

siis peab argumendi vidrtuse a juures olema funktsiooni miinimum. Aga kui
8y eft(a —h)<f(a)<f(at h) ehk f(a—h)>f(a)>f(a-+ h),
siis ei ole meie funktsioonil argumendi X = a juures ei maksimumi ega mii-
nimumi.

Voime ka esimese tuletise vidrtuste poOhjal iitelda, et kui

'(a—h)>0,f (a)=0ja f (a|+h) <0,

siis peab f (a) olema maksimum-véirtuseks.

Kui aga
t'(a—h)<0,f" (a) =0jaf(a-+h)>0,
siis peab f (a) olema miinimum-véirtuseks.

2. Voib juhtuda, et argumendi niisuguse vé#rtuse juures, kus esimene
tuletis nulliks muutub, funktsioonil ei ole ei maksimumi ega miinimumi, vaid
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on niisugune ké#nutipp, milles puutuja funktsiooni kujutusele on paralleelne
X-teljega, nagu joonisel 24 ja 25 niha.

Selle juhtumise tunneme #ra teise tuletise jirele, mille vi#rtus siin null
peab olema.

{ )

o) e’ AU e >X
Joon. 24. Joon. 25.
Niiteks, muutub funktsiooni y — x8 — 15 x2 1475 X 41 tuletis y’ — 3 x2—
—30x 75 nulliks argumendi X =15 juures. Sama argumendi viiirtuse

juures muutub ka teine tuletis v’ — 6 x — 30 nulliks. Tdhendab, on meie
funktsiooni kujutusel argumendi X =5 juures ké#nu tipp.

Y L

) g 0
Joon, 26. Joon. 27,
3. Funktsioonil v6ib juhtuda maksimum ehk miinimum ka siis, kui

esimene tuletis muutub Iopmatuseks. Niisugused juhtumised on kujutatud
joonisel 26 ja 27.
4

/
X " A

> X ) —X
Joon. 28. Joon. 29.
Siin siinnitab funktsiooni kujutus terava tipu, milles puutuja on perpen-

dikulaarne x = teljega. Kui esimene tuletis muutub I6pmatuseks, siis vib
funktsiooni kujutusel olla ka kiidnu-tipp, nagu joonisel 28 ehk 29 niha.

0
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Toome maksimumi ja miinimumi arvutamiseks paar niitust tegelikust elust.

1. Olgu antud papist ruut (Joon. 30), millest on vaja teha karp, 1oigates
vilja nurkade juures viikesed ruudukesed ja podrates siis kiiljed iiles, soo-
vides et karbi maht saaks vOimalikult suur. Kui

antud ruudu kiilg on a ja kui tdhendame véljaloi- X =
gatavate ruudukeste kiilge x ldbi, siis on karbi == v ____T
aluse servaks a — 2x ja korguseks X, aga karbi
maht, mille tdthendame y ldbi on siis: I
e (> e x5 o
y = (a—2x)2 X = a2 x—4ax2 - 4x3,

Siit ndeme, et karbi maht y on funktsiooniks, = & =
mis oleneb karbi korgusest x. Ja sellepdrast, et = £ =
rahuldada iilesande noudmist, peame leidma selle e a
funktsiooni maksimumi. Joon. 30.

Kirjutades esimese tuletise

y= a2—8ax—'{r 12x2, leiame et see muutub nulliks, kui X = Z ehk x = 2

Teise tuletise jirele aga selgub, et maksimum on siis, kui X = 2- Téhendab

selleks, et karbi maht koige suurem saaks, tuleb ta ndonda ehitada, et tema
aluse serv oleks 4 korda suurem korgusest.

2. On vaja n iihesugust Galvani elementi iihendada patareiks nonda,
et antud vilistakistuse T juures voolu tugevus voimalikult suur saaks.

Olgu iga iiksiku elemendi elektromootorline joud e volti, aga sisetakis-
tus t oomi. Kui jagame kdik n elementi rithmadeks, vottes iga rilhma x
elementi ja iihendame riihmades elemendid paralleelselt, siis on iga riihma
elektromootorline joud samuti kui iiksiku elemendi juures e volti, aga siseta-

kistus on :{ oomi. Uhendades edasi riihmad omavahel pdigiti ja silmas pida-

n : Py !
des, et rithmade arv on %’ Saame oomi seaduse pohjal patarei voolu tugevuse
n - \
- e ‘
EroRe. PN
t = Tx®fnt
X

A R T
T+ e
Et see voolu tugevus maksimum oleks, peab olema
L

dy (Tx-{-nt)ne—2Tnex2  ne(nt—Tx2) 0
R (Tx2 4 nt)? - (Tx2+nt)2

Murru védrtus aga on null siis, kui tema lugeja on null:
ne (nt — Tx2) =0 ' |
ja siit leiame : X=1 VI'IIE
Teise tuletise jérele aga selgub, et maksimum peab olema, siis kui

1t nt
X = V‘,;;t; tihendab sel puhul peab olema: T= _  ehk sOnadega: et

X2

V. Piiss, Algebra IL +
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"‘;patarei voolu tugevus oleks maksimum, peab selle patarei sisetakistus vor-

;duma vilistakistusega.’

§ 14. Ulesanded.

40. Lahutada arv a kaheks liidetavaks nonda, et nende korrutis maksi-
mum saaks.

41. Lahutada arv a kaheks teguriks ndnda, et nende summa miini-
mum oleks.

42. Missugune piistkiilik, mille {imbermddt on 2p,.on koige suurema
pinnaga? -

43. Missugune koigist piistkiilikutest, mille pind on a2 on kodige vihema
limberm6oduga ? v

44. Missugune vordhaarne kolmnurk, mille haar on a, on kdige suurema
pinnaga? "’y

5. Missugune koigist kolmnurkadest, mille kahe kiilje summa on S ja

nende kiilgede libi siinnitatud nurk on X, on kdige suurema pinnaga?

46, Missugune koigist kolmnurkadest, mille kahe kiilje summa on 8 ja
kolmas kiilg on a, on kdige suurema pinnaga?

47, Missugune  kaigist vordhaarsetest kolmnurkadest, mille iimbermodt
on 2p, on koige suurema pinnaga?

48. Ruudu sisse on vaja joonestada uus ruut nonda, et selle pind oleks
voimalikult viikene, aga tema tipud asuksid antud ruudu kiilgedel. Kuidas
seda teha?

49. Antud tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on a ja b. Selle kolm-
nurga sigse on vaja kujutada piistkiilik nonda, et tema iiks tipp asuks
hiipotenuusil ja kaks kiilge asuksid kaatetidel. Kui suured tuleb votta piist-
kiiliku kiiljed, et tema pind saaks voimalikult suur?

50. Tiisnurkses koordinaadistikus on antud tipp T (a,b). Libi selle
tdipi on vaja tommata sirgjoon, mis koordinaatide telgi 16ikaks tédppides
A (X,0) ja B (0,y). Kui suur tuleb vdtta OA, selleks et AB' véimalikult
lithikene saaks?,

51. Antyd iihelpool sirgjoont LM kaks tappi
A ja B (Joon. 31) nonda, et perpendikulaar A C—a
ja BD=Dh, aga 16ik CD=c. Leida antud sirg- B
joonel niisugune tipp T, et ldikude summa AT+TB
saaks miinimum. Kui suur tuleb selleks votta 15ik
CT? ;

52. Antud on ringi sektori {imbermdst

S

o T 5}
2x+y = 2a, Joon. 31.

kus X on raadius ja y on sektori kaare pikkus. Leida niisugused x ja y
vﬁﬁrt}g\ed, et jiddava timbermdddu 2a juures sektori pind oleks maksimum.

'53) Antud ringjoone sisse vaja joonestada vordhaarne kolmnurk, mille
a) pﬁfd’ oleks maksimum, b) iibermost oleks maksimum.

54. Antud ringjoone sisse joonestada vordhaarne kolmnurk, mille tipp
asuks sentris ja mille pind oleks maksimum. Kui suur tuleb votta kolm-
nurga alus? -

55. Antud ringjoone sisse vaja joonestada piistkiilik, mille a) pind oleks
maksimum, b) iimbermddt oleks maksimum.
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56. Antud ringi sektor, mille raadius AS =—r (Joon. 32) ja nurk
ASE = «a. - Selle sektori sisse on vaja joonestada traapets ACDB nonda, et

tema pind voimalikult suur saaks. “Kui suur Tuleb selleks votta nurk CSE?
57. Kui suur tuleb votta ringi-sektori  —

raadius X ja sentri nurk «, et antud sektori &
pinna a2 juures sektori iimbermddt saaks c o)
miinimum ?
58. Kui suur tuleb votta piist-ruut-
prisma aluse serv x, et antud mahu a3 juures
prisma {ildine pind saaks miinimum? 0 8
59. Missugune peab olema piist-runt-
prisma, et antud iildise pinna juures tema
maht oleks maksimum? S
60. Kui suur tuleb votta korrapiirase . Joon. 32.

kolmnurkse piiramiidi aluse serv X, et antud
kiilgserva a juures piliramiidi maht saaks maksimum?
. 61. Kui suur tuleb vdtta korrapiirase ruut-piiramiidi aluse serv X, et
antud kiilgserva a juures piiramiidi maht saaks maksimum?

62. Kui suur tuleb vyotta piist-silindri aluse raadius x ja kdrgus y, et
antud mahu M juures silindri iildine pind véimalikult viikene saaks?

+63. Kui suur tuleb vdtta piist-silindri aluse raadius x ja korgus y, et
antud iildise pinna 2 P juures silindri maht vdimalikult suur saaks?

64. Kui suur tuleb votta piist-silindri aluse raadius x ja korgus y, et

antud telglike iimberm&ddu 2 p juures silindri maht vdimalikult suur saaks?

65. Kui suur tuleb votta piist-koonuse aluse raadius x ja k6rgus\a, et
kujutaja joone antud pikkuse a juures koonuse maht maksimum-viiiftuse
omaks? :

66. Antud piist-koonus, mille aluse raadius on r ja kdorgus on h., Selle
koonuse iimber on vaja kujutada teine piist-koonus ndnda, et esimese tipp
asuks teise koonuse aluse sentris. Kui suur tuleb votta teise koonuse aluse
raadius X ja kdrgus y, et tema maht vGimalikult viiikene saaks?

67. Antud piist-koonusesse on vaja kujutada piistsilinder ndnda, et tema

maht véimalikult suur saaks. Kui suur tuleb votta selleks silindri raadius x
ja korgus y, kui koonuse raadius on r ja kdrgus on h? ‘
_~B8. Antud ringi pind raadiusega r. Sellest pinnast tuleb vilja 15igata
sektor ja tilejidnud osa 1“_painutada koonuse pinnaks. Kui suur tuleb vétta
villjaloigatatava sektori [Sentri nurk «, et koonuse maht saaks vodimalikult
suur ?

69. Antud kera raadiusega r. Loigates selle kera kolmeks kahe paral-
leelse ja sentrist iihekaugusel asuva tasapinnaga, on vaja kujutada kera iga
osasse uus vodimalikult suur kera. Kui kaugel (X) sentrist tuleb tommata
I6ikpinnad, et sissejoonestatud kerade mahtude summa saaks miinimum ?

70. Antud kera sisse on vaja kujutada piistsilinder, mille kiilgpind
saaks vOimalikult suur. Kui suur tuleb vdtta selle silindri aluse raadius x
ja korgus y? :

.71. Antud kera sisse vaja kujutada piistsilinder, mille maht saaks voima-
likult suar. Kui suur tuleb votta selle silindri aluse raadius x ja korgus y?

72. Kujutada kera sisse piist-koonus, mille maht oleks vdimalikult suur.
Kui suur tuleb selleks votta koonuse aluse raadius x ja korgus y?

73. Antud poolkera sisse on vaja joonestada silinder, mille kiilgpind
saaks vOimalikult suur. Kui suur tuleb selleks votta silindri raadius x ja
korgus y?

4%
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74. Antud poolkera sisse on vaja joonestada koonus, mille teljeks oleks
poolkera keskmine raadius ja mille tipp asuks poolkera aluse sentris. Kui
suur tuleb votta koonuse raadius ja korgus, et tema maht voimalikult suur
saaks?

75. Antud kerasse on vaja puurida silindriline 00nsus, nonda et selle
telg 1ébi kera sentri liheb ja et iilejidinud keha iildine pind véimalikult suur
. saaks. Kui suur tuleb selleks votta silindri raadius x ja korgus y?
TS\76. Vorrandi y2 = 2px ldbi madratud paraabolist on abstsissile x — a
vastava ordinaadiga #ra I0igatud segment. Selle segmendi sisse on vaja
joonestada piistkiilik, mille pind oleks vdimalikult suur. Kui suur tuleb votta
selleks piistkiiliku alus?

77. Ellipsi b2x2} a2 y2 — a2 b2 sisse on vaja joonestada piistkiilik,
mille pind saaks voimalikult suur. Kui suur tuleb vdtta selle piistkiiliku alus?

78. Ulalpool x-telge asuva ellipsi b2 x2+-a? y2-— a2 b2 poolpinna
sisse on vaja joonestada traapets, mille pind saaks voimalikult suur. Kui
suur tuleb votta niisuguse traapetsi korgus?

79. Horitsontaal-tasapinnal seisab vertikaalne teivas, mille pikkus on a.
Missugusel kaugusel sellest teivast peab asuma vaatleja, et teivast koige
suurema nurga all ndha, kui vaatleja silma k&rgus horitsontaal tasapinnast
on h ja kui h>a? y

80. Sirgjoone tippides A ja B asuvad kaks valgusallikat, mille valguse
tugevused J; ja J» suhtuvad nagu m3:n3. Kui kaugel tipist A asub selle
sirgjoone tipp C, mis kdige ndrgemini on valgustatud ?

(Valgustus on proportsionaalne valgus-allika tugevusega ja vastupro-
portsionaalne valgus-allika kauguse ruuduga).

81. Antud kaks valgustippi A ja B, mille valguse tugevused Ji ja Jo
suhtuvad nagu m2 : n2. Kujutades AB=—a kui diaameetri peale (Joon. 33)
poolringi, leida sellel poolringil tipp C, mis kodige norgemini on valgustatud?

82. Horitsontaalse tasapinna kohal tapis C asub valgus-allikas, mis
vertikaalset sirgjoont A B méoda liikkuda voib (Joon. 34). Kui korgele tuleb
asetada see valguse-allikas, et tasapinna tipp D, mille kaugus tépist A on
. AD = a, voimalikult tugevasti oleks valgustatud?

(Valgustus on proportsionaalne nurga ¢ = / CDA siinusega).

B

c T ¢
X
\

A 1 B ! D l A

——C

Joon." 33. ¢ a
Joon. 34.

83. Tiisnurkse koordinaadistiku y-telje tipp A liigub iihtlase kiiru-
sega vy algustdpi poole. Silmapilgul kui A O = a, hakkab liikuma algus-
tapist peale teine tdpp x-telge mooda samuti iihtlase kiirusega v;. Kui
suure aja (t) pdrast peale nimetatud silmapilku saab nende liikuvate tippide
kaugus iiksteisest koige viihemaks?

=
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§ 15. Lopmafu arvridade koonduvus.

1. Nimetame lopmatu arvida

Al 22,188, 815 V. ijde an, kus n on positiivne tdisarv, mis piiramatult suure-
neda voib pesitiivseks, sel puhul kui koik liilkmed on positiivsed suuru-
sed, ja vahelduvaks, kui lilkmed on vaheldamisi positiivsed ja negatiivsed.
Vahelduv rida oleks niituseks:

+a1-—— a2+ag—— a4 ....r(l)“—‘an.
Kui rea liigeteks on muutuva suuruse X astmed, mille niitajaks on
jirjest kasvav positiivne tdisarv nagu ao, a;X, as;x*..... an X", siis nimetakse

rida astmeliseks ehk potentsiaalseks.

2. Kui Iopmatu rida on niisugune, et tema n esimese liikme summa
liikmete arvu n piiramatu kasvamise juures, kui muutuv suurus ligineb 16pu-
liku jisdava suuruse poole, siis nimetakse seda 1opmatu rida koonduvaks.

Vastasel juhtumisel nimetakse rida laienevaks.

Koonduv on niiiteks I0pmatu kahanev geomeetriline rida, sest tema
liikmete summa ligineb, meie teades (v. A. I p. 3, § 3) lilkmete arvu kasva-
misega l6puliku piiri poole.

Lopmatu kasvav geomeetriline rida aga on laienev. Siin on rea summa
liikmete 16pmatu kasvamise puhul ise 1opmatu suurenev suurus, millel ei ole
mingisugust 16pulikku piiri.

Laienev on ka rida:

mille liilkmete summa kiill ei vdi 1o0pmatult kasvada, kuid muutudes ja omades
vaheldamisi vidirtused O ja a ei ligine ka mingisuguse kindla piiri poole,
nagu see peaks olema koonduva rea juures.

3. Seame omale eesmirgiks médrata lopmatu arvridade koonduvuse
tingimused ja valime selleks kodige pealt positiivse rea.
¢ Arusaadav on, et positiivne rida

A1y A2y A3y ¢ ¢ v v 000 An—1y, An
voib koonduda ainult siis, kui ta kahanev on, nonda et a; > a,
3 lim $ §
B> B s e b An1 > 8y JA o o ARE 0, sest vastasel juhtumisel peaks

rea summa liikmete arvu piiramatu kasvamise juures I6pmatu suurenema.

Rea kahanemine on tema koondumiseks tingimata tarvilik noue, kuid
sellest noudest ei ole veel kiillalt selleks, et tema pGhjal koonduvuse peale
kindel olla. Koik kahanevad read ei ole veel koonduvad.

Niiteks on n. n. harmooniline rida 1 - ;—}— ; -+ i—{— ........ =,

kiill kahanev, kuid mitte koonduyv. _
Et seda niidata, selleks kogume selle rea liikmed sulgudesse, nonda et
tema liikmete summa S oleks jirgmiselt avaldud:

o [ (A e ) e

kus igas jirgmistes sulgudes oleks kaks korda rohkem liikmeid, kui eelmises.
Kui viimase vorduse paremal pool iga sulgude sees iga liikme asemele votta
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selle sulgude viimane liige, siis viheneb sellega sulgude viiiirtus ja meie
voime kirjutada, et

1 LR 11 30 1y 1 1 1
S>1+(2)+(4+4)+(8+§+s+§)+(ié+‘1e+----ie)+ -----
Niitid aga on iga sulgude sees asuvate liikmete summa jiddav suurus

ja nimelt vordne %—ga. Sellepérast voime kirjutada:
g B
S>1-4 3 - 5 -+ 5 + DRERRE

Et aga antud rea liikmete arvu piiramatu kasvamisega ka sulgude arv
piiramatult kasvab, siis on selle juures viimase vorratuse parem pool I6pmatu
suurenev suurus. Temast suurem aga on antud rea liikmete summa S ja
sellepdrast antud rida ei saa olla koonduv. Siit jdrgneb, et on vaja leida
uus tingimus, mis oleks ndutav kahanevalt realt, et see koonduv oleks.
Niisugune tingimus sisaldub jdrgmises lauses:

Kui kahaneva positiivse rea a,, 29 A3y sesvee. Ay gy A, iga

- jdrgneva liikkme suhe eelmisesse on viihem kui 1 jaka nli::o g <1,

an
siis on rida koonduv.

Téendus:

Kui meil tegemist on niisuguse reaga, mis viimase lause nouet rahul-
dab, siis vdime kirjutada:

a G L L o R y i 17,
E—Q)<1,a2 Q< 1; = ¢ Tl R 7 ) = <1,

kus n vdib olla kui tahes suur arv.
Kujutades "iihe niisuguse murru q, mis oleks vihem kui 1, aga siiski

Suurem igast tiksikust q, QU E voime Kkirjutada:
:;5 <gq %Z» £ :—: 0 T A %‘S—L <q,
ehk kui kaotame iga vorratuse pahema poole nimetaja:
az < aj q, as < axq, ag e -t 410 PR an+1 <apq.
Nende vorratuste pohjal aga leiame, et
a; <ayq, a3 < a1 ¢, ay =T aggsy, an+1 < aqe.
Ebk vdttes viimaste vorratuste vastavate poolte summad:
az-agtas4 .o, . au+1<a1q—f—a1q2+a1q3+alq2

Kui niiiid veel viimase kirjutuse kummagi poolele juure lisada a;, siis
muutub pahem pool antud rea m esimese liikme summaks, kus m = n “+1
ja meie voime kirjutada, mirkides seda summat tdhega S, :

Sm <ai+a;q+a ?+ayq34 ..... a qQm-1,
Siin aga on parem pool kahanev geomeetriline rida (sest q < 1), mille
vadrtus lilkmete arvu m piiramatu kasvamisega ligineb 15puliku jiidava suu-
ruse l‘i*la poole, kui piiri poole. Sellepérast on

_lim ag
m — oo om & e
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kust niieme, et meie 1Gpmatu rea summa piir on viihem {iihest 1opulikust suu-
rusest ja sellepérast on tema ka igatahes 16pulik ja meie rida on koonduv.
Katsume niiiid jdrele, kuidas on lugu viimase tingimuse mdttes meile

juba tuntud harmoonilise reaga. Selle rea juures on n-ne liige an 2% ja

kit 1 1
jargmine an +1 = — A Sellepirast on
im @8n+t' — lim n
m—>oo  a n—+ocon-1°

Kui viimase piiri mirgi all seisva murru lugejat ja nimetajat jagada
arvuga n, siis saame:
lim an+41 _  lim 1

Derow, idy n—»>oo 141,
1 ¢ ] . i3 . s
kus L onn piiramatu kasvamise puhul 16pmatu vihenev suurus, mille piiriks

on null ja sellepérast: lim  an +1
n—>00 2,

=1

ja siit niemegi, et harmooniline rida koonduvuse tingimust ei rahulda *). -
4, Votame niitid vahelduva rea:

a; —ag --a3 —ay ~+a5; —ag H AR s
ja toendame, et niisugune rida on koonduv siis, kui temale vastav

positiivne rida koonduv on.
Sest tdesti, kui oletame, et vastav positiivne rida

ait+at+ata+a+at ......
koonduv on, siis peavad iihtlasi koonduvad olema ka read:
Fis 1) al—{—-agiasien ......
! 2) as -+— a4 as A N

ja nende summad peavad liikmete arvu kasvamisega liginema ISpulikkude
jiidavate piiride poole. Kui tihendame neid piire vastavalt téihiga A ja B,
siis voime iitelda, et antud vahelduva rea summa piiriks peab olema A — B,
sest vahelduv rida ise on ridade 1) ja 2) vahe. Et aga A — B, kui 16pu-
likkude ji#idavate suuruste vahe,ise on 1opulik jééidav suurus, siis peab antud
vahelduv rida praegusel juhtumisel olema koonduv.

Vahelduva rea kohta vdib veel tGendada lause, mis jirgmiselt kolab:

Vahelduv rida on koonduv ka siis juba, kui tema liikmete
absoluutsed viiiirtused jiirjest kahanevad, ndnda et lim a,=_0.

n—>o0
Toendus :

Kui meile antud on niisugune vahelduv rida:
8 g5 By 0 SR A PR
siis voime tema asemele jérgmist kirjutada:

a, —(a,—a;)—(a, —a;)—(a;—a;)—-

% : : lim an 4 1
) Kui rea juures A
n

Niisugusel puhul peab veel lisa tingimusi uurima, et 15pulikult otsustada, kas rida on koonduv
ehk laienev.

- = 1, siis jdib koonduvuse kiisimus iildse lahtiseks.
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Siin on niitid selle t5ttu, et antud rea liikmete absoluutsed vairtused
jirjest kahanevad, sulgude sees asuvad vahed ka jarjest kahanevad positiiv-

Mérkus. Arvrida nimetatakse absoluutselt koonduvaks, kui temale vas-
tav positiivne rida koonduv on.

Nonda niiteks on geomeetriline rida
1= 44— f ot -
absoluutselt koonduv, aga rida
1—dtd—t44—+.
ei ole absoluutselt koonduv, sest sellele reale vastav positiivne rida kui meile
tuntud harmooniline rida

| L Nt S SR
on laienev.
5. Kui meil tegemist on astmelise reaga

a0+a1x+a2x2+agx3+. bt ~aan+an+1X“+1+' NEaka Wi

siis on arusaadav, et selle rea liikmete vadrtused ja tema koonduvus olene-
vad muutuva suuruse X viirtustest.

Meie iilesanne on siin méadrata, missuguse X viiirtuste juures niisugune
rida veel koonduv on.

Kui oletada, et liikmed a, x» ja an 1 Xn+1 ygivad olla mitmesuguste
mérkidega, siis on eelmiste lausete pohjal selleks, et rida veel koonduv oleks
vaja, et

lim
n— oo

an 41

.x‘<1
an

ehk kui lihidalt tihendada '™ | an-t1 '

= i \
i sbost ol slis oG T [

kust ieiame, et

x| < 1
q

Siit ndeme, et astmeline rida on koonduv, kui Aargumendi X viiirtus on
niisugune, et

1 1
—= < x < -
q Jr‘l

Sellepirast nimetatakse ka — (1] ja +; libi méddratud arvude vahemiku

astmelise rea koonduvusvahemikuks.
Katsume niiteks jirele, millal on astmeline rida

X+ 2x% 4 3x3 4x4 L-Bx5 -, .. ...
koonduyv.
Selleks leiame
lim l an 1 ‘ &0 Him
n—>c| a, | "nosoo

=1,

n--1 lim |$41
= R i

n—oo

La
‘===—'—
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Sellepiirast, et meie rida koonduv oleks, peab olema:
—1<x<1,

seega X voib olla igasugune lihtmurd.

 84.

85.

Ulesanded.

Jiirele katsuda jirgmised read koonduvuse suhtes.

a) sFidgbgto: b) s—2to—

9 1+otatat Q) 212+;2+gz+82+- :

) 1+2§z+35‘!+:17'!+' ' h 1+2‘2;"i+3’2‘;!+4'2.1‘!+"
) i“;;+:§‘11()+1—15"’+' 2 - 1'+2'+3'Jr ;. afed

i) 312+324+435+546+' ' i 2+§2+53+24+' -

h 1+2!+31+4‘tJr ; ) 1+§!+§!+%+' '

W) 14+ o e+t 0) §+§2+§3+;+- :
IPEE R R

v 132+253+3“74+495+' it i1.3+???‘5+5?.{’7+7£.19+' :
0 35 )+24(5)+;ig(}1) g7

1 1.8.5
u) H”z 32+24 522+246 ?’23+

Miiirata jirgmiste astmeliste ridade koonduvus-piirkond.

a) 1-42x-3x244x34-6x¢+ - -« -
d) 14 3x -} 6x2-410x3{-156x¢ + - - -

) 14+x+x24x84-x4+4 - - -
2 3 4 5
) X T LS
g x2 x3 x4 5
) 2+22+27¢+24+;5+‘ ¥ g
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1 2x | 4x2  8x3
i o e e

goman, =,

DX Dowd 28x3  Qdx4
A T Tl % Tk

ot B 1.3 x5 k8.5 %7
D AT B TeN B tate o
¥ ax 1.3+ x38 103,50 xbiid 3.5.0 ¥
O sin e it e 8§T 2468 10T
1.3 1.8°5

§ 16. Funkfsioonide ridadeks arendamine.
1. Mifdramatu koeffitsientide metood.

Kui meil tegemist on monesuguse funktsiooniga ja selle juures tarvis
ldheb mitmesugustele argumendi véirtustele vastavaid funktsiooni v#irtusi
arvutada, siis on seda sagedasti kergem teha peale selle, kui meie antud
funktsiooni avaldame astmelise rea niol ehk, nagu iiteldakse, reaks arendame.

he vdimaluse funktsioonisid reaks arendada annab n. n. médramatu
koeffitsientide metood.

Médramatu koeffitsientide metood ise pShjeneb jirgmise lause peale:

Kui mingisugune funktsioon arendub astmeliseks reaks, mis
on koonduv argumendi vahemikus—-a<x<a, siis ei ole vdima-
lik teda selle argumendi vahemikus teistsuguseks reaks arendada.

Tdendamiseks oletame, et meil on tegemist funktsiooniga, mis arendub
argumendi koonduvus-vahemikus astmeliseks reaks nonda, et

f(x)=a0 +a; x| a, > e ot $0 oLt RS B 1)

Kui niitid sama funktsioon Samasuguses argumendi vahemikus arenduks
veel teistsuguseks reaks, néditeks:

f(X)=1bo +by x+ by X* 4+bg x8 .. ... 2)

siis peavad need read 1) ja 2) koonduvus-vahemikust vgetud argumendi viir-
tuse juures vordsed olema. Nonda siis:

a0 —l—al—_x—}—ag x4 -{—aa x3 + ..... = by +b1 X+bz x2 +b3 X3 + ...... 3)

Et aga argumendi viirtus X =0 igal juhtumisel ka asub koonduvus-
vahemikus, siis leiame vordusest 3), andes argumendile vidrtuse x — 0, et

;1) =b0 9

mille t3ttu leiame, lahutades vorduse 3) molematest pooltest vordsed liikmed,
uue vorduse:

a; Xt a; X? g4 XPude i =y Xy ix¥ L by b it LAEREY 4)
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Niitid voime mdotelda argumendile iihe véirtuse koonduvus-vahemikust,
mis oleks suurem ehk vihem kui null, ja jagada vorduse 4) mdlemad pooled
selle argumendi v#drtusega, mille tagajirjel saame vorduse:

al—{—az X+83 X2+ ...... =b1+b2 X+b3 X2+ ...... 5)
Aga siit leiame, andes jille argumendile vidrtuse X ==o, et ka
a; = by

Kui niitid samas sihis edasi to6tame, lahutades vorduse 5) molematest
pooltest vordsed liilkmed a; ja by, jagades peale selle mdlemad pooled argu-
mendiga X ja andes 10puks argumendile viifirtuse x = 0, siis leiame, et samuti:

a; =b ja n.e.

Siit aga selgub, et read 1) ja 2) ei ole kaks isesugust rida, vaid on iiks ja
sama rida. Sellega on meie lause ka toendatud.
Praegu tdendatud lause voiks me jirgmiselt viljendada:

Kui kaks koonduvat astmelist rida on vdrdsed, siis peavad ka
vordsed olema iihenimeliste argumendi astmete koeffitsiendid.

Et selle lause abil antud funktsiooni f(x) reaks arendada, selleks teeme
jirgmise oletuse: :

f(x)-:ao—{—al X+82 x2—{-—a3 X3+ ...... 6)

kus koeffitsiendid ap, a1, a2, as, ...... on esialgu midramatu suurused.
Peale selle muudame algebraliste tehtede abil vorduse 6) ndnda iimber, et ka
pahem pool oleks argumendi astmete jiérele korraldatud rida. Niiiid voime
eelmise lause pohjal vilja kirjutada, missugused antud koeffitsiendid pahe-
mal pool peavad vordsed olema miiramata koeffitsientidega paremal pool.
Nondaviisi saame kogu vorrandid, mis mi#ravad meile tundmatu koeffitsien-
tide ap, a1, 82, 88 . ... vidrtused. Asemele pannes oletatud ritta leitud
koeffitsiendid, voime saadud rea koonduvus-vahemiku midrata ja teda selles
argumendi vahemikus tarvitada.
- 1+}+2x—4x2
Niiiteks, tahame arendada funktsioni f(x) = TopLia reaks.
Oletame, et ta arendub jirgmiselt: ,
b 2
2 +712_)-_(3x4--x7 —ap+a1 X+ as X2-f-ag x*fa, x4 ......

ja korrutame selle vorduse mdlemad pooled avaldusega 1— 3 X, siis muutub
ka pahem pool astmeliseks reaks ja meie leiame jirgmise vorduse:
14+2x—4x2=ap+ (a1 —8ap)x+(az—3a;)x*>+(as —3az)x3+
4+ (TR XA T ol i
kust eelmise lause pohjal kirjutame:

ao=1;a1—8a =2;aa—3a=—4;a3—3a=0,aa—3a=0....,
aga siit leiame, et '
ag=1;a, =56;a=11;a3—=383;a4=99; ...... ja me vdime IGpulikult
kirjutada: ;
143% -4 x}

¥ e g =1456x+11x2}383x3199x¢|......
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Harjutused.

Arendada reaks mé#diramata koeffitsientide metoodi abil jdrgmised
funktsioonid :

86. n) ;i;‘ b) oSy
) a3 g
O ot " 12
\g) l:?i‘%kiﬁ:”ﬁs ' e T e
i) V14 3x—bx? k) J1—2x44xt | x

2. Taylor’i ja Mac-Laurin’i valemid.

Ka funktsioonide ridadeks arendamise otstarbeks vdib kasutada diffe-
rentsiaalarvutust. Et niiteks, funktsiooni f(x) = (a — x)3 reaks arendada,
selleks oletame, et:

f(x) = (@ — X)8 = a9 + ay X -8, x* -+ a, X8 el x4l e 1)

kus koeffitsiendid 40, 1, a2, ag. ... jille on esialgu tundmata suurused.

Kui me aga nouame, et vordus 1) mitmesuguse X ja eraldi ka x — 0
juures maksev peab olema, siis leiame just viimast x viiirtust asemele pannes
esimese koeffitsiendi :

ap = a3,
Et jirgmisi koeffitsiente leida, selleks kirjutame viilja oletatud vorduse (1)

mdlemate poolte tuletised :

' (x)=—38(a—x)2 =g, +2a; x - 3a, X2+ 4a, x84, .,

" x)=2.3(a—x) = 2a, +2.3a3x 3. 4a, x? o

" (X)=—2.3=2. 3a, + 218 day =y o]

fV(x) =0= 2.3.4a,-. ...
ja andes nendes vordustes x-ile jille viiirtuse x — 0, leiame :

a1=~3a2, 32238, 33=—1, a4=0, APR

b

mille tottu saame :
f(x) = (a—x)3 — a8 — 3a2x + 3ax? — x3,
Teiseks niiiteks arendame reaks funktsiooni f(X) = sin X, oletades tund-
matu koeffitsientide 1ibi kirjutatud astmelise rea ja differentsides seda rida:
f (x) =sinx= 8 +-ar X+ ay X2 |- ag x3 | g, X442 X84, . . .,
' (X) = cos x = a, + 28 X - 3ay x2 - 4a, X3+-Basxt+. .. .
£ (X) = —sin x = 2a, -+ 2.3a3 x | 3.4a, x* ~+ 4.5a; x84, .

. ey
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7 (X) = — cos X = 2.3a3 |- 2.3.4a, X - 3.4.5a5 xX24.. .
fiV(x) = sin X = 2.3.4a; 23458 X +. . . .
£V (x) = cos X = 2.3.4b6as+ . . . .
kust leiame, andes x-ile véidrtuse X = 0:
1 1

ap=20, ay =1, a3 =0, ag= — G TR ag = 0,
e e e
RS R8N 405107 1B}
Pannes lopuks leitud koeffitsientide vidrtused oletatud ritta, saame
n.n. siinus-rea: -

: x3 X5 X7
sin X = X — 4 —k——mr—— 71 + - ...

See rida on kiill 1opmatu, kuid jirele katsudes selgub, et ta iga lopu-
liku x viirtuse juures koonduv on. Sellepirast voib seda rida kasutada
siinuse viirtuste arvutamiseks, ainult selleks peab paremal pool kaar X
radiaan-moodus avaldama.

Niiiteks, tahame leida sin 10 véartuse. Proportsioonist X : 2.7 = 10: 3600
leiame :

2 x ./ 3,1415927

¥ TR0

= 255 = —3go—+ = 0,0174533.

Kui selle argumendi viifirtuse paneme siinus-ritta, siis leiame:
sin 10 = 0,0174533 — 0,0000009 = 0,0174524.

Ulesanded:

87. Arendada differentsides reaks jirgmised funktsioonid:

a) f(x) =0@+xp b) f(x)= aj—x
1 1

LR e T

e) g7 - (a—lx)‘-’ f) g esteaRE X

88. Siinus-rea abil arvutada seitsme kiimnendmirgi tapsusega jarg-
miste siinuste védrtused:

a) sin 29, b) sin 3% c¢) sin 59, d) sin 100, e) sin 15°.

89. Ulesandes 87, f) leitud koosinus-rea abil arvutada jirgmiste koosi-
nuste vidrtused : :

a) cos 10, b) cos 29, ¢) cos 3° d) cos 5% e) cos 10 f) cos 150.

Oletame iildiselt, et funktsioon f (a--X) argumendi vahemikus a kunni
a-+x arendub koonduvaks astmeliseks reaks:

f(a+x)=a0+alx+a2x2+a3x3+a4x4+- FEAUAM gl §
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ja differentsime selle vorduse mélemaid pooli :
' (afx)=a, |24, X3a3 X2} 4a, Mt ol diie
t” (a4x)=2a, -+ 2.3a3 x-}-3.4a, x2 oo A
£ (a+x) = 2.3a3 +2.3.4a4 X + ----
'V (a-x) = 2.3 44, M % )
Kui nendes vordustes anname X-ile viirtuse
: X =0, siis leiame:

fl/ f///
g —1(a); aj = 1 (@) — ;éi'a‘); ag= ‘3@§ ay

£ TAEn)

aacd

4!
me I5pulikult aval-

\Pannes need koeffitsientide védrtused vordusse 1); saa
duse :

CHD 1@+ @x 7 (@) 3 1 17 (@) ¥ 1 g R

Seda avaldust nimetatakse Taylor’i valemiks.

vidrtuslised ja pidevad funktsioonid.

Kui Taylori valemis anname a-le viirtuse a =0, siis saame Mac-Lau-
rini valemi: :

, 7 (0) X2 g g X3 x4
OO O+ @ 5+ ) 2 ) Rk TR
Nende valemite pohjal saadud ridade Summa on vordne vastava funkt-
siooni véirtusega muidugi ainult siis, kuj argumendi viirtus asub koonduvus-
vahemikus. Sellepirast peab ikka énne rea tarvitamist miirama tema koon-
duvus-vahemik.

Arendada Taylori ja  Mac-Laurini valemite pohjal

reaks jéirgmised

funktsioonid: g o L3 iy
9. 3fx= ViFx b) £(x) = /T x2

7 B e
\‘e) f(x) = s \Nd) f(x) — —

e) f(x) = e \f) f (x) = Sinx
1 :
B TN o

§ 17. Méned fabfsamad read ja nende ka-
sufamine.

1. Binoomrida.

Arendades Taylor'i valemi pohjal reaks funktsiooni f(x) = (1} x)n
Saame nondanimetatud binoomrea:

A-+x)" —nx +£(L2!—Jl x4 n(L? !(n~2)x3 o
n(n—1)@®—2)@n—3)
+ == o

x4

ooo.o.ootooo.l)
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Binoomi nditaja n voib siin olla mis tahes reaalne arv, sest astmelise
funktsiooni differentsimise reegel on iiks ja sama, vaatamata selle peale,
missugune on astmeniitaja, kui ta aga reaalne on.

Vorreldes rea 1) koeffitsiente Newtoni binoomi valemi koeffitsientidega
(v. A.L V p. § 3), mis oli toendatud ainult positiivse tdisarvulise nditaja
jaoks, ndeme, et need koeffitsiendid on avaldatud siin sama korra jérele
binoomi néitaja n lidbi.

Et selgusele jouda avalduse 1) liikmete arvu kohta, selleks kirjutame
villja iildise koeffitsiendi, néiteks:

(a2 s b (n—k-H)
e k! o

Siit néieme, et kui n on tdisarv ja kui k = n+-1, siis on n—k+1=0 ja
k&ik liikmed, millede koeffitsientide mérk k > n-+1 peavad puuduma. Sel
puhul on meie avaldusel sellepirast 16pulik arv liikmeid, nimelt n+1, ja meil
on tegemist tuntud Newtoni binoomi valemiga. Kui aga binoomi niitaja n on
kas negatiivne ehk murdarv, siis ei muutu nimetatud pohjusel iikski koeffit-
gient nulliks, meie avalduse 1) parem pool on siis 1opmatu, n. n. binoomi rida.

Et teada, millal binoomi rida tarvitada vdime, selleks madrame tema
koondusvahemiku.

Kirjutades:
| | e |
o= Jm PR TR ey S LSO et
k#0012t k—>oo g11 k— oo \ 1—{—]1
|

leiame :
Ix|>1 ehk —1> x> 1.
Tihendab binoomi rida on koonduv, kui x on lihtmurd.

Binoomi rea tegelik tihtsus seisab selles, et tema abil on vdimalik irrat-
sionaalse juure vidrtust arvutada kui tahes suure tipsusega, kuna logarit-
mide tabel annab niisuguse vé#rtuse ainult piiratud tipsusega.

Niiteks, olgu leida }15. ;

Selleks kirjutame arva 15 asemel kahe arvu algebralise summa ndnda,
et iiks liigetest oleks arvule 15 kdige ligemal seisev tdisarvu ruut, praegusel
juhtumisel 16, ja muudame, korrutades ja jagades saadud summa selle ruu-
duga, niisuguseks timber, et esimene liige saaks vordne iihega:

B iiie | i) =t ek =4 1= )
V15 V16—1-—V16 (1 16 =4 V1 6 =4 (1— 16
1\4
Edasi leiame eraldi (1 — 16) binoomi rea abil, mis niiiid koonduv saab

| 1
gest |X|= 16 v 19 %

1_J)*_1_1 LR S Uedpl 1R
16/ BV ie0R 108 16 10w . ad

kust arvutades saame:
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1 = 1,000000
Ly ; : 1}6 = —0,031250
ol
—§ " 16~ —0,000488%)
$hy
—16 ' 163 = — 0,000015

J
(1 Vi E) ‘A 0,968247

; Ja sellepirast |15~ 4.0,968247 — 3,87298.

Siin on I6puliku saaduse juures viimane kiimnendkoht #ra jdetud, kui
niisugune, mille vi#rtuse peale meie praegusel juhtumisel kindel olla ei voi.
Nonda leidsime binoomi rea esimese nelja liikme abil /15 viie kiimnend-
koha tépsusega. Kui tdpsus veel suurem peab olema, siis on soovitay juure
all seisvat suurust veel iimber muuta, korrutades ja jagades teda niisuguse
tdisarvu ruuduga, et kasvatis saaks iihe teise arvu ruudule vordlemisi ligidal

seisev arv. Praegusel juhtumisel oleks soovitav jargmiselt teha:

Vig— {18800 V“—:l,]/ _“=§1]/tﬁ_i =31( N
6l B8 | VT O 1 Hle et =961/
1 N R

(1_;)% Hhe | T

961 JEVOBLCT T8 C00LR ae
i 1 = 1,000000000
| bk ,

— 5951 ~ — 0,000519771

C 1 1 F

Qb B6EE T OOS

g
(1 s 961‘) ~  0,999480094

V15 ~ % - 0,99948009 ~ 3,87298535.

Seda viisi tehes saame niivord kiirelt koonduva binoomi rea, et juba
kolme esimese liikkme libi leitud resultaat saab kaheksa kiimnend-koha tap-

susega.

Ulesanded binoomi rea kohta.
91. Arendada reaks jargmised funktsioonid.

1 i S 1 /
o Firw iR B e
= Vit

*) Mirk ~ tihendab ligikaudset vordust,
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, e 1 1
) RSO 1 S | B e i e
Vi gt xR | e
92. Leida jirgmiste irratsionaalsete juurte védrtused viie kiimnend-koha
tipsusega.
a) /1,01 b) V1,02 ¢ V1,03 a Vi1
e) V1,2 1) 10,99 g) 10,98 n) 10,998
B 3 B T oot oL el e aid b
i) V1,01 k) 1(1,02) ) Vo,99§ m) % (0,996)*
93. a) V17 b) V24 c) 182 a) V90
a5 i ', A L A
e) 1132 f) V11 o) /9 h) /26
8. [, M C P A
i) V56 k) V130 - ) 180 m) V15
L P [ P i TS y RPPR
n) /216 o) /72 p) /648 q) /144
v V1944 s) V1025

2. Arvu e rida.

Et loomuliku logaritmide aluse nl_l;nOO (1—|— )n =—e (v. § 3, 3) kohta

ligemalt selgusele jouda, selleks arendame binoomi (1+~1—)n reaks:
n(n—l)(n—2)(n—3) &

Jagame paremal pool iga lukme lugejat ja nimetajat arva n niisuguse
astmega, mis asub nimetajas:

(=) 16=0-2) 1=

n(n— 1)(n——2) 1

1 n
(1’F n) Dk ol? R TP R T A =i
Kui niitid arva n 16pmatu suurenevaks motleme, siis on
lan e 2 8 0, lim 2=0, lim 3= obue,
n—> oo n n—o0 n n— 0o n
{ lim 1 + O Mg |
ia n—>00 [I'Fh]—e"1+1 BT TR B

Siit n#eme, et loomulik logaritmide alus e on Iopmatu rea summa.
See arvu e rida on koonduv, nagu jirele katsudes selgub, -sest siin on

lim &k 41

= 0<1. Et arvu e rea esimese kahe lilkkme summa juba on 2,
k— o0 ak

siis peab olema e 2
Teiselt poolt aga on

j 57 T | 1
e<1+1+2+ +2a+ ...._1+,f:_;}=3.’

V. Pliss, Algebra IL 5
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sest see viimane rida on teise liilkmega algades kahanev geomeetriline rida
ja tema iga liige on neljanda liilkmega algades suurem arvu e rea vasta-
vast liikmest.

Nonda siis

3>e>2

ja arv e on arvude 2 ja 3 vahel asuv murd.

Arv e on irratsionaalne. Sest tdesti, kui meie oletaks, et arv e on
ratsionaalne murd g, siis peaks: i

Sl |

1 1
‘ gl i gt g, gt
SR LR T T q
i ol R e g Y IENE 5 1

Siin aga on pahem pool tdisarv, kuna parem pool on segaarv, ja selle-
parast on see vordus ja iihtlasi ka meie oletus vimatu.
Arvutades leiame e = 2,7182818 . . . .

, Ulesanne.
" 94. Arendada reaks funktsioonid f(xX) = e* ja f(x) — ax.

3. Logaritmiline rida ja logaritmide arvutamine.

Arendame reaks funktsiooni f (x)— In (1 -} x), oletades, et

In(14x)=a0+arX+asx®}-asx84aextt+ - - . . . . . - 1)

Kui anname siin X-ile viirtuse X — 0, siis leiame ag—In1-—0. Diffe-
rentsides vorduse 1) mdlemaid pooli, saame:

1
, 1—:,:§=a1—{—2agx+3aqx2+4a4x3+- S F o
: Viimase vorduse pahem pool aga arendub reaks binoom-rea jirele:

ﬁ{—x=(1+x)—‘=1—x+x2—x3+x4—+- 7 %
mille tottu voime Kkirjutada:
1—x+x2—x8}x4— . . +=8a1+2a3 X4 3as x> 4a, x84 - . .
Siit aga leiame:
aa=1,28=—1,3a=1,4a,—=—1- . . . .
ehk: a; =1, a,=—4, a3 =4, a,——} -

Pandes need koeffitsientide vidrtused vordusse 1), saamegi n. n. loga-
ritmilise rea:

ln(l—l—x)=x—§—|—§3—§+%5——+. i o

See rida, nagu jirele vdib katsuda, on koonduv vahemikus — 1 < x < +1

R U
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Koonduvusvahemiku kitsa ulatuse tottu ei ole logaritmiline rida kohane
logaritmide arvutamiseks. Viimaseks otstarbeks moodustatakse logaritmilise
rea abil uus rida, mille koonduvus-vahemik oleks laiem.

Andes vorduses 2) x-ile védrtuse — X, voime kirjutada

B XD
1n(1._x)__x.._—2-.._ ,3,.__.,57._. T VR R | 3)

Kui lahutame vordusest 2) vorduse 3) vastavad pooled, silmas pidades,

et logaritmide vahe on murru logaritm, siis saame uue vorduse:

Sulgudes asuv rida on kiill koonduv iga IGpuliku X-védrtuse juures,
kuid et ta liig aeglaselt koondub, siis ei ole tema tarvitamine siiski otstarbe-
kohane. Hoopis kiiremalt koonduva rea saame, kui vGtame:

TR Y ; R 6 f
T=% ", w2 kust leiame X — 9y +1
ja vordusse 4) asemele paneme:
N s T 31(_ 1 )" J
e 177 2[2y+1+3 (z‘yﬂ) tsly+il
ehk
2 1 VTl R e T ]
LD 2[537:1‘* 3 (2y +T) g (éﬁl) Ry B v

See rida on ka koonduv iga I6puliku y védrtuse juures; ta koondub
1
pealegi seda kiiremalt, mida suurem on y, sest seda vihem on murru By +1

_viiirtus. Sellepiirast on seda rida soodne tarvitada logaritmide arvutamiseks.
Niiteks, kui y =1, siis leiame:

1Lty 1 st any ] _____ :
'“2“‘2[3‘+3(3)+5(3)+7(3)+9(3)+' R Y s

Kui y=2, siis leiame:

t w1V 1100 T
ln3~-:ln2l+2[5 +3(5)+5(5)+7(5)+- i -]-_1,0986122887- T S

Ehk kui votame y—=9, siis saame:
LotV 1 e 1LY, ]_ [1 1(13
‘“10*‘“9+2[19+3(19)+5(19)*7(1‘@)*' sttt e '1'9)*

b 7
;(119)-%}1(119)+- : -]:2,3025850930- A

Rea 5) abil pruugib arvutada ainult algarvude logaritmid. Kaikide teiste
arvude logaritmid saame, liites vastavate algarvade logaritmid. Nimetatud
rea 5) abil arvutatud logaritmid on n.n. loomulikud logaritmid, sest siin on
logaritmide aluseks arv e.

Arvu loomuliku logaritmi teades, vdime leida selle arvu hariliku loga-
ritmi (aluse 10 juures).

¥
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Olgu teada arvu N loomulik logaritm In N—a ja olgu sama arvu harilik
logaritm: IgN-—x, siis vdime kirjutada
10*=e2=N
Logarifmides seda vordust loomuliku aluse juures, leiame:
X, In10—a—=InhN
ja
~ N
In10°
Téhendab, selleks et leida arvu harilik logaritm, peame tema loomuliku
logaritmi korrutama murruga

1 1
In10  2,3025851

Viimast arvu nimetatakse harilikkude logaritmide mooduliks.

— 0,4342945,

Ulesanne.

95. Arvutada seitsme kiimnend-mirgi tdpsusega jargmiste arvude loo-
mulik ja harilik logaritm: a) 5; b) 7; ¢) 11; d) 17; e) 19; ) 35; g) 49; h) 55.

4. Arcussiinuse rida ja arva » arvutamine.
Oletades et
f (x) — arcsin X — a9 |- a; X | a; X% | aj X3 f-agxttasg x5 . . - 1),

differentsime selle vorduse mdolemaid pooli :

| e
F(x) ————— = a; | 2a, x | Bay x2 - 4a, x3 | Bas x4 +
V1—x2 gﬁ
Binoomrea pohjal on
1 —4 1 1.3
ikl e e LT ot § x2 - g R ;
J1i—x2 ( ) b 2 - 24 r

ja sellepérast voime kirjutada:

1+;—x2—|-é~:zx4+- ©c=a1+2a3 X+ 3ag X2} 4a,x8 -} Bag x¢ - . . .

aga siit leiame:

Sy | 181
a1=1,a2,=0,a3::2-3, u=0,8 =355 "

Vordusest 1) aga saame koeffitsiendi a, — 0, kui anname argumendile
vidrtuse x—o.
Pandes vordusse 1) asemele leitud koeffitsientide védrtused, saame:

1, -Xx8% 1.8 x5
arecsin x——=x—]—§ T o Wil iy R W |
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Kui selles reas, mille koonduvus vahemikuks on —1<x2<1, anname

- 2% 3 15 AR el ARG
x-ile vadrtuse X = o Siis on aresin 5 = ja

;e i WA o R |

T
e—2taadtasEET
ehk
e R
—6latg-gastap 5t
Seda vordust voib kasutada arvu x arvatamiseks.
Ulesanded:
96. Leida arvu x viirtus seitsme kiimmendmirgi tépsusega.
97. Arendada reaks funktsioon y — arctg X.
§ 18. Middramaiu avaldused.
0
1. Miidramatus —
0
J F (x) A T . R SR
Kui murru f(x) lugeja ja nimetaja argumendi mingisuguse vidirtuse,
X-—a juures korraga nulliks muutuvad, siis omab see murd omale mééra-
matu ilme g Mi#ramatu avalduse Ed8) oigeks véadrtuseks on sel
f(a) 0 f (a)
puhul
: i B Quth). |- A .
h—0 f(a{h)

ja see viirtus vdib olla mitmesugune selle jarele, mlssugused on F(x) ja f(x),
Niiteks on meil teada (§ 3, 2), et

lim x;* —Xx" Omnx"—l o lim sinx 0 {
XX X1—X 0 Bxao X SO

Et avalduse 1) viirtust leida, selleks arendame Taylori valemi pdhjal
lugeja ja nimetaja reaks, kirjutades :

F(a)-+F(a)h +F”(a) 2 5 —{—F”’(a) 3 !+
im

llm F(a+h) -
_,of(a+h) h—*)()f( )+f’(a)h~{—f”(a)2’—{—f”’(a)3!+

Et aga F(a)=f(a)=0, siis vdime need liikmed ira latta ja jagada
peale selle viimase murru lugeja ja mmeta;a h-ga. Selle jarele leiame:

lim F(a+h) _ lim F’(a)—{—F" (a)2'~!—F”’( )3 ! + . 'F (a)
h—of(a- +h) ~ h—>o e (a)+f” (a)2! Lt (a) h2 fud T t(a)
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i hm  RARY LI Fla) 0L o
Téhendab selleks, et miiiramatuse X2 f(x) f@ 0 oiget vidr

tust leida tuleb antud murru lugeja tuletis argumendi véirtuse X =—a juures
jagada sama argumendi viirtuse juures vdetud nimetaja tuletisega.

Kui jubtub, et ka *P% :%’ siis leiaks meie:
lim F(a+h) F’().
h—>o0 § (a+h):f” (@) i oL e:
Leida jdrgmiste mé#ramatuste dige viiirtus:
lim x3 — 64

lim ex —e—=x

Phe- ) o S e Pl 48 5
lim In x d lim x2— g2
o T )ik a7y
lim 5x>— 40 p lim x8 — 1
) xa2 @4 ) x>l g tax—1

lim x3—7x2+16x—12
8 xR Sx 8

i) lim x3—3x42

X —1 x4 — 6x2 } 8x—3

lim x3—a2x — ax2+ a3
roopts b BRSO B
k) 1im 2—)x—3
X7 %249

h)

99. a) |im x b).ii{ lim 0% 8T
X—>0 eX—e X—>0 sinx
¢ lim ln(1+x) o NG o e il
X—>0 eX— e * X-*0 1 —x—In (e—Xx)
) lim e—1—In(14x) f) lim Inx
X—> 0 X2 b Fam oo 19 AT o] »
g lim Vx2—1 b i’ o er®
X>1 Inx X0 X—sinX
(e ]
2. Midramatus of
; F 173 W, B i ) lim g
Kui murru fgg lugeja ja nimetaja on niisugused, et g F(x) =ocja
lim % lim F (x) F@ o
x—>ga I(X)= oo, siis on avaldus e i T e ka midramatu.

Et niisuguse m#dramatuse oi

iimber, kirjutades:

get véirtust leida, selleks moodustame tema

1
im F(x) lim f&® g
) Rty - xorecle Ty
F(x)
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Niisuguse mi#ramatuse kuju on meile juba tuntud ja tema Oige védrtuse
me juba oskame leida. Tiahendades selle madramatu avalduse dige y%}hrtuse
tihega A ja differentsides viimase murru lugejat ja nimetajat, voime kirjutada:

JABE
LAl lim  [f(x)]?_ lim [I_?_(i)]2 F(X) _ a2 f'(a)
“x—>a_ F®  x-alf® FE ' (a)
[Fx) P2
ehk lithidalt
\o £(2)
AT PEES J
A=A ¥ (a)
ja avaldades siit A:
_F()
a5 f(a)

Tahendab kui murdfunktsioon omab miéramatu ilme gg, siis tuleb tema

d Es L A 0
dige viidrtuse leidmiseks samuti talitada, kui mé#éramatusega 4.

Leida jirgmiste midramatuste Gige vadrtus.

lim X lim e*
L i X—> oo e¥ " X — 00 X*
0 lim In(1+eX) d lim In(1 +e*)
x—»>o a+bx X—» 00 =
lim tgx lim In(sinX)
©) x—>7igax ) x>0 Tn(sin 2%)
) lim Inx h) lim InX
&) x> o0 e x— 0 In (sin X)
, lm n@+x) , lm o
X = 00 X X—>00 X

8. Miiliramatused 0 - ~ ja oo —o%.
o lim i . lim g ]= o
Maaramaﬁused &1 F).f(x)=0.0 ja b —>a[F (x)—f (X)|=o0—®

lasevad ennast ka {imber moodustada miiramatuseks g

Nimelt, kui '™ F(x)=0ja lim ¢ (%) — oo, siis vdime kirjutada:
X—>a X—>a ,
lim g _lim F(x)_0
om0 s Tt e e o
f (%)

Ehik gt T
X—>a
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siis saame:

1 1
iR = R T
Fx) f(x) Fx) f(x)

lim [F(x) f (%)
x—alFi(x) fix)

lim

Kui juhtub, et ]= oo — oo selle tottu, et Sl =0
X—a

ja xlll:la f1 (x) =0, aga lugejad F(x) ja f(x) argumendi x —a juures jadvad

16pulikkudeks suurusteks, siis voime kirjutada:
lim [FG_ 9] P&t 09—160 - Fi(x) 0

x—>alF;(x) f(x)

Fi(x) - fi(x) 0’
Ja niiiid tuleb talitada nagu punkt 1. juhatatud.

Harjutused.

lim lim
101. a) B tgx. Igx b) sy (1—x) - In (1—x) .
lim x2—a2 X lim :
7 3] ki ris 1— t
c) T 5g d) x_);,( sin x) tgx
Wi o i lim
e) X_>OO2 .tgzk f) X_+0tgx.ln(x)
s 1 Iim 1 1
12 0 il oo 2xgr D x0T
lim 1 lim 1 1
tgxX — ———— ot i)
9 x 2 Bt Tsinx by x>0In(1+x) x
RN i o T YR
X—>1x—1 Inx X—>0sinx In(1+ x)

Neljas peatiikk.

§ 19. Middramaifu infegraal.
1. Integraali maiste.
Differentsimine on arvutustehe, mille abil leiame antud funktsiooni
y = f(x) tuletise g—)}g=f’(x) ja differentsiaali dy —f(x)dx. Differentsimine

on algtehe, samuti kui ljitmine, korrutamine ja astendamine. Ja samuti kui
iga algtehe vdimaldab viihemalt iihe timberp6ordud tehte, nénda voimaldab
ka differentsimine limberp66rdud tehte n. n. inteegrimise. Inteegrimise kui
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arvutustehte mdiste saame, kujutades et meile antud on teadmatu funktsiooni
differentsiaal, f(x)dx ja vaja on leida see teadmatu funktsioon F(x) ise tingi-
misega, et:

f(x)dx = d F(x)

Otsitavat funktsiooni F(X) nimetakse antud differentsiaali f(x)dx inte-
graaliks ja kirjutakse: "
HR)AX =FX < « + + » 200 o o0 b 1)

kus [ on integraali mirgiks.
Niiiteks voiksime kirjutada: :

[3x2dx = x3, sest d(x3) = 3x2dX,
ehk f ! = Inx, sest d(Inx)— 3
% X

Et aga iga jiidava suuruse differentsiaal on null, siis jadb vordus (1)
maksma ka peale selle, kui me tema paremale poolele juure lisame mingi-
suguse jaddava suuruse k, kirjutades

ff(x) dx = F(X) + k’ ........... (2)
sest kui
d F(x) = f(x)dx,
siis on ka
d [F(x) + k] = f (x) dx.
Ja selle jiidava suuruse k peame me ikka juure lisama, kui tahame
et inteegrimise resultaat oleks iildine.
Suurus k on ildse midramatu ja teda nimetatakse inteegrimis-
jiifidavaks. Integraali [f(x)dx — F (x) + k ennast aga nimetatakse iildiseks
ehk miifiramatu integraaliks.

2. Miiiiramatu integraali graafiline kujutamine.

Meil on teada, et differentsiaal- arvutus voimaldab leida antud funktsiooni
gi —F/(x). Samuti teame, et geomeetrilisest seisukohast

miiirab tuletisfunktsioon algfunktsiooni kujutuse kui koverjoone iga tépi jaoks
puutejoone tdusunurga tangensi.
Kui aga {imberpéordult on antud puutejoone tusunurga tangens tuletis-

y = F(X) tuletise

funktsiooni gi — F/(x) ehk funktsiooni differentsiaali dy = F'(x)dx niol ja

vaja on leida vastava koverjoone vorrand — algfunktsioon, siis annab seda
meile médramatu integraal:

yi=[RE) dx=FE) Ty il os il ! (1)
Ja sellepérast vdime iitelda, et graafiliselt tihendab miéramatu integraal

niisuguse kdverjoone ordinaati, mille puutejoone tousunurga « tangens rahul-
dab antud tingimist:

1 sy
tga = % =1 X)
Et see ordinaat aga koos seisab muutuvast osast F(X) ja mddramatu

jidavast osast k, siis peab leiduma mitte iiks, vaid palju koveraid, mis vas-
tavad antud tingimisele.
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Sest kui anname vorduses (1) inteegrimis- jaéidavale mitu isesugust vidr-

tust k4, ko, k3, - - - - siis saame vastavalt sama palju vorrandid:
y=Fx) +k;, y =F(x)+ ks, y=Fx)+ks,.- - . .

Igale vorrandile aga vastab graafiliseit tiks kdver (Joon. 35). Et intee-
grimis — jilidav on m##ramatu, siis voime temale anda 16pmatu palju iiksi-
kuid véidrtusi ja sellepirast midramatu integraali ise kujutab graafiliselt 16p-
matu palju koveraid.

Koik need koverad aga peavad
rahuldama antud tingimist dy — F/(x)dx )4

ehk gg =F'(x), see tihendab, kui iihe ja A

sama abstsissile X =OM vastavates ko-
verjoonte tdppides A, B, C,.... tdmbame ko-
veratele puutujad, siis peavad need puu-
tujad olema paralleelsed, sest nende koi-
kide tousunurgad peavad rahuldama vor-
dust tge — F/(xy).

3. Uldised laused.

1. Kui f(x)dx = dF(x) = F'(x)dx, siis X
on integraali mdiste pdhjal: 0 .
JdF(x) = [ F/(x)dx = F(x) Joon. 35,

ja selle pdhjal voime iitelda lause:

2. Inteegrimine ja differentsimine on tehted, mis iiksteist
hilvitavad.

Selle lause pohjal vdime kontrollida, kas oleme inteegrimise dieti libi
viinud ehk mitte: dige integraali differentsiaal peab vdrduma integraali mirgi
all antud differentsiaaliga.

: Et

2 A IF CoHe R ey s Py |=F,/(x)dx + F,/(x)dx + F,(x)dx + ....
siis on g i
JIF/x)dx + F,/(x)dx + F,/(x)dx + ] =F (X)) +F X))+ F,X+...=
=JF,&) t[F,x)+ [Fx)+...
ja me voime iitelda:
Algebralise summa integraal on iiksikute liigete integraalide
sama sugune summa.

3. Vorduse )
d[A.F(X)] = A.d[F(x)] = A . F/(x)dx
pohjal vdime kirjutada: .
JA. F(x)dx = A . F(x)= A [F(x)dx.
Ja siit leiame jille lause:

Differentsiaali ees seisev jiiiidav tegur jiib inteegrimise
puhul muutmata; teda véime tuua integraali miirgi ette.

4. Podhivalemid.

Inteegrimise pohivalemid~ saame, kui tuntud differentsimise valemid
iimber pdorame.
Differentsimise valemi pohjal on, niiteks,

d (Fn—i—l) o (Bil) x(@+1)—1

bl O dx = x"dx
n-+1 ax
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sellepirast voime timberpoordult kirjutada:
g xn +1
[ XN dx — Sy SRE s e 1)

See valem on maksev igasuguse reaalse astmenditaja n juures, selle-
piarast et astmelise funktsiooni differentsimise valem oli igal juhtumisel
maksev. Uks viljavote on aga siin siiski olemas ja nimelt juhtumisel kui
n——1. Sest meil on teada, et:

- _dx
ja sellepérast AU x) — b
f%zfx—ldlenx+k .............. (2)
Samuti leiame diff. valemist: integraal valemi:
&t 2 x —_—Ex_, .......
dm-a dx fa dx lna+k (3)
d(e*)—e*dx JE G Tosial k- - il Aowdy -4
d (sin X) = cos Xd X Joos'xdE = Em X R A Y )
— d (cos xX) — sin Xxdx fain AR cop xRy -1 L. (6)
— 84X L e e
d(tgx) = et cos2X o o A/
o dax o Y
— d (cotg x) ey ¥ b ctgx +k - - (8)
d d
d(arcsinXx) = V1"—Xx2 fVl _szz—farcsinx—kk GET ()
_ dx i
d (arctgx) - 1+ x? ,/1_+X2‘ arctgx+k - - - - (10)
"Harjutused.
Leida jirgmised integraalid:
103. a) [dx by Jxdx ¢) [x?dx
' 3 x?
d) f3x3dx e) |Hbaxtdx f) i;—-dx
g) JOx*—4x+5H)dx h) (Gx¢+8x3—6x2+2x—3)dx
i) J10xt—98x*+12x —1)dx k) [(12x* —3x*—10x+7)dx
104, a) [3X b)f]/idx 0 fVde
X x2
d) faﬂ’idx e)fVEidx f) a0g}
b Ix
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g)f4%dx h) f(x+a)2dx ) f(x—;?lzdx
2 Lai 8
!k)f(2+x—§2~)dx 1) f(”‘§2+x3—x4)dx
m)f(2+V§)2dX n)f1+‘/5;i@dx
3 ol
0) f a+ I dx p) @__]/Xe)s dx
X VX
105. a) s1nx+ax)dx b) }12——2cosx)dx

en i 2
g)f(3 sinx+2ex) dx h)f(l_l;i‘i’_%@% X) dx

P
COs” X sin® X Sin® X X

§ 20. Middrafud infegraal.

1. Integraal kui pinna funktsioon.

Olgu tiisnurkses koordinaadistikus funktsiooni y = £(x) kujutuseks kdver-
joon AC (Joon. 36). Kui konstruime selle kdverjoone kahe tipi A ja M
ordinaadid AB ja MN ja vaatame esimese
peale kui kindla, aga teise peale kui muu- y
tuva ordinaadi peale, siis on arusaadav, et A
selle juures pind AMNB on funktsioon, mis
oleneb abstsissi ON = x viirtusest. - Seame
omale eesmirgiks selle pinna funktsiooni
P =F(x) leidmise.

Kui meil oleks teada selle funktsiooni
differentsiaal, siis me leiaks funktsiooni enese
inteegrides. Et funktsiooni P=F(x) diffe-
rentsiaali leida, selleks anname argumendile
ON =x kasva NQ =4 x. Siis saab ka funkt- Y
sioon P=F(x) kasvu 4P=F (x + 4 X)—F (x) 7 >,
pinna NMPQ niol. 0 8 Ny Q D

Lahutades sellest pinna kasvust piistkii- Joon. 36,
liku MNQL, mille pind on f(x). 4%, ja silmas
pidades, et iilejasinud osa pind MPL on vihem kui 4y.4x, kus PL—4 Y,

voime Kkirjutada:
[F‘(x+Ax)—F(x)]—f(x)Ax<Ay.Ax.
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Kui jagame selle vorduse mdlemad pooled argumendi kasvuga 4X
F(x+ 4 x) —F(x)

e —fx) <4y
a leiame piiri, kui 4 x>0, siis saame:
fim- F&x+A4)F (X). lim i
AX—0 4x =P (x)y B0t Tl 1Y g
ehk By = f(xk

Korrutades viimase vorduse mdlemaid pooli veel argumendi different-
siaaliga, leiame: :
‘ dF(x)=F (x)dx = f(x) dx

ja selle pdhjal vdoime kirjutada:
SHEIE R PR T X5 ek o iy i 1)

ehk iiteldes sonadega:

Pind, mis on piiratud vdrrandi y-—f(x) liibi miiliratud kdovera
joonega, kahe ordinaadiga ja x-teljega, on fuktsioon, mille saame
inteegrides korrutist f(x)dx.

Inteegrimis jiddava k tottu on see funktsioon esialgu midramatu. See
midramatus on seletatav selle libi, et meie veel mingisugust tingimist ei ole
teinud algusordinaadi AB kohta, millest peale meie pinna loeme. Kui me
aga nduame niiteks, et OB = a, mille t5ttu algusordinaat AP — f(a), siis peame
noudma iihes sellega, et pinna funktsioon F(x) +k argumendi viirtuse X = a
juures null oleks. Vordusest

F(a) +k =0,
aga leiame
k= —F(a)

Pandes niimoodi miiiratud inteegrimis-jiidava valemisse (1), saame sel
puhul:
FRORY Gia PR o ol 7 ¢ s e Crfman I (2)

Kui niiiid tahame leida pinna ACDB vidrtust, kus x = 0D = b, siis
peame selle argumendi vidrtuse panema valemisse (2), mille tagajirjel saame :

pind ACDB — F(b) — F(a)

Seda vahet, mis eelmise harutuse pdhjal annab pinna viirtuse ja mis
on dieti madramatu integraali [f(x)dx = F (x) =k kahe vadrtuse vahe, sest

F(b) — F(a) = [F(b) + k] — [F(a) + K],
nimetatakse mifiratud integraaliks, ja kirjutatakse

a a

b [ b :
f £ (x) dx = iF(x)?=F(b)——F(a) ------ RN ¢ )

Argumendi vidrtusi X =a ja Xx=b nimetatakse inteegrimis piirideks
ja eraldi X — a alumiseks, aga X — b tilemiseks piiriks.
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Niiteks olgu vaja leida pind OABC (Joon. 37), mis on piiratud sirgjoo-
nega AB, ordinaatidega OA ja CB ja X-teljega.

Kui antud sirgjoone AB vorrandiks on ) 4
y=ax b, aga abstsiss OC — ¢, siis leiame otsi- A 8
tava pinna jirgmise integraalina:

2 r/'
¢ jac? c(ac +2b
0 2 2

Sama pinna leiame ka, kui silmas peame,
et kujund OABC on traapets, mille alused on
OA—Db ja CB—ac-h, aga korgus OC —c. 5 ey

C

Joon. 37.

¢ ax?
f (ax + b) dX=l‘2‘* +bx
o |

Harjutused:

106. Leida pind, mis on piiratud paraaboliga y® = 2 px x-teljega ja
abstsissidele X =0 ja x = a vastavate ordinaatidega.
107. Leida jirgmiste madratud integraalide viifirtused.

3
a) [ b) [2 c) d) [x
f 2xdx ) f 2x3dx f gx ) f ax dx
1 0 4 X3 0
5 h /1
e) [2 fy [ Bl g b i
e*dx sin xdx e —s
0 0 X 1(',OS X
i) k) (oo B s m) [*n
d dx dx 2 :
i 1 T (cos Xx—sin x) dx
sin? x PR T R ol/ 1—xa2 0

N

IR

2. Integraal kui summa.

Olgu joonisel 38 kujutatud koverjoone AA, vorrandiks y = f (x) ja olgu
abstsiss OB =a ja OB, =Db, aga pind BAA, B, =P, siis vdime eelmise poh-
jal kirjutada: An

b
faf(x)dx_—_P ........ 1) )/F

Kui jagame inteegrimisvahe-
miku BB, n vordseks osaks nonda,
et

BBl—_—-Ble:Bng: ) 7 SRR ]
* + Bay Ba=4Xx,

konstruime ordinaadid A; B; — f (a-+
+4X), AsBs =1 (a+24x), As B; =

f(@a+t34x),- - - - ApiBoy —f[at
+(@m—1) 4x] ja tombame libi tip-
pide A, A, Ay, - - - - Ay x — teljega O

paralleelsed sirgjooned AC;, AiC,,
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Ag Gy o i o A1 Cn, siis saame rea piistkiilikuid: AC, B; B, A Gy By Bi,
.« + + Ayt Co By By - Nende piistkiilikute pindade summa
Pi=f().4dx+f(at4x) Ax+f@+24x)4x+ - - flat(@—1)4x]dx - - (2)
on vihem kui pind P. Silmas pidades, et

AiCr+AsCo+AsCat: - - - AnCoi=AsBa—AB=f(b)—f(a)
voime joonise pohjal kirjutada:
Pt PriGhit (et ()] 4X - 50 R SRl e < 3)

Kui kujutame arvu n 1opmatu suureneva ja sellega 4X 1opmatu véhe-
neva suurusena, siis on sel puhul vorratuse (3) pohjal ka vahe P — P; 10p-
matu vihenev, mille tottu :

lim e
4x—>0 P1=P
Varduse (2) pohjal aga voiks meie kirjutada

A}l(m_l,O P,—f@dx+fatdx)dx+f@at+2dxdx+-. - - -
« «+flatm—1)dx]dx

ja kui arvesse veel votame vorduse (1), siis saame:
[:t(x)dx —f(@)dx +f(a+dx)dx +f@+2dx)dx +f[a+ @—1)dx]dx

Ja siit niieme, et miiiratud intergaali peale tuleb vaadata kui
niisuguse summa piiri peale, mille liikmete arv on 16pmatu suu-
renev, aga iga iiksik liige on 16pmatu viithenev suurus.

Selle pohjal on intregaali mirk | ka moodustatud sona summa esimesest
tdhest s.

§ 21. Keerulisemalfe differenfsiaalide in-
feegrimine.

Midratud integraali leidmiseks on enne vaja tunda vastav madramatu
integraal. Viimase leidmist vdimaldavad meile senni tuntud pdohivalemid.
Pohivalemite abil aga vdime inteegrida ainult piiratud arvu koige lihtsamaid
differentsiaale. Keerulisemate differentsiaalide inteegrimiseks on leitud mitme-
sugused metoodid, milledest meie siin kohal ldbi votame ainult iihe kdige
tarvilikuma, n. n. asendamise metoodi ja paar tarvilikku valemit.

Et asendamise metoodi arusaadavaks teha, selleks toome paar néidet.

1. Olgu vaja leida integraal:

f (a +x)"dx
Kui nimetame a + X — z, siis jiargneb siit differentsides: dx — dz
Pandes niimoodi asemele ja inteegrides saame

# S ‘Zn+1
f(a +xX)dx=|z dz—n—%L1

Ehk kui 16puks z asemele tagasi toome X:
LS iy

f(a+x)“dx:' e £

+ X,
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‘ 2. Et leida f sin (a—bx) dx, selleks votame a—bx — z, kust jirgneb:
—bdx=dz ehk dx = — % Sellepirast, asemele pandeés ja inteegrides, leiame
sin z dz \ 1
fsm (a—bx)dx = — B R e e sin z dz =1 08z -+ ok

Ja kui z asemele tagasi toome x:

f sin (a—bx)dx = % cos (a—bx) +k

Harjutused.
107. Leida asendamise metoodi abil jirgmised integraalid :

dx R
2) f(a+x)2 b Jatx 9 Joatxtyxax
d) é@iigir e) [cos(2x)dx f) |cos? xdx
dx dx
| 2x POREERIERN I8 WS P 1 L Y
i g) Jadx ) sin? (2—x) i) cos? (3x)
l} dx f 5—3

Koonldigete arvutamiseks anname paar inteegrimis-valemit.
1. Differentsides funktsiooni

O, iy et IPTR (X)
y 2l/a > it 5 arcsin |

leiame
AR an Sl 2 2X a2 1 1
§ 4 LT o I 1] Ph o 52-a £8P YL K7
| Vgl — o 4 5 Vlj(x«)z o
i a .
p g? x2 a* az —x2
R AT 2 2R N b B Sk Y 2 )
£ i Va 4y 2)a2 — x2 s 2Jaz —_x2 2 Va i 2/ai—x2

=; a? —x? i Vaz——x2 Va~—x3

Selle pohjal voime kirjutada

Vot g g 5y, (x)
f‘/a x2 dx _21a xtprsaresu| =)+ k. . .. @)
2. Differentsides funktsiooni

y= %sz —aZ — 5122 In(x 4 V X27—-7;27)
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leiame
2X a’ 1 ). 1
¢ = /Xz - + . 2 = e e — e e e 1 + s s e =
. l/ 2 2Jx2 — a? 2 x+Ix*—a? ( sz——az)
e x? a2 1 Ix* —a’ +x
o 3 l b et a *}‘ e e T e Sy 1) e M AT RS T T T
2 2)x2 — a2 2 x+Ix2—a? Ix2 — a2
gt O RGO G 5 TR o) S
iy l & & *21&2"_‘"5‘2’ 2N ad WO lx 5 +2V’XT_:’52“' i

1 e 1 .‘7 DU e ey,
= "Q’Vx2 — a? 4—7—2—]/x2 " :Vx2—a2
Ja selle pohjal voime jille kirjutada:

e £ —— a e :
fl/xz—az dX=§VX2—aZ—~2*ln(X+VX2——az)-f‘k. . . . (2)

Niited.

; RUERED. i T :
1. Leiame ellipsi 52--—!— B’le pinna.

' Ellipsi vorrandist saame:
L Dyt
Aol et

Ordinaadi absoluutviiirtuse Kkorrutis abstsissi differentsiaaliga annab
meile pinna differentsiaali.

ydx = Va2 —x2dx

Kui inteegrime selle differentsiaali vahemikus X —o0 kunni X — a, siis
leiame veerand ellipsi pinda. Terve ellipsi pind on sellepérast

a a '
P-4 f g Va—x? dx — 4ab f Val—x?dx - - - - - (1)
o 0

Valemi pohjal aga on
a 2 |
e w9 RIS ST e RGH R4 PO R
fola x2dx 2la X! 4 5 aresin oo oty

2.8 < Tt
sest arcsin s = aresin 1 =12

2
Ja ellipsi pind on sellepérast
4b a0
) g 3 Fg 2~ﬁmab.

2 2
9. Leiame veel pinna, mis on piiratud hiiperboli :2 — %2 — 1 kaarega

V. Piss, Algebra 1L 6
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~ AB (Joon. 39), ordinaadiga BC ja X-teljega. Hiiperboli vorrandist saame ordi-

naadi absoluut-viirtuse

Otsitava pinna differentsiaal on sellepdrast x
O
== LY B8
yix = - J/x2—a2dx.

Kui silmas peame et OA = a ja kui nimetame
OC = ¢, siis saame otsitava pinna

PR W PN
P =f L) Vx2__.a2_ dx= Ef VxZ—aZ P S o
al 8

Valemi pohjal aga on

A C'X

Joon. 39.
¢ = e g VR s € e a2
 x2—a2 dx:' SV a2 —Z (x4 Vx2—a?) | =% Ve—a2— 21 (c+
a 2 2 : la 2 2

s s v 3
Sepiy . B ¢y 5 - at e+ 1 oi—a?)
+Vc a)+ 2lna__2]/c a 21[]( .
Sellepdrast on pind
L e T [ vcz'_;,z*)]
G n[2 (T (" S R

Ulesand e d.
108. Leida pind, mis on piiratud sirgjoonega X-teljega ja abstsissidele
X =X; ja X=X, vastavate ordinaatidega, kui sirgjoone vorrand on:
a) X—y-+1=0,aga x; =0 ja X, =4
b) x—2y-+438=0, aga x; =1 ja x; =
¢) 3x—4y—2=0, aga x; =1 ja Xo =26
d) 4x—3y-410=0, aga x; =1 ja x» — 5.

109. Kui suure pinna piirab paraabol, mille vorrand on y?-—4x,
X-telg ja abstsissidele X; =1 ja X, — 5 vastavad ordinaadid?

110. Leida pind, mille piirab kdverjoon, X-telg ja abstsissidele xwe— X1,
ja X ==X vastavad ordinaadid, kui kdverjooneks on:

a) siinusjoon y = sin X, aga x; — 0 ja Xo=um

b S s CRR A n
) coosinusjoon y = cos X, aga X; = — o ja Xe=
%
c) ellips i—+y2 =1, aga x; =0 ja Xo =2

d) hiiperbol Xy =1,aga x; —1 ja x», =5
e) hiiperbol x? —y?>=1,aga x; =1 ja Xo =2,
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Ajaloost

Uksikute kiisimuste lahendamisel olid ammu tarvitusel differentsimisele
ja inteegrimisele sarnased metoodid. Nonda nditeks arvutas juba Archimee-
des pind ja ruumala niisuguste metoodide abil, mida inteegrimiseks voiks
nimetada; prantsuse arvuteadlane Fermat (1601—1655) médras funktsiooni
maksimumi ja miinimumi, uurides argumendi 10pmatu véhenevale muutu-
misele vastavat funktsiooni muutumist. Differentsiaal- ja integraal-arvutuse
iildised metoodid aga leidsid ja seadsid siisteemi alles Leibniz ja Newton.
— Leibnitz (1646—1716, sakslane) oli laialt tuntud mdtteteadlane ja palju-
kiilgne teadusemees. Tema leidis ja tootas vilja differentsiaal- ja integraal-
arvutuse metoodid umbes 1675. aastal ja avaldas oma t66 1686. aastal. Leib-
niz’ilt on ka pé#rit differentsiaali ja integraali mérgid. — Newton (1643—1727,
inglane), tuntud arvuteadlane, kes pohja pani matemaatilisele fiiiisikale ja
astronoomiale, leidis differentsimise mdisted uurides liikumiste kiirust. Tema
kirjutas oma t66 differentsiaal- ja integraal-arvutuse iile pealkirja all ,Metho-
dus fluxionum® kiill juba 1671. aastal, kuid see t60 avaldati alles peale New-
toni surma aastal 1736.

Differentsiaal- ja integraal-arvutuse leidmisega algas arvuteaduse kiire
arenemine. Arvuteadus aga vdimaldas uuema aja fiilisika ja tehnika arene-
mise.

Viies peatiikk.
§ 22. Imaginaarne iiksus ja kompleksarvu
maoisfe.

1. On teada, et paarisastmeliseks juureks negatiiv-arvust ei kdlba mingi-
sugune reaalne (ei tdis- ega murd-, positiivne ega negatiivne, ratsionaalne ega

“irratsionaalne) arv. Sellepérast tuleb niisuguste juurte peale vaadata kui

iseliiki arvude peale. Neid nimetakse imaginaararvudeks.

Nagu reaalarvude iiksuseks on 1, nonda on imaginaararvude {iiksu-
seks /—1, mida arvuteadlane Gauss (1777—1855) liihidalt tihega ,i“ téhen-
dama hakkas (sdna imaginaarne esimene tiht). NOonda siis:

i=V=1

.

Tostes imaginaariiksuse mitmesugustele astmetele, leiame:

2=(/—1)2=—1
B=—1.i=—1i
#=—1i’i=+1
B=+1.i=+i jue.
Uldse on:
o 41, a1 s
b2 — — 1 jints — —j,

2. Reaal- ja imaginaararvude algebralist summat nimetakse kompleks-
arvuks ehk lithidalt kompleksiks.
Kompleksarvu iildine kuju on
a 1 bi,

kus a ja b tihendavad mis tahes reaalseid arve; a on kompleksi reaalosa,
b on imaginaarosa koeffitsient.
6.
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Kompleksarvu mdiste on iildisem, kui reaal- ehk imaginaararvu mdisted—
ta sisaldab eneses ka need viimased, sest tehes kompleksarvu a -t bi ima-
ginaarosa ehk reaalosa nulliks, saame kompleksarvu erijuhustena vastavalt
reaal- ehk imaginaararvu.

Kahte kompleksarvu, mis ainult imaginaarosade mirkide poolest lahku
lihevad, nagu

a-bi ja a— bi
nimetakse kaaskompleksideks.

§ 23. Kompleksidega arvufamine.

1. Liitmine: Et kahte kompleksarvu liita, peab liitma nende reaalosad
omavahel ja imaginaarosad omavahel.

(a, +b,i)+ (a,+b,i) =(a, +a,)+ (b, +b,)i.
Mérkus: Kaaskomplekside summa on reaalarv.
(a -+ bi) | (a — bi)=2a

2. Lahutamine. Et iihest kompleksist lahutada teine, peab lahutama
esimese reaalosast teise reaalosa ja esimese imaginaarosast teise imaginaarosa.

(a,+b,)—(,+b,i)=(a,—a,) +(b,—b,)i
3. Korrutamine. Et kahte kompleksi iiksteisega korrutada, peab korru-

tama ithe kompleksi iga osa teise kompleksi iga osaga.

(a, +b,i) (a, +b,i) —a,a,+ab,i+a,bi+bb,i—(a,a, —b,b,) + (a,b, +a,b )i

Mirkus: Korrutades kaaskomplekse leiame, et nende korrutis on positiivne reaal-
suurus. \
(a4 bi) - (@a— bi)==a2— (bi)2 = a2} b2
4. Jagamine. Et tihte kompleksi jagada teisega, peab korrutama jaga-
tavat ja jagajat viimase kaaskompleksiga ja siis jagama saaduse reaal- ja
imaginaarosa eraldi. _
a, tbi (a,+hi(@,—bi aa,tbb, + a,b, —a,

oot 51

a,bi (a, b, Thi) atbhs ' aiibi

§ 24. Laused kompleksarvude kobia.

1. Kui kompleksarv on null, siis peab tema reaalosa ja ima-
ginaarosa koeffitsient iiksikult null clema.

Toendus.
Kui a-f-bi=0, aga a ja b ise ei oleks nullid, siis peaks
R e
a— —bi ja—g =1ij

reaalarv peaks vordne olema imaginaararvuga; see on aga vdimatu ja selle-
pirast peab olema
a=0jab=0

2. Vordsete komplekside reaalosad ja imaginaariosade koef-
fitsiendid peavad vastavalt vordsed olema.
Toendus. 1
Kui ai-+bii=as+tb,i, siis on
(a 1-+b1i) — (a2+b2i) =0 ehk
(a1—az) 4 (b;j—b2)i=0 ja eelmise lause pdhjal
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on siis - aj—az =0 ja bi—bs=0
ehk a1 =4as ja b1=b2.

§ 25. Imaginaar- ja kompleksarvu geo-
meeflriline kujufamine.

On teada, et reaalarve vdib kujutada geomeetriliselt sirgjoone, n. n.
arvjoone abil, vGttes sel joonel mis tahes tipi nulltéipiks ja maotes siis mingi-
suguse pikkuse iiksuse abil nulltdpist {ihele poole (barilikult paremale) joon-
I6igud vastavalt positiivsete arvude viiirtustele ja teisele poole (siis juba pa-
hemale) vastavalt negatiivsete arvude viérlusele. Nonda tehes selgub, et
igale reaalarvule, olgu ta positiivne ehk negatiivne, tiis ehk murd, ratsio-
naalne ehk irratsionaalne vastab arvjoonel iiks kindel tiipp ja timberpéordult
igale arvjoone tdpile vastab iiks kindel reaalarv.

Kiisime niiiid, kas ja kuidas voib kujutada geomeetriliselt imaginaararve?

Et selle kiisimuse peale vastust leida, selleks paneme tihele, et iga
imaginaararv ni on keskmine geomeetriline reaalarvude -}-n ja —n vahel,

sest
(mi)=—n?= () - (—n)

ja tuletame meele, et geomeetriliselt on tdisnurkse kolmnurga kérgus, mis
lébi tdisnurga tipu tommatud, keskmine geomeetriline nende osade vahel,
milleks see korgus kolmnurga hiipotenuusi jagab. Sellepiirast, kui reaalarv-
joone juures iimber nulltépi kujutame ringjoone, mis 14bi arvude -+n ja —n
kujutuste ldheb (Joon. 40) ja labi nulltépi nimetud arvjoonega veel perpendi-
kulaarjoone tdmbame, siis I5ikab viimane ringjoont punktis, mis on arvu ni

)4
A
Y 5
3" O ek 'x —o- ud ‘Y"‘Y’)\.
/ 4 g ol
‘-T[I 7;{1,________41_5;‘_—-—-07;
Joon. 40. ' Joon. 41.

kujutuseks. Meie saame korraga oieti kaks tippi, milledest iiks (harilikult iile-
mine) voetakse -+-ni kujutuseks ja teine (alumine) arvu —ni kujutuseks.

Siit on selge, et ka imaginaararv tuleb kujutada sirgjoone — imaginaar-
arvjoone — abil, mis perpendikulaarselt reaalarvjoonega libi viimase nulltéipi
liheb.

Et kompleksarva a-}-bi geomeetriliselt kujutada, selleks vaatame reaal-
ja imaginaararvjoonte, kui koordinaatide telgede peale (v. A I p. I § 1) ja
leiame tépi, mille koordinaadid on a ja bi. :

Niisugune tdpp Ti(a, bi) (Joon. 41) on kompleksarvu a -t bi geomeetriline
kujutus. Samuti leiaks meie kompleksarvu —a+bi kujutuse tipi T:(—a, bi)
niol, arvu a—bi kujutuse tépi T3(—a,—bi) néol jne.
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Néeme, et kui reaal- ja imaginaararvude kujutusteks on vastavate arvjoonte
tipid, siis on kompleksarvude kujutusteks niisuguse tasapinna tépid, mis ldbi
nende arvjoonte on tommatud.

§ 26. Kompleksarvu frigonomeefriline ilme.

Tépi Ty, mis on kompleksarvu a+bi kuju (Joon. 41), voiksime ka mé#i-
rata nurga ¢ ja sirgjoone OTy = r abil. Siis leiame t#isnurgalisest kolmnur-
gast OT; a, et

a:I'COSq)jab:l‘Sin(p ............ 1

ja sellepérast
a-t-bi—r(cosg-|ising);

r ise leiame kolmnurgast OT; a:
WEoTngy o OO AL AR, AR PRI . . 9

B b
ja sm(p=;; COB'Q &
ehktg¢=g ........ EE R g

Valemite 2 ja 3 abil on voimalik igale algebraliselt avaldatud kompleksar-
vule a+bi anda ndndanimetud trigonomeetriline ilme r(cos ¢ +isin ¢).

Suurust r, mis ikka positiivsena voetakse, nimetakse kompleksi moodu-
liks ja nurka ¢ argumendiks.

Mirkused:
1) cos ¢ =cos (¢ + k.3600) ja
X’ sin ¢ = sin (p + k.3600),

kus k tdhendab mingisugust positiivset ehk negatiivset tdisarvu, selle-
pérast voime veel iildisemalt kirjutada

a 4 bi =r[cos(p } k.3600) 4 isin (¢ + k.3600)] —
r[cos(p + k.2x) + isin(p + k. 27)].
2) Kui a-bi—=r(cos ¢ -}-isin ¢), siis on
a —bi=r(cos ¢ —ising).

3) Kui tgq>=§ on positiivne, siis tuleb nurk ¢ votta kas I-es ehk

III-as kvadrandis, selle jirele, kas sin ¢ =? ja cos¢ ==§ on korraga posi-

tiiveed ehk negatiivsed. Kui aga tge on negatiivne, siis tuleb ¢ votta
kas II-ses ehk IV-as kvadrandis, selle jirele, kas sin ¢ on positiivne ja
cos¥ negatiivne ehk timberpoordult.
Niited: .
-+ 1. Anda kompleksarvule — 15 --8i trigonomeetriline ilme

a=—15; b= 8; r=]/1524.8 —17.
8

tg<p=——ﬁ=—0,5333; sing= _~; cosp=

8 2. 19
17 17

Siin on sin ¢ positiivne, aga cos negatiivne, tihendab nurk ¢ asub teises
kvadrandis. Kui 9 —1800 — ¢, siis on tge, = 0,56333 ja ¢, — 2804, aga
¢ —180°— 28°4'=151°56" ja — 151 8i = 17(cos 1510 56’4 1sin151056").
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- 2.° Avaldada kompleksarv —4,2—561i trigonomeetriliselt.
% AT 56 4 $
Siin on a=—4,2; b——5,6; r=V4,22+5,62=7; tgem. 50 5 —1,3833;

Singp <0 ja cosp <0. Sellepdrast tuleb ¢ votta II[9*s kvadrandis ja
¢ = 18004 ¢,, kus ¢, < g Tabelitest leiame ¢, = 5308 ja sellepérast ¢ = 23308’

ja— 42 —561i=17 (cos 23308’ +i sin 23308).
3. Avaldada kompleksarv 32,3 — 3,6 i trigonomeetriliselt.
a=232,3; b——3,6;r—]/32,32+ 3,62=325;
tg¢_—%§3 —0,1115; ¢ =3600 — ¢,; tg 9, —0,1115,

Tabelitest leiame ¢, — 6022°, sellepdrast ¢ —353° 38’ ja 32,3—38,6i =
32,5 . (cos 3530 38’ + i sin 3530 38’.).

§ 27. Trigonomeefriself avaldafud komp-
lekside korrufamine, jagamine, asfendamine
ja juurimine.

1. Korrutamine. Et trigonomeetriliselt avaldatud kompleksarve
korrutada, peab korrutama nende moodulid ja liitma argumendid.

Téendus:
r, (cos (pl—}- ising,).r, (cos g, isin 9,) =
—r,1,[(cos ¢, cos ¢, — sin ¢, sin ¢,) - i (sin ¢, cos ¢, + cos ¢, sin ¢,)] =
=r,r,[cos (p, + ¢,) +isin(p,+ ¢,)]
Oleks tegurid rohkem kui kaks, siis leiaks jidrjest korrutades:
r,(cos ¢, +isin¢,).r,(cos g, +ising,).r,(cos ¢, +isin ¢,) ry(cos g, +ising,) =
=P 00 T L [cos(p, o, gl Foa) Hisin(p T o, 0t Ton))

2. Jagamine. Et iihte kompleksl teisega jagada, peab jagama
esimese mooduli teise mooduliga ja lahutama esimese argumendist
teise argumendi.

Téendus:
Korrutades jagatavat ja jagajat viimase kaaskompleksiga, saame:

r,(cos g, +ising,) r, (cosg, +ising,)(cosg,—isin P,)
r,(cos ¢, +ising,) r,(cosg,tising,)(cosp,—ising,)

_r,[(cos ¢, cos ¢, + sin ¢, sin ¢,) + i (sin ¢, cos p,— cos ¢, sin ¢,)]
g Iy (cos® ¢,+ sin* ¢,)

ja lihtsustades viimast kirjutust trigonomeetriliste valemite abil, saame 16pu-
likult:
r,(cosg,+ising,) r

r,(cos ¢, +ising,) ~
3. Astendamine. Et kompleksarvu astmele tosta, mille niiita-

jaks on reaalne arv, peab tostma moodul sellele astmele ja kor-
rutama argument astme niiitajaga.

L [cos(¢ 9,)+isin(¢,— 9¢,)]
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See on n. n. Moivre’i lause.
"Téendus:
Siin tuleb l&bi harutada kolm juhust.
a) Astme nditaja on positiivne tdisarv.
Kasvatamise reegli jirele leiame:
[r(cos9 +1sin ¢)|™ —=r(cos¢ +isin®).r(cose +ising)..... =

m tegurid
=r"(cos m ¢-}isin meg)

b) Astmenéitaja on murdarv g Oletades, et ka[r(cos ¢ +isin (p)].%=

:rg. [cos (%. ¥)-+isin (g— ¢)] ja tostes selle vorduse mdlemad pooled ast-
mele q, saame:
[r(cos ¢ +1 sin ¢)]p =1rP [cos p ¢ +isinp ¢];

see vordus on juhuse a) pdhjal dige, sellepiirast peab dige olema ka oletatud
vordus.
c) Astmenéitaja on negatiivne arv —m.

i 1 1
r(cos ¢ +ising)]—m = i MEPLS I LN R )
e fporie o ”)] (rcos ¢ +ising)]™ r™[cosme¢+isinm g¢]
r~—™[cosmg¢—isinm ®) R (cosmop—i Si}'} gl,fp),
~(cosmg+isinmg)(cosmyg —isinmg)  cos’mgtsinmg

=r~™(cosmy —isinmg)—r—™ [cog(—m ¥) +isin(—mg)], sest cosmy=cos(—my)
ja —sinme¢ = sin (—my).

4. Juurimine. Et kompleksarvust juurt leida, peab leidma juur
argumendist ja jagama moodulit juure niitajaga:

Ii/f(ébéﬁ?éﬁi 9)— i/frf [COS (z) +isin (z)]

selle lause toendus jirgneb eelmisest, kus astmeniitaja on ilx'

Miarkus 1: Tostes kaaskomplekse iihele ja samale astmele, ehk
leides neist iihe ja samaastmelise juure, saame kaaskomp-
leksid.

Sest (a + bi)» = r"[cos(n. ¢) + isin (n#)]=p +qi ja Va +bi —

% Vr [cos ( ) + isin ((p)]=pl +p,i.

Lause: n-astme juurel kompleks arvust on n ja ainult n
viidirtust.

Téendus.

cos9-}-isiny — cos [¢ + k2x] + isin (9+ k2x), kus k, nagu teada, on mis-
tahes tdisarv, sellepdrast peab kirjutama iildse

oos (4127 1y (1124

n

J/r-Ceosn + ising) V
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Andes viimase kirjutuse paremas pooles k-le jérjest n jirgmist védrtust

082 AR s (n—1) saame n jérgmist argumendi vid#rtust:
k 0 [ 1 \L n—1
iz UL ) WO R S
kit i da ) L em—1)n
R n f n+ o | VL

mis omakord annavad juurele n mitmesugust véirtust.
Iga uus k viirtus, ndit.: k=n ehk k—n-1, saavutab argumendi, mis

iihest eelmisest on 2z, 47, ehk 67 - - - vorra suurem ehk vihem, ja sellepirast
uut juure védrtust ei anna. ,
Kompleksarva r(cos¢ +isin¢) juured, x,, X,, X, - = - * X, on selle-

pirast jirgmised:

x, = i oon () s )

X, — Y]I/x; " @cos (‘P-_;Z:z) st (‘K,Zv )]

X = r]l/r ;cos ('P e, (:-_1)”) - iein (‘ﬁf%(?lfnn)]

Miirkus: Et puht reaal- ehk imaginaararv ka kompleksarvude hulka
kuulub, siis saame ka niisuguste arvude juurimisel nii mitu
juure vidrtust, kui suur on juure niitaja.

Niited. 5
1. Leida ]/ 3—4i vairtused.
Et kompleksarv 3—4i = 5(cos306°52"+i sin 306°52"),
306°62 +k2x. . .. 306"52’3@@;)
B2 G e £ 0L - S ’

kus arvule k tuleb anda viértused 0, 1, 2, 3.
Sellepiirast leiame:

4 4
siis on /3—4i=15 (cos

& 2
k=0;x/= V5 (cos 76°43’+isin76°43')= V5 (0,2295 5 0’9732)

4
k::I;X2= V5

e

° :
cos (76°43'+90°)+isin (76°43 -+ 90°)] =

4
5 (—cos 1317 +isin1317) = 15 (— 0,972 +10,2005)

B

—

k=2;x3=]5

—

cos (76° 43’ +180°)--i sin (76°43 + 180°)] Li




i
i
{
{
|

4 4
=5 (—cos 76°43'—isin76°43)— |5  (— 0,2295 —i0,9732).

4
k=3; xa— |5 [cos (76°43' +-270°) - i sin (76°48’ 27o°)]=

.- 4 T
=15 (cos13°17 —isin18°17) =V 5 (0,9732 —i0,2295).

3
2. Leida | +1 vasrtused.
Andes arvule +1 iildise kompleksarvu kuju a + b i, mille juures a =1

ja b—=0, leiame r= /12+0*—1 ja tg fP:(I):O; 9 =0°

i Sellepirast

il 3 3 L 0°+ k27 0°+k2x
il V+1=1(cos0°+i sin0°) = { cos TORAT T 1 B R i
| :

kus arvule k tuleb anda jérjest védrtused 0, 1, 2.

f Sellepérast leiame
| k=0; X2 =(cos 0° +isin 0°) =1

t ; 1 x, = (cos 120° +i sin 120°) = (— cos 60° + i sin 60°)— — é it l/g ¢
s = il g A R B B
k =2; X3=(cos 240° + isin 240°) — (— cos60°—isin 60 )==—2 b0 ST A

5
3. Leida V=—1. ,
‘ Siin on a—=—1;b=0;r=1;cosy --—1;sin¢y -0
A 5

Sellepérast »—180° ja /—1_— cos

! 180°gk27 +isin1—8——00-~gk2‘7§=
| = cos (36°+k72°) +isin(36°+k . 72°), kus k voib olla 0, 1, 2, 3, 4;
} k—o0; X 1—c0s36° | isin36°—0,8090 +i 0,5878.
| k—15 X5 ——c0s 72°-i sin 72° — —0,3090 -1 0,9511.
| k—2; X3-—c08180° +isin180°——1.

k—38; X4—=—c0872°—i8in72°— —0,3090—i 0,9511.

k—14; X5 —c0s36°—isin36° —0,8090—i0,5878.

| 4 Leida N7 \h
i °
Siin on a=0;b=1;r=¢;cos 9=0; sin p=1; ¢—90°

Sellepirast V41 =cos 90° ,JF,I,}‘ 2 25wl R

. 90° 4 k27
n

5. Leida ]]1/_'_ i
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-

Siin on a=0; b ——1; r=‘; cos ¢=0; 8in ¢=1; ¢=270°
Sellepérast
cy daldl 2710° +k.2x ... 210°+Kk.2x
J/—i=cos o +isin X
Méarkus: Kui on leida n juure véirtust, kas puht
reaal- ehk imaginaararvust ja kui meil juba teada on
reaal- ja imaginaararvu tiiksuste juurte vi#rtused, siis
pruugib leida sellest reaalarvust ehk imaginaararvu koef-
fitsiendist reaalne juur ja korrutada viimast wvastava
iiksuse juurte védrtustega.

3
Nonda, nditeks, kui tarvis oleks leida |/g, siis pruu-
giks meil selle juure reaalse véirtusega korrutada nii-
tes 2) leitud iiksuse juure vidrtusi ja meie leiaks, et:
X;=2; X ——1+1V3 ja x,=—-1-13.

§ 28. Ulesanded kompleksarvude kobHifa.
A. Liitmine ja lahutamine.

111. a) (G+8i) +(7—2i); b) (11 — 2i) +(1+ 6i);
¢) (—8—i)+(9—5i); d) (7+4i) + (—5 +1i);
e) 2,4+ 2i)/8)+(—3,6—0,7i]/3); f) (—0,7+5i)+(—0,7—5i);
g) (3+V22 i)+( _V2 ,), h) (10 — i) + (10 -+ i);
112. a) (9—2i)— @2+ 7i); b) (11+8i)— (8 —5i);
¢) (—18+56i)—(—7—2i); d) 3,7—1,8)—(—2,5+4,8i);
e) @—ilV3)—(—1+2iV3); f) (24 —0,21) — (12— 0,2i);
g) (—8+3,70)—(—3+179i) h) 1,2+1,71)— G — 3i);
B. Korrutamine, jagamine ja astendamine.
113. a) 4+7i)©O+3i); b) (2-+138i)(7 —111i);
¢) (6—38i) (—17-+15i); a) (/3+2i)/3) @)3—il3);
¢) ( ‘V3)( 2—iv23); £ (2)5—0,51) Q)5 +0,5i);
g) V4+31-V4—31, h) /—8+15i)/—8+ 15i -
BT 31 o 21 9+4i,
LA 8 a1 b) 33 | il T
V6 —il3 41 2—3il3,
)y5+2 ’ o) §F e U, Saggoe
1,3 +1,3i 0,24 —0,47i
8 Z7¥o051 ) TiRTiai
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115. a) (1+i)?; ‘ b) (1 —1i)*; c) (b—3i)%;
d) (312 +2il3); e) (1+i)3; f) (1—i)3;
g) (V3 + 2iV5)3; h) ()5 —i]/3)s .
gy ot LAt B ST, (R 0T 3 igl/3\3 s ¢
116. o) (§+§V3)+(2—21/3); b) (—2+‘3%/3)—(——1—1]/3)
¢) (J&4+3i+7)4=380)2; d) (J11=38i—)7+3i)2;
e) (V§+ iVé)A—(ﬁs'— 1'1/’2’)5 f) (V§ — if/é’?)# (]‘/2747;]/3)2
3. 5) (B 1]5)" 23 —3ij2)’
¢ (/3.1 i15)()5 —il/3); h) (2V2—3i1/3)
2+3i 3—2i 2 LB - 4529
ok L b) s o
7+9 7—09i 140\ 1+i
° 76t 7+ D (1) +(1:i);

ey 1 +ilB3) 1 —il3); f) (Y2—iV3)* . (J6—i)3)";

g) 19i(J7—2i)3) h) (712;8})3.

C. Kompleksarvule trigonomeetrilise kuju andmine ja Moivre’i
lause tarvitamine.

118. a) 1+i; A ) I O ¢) 1+i]3;
d) 1—i)3; 8) —1—il8; f) 8+ 6i;
g) 22—4,6i; h) —4,2+56i; i)y —9,6—28i.
119.  a) (404 9i) (7 + 24i); b) (6 +1,1i) (1,2 — 3,5i);
c) (6,3—1,6i) (5,6 —3,3i); d) (1,2 +0,5i) (2 — 2,1i);
e) (2,8-+4,51): (4+0,9i); f) (12 + 10i) : (7 — 5i);
g) (2,9—3,7): (5,61 6,4i); h) (8,6 — 4,6i): (1,3 — 7,7i).
120. a) (7+4i) b) ( 5 —2i)*; ¢J (—24+70)3:

d (A1+5)7% e (+i)* (1+i)3)"; B @45—7,90)": (2,4 —47i)".

g) BO— 18D GBI —4200 . (0,68—052) (0,77+0,82i)
(4,81 6,5i)° : (0,64 — 0,54i)"
3 i 3 A 3 ; 3
121. a) |8 b) J—27 c) J64i d) /—125i

3 3 4 4

e) J13i 01170 o) 1 h) V=1

4 o 4 4 4

i Vi k) |/—i ) J16 m) |/— 81
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n) Vi5i Sl Sl R

r) 17;:1 s) 7V1 t) ﬁf n) T‘—f-fi
122.a) V4+3i b) V12—5i ¢) /—15+8i

d) 7/';’9 +40i e) ?415:2’341 ‘ f) ?V: 331

g) ?12 +5i h) 1/;-’15'—81 . D) l7(ll'2‘¥3353

k) %’-8'-"’15"1 1) 6V1’22‘—'597i m) &3"52”@&

n) 6V—11'7—r—44i 0) Tf'(—'341?-4i)5 p) 17615;448'1)5

§ 29. Geomeeflriline kompleksidega arvu-
famine.
1. Liitmine.

Olgu tasapinnal tommatud ox reaal- ja oy imaginaararvjoon (Joon. 42)
ja antud tipid T; ja T», mis vastavalt kompleksarve a; +bii ja az +bai
kujutavad. Selle juures on meil teada, et OUi=a;, T1U; =b(,0U; =ay
ja T2Uz =Dba.

Liitmise reegli pohjal saame antud arvude y

summa : A T
(a; -+ bii) + (az + bai) = (a; + ag) + (b, + by)i. Tn._/%
Et seda summat geomeetriliselt kujutada, | 9 ]
selleks moodame x-teljel OU — OU; + OUgz—ast a: % |
ja tipist U tombame sirgjoone paralleelselt y-teljega. o s,
Sellel sirgel mdddame veel tipist U iilespoole Ay 5 ramg “TS
lﬁike // 4 i ’
UT = US + ST = UjT; + UsT2 =b;s + ba. 0 L}z ) X
Nonda leitud tédpp T ongi antud komplekside
summa kujutus. Joon. 42.

Kergesti on niiha, et kolmnurgad OU,T: ja T:ST on vordsed, et
OT, # TyT ja ka OT1 # ToT ja et kujund OT:TT; on paralleelogramm.

Sellepirast voime iitelda: et geomeetriliselt komplekse liita, selleks
tuleb ehitada antud komplekside moodulite OT; ja OT: peale paralleelogramm
— selle paralleelogrammi tipp, mis nulltéipi vastu seisab, on summa kujutus
ja diagonaal OT, mis seda tippu iihendab nulltépiga, on summa moodul.

2. Lahutamine.

Et lahutamine on iimberpéordud tehe liitmisega, mille juures vihendatav
on lahutatava ja vahe summa, siis on eelmise pOhjal arusaadav, et geomeet-
rilise kompleksarvude lahutamise juures tuleb ehitada paralleelogramm, vottes
vihendatava kompleksi mooduli selle paralleelogrammi diagonaaliks ja lahu-
tatava mooduli iiheks kiiljeks. Viimase korvalseisev ja nulltdpist viljaminev
kiilg on siis otsitava vahe moodul.
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Néeme, et komplekside geomeetriline liitmine ja lahutamine on {ihe-
sugune vektorite liitmise ja lahutamisega, mille juures kompleksi moodul
mingib vektori osa.

3. Korrutamine.

Olgu antud geomeetriliselt téippide Ty ja T: (Joon. 43) niiol kaks komp-
leksarvu r, (cos ¢, 4 isin ¢,) ja r, (cos ¢, | sin ¢,). Et nende korrutist geomeet-
riliselt leida, selleks ehitame iihe antud kompleksi
mooduli, ndit. OT, —r, korvale kolmnurga OAT, y T
nonda, et selle iiks kiilg OA oleks vordne pikkuse
iiksusega, tommatud nulltdpist x-telge mooda. Siis
ehitame teise kompleksi mooduli OT, —r, korvale
kolmnurga OT,T, mis esimese kolmnurgaga sar-
nane, nonda et kiilg OT, vastab kiiljele OA ja OT
kiiljele OT,. Viimase kolmnurga tipp T ongi kor-
rutise r, r,[cos(¢, + ¢,) +1 sin(¢, + #,)] geomeetriline
kujutus.

Sest meie leiame sarnastest kolmnurkadest, 6
et OA:OT,—=OT, : OT, ehk 1:r,—r; : OT, kust
nédeme, et korrutise moodul OT —r, . r,. Joon. 43.

Aga selle tottu, et 3TOT, =T, 0A — ¢, on ka korrutise argument *TOA —
=TOT, + xT,0A =9, 4 ¢,, nagu ta peabki olema.

4. Jagamine.

Meie teades on jagamine i{imberpdérdud tehe vordlemisi korrutamisega,
mille juures jagatav arv on jagaja ja jagatise korrutis. Sellepirast peame komp-
lekside geomeetrilise jagamise puhul, eelmist arvesse vottes, jirgmiselt tali-
tama: ehitame koigepealt jagaja mooduli OT, kdrvale (Joon. 43) kolmnurga
OT,A ndnda, et selle iiks kiilg oleks vordne pikkuse iiksusega ja liiheks libi
nulltépi x-telge mooda; siis ehitame jagatava mooduli OT kérvale kolmnurga
OTT,, mis oleks sarnane kolmnurgaga OT,A ndnda, et kiilg OT vastaks kiiljele
OT, ja OT, kiiljele OA. Leitud tipp T, ongi siis otsitava jagatise geomeetri-
line kujutus. ;

5. Astendamine.

Kui astmeniitaja on positiivne tdisarv (ja seda juhust meie vaatle-
megi siin), siis on aste ise vordsete tegurite korrutis ja tema leidmiseks vdib
antud arvu, korrutades teda iseenesega, tosta jiirjest teisele, kolmandale jne.
astmele, kunni jouame eesmirgini.

Samuti tuleb talitada ka geomeetrilise astendamise puhul.

T Olgu, niiteks, antud kompleksi geomeetriliseks
y . A3 kujutuseks tépp T, (Joon. 44). Ehitades alguses moo-
: duli OT kdrvale kolmnurga OT A, kus OA— 1, ja siis
/ selle kolmnurgaga sarnase kolmnurga OT,T,, nagu kor-
T rutamise juures nduetav, saame tiipi T, niol antud
/ , arvu kasvatise iseenesega, ehk tema teise astme. Kui
veel ehitame OT, korvale kolmnurga OT,T, sarnase
T eelmiste kolmnurkadega, siis saame tiipi T, niol
juba antud kompleksi kolmanda astme.

>X Tootades samuti edasi, voime antud kompleksi

0o o tosta iikskoik missugusele tiisarvulisele astmele.

3
S
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Erijuhused.

1. Kui antud kompleksi moodul r—=1, siis peavad ka tema astmete
moodulid vérduma iihega ja astmete geomeetrilised kujutused on sel puhul
paigutud ringjoonele, mis raadiusega r—1 on joonistud timber nulltipi.

2. Kui moodul r=1 ja iihtlasi argument ¢=2—£, kus n on positiivne

tdisarv, siis on jirjest voetud I®e, II®e, IIId= , ., .. n*¢ astmete kujutused korra-
péirase n — nurga tippudeks, .mille kesktéipp asub nulltipis ja raadius on
vordne iihega.

6. Juurimine.
Juurimise reegli pohjal on

il v ol n Y R
]/r(cos<p+isin=]/r[005(%+k‘nm)4'181n(£+k n )]

Koikide selle juure n viirtuste moodulid on vdrdsed arvuga ]/r, argu-
mendid aga alates argumendiga% kasvavad jirjest nurga —5 vorra. Selle

tottu on nende n juure vidrtuste geomeetrilised kujutused niisuguse korra-
pérase n-nurga tippudeks, mille keskpunkt asub nulltipis ja raadius on VE
Sellepdrast seisab geomeetriline kompleksarvu juurimine niisuguse n-nurga

n 2
ehitamises, mille juures eraldi tuleb leida geomeetriliselt Vr; (I’;; f . See on

aga ainult iiksikutel juhtumistel vgimalik. Kui niiteks n= 2, siis on lihtne
leida J/r, konstruides keskmise geomeefrilise 1 ja r vahel. Samuti on sel

2; Kui aga n—3, siis on just nurga g leidmine iildse

_ geomeetriliselt vdimatu. FErijuhustel aga, niiteks kui ¢ — 0, ehk ¢ — 1800,
- on ka vOimalik leida geomeetriliselt kolmanda astme juur. Seda on iseiiranis
lihtne teha, kui tihtlasi veel r— 1, nagu niisuguste juurte leidmise korral, kui

Ve V=1, V3 ja 1=

§ 30. Ulevaade arvu méisfe ja fema laien-
damise kobia.

Arvumdiste on alguses tekkinud tarvidusest konkreetsete asjade hulka
mddrata. Selle tagajérjel on tuldud - ndndanimetud loomuliku ehk abso-
luutse tdisarvu mdiste juure.

Nagu asjade hulk vdib olla piiramatu suur, nonda on ka tiisarvude
hulk piiramatu ehk, nagu eldakse, 15pmatu, ja ndnda kui asjade hulk seisab
koos iiksikutest asjadest, samuti seisab ka iga arv koos n. n. arvu iiksustest.

Et Iopmatu hulga arvude seas ennast orientida ja nende kohta selget
iilevaadet saada, selleks korraldakse arvu iiksused iihesuurusteks riihmadeks
ja, vaadates viimaste peale kui suuremate iiksuste peale, siinnitakse nendest
samuti uued korgema jirgu rilhmad jne. Arvude korraldus vdib olla mitme-
sugune, selle jérele mitu alama jirgu iiksust siinnitavad jirgmise korgema
liksuse. Selles mdttes on peaaegu terves ilmas maksev n. n. kiimneline ehk
dekaadiline arvu siisteem, mille juures iga kiimme iiksust siinnitavad jargmise
suurema liksuse. See kiimneline arvu siisteem on samuti, kui arva moistegi,
muistsetest aegadest piirit ja peaaegu erandita kdikide rahvaste juures maksev.

g

puhul lihtne leida;’; ja
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Kui kdige lihtsam arvu moiste juba olemas oli, siis tekkis ka tarvidus
arvudega n. n. arvutus-tehteid teha ja iihes sellega ilmus ajajooksul ka tar-
vidus arvu moistet laiendada.

Mis puutub arvutusteheteisse, siis tunneme meie neist seitse,
kui mitte lugeda differentsimist ja inteegrinist, ja nimelt: liitmine, lahutami-
ne, korrutamine,®jagamine, astendamine, juurimine ja logaritmimine.

Nendest on kolm n. n. otsetehet: liitmine, korrutamine ja astendamine ja
neli iimberpoordud tehet: lahutamine, jagamine, juurimine ja logaritmimine.

Otsetehted on loomulikkude arvudega igal juhtumisel libiviidavad, iimber-
poordud tehted ei ole aga seda mitte. Siin vdib sagedasti ette tulla, et
antud loomulikkude arvudega tehet tehes meie ei leia iihtki loomulikku arvu,
mis oleks selle tehte saaduseks. Et ka niisugustel juhtumistel edasi pédseda,
tuleb siin arvu moistet laiendada, oletades, et ka niisugusteks, loomulikkude
arvude mottes vdimatu saadusteks on siiski ka arvud, ja defiinides nende
uute arvude moisted ndonda, et seadused, mis senni tuntud arvude kohta
maksvad olid, ka uute arvude kohta maksvaks jiiksid.

Esimene arvumdiste laiendamine on tarvilik lahutamise juures, sel puhul,
kui vihendatav on vihem lahutatavast. Ja nimelt, kui a < b, siis ei leia
meie iihtki loomulikku arvu, mis rahuldaks kirjutust

a—b=Xx.

Teades aga, et a—a="0 ja lahutades b kaheks liidetavaks, milledest
iiks oleks a ja teine b— a — ¢, nonda et b— a + ¢, vdime kirjutada

a—b=a—(atc)=a—a—c=0—c=—c,
kust nideme, et saaduseks on iseseisev lahutatav arv, mida iseloomustab
tema ees olev mirk . Niisuguseid arvusid nimetakse negatiivseteks, vord-

lemisi senni tuntud arvudega, mida positiivseteks arvudeks nimetakse ja
tarvilisel korral mirgiga - varustakse. 3

Teine arva moiste laiendamise tarvidus ilmub jagamise juures, kui jaga-
mine senni tuntud (positiivsete ja negatiivsete) arvude mdttes vdimatu on.
Siin tuleb arvu mbdistele juure lisada murdarvu mdiste, mille juures senni
tuntud arvud tdisarvudeks hakatakse nimetama.

Kolmas kord tuleb arvu moistet laiendada juurimise puhul, n. n. irratsio-
naalsete arvude moistega. See arvu mbdiste on ka logaritmimise juures tarvi-
lik, sest suurema jao arvude logaritmid on just irratsionaalsed arvud, mis
I6pmatu, knid mitte perioodsete kiimnendmurdude niol esinevad.

Irratsionaalsete murdudega vordlemisi nimetakse koiki teisi murdarvusid
ratsionaalseteks. .

Irratsionaalsete arvude mdiste sissetoomisega ei korvaldu siiski veel koik
takistused, mis juurimise juures voivad ette tulla, nimelt ei leia meie iihtki
ratsionaalset ega irratsionaalset arvu, mis oleks paarisastmeliseks juureks
negatiivsest arvust. Siin tuleb veel neljas kord arvu mbdistet laiendada ja,
nagu teada, saame siin imaginaarsete arvude mdiste, mille puhul kiki senniseid
arvusid reaalseteks nimetakse.

Imaginaararvud siinnitavad sama suure arvude liigi kui reaalsed. Ima-
ginaararvud vdivad samuti kui reaalsedki positiivsed ehk negatiivsed, tiis ehk
murd, ratsionaalsed ehk irratsionaalsed olla.

Reaalse ja imaginaarse arvu summa, nagu teada, annab kompleksarvu,
mis on koige iildisem arvude liik ja iihendab koik senni tuntud liigid.

Korraldades kdik arvud arvu moiste laiendamise pohjal liikidesse, saame
kokkuvdetult jirgmise iilevaatliku pildi arvu liikidest.
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Kdige laiema arvuliigi siinnitavad kompleksarvud. Nendes sisaldub kaks
viihemat kuid iihesuurust liiki, reaalsed ja imaginaarsed arvud. Viimased
jagunevad omakord kaheks iihesuuruseks liigiks positiivseteks ja negatiiv-
seteks. Positiivsed ja negatiivsed arvud harunevad tiis- ja murdarvudeks.
Ja lopuks vOivad murdarvud olla kas ratsionaalsed ehk irratsionaalsed.

Kuues peatiikk.
Voérrandid.

§ 31. Uldméisfed ja laused.
Avaldust

x®-ta;x* ! fax" %4 . . Japxla.=o0

nimetakse n-astme vorrandiks, aga pahemat poolt eraldi vorrandi polii=
noomiks. '

Arv n on positiivne tdisarv ja iihtlasi koige suurem tundmatu arvu x
astmenditaja.

Koeffitsiendid a{, as, ag - - - - - a, voivad olla mistahes reaalsed
arvud ; moned nendest voivad ka vorduda nulliga.

Vorrandi pahemat poolt, kui funktsiooni, mis oleneb arvust x, v&ib
lithidalt mérkida téhega y ehk f(x).

Arvu X niisugust védrtust, mis f(x) nulliks muudab, nimetakse vorrandi
f(x)==0 juureks. Oeldakse, et niisugune arv rahuldab vérrandit.

Vorrand, mille koeffitsiendid on avaldud tihiga, nimetakse tiihtvérran=-
diks ja vorrand, mille koeffitsiendid on avaldud numbritega, nimetakse nums=
bervorrandiks.

1. Lause.
Igal vorrandil on viihemalt iiks reaalne ehk kompleksjuur.
Selle n. n. algebra péhilause peale pGhjenevad jirgmised vorrandite

kohta kiivad laused. Selle lause toendamine nouab pohjalikumaid eeltead-
misi kompleksarvude kohta, sellepiirast peame selle toenduse siin' dra jiitma.

2. Lause. _

Iga vérrandi poliinoom f(x) —=x" | a; X' f{-a,x*2+{ . . . La,
jaguneb ilma iilejiiigita avaldusega x—x;, kus x; tiihendab selle
vorrandi iiht juurt.

Toendus:

Kui antud vorrandi poliinoom on

f(x):xn+a1xn—l_{_azxn—?—{—r. S .—}ran_] X"i"‘an ....... 1)
ja kui x{ on selle vorrandi juureks, siis voime kirjutada: ;

O=x1"ta; X1 1 4asx1® 2. . . . . +8pet X14-8n s - - D)

Lahutades esimese vorduse mdlematest pooltest teise vorduse vastavad pooled,
saame:

£(0) = (7 — X,1) + a5 (0 %, 7 ) aa (Kt —x Bt) L L
R o (x_xl) T M o O TRRL E 3)

V. Piiss, Algebra II. 7
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Saadud vorduse iga sulgudes seisev vahe jaguneb ilma iilejisigita avaldusega
X —xX;; kui nditeks jagame (x™ —x »), siis leiame:
(xn__xln):(x__xl)zxn—l +Xn—2x1+xn-—-3x12+ Wit a0 _|_xX1n—2_|_xln—l_

Sellepdrast peab ka vorduse 3) ja iihtlasi ka vorduse 1) mdlemad pooled jagu-
nema ilma iilejidgita avaldusega x—x; .

3. Lause.

Iga n-astme vérrandi poliinoom laguneb n esimese astme
teguriks.

Olgu antud n-astme vorrandi poliinoom
fx)=x"4-a; x*?! fax2 ... .. +8n-1 X+a, .

Sellel vorrandil peab algebra pdhilause pohjal olema viihemalt tiks juur.
Kui selleks juureks on arv X, siis jaguneb vorrandi poliinoom eelmise lause
pohjal ilma tilejasgita avaldusega x—x; . Jagatisena saame iihe (n—1)-astme

poliinoomi f;(X)=x"—1-{-byx*—2fpyxn—3. . . . . ~+bu—9X+-bu_y, mille tottu
voime antud poliinoomi avaldada jérgmiselt kahe teguri ndol:
f(X) = (x—x1) (x> 1-}-b ARV AL  fba—g)=(x—x1) £; (X).

Vorrandil f;(x)=0 peab omakord pohilause pohjal olema viihemalt iiks
juur. Kui selleks juureks on arv X, siis peab poliinoom f,(x) ilma iilejisigita
jagunema avaldusega X—X,, mille tagajirjel saame jagatisena (n—2)-astme
poliinoomi . )

f2(X)=x""24-c;x23fcoxn—t] . . . . . ~+Cn—sX—~+cas -

Sellepérast voime kirjutada:
f1(x)=(x—=x2) - f2(X) ja f(X)=(x—x1) (x—X2) f2 ().

Poliinoom f,(x) jaguneb omakord avaldusega X—Xg3, kus x3 on vor-
randi f,(x)=0 juureks, mille tagajirjel saame juba (n—3)-astme poliinoomi.
To6tades samuti edasi jouame 15puks esimese astme avalduseni fo—1(X)=x-}k,
mida vdime ka avaldada jirgmiselt fa—1(X)=X—xn, kus X, tihendab esimese
astme vorrandi f,—i(x)=0 juurt. Antud poliinoomi f(x) vdime selle harutuse
pohjal avaldada jérgmiselt n teguri korrutise niiol:

f(X)=(X—X1)(X—-X2)(X—X3) LA GBI b S €
Tegurid (x—X1), (X—x32),(x—X3) - - - - - nimetakse Jjuurteguriteks.
4. Lause.
Igal n-astme vérrandil on n ja ainult n juurt:
Téendus.
Iga n-astme vOrrandi
X" ta1Xttasx" 24 . . . fa,=0
voime eelmise lause pohjal jirgmiselt avaldada:
(x—x1) (x—x3) - - . (X—Xq)=0.
See vorrand rahuldakse, kui iiks pahemal pool asuvatest teguritest nul-
liks muutub, ja see siinnib siis, kui X=X, ehk X=x, - - . . ehk x=x,.Et aga
niisuguseid tegurid on n, siis on selge, et on vihemalt n arvu x;,x, - - - X,

mis on meie vorrandi juurteks.
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Kui oletame, et peale nende n juurte veel iiks arv « léidub, mis isesugune
on, kuid siiski seda vorrandit rahuldab, siis peaks meie voima kirjutada, et

(a-——X1)(a——X2) Ll (a——'xn) =000

See vordus on aga voimatu, sellepérast et pahemal pool iikski tegur ei
vordu nulliga, mille tottu pahem pool ise ka ei voi null olla. T#éhendab o ei
ole meie vorrandi juureks ja meie vorrandil on ainult n juurt.

5. Lause.

Korraldud n astme vérrandi juures on:

1) koeffitsient a; kéikide juurte summa, véetud vastupidise
miirgiga;

2) koeffitsient a, on kdikidest juurtest kahe-kaupa kombiini-
tud korrutiste summa;s

8) koeffitsient az on kéikidest juurtest kolme-kaupa kombii-
nitud korrutiste summa, véetud vastupidise miirgiga j. n. e. ja
16puks vaba liige on kdikide juurte kasvatis kas oma ehk vastu-
pidise miirgiga, selle jiirele, kas n on paaris- ehk paaritu arv.

Toendus.
Avaldades antud n -astme vorrandi .
x"tax*I4a,x2+4 . . . . 4a,=0
juurtegurite ldbi, saame:
(x—x1)(E—X2)(x—x3) - + : (x—x,)=0.

Avades sulud ja korraldades liikmed tundmatu arvu x-astmete jérele,

leiame :
X"-—'(X1+X2—}—X3+' . '+Xn)xn_1+(X1X2+X1X3+' i
e X XpFXeXs+ ¢ ¢ - FXp1Xa)XP2—(X 1 X2 X3} X Xe X4t - - -
v oo s XaXeXn+ ¢ ¢ ¢ FXn—9Xn1Xa )XPPH(—1)"X1X2X3 + + - Xp=0.

Vorreldes saadud kirjutuse koeffitsiente antud vorrandi vastavate koeffit-
sientidega leiame, et:

81=——(X\+x2+x3’+" . '+xn)
8 = (X1 X2+ X1X3} + * + +Xo-1Xn)

ag=—(X1X2X3FX1XoXs+ + + +Xo—2 Xo—1 Xn)

an"=(—1)nX|X2X3 ..... 5
ja seda oligi vaja n#idata.

Jirelduslaused.

6. Kui vorrandil puudub (n—1)-astme liige, siis on vérrandi
juurte summa null. A

7. Kui vorrandil puudub vaba liige, siis on viihemalt iiks juur-
test null.

8. Lause.

Kui vérrandil

f(x)=x"|a;x*1}ax*2} . - - {a,=—0,

mille kdik koeffitsiendid on reaalsed, iiheks juureks on kompleks
a--bi, siis on temal veel teine kompleksjuur a—bi.

™
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Téendus.

Kui paneme antud juure a-{-bi tundmatu arvu x asemele, siis muutub
vorrandi pahem pool komplekssuuruseks, ja me voime saaduse iildse avaldada

jargmiselt:
A+ Bi=0.
Aga § 24. lause 1. pohjal on siis korraga
A=0 ja B=0.
ja sellepdrast peab olema ka
/ A—Bi=0.

Viimase avalduse vdiks me saada, kui antud vdrrandisse tundmatu x
asemele paneme kompleksi a—bi. Sellepirast peab ka a—bi olema meie vor-
randi juureks. Lause 8. voime vormuulida ka jirgmiselt:

reaalsete koeffitsientidega vérrandi juures véivad kompleks-

juured ette tulla ainult paarikaupa ja nimelt kaaskompleksi-
dena.

Mérkus. Edespidi me riiigime ainult vorranditest, mille koeffitsiendid on
reaalsed, ilma et me seda igal .liksikul juhtumisel toonitame.

Jirelduslaused.

9. Paarjtuastmelisel vérrandil on viihemalt iiks ehk paaritu
arv reaalseid juuri.

10. Paarisastmelisel vorrandil, millel iildse reaalsed juured
ette tulevad, on neid paarisarv.

11. Lause.
Kui vorrandi
x"tax™1lax2,L . . . . la,—0

kdik koeffitsiendid on reaalsed tiiisarvud, siis ei voi niisuguse vor-
randi juurteks olla ratsionaalsed murrud.

Toendus.

Toenduseks oletame vastupidi sellega, mis vaja tdendada: nimelt olgu
tiisarvuliste koeffitsientidega vorrandi x»—-a xn-1-}-asxn—2| . . ~+an—0 iiheks

juureks koondumatu ratsionaalne murd P Siis peab see murd meie vorrandit
] q P

rahuldama, kui paneme tema tundmatu arvu asemele; ja meie voime kirjutada:

pn pn—l pn—2
qn taigita aoste

Kui niitid korrutame viimases vorduses iga liiget arvuga q"-' ja viime
koik liilkmed, peale esimese, pahemalt paremale poole, siis saame:

v +an sor 0.

n
%z_-__alpn—l_azpn—Zq_ R, ___anqn—l.
Selle vorduse pahem pool on koondumatu murd, aga parem pool on
kindlasti tdisarv, sest samuti kui koeffitsiendid a, 8, ... as; nonda: ka

arvud p ja q on tdisarvud.
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Et aga koondumatu murd ei vdi olla vordne tiisarvuga, siis on see
vordus vdimatu, ja see vdimatu vordus on tekkinud selle tottu, et meie
alguses tegime vale oletuse. : :

Sellepirast voime ka iitelda :

Tiisarvuliste koeffitsientidega vdrrandi reaalseteks juurteks
voivad olla kas tidisarvud ehk irratsionaalsed murrud.

§ 32. Numbervorrandife lafendamine.

1. Ratsionaalsete juurte leidmine.

Eelmise paragrahvi lause 11. pdhjal voivad tdisarvuliste koeffitsientidega
vorrandi ratsionaalseteks juurteks olla ainult tdisarvud. Et aga lause 5. pohjal
vorrandi vaba liige on koikide juurte korrutis, siis on selge, et tiisarvulised
juured peavad sisalduma vorrandi vaba liilkmes teguritena. Sellepérast leiame
vorrandi tdisarvulised juured, kui lahutame algteguriteks vaba liilkme ja kat-
sume, missugune algteguritest ehk nendest kombiinitud korrutistest rahuldab
antud vorrandit. Selleks peame iga algteguri ja nendest kombiinitud korru-
tise votma posiliivse ja negatiivse suurusena ja vorrandisse panema otsitava
suuruse asemele. Kui leiame niisugusel teel iihe juure, siis vOime jérgmised
juured leida lihtsamast vOrrandist. Sest jagades antud vorrandi poliinoomi
juurteguriga, saame eelmise paragrahvi lause 2. ja 3. pohjal ithe vorra
madalama-astmelise vorrandi. Kui saadud vorrandist leiame teise juure, siis
voime uuesti vorrandi astet alandada iihe vorra, et uuest veel lihtsamast
vorrandist leida jirgmise juure j. n. e.

Niiteks

olgu antud vorrand:
' x4 — 2x8 — 25x2 |- 26x -}- 120 = 0.

Kui lahutame vaba liikme teguriteks, siis oleks vaja jdrele katsuda,
kas moni jargmistest arvudest :
+1,+2,+8,+4,+5,+6,+8,110,£12,* 15,
+ 20, £ 24, + 30, * 40, £ 60, £ 120
on meie vorrandi juureks. ;
Leiame, et kdige pealt on antud vorrandi juureks arv —2.

Niitid jagame antud vorrandi poliinoomi juurteguriga X2, mille taga-
jarjel saame uue vorrandi:

X3 —4x2 —17x — 60 = 0.

Katsudes leiame, et selle vorrandi juureks on arv 3. Kui niiiid jagame
selle vorrandi poliinoomi tema juurteguriga X — 3, siis saame teise astme

vorrandi:
x2—Xx—20=0,

mille juurteks on arvatud — 4 ja 5.
Nonda on siis antud vorrandi juurteks:

Xy =—2, Xo=23, X3=—4 ja X4y =05.
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Ulesanded.

Leida jirgmiste vorrandite juured.

123, a) x3—7x—6=—0 b) x3 —5x2 — 34x } 80 =0

) X3-2x2 —34x }- 168 =0 d) x84 7x2—40x — 100 =0

e) x3—6x2—9x-+54=0 f) x3-6x2413x +10=0

g) x3— 11x2 | 35x — 49 — 0 h) x3- 4x2 -+ 25% 100 — 0
124. a) x4 — 7x8 4 5x2 | 81x — 30 — 0

b) X4 — 4x3 — 35X2 -+ 78x - 360 —0

€) X4 — 7x3 — 64x2 | 220x 1 1200 — 0

d) x4 3x5 — 31x2 — 198x — 90 — 0

e) xt — x8 — 6x2 1 14x — 12 — 0

f) x4 — 24x3 | 136x — 273 — 0

g) x5 —23x¢ | 171x3 — 373x2 — 580X -+ 2100 — 0
h) x5 — 7x4 — 55x3 | 343x%* | 76x — 1512 — 0

i) X5 — x4 — 20%3 — 3141x — 9639 — 0

k) X5 — Hx4 — 63x3 -+ 23x* + 680X + 3900 — 0.

Seada kokku vorrandid, mille juurteks on jirgmised suurused.

128. a) 1,3 —5 b) —1,2 8
) 2, —~a, .9 d) 8, —5, 10
e) b5, 2i, — 2i 4 240 24
g2 4+il3 4—il3 h) 8,,—5, 7,10
i) 4, ~48, <7,119 k) —5, 7, 3+2i, 3—2i

)2+38i, 2—3i, 1+iV3, 1—il3 m) —2, 8, —7, —9, 15,

2. TIrratsionaalsete juurte leidmine.

Vorrandi irratsionaalsete juurte leidmist voimaldab jirgmine lause:

12. Kui vorrandi f(x) =0 poliinoom kui funktsioon y=1(x)
on niisugune, et argumendi viifirtuste x — a ja x—=Db juures ta omab
vastupidiste miirkidega viifirtused (kas f(@a)>0 ja f(b)< 0 ehk

f(@) <0 ja f(b) >0), siis asub argumendi vahemikus a <x < b {iks
‘ehk paaritu arv juuri.



103

Téoendus:

Seda lauset on lihtne tdendada graafiliselt. Olgu OC = a, aga OD =b
(Joon. 45). Kui niiiid f(a) <0, aga f(b)> 0, siis asub funktsiooni vidrtuse
f(a) kuju tipp A all pool, aga f(b) kuju-
tapp iilal pool x-telge. Et meie funkt-
siooni f(x) kujutuseks peab olema pidev A
koverjoon, siis on selge, et see kdver vi-
hemalt iiks kord (tépis E), ehk kui roh-
kem, siis paaritu arv kordasid 1dikab
x-telge. Et aga abstsissi iga véirtus,
mille juures vorrandi poliinoomi kujutus
16ikab Xx-telge, on vdrrandi juureks, siis G5
peab vorrandil vahemikus a <x<b ole-
ma vihemalt iiks ehk paaritu arv juuri.

Kui meil eraldi on tegemist niisu-
guse vorrandiga f(x) =0, mille koeffit-
siendid on tiisarvud ja mille poliinoomi Joon. 45.
viadrtused argumendi kahe korvu seisva :
tdisarvulise vidrtuse juures a ja a+1 saavad vastupidiste mirkidega [kas
f(a)>0 ja f(a+1)<0 ehk f(a)<0 ja f(a+1)>0], siis peab antud vorrandil
olema vihemalt iiks irratsionaalne juur arvude a ja a+1 vahel. Sest tdis-
arvuliste koeffitsientidega vorrandi juurteks vdivad olla kas tdisarvud ehk
irratsionaalsed murrud, et aga juur peab asuma kahe iiksteisele jirgneva
tiisarva vahel, siis v0ib ta ollg ainult irratsionaalne.

Eelmise pdhjal on vdimalik médrata vorrandi irratsionaalsed juured.

Niiteks
olgu antud vorrand

f(x) =x¢t+2x —4=0.
f(41)=—1 ja #({42)=--16,

kust selgub, et iiks irratsionaalne juur asub -1 ja -2 vahel. Kui nimetame
selle juure vé#rtust x; libi, siis vOime Kirjutada:

Proovides leiame

+1<x,<+42. ;
Et juure x, viiirtust ligemalt leida, selleks jagame -1 ja ~+2 vahe
ktimneks ja katsume arvusid 1,1; 8 v B 4 L 1,9 jérele, neid vorrandisse

otsitava suuruse asemele pannes.
Niisugusel teel leiame, et

f(1,1) = — 0,3359 ja £(1,2)— -} 0,4736.

Sellepérast peab juur x, asuma 1,1 ja 1,2 vahel.

Kui votame ligikaudu x,~1,1 ehk x,~1,2, siis teeme vea vihema kui
ks kiimnendik. Tahame aga x, vidrtust tdpsemalt leida, siis t6Gtame samuti
edasi. Jagame 1,1 ja 1,2 vahe kiimneks ja proovime arvusid 1,11;1,12: 1,13 ..
.. 1,19. Niimoodi leiame, et

£(1,14) = —0,0310, aga f(1,15) =+ 0,0490,

mille tottu juur x, peab asuma 1,14 ja 1,15 vahel. Sellepédrast kui votame
ligikaudu x,~1,14 ehk x,~1,15, siis teeme vea, mis viihem on kui 0,01.

Kui nondaviisi edasi totame, siis voime juure x, védrtuse leida nii suure
tipsusega kui soovime. Niisugune juure vadrtusele liginemine votab aga
palju t66d ja aega. Sellepdrast harutame libi metoodid, mis voimaldavad
vorrandi irratsionaalse juure leidmist kergema vaevaga.
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A. Regula falsi.
- ‘Olgu antud vorrand

HE==3" - a xo4-L g a0 2 G il g
ja olgu a ja b kaks niisugust {iksteise ligiduses asuvat arvu, et f(a) ja f(b)

saavad vastupidiste mirkidega, niiteks f(a)<0, aga f(b)>0. Siis asub arvude
a ja b vahel vihemalt iiks vorrandi juur x;; nimelt, kui_ a<b, siis

a<xi<hi

Et selle juure vidrtust tipsemalt leida, selleks kujutame graafiliselt
funktsiooni vi#irtused f(a) ja f(b). Kui OD=4a (Joon. 46) ja OE =0, siis
3 vbime f(a) kujutada joonldigu AD ja f(b) 16igu

BE lébi. Funktsiooni f(x) kujutuseks vahemikus
a<x, <b oleks siis mingisugune kdverjoone kaar
AFB ja otsitava juure kujutuseks joonldik OF. Kui
aga 16ik ED=b—a on kiillalt viikene suurus,
siis voime tommata sirge AB, mis lsikab x-telge
tapis C ja votta otsitava juure ligikaudseks véir-
tuseks 16igu OC=a. Selle I16igu OC viirtuse
leiame, kui silmas peame, et kolmnurgad ACD ja

BCE on sarnased, mille tottu voime kirjutada pro-
portsiooni:

DA~ EB

Et aga CD=0C—O0D=¢—a, DA— f(a),y EC=0E—O0C=b—a« ja EB=1(b),
siis vdime eelmise proportsiooni avaldada veel jargmiselt

c—a b—g¢
fa) — f(b) |
kust leiame «:
o =2t +-bi(@) *
f@+ f(b)
Selle valemi pdhjal leiamegi vorrandi tdpsema juure.
Niiteks
on meil vorrandi f(x)=x*4-2x—4-—0 kohta proovides leitud, et
£(1,14) =—0,031 ja £(1,15) = 0,049.
Sellepiirast voime eelmise valemi pohjal kirjutada:

o L14 - 00491115 - 0,031 0,09151

0,031+0,049  ~— qp8 L1438

‘ B. Newtoni liginemise metood.
Olgu proovides leitud vorrandi

f(x)=x"tax ~!4a,x—24 . . . . . +a, =0

*) Selles valemis tuleb tarvitada a, b, f(a) ja f(b) absoluutseid viiéirtusi, mille tdttu leiame
ka a absoluutse viiiirtuse.

-
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irratsionaalse juure x, ligikaudne vidrtus ¢ ja meil oleks vaja selle juure
viiirtust tipsemalt médrata. Kui juure x, ja tema ligikaudse véirtuse vahe
on h, ndnda et x, — ¢ =h ehk x, = & -} h, siis peab « --h rahuldama antud

vorrandit, mille tGttu:
(@+hr+a, (e+hpt4a(ef+h)r24....4a, =0.
Kui h on kiillalt viikene suurus, niiteks vdhem kui 0,01, siis vGime

leida ligikaudse h vid#rtuse, avades selles vorduses sulud ja jattes dra koik
liikkmed, kus h on korgemal astmel, kui esimesel.

Tehes seda saame koige pealt :
a®*+ne*—'h+a,a* '+ (n—1)a, a®2h+a; a2+ (n—2)az a®3h+.... +a, <0,
ehk h[na* '+ @m—1)a, ¢*24+m—2aa*34....]~
~—[c*+a, a*'taga®™24 ... .. ~+an ]

ot R B g et RSy

h~— — Ll LT )
na™' +(n—1)a, ™2 +(n—2)az a3+ ...

Selle valemi meelespidamiseks juhime tdhelpanu selle peale, et paremal
pool asuva murru lugeja on antud vorrandi poliinoomi kui funktsiooni véirtus
argumendi vidrtuse X-—« juures ja nimetaja on selle funktsiooni tule-
tise vidrtus sama argumendi vidrtuse juures. Sellepidrast voime selle va-
lemi kirjutada lihtsamal kujul jargmiselt :

h~— i.(e) .
f ()
See valem vGimaldab meil leida h ligikaudse véidrtuse. Kui leitud h
védrtuse liidame katse teel leitud juure vidrtusega «, siis saame uue tépsema
juure vidrtuse: '
R a,=a-}h,

Kui vaja on juure véirtust veel tipsemalt médrata, siis talitame juure
uue vidrtusega «, samuti, kui tegime viiértusega «.

Niiiteks
votame jille vorrandi f (x)=x*+2x—4 =0, mille ligikaudse juure « = 1,14
leidsime proovides. Pannes selle viiéirtuse vorrandisse ja tema tuletisse, leiame

£(1,14) = (1,14)* +2.1,14 — 4 — — 0,0310
ja  (1,14)=4 (1,14 +2 = 17,926.

Sellepérast h — — f(1,14) _ 0,0310
' (1,14) 7,926

ja lopuks

= 0,00389

ja tépsem juure véirtus
a, =« +h=1,14 4 0,00389 = 1,14389.

Ulesanded.

Leida jérgmiste vorrandite reaalsed juured kolme kiimnend-mirgi
tdpsusega.
126. a) x*}+3x—6=0 b) x*+5x—16=0
¢) xX* —2x--10=0 d) x*—-3x—16=0
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f) x*43x2—2x —12—0 g x*4-5x—12x—1=0

h) x5 —6x—10=0 ) —x—2—0

k) xX5—3x—19=0 e) X* —7x3 4 9x 6 =0
127. a) x=9 logx b) x+logx=5

¢) x—~logx =10 gy =P G

e) (x+2)=5 f) x|} 3==11

g) CoOSX=—x h) cosx=ix

§ 33. KoImanda asfme vorrandid.
A. Uldised omadused.

Kolmanda astme vorrandi iildine kuju on:

x*+ax?+bx-c=0.
Kolmanda astme vorrandi omadused saame, tehes jareldused iildistest
vorrandite kohta toestatud lausetest. Nonda voime titelda : ;

1. Kui vorrandi x®| ax? |- bx - ¢ — 0 fiheks juureks onix,, siis

peab selle vorrandi poliinoom ilma ililejiifigita jagunema avaldu-
Sega X - XI.

2. Kolmanda astme vorrandi x®-|-ax?-|bx-}c=0 poliinoom
laguneb kolmeks teguiriks:
x*tax®+bxfe=(x—x) x—x2) (x—x3)=0, kus x;, X; ja x;
on selle vorrandi juurteks.

3. Kolmanda astme vérrandil on ikka kolm Ja ainult kolm
juurt.

4. Kui kolmanda astme vorrandi x° +ax’ - bx -} ¢ =0 juurteks
on X, X ja x5, siis on
1) — 1 +x:+x3)—a,
2)x.x+xX.X3+XXs—h ja
3)-— XieX3eX3=0Cs
Selle lause pdhjal on vdimalik antud juurte teadmisega moodustada
kolmanda astme véorrand.

5. Kolmanda astme vorrandil, mille koeffitsiendid on reaal-
sed, on ikka iiks juur reaalne, teised kaks juurt aga on kas mao-
lemad reaalsed ehk kaaskompleksid.

6. Kui kolmanda astme véorrandi koeffitsient a — 0, siis on
kdikide juurte summa null, kui aga koeffitsient ¢ — 0, siis on vii-
hemalt iiks juurtest null. o

Toetades nende lausete peale vdime kolmanda astme nnmbervorrandi
juured leida talitades ndnda, kui eelpool iildiselt juhatud.

B. Cardani valem.

Kolmanda astme vorrandi juuri voib avaldada vorrandi koeffitsientide
lébi kindla valemi pGhjal sarnaselt, kui seda on voimalik teha teise astme
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vorrandi juures. Et niisugust valemit leida, selleks niiitame enne, et iildine
kolmanda astme vorrand

X%+ axt by o =0 0 s S A S e 1)
muutub lihtsamaks, kui otsitava suuruse x asemele uue otsitava suuruse y

- vorrandisse toome jérgmise tingimuse pohjal:

a

" Selleks otstarbeks kirjutame :
a\? a\? a
g AL bly— -)J+ec=0.
b ) b o)t [ o
Avades sulud selles vorduses saame: :
S L L SR
Koondades ja kogudes sarnased lilkmed saame edasi:
, a’ 2a® ba N
'+ (=3 )Y+('27— 3 +°) e

Kui niiiid veel tihendame lihtsamalt:

a’ Y e
b_3 ——A]a 27_3‘+C—B,
siis saame antud vOrrandi 1) asemele 1Gpulikult lihtsama vorrandi:
y“+Ay+B=O .............. Rk R 3)

Niisugust vorrandi libtsustamist nimetakse taandamiseks.
Kui taandatava vorrandi koeffitsient a ei jagune kolmega, siis tuleb tingi-
muse 2) asemel tarvitada jirgmist:

et taandatud vorrandi koeffitsiendid "saaksid tdisarvud.

Et iga iildine kolmanda astme vorrand taandub lihtsamaks, siis vOime,
iildiselt harutades, tegemist teha lihtsama — taandatud vorrandiga.

Kui ni#iteks taandatud vorrandi juured y,, y, ja y, leiame, siis saame
antud vorrandi juured x,, X, ja x, juba vorduste 2) ehk 4 pohjal.

Selleks, et vorrandi

¥4 Ay-hB=0

juuri médrata koeffitsientide A ja B ldbi, oletame, et otsitav. juur on kahe
tundmatu arvu summa: :

Selle tottu voime kirjutada:
y* = (p+)* =p*+ a’+ 3pq (pa)

y'—3pq(pt+aq — (p'+a°) =0,

ehk
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ja vottes veel arvesse vorduse 5)

y*—3pqy — (p*+q*)=0- : - - . . . .. ... 8)

Et saadud vorrand 6) samane peab olema antud vorrandiga, siis peavad
nende vorrandite vastavad koeffitsiendid vordsed olema, mille tottu saame

- kaks uut vorrandit otsitavate suurustega p ja q

—3pg=A ja —(p°+q°)=B
ehk

A ‘

Nendest kahest vorrandist on vdimalik p ja q leida. Selleks tdostame
kdige pealt esimese vorrandi mdlemad pooled kuupi ja korrutame neljaga,
aga teise vOrrandi molemad pooled tdstame ruutu. Selle tagajirjel voime
kirjutada :

3
Yy’ — ~4(-§) ja p’+ 2p3qd + qf = B2

Kui lahutame niilid viimase vOrduse mdlematest pooltest. eelviimase
vastavad pooled, siis saame :

3
aloaded i e A 4({%)
ehk
A\3
(¢ — a2 = B2 44 ()

g, Qi Vﬁ::(i;i)g

Liites ja lahutades selle vorrandi mdlemad pooled teise vorrandi 7) vas-
tavatest pooltest, saame ;

ohk veel

s R et
2pi—=—B+ B2+4(3) j32q3=—B+I/B2+4(3)

e B R

kust leiame:

o R [P 2 (T

sellepédrast voime vordnse 5) pdhjal kirjutada:

ehk

3 oy 3 B S ——
B ,1//(BR . (A} B (B\2 (A3
RO R R
Siin on ruutjuurte ees voetud ainult iilemised mirgid, sest kui nende
asemele votta alumised, siis pahema poole viirtus ei muutu.
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See valem seobki taandatud kolmanda astme vorrandi juuri vorrandi
koeffitsientidega. See valem nimetakse Itaalia arvuteadlase Cardano jarele
Cardan’i valemiks.

Tahendades Cardani valemis ettetulevate kolmanda astme juurte reaal-
seid vadrtusi liihidalt u ja v libi, saame suurustele p ja q kummagile kolm
jargmist védrtust:

pr=u _ q1,=Y,

p2=g~(—1+ivg) q?:‘%(_l"*'ivg)’

Kui me kombiiniks iga fiksikut p vé#rtust iga iiksiku .q védrtusega
kahe liikme summaks, siis me saaks {ildse 9 isesugust summat. Iga niisugune
summa ei oleks aga mitte meie vorrandi juureks. Sest kui silmas peame tin-

A

gimustest 7) esimese: pq = — 37 siis peab p ja q korrutis olema reaalne, et

rahulduks meie vorrand, ja selle tagajirjel leiame vdrrandile ainult kolm ise-
sugust juurt :

¥ = P g uobwy

LAl AW ST 1
Y2 =Pzt Qs D) = 5 1V3,
e o WEN AW G
s=ps +tq = ST ey V 3.

Nditus.
Leida kolmanda astme vorrandi

x8+12x2+69x ~ 194 =0
juured.

Pannes asemele x =y — 4, saame taandatud vorrandi:
y2+ 21y—342=0.
Cardani valemi pohjal on

3 i - —_— . 3_ FIIUSESEOULS A SRRSO T NORENEY eI
P=Vir1 +)172 78 18 4= |11 —J1712 + 33,
ja siit leiame « =17 ja g=—1.
Sellepirast on: ;
y. =6,y. ——3+4i)3 ja y, =—8—-14i}3,
aga ¥ i
X) =y1 —4=2 Xp=ys —4=—T+i4V3 ja xs=ys—4——7—i413.

Harjutused.
128. a) x3—27x—54=0 b) x3 — 75 x + 250 =0
¢)'x3—147x 4686 =0 d) x3—432x — 3456 — 0
e) x3+6x2—63x—392=0 f) x83—9x2+156x+7=0
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129. a) x3}+24x—56=0 b) X3 —6x—9=0
c) x3—12x—65=0 d) x3—18x—35—0
e) x3+9x2+36x+80=0 f) x3—12x2—48x+ 8960
g) x3+x+520=0 h) x3—41x+184=0
i) x3—x+6=0 k) x83—7x+36=0
| ) x3—3x2+49x +53=0 . mx3—2x2+10x+66=0
130. a) x3+4x+7=0 b) x2—9x—20=0
¢) x3—T7x—10=0 d) x83+3x—11=0
e) x3+3x2+9x—T7=0 - f) x3—3x2—13x —14=0
g) x3—6x2+11x+7=0 h) x3+7x2—3x+12=0
‘[ 131. a) sin3x +sinx =1 b) cos3x+cos2x:;
c) cos3 x +2 cos x =; d) cosx. coszx=i

C. Cardani valemi analiiiisimine,
Cardani valemi

[ 3 3

) RIS IR By e S Zema men e <94 > P - .-

i e B B g PR - B)2 A)3

| < V—"2+V(2)+(2) " V 2 V(2 +(3

| labi arvutatud kolmanda astme vorrandi juurte iseloom oleneb ruutjuurte all

2 3
seisva suuruse (g) +(g) n. n. vorrandi diskriminandi vi#rtusest.

: Selles mottes tuleb kolm isesugust juhust libi harutada.

i
{ 1. Diskriminant on positiivne:

Q B\ A\3

See tingimine on tiidetud ikka, kui A>0. Kui aga A < 0, siis peab veel

(&) > (5

1 Sel puhul on Cardani valemis ettetuleva ruutjuure viirtus ja kolmanda

! astme juure all seisvad suurused reaalsed. Sellepérast kui nimetame kol-

' : manda astme juurte reaalseid viadrtusi u ja v lébi, siis saame sel puhul jirg-
mised vorrandi juured:

B X =——}—l;—v+ug?iv3 ja sz—u;—Y—u*;ViV:% ’

milledest iiks on reaalne, aga teised kaks on kaaskompleksid.
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2. Diskriminant on vordne nulliga:

TR

See juhus on vGimalik ainult siis, kui A <0 ja korraga

B)\2 A\3
[(2) ]_[(3) J
: Sel puhul on ruutjuure véértus null ja molemate kolmanda astme juurte
|  véidrtused on vordsed: u =v. Sellepiirast on vorrandi juurteks:

| X,=2u, Xg—=—1u, Xg=—u,
koik kolm reaalsed ja kaks viimast koguni vordsed.

3. Diskriminant on negatiivne :

TR

Siin peab ikka olema A‘<O ja korraga

[ 1<l]T

Sel pubulj saavad molemate Cardani valemis ettetulevate kolmanda
astme juurte koik viidrtused kompleks-suurused, mille tottu paistab, nagu
kolmanda astme vorrandil sel puhul reaalseid juuri ei olegi. Sellepérast
nimetakse see juhus juba endisest ajast ,casus irreducibilis* — taandamatu
juhus. Me aga niitame kohe, et just sel puhul on vorrandil kdik kolm juurt
reaalsed.

D. Casus irreducibilis.

Saagu antud kolmanda astme vorrandi x3—Ax+B-—0 lahendamisel
Cardani valemis
3

3 S e a————
s B B\2 (A)3 B V(B)é (A)3
vl i W Y
[ e i [
2 .y .
diskriminant (B) — (é) <0 selle tdttu, et [(B) ]< [(A) ]
ol —\3 2 3
Sellepirast voime sel puhul Cardani valemi ka jirgmiselt kirjutada:
3

A S

kus niitid ruutjuurte viirtused on juba reaalsed. '
Et p ja q vidrtusi leida, selleks peame kolmanda astme juurte all asu-
vatele kompleksarvudele andma trigonomeetrilise ilme. Selleks leiame:

pe= ]/.(1;)2+ (13\)3;_ (1;)2 o V(‘;f ' 00BH = _g V(i)E’ mi.lle tottu:

R R R R T TR Rk MR ALl o RGN vt e
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g e

Nimetades jélle p ja q tiksikuid vé#rtusi u,, u,, u, ja e Wi, Ve bl
voime kirjutada:

(cos 3 ~+1isin )

wi:> wl B>

[cos g0-}—120" + i sin (3 -+ 120° )] ;

i ‘;‘[cos %+4-240°) +isin (“’+240°)]
ol LR N

Wi =3 3(0083 lsm)

V2=- ‘;[cos ((p—{—120 —1s1n( -}—1200)],

v,— | ‘;[cos( -+ 240°) —isin (§+240°)].

Kui silmas peame tingimust pq = —g , siis saame kolm jérgmist juure

véaartust antud vorrandile :

A Z
Xi =y + vy =2 = COS
1 1 1 V3 3,

Xp=1Up+ V3 =2 ~Acos +120° =.—9 A cos: 60°——¢ /
3 3 3
X3ZU3+V3=21/§ cos( +240°>:_2‘/~§cos(600+_:).

Mérkus:

Kui B on pos1tuvne, siis on cos ¢ negatuvne, ja sellepdrast ¢ ise niiri
on aga B negatiivne, siis on cos ¢ positiivne ja nurk o terav.

Harjutused.
132. a) * —13x 112—0 b) x* — 28x — 48— 6
¢) xX3—52x —96=0 d) x}—T76x —240 =0
e) x* -3x2 — 76x +132—0 f) x> 4 9x2 —34x — 336 =0
g) x3—12x2} 41x—30=0 h) x* +6x?>—37x430=10
i) x? |- 3x? —37x + 36 =0 k) X} —6x% +Tx—2=0
) x349x2—2x 101 =0 m) x*4+6x2 —2x —4=0
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Ajaloost.

Kolmanda astme vorrandi aritmeetilise lahenduse leidis Itaalia arvutead-
lane Scipione del Ferro, kes Bologna linnas professoriks oli (1496—1526).
Tema leitud valemi avaldas itaallane Cardano 1545. aastal, kelle jirele see
valem ka on nimetud. Pérast leidis itaallane Ferrari aritmeetilise lahenduse
neljanda astmeliste vorrandite jaoks. Koik edaspidised katsed ka korgema,
kui neljanda, astmeliste vorranditele aritmeetilist lahendust leida ei dnnesta-
nud. Nende katsete juures aga leiti palju tihtsaid vorrandite omadusi.
Norra arvuteadlane Abel 15petas 1826. aastal niisugused katsed ja otsimised
toendades, et kdrgema, kui neljanda, astmelistel vorranditel aritmeetilist lahen-
dust olla ei voigi.

§ 34. Ulesanded kolmanda asfme vérran-
dife kobrfa.

133. Loomulikus arvreas on kaks iiksteisele jirgnevat arvu, mille kuu-
pide summa on 341. Leida need arvud.

134. Kolmekohalise arvu numbrite summa on 14, numbrite korrutis annab
64, aga kahe viimase numbri timberpaigutamisega saame arvu, mille
vadrtus on endise arvu vidrtusest 36 vorra vihem. Leida see arv.

7 {

135. Kolme arvu summa on 4, imberposrdud arvude summa on 15 ja

nende ruutude summa on 27235 Leida need arvud.

136. Kuupvdrrandi juured paarikaupa korrutatult annavad arvud 6, 10 ja
15. Leida selle vorrandi juured.

137. Kuupvorrandi juurte summa on null, kahekaupa vdetud korrutiste
summa on —19 ja juurte korrutis on 30. Leida selle vorrandi juured.

138. Kolme arvu summa on 16, kahekaupa vdetud korrutiste summa on
68 ja koikide arvude korrutis on 80. Leida need arvud.

139. Kuupvérrandi juurte summa on 12, nende ruutude summa on 50 ja
kuupide summa on 216. Moodustada see kuupvdrrand ja leida tema
juured.

140. Neli arvu siinnitavad aritmeetilise rea, mille vahe on 2; kolmekaupa
voetud korrutiste summa nendest arvudest on 390. Leida need arvud.

141. Loomulikus arvreas on neli iiksteisele jirgnevat niisugust arvu, et kolme
esimese arvu kuupide summa on vordne neljanda arvu kuubiga. Leida
need arvud.

142. Geomeetrilise rea esimene liige on 2, teise ja neljanda liilkme summa
on 260. Leida see rida.

143. Neljaliikmelise geomeetrilise rea viimane liige on 192, kdige nelja liilkme
summa on 255. Leida see rida.

144. Geomeetrilise rea esimese ja kolmanda liikme summa on 15, neljanda
ja teise liikme vahe on 18. Leida see rida.

145. Tiisnurkse kolmnurga pind on 45 sm.2; tdisnurga tipust kolmnurga
hiipotenuusile tdmmatud korgus I6ikab hiipotenuusilt osa p—3 sm.
Leida hiipotenuus.

146. Vordhaarse kolmnurga pind=—12 sm.?, iimbermdot 18 sm. Leida kolm-
nurga alus ja kiiljed. .

V. Piss, Algebra II. 8

B ! e R e g
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147.
148.
149.
150.

151.

152.

153.

154.
155.
156.

157.
158.

159.

160.
161.

162.
163.
164.
165.

166.
167.

Kolmnurga kiilgedeks on jargmise vorrandi juured: x3-—15x2+ 71x —
—105=0. Leida kolmnurga pind.

Téisnurkse rodptahuka ruumala on 96 sm.3, iildpind =160 sm.2 ja ser-
vade pikkuste summa on 72 sm. Leida servad.

Kahe kuubi mahtude summa on 152 sm.3, aga iildpindade summa on
204 sm.2 Leida kuupide servad.

Kahel piistsilindril, mille telgldiked on ruudud, on mahtude summa
682 7 sm.3, aga iildpindade summa on 366 sm.2 Kui suured on silind-
rite raadiused ?

Korrapiirase nelitahkse piistprismi aluse serv on kiilje servast 7 sm.
vorra pikem. Leida prismi servad, kui prismi maht on 720 sm.3

Kui pikendame kuubi servi, mis iihes tipus 15ikuvad, vastavalt 2 sm.,
3 sm. ja 4 sm. vorra, siis saame tdisnurkse rooptahuka, mille maht
on 504 sm.3 Kui pikk on kuubi serv?

Piist-ruut-prismi aluse serva pikkus ja prismi kdrgus on kokku 12 sm.,
prismi maht on 128 sm.3 Leida aluse serv.

Piist-ruut-prismi maht on 72 sm3, aga iildpind on 114 sm.2 Leida pris-
mi servad.

Pist-ruut-prismi maht on 500 sm3, aga diagonaal on 15 sm. Leida
prismi korgus ja aluse serv.

Piist-ruut-piiramiidi maht on 400 sm3 ja kiilgpind on 260 sm.2 Leida
aluse serv = 2x,

Piistsilindri korgus on aluse raadiusest 5 sm. vorra pikem. Leida
aluse raadius, kui silindri maht on 785 sm.3 (7= 3,14.)

Piistsilindri maht on 960 = sm.3, aga iildpind on 368 7 sm.2 Leida
silindri korgus ja aluse raadius.

Piistsilindri ja piistkoonuse mahud ja iildpinnad on vastavalt vordsed.
Leida silindri korgus ja aluse raadius, kui koonuse kiilgjoon k =13
sm. ja aluse raadius r=>5 sm.

Piistkoonuse maht on 235,5 sm.3, koonuse kdrgus on aluse raadiusest
4 sm. vorra pikem. Leida aluse raadius. (r=3,14))

Kahe vordaluslise koonuse mahtude summa on 567 = sm.3, iihe koo-
nuse korgus on 12 sm., teise koonuse kdrgus vordub aluse raadiusega.
Leida aluse raadius.

Piistkoonuse maht on 320 7 sm.3, kiilgjoon k=17 sm. Leida koonuse
korgus.

Kera, mille raadius r=5 sm., on tasapinnaga Idigatud; keras asuv
tasapinna osa on aluseks koonusele, mille tipp asub kera keskpunktis
ja mille maht on 13§ osa kera mahust. Leida tasapinna kaugus kera
keskpunktist. '
Tiivikoonuse maht on 304 7 sm3, viihema aluse raadius r—4 sm.,
aga korgus on suurema aluse raadiusest kaks korda suurem. Leida
suurema aluse raadius.

Rauast kera raadius on 2 sm. vorra pikem klaasist kera raadiusest,
aga tema raskus on 4400 x gr. vorra suurem klaasist kera raskusest.
Leida klaasist kera raadius. Raua erikaal on 7,5 ja klaasi erikaal
on 2,5,

Kui siigavale vette (- 4°C) vajub puust kera, mille raadius r—>5 sm.?
Puu erikaal on 0,784.

Kui suur raadius on puust keral, mis 15 sm. sitigavusele - 4°C vette

. . 27
vajub. Puu erikaal on 3.
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169.

170.

171.

172.
173.

174.

175.

176.

177.
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Kera, mille raadius r=1 m., on 16igatud kahe paralleel-tasapinnaga,

mis kera keskpunktist vordsetel kaugustel asuvad. Nende kahe parai-
leel-tasapinna vahel asub iihiskeskne kera, mis tasapinde puudutab
ja mille maht on neli korda suurem tasapindade libi #draldigatud seg-
mentide mahtude summast. Leida niisuguse kera raadius.

Keras, mille raadius r=6 sm., on piistkoonus, mille maht on kolm

‘korda viahem kera mahust. Leida koonuse korgus.

Tinast kera, mille raadius r =1 dm., valatakse kehaks, mis kujutab
enesest piistsilindrit iihes selle iilemisel alusel asuva poolkeraga, mille
raadius vordub silindri aluse raadiusega. Leida silindri kGrgus ja aluse
raadius, kui silindri ja poolkera iihine korgus on 2 dm.

Kera, mille raadius r—9 sm., on ldigatud tasapinnaga nii, et viihema
segmendi maht on neli korda viiksem kera mahust. Leida segmendi
korgus.

Kera segmendi maht on 9854 7 sm.?, aga iildpind on 514 = sm.” Leida
segmendi korgus. .

Kera, mille raadius r = 2 dm., seisab koost vasest ja puust valmistud
segmentidest, nii et ta tidielikult ujub vees. Leida vasest segmendi
korgus, kui vase erikaal on9 ja puu erikaal on 0.,5.

Poolkera, mille raadius on 3 dm., tuleb nii 1igata tasapinnaga, mis
alusega paralleelne, et saadud segmendi maht oleks kaks korda viilhem
poolkera mahust. Leida segmendi korgus.

Kerast on viilja puuritud sektor, mille vastava segmendi korgus on 2 dm.
Leida kera raadius, kui iilejiinud keha maht on 240 7z dm.*
Piistsilindri mdlemail alustel asuvad poolkerad, mille raadiused on
vordsed silindri raadiusega. Niisuguse keha iildpind vordub kera pin-
naga, mille raadius on 2 dm., aga maht vordub niisuguse kera mahuga,
mille raadius on 1 dm. Kui suur on silindri raadius ja korgus?
Keras, mille raadius on 5 sm., on kujutatud silinder, mille maht on
kaks korda vihem kera mahust. Kui suur on silindri korgus ?

8*
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! 15. a) 2a%Ina, b) —a'=lna, c) aslna, d) 3x2 Ina,
i
| % Inx ; X
il - SRS T AR b s a*Inx.lna+2 |
| Vx X x
i
‘ o .x XInX.lna—1 1 —xInx.Ina *
1 1) /sash B i k) = » 1) 3xa*(2-} xIna),
1—xIn2 o, 41 —X)In3—1 (x* —3)In 54+-2x
m) SR E n) 3, 9 Vl _""‘ 0) . b 1(3— 2)2 ’
! a\x a 4 e
| P) (B’) Ing @) 2%, g et g Ty

i 16. a) 2cos2x, b) —cos(2—x), ¢) sin2x,

CcOS X cos (Inx)
d — e —— f) ax cosa=X. lna
) 2 V sm X ) X ) ) I’

g) cotgx, h) as™*cosx.lna, i) xcosx - sin x,

XCOSX — 2s8inx smx—-xcosx
" b S oo 0 |
sin? x

x3

sm X
2 cos 2x’

0) sin(4x—2), p) —bnxsin™? (a— bx2)cos?2 (a — bx?).

m) cos X sin 2X-}-2sinx cos 2x, n) -

17. a) — 8sin3x, b) sin(1 —x), ¢) —sin2 X, M) —2xsinx?
L sin;]{}—{ H= sin x A ,S,‘,,’}_(_lnx)

Sleons’ x
h) —tgx, i) — ax sin a*. Ina, k) cos2x,

I cos 2X . cos X - 2 sin x sin 2x
(cos 2x)2 ’

n) 2c¢os2xcos3x —3sin2x.sin3 x, 0) 2cos2x,

m) 3sinx (1 — 4 cos2x),

PE

(sinx—cosx)?




18.

19.

20.

21.

5 3x2 1
) e Diguy T Eba?ﬁl—x)’
1
b OV I’ D WIRIIRY o MG L T 1 e, VRN g
) (sm 3xcomh 5 x cos’ (Inx)’ g) sin 2x
a* Ina ; ax
h) - o TR 1) g [sm 2x.lna -+ 2]

ax ]
k) Sain? % [sxn 2x.Ina— 2]»

1 2x Inx — sin 2x
2x cos® x.(Inx)?

1-}sin*x 2 a* lna
my AL fainx, | 0) “ RS e Sl
Yo In (tgx) sin X +-In(cos X)
P cos X [In (tgx)]*
3 3 2 cos X
8. s P g 3n 2 T e
e e ';1 i e)?)xstx—2x,
! i ; 2sin* X
3 sin X |sinX cos’ X
f) sin 2x 4 2x )_2x‘3+37si7n27x
2cos* X g 2 x°sin®* X
1 A a* Ina
h) = S hatiey 2 sin’ (@)

& 4 (cosx +cosx) o 1 4 cos’ X

2bx

D Cosi(atbx'y

sin* X sin® X
g;otg x’ n) sin 2x — - f;ogs o
sin* sind X
) - )__28)(1171”73
N sin2x’ P Tsin(2ax)
2 1 1
a b) —iee————, C) ———,
) Vi—ax’ ) J—x2+6x—8  Va?—x2
2 aresin x X
d) -———=, e) arcsin X - Ay
e W Bie s
1 a* Ina
f S — e
) X1 — (Inx)” g V1—
2 N x-——Vl—x2 arcsin X
arcsin x /1 — x? x V1 — x2
3 2x 2x
S LR e e
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poaad R 20 s eenitle
(== Y Iiee
5 2x 2 arctg x
9 ity LB ¢ L
i 1-}25x2’ ) 1 x2 2 14-x2?
0 A e) a*lna 0 R
()’ | ¥ 1Lt x[1-+(nx)*]
ks SRR h) ke, 1) 1rpxx® o areteX-
(1-+x*)arctgx’ 2-f-2x42x? 14-x?
o O RIS ¢) __ 3(arccotg x)?
10—6x+|-x2 9-f-x6’ =2
9 arccotg x— . . B 1 i ST Gl
Sl x[1-+(lnx)2] (%2 fa2
24, a) 7‘:7;]:7: : b) 1f§%§}nt 1 c) e aj[ix’
J 14u t 53
d) cotg2¢ e) 2cos2p, f) 2sin2x-}tg2x,
B it Bt ) a*ib?
sina ¢ 2)/1—g2 : a-tbtgy’
By ¢ 1) arctgz, m) arecsin x,
2} g(1—g)
o /4 0 s D e
wYa o cosgpT-sinig’ (e%-1)"
A S r) . 8teos’p
V1d=+Fx? 3(2-}-cosg)sing

25. a) Funktsioon kahaneb argumendi viiirtuste —1,0 ja 41 juures ja kas-
vab 41, 43 ja -}5 juures.

26. a) —1 ja }-2, b) 45 ja |86, c) 0 ja |2,
g 840 49 e) —2,0,-1-2, f) 2 o049
g) —8,— V25,1125, 3, h) 0 ja +2.

28. Kuix=%y X=§.7r j- n. e.

2
29. Kui x=-’45, x=§yr j. n. e.

30. Kui x=a. 81. Kui x=—2 ja x=-}2,
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82. a) 0,0 b)VE2 e)y4 @ 6x, e) 12x, f) 12x*—18x, g) 20x*—14, h) 33»

7 SRS < sy G M R e R 5
4x]/ x (x41)° (x+1)° U cos’X’
0) 5cosx p) 1 Q) Lt SR
sin® x Ja—x*® (1+x?)*
3 2 s e 2354
BAER) y == g Y R R
1 i 1
b l= e W o 7 Lo gVl o el
) 4 QVX ¥ 4x l’/X Y 8x° V;{h,
C) y/_ LR 771 2r Bk y”—"' 1 ”’f,—_A,,,,},,_
2x V'x 4x"|/x< 4 4x7 Jx
1 1 1
d A P b P o SIS T A St et 1 Tt TGOS
)y 2V1—x x 4(1—x)J1—x v B(1—x) T
o8 i 2x* g o 448x
BRI T Y T’ ¥ TR —x]?
4 1 ” 2 ”r 10
f) y R 1!/7‘7_‘": .774’ y AT 3 ) . y b o G 3 ; ;
3)/(2—x)* 9 (2—x)* 27) 2—x)*
£ 6 x %1/ s e il 3 1/
o l//x~{—l, y”:24x Vx—1 g — 48x }’x—{—l;
21x 4xVx 8x* Ix
B i 0T o T Ay PN PP
3V x 9V x® vt xt
) 2 2 e G T o 24 8
y . S x:l— 3 ’ Y :x4 K g :_xs— R TR |
3 x 9x I'x 27x* V x

34. a) m.(m—1)(m—2)...(m—n}1) (1-4x)"",

A ; (n—1)!

X n X q)n—-1, .

b) a* (ina)", ©) e% d) (—=1)*- s

836. a) f(3)= 5 miinimum. ja f(1)=9 maksimum.
b) f8)=—20 , s f(—1)=12 &
e) f(2)=—18 -, » £(—0,6) =626 ,
d) x = -+ 0,5juures miin.ja , x=—1,5 juures maksim.

1 6 :

e)XZ‘-l'3 » » nxt'f+5 ” »

f) x =1 juures miinim. ja x:———(} juures maksimum.

ok 11 LN 1 ‘
g X '_‘12 ” ” ” e 4 ” i
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h) x=2,1 juures miinim. ja X =-— 3,5 juures maksimum.

‘ l) X=_V§ » » » X:+Vi » »
, k) X=2V§ » » » X=—V3 » »
37. a) x=2 juures miinimum.
I b) x=—1 ja x=2 juures miinim. ja Xx=0 juures maksimum.
il ; 1
Ii ¢) x=—1 jax=2 » » »x:'é » »
:ﬂ dpx—— — 1 jg.x-—15 <9 5 Al e i 3
i
é‘ e)XZ%ja — 2 4 ,, 5 Xi=00ar X ==l juures maks.
i e —din £ 3 L Gl g L e
il i . 1
g)X::-—-ijaX:l » » ,,X:——l;]axzé » »
%i‘ h) x——2ja 16 DRSS VR A S e B
‘f 38. a) maksimum, kui x = Z ehk )(z—»?1 7 jne
i ‘
i "o : 5 3
il miinimum, kui x = TR s i
% b) maksimum, kui x = 2 G XI—ZJI A
Par £ b,
miinimum, kui x="7 , x= ria
: A o 7
¢) maksimum,vkui x=">" | X= S g
4 4
miiniﬂlum kui x-—§ x——§
) '—4-7t » % 4.7! »
: : 2 4
d) maksimum, kui X=g® , X= —37
| Lo g 4 2
miinimum, kui X=z% , X=—<x _,
‘ : 3 3
: 2 4 1
e) maksimum, kui XEg- o X=—737T »
‘ JEg 2 5 7
; miinimum, kui X=_7 , xX=— 7 ,
|
t‘ f) mak§imum, kui X=Z4Jf ot —Ji ¥
| g
| miinimum, kyi x = X==——g
l ) 4 ”» 4 »




39.

40

41.
42,
43.
4%,

R
47.
48.

49.

53.
56.

60.

63.

66.

69.

72.
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g) maksimum, kui x —

x Wl
4 ehk x = —* 4 Ine
miinimum, kui X = 2 4 X 4 2 4
’ 4 » 4 Y »
; : 5 7
h) maksimum, kui x=»67z » XE=smma iy,
miinimum, kui x = 5 X =17 2
> (%, 6 T 9 VI 6 7 »
a) X = 0 juures maksimum, b) x =0 juures miinimum,
¢) X =0 juures miinimum, d)x=0 fa
8) X =T & P Dix — az 1/22 juures maksimum.
Kumbagi liidetav vordub ;

Kumbagi tegur on Ja.

Ruut, mille kiilg on p.

Ruut, mille kiilg on a.

Tadisnurkne kolmnurk.

Vordhaarne kolmnurk, mille tipu juures nurk on @#.

Vordhaarne kolmnurk, mille aluseks on a.

Vordkiilgne kolmnurk.

Sissejoonestud ruudu tipud peavad antud ruudu kiilgede kesktippes asuma.
Z]ag- ajfb' 52. X::2’ y.= &,
Vordkiilgsed. 54. r /2, kolmnurk on tdisnurkne. 55. Ruut.

a

50. a--}ab%. B1. CT=

/ CSE = 57. x=a ja «=114°35'30". 58. x=a. 59. Kuup.

f(.
3

n) : A )
x=al2. 61. x::r.:,’al’& 62. x:‘/;:[»y:Zx.

x:lP’ y=2x. 64. x:g,y——:x, 65. x:yza-
() %" | h
g 1 2ho b h W
X=2‘r, y—3h. 67. X—3’I‘,y—3' 68- a= 66" 4.
r a8 AR r)6 2r|'3
X== = 70. X =" iy % 71- X= ___~ ’ = —
3 2 2 3 3
2 4 r 2
x=-r} =R 3. X=y= —=—. 74. XZrV 3
LS Y= T
SR g8l P Ry idwE B e il o Lo
/3 2 B’ 2
V h2—ah 80. AC= 31 . kui AB=a 81, AC=al/ M _
m - n m--n
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82.

84.

85.

86.

87.

88.
89.

90.

a
AC T L B = e S
V2 v, v,

Read e), 1), g), h), k), 1), m), n), o), p), q) ja u) on koonduvad, rida b)
on laienev ja ridade a), c), d), i), r), s) ja t) kohta jiiib kiisimus lahti-

lim Ant1 1

seks, sest

n — oo a,
B) e lR < - 1) b) == F L < ol YT < -1,
B x < e) —2<x<+2 1) —tcx <+
g) — o< X< H+o00, h) —oo<x<+ 00, i), k) ja D—1<zx<+1.
a) 1—2x+4.2x* -2x°+4 1. - b) x-x*+x*4x"+x°4 - . -
¢) 143x4+bx*+7x* . - . d) 1x+-2x*4-x*45x—2x°4 - - .

e) 1—4x-}8x*—12x*+4 - . . f) 145x{16x*4-46x°*+ - . -

g) 1—4x{9x*—16x°-}-16x‘— - - . h) 1—x

SRR o Ll e il
i) 1—}—772)(— g X'+ 1—6—x—}-- - k) 1—x—2 ~+ 5 X +§x -+

a) 243 - 405X - 270x*-- 90x*-+ 15x'-x°.

- X+ XXy U
) st E+E+54.

Qp= S XX
) atE+ELE

X2 XA Xn X.
al e T aa sl A T

a) 0,0348995, b) 0,0523359, c) 0,0871557, d) 0,1736482, e) 0,2588190.
a) 0,9998477, b) 0,9993908, c) 0,9986293, d) 0,9961947, e) 0,9848078,
f) 0,9659258.

4

X

k- N
>~
no!
>~
| A
Do




Rl s i SRR s O O e o DRSS TR
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; 2x 4x? 8x? 16x*
b o By

b A 8x° 13x°
&) TR Y G e O

x xs X
o B e e

x‘-’ X'l x.’) x7 XS
Wx-ts Mg TR AT 8f ot

91. a) 1—x} 12'!2 2idg 7—??!' 3 xo —{—'1——'— 2,4',!3,'4,(\_ iy
b) 14-2x 4 %_2;,!?!xz+ 2;5’1: o 2,:_34"!4?,5_ ik 4
Brogxg Bt Bl Sr8 BBy St
d) Vaata iilesanne 90, a).
hiyir Za- v Lol L8
DS B Bl st a
g) Vaata iilesanne 90, c).
TRl ok et v e
1)1+§x ; 623 Xz+:—13 2‘3 x'—;-'62'-.945'1§2"‘+—
k”—i" X*i:g Xz_4:1 83.152' - 4'17’53125 :6 i
D 1+§ yla: 54-.1% RbetC 54-"'1%'- 1145 xoe ;'-'190.-135'-’1§0X‘+ b |

9 w205 9.20-31

SRk e e e

92. a) 1,00499; b) 1,00995; c) 1,01489; d) 1,04880; e) 1,09544;
f) 0,99510; g) 0,98995; h) 0,99899; i) 1,00321; k) 1,01329;
1) 0,99833; m) 0,99680.

93. a) 4,12310; b) 4,89898; c¢) 9,05539; d) 9,48683; e) 11,48912;
f) 3,31662;  g) 2,08008; h) 2,96249; i) 3,82586; k) 5,06580;
1) 2,99070; m) 1,71877; n) 2,93016; o) 2,03965;  p) 2,94168;
Q 2,03394; 1) 294994; ) 2,00019.

L A

- oL s B L S e
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100.

101.
"W : 102.

103.

104.

T P T B

5

3 X . x’ x*
B S i iy b
g =]

i 95. Harilikud logaritmid:

J a) 0,6989700; b) 0,8450980;

; f) 1,5440680; g) 1,6901961;
96. 7 = 3,1415927.

97, arctgx =x —
i 98. a) 48, b) 2,

99. a) é—,

Ina (lna)2 it
SR TR P L

x4 Xk i x4
3 hgtw N ! g
Gl djaday

o L

e) 15,

b) 2y d) e

1
a) Ov b) o0, C) 51 d) 0’

a) 0, b) 0,

4

1
a) 67 b) 7 C) ) d) 2’

2) x+k, b) 3 +k,

d) gxg “+k, e) ax’-}k,

g) 3x'—2x*-}-bx-|k,
i) 2x°—3x°+6x*—x -k,

a) —2 1k b)

Xk,
a

— =tk

d) %ax

i) ’—‘2——-2ax+aﬂ1nx+k,
SR

gty of 7oy od 2

n) Inx+212x +213x |k,

c) 1,0413927; d) 1,2304489;
h) 1,7403627.

f) 8, g) 0,2, h) 0, i) oo, k)—-

26
e—1’

o Sird

;;{—k, c)

e) g— X Va;—l— k,

PIERTR

e) 1,2787536 :

- € N

1,
56"

e)1, )0, ° g) oo, ;, h)

H1, g0, hy1 )0, k) .

Ve e) a, f)O0.

1 1

) 3 +k,
it

h) x*-2x*—2x°+ x*—8x |k,
k) 3x'—x*—

5x*+Tx k.
2
— sy

2an Rl

h) %—}—axH— a*’x+k,
2 3
k) 2% 5 — & 5k

8xx x2

m) ax et Stk

o) lnx | 6/x—-3x+ —2—’5; ey
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X 18 A Vil 1 6 5
p) 3% x-+— l/x—5X‘l/x+k.
105. a) — cosx 4 '11i;"+ Kk, b) Inx —2 sinx K,
¢) In x  aretg x -k, d) a - arcsinx+b - Inx 4k,
2
e) Inx +§~— arcsin x 4k, f) —a . cosx-}Db- cotgx |k,
g) —3-cosx+42-eXtk, h) Inx 4 cosx 4 a - 1g X 4k,
i)3-tgx+5-_cotgx+k, k) —cotgx 45 - lnx—-—l/x;k
—
106. 3 l/2pa
a > ’ é § aro 1
1062 a) 24; b) 8; O e M e
e) 6,3890; 12 g) 1,6094; h) 1;
R X, 43
V1 g M k) 93 1) 6’ m) 0. ¢
: RN L MR
107, a) . + e k; b) In (a4x) 4-k; c) 3@t 1) +k;
2 2 . 3 . e __1 .
d) 5 ln a4 )l e) 5 sin2x -} k; f) 4 sin 2x -} 2x—i—k,
2x
® 5—+k; h) cotg (2—x) }k;
o 1 :
i) 3 tg 3x4-k; k) o aresin (2x) +k;
1) ; arctg (3 x) -+ k; m) —; e’3x k.
108. a) 12; b) 5; c) 102; d) 36.
109. 13,5737. '
110. a) 2; b) 2; ¢) 1,5708; d) 1,6094; e) 0,0739.
118. a) 12 (cos45°+ isin 45°), b) V2 (cos 315°+ i sin 815°),
¢) 2(cos 60°+isin 607, £*) 10 (cos 36°52'+1sin 36° 52),

g) 5,052 (cos 295° 34’ + isin 295°34’), i) 10 (cos 196° 16’ +i sin 196° 16").
119. a) 1025 (cos86°25'+ isin86°25), b) 22,57 (cos 229° 19"+ isin 229° 19’),
c) 42 25(cos315°14'+isin815°147), d) 3,77 (cos 336°13 +isin336° 13),
e) 41 (cos 45° 26"+ i sin 45° 26"), f) 1,816 (cos 75° 21"+ i sin 75°21"),
g) 1,749(c0s259°16’ +isin259°16"), h) 0,883 (cos 52° 17" +isin52°17").

‘) Nurk on leitud iihe minutilise tipsusega.



128

120. a) 524 (cos 89°14'+i sin 89°14),
b) 81 (cos 192°46'+ isin 192°46"),
c) 405,224 (cos 326° 47" — i sin 326° 47"),
d) 0,000775 (cos 312° 37’ — isin 312°37'),
e) 32,
f) 2454 (cos 307° 31’ +isin 307°31),
g) 938 (cos173°18'+1isin 173°13),
h) 1,614 (cos 142° 1"+ i sin 142°1").
122, a) 2,2361(0,9487 +i - 0,3162),
b) 38,6056 (— 0,9806 +i - 0,1961),
¢) 4,1231 (0,2425+1i - 0,9702),
d) 3,4482(0,8268+1i - 0,5626),
f) 1,62 (0,2588 +1i - 0,9659),
h) 2,08 (0,6155 + i - 0,7881),
k) 1,762 (0,5058 +i - 0,8626),
1) 3,606 (0,6200 + i - 0,7846), .
i m) 3,128 (0,9797 +1 - 0,2005},
it , n) 0,2361 (0,8944 +1i - 0,3761),
I 0) 3,824 (— 0,2695 +i - 0,9630).

| 188, 5) 1, 0B b) 2, —5, 8.
¢ —3, —1, 8. d) — 2, 5, — 10.
e) —3, 3, 6, B2 oy Logudy

; ; g 7. 21418 9 i3, B) «'4, 'Bi, — bi.

| T O TR S b) =8, <4508

il o) = k= 5, B 10, d —1, —3, —5, 6

| e) 2;==8 i PLip f) 8, — 7. #4-8i, 2 <58
f g) =2 88 1718, b) <2, 88, <758
" i) —8, —7,9, 1451121 —5iV2. k) 5, —6, 10, 2+ 3i, 2— 3i.

125. a) x} 4 x2—17x+}15=0. b) x3—9x%>}6x 416 =0.
| c) x4+ 9x% - 6x — 56 = 0. d) x3 — 8x*— 36x -} 150 = 0.

‘ e) x?—b5x24-4x — 20 = 0. f) x3—8x2+21x—20=0.
i g) x* — 10x2 4 35x — 38 == 0. :
i h) x* — 15x3 -1 21x2 - 395% — 1050 = 0.
; i) x* —3x®— 118x%* — 48x 2016 = 0.
E | k) x* — 8x3 — 10x% |- 184x -} 455 = 0.
| 126. a) 1,287. ' b) 1,877.
i c) — 2,458. d) 2,913.
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129.

130.

131.

133.
134.

135.

136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.

f) —1,374; 1,637.

h) 1,840.
k) 1,884.

a) 1,449.
c) 11,043.
e) 5,656.
g) 0,731.

¢) X1 =05; Xos=—25+05iV3.

e) Xy=—2>0; Xps=—2+12i V3.

129

g) —0,084; 1,359.
i) 1,267.
) —0,752.

~ b) 4,360.

d) 2,130.
f) 2,087.
h) 0,863.

b) X; = 3; Xo3= _~1,5 +05iV3.
d) x1=05; Xp3=—25 +0,5i 3.

f) Xy =7; Xeg=—2+il8.

g) Xi=—8; Xp3—4 + 7 h) X; =—8; Xp3=4+il3.
i) X3=—2; Xp3=1+iV8. k) X1=—4; Xp3=2%il5.
l) X1=—1;X2_3=2i7i. m) X1=—3; X2_3=2ﬂ:iV§.—
a) —1,258. b) 3,780.

c) 3,186. d) 1,78.

e) 0,625. f) 5,41,

g) — 0,508. h) == 1,6

a) sinx =~ 0,69. b) cosx = 0,67.

¢) cosx = 0.249. d) cosx = 0,947.

5 ja 6. 150. 5 ja 6 167. 10 sm.
248. 151. 12 sm. ja 5 sm. 168. V3 —1.

B 2R 152. 5 sm. 169. 9sm.

i e b 153. 4 sm. 170. Korgus — 1,1155
2:8;5. A 154. 3 sm. ja 8. sm. dm. ja r — 0,8845
—2;—38;+5. 155. 5 sm. ja 10 sm. “dm.

2;4;1 156. 10 sm. 171. 58745 sm.
3;4;5. 157. 5 sm. 172. 8 sm.
2;4;6;8. 158. 15sm. ja8 sm. 178, 0,5899 dm.
3;4;5;6. 159. r=5 sm. ja kor- 174. 1,9597 dm.
2,10,50 ehk q-5. gus h=4 sm. 175. 6 dm.
3,12,48, 192. 160. 5 sm. 176. r=0,16703 dm. ja
3,16,12, 24. 161. 9 sm. korgus = 47,549
15 sm. 162. 15 sm. . dm.
8 sm. ja 5 sm. 163. 4 sm. 177, 74225 sm. ebk
6,4951. 164. 6 sm. 3,9493 sm.
2,4 ja 12. 165. 6 sm. ;
3 ja b. 166. 7 sm.

V. Piiss, Algebra IL 9

TR T
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i
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