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Eessõna.

Käesolev õpperaamat järgneb oma materjaali poolest minu varem ilmunud
„Algebra ülesannete kogule I.“ Algebra IL sisaldab eneses kõrgema analüüsi
põhimõisteid niisuguses ulatuses kui seda nõuab keskkooli kava.

Raamatu kokkuseadmise juures võtsin omale eeskujuks paremad saksa
õpperaamatud, nagu H. Fenkner «Arithmetische Aufgaben*, Behrendsen und
Götting „Lehrbuch der Mathematik nach modernen Grundsätzen*, R. Geigen-
müller „Höhere Mathematik* ja teised. Ühtlasi pidasin silmas näpunäited,
mis mulle andsid ametvennad minu eelmise õpperaamatu ilmumise puhul.
Selles mõttes on, näiteks, käesolev raamat varustud ülesannete vastustega,
milline asjaolu kergendab raamatu tarvitamist iseõppijale.

Tänades siin kohal kõiki ametvendi, kes minu tähelepanu juhtisid eel-
mises raamatus ettetulevate puuduste peale, palun seda lahkelt teha ka käes-
oleva raamatu ilmumisel.

Ei aldi tänan arvuteadlast härra Ederberg’i, kes enne trükkimist käsikirja
luges ja asjalikud märkused tegi, mis võimaldasid kõrvaldada mitmed puu-
dused ja vead.

Tallinn. V. Päss.





Esimene peatükk.

§ 1. Lõpmatu suurenevad, lõpmatu vähe-
nevad fa lõpulikult muutuvad suurused.

Lõpmatu suurenevaks suuruseks nimetakse niisugust muutu-
vat suurust, mille absoluutne väärtus muutudes võib saada ja jääda
suuremaks igast kui tahes suurest jäädavast suurusest.

Nõnda, näiteks, on iga aritmeetilise rea

n-ne liige a -j-(n — l)d liikmete arvu n piiramatu kasvamise juures kui muutuv
suurus lõpmatu suurenev. Sest tõesti, olgu jäädav arv a kui tahes suur,
ikka on võimalik võrratus

selleks on vaja ainult leida niisugune n, et

ja niisugune n on tema piiramatu kasvamise juures ikka võimalik leida.
Kui muutuv suurus x on lõpmatu suurenev, siis tähendakse seda kirjas

nõnda:

x -> oo

kus oo on nõndanimetud lõpmatuse märk.

Lõpmatu vähenevaks suuruseks nimetakse niisugust muutuvat
suurust, mille absoluutne väärtus võib saada ja jääda vähemaks
igast kui tahes väikesest jäädavast positiivsest suurusest.

Nõnda, näiteks, on muutuv suurus
„

arvu n piiramatu kasvamise juures
lõpmatu vähenev suurus. Ja tõesti, olgu jäädav suurus t kui tahes väikene»
ikka on võimalik võrratus

selleks on ainult vaja, et

ja niisugune n on tema piiramatu kasvamise puhul ikka võimalik.
Et muutuv suurus x on lõpmatu vähenev, seda tähendakse kirjas nõnda:

x—> o
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Lõpulikuks muutuvaks suuruseks nimetakse niisugust suurust,
mille absoluutne väärtus muutudes ei või saada suuremaks ühest
teatud jäädavast positiivsest suurusest, ega vähemaks ühest teisest
jäädavast positiivsest suurusest.

Nõnda näiteks, on suurus

niisugune muutuv, mille absolutne väärtus ei või saada suuremaks kui a-4-
1 b

ega vähemaks kui a, kus a ja b on jäädavad positiivsed suurused ja n on

muutuv suurus.

Seda omadust muutuva suuruse [x juures {tähendakse kirjas järgmiselt:

Muutuvate suuruste summa, vahe, korrutise j. n. e. all mõeldakse nende
suuruste vastavate väärtuste summat, vahet, korrutis! j. n. e. Selles mõttes
võib arvutustehete tagajärjel muutuvate suurustega saaduseks olla kas jäädav
ehk ka muutuv suurus.'

Nõnda näiteks, on muutuvate suuruste

[x = 9,5; 9,95; 9,995;
ja y = 0,5; 0,05; 0,005;

summa jäädav ja nimelt 10, vahe aga on muutuv suurus:

z=9; 9,9; 9,99;

Lõpmatu vähenevate suuruste kohta eraldi tõendame järgmised laused:

1. Kahe lõpmatu väheneva suuruse algebraline summa on

lõpmatu vähenev suurus ehk null.

Tõendus:'

Olgu antud kaks lõpmatu vähenevat suurust xja y. Et tõendada summa

x-j-y lõpmatu vähenemise võimalust, selleks on vaja näidata, et selle summa

absoluutne väärtus võib saada vähemaks igast jäädavast kui tahes väikesest

positiivsest arvust, näiteks £.

Et x ja y ise on lõpmatu vähenevad suurused, siis on võimalik neid
sedavõrd vähendada, et ühekorraga oleks

kus x ja y tähendavad suuruste x ja y absoluutseid väärtusi.

Liites nende võrratuste vastavad pooled (kui x ja y on ühesuguste märki-
dega) ehk lahutades (kui x ja y on vastupidiste märkidega) võime mõlemate
juhtumiste jaoks kirjutada

x 4~y <«.
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Kui suurused xja y on vastupidiste märkidega ja kui x= y siis
leiame eraldi, et

x +y = 0.

Lause 1. on muidugi maksev ka siis, kui liidetavaid suurusi on rohkem
kui kaks, aga siiski lõpulik arv.

2. Kahe lõpmatu väheneva suuruse korrutis on lõpmatu vähe-
nev suurus.

Tõendus:

Olgu x ja y kaks lõpmatu vähenevat suurust, aga e — kui tahes väikene
positiivne jäädav suurus, siis on ikka võimalik suurusi x ja y niivõrd vähen-
dada, et korraga oleks

x <y«
ja ka yl<]/ s

.

Korrutades aga nende võrratuste vastavad pooled leiame, et

. ..
•

x.y < e

ja seda oligi vaja näidata.

3. Lõpmatu väheneva suuruse korrutis ja jagatis jäädava suu-

rusega on lõpmatu vähenev suurus.

on lõpmatu vähenev, a on jäädav ja e on kui tahes väikene posi-
tiivne jäädav suurus, siis on viimase lause tõendamiseks vaja näidata, et
järgmised võrratused võimalikud on

I / .
X ■

x
. a < f la <e,

a

ehk et

I • I I II
x < ja x <e. a .

a
ö

Viimased võrratused aga on lõpmatu väheneva x juures täiesti võimalikud.
4. Lõpmatu väheneva suuruse korrutis ja jagatis lõpuliku

muutuva suurusega on lõpmatu vähenev suurus.

Kui x on lõpmatu vähenev suurus, aga y lõpulik muutuv suurus, siis on
ikka võimalik leida kaks niisugust jäädavat suurust a ja b, et

a > y >,b,
mille tõttu

•
.

.XX
x. y < X. a ja <

y b

\ iimaste võrratuste paremad pooled aga on eelmise lause põhjal lõp-
matu vähenevad suurused, sellepärast peab olema

x.a< f ja

ehk kui eelmisi võrratusi arvesse võtame, siis seda rohkem veel

x.y <e ja F <e

ja seda oligi vaja näidata.
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5* .Kui,jagame. lõpmatu väheneva suuruse lõpmatu vähene-
vaga, siis võib jagatis saada kas jäädav, lõpmatu suurenev, lõpmatu
vähenev, ehk lõpulik muutuv suurus, selle järele, missugused on
antud lõpmatu vähenevad suurused.

Selle lause tõelikkus selgub järgnevatest-näitustest. >2 - /

Kui, näiteks, jagame üksteisega lõpmatu vähenevad suurused x=
a

n

ja y = -

,
kus n on piiramatu kasvav arv, aga a ja b on jäädavad, siis

saame jagatise jäädava suurusena:

x a

y b‘

Ehk kui jagame üksteisega lõpmatu vähenevad suurused x = ja
1 , n

y = n 2 ’ US nOn samane
’

km eelmises näites, siis saame jagatise lõpmatu
suureneva ehk lõpmatu väheneva suuruse selle järele, kas jagame esimest
teisega, ehk teist esimesega:

x. y 1
-=ll 1a — =—•

y x n

Ja lõpuks, kui jagame üksteisega lõpmatu vähenevad suurused x =

1
.

1

l_|_ n
ia y-'2-4-n’ US 11 On i älle P iiramatu kasvav arv, siis saame jagatise

lõpuliku muutuva suurusena :

*
=

.._A - 11
jj_

i

y 14-n*2-Pn l-|-@
.

1 1-j-n

mille juures ikka peab olema

1<! <2.
y

Kui kahe lõpmatu väheneva suuruse suhe on lõpulik suurus, siis nime-
takse neid ühe ja sama järgu lõpmatu vähenevateks suurusteks.

Nõnda, näiteks, on lõpmatu vähenevad suurused
*

ja
a

ühe ja sama
nn

järgu lõpmatu vähenevad suurused.
Kui aga kahe lõpmatu väheneva suuruse suhe on lõpmatu vähenev ehk

lõpmatu suurenev, siis nimetakse seda lõpmatu vähenevat, mille absoluutne
väärtus ikka on vähem teise suuruse absoluutsest väärtusest, võrdlemisi
sellega kõrgema järgu lõpmatu vähenevaks.

Nõnda on lõpmatu vähenev suurus -

2 kõrgema järgu suurus võrdlemisi

lõpmatu väheneva suurusega \
Selles mõttes on kerge näidata, et kahe ühe ja sama järgu lõpmatu

vähenevate suuruste kasvatis on kõrgema järgu lõpmatu vähenev, võrdlemisi
esimestega.
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Samuti on iga lõpmatu väheneva suuruse aste, mille näitajaks on posi-
tiivne täisarv, kõrgema järgu lõpmatu vähenev võrdlemisi astme alusega.

§ 2. Piirid.

1. Kui muutuva suuruse x väärtus muutudes ligineb jäädavale
a nõnda, et vahe a—x on lõpmatu vähenev suurus, siis nime-
takse jäädavat suurust a muutuva suuruse x piiriks.

Nõnda on, näiteks, ringi sissejoonestud n-nurga sisemine nurk

4d
x = 2d—

n
arvu n lõpmatu suurenemisega muutuvaks suuruseks, mille piiriks

_

on 2d, sest vahe 2d —x= on niisugusel puhul lõpmatu vähenev suurus.

4d
Et muutuva suuruse 2d — piiriks arvu n lõpmatu suurenemise juures

on 2d, seda avaldakse kirjas nõnda:

hm /
o ,

4d\
2d =2d,

n—>oo i n /

kus piiri märgiks on ladina keelse sõna limes (piir) esimesed tähed. Kui
muutuv suurus, mille piiri otsime, on funktsioon, mis oleneb omast argumen-
dist, siis tähendakse piiri märgi all argumendi muutumise siht (praegusel
juhtumisel n—>oo).

Sageli räägitakse ka lõpmatu väheneva, lõpmatu suureneva ja koguni
jäädava suuruse piirist, üteldes, et lõpmatu väheneva suuruse piiriks on null,
lõpmatu suureneva suuruse piiriks on lõpmatus (oo) ja jäädava suuruse pii-
riks on see jäädav suurus ise.

Kui võtame funktsiooni y= l — mis argumendi x suurenemisega ligi-

neb ühele kui piirile ja, andes argumendile järjest suurenevad positiivsed
täisarvulised väärtused, arvutame vastavad funktsiooni väärtused, siis
saame järgmise argumendi ja funktsiooni vastavate väärtuste tabeli:

Kujutades nüüd mingisuguse pikkuse üksuse abil (10 sentim.) arv-

joonel tabelist võetud funktsiooni väärtused (Joon. 1),

10
2, t i j’

Joon. 1.

näeme, et funktsiooni kujutäpid, liginedes argumendi kasvamisega oma piirile,
järjest tihenevad, nõnda et kahe kõrvuseisva täpi vahe jääb seda kitsamaks,
mida ligemale täpp jõuab piirile.

Samane nähtus on iga teise piirile ligineva muutuva suuruse graafilise
kujutuse juures.
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Kujutada arvjoonel järgmiste piirile liginevate funktsioonide väärtused,andes argumendile järjest kasvavad täis-positiivsed väärtused.

l)y=l 2)y=l 3) y = l-|2, 4)

2. Tõendame muutuvate suuruste ja nende piiride kohta mõned tarvi-
likud laused:

1) Kui kahe muutuva suuruse x ja y vahe on lõpmatu vähe-
nev suurus ja kui ühel nendest, näit, x-il on piir a, siis on see
a ka muutuva y-i piiriks.

Tõendus:

Kui x ja y on niisugused muutuvad suurused, mille vahe on lõpmatu
vähenev ja kui limx=a, siis võime kirjutada:

x—y=e
a—x=t

1 ,

kus eja tähendavad lõpmatu vähenevaid suurusi. Liites nende võr-
duste vastavad pooled, leiame:

a—y = e-|-fi l .

Et aga kahe lõpmatu väheneva suuruse algebraline summa on lõpmatu
vähenev suurus, siis peame viimasest võrdusest järeldama, et

lim y = a

ja seda oligi vaja tõendada.

2) Kahe muutuva suuruse algebralise summa piir võrdub
nende suuruste piiride summaga.

Tõendus:

Olgu antud:

liin x = a

ja limy=b,
siis võime kirjutada:

a—x = s

ja b— y = s ] ,

kus eja on lõpmatu vähenevad suurused. Liites viimaste võrduste vas-
tavad pooled, leiame

(a + b)—(x +y)=« + e t
ja siit võime järeldada, et

lim (x +y) = a + b=]imx + lim y.

Kahe muutuva suuruse korrutise piir võrdub nende suu-
ruste piiride korrutisega.

Tõendus.

Olgu antud:

liin x = a

ja limy = b,
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siis võime kirjutada, et

a—x = t P

ja b —y=e l, J

a—£ = x

ja b— s, =y,

ehk selle asemel

kus e ja e, tähendavad lõpmatu vähenevaid suurusi.

Korrutades viimaste võrduste vastavad pooled, leiame

ab —ae —be -f- ee = xy,
ehk

ab —xy=ae
t -f-be —

Eelmise paragrahvi lausete 1 ja 2 põhjal on aga viimase võrduse parem
pool lõpmatu vähenev suurus ja sellepärast on

lim xy = ab = lim x. lim y.

4) Kui lõpuliku muutuva suuruse x piiriks on jäädav suurus

a, siis on suuruse
1

piiriks
1

.

x a

Tõendus.

Olgu antud limx = a ehk a—x = e, kuse on lõpmatu vähenev suurus.

Leiame vahe väärtuse:
a x

t

1 1 x—a

a x ax

a—x

ax

e e;a

ax x

Selle kirjutuse äärmine parempoolne osa on lõpmatu vähenev suurus,

sellepärast et lugeja kui lõpmatu väheneva jagatis jäädava suurusega on oma

ette lõpmatu vähenev, aga lõpmatu vähenev jagatud lõpuliku muutuva suuru-

sega x annab ka lõpmatu väheneva suuruse.

Sellepärast võime kirjutada:

i.J -’
x a

5) Muutuvate suuruste jagatise piir, kui jagaja on lõpulik,
võrdub nende suuruste piiride jagatisega.

Tõendus:

Olgu lim x= a ja limy =b, siis võime kirjutada eelmise lause 3. põhjal:

lim
X

= lim x. = lim x. Hm •

y y y

Aga lause 4. põhjal on:
’

lim
y

= sellepärast

x la
lim = a., ==

y b b
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Ülesanded.
Leida järgmised piiri väärtused:

x ~>a b x->b x— b

2. a) 4hm b4-x b) lim (a —x)2

X

c) liin >/ a _|_ x
2

x

e) lim 1— 3 4-5x2
X—>oo x 2

b x 2

d) lim ( a —-x) (b-4x)
X-xoo X 2

f) lim (a —x 2) (b-Lx)
X 3

§ >5- Kolm tarvilikku piiriväärtust.
?? 11 011 reaallle arv (positiivne elik negatiivne, täis ehk

murd), siis on
’

lim x,
n
-x

n

n_,

x
1
-> X X

t
X

nX

Tõendamiseks tuleb kolm juhust läbi harutada

a) n on positiivne täisarv.

Sel puhul leiame jagades:
n

X
1--~X=

x
n_l 4- x

n~2
x J_ Y

n~3 2 i n—2 ,' n-1

Xj — X
X1 ’ XI x i x

i
x -F...x lX +x

kus paremal on n liiget. Kui nüüd X1 ->x, siis on iga liikme piiriks
paremal pool x ja sellepärast saame

lim x
t

n
— x

n

_

n-1

x i—»x x
t
—x

n-X

b) Olgu n negatiivne täisarv, näiteks —m, siis võime kirjutada

) Selle ja järgmisse näituste juures tuleb kõige pealt piirimärgi järel seisva miimi

Ä/peaTS aStmega’
et * ainUlt ni"' etaia" a etle
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kus eelmise juhuse põhjal leiame, sest nüüd on m juba positiivne täisarv:

v mm,. . mmhm x, —x hm 1 x, —x
_

1

x, —x
~

x i—>x~
x

m

x
m' x\ —x”= ~'

x2m*
mX

—m —l n—l
= — m.x — nx

c) Olgu n murdarv, näiteks kus pjaq on täisarvud, siis võime

kirjutada:
p p / l\p / l\p

x,q — x q _\xIq/ 1 q/ —\xq /
x

i
— x

~

/ L\ q / L| q
’

\Xl
q / -lxq / <

i i
ehk võttes lühidalt

v q ,r
. q .

, \ , ..
. . Lx

i =y
t

ja x 4 =y ja korrutades viimase murru lugejat
ja nimetajat avaldusega y 1 —y:

\ p p

q q
P P

X . — x
=

y. —y y, — y

x.-X
”

y.-y
’

yi
q
-y

q
’

nüüd võime arvesse võttes eelmise paragrahvi lauseid 2 ja 3, esimese juhuse
põhjal kirjutada:

P P

lim x^-x' 1 hm y,' —y
P

Hm y : -y p y
p-l 1 p

y
p-g

V*1 X—x y,->y y-y y,->y y?—y q
‘

q. p
q_l 5

sest kui x
t ->x, siis peab ka y t ->y. Kui nüüd y asemele tagasi tuua x

*

ja j’ asemele n, siis saame lõpulikult:

p p

.. q q
P -9 P

_ 1
n—l

hm X,
1 —x" =P][ q

=
p x q

1
= nx

X
l
->X X-X q q

2. Kui x on lõpmatu vähenev suurus, nõnda et x->O, siis on

liin sinx
*

x—> 0 x

Tõendus:

Kui OB = 1 (Joon. 2) ja kaar CB =x, siis on jooni;
lõik AC = sinx ja meie võime joonise põhjal kirjutada,
et lõpuliku x juures on ikka sin x<x< tg x ehk jaga-
des sin x-ga selle võrratuse iga osa

sinx cos x
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Pöörates viimase võrratuse iga osa ümber, leiame:

.
sinx

1 > >COS X.
X

Kui nüüd kaare x väärtust vähendama hakkame, siis hakkab eos x

\ äärtus liginema ühele. Et aga —väärtus ikka vahepealne on ühe ja

eos x vahel, siis peab eos x lõpmatu väheneva x juures ka olema

lõpmatu vähenev suurus ja eelmise paragrahvi lause 1 põhjal on siis
sin *

piiriks ka 1. Seda asjaolu avaldame kirjas järgmiselt:
lim sinx_

x—>o x

3. Olgu antud leida
lim (1 4- —)
n —> o© \ n/

Seda piirväärtust ei ole meil võimalik praegusel silmapilgul valju tõendusepõh-
jal leida, niisugune võimalus tekib meile hiljem. Me võime praegu ainult näidata,

(1. \n

1
?
J väärtus lõpuliku piiri poole ligineb.

Andes nimelt arvule n järjest suurenevad täisarvulised väärtused 1, 10

(1 \ n

1 —I vastavad väärtused
n /

ja Korraldades nad järgmiselt tabelisse:

näeme, et vaatamata arvu n kiire suurenemise peale avalduse (1 - j väär-
\ n/

tuste vahe siiski kahaneb. Kui veel kujutame need avalduse väär-

tused arv joone abil (Joon. 3),

Joon. 3.

siis näeme selgesti, et meie avalduse väärtus ligineb piirile, mis nähtavasti
asub arvu 2,7 ligiduses.

n (•• ;r kasv

1 2

10 2,5937 0,5937
100 2,7048 0,1111

1000 2,7171 0.0123
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Selle avalduse piirväärtust tähendatakse tähega e, nõnda siis

lim /. , I\n
1 — =e.

n oo \ 1 n /

See arv on irratsionaalne ja tema väärtus on 2,71828. . . .
Arvu e nime-

takse loomulikuks logaritmide aluseks.

Ülesanded:

n • / I\ n
....3. Leida 11 • j väärtused, andes n-le kõik täisarvulised väärtused

1 kunklO-ni.
4. Korraldada eelmises ülesandes leitud väärtused tabelisse, juurde lisa-

des kasvud, mille võrra suureneb (I—l— | ,
kui n suureneb ühe võrra.

\ n/

Teine peatükk.

§ 4. Funktsioonide liigid.

1. Funktsioonid jagatakse kõige pealt kahte liiki, milledest üks on n. n.

algebraliste ja teine transtsendentsete funktsioonide liik.
Algebraliseks nimetakse funktsioon, milles ettetulevad muutuvad ja

jäädavad suurused on seotud niisuguste tehtede läbi, nagu liitmine, lahuta-
mine, korrutamine, jagamine, astendamine ehk ja mille juures astme
ja juure näitajaks on jäädavad ratsionaalsed suurused. Kõik teised funk-
tsioonid nimetakse transtsendentseteks.

Järgmised funktsioonid on, näiteks, algebralised: y = a-px; y= ax

a n
“

y =

x
;y =x;y= ] x.

Transtsendentsed on aga funktsioonid: y= a\ y = logx; y = sinx;
y = cosx; y = tgx j. n. e.

2. Algebralised funktsioonid omakord jagunevad ratsionaalseteks ja
irratsionaalseteks.

Ratsionaalseks nimetakse funktsioon, milles argument ei ole juurita-
vaks suuruseks, ega niisuguse astme aluseks, mille näitajaks on murdarv.

Vastupidisel juhtumisel on funktsioon irratsionaalne.

Eelpool näiteks toodud algebralistest funktsioonidest on esimesed neli
ratsionaalsed, viimane on irratsionaalne.

3. Funktsioon

n n—l n—2

y= x a x -ax 4-.... a x4-a
,1 2 n—i n

kus
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suurusi, aga n on positiivne täisarv, nimetakse n-astme ratsionaalseks
täis-funktsiooniks, aga funktsioon

n n-1 n—2

x n-a x + a x +••• -
a

y=l 2 D

I k m~ l i u
m—2 i

,

’

x b] x -f-b 2
x

samasuguste tingimiste juures koeffitsientide ja astmenäitajate kohta, nime-
takse raatsionaalseks murd-funktsiooniks.

4. Transtsendentne funktsioon, milles muutuv suurus on logaritmitavaks,
nagu y = log x, nimetakse logaritmiliseks funktsiooniks.

5. Funktsioon, milles astme alus on jäädav, aga näitaja on muutuv suurus,
nagu funktsioon y = a x

,
nimetakse eraldi näitajaliseks ehk eksponent-funk-

tsiooniks.
6. Funktsioone y — sin x, y = eos x, y=tg x jne. nimetakse trigono-

meetrilisteks.

7. Funktsioon nimetakse üheväärtusliseks, kui argumendi igale väär-
tusele ainult üks funktsiooni väärtus vastab ja, teiselt poolt nimetakse funk-
tsioon kahe- ehk mitmeväärtusliseks, kui argumendi igale väärtusele ikka
kaks ehk mitu funktsiooni väärtust vastab.

Nõnda, näiteks, on kõik ratsionaalsed funktsioonid ühe-väärtuslised, aga
irratsionaalne funktsioon y = ]/a T x on kahe-väärtusline.

8. Funktsioon, mille väärtused ikka ühes ja samas järjekorras korduvad,
kui argument teatud jäädava vahemiku võrra suureneb, nimetakse perioodi-
liseks funktsiooniks.

Trigonomeetrilised funktsioonid on perioodilised. Näiteks, on meil teada
funktsiooni y- = sin x'kohta, et

sin x = sin (2,-r -|- x)= sin (4 jt -j- x) =

siin on perioodi vahemikuks 2 jr.

9. Kui y— F (ii) ja oma kord a= f (x), siis on y=F [/ (x)] ja siis nime-
takse funktsiooni y= F [/(x)] liitfunktsiooniks ehk üteldakse, et y on
funktsioon funktsioonist. Funktsiooni u~f (x) nimetakse sel puhul sise-
miseks funktsiooniks.

Näitustena toome järgmised liitfunktsioonid:

1) y—(a + bx)n ; 2) y = a
bx

; ♦3) y = (logx)n
; :4) y = sin ]/x.

Avaldades võrrandist y=f(x) argumendi x väärtuse, leiame x = </(y).
Kui nüüd endise argumendi x peale vaatame kui funktsiooni peale, mis ole-

argumendist y, siis nimetakse niisugust funktsiooni x=<p(y) ümber-
pöördud funktsiooniks võrdlemisi funktsiooniga y = f(x), mida sel puhul
nimetakse algfunktsiooniks.

Harilikult tähendakse ka ümberpöördud funktsioonis funktsiooni tähega
y ja argumenti tähega x, kirjutades x = (y) asemele y — (x) ja vahetades
selle juures alguses antud xja y tähendused ära. Näiteks, on järgnevas
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tabelis korraldud rida funktsioone ühes vastavate ümberpöördud funktsioo-
nidega :

algfunktsioon ümberpöördud funktsioon

Kui kujutame graafiliselt ühes ja samas koordinaadistikus algfunktsiooni
y = f(x) ja ümberpöördud funktsiooni y= «jp(x), siis peab esimese kujutus
samuti paigutatud olema x-telje suhtes nagu teise oma paigutatud on

y-telje suhtes ja ka ümberpöördult, sellepärast et ümberpöördud funktsi-
oonis võrdlemisi algfunktsiooniga vahetatud on x ja y tähendused.

Nõnda, näiteks, on joon. 4 kujutatud funktsioon y= x
2 ja ümberpöör-

dud funktsioon y = j/x ja joon. 5 funktsioon y= x3 ja ümberpöördud funkt-

Kui tõmbame sirgjoone y=x, mis nurga xoy poolitab, siis näeme, et

alg- ja ümberpöördud funktsiooni kujutused on sümmeetriliselt paigutatud selle

sirgjoone suhtes.

Kujutada graafiliselt järgmised alg- ja ümberpöördud funktsioonide
paarid:

1) y= x —l— 1 iay =x— 1.
2) y= x —|—2 „y = x—2.

3) y=2x „y= |.
4) y= 3x »y= 3-

V. Plaa, Algebra n. 2
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§ 5. Süklomeetrilised funktsioonid.

arkussiinuseks “Ualse o“™* ÜmberPöördud funktsiooni nimetakse

y = arcsin x.

mendiga y = arcsmx^sUs3?’ “sin v"k US °“ VÕl'<l!l ,*‘ argu'

= sin (k
U

2

ad

+
V

)
h
k
mik

k
S ~ 1 <X < +h

3 Md^on111 ve^?11tS
ed

e?
a

siny =

(Joon 6)
“aeme funk“ y = arcsin x graafilisest kujutusest

E:”EsV'"’^'.“"'^?s“’^ r'“ :̂

ne&'e ST"k

harilikult affiJXeS*a°?Ä absXteeft kaVvähemlt

Joon. 6.
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kaart, aga arkuskoosinuse ja arkuskotangensi juures kõige vähemat positiivset
kaart, mis antud argumendile vastab, nagu järgnevast tabelist näha:

Kujutada graafiliselt ühes ja samas koordinaadistikus funktsioonid:

1) y = tgx ja y = arctgx ja 2) y = cotx ja y = arccotg'x.

X — oo — 1 0 +1 —oo

arcsin x

jt

•

0
1 jt

‘2

arccosx jt

Jt

2
0 —

arctg x ”2
1 0

jt

4

Jt

2

arccot x

3

4*
jt

2

jt

4
0

§ 6. Suuruste pidev ja kaikeline muutu-

mine.

Kui muutuv suurus x nõnda muutub, et tema väärtused ikka on ja jää-
vad suuremaks ühest jäädavast suurusest a ja vähemaks teisest jäädavast b,
mille juures a< b, siis üteldakse, et x muutub vahemikus a-st b-ni ja aval-

dakse seda tingimust muutuva x kohta kirjas järgmiselt:

a < x < b.

Kui muutuv x, muutudes vahemikus a-st b-ni ka piiride väärtused omada

võib, siis avaldakse seda nõnda:

a <; x < b.

Kujutades muutuva x ja jäädavate a ja b väärtused geomeetriliselt arv-

joone abil (Joon. 7), on arusaadav, et kui muutuv x vahemikus a x b

muutub, siis asuvad tema väärtuste kujutäpid ikka arvude a ja b kujutuste
vahel.

Joon. 7.

Muutub x vahemikus a x b, näiteks kasvades, nõnda et tema

geomeetriline kujutus selle juures, liikudes täpist a täpini b, läbi käib kõik

täpid, mis arvjoonel on täppide a ja b vahel, siis üteldakse, et x muutub

pidevalt nimetud vahemikus. Järjelikult peab pideva muutumise korral
suurus x omama järjest kõik arvulised väärtused, mis asuvad arvude a ja b
vahel.

Muutub aga x vahemikus x= a kuni x= b nõnda, et tema geomeetri-
line kujutus selle juures, liikudes täpist a täpini b, kõiki vahepeal asuvaid

arvjoone täppe läbi ei käi, vaid hüppab ühest täpist teise, jättes osa täppisid
vahele, siis üteldakse et x muutub katkeliselt. Selle juures ei oma

muutuv x ka kõiki arvulisi väärtusi, mis arvude a ja b vahel asuvad, vaid

jätab palju väärtusi vahele.

2 *
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kui a< X <b katkeline,
tulevad, omada võiks. mis nin ietud vahemikus ette

kui a^men“™dekmnltum%riuue

res

a

s

k
eh

argu'nendi vahemikus a<x<bpidevalt muutub.
Se ]uures selles vahemikus, funktsioon ise ka

pidevÄudetavk

ana.

OlenematU “avat suurust võime ikka kujutada

siis nimetakle^eda 1

k a 11% iTs^T”6 iU“reS funktsioon katkeliselt muutub,

tärnV" T d"6 8) argumendi vahemikus
tapp M nimetud vahemikus x-telge mööda S™uB

|"
a!'gumendi x kuju-valt kõverat joont mööda argumendile vastav täpp T

’ S"S '"gUb ka Pide ’

«™Ä'Ä
funktsiooni kujutäpp T korXa tän t R

”?.uutlr»se puhul väärtuse x =4 juuresjektsioon y-teljel korraga täpist ?amuti hüPPab täpi T pro-x = c juures katkeb funktsioon
PP N

’ et argumendi väärtuse

vähendame “suuruse 1 f(?õrrag

(joon
di

io)
Sl ’urendame Ja

mendi uutele väärtustele Ä -

10)
’ S11S 011 argu-

funktsiooni väärtused f(x it) if
nüüd kujutame e lõõmab/Äd Kui
nõnda et lim s

— 0 hui i
Xdkeileva suurusena,

tused f(x4- £) ia ffv
dakkavad funktsiooni väär-

ligineb
,
puhul

SS: k °hal Seda ei iuhÄeÄ
.<Ää&X-

'i”

o
f<x +f) =

>i ™

of(x _ f)

Joon. 9.

Joon. 8.

Joon. 10.
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Jagades vorduse 3) mõlemad pooled veel argumendi kasvuga dx, saame

funktsiooni ja argumendi kasvude suhte

dy f(x -j- dx) — f (x)
dx dx

4)

Kui argumendi kasvu dx mõtleme ikka positiivsena, siis on kasvude

suhtel alati sama märk kui funktsiooni kasvul dy, ja temal on siis kindel

geomeetriline tähendus. Ja nimelt, kui (Joon. 11 ja 12) ühendame täpid Tja
T, sirgjoonega, siis saame väikese täisnurkse kolmnurga TSl\, mille kaateti-

dv
deks on kasvud dy ja dx. Sellepärast tähendab kasvude suhe absoluut-

selt võetud, selles kolmnurgas kaatetile dy vastuseisva teravnurga tangensit,
dv

Võttes aga suhte märgi ka arvesse, võime ütelda, et funktsiooni kahane-

mise puhul, kui saab negatiivne, on selle suhte väärtus võrdne nimetud

teravnurgale vastava täiendusnurga (kuni 180°-ni) tangensiga. Pikendades

sirgjoont TT
(

kuni ta lõikab x-telge ja nimetades selle juures nurka «, mille

see sirgjoon sünnitab x-telje positiivse sihiga, sirgjoone tõusunurgaks, näeme,
dv

et kasvude suhe - on ikka võrdne niisuguse sirgjoone tõusu-

nurga tangensiga, mis läbi funktsiooni kujutuse täppide T ja T 1

läheb s
Jy

=tg«.
dx

*

2. Kujutame edasi (Joon. 11 ja 12), et meie lõikjoont TT, hakkame

pöörama ümber täpi T nõnda, et täpp T, kõverat mööda täpile T hakkab

liginema, mille tõttu lõikjoon TT
t

ise ligineb sirgjoone seisukohale, mis kõve-

rat täpis T puudutab. Selle juures hakkab muutuma ka nurk a ja tema tan-

dv
gens nõnda, et dx ja dy pidevalt vähenedes liginevad nullile kui piirile,

dx

dv
aga suhe ise ligineb nimetud puutuja tõusunurga (p tangensi väärtusele,

dx

mille tõttu võime kirjutada:

lim Jy iim f(x -f- Jx) — f (x)
Jx->0 Jx Jx->0 jx

Puutejoone seisukoht ja ühes sellega tema tõusunurk muutub olenedes

puutetäpi seisukohast nõnda, et igale üksikule puutetäpi seisukohale vastab

kindel puutejoone tõusunurk. Seda võime ütelda ka puutejoone tõusunurga
tangensi kohta. Et aga puutetäpi seisukoht kõveral joonel ise oleneb oma

abstsissi väärtusest, siis on arusaadav, et avaldus
n peab tähen-

dx->0 jx

dama muutuvat suurust, mis oleneb antud funktsiooni argumendist. Selle-

pärast nimetakse suurust
, n

antud funktsiooni tuletisfunktsioo-
r dx —> 0 d x

niks ehk lühidalt tuletiseks.
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Kokku võttes võime ütelda:

p£x“:"£kakst' ioÄ
jooneks on antud Ji kövX

Tuletis funktsiooni märgitakse harilikult lühemalt kas - •dy
y ehk f'(x) läbi, nõnda et

’ margl
dx’

ehk

lim j y dy
dx ~dx~~ y

'==f'(y)’

“endi
J d7HerenfŠiad

a

y
iiks

dX nimetakse vastavalt funktsiooni ja tema argu-
tema aTgS “õn °" funktsiooni jaÄSSÄak- ÄÄS

Korrutades vorduse ) ~i

liga, leiame et
dx “olemaid pooli argumendi differentsiaa-

dy = f'(x)dx

VÕrdUb ‘“funktsiooni

differentsimiseks?"1 le'dm' St kui “temaatilist tehet nimetakse funktsiooni
d. Leiame näiteks funktsiooni

y = x 2

i^v^Ä”e

y

n

;

d“Vda^ame kaSVU

ehk avades sulud:
y ~ (* + Jx)2,

y+Jy — x 2 -j-2xjx4- Jx2
.

pooled, siis leiame P°° ltest lahutame võrduse 1) vastavad

= 2xJx-f-JxA

kaS vutgsXViin,aSe VÕrdUSe m3'emad Pooled argumendi kasvuga dx, leiame
Jy
j x

~
= 2x 4~

mille piiriks on

lim Jy__ lim
Jx-*O js dx~>()

2x x) 2x.

Tähendab, funktsiooni v= x 2 tnWic i „y x tuletiseks on funktsioon y' =2x
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/

Kui kujutame graafiliselt funktsiooni y= x
2 kõvera (Joon. 13), siis peab

puutejoon näiteks täpis A, mille abstsiss x= l, sünnitama x-teljega
niisuguse nurga ABx, mille tangens on 2, sest
kui x= 1, siis y' =2. Samuti peab olema täpis
C tõmmatud puutejoone tõusunurga tangens
tg / CDx =4, sest täpi C abstsiss x= 2 ja kui

x = 2, siis y' =4.

Ülesanded.

5. Leida funktsiooni y= x3 tuletise väär-
tused argumendi järgmiste väärtuste jaoks:

a) x= — 2, b) x= 0, c) x= 1, d) x= 2.

6. Määrata funktsiooni y= x
4 kõverale kujutatud puutujate tõusunurga

tangensite väärtused, kui puutetäppide abstsissid on järgmised:

a) x=— 2, b) x=— 1, c) x= 0, d) x= l.

7. Leida järgmiste funktsioonide tuletised :

a) y==xs
, b) y = 2x 2

, c) y=2x2 -Px, d) y = x
2 4~2x-|-3.

Joon. 13.

§ S. lldised laused fa algebraliste funk-
tsioonide differentsimine.

Astme (x
11

) tuletiseks on astmenäitaja (n) korrutis ühe võrra

alandatud astmega (x
11-1

).

Tõendus:

Olgu antud funktsioon
n

y= x ;

kui anname argumendile kasvu Jx, siis peab ka funktsioon T

saama vastava
kasvu Jy, nõnda et

y+Jy=(x-j-jx)n .

Lahutades viimasest kirjutusest eelmise ja jagades saaduse mõlemad

pooled kasvuga Jx, leiame:

A y (x -|- Jx)
n

—x
n

Jx A x

Kui nüüd Jx lõpmatu väheneva suurusena mõtelda, siis võime piiri-
väärtuste läbi kirjutada:

dy lim (x Jx)
n

— x
n

dx Jx—>o Jx



26

v 1 aj — u enk liin x = x

dy
=

lim (x ± Jx)”^ x
n

„
dx Jx->0 jx

-

nn L_JZ2L,
Nüüd aga võime 8 3 tõendatud i

xi“>x x
t

-— x

tõendatud lause põhjal kirjutada:
dy n-l

1
dx ÄnX

kus n võib olla mis tahes reaalne arv.

Har jutused.
Leida järgmiste funktsioonide tuletised:

8
‘ a > y= x b) y= x2

d) y= x
1

e) y=
l

J
X2

3

s) y = ]/x h) y=L

3

k> y = yX2
]) y=

j

n) y=/l
]/x2

iääda™ •{aiš‘lava ala muutuvajaadava a ja muutuva tuletise
Tõendus.

°lgu antud

c ) y -x3

f) y =

0 y=r~

m) y=JL

-»
P) y=

FX4 X3^X

Hx"rkorrutis! k"rrutlse tuletis on

Andes siin argumendile kasvu Jx/s»»,
dx, saame

r u

y4-Jy =a. f(x-j-jx)
v3rdu-‘ ja jagades siis mdiemad pooled

~= a.
f^x + f(x)

dx ’

mille tõttu võime kirjutada:

)im f(x + Jx) _ f(x)
JX -*0

-■r
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dv dv . du
- U V

dx dx ■ dx

mille tõttu

kus
dV

on funktsiooni v tulelis ja on u tuletis,
dx dx

B. Puht analüütiline tõendus.

Kui anname argumendile kasvu jx, siis saavad korraga vastavad

kasvud kõik argumendist x olenevad suurused u, v ja y, nõnda et võime

kirjutada võrduse 1) põhjal

y+Jy= (u + Ju) (v -j- Jv) =UV 4~ UJv +(v + Jv) 'u
-

Lahutades sellest võrdusest võrduse 1) ja jagades saaduse mõlemad poo-

led argumendi kasvuga, leiame:

Jy Jv Ju

Jx Jx 1 v 1 Jx

Edasi tuleb samuti harutada, kui eelmisel juhtumisel, võrdusest 2) algades.
Lauset 4 võib kergesti laiendada ka rohkema kui kahe teguri korrutise peale.
Näiteks, olgu y=u.v. t, siis võime kirjutada, vaadates ajutiselt korrutise

u. v peale kui ühe teguri peale:

d?_u v

dt
-+t.

d(u -v)
-

dx dx r dx

Aga
( *(U’ v )

On kahe funktsiooni korrutise tuletis ja sellepärast

d(u.v) dv . du
.

\ —u
j -r v

,< Ja
dx dx dx

dy dt . . dv , . du

i
u. v.

,
u. t.

,
-4- v. t.

,

dx dx 1 dx ' dx

11. Differentsida järgmised funktsioonid, kui korrutised.

a) y —
3 x ] x,

c) y = (4 x
2 —3 x) (2 x —3),

e) y=(3 x — (x +3 V x),

b) (x2
— a)(b — x),

d) (x —3x3) (2 —x2 ),

f) x ]/ x (x2 —a).

5. Murd-funktsiooni tuletis on murd, mille lugejaks on antud

murru nimetaja korrutis lugeja tuletisega miinus antud murru

lugeja korrutis nimetaja tuletisega, aga nimetajaks on antud

nimetaja ruut.

Tõendus:

Olgu antud u

y ~

v.’

kus jälle u = f(x) ja v = <p(x).
Korrutades antud võrduse mõlemaid pooli parema poole nimetajaga, leiame

y • v = u.
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Ja nüüd kirjutame eelmise lause põhjal

y ■

d

v

+ v Jr = -dx dx dx

ehk V^r

=
ydv _du u du v s~ u

;rdx dx dv •-
=

dx dx
ja lõpuks

"x dx v dx
v

v
d<* dv

dy
v
dx' ll dx

dx

Harjutused:
12

’ a) y=fr1 -j- X b)
b —x

d) y =

5 ~ x2
y

2+ 3x

e) y = a!±3
ö — x

e) v = —

bx2
2 ■ d

a I b.\- f) y=
x

X2 —3x + 1

g) y = Z~ 5x2 -[-X 7 oi.

X4 4- 3x2 4-1 h) y = Z?_._42 4- 3x3
2x 2

— 4x5

Tõendus :
õlisega argumendi x järele.

Olgu meile antud liitfunktsioon
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Korrutades võrduse 5) mõlemad pooled võrduse 6) vastavate pooltega,
mille tõttu koondub pahemal pool Ju, saame:

Jy F(u 4~ Ju) —F (u) f (u4~ Jx) — f(x)
.

Jx Ju Jx

Kui mõtleme Jx lõpmatu väheneva suurusena, siis on ka Au ja Ay lõp-
matu vähenevad suurused, sest meie oletame, et funktsioonid u ja y on pide-
vad. ja siis võime kirjutada:
matu vähenevad suurused, sest meie oletame, et tunktsioomd u ja y on

vad, ja siis võime kirjutada:

liin Jy lim F(u-|-Ju) — F(u) lim f(u —dx) — f (x)
Jx->0 dx du->0 du dx->0 dx

ehk

g = F (u) . f (x) = F[f(x)] .f (x).

Siin on F'(u) antud liitfunktsiooni tuletis sisemise funktsiooni u kui ar-

gumendi järele, aga f'(x) on sisemise funktsiooni tuletis argumendi x järele.
Leida reegel ruutjuure y = Vf(x) differentsimiseks!

Harjutused.

§ 9. TransfseiMieii/sefe funKfsioonide dif-
ferenlsimine.

1. Võtame kõige pealt logaritmilise funktsiooni

y = igx

ja katsume teda differentsida.
Anname selleks argumendile kasvu A x, siis saab ka funktsioon vastava

kasvu A y, nõnda et

y 4- A y = lg (x 4- J x)

ja tehes samuti kui eelmistel juhtumistel leiame:

A y Ig(x T Ix) —lg (x)
A x A x
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Et selle võrduse parema poole piiri leida lõpmatu väheneva Jx juures

miüe
kS

tõttu
U

l
de^e^ma Ümber

’ teadeS
’ logaritmide vahe on murru logaritm,’

= -

1
- lg

x+
=

1 / jx \
Zlx Ax

S
X Jx g( +

Korrutame ja jagame veel pahemat poolt argumendiga x ja nimetame

peale selle = n, siis saame:

.
X l<y /l I x \ 1

,
/ |1 \ 1 / I\n

Jx x’ jx gII +
X )“x 'n■ 18 ('+J =

x
,g P+n) •

Kui nüüd J x ►O, siis ►oo ja n—> 00, ja

lim 4p =li | lim /i i Un l
Jx ->0 Jx x | n—>oo y y)/ j

sest paremal muutub kasvu Jx muutumisega ainult logaritmi märgi all

seisev suurus 11-j—l .

\ n/

Ao-a dy dy jjm / j\ n
g

Jx—>o Jx dx Ja s 3 põhjal e’
selle Pärast

leiame:

dy Ige
dx x

Ja võime ütelda lause:

a „n

tu,etis on murd
’ mil|e lugejaks on arvu e logaritm,

aga nimetajaks on argument x.
Valem 1) muutub palju lihtsamaks, kui logaritmiline funktsioon, võttaaluse e juures, nõnda et 1

y = Inx *),
siis on Ine = l ja

dy 1

dx
=

x
2)

Ehk üteldes sõnadega:
Loomuliku aluse juures võetud logaritmi tuletis on murd, mille

lugejaks on 1 ja nimetajaks argument x.
See nähtus, et aluse e juures võetud logaritmi tuletis lihtsam on iga

teistsuguse aluse juures võetud logaritmi tuletisest, ongi üheks põhjuseks
mispärast arv e nimetakse loomulikuks logaritmide aluseks.

Harjutused:

14. a) y = ln(2x) b) y = ln(x2) c) y = ln]/x
d) y = ln(2 —x) e) y = ln(14- x2) f) y = ]n (l—x)3

i i
*)- loomuliku aluse juures võetud logaritmi märgitakse harilikult tähiga In ladinakeelse nimetuse „logarithmus naturalis" esimesed tähed.



33

A i
I+ X

g) y= ln
r_ x

h) y = (lnx)2 i) y =?= ]/lnx

Inx

k) y = [ln(l — x)]2 1) y= x
3 lnx m) y =

x3

n) y = ln(14-x) • ln(l —x) o) y = P) y=ln(lnx)

2. Eksponentsiaal funktsiooni y= a
x

tuletis on selle funk-

tsioni korrutis aluse a loomuliku logaritmiga Ina.

Tõendus.

Kui y =a
x

,
siis saame, võttes loomulikud logaritmid mõlematest pooltest

Iny = x.lna,
ia siit

1
,

x= 7— • Iny •
Ina

J

Kui nüüd suurust x ajutiselt võtta funktsioonina, aga y argumendina ja

silmas pidades, et J on jäädav suurus, siis võime kirjutada eelmise valemi

2) põhjal
dx 1 1

dy
—

lna y

Pöörates viimase kirjutuse mõlemad pooled ümber ja pannes suuruse y
asemele tema antud väärtuse argumendi x läbi, leiame lõpulikult

*Jy =a
x

Ina
dx

Erijuhtumisel, kui antud funktsioon on

y = e x

?

leiame, teades et Ine = 1,
4?_

e
x

<lx •

Harjutused:
X

c) y 3a 3

f) y=a
lnx

a
x

■) y = lni

15. a) y=a
2x b) y= a

1 x

e) y2a^xd) y = a
x3

g) y = ln(a 3x ) h) y= a
x

• Inx

1 A
,QX

k ) y=
x

a
x

m) y= ? x

2 X

3

1) y = 3x 2
a

x

V. Päbs, Algebra 11.
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M
51 ~ X

°) y=Q—1,3—x2

n) y— |i-x.3 2x x

p)

q) y=e
2x

r) y = 2e2x
-e'-x

s)
e

x
— e

~ x

3. Siinuse tuletis on koosinus.
Tõendus.
01gu antud

y = sin x.
Andes argumendile kasvu dx, leiame

Jy
7

Si" (X +JX) “ si“ x • cos4 x+ eos x • sin dx.

pooled kasvuga Jx^saanli:''01 '01' 508* ee 'miSe ja iagades saad “se mõlemad

ly
=

sinx_L cosdx Sinz)x sin x
dx JX ieosx -

JX 1)
Meil on aga teada, et

lim dy dy lim sin x eos dx lim sin x lim

f- dx dx ’dx .0 -ST- JX eos d x

sest -

Ä

2” eos dx = 1 ja
,

litn
,

_

lx~*° ' dVo dx
- 1

’

9 3 tõendatud lause 2 põhjal.

liikme '' parema poole esimese ja viimase

dy
dx

= cos x
-

4. Tõendada analoogiliselt, et funktsiooni

tuletis on y = eos x

dy

dx
=~ s,nx

-

Harjutus ed.
16. a) y = sin2x b) y = sin (2 —xl ay XJ c) y = sin2 x

d) y = |/sm x e) y = sin (Inx) f) v = fiin ,
x.

g)y = ln(sinx) h)y= a
sinx

Y

sinx \ 1)y = X.sinx
k) y = 1) v =

3x
x2

sin x
m) y — sin x .

sin 2x

n) v =

sin x

sin2x o) y = sin2 (l —2x) p) y = sin" (a -bx2)

c) y = sin2x

f) y = sin(ax )
i) y= x. sin x

m) y = sin x. sin 2x
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17. a) y = cos3x b) y = cos(l —x) c) y = cos2 x

d) y = eos x2 e) y = eos | x f) y = ]/cos x

g) y = eos (Inx) h) y= In (eos x) i) y = eos ax

k) y = eosx.sinx 1) y = m) y = 4cos 3 x — 3cosx
COS X

A •

n n a ( • I AO A
sinx+ cosx

n) y = sm2x.cos3x o) y = (sinx+eosx)2 p) y =

5. Tangensi tuletis on murd, mille lugeja on üks, aga nime-

taja on sama argumendi juures võetud koosinuse ruut.

Tõendus.
Kui on antud

y = tgx,
siis võime ka kirjutada, et

,
sin x

y = ——

cosx

Nüüd aga on meil tegemist murdfunktsiooniga ja meie saame eelmise

paragrahvi lause 5 põhjal

dy eos x. (sinx)' — sinx. (eosx)'cos2
x 4 sin2x

dx~ cos2x cos 2 x

aga, nagu teada, on cos 2 x-|-sin 2 x=l, sellepärast leiame lõpulikult

dy 1

dx cos 2 x

6. Näidata, et funktsiooni

y= cotgx
tuletis on

dy
dx

1

sin 2 x

Harjutused:

18. a) y - tgsx b) y=tgx 3 C) y = tg(l—x)

f) y = tg(lnx)

i) y = a
x tgx

d) y -tg(a + bx 2 ) e) y = x 2tgx

g) y= ln(tgx) h) y = tgax

k) y-£ 1) y =

X

tgx 7 Inx
m) y = sinx.tgx

n) y =

cosx
0) y = ln (‘KaX ) p)

In(eosx)
PJ y

In(tgx)

19. a) y-=cotg3x

3

d) y=]cotgx

b) y = cotg (1 — 3x) c) y = cotg 2
x

e) y = x 3cotgx f) y =f) y—--7 J
cotgx

3*
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X cotgxg) y h) y = «>tg(lnx) i} y = cotgax

k) y = cosx.cotgx 1) y =
m ) y=ecotgx

n) y-sin’x+ o) y = ln)/Cotg X p) y = ln (Cotga*)
7. Arkussiinuse tuletis on murd, mille Imreia nn fii™ «>...»

n,l"Ä”
s

“ rUUtJuur ühe Ja argumendi ruudu vahest.
g

Kui antud on

y = arcsin x,siis

x = sin y

ja
dy~

cosy =l l—sin2 y ==]/l— x 2
j)

Siin võetakse juur ikka positiivsena, sest y = arcsinx muutub harilikult
vahemikus >y> (§ 5), aga siis on eosy positiivne.

Kui vorduse 1) mõlemad pooled veel ümber pöörame, siis saame lõpulikult:
dy 1

dx [/1 — X2

8. Näidata, et funktsiooni

y = arccos x
tuletis on

dy i
dx |'l_x2

Harjutused:
20.

.

a) y = arcsin2x b) y=arcsin (3-x) c) y = arcsin
X

a

d) y = (arcsinx) 2
e) y = xarcsinx f) y= arcsin (l nX)

g) y= arcsin a
x

h) y= ln(arcsin x) i) y =

arcsin x

21. a) y arccos3x b) y = arccos (x2 ) • X2
c) y — arccos --

d) y= arccos (2x —l) e) y = arccos
a ~

x 2 -J—l f) y = a arccos x

'w - «■».««

Tõendus.
Kui

siis
y = arctg x,

x = tgy ja
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d
_

x
=

1
= =, , .

= t ,x.

dy cos 2
y cos 2 y

ja siit leiame, ümber pöörates võrduse pahema ja parema poole:

dy
_

1

dx 14~x2

10. Näidata, et funktsiooni

y = arccotgx
tuletis on

dy
=

1

dx 1 4~ x
2

Harjutused.
22. a) y = arctgõx b) y = arctgx 2 c) y = (arctgx) 2

d) y = arctg r-,— e) y = arctgax f) y = arctg (Inx)
1 -f~ x

x x x .
. 2X-4-1 .x arctgx

g) y = In(arctgx) h) y = arctg yi— i) y = X.e

X®
23. a) y = arccotg(3 —x) b) y=arccotg 3

c) y = (arccotgx) 3

<1

d) y = x.arccotgx e) y = arccotg(lnx) f) y = arccotg i x

Sega-ülesanded.

24. a) V = ln(u + |/i+y2 ) b) x =

c) y=(x2 —a 2)ln
a 1 X

-J-2ax d) s = ln]/sin<jp-}-ln
a x

e) r = g> 4" sin <p eos <p ' f) y = sin2 x.tgx

*) s = ln ]/i h) r=arctgVf|i_
i) s = agr —j— b. In (acostp b sinrf) k) r = areeotg |/
1) x = z.arctgz—ln].l—|—z 2 m ) y=Vl — x2 -j-xarcsinx

o) x=t|
l'2+!.2_

l

V2-tg|+ l

p) y = ~arctge
x

——q) v = ln(2x + l+2]/l+ x+x2)

r) s=Jn (2 -|- cosy) — 31 n j~Hn s’n 2”j

(2bu 2 —a) | a-f-bu 2

n ) y=- tfT"
—
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§ 10. Funkfsiooni ja tema tuletise vahekord.
Kui täisnurkses koordinaadistike kujutatud kõvprinnn flnnn nn

(TFp I^)e y = f (X) s?is (on°Sien6LSä
i V ’> +

et SeHe
.

koveri°one *ga tapi ordinaat ja abstiss on vastavalt
u uneiud funktsiooni ja tema argumendi vastavad väärtused.

fll „ lzi7
,e

-

Saam? niisugusel korral selle kõverjoone läbi selge ettekujutusenktsioom muutumise kohta. Näiteks võime ütelda, et joonisel 16 kuiutatudunktsioon kasvab argumendi väärtusest OK kuni argumendi väärtuseni O T

sega
ordinaat

sega, mille tõttu koyerjoon tõuseb võrdlemisi x-teljega. Argumendi väärtus

vafp

J
vää

e

t T funk*s
.

loonll kõige suurem väärtus võrdlemisi tefste ligiduses seis-

MaVmu^S X nimetakse maksifnumTks"
.Maksimumi juures on funktsiooni kujutusel kõige kõrgem täpp võrdlemisi

Kui funktsiooni kasvamise vahemikus eraldi võrdleme tännidp n v

Samuti näeme funktsiooni kahanemise vahemikus pf tüni p •

«pi G
VSe Ülanemine ja “ka funk“kah

SSantmina: tmin
a

e

P,
ki ire,;“TJ

T

La

d-

ina ee

i

SeS

+

t SÕnaSt
”
maximum“

~ kõige suurem (väärtus).) Ladina keelsest sõnast „minimumu
— kõige vähem (väärtus).

Joon. 16.
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Kui funktsiooni kujutuse mitmesugustes täppides tõmbame puutejooned
(Joon. 17), siis on meil teada, et iga puutuja tõusunurga tangens annab meile

tuletisfunktsiooni väärtuse puutetäpi abstsissi, kui argumendi väärtusele

vastavalt.
Me võime sellepärast, võrreldes puutujate tõusunurga tangensi väärtusi,

leida, missuguses vahekorras peavad olema funktsiooni ja tema tuletiste väär-

tused. Selles mõttes on joonise 17 järele arusaadavad järgmised laused:

1. Argumendi niisuguses vahemikus, kus funktsioon kasvab,
on tuletisfunktsioon positiivne, sest, nagu joonisel näha, on siin puutuja
tõusunurk ikka terav, aga teravnurga tangens on positiivne.

2. Argumendi niisuguses vahemikus, kus funktsioon kahaneb,
on tuletisfunktsioon negatiivne, sest siin on puutuja tõusunurk nüri,

aga nürinurga tangens on negatiivne.
3. Argumendi niisuguse väärtuse juures, kus funktsioonil on

maksimum ehk miinimum, on tuletisfunktsioon null, sest siin on

puutuja paralleelne x-teljega ja sellepärast on tõusunurk ja selle tan-

gens null.

Joon. 17.

Võrreldes funktsiooni kujutuse tõusu vahemikus täppides I) ja E tõm-

matud puutujate tõusunurke, näeme, et mida kiirem on kõverjoone tõus, seda

suurem on ka tema tõusunurk, sest kolmnurgas NQP on /DNX välisnur-

gaks, kuna ZQPN on sama kolmnurgas nurgale DNX vastuseisvaks sise-

nurgaks. Sellepärast võime lühidalt ütelda:

4. Mida kiirem on funktsiooni kasvamine, seda suureni peab
olema tuletisfunktsiooni väärtus.

Funktsiooni kujutuse alanemise vahemikus aga näeme kolmnurgast
TR S, et seal on puutuja tõusunurk, olles nüri, seda vähem, mida kiirem on

kõverjoone alanemine, ja sellepärast peame ütlema:

5. Mida kiirem on funktsiooni kahanemine, seda vähem on

tuletisfunktsiooni väärtus.
Silmas pidades, et funktsiooni kahanemise vahemikus tuletisfunktsiooni

väärtus ikka on negatiivne, aga negatiivne suurus on seda vähem, mida

suurem on tema absoluutne väärtus ja ümberpöördult, võime viimased kaks

lauset (4 ja 5) ühendada, üteldes:

6. Midakiirem on funktsioonimuutumine(kasvamineehk kahane-

mine), seda suurempeab olema tuletisfunktsiooniabsoluutne väärtus.

Kui kujutada ühele ja samale joonisele algfunksioon ja tema tuletis, siis

peab eelmiste lausete põhjal tuletise kujutis asuma ülal pool x-telge abstsissi
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pÄuVa tõuseb ja tuletise kujutus
alaneb. Tuletise kujutus peab lõika™ v.uF*"?.’ .

al??'unktiooni kujutus
juures, kus funktsiooni kujutus tõusust

®bstsissi niisuguste väärtuste
pöördult. Tuletisfunktsiooniikuju uše “le

h

al?nemisele ehk ümber-
suurem, mida kiirem on algfunktsiooni kninhw t’ °le

,

ma abs°luutselt seda
Kõike seda näeme ioonidel 118 L u

tOUS
,

ehk alanemine.
tuletis koosinus. ’ korraga on kujutatud siinus ja tema

tisega
KUJ

'

Utada Ühel ia Samal J°°nisel iSa järgmine funktsioon ühes oma tule-
a) y = x2

f)y = 2x3 + i

b) y— x2 4-1 g) y = 2x 3 + 3X2
__ 12x + 2

c) = 3x2
h) y=

l-
d) = 3x2 + 2

..

x2

.

9

i) y = Inx
e) y = xS

,k)y = tgx

muutumise üle; ja^melt^^ünTüteldTl^lris'»'6l6 ot®.as!ada algfunktsiooni
tüse juures funktsioon kasvabTeM kah,!ÄS"1' ehk teiSe vääl”
juures on funktsioonil maksimum ohv •

2 mi®suguse argumendi väärtuse
tsiooni muutumise MiruS Zumendl üJ"T?” Ja võime ™rrelda funk-

Näiteks olgu anlud funlSn ‘e‘ Se VaärtuSe iUUres’

y = 4x3 — 21x2 + 18x —5,
ia 01g“ tÄÄffir kohta selgusele *uda

-

y = 12x2 — 42x 4- 18

tuletise*^ä= ™ta ™«

juures kasvab* meie
et 1) argumendi väärtuste 0, 4 ja 5

meie funktsioon; 3) argumendi
-Vaartuste 1 2 juures kahaneb

j gumenai väärtuse 3 juures on meie funktsiooni] kas
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maksimum ehk miinimum ja nähtavasti on siin miinimum, sest enne seda

argumendi väärtuse x = 2 juures kahaneb meie funktsioon, aga pärast x = 4

juures kasvab ta ; 4) argumendi väärtuse x= 2 juures kahaneb meie funkt-

sioon kiiremalt kui x = 1 juures.
Meie võime eraldi määrata niisugused argumendi väärtused, kus on meie

funktsioonil maksimum ehk miinimum. Selleks on vaja nõuda, et meie funk-

tsiooni tuletis võrduks nulliga ja leida argumendi väärtused, mis seda nõuet

rahuldavad.
Võrrandist 12x2 — 42x +lB = 0 leiame x

t
=3 ja x

2
= 0,5. Esimene

nendest juhtumistest on meile juba teada, teise kohta aga võime ütelda, et

meil siin nähtavasti tegemist on funktsiooni maksimumiga, sest enne seda

argumendi väärtuse x= 0 juures kasvab meie funktsioon, aga pärast seda

x = 1 juures ta kahaneb.

Ülesanded.

25. Selgeks teha, kas järgnevad funktsioonid antud argumendi üksikute

väärtuste juures kasvavad ehk kahanevad.

Antud funktsioon

a) y=x2 — 3x 5

b) y = 2x2
— 5x — 1

c) y = x3 4" x + 3

d) y= x3 +2x + 2

e) y = x 3
— 3x 3

— 3

f) y= x3 — 6x2 + x—l

g) y = x3
— 3x3 +x + 2

Antud argumendi väärtused

—1; 0; +1; +2; +3; +4;

—3; —2; —1; 0; +1; 42;

—2; —1; 0; +1; +2; +3;

—2; —1; 0; +1; +2; +3;

—2; —1; +1; +2; +3; +4;

—2; —1; 0; +1; +2; +3;

—1; 0; +1; +2; +3; +4;

26. Missuguste argumendi väärtuste juures on järgnevatel funktsioo-

nidel maksimum ehk miinimum?

a) y = 2x3 3x2 — 12x — 4 e) y=x4
— 8x2 + 5

b) y= x 3
— 9x 2 + 15x + 1 f) y= 3x5—25x3 + 60x— 3

c) y= 2x3 —6x 2 —2 g) y= 6x5 —115x3 +675x —47

X2
d)y—x3 —l2x + 7 h) y=£+J
27. Kui suur on järgnevate funktsioonide läbi määratud kõverjoonte

tõus*) antud abtsissi üksikute väärtuste juures?

Antud funktsioon Antud argumendi väärtused

a) y=-X2

b) y= x 2 —x + 2

c) y= x3 —2x2 +x

—1; — 0,5; 0; + 0,5;4-2

—1; —0,5; 0; + 0,5; +1

—1; —0,5; 0; +0,5; +1

*) Kõverjoone tõusu all mõeldakse antud

tatud puutejoone tõusunurga tangens.
absfsissile vastavas kõverjoone täpis kuju-
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X
d) y= x-i 1 0; +1; 4- 2; +• 3

e) y = sinx ./. X

2’ 4’ ’ +
2’

+ T

f) y = tgx _Jr. ... , Jr. jr. ijt

g) y= ln(x _ 1) 0; +0,2; +0,75; +1; +1,5

tumin
2
e

B
iõige

iS&argUmendi väärtuse <>n funktsiooni yteosx muu-

XSSVX“iVäärlUSe iUUreS 0,1 kÕVerj °°ne + --'osx

30. Missuguse argumendi väärtuse juures on kõverioonp v = lnfYpuutejoon perpendikulaarne x-teljega?
n ( X

31. Missuguse argumendi väärtuse juures sünnitab kõverjoon
y=x3 — llx + 3 x-teljega nurga a=-?

4

§ 11. Funktsiooni kõrgema järgu tuletised.
1. Funktsiooni y=f (x) tuletis (x) on üldse ka funktsioon, mis

samast argumendist x oleneb.
Sellepärast võime differentsida ka antud funktsiooni fnUtict i-i

•

saame antud funktsiooni n.n. teise tuletise. Teist tuletist märgitakse järgmiselt!
d

[f' (x)]' = ?j- f (x ) ]= f » (X) „ Ahk (dx/
=

d (dy)
_

d2y
ax dx dxä —dx 2 ’

tuletis
DeTn n

e

SldeS fUnktBi °Oni teist tuletist
> juba kolmanda

Kolmandat tuletist tähendakse kirjas märgi y'" ehk f'" (x) ehk
3 y

läbi j. n. e.

*

dx 3

Näitus 1.

0.. t ...
,

Antud y=x3 — 5x 2 +3x— 2.
biit järgneb:

y' = 3x2 —lox + 3
y" = 6x —lO
y"' = 6

Used °n uind°lmaS tU‘etiS jäädaV Suurus ja on kõik järgmised tule-

Näitus 2.

Antud
y = siu x.
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Siis järgneb et:

y' = cosx, y" =— sinx, y"' = — cosx,
y

IV
= sin x, yv = eos x, j. n. e.

Siin on lõpmatu arv tuletisi ja need tuletised korduvad perioodiliselt.

32. Leida järgmiste funktsioonide teine tuletis.

i) y=]/ xa) y = 2 x + 3

1 \
x

k)y

x— 1
*> y^

x n

b) y = x2 + 3 x — 1

c) y = 2 5 x + 1

d) y = x3 + 3 x— 2

e) y = 2 x8 — 5 x + 7

f) y
= x4

— 3x3 + x + 3

g) y = x5
— 7 x 2 + 2 x— 5

h) y "x

m) y = In x

n) y = tg x

o) y = cotg x

p) y = arcsin x

q) y = arctg x

33. Leida järgmiste funktsioonide kolm esimest tuletist.

a) -

x

~ d) y i — x g) -x3 + y x

1
3

b) ]/x e)
t _ x2

h) X* — ]/x
1 3 .13

C) j/x f) I'2 — X x 2 ~|/x2

,
n

d V
34. Leida järgmiste funktsioonide n-ne tuletis ’ ■

dx
n

a) y=(l+x)
ni

*) b) y=a
x

c) yV d) y-lg(H x)

§ 12. Teise tuletise vahekord esimese tule-

tise Ja algfunktsiooniga.

Et teine tuletis järgneb sama reeglite põhjal esimesest, kui see viimane

järgneb algfunktsioonist, siis peab teine tuletis esimesega ka samasuguses
vahekorras olema, kui esimene tuletis on algfunktsiooniga. Sellepärast võime
nende vahekorra määramiseks ütelda: 1) teine tuletis peab olema posi-
tiivne argumendi niisuguses vahemikus, kus esimene tuletis kas-

vab; 2) teine tuletis peab olema negatiivne argumendi niisuguses
vahemikus, kus esimene tuletis kahaneb; 3) teine tuletis peab

’) Siin olgu m, kui teda täisarvuna võtta, suureni kui n.
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ÄeTÄ X- esimese!

funktsiooni graafilist* Imfutust^* 00111 vahekorra selgitamiseks tarvitame jälle

võib AE (J°°n
- W)

’
miUe k°hta

Jälgides selle kõverjoone
puutuja tõusunurga tangensi
muutumist, kui puutetäpp nihkub
tapist A täpini E, leiame, et see

tangensi väärtus kahaneb, olles
esialgu positiivne, künni puute-
taPP jõuab täppi C. Siin on puu-
tuja tõusunurga tangens null.
Kui puutetäppi veel edasi nihu-
tame, siis muutub tõusunurga
tangens negatiivseks, aga tema
väärtus kahaneb järjest, sest

haneb. Sellega kahaneb ka ioonini iq i
•

+

t
l

õu
J

suril
,

lrk
’ muutudes nüriks, ka-

mene tuletis .ja meie võime Irvesse võtÄ U<i Vahemi?us funktsiooni ’esi-
korra, ütelda järgmise lause;

esimese P teise tuletise ™he-

vaa<l®te^^uml

e

er”^>n Vte^ne,

tu
,letis ,ne^it,ihrne*On* kuJutus on ola|t

Samuti näeme joonisel 20, kus asub *

iunktsioom kujutuse õõnes osa, kui ülalt »�vaadata, et siin puutuja tõusunurga tangens X
kasvab, kui nuutefänn nihimß 1kasvab kui puutetäpp nihkub pahemalt
paremale poole.

Nimelt on selle tangensi väärtus esmalt
negatiivne, künni ta kasvades nulliks muu-

v" pu“‘etaPP. taPP* c jõuab, ja pealeselle kasvab ta järjest edasi, olles juba posi-tiivne. Selleparast võime ütelda veel järg-
mise lause: J 6

2. Argumendi vahemikus, kus
funktsiooni kujutus on ülalt vaadates

tiivne’ teine tuletis olema posi-

kujutuTÄu™ Ü?e7a Jarele al«siooni
funktsiooni kujutuse õõnsale osale jTrgneb kumer osa ehkflmb '"■‘‘Tn Kui

p)'Ä ä££ää
korrast teise juure.

J ulc ldkeb unest kõveruse seisu-

tatudÄÄÄ lah
VuTd°es e

eN
äanU-^PikS- Se,les täP is pu-

rast ehk ümberpöördult SehNe fäni?» “ 00“Sa osa ärgnevast kume-
peab funktsiooni teine, S muutma

8

lääIääf tUSe juures
peab võrduma nulliga. Esimesel

*ma
’ see tahendab: tema väärtus

mum ehk miinimum väärtus.
aga peab Sim olema kas maksi-

Eelmisest harutusest järgneb lause:

Joon. 19.

Joon. 20.
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3. Teine tuletis on null argumendi niisuguse väärtuse juures,
kus algfunktsiooni kujutusel on käänu täpp.

Et funktsiooni ja tema kahe esimese tuletise vahekorda tegelikult näha,
X

selleks on kujutatud joonisel 23 korraga funktsioon y = + sinx ia tema

kaks esimest tuletist. Mitmesugustele argumendi väärtustele vastavalt arvu

tatud funktsiooni ja tema tuletiste väärtused on korraldatud järgmises tabelis

35. Kujutada ühel ja samal joonisel iga järgmine funktsioon ühes oma

kahe esimese tuletisega.

a) y=
*

— sin x b) y= | + eos x c) y= x — eos x

d) y=| (x3 —lix—4); e) y=* (x*-Bx+9) f) y =^(x4-8x3 +22x2-24x+12)

Joon. 21. Joon. 22.

Joon. 23.

X

—

-|7t

1 ■"

_

71

2 3
_

71

6
0 *

6

*

3

n

■2
|7t 7t f 7T |7t

y -1,91 -1.79 -1,39 -0,76 o 0,76 1,39 1,79 1,91 1,81 1,57 1,33 1,23 1,36 1,75

y' 0 0,5 1 1,36 1,5 1,37 0,5 0 - 0,37 -0,5 -0,37 o 0,5 _L
y" 0,87 0,87 0,5 0 —0,5 -0,87 - 1 -0,87 -0,5 o 0,5 0,87 1 0,87
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mu

§
ml la miini-

kokkuvõetult mSdaßHütelda?1 tema tuletiste vahekordade peale, võime

juures, *Xk

teeb
nelimesentule“semn»^men<li " ii

.

sl, R,ls« väärtuse
2) funktsioonil on miinimum tiroLt» t

-

lse negatiivseks.

nullikd
selt toimetada. Leides kõige pealt antud ÄoTy

dx =f^x)’

juured on^frgumend? üksikud
Ni .imoodi saad ud võrrandi f'(x) = 0

mille juures aUnktsioon"]f võib oX mL^680 “ teevad
>tades edasi veel teise tuletise vaafaJt I?aksirau m ehk miinimum. Kirju-

argumendi üksikute väärtuste juures r

äärt“S .? Omab ta leitud
kas ta saab negatiivne ehk positiivne mw?

-i

tu
.

leJise väärtus, selle järele
argumendi väärtuse juures

P
On me"e’ funktsioon '

l

15P uliku«, missuguse
juures miinimum. funktsioonil maksimum ja missuguse

on. n.iaksimum^a6S

mii’n
n

im
a

um,

IS

võ

a

ime
IyspuksV arvuUdamiinimum väärtused ise, andes alo-fnnti ■ Y ukada funktsiooni maksimum ja

Näiteks olgu vaja leida funk^öo„k °ni ar^umendile ™«‘ava väärtasl

.

f (x)-2 X 3 —3 X 2
_ l2x l 6

maksimum ja miinimum.

võrrand^68
’

e ‘ ant“d funktsi<>oni esimene tuletis võrduks nulliga, saame

6x2 — 6 X — 12 = 0
mille lateks on ?1 = 2 ja x2

= _l.

mum_ehk
.

Andes ka teises tuletises f" (x) = 19y rtused, leiame, et teise tuletise «rJ, T- ar^mendile samad väär-
on positiivne, aga argumendi x= -7 juZ" rt' nZJ

2
s

iuures f "(2) =+ 18

mum x“ a

9

tUd funk‘sioonil maksimum argumendid °n ?egatii™e. Järje-
mum x= 2 juures. Kui nüüd veel anname id d 1 luures

t aga miini-

H-IV-lr 1 ia . x = 2 siis leiame lõpulikult väär’
lj —l3 ja mnmmum-väärtuse: f(2) = —l4

ktslooni maksimum-vaärtuse:

elv A 3 n
' 5 b)y =x 3 —3x 2 —9x4-7c) y = 4x 3

— 9x 2 —l2x_Lin ( ‘
Ä d) V = 4x 3 4fiY2_Q v n

ey = 5 X3_ 19x2+24x +IB y = 6x3 _ 7x2 _ 4

9

x

X + 6

g) y = Bx3-13 X 2_ Bx4
_ 17 Mv „ 2 tl

4X : 2

i) y = X 3_ 6x + 8 ' h)y_6i x3_i4x2 147x+75
k) y—2xJ— 3 | 3 x 3g x _|_3o
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37. a) y=x4
— 32x4~3 b) y = 3x4 +4x 3 — 12x2 4- 10

c) y=x4—2 x8—3 x2-j-4 x-|-14 d) y= 9 x4—14 x3— 21 x2 36 x— 36

e) y = 1,2 x5 —5,25 x4 4~ f) y=3 x3 4- 40 x3 — 135 x +l3
4-7x3 —3x2 4-30

g) y = 12x5-25x34-15x4-11 h) y = 0,6x5 —4ox3 -j-432 x— 37

38. a) y = sinx -(- cosx b) y = sinx — cosx

d) y = + sinxc) y = cosx — sinx

e) y =

2
+ cosx

g) y = x -j- ]/ 2 cosx

f) y=X —- y 2 sinx

h) y = |/’ 3x 2 sinx

39. a) y= x —e
x

; b)y =e
x —x c)y =e

x —sinx

d) y= e
x

— x 4~cosx; e) y= x — Inx; f) y= x 2
— Inx

Täiendajad märkused.

1. Senni me tundsime funktsiooni maksimumi ja miinimumi lõpulikult
ära teise tuletise märgi järele. On aga veel olemas ka teistsugused tunnused.

Nimelt kui a on argumendi niisugune väärtus, mille juures funktsiooni y = f (x)
esimene tuletis nulliks muutub ja kui arvutades leiame, et

f(a —h)<f(a)>f(a + h),

kus h on küllalt väikene suurus, siis on selge, et meil on siin tegemist
funktsiooni maksimumiga. Ehk kui leiame, et

f(a-h)>f(a)<f(a + h),

siis peab argumendi väärtuse a juures olema funktsiooni miinimum. Aga kui

juhtub, et

f(a —h) < f (a) <f (a -|- h) ehk f(a — h) > f (a) > f(a 4~ h),

siis ei ole meie funktsioonil argumendi x = a juures ei maksimumi ega mii-

nimumi.

Võime ka esimese tuletise väärtuste põhjal ütelda, et kui

r (a — h) > 0, f (a) = 0 ja f' (a 4- h) < 0,

siis peab f (a) olema maksimum-väärtuseks.

Kui aga
f' (a —h)<o, f' (a) =ojaf' (a h) >O,

siis peab f (a) olema miinimum-väärtuseks.

2. Võib juhtuda, et argumendi niisuguse väärtuse juures, kus esimene
tuletis nulliks muutub, funktsioonil ei ole ei maksimumi ega miinimumi, vaid
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ÄZSÄ? funk‘siooni kujutusele on par“

peab olema.
UhtUmiSe tunneme ära teise tuletise järele, miUe väärtus siin null

—3OS? nu ,',u ,

tub funktsiooni y= X3 —l5 X2 +;75 x+l tuletis y' = 3 x2—
ÖUX 7Õ nulliks argumendi x== 5 juures. Sama argumendi väärfn«o

juures muutub ka teine tuletis y" =6x — 30 nulliks. Tähendab, on

"

meiefunktsiooni kujutusel argumendi x= 5 juures käänu täpp.I

3. Funktsioonil võib juhtuda maksimum ehk miinimum ka siis kui

jo
Sõniseie 26 jl'S2 Iõpmatuseks

- Niisugused juhtumised on kujutatud

Joon. 24. Joon. 25.

Joon. 28.
Joon. 29.

dikula
S

ärneS

x

n

-

kuiutus ‘erava tipu, milles puutuja on perpen-aiKuiaarne x — teljega. Kui esimene tuletis muutub lõpmatuseks siis võibunktsioom kujutusel olla ka käänu-täpp, nagu joonisel 28 ehk 29 näha.
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Toome maksimumi ja miinimumi arvutamiseks paar näitust tegelikust elust.

1. Olgu antud papist ruut (Joon. 30), millest on vaja teha karp, lõigates
välja nurkade juures väikesed ruudukesed ja pöörates siis küljed üles, soo-

vides et karbi maht saaks võimalikult suur. Kui

antud ruudu külg on a ja kui tähendame väljalõi-
gatavate ruudukeste külge x läbi, siis on karbi
aluse servaks a — 2x ja kõrguseks x, aga karbi

maht, mille tähendame y läbi on siis:

y = (a—2x)2 x= a 2 x—4ax2 -f- 4x3
.

Siit näeme, et karbi maht y on funktsiooniks,
mis oleneb karbi kõrgusest x. Ja sellepärast, et

rahuldada ülesande nõudmist, peame leidma selle
funktsiooni maksimumi. Joon 30.

Kirjutades esimese tuletise

y'= a
2—Bax-^l2x2

,
leiame et see muutub nulliks, kui x=

n
X=

6

Teise tuletise järele aga selgub, et maksimum on siis, kui x= Tähendab

selleks, et karbi maht kõige suurem saaks, tuleb ta nõnda ehitada, et tema

aluse serv oleks 4 korda shurem kõrgusest.
2. On vaja n üheshgust Galvani elementi ühendada patareiks nõnda,

et antud välistakistuse T juures voolu tugevus võimalikult suur saaks.

Olgu iga üksiku elemendi elektromootorline jõud e volti, aga sisetakis-
tus t oomi. Kui jagame kõik n elementi rühmadeks, võttes iga rühma x

elementi ja ühendame rühmades elemendid paralleelselt, siis on iga rühma

elektromootorline jõud samuti kui üksiku elemendi juures e volti, aga siseta-

kistus on oomi. Ühendades edasi rühmad omavahel põigiti ja silmas pida-

des, et rühmade arv on
n

, saame oomi seaduse põhjal patarei voolu tugevuse
X

n

x ne x

-p L
n t Tx2 -|-nt

'x
*

x

Et see voolu tugevus maksimum oleks, peab olema

t-
dy (Tx 4~ nt) ne—2 T nex2 ne (nt — Tx2)
dx

=
"

(Tx2 4- nt)2
' “

(Tx2 4- nt) 2
“ U’

Murru väärtus aga on null siis, kui tema lugeja on null:

ne (nt — Tx2) = 0

, 1 nt
x '\ T

ja siit leiame

Teise tuletise järele aga selgub, et maksimum peab olema, siis kui

i/nt nt
x =-p /T i tähendab sel puhul peab olema: T~ ~~ ehk sõnadega: et

jr JL Ä

V. Päss, Algebra IL
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.patarei voolu tugevus oleks maksimum, peab selle patarei sisetakistus võr-
duma vahstakistusega/

§ 14. Ülesanded.
Lahutada arv a kaheks liidetavaks nõnda, et nende korrutis maksi-

mum saaks.

mum l^eksLahUtada & kaheks teSuriks nõnda, et nende summa miini-

pinnaga?
ssu^une püstkülik, mille ümbermõõt on 2p, x

on kõige suurema

ümbermõõduga?^116 kõigist püstkülikutest’ mille P ind on a
2,

on kõige vähema

44. Missugune võrdhaarne kolmnurk, mille haar on a, on kõige suurema
pinnaga.? 6

Mi ssugune kõigist kolmnurkadest, mille kahe külje summa on S janende külgede läbi sünnitatud nurk on x, on kõige suurema pinnaga?
46. Missugune kõigist kolmnurkadest, mille kahe külje summa on S ia

kolmas kulg on a, on kõige suurema pinnaga? /
• 47. Missugune kõigist võrdhaarsetest kolmnurkadest, mille ümbermõõt

on 2p, on kõige suurema pinnaga?
-

sisse on va^a joonestada uus ruut nõnda, et selle pind oleks
võimalikult väikene, aga tema tipud asuksid antud ruudu külgedel. Kuidas
seda teha? &

49. Antud täisnurkne kolmnurk, mille kaatetid on aja b. Selle kolm-
nurga sisse on vaja kujutada püstkülik nõnda, et tema üks tipp asuks
hiipptenuusil ja kaks külge asuksid kaatetidel. Kui suured tuleb võtta püst-kuliku küljed, et tema pind saaks võimalikult suur?

~. .

50* Täisnurkses koordinaadistikus on antud täpp T (a, b). Läbi selle
tapi on vaja tõmmata sirgjoon, mis koordinaatide telgi lõikaks täppides
A (x,°) ja B (o,y). Kui suur tuleb võtta OA, selleks et AB võimalikult
lühikene saaks?.

51. Anttid ühelpool sirgjoont LM kaks täppi
A ja B (Joon. 31) nõnda, et perpendikulaar AC=a
ja BD =b, aga lõik CD =c. Leida antud sirg-
joonel niisugune täpp T, et lõikude summa AT-j-TB
saaks miinimum. Kui suur tuleb selleks võtta lõik
CT?

52. Antud on ringi sektori ümbermõõt

2x +y = 2a,
C

T

7 0

1 ’
Joon. 31.

x on raadius ja y on sektori kaare pikkus. Leida niisugused xia v

väärtused, et jäädava ümbermõõdu 2a juures sektori pind oleks maksimum.

. .

Antud ringjoone sisse vaja joonestada võrdhaarne kolmnurk, mille
a) pind oleks maksimum, b) übermoot oleks maksimum.

54. Antud ringjoone sisse joonestada võrdhaarne kolmnurk, mille tinn
asuks sentris ja mille pind oleks maksimum. Kui suur tuleb võtta kolm-
nurga alus?

55. Antud ringjoone sisse vaja joonestada püstkülik, mille a) pind oleks
maksimum, b) ümbermõõt oleks maksimum.
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56. Antud ringi sektor, mille raadius AS = r (Joon. 32) ja nurk
ASE =«. Selle sektori sisse on vaja joonestada traapets ACDB nõnda, et
tema pind võimalikult suur saaks. Kui stnirluleb selleks võtta nurk CSE?

57. Kui suur tuleb võtta ringi- sektori
raadius x ja sentri nurk «, et antud sektori e

pinna a 2 juures sektori ümbermõõt saaks
miinimum?

58. Kui suur tuleb võtta püst-ruut-
prisma aluse serv x, et antud mahu a 3 juures
prisma üldine pind saaks miinimum?

59. Missugune peab olema püst-ruut-
prisma, et antud üldise pinna juures tema
maht oleks maksimum?

S

5
60. Kui suur tuleb võtta korrapärase .j00n. 32.

kolmnurkse püramiidi aluse serv x, et antud

külgserva a juures püramiidi maht saaks maksimum?
Kui suur tuleb võtta korrapärase ruut-püramiidi aluse serv x, et

antud külgserva a juures püramiidi maht saaks maksimum?
62. Kui suur tuleb yõtta püst-silindri aluse raadius xja kõrgus y, et

antud mahu M juures silindri üldine pind võimalikult väikene saaks?
+ 63. Kui suur tuleb võtta püst-silindri aluse raadius xja kõrgus y, et

antud üldise pinna 2P juures silindri maht võimalikult suur saaks?
64. Kui suur tuleb võtta püst-silindri aluse raadius xja kõrgus y, et

antud telglõike ümbermõõdu 2p juures silindri maht võimalikult suur saaks?

65. Kui suur tuleb võtta püst-koonuse aluse raadius x ja kõrgus K et

kujutaja joone antud pikkuse a juures koonuse maht maksimum-väärtuse
omaks?

66. Antud püst-koonus, mille aluse raadius on rja kõrgus on h. Selle
koonuse ümber on vaja kujutada teine püst-koonus nõnda, et esimese tipp
asuks teise koonuse aluse sentris. Kui suur tuleb võtta teise koonuse aluse
raadius x ja kõrgus y, et tema maht võimalikult väikene saaks?

67. Antud püst-koonusesse on vaja kujutada püstsilinder nõnda, et tema
maht võimalikult suur saaks. Kui suur tuleb võtta selleks silindri raadius x

ja kõrgus y, kui koonuse raadius on r ja kõrgus on h?
68. Antud ringi pind raadiusega r. Sellest pinnast tuleb välja lõigata

sektor ja ülejäänud osa koonuse pinnaks. Kui suur tuieb võtta

väljalõigatatava sektori 'sentri nurk «, et koonuse maht saaks võimalikult
suur?

69. Antud kera raadiusega r. Lõigates selle kera kolmeks kahe paral-
leelse ja sentrist ühekaugusel asuva tasapinnaga, on vaja kujutada kera iga
osasse uus võimalikult suur kera. Kui kaugel (x) sentrist tuleb tõmmata
loikpinnad, et sissejoonestatud kerade mahtude summa saaks miinimum?

70. Antud kera sisse on vaja kujutada püstsilinder, mille külgpind
saaks võimalikult suur. Kui suur tuleb võtta selle silindri aluse raadius x

ja kõrgus y?
71. Antud kera sisse vaja kujutada püstsilinder, mille maht saaks võima-

likult suur. Kui suur tuleb võtta selle silindri aluse raadius x ja kõrgus y?
72. Kujutada kera sisse püst-koonus, mille maht oleks võimalikult suur.

Kui suur tuleb selleks võtta koonuse aluse raadius x ja kõrgus y?
73. Antud, poolkera sisse on vaja joonestada silinder, mille külgpind

saaks võimalikult suur. Kui suur tuleb selleks võtta silindri raadius xja
kõrgus y?

4*

bibl. un',v - °° r p3
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74. Antud poolkera sisse on vaja joonestada koonus, mille teljeks oleks
poolkera keskmine raadius ja mille tipp asuks poolkera aluse sentris. Kui
suur tuleb võtta koonuse raadius ja kõrgus, et tema maht võimalikult suur
saaks?

75. Antud kerasse on vaja puurida silindriline õõnsus, nõnda et selle
telg läbi kera sentri läheb ja et ülejäänud keha üldine pind võimalikult suur
saaks. Kui jsuur tuleb selleks võtta silindri raadius x ja kõrgus y?

S7®* Võrrandi y 2 =2 p x läbi määratud paraabolist on abstsissile x— a
vastava ordinaadiga ära lõigatud segment. Selle segmendi sisse on vaja
joonestada püstkülik, mille pind oleks võimalikult suur. Kui suur tuleb võtta
selleks püstküliku alus?

77. Ellipsi b 2 x2 4~a 2 y2 =a2 b 2 sisse on vaja joonestada püstkülik,
mille pind saaks võimalikult suur. Kui suur tuleb võtta selle püstküliku alus?

78. Ülalpool x-telge asuva ellipsi b 2
x

2 -j-a2 y2 = a 2 b2 poolpinna
sisse on vaja joonestada traapets, mille pind saaks võimalikult suur. Kui
suur tuleb võtta niisuguse traapetsi kõrgus?

79. Horitsontaal-tasapinnal seisab vertikaalne teivas, mille pikkus on a.
Missugusel kaugusel sellest teivast peab asuma vaatleja, et teivast kõige
suurema nurga all näha, kui vaatleja silma kõrgus horitsontaal tasapinnast
on h ja kui h > a?

80. Sirgjoone täppides A ja B asuvad kaks valgusallikat, mille valguse
tugevused Ji ja J 2 suhtuvad nagu m 3: n3. Kui kaugel täpist A asub selle
sirgjoone täpp C, mis kõige nõrgemini on valgustatud?

(Valgustus on proportsionaalne valgus-allika tugevusega ja vastupro-
portsionaalne valgus-allika kauguse ruuduga).

81. Antud kaks valgustäppi A ja B, mille valguse tugevused Ji ja J2
suhtuvad nagu m 2 : n 2. Kujutades AB == a kui diaameetri peale (Joon. 33)
poolringi, leida sellel poolringil täpp C, mis kõige nõrgemini on valgustatud?

82. Horisontaalse tasapinna kohal täpis C asub valgus-allikas, mis
vertikaalset sirgjoont AB mööda liikuda võib (Joon. 34). Kui kõrgele tuleb
asetada see valguse-allikas, et tasapinna täpp D, mille kaugus täpist A on
A D = a, võimalikult tugevasti oleks valgustatud?

(Valgustus on proportsionaalne nurga 9) = 2 CDA siinusega).

83. Täisnurkse koordinaadistiku y-telje täpp A liigub ühtlase kiiru-
sega vi algustäpi poole. Silmapilgul kui AO =a, hakkab liikuma algus-
täpist peale teine täpp x-telge mööda samuti ühtlase kiirusega V 2.

Kui
suure aja (t) pärast peale nimetatud silmapilku saab nende liikuvate täppide
kaugus üksteisest kõige vähemaks?

Joon. 34.

Joon. 33.
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§ 15. Lõpmatu arvridade koonduvus.

1. Nimetame lõpmatu arvida

ai, a 2, a
3,

a4,an ,
kus non positiivne täisarv, mis piiramatult suure-

neda võib positiivseks, sel puhul kui kõik liikmed on positiivsed suuru-

sed, ja vahelduvaks, kui liikmed on vaheldamisi positiivsed ja negatiivsed.
Vahelduv rida oleks näituseks:

+ ai — a 2 4~ a. 3 — 84.... n

Kui rea liigeteks on muutuva suuruse x astmed, mille näitajaks on

järjest kasvav positiivne täisarv nagu ao, aiX, a 2x2 a n x n

,
siis nimetakse

rida astmeliseks ehk potentsiaalseks.
2. Kui lõpmatu rida on niisugune, et tema n esimese liikme summa

liikmete arvu n piiramatu kasvamise juures, kui muutuv suurus ligineb lõpu-
liku jäädava suuruse poole, siis nimetakse seda lõpmatu rida koonduvaks.

Vastasel juhtumisel nimetakse rida laienevaks.

Koonduv on näiteks lõpmatu kahanev geomeetriline rida, sest tema

liikmete summa ligineb, meie teades (v. A. I p. 3, § 3) liikmete arvu kasva-

misega lõpuliku piiri poole.
Lõpmatu kasvav geomeetriline rida aga on laienev. Siin on rea summa

liikmete lõpmatu kasvamise puhul ise lõpmatu suurenev suurus, millel ei ole

mingisugust lõpulikku piiri.
Laienev on ka rida:

4" a — a 4~ a — a

mille liikmete summa küll ei või lõpmatult kasvada, kuid muutudes ja omades

vaheldamisi väärtused O ja a ei ligine ka mingisuguse kindla piiri poole,
nagu see peaks olema koonduva rea juures.

3. Seame omale eesmärgiks määrata lõpmatu arvridade koonduvuse

tingimused ja valime selleks kõige pealt positiivse rea.

Arusaadav on, et positiivne rida

ai, a 2,
a

3, an—l, atl

võib koonduda ainult siis, kui ta kahanev on, nõnda et ai > a
2,

a2 >a.t,an-i > a
n ja an =O, sest vastasel juhtumisel peaks

rea summa liikmete arvu piiramatu kasvamise juures lõpmatu suurenema.

Rea kahanemine on tema koondumiseks tingimata tarvilik nõue, kuid

sellest nõudest ei ole veel küllalt selleks, et tema põhjal koonduvuse peale
kindel olla. Kõik kahanevad read ei ole veel koonduvad.

Näiteks on n. n. harmooniline rida I"F| +
3
+

n

küll kahanev, kuid mitte koonduv.
Et seda näidata, selleks kogume selle rea liikmed sulgudesse, nõnda et

tema liikmete summa S oleks järgmiselt avaldud:

s=l+ (l)+(l + ’4) + (l+.l+l + '8) +(9 + Ä+---- ie) +

kus igas järgmistes sulgudes oleks kaks korda rohkem liikmeid, kui eelmises.
Kui viimase võrduse paremal pool iga sulgude sees iga liikme asemele võtta
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v^meM§maeda"eTne S"S Vähe“eb Sellega sul^de ’äärtua ia uieie

i i/iiiii .n. /i i n

\ 2/
+

\8 +B+B+ 8} +(l 6 +l6+- ’ * - 16/ +
Nüüd aga on iga sulgude sees asuvate liikmete summa jäädav suurus

ja nimelt võrdne --ga. Sellepärast võime kirjutada:

s> i 1
' 2

Kui kahaneva positiivse rea a,, a
2, a3 ,a.-,, a„ iga

järgneva liikme suhe eelmisesse on vähem kui Ija ka
lim an f 1

< i
siis on rida koonduv.

n->oo an

Tõendus:

dab, võtae‘SSda?n reaga’
miS ™ maSe lause n3ue‘ r «hul

< 1,
**•l •

C* ll1 /wa
wn

kus n võib olla kui tahes suur arv.

q„

’’

Fhlr -f/ a ‘ q’ 83 <a‘ <Bl a " +1 <a>l" ’

Ehk võttes viimaste võrratuste vastavate poolte summad:

a 2 +a» + a4 + a„ + 1 < a, q _|_ ai q2 +a,qs + aj <£
muutub* pahem m

U

esimeseTl' P °° lele '“i”® lisada a*
’

siis
ia meie v

P
õime m = n + l

8“ <a> ~|-ai q4~ai q2-J-ai q3_|_ a| qm-i

väärhm jäädava "uu-
ruse P°ole

>
km püri poole. Sellepärast on

-JB_ S ai
m-> oo

111

j q

a3 S4 «j , .
ar <q’aT <q’aT <(1 ’ <9,

ehk kui kaotame iga võrratuse pahema poole nimetaja:
a 2 <aiq,

a 3 <a2 q, a 4 <a3 q, a. +1 <a„q.Nende võrratuste põhjal aga leiame, et
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kust näeme, et meie lõpmatu rea summa piir on vähem ühest lõpulikust suu-

rusest ja sellepärast on tema ka igatahes lõpulik ja meie rida on koonduv.

Katsume nüüd järele, kuidas on lugu viimase tingimuse mõttes meile

juba tuntud harmoonilise reaga. Selle rea juures on n-ne liige an
=

~ ja

järgmine an +i = Sellepärast on

lim a” + 1 lim n

m-*oo an n->oon-|-l’

Kui viimase piiri märgi all seisva murru lugejat ja nimetajat jagada
arvuga n, siis saame:

lim an +1
_

iim 1

n->OO an

~

n->oo 1-|~~ 5

kus
1

on n piiramatu kasvamise puhul lõpmatu vähenev suurus, mille piiriks

on null ja sellepärast: lim an 4-1
j

n->oo an

ja siit näemegi, et harmooniline rida koonduvuse tingimust ei rahulda *).
4. Võtame nüüd vahelduva rea:

ai 32 -1-33 —34 -j-35 —Sö “p
ja tõendame, et niisugune rida on koonduv siis, kui temale vastav

positiivne rida koonduv on.

Sest tõesti, kui oletame, et vastav positiivne rida

ai —|— Ö2 —Ö3 —H4 ~4~ a 5 —H —

koonduv on, siis peavad ühtlasi koonduvad olema ka read

1) ai -- a. 3 — 85 -- a?
ja 2) a 2 +a* "T" a« 4" a 8

ja nende summad peavad liikmete arvu kasvamisega liginema lõpulikkude
jäädavate piiride poole. Kui tähendame neid piire vastavalt tähiga Aja B,
siis võime ütelda, et antud vahelduva rea summa piiriks peab olema A— B,
sest vahelduv rida ise on ridade 1) ja 2) vahe. Et aga A— B, kui lõpu-
likkude jäädavate suuruste vahe, ise on lõpulik jäädav suurus, siis peab antud

vahelduv rida praegusel juhtumisel olema koonduv.
Vahelduva rea kohta võib veel tõendada lause, mis järgmiselt kõlab:

Vahelduv rida on koonduv ka siis juba, kui tema liikmete

liin
absoluutsed väärtused järjest kahanevad, nõnda et

n
—O.

Tõendus:

Kui meile antud on niisugune vahelduv rida

a
i a 2 + fl

3 a 4 +a s a 6 H
siis võime tema asemele järgmist kirjutada:

a
i ~(a 2

— a 3) —(a 4
— a 5) —(a6

— a 7) —

*) Kui rea juures -

a ”
—= 1, siis jääb koonduvuse küsimus üldse lahtiseks.

n *■ oo a n

Niisugusel puhul peab veel lisa tingimusi uurima, et lõpulikult otsustada, kas rida on koonduv

ehk laienev.
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u°n nÜ?d S
,

elle tsttu
’

et antud rea liikmete absoluutsed väärtused
ied suuru^dneV^llpSU

-

gUd
+

e SeeS 3SUVad Vahed ka järiest kahanevad positiiv-

liige ä” rida Äkoaon<?uv.rea SUmma iUhtUmiSel Vähem kui e“

tav p“ne absol“ koonduvaks, kui temale vas-

Nõnda näiteks on geomeetriline rida

1 T+i— l + iF F
absoluutselt koonduv, aga rida

I~l+i — I + | F

?^dÄ"Xk risa UV’ SeUele realC VaStaV Positiivne rida kui meile

! .

1 4“ T+| + T + 5’ +
on laienev.

5. Kui meil tegemist on astmelise reaga

a 0 -j-4" a
2
x2 -]-a 3

x3
a

n x
n

an -+i x*-+i +

vad nni

arusaadav
>

et sell®.
,

rea liikmete väärtused ja tema koonduvus olene-vad muutuva suuruse x väärtustest.

rida v^eiekoond
a

uv

e

on

n missu«use x väärtuste niisugune
Kui oletada, et liikmed an xn ja an + i x- n võivad olla mitmesuguste

SHS °n eelm,ste lausete P õh ial selleks, et rida veel koonduv oleks

lim an 4-1 I
• x < 1

n -> oo an I

ehk kui lühidalt tähendada . an_Fl
,= q, siis q.|x| <l,

kust leiame, et

, 1
x <

q

niisug^ne^et 1116
’ astmeli,ie rida on koond uv, kui väärtus on

1 1
— < x < 4-

q q

Selleparast nimetatakse ka —lja 4~
*

läbi määratud arvude vahemiku

astmelise rea koonduvusvaheinikuks.
Katsume näiteks järele, millal on astmeline rida

x4- 2x 2 4- 3x3 4X4 4_ 5X5 I_
_koonduv.

Selleks leiame

q =

lim |!i+!.| =üm n- I lim t+ ’

n an n-> oo n n-> oo 1
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Sellepärast, et meie rida koonduv oleks, peab olema:

— 1 < x < 1,

seega x võib olla igasugune lihtmurd.

Ülesanded.

Järele katsuda järgmised read koonduvuse suhtes.

M
1 2,3 4

b)
2
_

3
+

4
_ 5+ ‘ •

d) '

« 14-+++ 23 ++*- +’ ' 2.2! ' 3.3!'4.4! r

84.
, 1,1 ,1,1, b>

..,3,5,7, dl 1 J-5. J--4.--
c) 1+22+32+42+' ' *

22
+

■ e) l+f,+ ®+;+- • 1> '' X ■

:i

2

3.
•

4

j 1-3+
6

_

lo+l5 h)
1!

h
2! +3!+4!

+

.. 1|2,3|4. k « I_|_2 1 3 . 4 .
0 3.2

+
3.4

+
4.5

h's.6 + ’ 2
+ 22 1 24

'

I » X-2! +3l+4> ' ™) 1 +
2

3

| +3! + 4

5

!
+

") 1 +
2

1

| +3| + 4|+ ' ' 0> 3+32 + +

1 22 32 4.2 . |32 |33 |34 ,
P> 2| +3'+ 4!

+ s|+- • M) 3+2l+3t + 4!
+

.

3
,

5 , 7 | 9 I .)•
1

+
2

+-
3

+
4

+
r > 1.2

+ '2/3 +
3.4

+ £s+ M 1.3 + 3.5
h 5.7

1
7.9 1

<
n

1 PF+- •

l) 2'3/ '*2.4*5/ ' 2.4.6'7' r

. <ll
11> ' 2 3.2 '2.4 5.22 2.4.6 7.2-

Määrata järgmiste astmeliste ridade koonduvus-piirkond.

85. a) 14~2x-p 3x2 4~ 4x3 -|-5x4 -p • • •

d) 1 -j-3x-j-6x 2 4- 10x3+ 15xl +

c) I+x4- x2 +x3+x4 + • • •

X 2 X3 X< ,x5 .
d > x “

2 +~3 - 4'+ 5
~

X X* , X3 ,X*, X® ,
_

\e ) 2' 2 2 2 3 ' 2 4
~
r 2 5
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fl
1

_L
2X I 4x2 1 Bx3 .

0+2:3+374+4.-5+

g)
X

+X\l X3 ,X4
s'

1! r 2! 31'4! ‘

M2x ,22x2 23X3 . 24X 4 ,
'1! 2! +3! +~4r +

i)
X _.J .x3 I 1-3 X5 1.3.5 x7 .

3 + 2.4’5 +2X6' ? +

k) i +
I

'
3 ■x3 +

1
-
3-5 X5 . 1.3.5.7 X7 .

2 4 2.4 6 '2.4.6 8 2.4.6.8
' fÖ+

D l-ix+l4x2_l^ X3 +
IÄSJ

x4 i
2 2.4 2.4.6 '2.4.6.8 X '

§ ridadeks arendamine.
1. Määramatu koefitsientide metood.

läheb
K

funktsiooniga ja selle juures tarvis

arvutada, sits> on sedaTXt VastaXaid Aktsiooni väärtusi
funktsiooni avaldame astmelise rea

nän?m

m

teha pea e selle
’ kui meie antud

Ühe võimaluse üteldakse
’

reak« arendame,

koefitsientide metood.
arendada annab n. n. määramatu

Määramatu koeffitsientide metood ise põhjeneb järgmise lause peale:

o„ !,s,",i:;,seks reaks
’

Hk teda selle afgunrendiVaÄ
argumendi mis are "dub

....
.

f (x) = ao +ai x-j-a2 x 2 +a3 x3 + n

veel teistsuguseks
m

reaksa^näkeks:SamaSU^USeS argumendi vahemikus arenduks

..
,

f (x)-bo +bi x + b 2 X2 4-b 3 X
3 + 2)

tüse juures võrdsed
2

Nõnda
<

s

! ii^S' VahemikUSt v5etud argumendi vaar-

ao + a, x + a2 x2 +a3 x3 + = b#+bi x+ b2 x2 +bs +
vahemikusiis^eian^vfadusest °

d
Sal uhtumisel ka asub koonduvus-

, leiame vordusest 3), andes argumendile väärtuse x = 0, et

a° = bo
,

uue

e

võrduse?ame
’ lahutades võrduse 3) mõlematest pooltest võrdsed liikmed,

a‘ X + “2 x’ +a3 X* + =bl x _|_ b2 X
2 +b3 x3 + 4)
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Nüüd võime mõtelda argumendile ühe väärtuse koonduvus-vahemikust,
mis oleks suurem ehk vähem kui null, ja jagada võrduse 4) mõlemad pooled
selle argumendi väärtusega, mille tagajärjel saame võrduse:

ai -j- a 2 x -j- a 3 x2 4" bi 4~ bž x4~ ba x2 4~ 5)

Aga siit leiame, andes jälle argumendile väärtuse X — o, et ka

ai = bi

Kui nüüd samas sihis edasi töötame, lahutades võrduse 5) mõlematest

pooltest võrdsed liikmed ai ja bi, jagades peale selle mõlemad pooled argu-

mendiga x ja andes lõpuks argumendile väärtuse x = 0, siis leiame, et samuti:

a 2 —b 2 ja n. e

Siit aga selgub, et read 1) ja 2) ei ole kaks isesugust rida, vaid on üks ja
sama rida. Sellega on meie lause ka tõendatud.

Praegu tõendatud lause võiks me järgmiselt väljendada:
Kui kaks koonduvat astmelist rida on võrdsed, siis peavad ka

võrdsed olema ühenimeliste argumendi astmete koeffitsiendid.

Et selle lause abil antud funktsiooni f(x) reaks arendada, selleks teeme

järgmise oletuse:

f(x) =a0 +ai x4~ a 2 x 2 +a3 x
3 + 6)

kus koeffitsiendid a 0 , ai, a
2,

a3 ,on esialgu määramatu suurused.

Peale selle muudame algebraliste tehtede abil võrduse 6) nõnda ümber, et ka

pahem pool oleks argumendi astmete järele korraldatud rida. Nüüd võime

eelmise lause põhjal välja kirjutada, missugused antud koeffitsiendid pahe-
mal pool peavad võrdsed olema määramata koeffitsientidega paremal pool.
Nõndaviisi saame kogu võrrandid, mis määravad meile tundmatu koeffitsien-

tide ao ,ai ,
a

2,
a 3 väärtused. Asemele pannes oletatud ritta leitud

koeffitsiendid, võime saadud rea koonduvus-vahemiku määrata ja teda selles

argumendi vahemikus tarvitada.
_i_ 2 x 4 x3

Näiteks, tahame arendada funktsioni f(x) — reaks.

Oletame, et ta arendub järgmiselt:

—I2L —a0 _|_ x -|- a 2 X2 -p 33 X3 +3l X 4 -|-
1 — 3x

ja korrutame selle võrduse mõlemad pooled avaldusega I—3 x, siis muutub

ka pahem pool astmeliseks reaks ja meie leiame järgmise võrduse:

I+2x ~ 4 x2 =ao + (ai — 3 a 0) x + (a 2 - 3 ai) x 2 + (a 3 - 3 a 2) x 3 +

4- (a 4 - 3a 3 )x4 +

kust eelmise lause põhjal kirjutame:

a 0 == 1; ai — 3 a 0 =2; a 2 —3 ai =— 4; a 3 — 3 a 2 =0; a 4 —3 a 3 = 0
. . . . ,

aga siit leiame, et

a 0 =l;ai= 5; a 2 = 11; a 3 = 33; a 4 = 99; ja me võime lõpulikult

kirjutada:

1+2x —4x2

_ji 5 x jj x 2 _i_ 33 x3 _|_ 99 -|-
1— 3 x



60

Harjutused.

funktstoo^dada reakS määramata koefitsientide metoodi abil järgmised

ai *+x
a)

1-x
86.

UA
X

b)

d) —L±2x_
1 4- x — 3x 2

f)
* H~2x

7 I—3x

c) Ä d)11 XJ 1+ x —3x2

e) f1 14-2x'
I+2X +X2 0 15g

x

V ff)
X — 3x + 5x2 — 7x 3

~

~T +x
“ h) Vl—2x + x 2

i) ]/14-3x-5x2
k) I 1 2x 4x x

2. Taylor’i ja Mac-LauriiTi valemid.

rentsiaalarvubist°0“ö 818^8 v? ib kasutada di«*-
selleks oletame et:

’ funktsloonl fW =ta - x)» reaks arendada,

f(x) (a x)3 —ao 4-ai X+a 2 x2 +a3 x3-P a 4 x< 4- 1)

nõuame "eV võrdus 1 J alle
.

on esialSu tundmata suurused.

&ÄÄ:° lema
’ SiiS ,eiame

pannes

ao = a
3.

mõlematf poolte
'e' da

’
Se"ekS kiriutame välia oletat«d võrduse (1)

f (x) 3(a x)- =a, -j— 2a2 x -j- 3a 3 x2 -j- 4a 4 x3 (-.
f" (x) = 2.3(a-x) = 2a 2 + 2.3a3 x + 3.4a4 x 2 +
f"(x) = -2.3 = 2.3a., + 2.3.4a.,x +.

. .

f lv (x) =O= 2.3.4a4 +.. . .

ja andes nendes võrdustes x-ile jälle väärtuse x =O, leiame:
ai 3a 2

, a 2 = 3a, a 3 =—l,a4= 0, . . .

mille tõttu saame:

f(x) — (a—x)3 =a3—3a 2
x -j- 3ax2

— x 3
.

■natu
8

ja^differentsid^s' seda rida:
f

,

W — SI»X —ao+ a ( x 4-a2 x
2 4-a 3 x3

f (x) = COS x=ai 4- 2a2 x -f- 3a 3 x 2 -(- 4a4 x3 -|- 5a 5 x* 4-. .

f (x) sin x = 2a 2 4~ 2.3a3 x4-3.4a4 x2 -|- 4.5a5 x3 4-.
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f"'(x) = — eos x = 2.3a3 + 2.3.4a4 x + 3.4.5a5 x2 +. . .

fiv(x ) = sin x = 2.3.4a4 + 2.3.4.5a5 x+. . •

fv (x) = eos x = 2.3.4.5a5 +.. . ~

kust leiame, andes x-ile väärtuse x= 0:

*

a 0 =o,aj=l, a 2 = 0, a;; =—23 ~ 3p
a ‘ ”

1
=

1
a5 “T.3.4.5

“

5!

Pannes lõpuks leitud koeffitsientide väärtused oletatud ritta, saame

n. n. siinus-rea: -

X3 , X5 X7 |
sm x— x

g j r5l 7 ! '

See rida on küll lõpmatu, kuid järele selgub, et ta iga lõpu-

liku x väärtuse juures koonduv on. Sellepärast võib seda rida kasutada

siinuse väärtuste arvutamiseks, ainult selleks peab paremal pool kaar x

radiaan-mõõdus avaldama.
.

Näiteks, tahame leida sin 1° väärtuse. Proportsioonist x : 2.7i = l”. 3bU“

leiame:

x _
—

_2L =
AL4159?1

= 0,0174533.x —

360 180 180

Kui selle argumendi väärtuse paneme siinus-ritta, siis leiame

sin io = 0,0174533 — 0,0000009 = 0,0174524.

Ülesanded:

87. Arendada differentsides reaks järgmised funktsioonid:

a) f(x) =(3 + x)5 b) f(x)= T=p—

1
-

1

c> ’
= d) ’ Ta+ x2

=1 f) „
— eos x

e) ” (a—x)2 ’ ”

88. Siinus-rea abil arvutada seitsme kümnendmärgi täpsusega järg-

miste siinuste väärtused:

a) sin 20, b) sin 3°, c) sin s<>, d) sin 100, e) sin 15°.

89. Ülesandes 87, f) leitud koosinus-rea abil arvutada järgmiste koosi-

nuste väärtused:

a) eos I°, b) eos 2«, c) eos 3°, d) eos s°, e) eos 10°, f) eos 15°.

Oletame üldiselt, et funktsioon f (a-}-x) argumendi vahemikus a künni

a-fx arendub koonduvaks astmeliseks reaks:

f (a4-x) = a
O
4-a

I
x4-a2

x2 + a
3
x3-}-a

4
x

4 4- 1)
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ja differentsime selle võrduse mõlemaid pooli :

f (a+x) =ai -|-2a 2 x+3a3X 2 4-4a 4 x34-. .
f (a-|-x) = 2a 2 -j- 2.3a3 x4_3.4a4 x2

(a H~x) — 2.3a3 4~2.3.4a4 x -j-
5

fIV (a+x) = 2.3.4a 4 +
;Kui nendes võrdustes anname x-ile väärtuse

x —0, siis leiame:

ao = f(a);a, = f (a);a2 =O?_).
a3 = O?).

„ _

p

2. ’ 3! ’
4

4!
’

duse :

need koeffltsientlde väärtused võrdusse 1), saame lõpulikult aval-

f(a+x) = f(a) + na)x+r, (a)
x2

+r, (a)
.3

+ +

funktsiooni f(a-|-x) a^end^da Tema põhjal on võimalik
mendi vahemikus a künni a, x tema i«2 Z

,

Slo?n

,

on niisugune, et argu-
vaärtuslised ja pidevad funktsioonid

“a tuletised lõpulikud ühe-

rini valemi:
1 Vdlemis annam e a-le väärtuse a= 0, siis saame Mac-Lau-

f (x) =f (o)+r (o)x+f" (0) g+ r, (0)
X3

+ fIV(0) +

sit>oni väärtusega muidugTLlul? siis
rlku1 e

amini
ma

d
°n

"

r<lne vastava fu,lkt-

ÄhemirepäraBt peab ikka -“ÄÄoX
funktsioonid?** Taylorl Mac-Laurini valemite põhjal reaks järgmised

90
- a) f ( X) = yppj b) ((x) =

f(x) =n=
1 —X 2

e) f (x) = e
2x 1

' W 6
\f) f(x) =e

sinx

g)f(x)=-l_
cosx h) f(x)=ex -sinx

sulamin”ÖnM tatU‘<"o«a rea nMde

1. Binoomrida.

saame nõndanimetatud^intxjmrea^0^1^ reaks funktsiooni f(x) = (14-x)n
(l+x)" -nx+Sfc=ax4 +n^-i)£__2) x3

4_ B (n ~~ 1) (n — 2) (n — 3)
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Binoomi näitaja n võib siin olla mis tahes reaalne arv, sest astmelise

funktsiooni differentsimise reegel on üks ja sama, vaatamata selle peale,

missugune on astmenäitaja, kui ta aga reaalne on.

Võrreldes rea 1) koeffitsiente Newtoni binoomi valemi koefitsientidega

(v. A. I. V p. § 3), mis oli tõendatud ainult positiivse täisarvulise näitaja

jaoks, näeme, et need koefitsiendid on avaldatud siin sama korra järele

binoomi näitaja n läbi.

Et selgusele jõuda avalduse 1) liikmete arvu kohta, selleks kirjutame

välja üldise koefitsiendi, näiteks:

n (n—1) (n—2)(n—k—|—l)
ak —

k!

Siit näeme, et kui n on täisarv ja kui k = n-j-1, siis on n — 0 P

kõik liikmed, millede koefitsientide märk k > n-(-l peavad puuduma. Sel

puhul on meie avaldusel sellepärast lõpulik arv liikmeid, nimelt n-j-1, ja meil

on tegemist tuntud Newtoni binoomi valemiga. Kui aga binoomi näitaja n on

kas negatiivne ehk murdarv, siis ei muutu nimetatud põhjusel ükski koetnt-

sient nulliks, meie avalduse 1) parem pool on siis lõpmatu, n. n. binoomi rida.

Et teada, millal binoomi rida tarvitada võime, selleks määrame tema

koondusvahemiku.

Kirjutades:
£-1

lim a
k Li

lim n—k hm *

q =

k-oo
— -k->oo k+l 1

1 k

leiame
x > 1 ehk — 1 > x > -j- 1.

Tähendab binoomi rida on koonduv, kui x on lihtmurd.

Binoomi rea tegelik tähtsus seisab selles, et tema aoil on võimalik irrat-

sionaalse juure väärtust arvutada kui tahes suure täpsusega, kuna logarit-

mide tabel annab niisuguse väärtuse ainult piiratud täpsusega.

Näiteks, olgu leida yis.
Selleks kirjutame arvu 15 asemel kahe arvu algebralise summa nõnda,

et üks liigetest oleks arvule 15 kõige ligemal seisev täisarvu ruut, praegusel

juhtumisel 16, ja muudame, korrutades ja saadud summa selle ruu-

duga, niisuguseks ümber, et esimene liige saaks võrdne ühega.

)4

/ 1 u
Edasi leiame eraldi 11 — binoomi rea abil, mis nüüd koonduv saab

1

sest x| =lg> 1:

/ 1U 1 I_l 1 1 1
“

16/
“ 1

2 16 8 162 16 ’ 163

kust arvutades saame:
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1 = 1,000000
1 1

2
‘

f6
= —0,031250

1 1

?’ 16
~ 0,000488*)

1 1

16
’

163
~ -0,000015

V 16/
~ 0,968247

Ja sellepärast Vl5 « 4.0,968247 = 3,87298.

niiSU S8Än

e

e

i Ki

ÄST.tSÄ I. M. I.d.
seisev arv. S>miÄ •! ar™ rUUdule võrdlemisi ligidalrraegusei juhtumisel oleks soovitav järgmiselt teha:

&

1 1
~

T
'

961
“ 0,000519771

*ll
~

8
’

961 2
~

~ 0,000000135

L 1 u
r

~

961/
~ 0,999480094

J/15 &y .

kolmese Ä “itÄ juba

Ülesanded binoomi rea kohta.
91. Arendada reaks järgmised funktsioonid.

1+ x V’ (1 — x)8 '- 1 (1 -|- X)3 V 1 + X

e) f) 1
=

i

f 1 — X i_

Vl+x
■) Märk ä tähendab ligikaudset võrdust.

. / T / -4 1— x-» » . /— *

r 15 =
/ lu.oa

_

i / i |
K 64

- t|/ 960 = -

8-|1/961 —1 =

8 k
X

=

31/
_

1 U

961 8 V 961/
(1- 1 )•’ 1

1 1 1 1
l 961/

1
2 ’961 8

’

(961) 2 ....

1 = 1,000000000
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3 4
1 1

0 1/ 4_vY2 k) Vn
_ x)3 11,l1, •

lU4-X) H1 X) V(l— x)4 V(l+x)9
92. Leida järgmiste irratsionaalsete juurte väärtused viie kümnend-koha

täpsusega.

a) Vl,ol b) V1,02 c) V 1,03 d) V 1,1

e) V 1,2 f) V0,99 g) V0,98 h) V 0,998
333

i) ' l 1,01 k) l(l,02) 2 1) V 0,995 m) 5 V (0,996)4

93. a ) Fl7 b) V24 c) VB2 d) T9O
3 3

e) 1132 f) Fll g) V 9 h) V26
3 3,>— 4,. sir—-

i) K56 k) Vl3O • 1) 180 m) Vl5
5,, 6„ 6,, 7

n) V216 o) f72 p) V648 q) H44

7.,
_

10.
r
——

r) 1944 s) V 1025

2. Arvu e rida.

lim / 1\n
,

Et loomuliku logaritmide aluse
I1 _>ÖO II4_ I = e (v - §'% 3) kohta

/ 1 \n

ligemalt selgusele jõuda, selleks arendame binoomi 11-p—J reaks:

/ 1V 1 i ; 1 l n(n—l ) 1 I n(n—l)(n—2) 1 . n(n—l)(n—2)(n—3) 1 ,
\ ' n /

'n
n ' 2! ’n2 3! ’n3 ' 4! n 4

Jagame paremal pool iga liikme lugejat ja nimetajat arvu n niisuguse
astmega, mis asub nimetajas:

1(1—') 1(1—-)(1-2 ) I{l--)(1--)(1--I
(■+!)-■+■+ 2!

- +■

Kui nüüd arvu n lõpmatu suurenevaks mõtleme, siis on

hm 1
„

hm 2
n

hm 3
„ .

— = 0, =O, == ()jne.
n-> oo n n—>oo n n-> oo n

lim L 1 n

<i■«i
1

i
1 i i

ia 1 H— = e = 1+ o> + q +
* n—>oc [ n 2! 3; 4:

Siit näeme, et loomulik logaritmide alus e on lõpmatu rea summa.

See arvu e rida on koonduv, nagu järele katsudes selgub, sest siin on

liin ak + 1
== o< 1. arvu e rea esj mese kahe liikme summa juba on 2,

k—►oo ak

siis peab olema e

Teiselt poolt aga on /

e<l + 1+
2

+
2*

+
2*

+ ' ’ ■= l +
f“|

=3
>

V. I’Sbs, Algebra 11.
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sest see viimane rida on teise liikmega algades kahanev geomeetriline rida
ja tema iga liige on neljanda liikmega algades suurem arvu e rea vasta-
vast liikmest.

Nõnda siis

3>e > 2

ja arv e on arvude 2 ja 3 vahel asuv murd.

Arv e on irratsionaalne. Sest tõesti, kui meie oletaks, et arv e on

ratsionaalne murd siis peaks:

q-
1 +1 + + äi+i|+ ' ' ' '

k!
+ ' '

' '

ehk p =
— +1 I Vl ’ 2! 3! 4! k!

** *

Sun aga on pahem pool täisarv, kuna parem pool on segaarv, ja selle-
pärast on see võrdus ja ühtlasi ka meie oletus võimatu.

Arvutades leiame e = 2,7182818
....

Ülesanne

94. Arendada reaks funktsioonid f(x) =e x ja f(x) =a
x

.

3. Logaritmiline rida ja logaritmide arvutamine.

Arendame reaks funktsiooni f (x) =ln (1 -f- x), oletades, et

la (1 +x)=ao + ai x -|- a 2 x 2
«3 x3 -f- a 4 x 4 -j- 1)

Kui anname siin x-ile väärtuse x= 0, siis leiame a 0 =lnl
= 0 Diffe-

rentsides võrduse 1) mõlemaid pooli, saame:

=ai + x + 3a3 x
2 4- 4a 4 x3 4-

Viimase võrduse pahem pool aga arendub reaks binoom-rea järele
1

=(l + x)_1
= I—x -X

2
— X3 4~X4 (- • • • •

mille tõttu võime kirjutada:
1 x~F x 2

x3 x4
—••. —= ai —}— 2a2 x -{- 3a;; x 2 4a< x3 -j- •• •

Siit aga leiame:

ai —1, 2a2 — —1, 3as = 1, 4a* = —1,
ehk: ai —1, a 2 |, a 3 =|, a 4 =—|

Pandes need koeffitsientide väärtused võrdusse 1), saamegi n. n. loga-
ritmilise rea:

m<l + x>=—
2

+ T-4+5-+ *>

See rida, nagu järele võib katsuda, on koonduv vahemikus —l< x < 1
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Koonduvusvahemiku kitsa ulatuse tõttu ei ole logaritmiline rida kohane

logaritmide arvutamiseks. Viimaseks otstarbeks moodustatakse logaritmilise
rea abil uus rida, mille koonduvus-vahemik oleks laiem.

Andes võrduses 2) x-ile väärtuse — x, võime kirjutada
v 2 v. 3 v 5

ln (1 —x)= — x —

—3— 5
— 3)

Kui lahutame võrdusest 2) võrduse 3) vastavad pooled, silmas pidades,
et logaritmide vahe on murru logaritm, siis saame uue võrduse:

.
1+ X

_ r
.X3 ,X5

, .x

ln r
— -2[X +

3
+ k + - ■ • •] 4)

Sulgudes asuv rida on küll koonduv iga lõpuliku x-väärtuse juures,
kuid et ta liig aeglaselt koondub, siis ei ole tema tarvitamine siiski otstarbe-

kohane. Hoopis kiiremalt koonduva rea saame, kui võtame:

1+ x 1+ y .

,
.

1
—, kust leiame x =

n r
v-.

1 — x y 2y + 1

ja võrdusse 4) asemele paneme:

ln
I+y

_2 r 1
+

1 ( 14+1(1 V' I • I
y L2y + 1 3\2y + V s\2y + v J

ehk

1 i/i \ 3 i/i V
ln(l+y)“lny + + 3(2jr+l) + s\2F+l) + ' '

J
' '5)

See rida on ka koonduv iga lõpuliku y väärtuse juures; ta koondub

1

pealegi seda kiiremalt, mida suurem on y, sest seda vähem on murru
2y 4- }

väärtus. Sellepärast on seda rida soodne tarvitada logaritmide arvutamiseks.

Näiteks, kui y = 1, siis leiame:

lii 2 =2| 1
+

l ( i r4- 1(-V+ 1( 1V+V-r+ • • • • 1=0,6931471806 • • • •1 1,3 *
3\3/ 1 5\3/ ' 7\3J ' 9\3/ J ’

Kui y= 2, siis leiame:

ln3-ln2+ 2[| + ’/|)
3

+|(|) + ••• •]= 1,0986122887 •• • ■

Ehk kui võtame y= 9, siis saame:

r 1 i i/i \3

lnlo-In9+ 2| 19
+

3 ( ]9 ) + 5 ( 19 ) + lõ)+ ••• J- 2.1n3 + 2 +
3 ( i9 ) +

1/1 \5 1/1 \7

= ’ * • j=2
’
3025850930 • • • •

Rea 5) abil pruugib arvutada ainult algarvude logaritmid. Kõikide teiste

arvude logaritmid saame, liites vastavate algarvude logaritmid. Nimetatud

rea 5) abil arvutatud logaritmid on n.n. loomulikud logaritmid, sest siin on

logaritmide aluseks arv e.

Arvu loomuliku logaritmi teades, võime leida selle arvu hariliku loga

ritmi (aluse 10 juures).



68

Olgu teada arvu N loomulik logaritm In N= a ja olgu sama arvu harilik
logaritm: lgN=x, siis võime kirjutada

10x
=e

a
= N

Logaritmides seda võrdust loomuliku aluse juures, leiame:

x. in 10= a = lnN
ja

InN

Eiö-

Tähendab, selleks et leida arvu harilik logaritm, peame tema loomuliku
logaritmi korrutama murruga

InlO 2,3025851
°’4342945

-

Viimast arvu nimetatakse harilikkude logaritmide mooduliks.

Ülesanne.
95. Arvutada seitsme kümnend-märgi täpsusega järgmiste arvude loo-

mulik ja harilik logaritm: a) 5; b) 7; c) 11; d) 17; e) 19; f) 35; g) 49; h)55.

4. Arcussiinuse rida ja arvu x arvutamine.

Oletades et

f (x) = arcsin x = aO -j- ai x a2 x
2 -j-a 3 x3 -j- a4 x 4 a 5 x 5

• • • 1),
differentsime selle võrduse mõlemaid pooli:

f (x ) = 4" 2a? x x2 -p 4ai x3 ~P 5a,5 x4 -|~
Fl—x2 y

Binoomrea põhjal on

-T =

~

=l4-
1

X 2 4-
1,3

X
4 4"

11—x2 \ / 2 2.4
J

ja sellepärast võime kirjutada:

1 1.3
I +2 x2 + 2?4

’' ’ = ai + 2a 2 x + 3a 3 x 2 4-4a 4 x3 ~]-5a5 X4 -}-• • •
aga siit leiame:

-1 n

1 1 1.3 1
Sl 1

> 32. 0, 33
'

2 3
5 a 4 —o’ a ' =

1 4'5

Vordusest 1) aga saame koeffitsiendi au —O, kui anname argumendile
väärtuse x=o.

Pandes võrdusse 1) asemele leitud koeffitsientide väärtused, saame:
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Kui selles reas, mille koonduvus vahemikuks on —1 <x2 <l, anname

1
.. .

1 x .

x-ile väärtuse x=
2»

sus on arcsin —g ja

i i 1.3 _i_
6
“

2 + 2
’

3.23
+

4.5
’

5.26 +

ehk
ri ii 1.3 i

6
[2

+ 2 *3.23 + 4.5‘5.25
+ ‘

Seda võrdust võib kasutada arvu x arvutamiseks

Ülesanded:

96. Leida arvu n väärtus seitsme kümmendmärgi täpsusega.
97. Arendada reaks funktsioon y = arctg x.

§ 18. Määramatu avaldused.

1. Määramatus -•

0

Kui murru
*

lugeja ja nimetaja argumendi mingisuguse väärtuse,

x— a juures korraga nulliks muutuvad, siis omab see murd omale määra-

matu ilme
°- Määramatu avalduse

1
õigeks väärtuseks on sel

f (a) 0 * W

puhul
lim F(a-|-h)

h—>o f (a-|-h)
?

ja see väärtus võib olla mitmesugune selle järele, missugused on F(x) ja f(x),
Näiteks on meil teada (§ 3,2), et

lim X1“ —x° 0
=

, .

liin sinx
L_o

x-+x Xi—x 0 x 0

Et avalduse 1) väärtust leida, selleks arendame Taylori valemi põhjal

lugeja ja nimetaja reaks, kirjutades:
h2 h 3 .

M FW4-F'Wh+F"(a)"i+F"'(a) 3l +...
lim F(a +h)

_

lim £! £*
h->of(a + h) h o

((a) + f (a) h f„ (a) W+f„ (a)
W

Et aga F(a) = f(a) =O, siis võime need liikmed ära jätta ja jagada

peale selle viimase murru lugeja ja nimetaja h-ga. Selle järele leiame:

h h2

m ..
F'(a) +F" (a) f+F'"(a) p, f)

lim F (a +h)
=

lim £1 dl
=

* W

h-»of(a +h) h-»o
f'(a )_|_f"(a)i + f'" ( a )

1)2
+.. .

f (a)

3!
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Tähendab selleks, et määramatuse = =
2 õiget väär-

tust leida tuleb antud murru lugeja tuletis argumendi väärtuse x== a juures
jagada sama argumendi väärtuse juures võetud nimetaja tuletisega.

Kui juhtub, et ka =

q
’ siis leiaks meie:

lim F(a + h)F" (a) .

h-> 0 f (aI h) f" (a) ' b n ’ e *

Leida järgmiste määramatuste õige väärtus

98. a) b)
lim e x -e-’

' x ->4 X _ 4 oj x—>o x—-
.

lim ln x lim x2 —a2

d)x->
lim lim x 3

- 1
x->2 X2_4 1) x->1 x3 2x2+2 x — 1

oA
lim x3 ~ 7_x2 +_l6x —l2 lim x3 —a2 x—a X

2 +a 3

X3 —sx2— Bx— 6 X->a X2-~ a 2

F (xl lim
Kui murru lugeja ja nimetaja on niisugused, et

x _>
F(x) = ooja

Hm
r.,

. .. ~
lim F (x) F (a) oo

,

x->a
f (x) = 00, sus on avaldus =

—L-L
=— ka määramatu.

a x~*a f(X) f (a) oo

Et niisuguse määramatuse õiget väärtust leida, selleks moodustame tema
ümber, kirjutades:

1

lim F(x) lim f(x) 0
x->a f(x) =

x—>a JL
=

o

F(x)

i) lim
X >1

x3
— 3x + 2 k) lim 2 — |/x — 3

x->7 X2_49x4
— 6x2 + 8x—3

99. a) lim X b) lim e x
— e~x

x->c> e
x

—e~x
x -> o sin x

c) lim lii (1 + x) d) lim ex —e~x

X~>0 e
x

— e~x
x —► o 1 — x — ln (e—x)

e) lim ex
— 1 — In (1 | x) f) lim lnx

x-> o X2
x —y i—x

g) lim kx2—i h) lim e —e~x

x-> 1 Inx x—>o x—sinx

oo
2. Määramatus
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Niisuguse määramatuse kuju on meile juba tuntud ja tema õige

me juba oskame leida. Tähendades selle määramatu

tähega A ja differentsides viimase murru lugejat ja nimetajat, võime kirj

f (X)

lim “[f (x)]2
_

lim fFCx)! 2 f z(x) =A2
JW

A —

x->a F z (x) x->a [ f (x)J *

F
z (x) F'(a)

“

[F(x)]2
ehk lühidalt

A — A 2 IWA_A
F'(a)

ja avaldades siit A:

A
Ka)

Tähendab kui murdfunktsioon omab määramatu ilme —, sus tuleb tema

0

õige väärtuse leidmiseks samuti talitada, kui määramatusega

Leida järgmiste määramatuste õige väärtus.

lim e
x

x -> oo x
2

X
llrn x

100. a) —

x}
x—> oo e x

lim ln(l+e x )
d)

x->oo X 2
liin ln(l + e

x )
x-► oo a+ bx

lim ln (sin x)

x->0 ln (sin 2x)
lim tg x

e

x-*jtgax

lim In x

x-> oo ex

lim ln x

h
' x—>oln(sinx)

~
lim a

x

k )
x

lim In (a +x)
x -► oo x

3. Määramatused 0• oo ja oo — 00.

Määramatused F (x). f (x)-=O. oo (x) - f (x)]= oo -oo

lasevad ennast ka ümber moodustada

Nimelt, kui
Hm

F (x) -0 ja
'™

f (x) = 00, siis võime kirjutada:
x-*a x-*a

lim
zx

lim (x)

x

'“

a
F(x).f(x)-°.oo =

x_>aZr
- 5.

f (x)

Ehk kui
x
’^

a
F (x) -oo ja

x

‘™

o
f (x) - 00,
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siis saame:

rr-_

1
™

F (x)-f(x) =OO-00=
lim T-Jil lim F(x) f(x) 0

X aL J x->a 1 1 xoal 1 -fr
F(x) f (x)J F(x)

'

f(x)

Kui juhtub, et
x

‘™

a [W -00-oo selle tõttu,et
x

™

a
F, (x) = 0

lim
Ja

x-> a
~ aga luge J‘ad F (x) ja f (x) argumendi x= a juures jäävad

lõpulikkudeks suurusteks, siis võime kirjutada:
lim l~F(x) f (x)~l F (x) •fi (x)—f (x) •Fi (x) 0

fifx)] Fr(x) fr(x) ~Õ’
Ja nüüd tuleb talitada nagu punkt 1. juhatatud.

Harjutused.

101
« a) tgx* lgx ~

lim
b ) (I—x) •In (I—x)

lim x2-a2 *x

x-*a g 2a

liin
d) (I—sin x) tgx

x->~

e) o

102. a)
lim

—

L__
M

lim 1 1
x->O2x2 2x.tgx '

x->Ox e x —1

c)
lin

\tgx —-—1— lim 1 I
’ x_*2 1-smx )

+x) x

e)
lim 1 _X

n
Km 1 1

x->l x 1 Inx x->Osinx ln(i +x)

Neljas peatükk.
§ 19. Määramatu Integraal.

1. Integraali mõiste.

Diferentsimine on arvutustehe, mille abil leiame antud funktsiooni

y==f(x) tuletise ja differentsiaali dy= f'(x)dx. Differentsimine

twth6
’ S^UtLküi ldtmine

’ korrutamine ja astendamine. Ja samuti kui
ifn dlff 1 h

f
X Ol!naldab jahemalt uhe ümberpöördud tehte, nõnda võimaldabka diferentsimine umberpoordud tehte n. n. inteegrimise. Inteegrimise kui
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arvutustehte mõiste saame, kujutades et meile antud on teadmatu funktsiooni

differentsiaal, f(x)dx ja vaja on leida see teadmatu funktsioon F(x) ise tingi-
misega, et:

f(x)dx = dF(x)

Otsitavat funktsiooni F(x) nimetakse antud differentsiaali f(x)dx inte-

graaliks ia kirjutakse:6

Jf(x)dx-Fx (1)

kus J on integraali märgiks.
Näiteks võiksime kirjutada:

f 3x2 dx = x3
,

sest d(x3 ) = 3x2dx,

ehk J* = Inx, sest d(lnx)= ~

Et aga iga jäädava suuruse differentsiaal on null, siis jääb võrdus (1)
maksma ka peale selle, kui me tema paremale poolele juure lisame mingi-
suguse jäädava suuruse k, kirjutades

f f(x) dx = F(x) +k,(2)
sest kui

d F(x) = f(x)dx,
siis on ka

d [F(x) + k] = f (x) dx.

Ja selle jäädava suuruse k peame me ikka juure lisama, kui tahame

et inteegrimise resultaat oleks üldine.

Suurus k on üldse määramatu ja teda nimetatakse inteegrimis-

jäädavaks. Integraali f f(x) dx = F (x) + k ennast aga nimetatakse üldiseks

ehk määramatu integraaliks.

2. Määramatu integraali graafiline kujutamine.

Meil on teada, et differentsiaal- arvutus võimaldab leida antud funktsiooni

v = F(x) tuletise
dy

=F' (x). Samuti teame, et geomeetrilisest seisukohast
J dx

määrab tuletisfunktsioon algfunktsiooni kujutuse kui kõverjoone iga täpi jaoks

puutejoone tõusunurga tangensi.
Kui aga ümberpöördult on antud puutejoone tõusunurga tangens tuletis-

funktsiooni
dy

= F'(x) ehk funktsiooni differentsiaali dy = F'(x)dx näol ja
dx

.

vaja on leida vastava kõverjoone võrrand — algfunktsioon, sus annab seda

meile määramatu integraal:

y = fF'(x) dx = F(x) + k (1)

Ja sellepärast võime ütelda, et graafiliselt tähendab määramatu integraal

niisuguse kõverjoone ordinaati, mille puutejoone tõusunurga a tangens rahul-

dab antud tingimist:
=

dx
= F '

(X)

Et see ordinaat aga koos seisab muutuvast osast F(x) ja määramatu

jäädavast osast k, siis peab leiduma mitte üks, vaid palju kõveraid, mis vas-

tavad antud tingimisele.
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Sest kui anname võrduses (1) inteegrimis- jäädavale mitu isesugust väär-
tust ki, k

2,
k

3,
• • • • siis saame vastavalt sama palju võrrandid-

y= F(x) +ki, y = F(x) + k
2, y= F(x)+ k 3,.

•• •

Igale võrrandile aga vastab graafiliselt üks kõver (Joon. 35). Et intee-
Sri ™lS ~ jaadav on määramatu, siis võime temale anda lõpmatu palju üksi-
kuid väärtusi ja sellepärast määramatu integraali ise kujutab graafiliselt lõp-
matu pajju kõveraid. 6

Kõik need kõverad aga peavad
rahuldama antud tingimist dy = F

,

(x)dx
dv

ehk = F z

(x), see tähendab, kui ühe ja
sama abstsissile Xi =OM vastavates kõ-

verjoonte täppides A, B, C,.... tõmbame kõ-
veratele puutujad, siis peavad need puu-
tujad olema paralleelsed, sest nende kõi-
kide tõusunurgad peavad rahuldama võr-
dust tga = F'(xi).

3. Üldised laused.

1. Kui f(x)dx = dF(x) = F'(x)dx, siis
on integraali mõiste põhjal:

J dF(x) = fF'(x)dx= F(x)
ja selle põhjal võime ütelda lause:

...

Inteegrimine ja diferentsimine on tehted, mis üksteist
havitavad.

Selle lause põhjal võime kontrollida, kas oleme inteegrimise õieti läbi
viinud ehk mitte: õige integraali differentsiaal peab võrduma'integraali märgi
all antud differentsiaaliga.

6

Et

,

d [F,(x) + F,(x) + F
s(x)±]= F/(x)dx + F/(x)dx + F/(x)dx +

sus on * -.

f [F/(x)dx + F/(x)dx ± F/(x)dx + ...] = F
t(x) + F

2
(x) + F

3
(x) +

.

- .....

= J'F,(X)+/F
!
(x) + /F

n(x)±...
ja me võime ütelda:

Algebralise summa integraal on üksikute liigete integraalide
sama sugune summa.

3. Võrduse

.

d [A. F(x)] == A
.

d [F(x)] == A . F'(x)dx
põhjal võime kirjutada:

f A
. F'(x)dx = A

. F(x) = A /F(x)dx.
Ja siit leiame jälle lause:

Differentsiaali ees seisev jäädav
r tegur jääb inteegrimise

pullul muutmata; teda võime tuua integraali märgi ette.

Joon. 35.

4. Põhivalemid.

Inteegrimise põhivalemid saame, kui tuntud differentsimise valemid
ümber pöörame.

Differentsimise valemi põhjal on, näiteks,
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sellepärast võime ümberpöördult kirjutada:
r x

n + 1

/xn dx = —zuv+k (!)
/n I 1

See valem on maksev igasuguse reaalse astmenäitaja n juures, selle-

pärast et astmelise funktsiooni differentsimise valem oli igal juhtumisel
maksev. Üks väljavõte on aga siin siiski olemas ja nimelt juhtumisel kui

n=— 1. Sest meil on teada, et:

d (In x) = —

ja sellepärast x

f— =
/ x

-1 dx = Inx + k (2)
J x J

Samuti leiame diff. valemist: integraal valemi:

/ a
x dx = k (3)

J Inad = a
x d x

In a

d (e x ) — ex dx Jex dx=~ex l k (4)

d (sin x)= eos xd x Jcos xdx = sin x + k (5)

— d(cosx) = sin xdx Jsinxdx=- cosx + k (6)

.

x
dx

d (tg x) =

2
—

& eos 2 x

f d?- = tgx + k (7)
J cos 2x

6

f-Ä- = — ctg X 4- k (8)
J sm

2 x
— d (cotg x)

*

v & ’
sm

2 x

dx
d(are sin x)

_x2

r dx
I _==-—

== are sin x+k • • • • (9)
J H —x2

d(arctgx) = arctgx 4-k • • • -(10)

Harjutused

Leida järgmised integraalid:

103. a) /dx b) /xdx c) /x2 dx

r C /'3x2

d) 3x 3 dx e) saxMx f) J —dx

g) J(9x2 —4x + s)dx h) J(5 x* +8 x
3 —6 x2 +2x— 3) dx

i) J(10 x* —9 x
2 +l2x— 1) dx k) J(l2 x

3 —3 x
2 —lox+ 7) dx

104. a) b) / Ixdx c)

r C. fadx
d) |a 3 l'xdx e)J Vaxdx 0 / b yx
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g) /4^5 dx h) J(x+ a) 2 dx i)
~ a)2

d x

k)/(2 + x-|
2

)dx 1) J(_J2+
2

3 _3j dx

m) y* ( 2 +yx jdx ii) /* 4 + + l3x ( j x
o) y p) ytVx —

B

dx

105. a)J(sinx + b) — 2 eos xj dx

c) /(i+ fT^) dx d) /(pra + x)dx

e)/( 1±^_ vr=^) dx f) /(a
-
sinx-^

x ) dx

g)^ + 2ex J dx h) +
cos 2jx

0 f(cos ~

sin 2 x) dX k>/(siJ X1
5

’x
1X ) dx

§ 20. Määratud integraal.
1. Integraal kui pinna funktsioon.

inon JJ k^ )r ? 11Jaadistikus funktsiooni y= f(x) kujutuseks kõver-
nrd? JJ JAT •

KIU konstrmme selle kõverjoone kahe täpi Aja M
ordmaadid AB ja MN ja vaatame esimese
peale kui kindla, aga teise peale kui muu-
tuva ordinaadi peale, siis on arusaadav et
selle juures pind AMNB on funktsioon, mis
oleneb abstsissi ON = x väärtusest. Seame
omale eesmärgiks selle pinna funktsiooni
P = F(x) leidmise.

Kui meil oleks teada selle funktsiooni
differentsiaal, siis me leiaks funktsiooni enese
mteegrides. Et funktsiooni P =F(x) diffe-
rentsiaali leida, selleks anname argumendile
ON = x kasvu NQ =j x. Siis saab ka funkt-
sioon P —F(x) kasvu A P F (x +Jx)— F fx)
pinna NMPQ näol.

7

Lahutades sellest pinna kasvust püstkü-
liku MNQL, mille pind on f(x). Jx, ja silmas
pidades, et ülejäänud osa pind MPL on vähem
võime kirjutada:

kui Jy. jx, kus PL =J y,

[F(x + J x) — F(x)] — f(x) J x < J y .
J x.

Joon. 36.
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Kui jagame selle võrduse mõlemad pooled argumendi kasvuga J x

Ffx±^=F«_ ((x)<jy

leiame piiri, kui siis saame:

lim F(x + Jx)-F(x)
= Jim

kJx-*O Jx
7’ zfx—>o

ehk F'(x) = f(x).

Korrutades viimase võrduse mõlemaid pooli veel argumendi different-

siaaliga, leiame:

dF(x) = F' (x) dx = f(x) dx

ja selle põhjal võime kirjutada:

Jf(x) dx =F(x) + k (1)

ehk üteldes sõnadega:
..... i ~

Pind, mis on piiratud võrrandi y=f(x) läbi määratud kõvera

joonega, kahe ordinaadiga ja x-teljega, on fuktsioon, mille saame

inteegrides korrutist f(x)dx.
Inteegrimis jäädava k tõttu on see funktsioon esialgu määramatu.

.

see

määramatus on seletatav selle läbi, et meie veel mingisugust tingimist ei ole

teinud algusordinaadi AB kohta, millest peale meie pinna loeme. Kui me

aga nõuame näiteks, et OB = a, mille tõttu algusordinaat AP = f(a), sus peame

nõudma ühes sellega, et pinna funktsioon F(x) + k argumendi väärtuse x — a

juures null oleks. Võrdusest

F(a) + k = 0,

aga leiame
z %b

k = — F(a)

Pandes niimoodi määratud inteegrimis-jäädava valemisse (1), saame sel

puhul *

J f(x) dx = F(x) — F(a) • •
• • (2)

Kui nüüd tahame leida pinna ACDB väärtust, kus x—OD — b, siis

peame selle argumendi väärtuse panema valemisse (2), mille tagajärjel saame :

pind ACDB = F(b) — F(a)

Seda vahet, mis eelmise harutuse põhjal annab pinna väärtuse ja mis

on õieti määramatu integraali f f(x) dx = F (x) = k kahe väärtuse vahe, sest

F(b) — F(a) = [F(b) + k] — [F(a) + k],

nimetatakse määratud integraaliks, ja kirjutatakse

/b
&

f (X) dx = F(x) =F(b) —F(a) • • • (3)

a a

Argumendi väärtusi x = a ja x = b nimetatakse inteegrimis piirideks

ja eraldi x = a alumiseks, aga x= b ülemiseks piiriks.
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NäJteks olgu vajä leida pind OABC (Joon. 37), mis on piiratud sirgioo
nega AB, ordinaalidega OA ja CB ja x-teljega.

P

Kui antud sirgjoone AB võrrandiks on

y=ax + b, aga abstsiss OC =c, siis leiame otsi-
tava pinna järgmise integraalina:

f c
,

,

ax
2 Ic ac

2 c(ac4-2b)/ (ax +b) dx=
~

+bx ; =

o
lbc= ——J—f

J 0 |o 2 2

Sama pinna leiame ka, kui silmas peame,
et kujund OABC on traapets, mille alused on
OA = b ja CB =ae b, aga kõrgus OC =c.

Harjutused:
106. Leida pind, mis on piiratud paraaboliga y

2 =2 px x-teliega iaabstsissidele x— oja x—a vastavate ordinaalidega.
107. Leida järgmiste määratud integraalide väärtused.

a) f’2X dx
W P2x3dX

C) d) paMXj 1 J 0 J 1X
3 J o

a dX

e) p f) P s) Pa h)
./ ex dx / sin xdx * dx

J 0 J 0 J t
X I eos 2 X

0 k) 1) m)/“ dx / dx | dx / 2/ SÜP3E J
o

i+x2 J
o

<eoSX- SlnX) dX

Joon. 37.

2. Integraal kui summa.

,
4.

Plgu joonisel 38 kujutatud kõverjoone AA
n võrrandiks y= f (x) ja olguabstsiss OB = a ja OBn =b, aga pind BAA

n
B

n =P, siis võime eelmise põh-
jal kirjutada: p

fb

/ f(x)dx = P (1)
Ja '

Kui jagame inteegrimisvahe-
miku BB n n võrdseks osaks nõnda,
et

BBi =BiB 2
= B 2B3

= •

• • B
n_i B

n =J x,
konstruime ordinaadid Ai B t = f (a+
+ Jx), A 2 B 2 = f (a + 2 Jx), A383 =

f(a + 3jx), ■ • • • An.i B
n_i

- f [a+
-p(n—l) Jx] ja tõmbame läbi täp-
pide A, Ai, A

2,
....A

n -i x
-

teljega
paralleelsed sirgjooned AC b AIC2, Joon. 38.
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Kui kujutame arvu n lõpmatu suureneva ja sellega J x lõpmatu vähe-

neva suurusena, siis on sel puhul võrratuse (3) põhjal ka vahe P— Pi lõp-

matu vähenev, mille tõttu
lim

p p
jx-»o n

Võrduse (2) põhjal aga võiks meie kirjutada

,

lim
nPt =f (a) dx +f(a + d x)dx+f(a + 2 dx)dx +

J X—► w

• • • +f[a4- (n —1) dx] d x

ja kui arvesse veel võtame võrduse (1), siis saame:

f b

f(x)dx = f (a) dx 4-f (a + dx) dx +f(a + 2dx) dx +f[a + (n —l)dx] dx

Ja siit näeme, et määratud intergaali peale tuleb vaadata kui

niisuguse summa piiri peale, mille liikmete arv on lõpmatu suu-

renev, aga iga üksik liige on lõpmatu vähenev suurus.

Selle põhjal on intregaali märk f ka moodustatud sõna summa esimesest

tähest s.

....An-1 Cn Bn B
n.i • Nende püstkülikute pindade summa

P 1 = f(a).dx + f(a+ dx)dx + f‘(a + 2dx)jx+- • f[a + (n—1) J x]dx • •

on vähem kui pind P. Silmas pidades, et

Ai Ci + A2 C2 + A3 C3 + • • • • A
n

C
n

~ An
B

n
AB f (b) f (a)

(2)

võime joonise põhjal kirjutada:

P — Pi < [f (b) — f (a)] dx ■ (3)

§ 21. Keerulisemate differentsiaalide in-

teegrimine.
Määratud integraali leidmiseks on enne vaja tunda vastav määramatu

integraal. Viimase leidmist võimaldavad meile senni tuntud põhivalemid.

Põhivalemite abil aga võime inteegrida ainult piiratud arvu kõige lihtsamaid

differentsiaale. Keerulisemate differentsiaalide inteegrimiseks on leitud mitme-

sugused metoodid, milledest meie siin kohal läbi võtame ainult ühe kõige

tarvilikuma, n. n. asendamise metoodi ja paar tarvilikku valemit

Et asendamise metoodi arusaadavaks teha, selleks toome paar näidet.

1. Olgu vaja leida integraal:

pa + x)n dx

Kui nimetame a + x-z, siis järgneb siit differentsides: dx= dz

Paades niimoodi asemele ja inteegrides saame

f f zn + 1

I(a 4- x)n dx=J zn dz = 4- k.

Ehk kui lõpuks z asemele tagasi toome x?

|(a + xrdx +k
.
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2. Et leida Jsin(a—bx) dx, selleks võtame a—bx =z, kust järgneb:
dz

— bdx =dz ehk dx =
—. Sellepärast, asemele pandes ja inteegrides, leiame

f . z . a >
f sm zdz 1f

.

1

/ sin (a—bx)dx = I r =—— /smzdz = — eos z+ k
J ' J b bJ b

Ja kui z asemele tagasi toome x:

Jsin (a--bx)dx eos (a—bx) + k

Harjutused.
107. Leida asendamise metoodi abil järgmised integraalid:

f dx [' dx
s

fa) J(a +xF b) Ja+x c) J(a +x 2 )"xdx

.. f xdx . f
x

r
d) Jä2 _|_ x2

e ) J eos (2x) dx f) j eos2 xdx

g) fa2x dx h) T i) f—-
J J sin

2 (2—x) J Jcos2 (3x)

, x
f dx

n
f dx

x
f

k) !) Jl + m)

Koonlõigete arvutamiseks anname paar inteegrimis-valemit.
1. Differentsides funktsiooni

y~ 9 Va ~ -x 2 4- — arcsin ( )
2 2 \a/

leiame

v' 1!/
2 2

x 2x ,a 2 1 1

y“2ra -X + 2 pa
“

=

1 i/TrzTxT
x2

_
i a 2 11/-2—y i —x2

2 V 2ya 2 —x2 2]/a2
x2 2’

a X +
2ya2 —x2

-
i- 1/a 2 —x 2 +yya 2 -x2 =ya 2 — x

2
.

Selle põhjal võime kirjutada

/la2—x2dx=

-g ] a 2 — x
2 + arcsin (*) + k

2. Differentsides funktsiooni

y=
g

|'x- -aa - -|
2

ln(x + ]/X2
— a2)

(1)
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leiame

/ 11/ 2
.2 1 x 2x

_

Ä
_

1 /l +
x \ ±

2
X ' 2 -lx- —a

2 2x + Vx2 —a2 ' Vx2 —a 2 /

1 1/7 7 x2 a 2 1
#

Vx2 —a2 + x

2
X a

2— a 2 2 x + Vx2 —a2 Vx2 —a
2

i irv
—

2 .
af_ i v;B'z~XY-ä

2

’2 VX a +
2)x*~a2 2V X2

_ a
2 2 ’ 2fx2 —a 2

= 2“ ]/x2 —a
2 +y ]/x2 —a

2
= |/x2 —a2

Ja selle põhjal võime jälle kirjutada:

f|/x2_ a2 dx=^yx2— a in(x+]/x2 —a2)+k. ... (2)

Näited.
x2 y2

1. Leiame ellipsi
a

pinna
-

Ellipsi võrrandist saame:

y= + -1/ —x2
J

—a 1

Ordinaadi absoluutväärtuse korrutis abstsissi differentsiaaliga annab

meile pinna differentsiaali.

J
b

ydx= - |/ a
2

—

cl

Kui inteegrime selle differentsiaali vahemikus x= o künni x a, siis

leiame veerand ellipsi pinda. Terve ellipsi pind on sellepärast

P= 4| -Va2—x
2 dx =4

- I Va2—x2dx (1)
la a

Jo J o

Valemi põhjal aga on

Ca -
,

a 2 x a a 2 .t
I J a

2—x
2 dx

2
I a

2 —x- | = arcsin -' 2’

a
•

1sest arcsin — = arcsin 1 —

o
•

a 2

Ja ellipsi pind on sellepärast

4b a 2 .t
.

P
„ •2

'

2
’ ab -

x2
2. Leiame veel pinna, mis on piiratud hüperboli fl2

— =1 kaarega

V. Päss, .Algebra U.
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AB 39), ordinaadiga BC ja x-teljega. Hüperboli võrrandist saame ordi
naadi absoluutväärtuse

b
„

y= aa.

Otsitava pinna differentsiaal on sellepärast

ydx —

a
px2

—a2 dx.

Kui silmas peame et OA = a ja kui nimetame
OC = c, siis saame otsitava pinna

/*C k v. /*c
P= / - ]/x2

—a
2

. dx= - Vx 2
—a 2

.
dx.

J a
a aj a

Valemi põhjal aga on

Joon. 39.

/
c

Ja 1 x2—a2dx== |Vx2—a 2 — In(x]/x2
—a 2) =£ V c

2—ä 2
— ln(c4~

+ fe-a2)+ £lna-| ““in /c + ''>2-" 2 )
& & 2 \ a /

Sellepärast on pind

P-k r«
Vc2_ a2 _

•»
ln /e +

8 L" - \ a /j’

Ülesanded.
108. Leida pind, mis on piiratud sirgjoonega x-teljega ja abstsissidele

x Xi ja x x2 vastavate ordinaatidega, kui sirgjoone võrrand on:

a) x—y+ 1= 0, aga Xi =0 ja x2 = 4

b) x—2 y-f-3 =O, aga Xi =1 ja x 2
= 3

c) 3x —4y—2 = 0, aga Xi = 1 ja x2 = 6

d) 4 x — 3 y4- 10 = 0, aga Xi = 1 ja x 2 = 5.
109. Kui suure pinna piirab paraabol, mille võrrand on y2 -4 x

x-telg ja abstsissidele Xi = 1 ja x 2 = 5 vastavad ordinaadid?
110. Leida pind, mille piirab kõverjoon, x-telg ja abstsissidele x xi

ja x= x2 vastavad ordinaadid, kui kõverjooneks on:

a) siinusjoon y = sin x, aga Xi = 0 ja x2 =- .t

b) coosinusjoon y = eos x, aga Xi = — ja x 2 = f
2 2

x 2

c) ellips ~+ y2 = 1, aga Xi = 0 ja x2 = 2

d) hüperbol x y = 1, aga Xi = 1 ja x 2 = 5

e) hüperbol x
2

— y
2
= 1, aga Xi = 1 ja x2 = 2.
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Ajaloost.

Üksikute küsimuste lahendamisel olid ammu tarvitusel differentsimisele

ja inteegrimisele sarnased metoodid. Nõnda näiteks arvutas juba Archimee-
des pind ja ruumala niisuguste metoodide abil, mida inteegrimiseks võiks

nimetada; prantsuse arvuteadlane Fermat (1601—1655) määras funktsiooni

maksimumi ja miinimumi, uurides argumendi lõpmatu vähenevale muutu-

misele vastavat funktsiooni muutumist. Differentsiaal- ja integraal-arvutuse
üldised metoodid aga leidsid ja seadsid süsteemi alles Leibniz ja Newton.

— Leibnitz (1646—1716, sakslane) oli laialt tuntud mõtteteadlane ja palju-
külgne teadusemees. Tema leidis ja töötas välja differentsiaal- ja integraal-
arvutuse metoodid umbes 1675. aastal ja avaldas oma töö 1686. aastal. Leib-

niz’ilt on ka pärit differentsiaali ja integraali märgid. — Newton (1643—1727,
inglane), tuntud arvuteadlane, kes põhja pani matemaatilisele füüsikale ja
astronoomiale, leidis differentsimise mõisted uurides liikumiste kiirust. Tema

kirjutas oma töö differentsiaal- ja integraal-arvutuse üle pealkirja all „Metho-
dus fluxionum* küll juba 1671. aastal, kuid see töö avaldati alles peale New-

toni surma aastal 1736.
Differentsiaal- ja integraal-arvutuse leidmisega algas arvuteaduse kiire

arenemine. Arvuteadus aga võimaldas uuema aja füüsika ja tehnika arene-

mise.

Viies peatükk.
§ 22. Imaginaarne üksus Ja kompleksarvu

mõiste.

1. On teada, et paarisastmeliseks juureks negatiiv-arvust ei kõlba mingi-

sugune reaalne (ei täis- ega murd-, positiivne ega negatiivne, ratsionaalne ega

irratsionaalne) arv. Sellepärast tuleb niisuguste juurte peale vaadata kui

iseliiki arvude peale. Neid nimetakse imaginaararvudeks.
Nagu reaalarvude üksuseks on 1, nõnda on imaginaararvude üksu-

seks V— 1, mida arvuteadlane Gauss (1777—1855) lühidalt tähega „i“ tähen-

dama hakkas (sõna imaginaarne esimene täht). Nõnda siis:

i = F—l.

Tõstes imaginaarüksuse mitmesugustele astmetele, leiame:

i2_ (V—l)2--t
j3=—J. j = — j

H=—i• i = + 1

iB +l•i - + i jne.
Üldse on:

j4n-|-2 __
— J. j4n4-3 — — j.

2. Reaal- ja imaginaararvude algebralist summat nimetakse kompleks-
arvuks ehk lühidalt kompleksiks.

Kompleksarvu üldine kuju on

a + bi,

kus a ja b tähendavad mis tahes reaalseid arve; a on kompleksi reaalosa,
b on imaginaarosa koeffitsient.
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Kompleksarvu mõiste on üldisem, kui reaal- ehk imaginaararvu mõisted—

ta sisaldab eneses ka need viimased, sest tehes kompleksarvu a -j- bi ima-
ginaarosa ehk reaalosa nulliks, saame kompleksarvu erijuhustena vastavalt
reaal- ehk imaginaararvu.

Kahte kompleksarvu, mis ainult imaginaarosade märkide poolest lahku
lähevad, nagu

a -j- bi ja a — bi
nimetakse kaaskompleksideks.

§ 23. IComplelcsiciecja arvutamine.

1. Liitmine: Et kahte kompleksarvu liita, peab liitma nende reaalosad
omavahel ja imaginaarosad omavahel.

(a
!
+ bj) + (a 2 + b

2i) = (a
t
+ a 2) 4- (b, I b

2
) i.

Märkus: Kaaskomplekside summa on reaalarv.

(a -|- bi) 4- (a — bi) = 2a

2. Lahutamine. Et ühest kompleksist lahutada teine, peab lahutama
esimese reaalosast teise reaalosa ja esimese imaginaarosast teise imaginaarosa.

(a
t
+ bj) — (a 2 + b

2
i) = (a

t
— a 2) + (b

t
—b

2 ) i.
3. Korrutamine. Et kahte kompleksi üksteisega korrutada, peab korru-

tama ühe kompleksi iga osa teise kompleksi iga osaga.

(a, + b,i) (a 2 + b
2
i) = a

t
a

2
+ a

r
b

2
i + a

2
bi 4- b

t
b

2
i2

= (a
t
a 2 — b,b

2 ) 4- (a,b
2
+a

2
b

t
) i

Märkus: Korrutades kaaskomplekse leiame, et nende korrutis on positiivne reaal-
suurus.

(a J-bi) • (a— bi)=a2 — (bi)2 = a 2 4- b2

4. Jagamine. Et ühte kompleksi jagada teisega, peab korrutama jaga-
tavat ja jagajat viimase kaaskompleksiga ja siis jagama saaduse reaal- ja
imaginaarosa eraldi.

a
t
+bi

_

(a
t
+ b

t
i) (a 2 — JU) a

t a 2 + b,b
2

ab
t
— a,b 2

.

a 2 + b
2
i (a 2 + b

2i) (a 2 + b
2
i) a 2 +b 2

a’ +b*
1

§ 24. Laused kompleksarvude
1. Kui kompleksarv on null, siis peab tema reaalosa ja ima-

ginaarosa koefitsient üksikult null olema.
Tõendus.
Kui a-j-bi = 0, aga a ja b ise ei oleks nullid, siis peaks

*

a
a= —bi ja —b= i;

reaalarv peaks võrdne olema imaginaararvuga; see on aga võimatu ja selle-
pärast peab olema

a = 0 ja b = 0

2. Võrdsete komplekside reaalosad ja imaginaariosade koef-
itsiendid peavad vastavalt võrdsed olema.

Tõendus.
Kui a i-j—b ii = a 2—Hb 2i, siis on

(a i-|-bii) — (a2-|-b2i) = 0 ehk

(ai —aa)—(bi —b 2)i = O ja eelmise lause põhjal
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on siis

ehk

ai —a 2=o ja bi —b 2=o

a i = a 2 ja b i = b2 .

§ 25. Imaginaar- ja kompleksarvu
meeiriline kufulamine.

On teada, et reaalarve võib kujutada geomeetriliselt sirgjoone, n. n.

arvjoone abil, võttes sel joonel mis tahes täpi nulltäpiks ja mõõtes siis mingi-
suguse pikkuse üksuse abil nulltäpist ühele poole (harilikult paremale) joon-
lõigud vastavalt positiivsete arvude väärtustele ja teisele poole (siis juba pa-
hemale) vastavalt negatiivsete arvude väärtusele. Nõnda tehes selgub, et

igale reaalarvule, olgu ta positiivne ehk negatiivne, täis ehk murd, ratsio-
naalne ehk irratsionaalne vastab arvjoonel üks kindel täpp ja ümberpöördult
igale arvjoone täpile vastab üks kindel reaalarv.

Küsime nüüd, kas ja kuidas võib kujutada geomeetriliselt imaginaararve?
Et selle küsimuse peale vastust leida, selleks paneme tähele, et iga

imaginaararv ni on keskmine geomeetriline reaalarvude -|-n ja —n vahel,
sest

(ni)2 = — n2=(-|-n) • (—n)

ja tuletame meele, et geomeetriliselt on täisnurkse kolmnurga kõrgus, mis
läbi täisnurga tipu tõmmatud, keskmine geomeetriline nende osade vahel,
milleks see kõrgus kolmnurga hüpotenuusi jagab. Sellepärast, kui reaalarv-
joone juures ümber nulltäpi kujutame ringjoone, mis läbi arvude 4~n ja —n

kujutuste läheb (Joon. 40) ja läbi nulltäpi nimetud arvjoonega veel perpendi-
kulaarjoone tõmbame, siis lõikab viimane ringjoont punktis, mis on arvu n i

kujutuseks. Meie saame korraga õieti kaks täppi, milledest üks (harilikult üle-

mine) võetakse —ni kujutuseks ja teine (alumine) arvu —ni kujutuseks.
Siit on selge, et ka imaginaararv tuleb kujutada sirgjoone—imaginaar-

arvjoone — abil, mis perpendikulaarselt reaalarvjoonega läbi viimase nulltäpi
läheb.

Et kompleksarvu a—|—bi geomeetriliselt kujutada, selleks vaatame reaal-

ja imaginaararvjoonte, kui koordinaatide telgede peale (v. A I p. I § 1) ja
leiame täpi, mille koordinaadid on a ja bi.

Niisugune täpp Ti(a, bi) (Joon. 41) on kompleksarvu a~hbi geomeetriline
kujutus. Samuti leiaks meie kompleksarvu —afbi kujutuse täpi T 2( —a, bi)
näol, arvu a—bi kujutuse täpi Ts(—a,—bi) näol jne.

Joon. 40. Joon. 41.
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Näeme, et kui reaal- ja imaginaararvude kujutusteks on vastavate arvjoonte
täpid, siis on kompleksarvude kujutusteks niisuguse tasapinna täpid, mis läbi
nende arvjoonte on tõmmatud.

§26.Kompleksarvu Irigonomeefriline ilme.

Täpi Ti, mis on kompleksarvu a+bi kuju (Joon. 41), võiksime ka mää-
rata nurga tp ja sirgjoone OTi = r abil. Siis leiame täisnurgalisest kolmnur-

gast OTi a, et

a = r costp ja b = r sin tjp 1

ja sellepärast
a 4 bi = r (eos ep 4- isin 9?);

r ise leiame kolmnurgast OTi a:

r = Va 2+b2 2

b a

ja sm q = eos rp =

ehk tggo =
— 3

Valemite 2 ja 3 abil on võimalik igale algebraliselt avaldatud kompleksar-
vule a+ bi anda nõndanimetud trigonomeetriline ilme r(cos cp + isin cp).

Suurust r, mis ikka positiivsena võetakse, nimetakse kompleksi moodu-
liks ja nurka ep argumendiks.

M är ku s e d:

7 1) eos go = eos (go +k. 360°) ja
X sin go = sin(gp + k.360°),

kus k tähendab mingisugust positiivset ehk negatiivset täisarvu, selle-

pärast võime veel üldisemalt kirjutada

a +bi = r [eos (cp + k.360°) + isin (cp +k. 360°)] =
r [eos(ep +k. 2.t) + isin (<p +k. 2jr)].

2) Kui a+bi —r(eos gt> + isin <p), siis on

a — bi = r (eos cp — isin (p).

3) Kui tg g = on positiivne, siis tuleb nurk cp võtta kas I-es ehk
a

111-as kvadrandis, selle järele, kas sin <p — ja eos? 5

=r
on korraga posi-

tiivsed ehk negatiivsed. Kui aga tgp on negatiivne, siis tuleb P võtta
kas 11-ses ehk IV-as kvadrandis, selle järele, kas sin <p on positiivne ja
cosp negatiivne ehk ümberpöördult.

Näited:

1. Anda kompleksarvule —l5 —Bi trigonomeetriline ilme

a = —l5; b= +8; r = }/1524-82 =l7.

.
8

.
8 15

= —0,5333; sin? = ; cos? =—

Siin on sin P positiivne, aga eos <p negatiivne, tähendab nurk <p asub teises
kvadrandis. Kui <p = 180° — siis on tgp.== 0,5333 ja p.=2804', aga

<p
= 180°— 28°4'= 151°56' ja — 15 +Bi = 17(cos 151056'+i5in1510569.
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2. Avaldada kompleksarv — 4,2 — 5,6 i trigonomeetriliselt.

Siin on a- —4,2; b- —5,6; r-]/4,&+5,62-7; tg<p- =1,3333;

Sin 9<o, ja eos 9< 0. Sellepärast tuleb 9 võtta HTdas kvadrandis ja

9
= 180° -j- 9 t ,

kus Ti Tabelitest leiame 9,
= 53°8' ja sellepärast 9

= 233°8'

ja — 4,2 — 5,6 i = 7 (eos 23308' + isin 23308').
3. Avaldada kompleksarv 32,3 — 3,6 i trigonomeetriliselt.

a = 32,3; b —3,6; r~V32,32 + 3,62 = 32,5;

tg<p = -|^--0,1115; s.-3600-y,; tg = 0,1115.

Tabelitest leiame 22’, sellepärast <jp = 353 J 38’ja 32,3—3,6 i =

32,5 . (eos 3530 38’ + isin 3530 38’.).

§ 27. Tri(jonomeetriselt avaldatud komp-
lekside korrutamine, jagamine, astendamine
fa /uurimine.

1. Korrutamine. Et trigonomeetriliselt avaldatud kompleksarve
korrutada, peab korrutama nende moodulid ja liitma argumendid.

Tõendus:

r, (eos isin ?,). r
2

(eos 9> 2-|— isin p 2) =

= r,r 2
[(cos 9, eos 9 2

— sin 9, sin 9 2 ) -p i (sin 9 t
eos 92

+ eos 9 t
sin 9J]=

== r,r 2
[eos (9,+ 9 2

) + isin(9,+ 9J].
Oleks tegurid rohkem kui kaks, siis leiaks järjest korrutades:

r
t
(cos 9 t

+i sin 9,). r
2
(cos 9 2

+i sin 9 2
).r

s
(cos 9,+ isin 9,) r n (cos 9n

+ isin 9 n ) “

r,r,r8 ...
rn . 9 2

+ 9,... + 9> n ) + isin (9,+ 9,+ 9 3 ... +9n)].
2. Jagamine. Et ühte kompleksi teisega jagada, peab jagama

esimese mooduli teise mooduliga ja lahutama esimese argumendist
teise argumendi.

Tõendus:

Korrutades jagatavat ja jagajat viimase kaaskompleksiga, saame:

r,(cos isin 9,) r
l
(cos9

1
+ isin 9 ( )(cos 9 2

—isinepj
r

2
(cos9

2 l isin</
2
) r

2
(cos</

2
I-isin 9.,) (eos </

2 —isin92
)~

r, [(eos 9. eos 9., I sin 9 1 sin 9J + i (sin 9, eos 92— eos 9, sin 9
2)]

r
2 (eos 2 9,+sin 2 9

2
)

ja lihtsustades viimast kirjutust trigonomeetriliste valemite abil, saame lõpu-
likult:

r (eos «Pj-H sin <?,) r
.

r\cosV,+ isin
~ +,Sm “*‘)]

3. Astendamine. Et kompl eksarvu astmele tõsta, mille näita-

jaks on reaalne arv, peab tõstma moodul sellele astmele ja kor-
rutama argument astme näitajaga.
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See on n. n. Moivre’i lause.

Tõendus:

Siin tuleb läbi harutada kolm juhust.

a) Astme näitaja on positiivne täisarv.

Kasvatamise reegli järele leiame:

[r(cos <p + isin m = r(cos <p + isin <p) . r(cos 'A + isin '/)

m tegurid
=rm (eos m )

b) Astmenäitaja on murdarv Oletades, et ka [r (eos <p 4- isin

= r2. [eos (— </ ) ] ja tõstes selle võrduse mõlemad pooled ast-

mele q, saame:

[r(cos ep 4- isin =rp [eos pep4- isin p <p];

see võrdus on juhuse a) põhjal õige, sellepärast peab õige olema ka oletatud
võrdus.

c) Astmenäitaja on negatiivne arv —m.

[r(cos <p + isin <p )l_nl

=7— j—; =

r

— —3~7
—

—=
=

(r eos <p +1 sm</)) J m r m [eos m<p + 1 sin m </]
r~m [eos m<p — isin m ep) r~ m (eos m<p — isin m <p)

(eos m(p + isin m <p) (eos m<p — isin m <p) eos 2

m<p |- sin 2

m<p

==r
_m (eos — i sinm</) =r _m [cos(— m <p) +isin(—my)], sest cosm<jp=cos(— m<r)

ja — sinm<p = sin(—m<p).
4. Juurimine. Et kompleksarvust juurt leida, peab leidma juur

argumendist ja jagama moodulit juure näitajaga:
n n r / \ / \~
, /■—; ; r / / <f> 1

, .
I <f)\

|/r(cos tp + 1 siny) = l/r eos |_l 4-isml I
y L \ / v/_

selle lause tõendus järgneb eelmisest, kus astmenäitaja on

Märkus 1: Tõstes kaaskomplekse ühele ja samale astmele, ehk

leides neist ühe ja samaastmelise juure, saame kaaskomp-
leksid.

Sest (a + bi)n
= r

n [cos(n. fp) 4 isin (nv)] =plqi ja |/a +bi =

=]/ r [eos M ± isin j=pt+ p t
i.

Lause: n-astme juurel kompleks arvust on n ja ainult n

väärtust.

Tõendus.

cos^p-|-i si = cos[9’4-k2x] 4-isin (9’4-k2.-r), kus k, nagu teada, on mis-
tahes täisarv, sellepärast peab kirjutama üldse

i

n

/-7~ F • • x i
l

/- /<P+k2jr\,.. /<P+k2jr\]
/r.(cos<p + isinT)= /r co 5 14-isin
rk\n / \ n /
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Andes viimase kirjutuse paremas pooles k-le järjest n järgmist väärtust

(n—1) saame n järgmist argumendi väärtust:0,1,2

k o 1 ... n — 1

ep ep | 4x <P , 2(n—l)x
arg. —-4 ...

n n 1 n nn

niis omakord annavad juurele n mitmesugust väärtust.

Iga uus k väärtus, näit: k= n ehk k=n + l, saavutab argumendi, mis

ühest eelmisest on 2x, 4jt, ehk 6-r • • • võrra suurem ehk vähem, ja sellepärast
uut juure väärtust ei anna.

Kompleksarvu + isin<p) juured, x
r ,

x
2,

x
3

xn on selle-

pärast järgmised:

1/ .. .
I(p\

r. eos I—l+ isin
\n/ \n/

x, = yr .

!x\ , . .
Ap + 2jt \

+ isin

/\ n /
x

2
= yr

<p + 2.
eos

\ n

X, - yr
/<P +4.+ , . . (p +4.7T

eos +ism
\n/ \ n

i/~ /'/’+ 2 (n—l)x\ . . /<jc 4_ 2(n
xn

Vr. eos ‘——l4-ismi- 1
\ n / \ n /

Märkus: Et puht reaal- ehk imaginaararv ka kompleksarvude hulka

kuulub, siis saame ka niisuguste arvude juurimisel nii mitu

juure väärtust, kui suur on juure näitaja.

Näited.
4

1. Leida ]/ 3—4 j väärtused.

Et kompleksarv 3—4 i=5 (eos 306°52'+i sin 306°52'),
* I 306°52'+k2x

. .
306°52'+k2£r\

siis on r3—4i= V 5 leos — 4- ism b

kus arvule k tuleb anda väärtused 0,1, 2, 3.

Sellepärast leiame:

4/\ 4 /
k o;xi=]/5 0

43'+isin76043')=V5 10,2295+i0,9732

4
__

r •

k = l;x 2 =Vs eos (76°43'+90°)+isin (76°43'+90°) =

= (—cosl3°l7' + isinl30 17')==V 5 (—0,9732 + i 0,229õ)
4 r

k-2;x3=ps cos(760 43'+180°)4-isin(76 043'+ 1800) =
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4 4

=y 5 (— eos 76°43'— isin76°43') =V 5 ( — 0,2295 — i 0,9732).

k= 3; Xi = ]/ 5 [eos (76°43' + 270°) -j- isin (76°43' + 270°) j=
4 4

=V 5 (eos 13°17' — isin 13O 17') =V 5 (0,9732 — i 0,2295).
3

2. Leida |/ -j- 1 väärtused.

Andes arvule 4-1 üldise kompleksarvu kuju a+b i, mille juures a= 1

ja b= 0, leiame r= Vi 2 4-02=l ja tg y> =-= 0; =o°.

Sellepärast

V m 1/7 -noi • • äõ\ I 0° +k2x o°lk2’r\
V+l = |/( eos 0 4-1 sinO )= I eos —g + isin

g
— I,

kus arvule k tuleb anda järjest väärtused 0,1, 2.

Sellepärast leiame

k= 0; x2 = (eos 0° 4- isin 0°) = 1

k= 1; x2
= (eos 120° + isin 120°) =(— eos 60° + isin 60°)= —*+ i 13

.

2 2

k= 2; x 3=(eos 240° +isin24o°) =(—cos6o°— isin 60°)-—
*

—i
1 3

.

2 2

5

3. Leida V—l.

Siin on a=—l; b=O;r=l; cos</ —l;sin</ 0;

Sellepärast <p=lBo° ja I— 1 eos 4-isin~^i.k 2
— eos (36°+k72°)+isin(36°Lk . 72°), kus k võib olla 0,1, 2,3, 4;
k=o; x i=eos 36°+isin 36°=0,8090+i 0,5878.
k= 1; x2 =— eos 72° + isin 72° =

—0,3090 + i 0,9511.
k=2; X3=coslBo°-|-isinlB0o

= —1.

k=3; x 4 =—eos72°—i sin72°=—o,3o9o—i 0,9511.

k=4; x5 ~
eos 36 —isin36° = 0,8090—i0,5878.

4. Leida V—l

Siin on a=o; b—l; r=o; eos ?>=o; sp=9o°

Sellepärast y+
•

= cos
90

°

fk2 jr
.g

.
90° + k2x

n
r

n

n

5. Leida |j
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Siin on a =0; b=— 1; r*=o; eos </=0; siu = 270°.

Sellepärast
“ 270° +k. 2x , . .

270° + k.2x
1/i= eos F1 sm .

'
1

n n

Märkus: Kui on leida n juure väärtust, kas puht
reaal- ehk imaginaararvust ja kui meil juba teada on

reaal- ja imaginaararvu üksuste juurte väärtused, siis

pruugib leida sellest reaalarvust ehk imaginaararvu koef-

itsiendist reaalne juur ja korrutada viimast vastava

üksuse juurte väärtustega.

Nõnda, näiteks, kui tarvis oleks leida ]/ 8, süs Pruu_

giks meil selle juure reaalse väärtusega korrutada näi-

tes 2) leitud üksuse juure väärtusi ja meie leiaks, et:

x,=2; x
2 =-l+i|/3 ja x

3

= -l-]/3.

§ 28. Ülesanded kompleksarvude Izofifa.

A. Liitmine ja lahutamine.

111. a) (5 + Bi)+(7 —2i); b) (11 — 2i).+(l + 6i);

c) (—3 —i)+ (9 — si); d) (7 + 4i) + (—s+ i);

e) 2,4 +2i]/3)+(—3,5—0,7i]/3); f) (—0,7 +si) + (—0,7 — 5 i);

g) i *)’ h) + i);

112. a) (9 —2i)— (2 + 7 i); b) (11 +Bi)— (8 — 5 i);

c) (— 13 4-51) —(—7 — 2 i); d) (3,7 — 1,8 i)—(—2,s + 4,8 i);

e) (2 — i V3) — (—l-+-2 i V3); f) (24 — 0,2 i) — (12 — 0,2i);

g) (—3 + 3,7i) —(—3 + 7,9i); h) (1,2 + 1,7 i)-Q-|i);

B. Korrutamine, jagamine ja astendamine.

113. a) (4 +7i)(9 + 3 i); b) (2 +l3 i)(7 —ll i);

c) (5 —3i) (-7+'lsi); d) (|/3 + 2 -

e) ( _

2
+ L

2

3 )( _

2
_i

2

3 ); f) (2V5 - 0,5 i) (2^5+0,5 i);

g) I'4 I3i • Vi—3l; h) 8 + 15i]CT+151 •

... x
5+ 3i 7+ 2i x

9 4-4 i
U4. a) b)

2_ 3i
; c)

B_sp 8
_ 5 p

d) &4L
}5 + 2 i

.
2 —3if3

’ 3i
\

41
e )

5 + 4i’

\ 1,3 1,3 i
.

— 7+o,si’
0,24-0,47 i

'
— 1,8-1,3 i
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115. a) (I+i) 2
; b) (1 — i) ! ; c) (5 —3i)*;

d) (31'2+2 iFä)’; e) (1 + i)3; f) (1 - i)3;
g) (V 3 + 2 iVS)3; h) fl/5-i]/3)«-

116. e) (2 + ‘l'3 j'; b) +

c) (]/4 +3i + ]/4-3i) 2 ; ,1) (l/ii-3i-y7 + 3l)2;

e) (|/2+ i^ö) 4
—

— il/2
-)': f) (l/3 — ii/27)‘+ (^27+i| 3)';

g) (V3+iVs)’(Vs—iK3)“; h)
\2l' 2 —3i|/3 /

x
2+ 3i 3—2i

117
- a) 4=31+1+3,; hl

s—-2i
' õ+2i

—

2 + si’

'
7+ 9i 7—9i

C' 7—9i +7 + 9i’
x

/l+i\ 3 /1 +iV
d) (i-i) + (r-i) ;

e) (t+il/3) !
■ (1-il/är3

; f) (]/2 —iV3)~ 3
■ (]/6-i]/3)';

g) i9i(y7-2iys)-!

; h) < 12 — Bi)\
4i

C. Kompleksarvuie trigonomeetrilise kuju andmine ja Moivre’i
lause tarvitamine.

118. a) I+i; b) 1-i; c) l+i]/3;

d) I—i]/3; e) —l—i]/3; f) 8 + 6i;

g) 2,2 — 4,6i; h) — 4,2 4-5,6i; i) -9,6 —2,8 i.

119. a) (40 + 9i) (7 + 24i); b) (6 + l,li) (1,2 — 3,5i);
c) (6,3 — 1,6i) (5,6 — 3,3i); d) (1,2 + 0,5i) (2 — 2,1i);
e) (2,8 + 4,5i): (4 + 0,9i); f) (12 + lOi): (7 — si);
g) (2,9 — 3,7i): (5,6 + 6,4i); h) (8,6 — 4,6i): (1,3 — 7,7i).

118. a) I+i;

d) I—i]/3;

g) 2,2 —4,6i;

c) 1+ i ]/3 5

f) 8 + 6i;

120. a) (7 + 4i) 3
; b) ( 5 —2i)‘; c) (—2,4 + 7 i)- 3 :

d) (]/ll + si) 4
; e) (1 + i)< (1 + i]/3)’; f) (4,5 — 7,9i)*: (2,4 — 4,7 i) 2

-

(2,5-1,8i)‘(3,7 —4,2i)\ (0,68 —0,52)’(0,77+ 0,82 i)’
(4,8 +6,5 i)’ (0,64 — 0,54 i)'

3/3
,

3 3

121. a) ]/8 b) ]/—27 c) ]/64i d)]7—l2si
3.3 4 4

e) l/13i
,

f) V—l7i g) 1/1 h)]/-l

0 Vi k) V—i 1) ]/16 m) ]/— 81
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§ 29. Geoniee/riline kompleksidega arvu-

tamine.

Olgu tasapinnal tõmmatud ox reaal- ja oy imaginaararvjoon (Joon. 42)

ja antud täpid Ti ja T
2,

mis vastavalt kompleksarve ai 4-bii ja a 2 4~b 2 i

kujutavad. Selle juures on meil teada, et OUi = ai, TIUI =bi, OU 2 =a 2

ja T 2 U 2 ~b 2 •

Liitmise reegli põhjal saame antud arvude

summa :

(ai + bii) + (a 2 + b2i) = (ai + a 2) 1- (bi + b 2)i.

Et seda summat geomeetriliselt kujutada,
selleks mõõdame x-teljel OU OUi 4- OU2== ai- a>

ja täpist U tõmbame sirgjoone paralleelselt y-teljega.
Sellel sirgel mõõdame veel täpist U ülespoole
lõike

UT =US4- ST = UITI 4 U2T2 =bi 4- b 2.

Nõnda leitud täpp T ongi antud komplekside
summa kujutus.

Kergesti on näha, et kolmnurgad OU2 T2 ja TiST on võrdsed, et

OT2 # TiT ja ka OTI # T 2T ja et kujund OT2TTI on paralleelogramm.
Sellepärast võime ütelda: et geomeetriliselt komplekse liita, selleks

tuleb ehitada antud komplekside moodulite OTi ja OT2 peale paralleelogramm
— selle paralleelogrammi tipp, mis nulltäpi vastu seisab, on summa kujutus
ja diagonaal OT, mis seda tippu ühendab nulltäpiga, on summa moodul.

2. Lahutamine.

Et lahutamine on ümberpöördud tehe liitmisega, mille juures vähendatav

on lahutatava ja vahe summa, siis on eelmise põhjal arusaadav, et geomeet-
rilise kompleksarvude lahutamise juures tuleb ehitada paralleelogramm, võttes

vähendatava kompleksi mooduli selle paralleelogrammi diagonaaliks ja lahu-

tatava mooduli üheks küljeks. Viimase kõrvalseisev ja nulltäpist väljaminev
külg on siis otsitava vahe moodul.

Joon. 42.

n) V15i o) Vi P)
5 6

1024 q) Vi
5 7 8 8

r) s) V i t) Vi n) 1 —1

122.a) V4+3i b) 1'12 —5 i c) V—15 + 8i

3 3 3

d) V— 9 + 40 i e) V415 — 234 i f) V—3 —3i

4 4 4

g) V12H 5i h) V— 15 — 8 i i) V(—2 + 3i)3
5 5 6

k) V— 8 — 15 i 1) V122 — 597 i m) V352 + 936i

6 6 9

n) V— 117 1 44 i o) V(—3 + 4i)5 p) V615 —44'8i)5

1. Liitmine.
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Näeme, et komplekside geomeetriline liitmine ja lahutamine on ühe-
sugune vektorite liitmise ja lahutamisega, mille juures kompleksi moodul
mängib vektori osa.

3. Korrutamine.

Olgu antud geomeetriliselt täppide Ti ja T 2 (Joon. 43) näol kaks komp-
leksarvu r, (cos^ t 4-isin 7,) ja r

2
(eos <p

2
4 sin <p n ). Et nende korrutist geomeet-

riliselt leida, selleks ehitame ühe antud kompleksi
mooduli, näit. 04,= r, kõrvale kolmnurga OAT,
nõnda, et selle üks külg OA oleks võrdne pikkuse
üksusega, tõmmatud nulltäpist x-telge mööda. Siis
ehitame teise kompleksi mooduli OT

2
=r

2
kõrvale

kolmnurga OT
2T, mis esimese kolmnurgaga sar-

nane, nõnda et külg OT
2

vastab küljele OA ja OT
küljele OT

t
. Viimase kolmnurga tipp T ongi kor-

rutise r, r
2
[cos(7’

1
4-

2
) + isin(y

t 4- 2 )] geomeetriline
kujutus.

Sest meie leiame sarnastest kolmnurkadest,
et OA:OT

2
= OT

1
: OT, ehk l:r

2
=ri : OT, kust

näeme, et korrutise moodul OT =r
t .

r
2.

Aga selle tõttu, et <TOT
2
= <TI

OA= <p
x

on ka korrutise argument <TOA> J

2
r

1 "A

=<TOT2 -|-<T 2
OA= (p

x 4- v>
2, nagu ta peabki olema.

Joon. 43.

4. Jagamine.
Meie teades on jagamine ümberpöördud tehe võrdlemisi korrutamisega,

mille juures jagatav arv on jagaja ja jagatise korrutis. Sellepärast peame komp-
lekside geomeetrilise jagamise puhul, eelmist arvesse võttes, järgmiselt tali-
tama: ehitame kõigepealt jagaja mooduli OT, kõrvale (Joon. 43) kolmnurga
OT

t
A nõnda, et selle üks külg oleks võrdne pikkuse üksusega ja läheks läbi

nulltäpi x-telge mööda; siis ehitame jagatava mooduli OT kõrvale kolmnurga
OTT

2,
mis oleks sarnane kolmnurgaga OT,A nõnda, etkülg OT vastaks küljele

OT, ja OT
2 küljele OA. Leitud täpp T 2 ongi siis otsitava jagatise geomeetri-

line kujutus.

5. Astendamine.
Kui astmenäitaja on positiivne täisarv (ja seda juhust meie vaatle-

megi siin), siis on aste ise võrdsete tegurite korrutis ja tema leidmiseks võib
antud arvu, korrutades teda iseenesega, tõsta järjest teisele, kolmandale jne.
astmele, künni jõuame eesmärgini.

Samuti tuleb talitada ka geomeetrilise astendamise puhul.
Olgu, näiteks, antud kompleksi geomeetriliseks

kujutuseks täpp T, (Joon. 44). Ehitades alguses moo-

duli OTjkõrvale kolmnurga OT,A, kus OA= 1, ja siis
selle kolmnurgaga sarnase kolmnurga OT

2
T

t, nagu kor-
rutamise juures nõuetav, saame täpi T 2 näol antud
arvu kasvatise iseenesega, ehk tema teise astme. Kui
veel ehitame OT

2
kõrvale kolmnurga OT

3
T„ sarnase

eelmiste kolmnurkadega, siis saame täpi* T, näol
juba antud kompleksi kolmanda astme.

Töötades samuti edasi, võime antud kompleksi
tõsta ükskõik missugusele täisarvulisele astmele.

Joon. 44.
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Erijuhused.
1. Kui antud kompleksi moodul r= l, siis peavad ka tema astmete

moodulid võrduma ühega ja astmete geomeetrilised kujutused on sel puhul
paigutud ringjoonele, mis raadiusega r= 1 on joonistud ümber nulltäpi.

2. Kui moodul r= 1 ja ühtlasi argument <p = kus n on positiivne

täisarv, siis on järjest võetud I se

,
II se

,
IIEda

n‘se astmete kujutused korra-
pärase n — nurga tippudeks, mille kesktäpp asub nulltäpis ja raadius on

võrdne ühega.
6. Juurimine.

Juurimise reegli põhjal on

]/r(cos ?> + isin =Vr eos (+kj + isin +kj .

n

Kõikide selle juure n väärtuste moodulid on võrdsed arvuga ]/r, argu-

mendid aga alates argumendiga ~ kasvavad järjest nurga — võrra. Selle

tõttu on nende n juure väärtuste geomeetrilised kujutused niisuguse korra-

pärase n-nurga tippudeks, mille keskpunkt asub nulltäpis ja raadius on y r

Sellepärast seisab geomeetriline kompleksarvu juurimine niisuguse n-nurga

ehitamises, mille juures eraldi tuleb leida geomeetriliselt ]/r; ’n
* See 011

aga ainult üksikutel juhtumistel võimalik. Kui näiteks n=2, siis on lihtne

leida ]/r, konstruides keskmise geomeetrilise 1 ja r vahel. Samuti on sel

puhul lihtne leida 7
ja Kui aga n =3, siis on just nurga a leidmine üldse

n z 3

geomeetriliselt võimatu. Erijuhustel aga, näiteks kui =O, ehk
<p = 180°,

on ka võimalik leida geomeetriliselt kolmanda astme juur. Seda on iseäranis
lihtne teha, kui ühtlasi veel r = l, nagu niisuguste juurte leidmise korral, kui

Vi, V—l, Vi ja V-i.

§ 30. IZteuaade arvu mõisie Ja tema laien-
damisekof)la.

Arvumõiste on alguses tekkinud tarvidusest konkreetsete asjade hulka
määrata. Selle tagajärjel on tuldud nõndanimetud loomuliku ehk abso-
luutse täisarvu mõiste juure.

Nagu asjade hulk võib olla piiramatu suur, nõnda on ka täisarvude
hulk piiramatu ehk, nagu öeldakse, lõpmatu, ja nõnda kui asjade hulk seisab
koos üksikutest asjadest, samuti seisab ka iga arv koos n. n. arvu üksustest.

Et lõpmatu hulga arvude seas ennast orientida ja nende kohta selget
ülevaadet saada, selleks korraldakse arvu üksused ühesuurusteks rühmadeks
ja, vaadates viimaste peale kui suuremate üksuste peale, sünnitakse nendest
samuti uued kõrgema järgu rühmad jne. Arvude korraldus võib olla mitme-
sugune, selle järele mitu alama järgu üksust sünnitavad järgmise kõrgema
üksuse. Selles mõttes on peaaegu terves ilmas maksev n. n. kümneline ehk
dekaadiline arvu süsteem, mille juures iga kümme üksust sünnitavad järgmise
suurema üksuse. See kümneline arvu süsteem on samuti, kui arvu mõistegi,
muistsetest aegadest pärit ja peaaegu erandita kõikide rahvuste juures maksev.
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Kui kõige lihtsam arvu mõiste juba olemas oli, siis tekkis ka tarvidus
arvudega n. n. arvutus-tehteid teha ja ühes sellega ilmus ajajooksul ka tar-
vidus arvu mõistet laiendada.

Mis puutub arvutusteheteisse, siis tunneme meie neist seitse,
kui mitte lugeda differentsimist ja inteegrinist, ja nimelt: liitmine, lahutami-
ne, korrutamine, jagamine, astendamine, juurimine ja logaritmimine.

Nendest on kolm n. n. otsetehet: liitmine, korrutamine ja astendamine ja
neli ümberpöördud tehet: lahutamine, jagamine, juurimine ja logaritmimine.

Otsetehted on loomulikkude arvudega igal juhtumisel läbiviidavad, ümber-
pöördud tehted ei ole aga seda mitte. Siin võib sagedasti ette tulla, et
antud loomulikkude arvudega tehet tehes meie ei leia ühtki loomulikku arvu,
mis oleks selle tehte saaduseks. Et ka niisugustel juhtumistel edasi pääseda,
tuleb siin arvu mõistet laiendada, oletades, et ka niisugusteks, loomulikkude
arvude mõttes võimatu saadusteks on siiski ka arvud, ja defiinides nende
uute arvude mõisted nõnda, et seadused, mis senni tuntud arvude kohta
maksvad olid, ka uute arvude kohta maksvaks jääksid.

Esimene arvumõiste laiendamine on tarvilik lahutamise juures, sel puhul,
kui vähendatav on vähem lahutatavast. Ja nimelt, kui a < b, siis ei leia
meie ühtki loomulikku arvu, mis rahuldaks kirjutust

a — b = x.

Teades aga, et a — a = 0 ja lahutades b kaheks liidetavaks, milledest
üks oleks a ja teine b — a = c, nõnda et b = a + c, võime kirjutada

a — b = a — (a-]-c) = a — a — c = o — c = — c,

kust näeme, et saaduseks on iseseisev lahutatav arv, mida iseloomustab
tema ees olev märk

. Niisuguseid arvusid nimetakse negatiivseteks, võrd-
lemisi senni tuntud arvudega, mida positiivseteks arvudeks nimetakse ja
tarvilisel korral märgiga -j- varustakse.

Teine arvu mõiste laiendamise tarvidus ilmub jagamise juures, kui jaga-
mine senni tuntud (positiivsete ja negatiivsete) arvude mõttes võimatu on.

Siin tuleb arvu mõistele juure lisada murdarvu mõiste, mille juures senni
tuntud arvud täisarvudeks hakatakse nimetama.

Kolmas kord tuleb arvu mõistet laiendada juurimise puhul, n. n. irratsio-
naalsete arvude mõistega. See arvu mõiste on ka logaritmimise juures tarvi-
lik, sest suurema jao arvude logaritmid on just irratsionaalsed arvud, mis
lõpmatu, kuid mitte perioodsete kümnendmurdude näol esinevad.

Irratsionaalsete murdudega võrdlemisi nimetakse kõiki teisi murdarvusid
ratsionaalseteks.

Irratsionaalsete arvude mõiste sissetoomisega ei kõrvaldu siiski veel kõik
takistused, mis juurimise juures võivad ette tulla, nimelt ei leia meie ühtki
ratsionaalset ega irratsionaalset arvu, mis oleks paarisastmeliseks juureks
negatiivsest arvust. Siin tuleb veel neljas kord arvu mõistet laiendada ja,
nagu teada, saame siin imaginaarsete arvude mõiste, mille puhul kõiki senniseid
arvusid reaalseteks nimetakse.

Imaginaararvud sünnitavad sama suure arvude liigi kui reaalsed. Ima-

ginaararvud võivad samuti kui reaalsedki positiivsed ehk negatiivsed, täis ehk
murd, ratsionaalsed ehk irratsionaalsed olla.

Reaalse ja imaginaarse arvu summa, nagu teada, annab kompleksarvu,
mis on kõige üldisem arvude liik .ja ühendab kõik senni tuntud liigid.

Korraldades kõik arvud arvu mõiste laiendamise põhjal liikidesse, saame

kokkuvõetult järgmise ülevaatliku pildi arvu liikidest.
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Kõige laiema arvuliigi sünnitavad kompleksarvud. Nendes sisaldub kaks
vähemat kuid ühesuurust liiki, reaalsed ja imaginaarsed arvud. Viimased
jagunevad omakord kaheks ühesuuruseks liigiks positiivseteks ja negatiiv-
seteks. Positiivsed ja negatiivsed arvud harunevad täis- ja murdarvudeks.
Ja lõpuks võivad murdarvud olla kas ratsionaalsed ehk irratsionaalsed.

Kuues peatükk.

Võrrandid.

§ 31. Üldmõisted ja laused.

Avaldust

x n 4~a i x
n—1 +a 2 xn-2

. +an_i x4~a n
= o

nimetakse n-astme võrrandiks, aga pahemat poolt eraldi võrrandi polü-
noomiks.

Arv n on positiivne täisarv ja ühtlasi kõige suurem tundmatu arvu x

astmenäitaja.
Koeffitsiendid 81,82,83a n

võivad olla mistahes reaalsed
arvud; mõned nendest võivad ka võrduda nulliga.

Võrrandi pahemat poolt, kui funktsiooni, mis oleneb arvust x, võib
lühidalt märkida tähega y ehk f(x).

Arvu x niisugust väärtust, mis f(x) nulliks muudab, nimetakse võrrandi

f(x)=o juureks. Öeldakse, et niisugune arv rahuldab võrrandit.
Võrrand, mille koeffitsiendid on avaldud tähiga, nimetakse tähtvõrran-

diks ja võrrand, mille koeffitsiendid on avaldud numbritega, nimetakse num-

bervõrrandiks.

1. Lause.

Igal võrrandil on vähemalt üks reaalne ehk kompleksjuur.
Selle n. n. algebra põhilause peale põhjenevad järgmised võrrandite

kohta käivad laused. Selle lause tõendamine nõuab põhjalikumaid eeltead-
misi kompleksarvude kohta, sellepärast peame selle tõenduse siin* ära jätma.

2. Lause.

Iga võrrandi polünoom f(x) = xn 4~ a i xn~ 1 -|-a2 xn~ 2 -|- • • ■ -|-a
n

jaguneb ilma ülejäägita avaldusega x—xi, kus xi tähendab selle
võrrandi üht juurt.

Tõendus:

Kui antud võrrandi polünoom on

f(x) =xn -|-a i x
n_l -J-a 2 xn ~ 2 +•• • • + an_i x-j-a n 1)

ja kui Xi on selle võrrandi juureks, siis võime kirjutada:

o==Xln+ a 1 x 1
“- 1 +a2 X 1

n~ 2 + 4- an-i xi4~ a
n

• •
• •2)

Lahutades esimese võrduse mõlematest pooltest teise võrduse vastavad pooled,
saame:

f (x) = (x n
—- x, n) +ai (xn_l —Xi n-I )a2 (xn~ 2

—Xi n~ 2 )-]- • • • •

• • • • + an-i (x—xi ) 3)
V. PMsb, Algebra 11. 7
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Saadud võrduse iga sulgudes seisev vahe jaguneb ilma ülejäägita avaldusega
x —xi; kui näiteks jagame (x n

— x
t “), siis leiame:

(xn
—xin ):(x—xi) = xn- 1 +xn-2 xi+xn-3 xi 2 + • • • 4-xx t

n~ 2 +x t
n~ l

.

Sellepärast peab ka võrduse 3) ja ühtlasi ka võrduse 1) mõlemad pooled jagu-
nema ilma ülejäägita avaldusega x—x i.

3. Lause.

Iga n-astme võrrandi polünoom laguneb n esimese astme
teguriks.

Olgu antud n-astme võrrandi polünoom
f(x) = x»+ai x»-> -|-a 2 x»- 2 + + a

n_i x+a„
Sellel võrrandil peab algebra põhilause põhjal olema vähemalt üks juur.K?. i

.

s

l

elJ
l

eks iuureks on apv Xi, siis jaguneb võrrandi polünoom eelmise lause
põhjal ilma ülejäägita avaldusega x—xi. Jagatisena saame ühe (n—l)-astme
polünoomi fi(x) = +biX-2 +b2x“-3+bn_ 2x+bn_i, mille tõttu
võime antud polünoomi avaldada järgmiselt kahe teguri näol:

f(X) = (x-x 1)(x»-I+b l x»-2+- • • •+b„_i)=(x-x 1)f 1(x).
Võrrandil f i (x)=o peab omakord põhilause põhjal olema vähemalt üks

juur. Kui selleks juureks on arv x 2 ,siis peab polünoom f t (x) ilma ülejäägita
jagunema avaldusega x—x 2 ,

mille tagajärjel saame jagatisena (n—2)-astme
polünoomi J

f 2 (x)=x»-2+c I x»-i>+c 2X“-«+ +c„-3x+c„_2 •

Sellepärast võime kirjutada:

fi(x)=(x—x 2) • f 2 (x) ja f(x)=(x—Xi)(x—x 2)f 2 (x).
Polünoom f 2 (x) jaguneb omakord avaldusega x—x 3 , kus x 3 on võr-

rand! f 2 (x)=o juureks, mille tagajärjel saame juba (n-3)-astme polünoomi,
töötades samuti edasi jõuame lõpuks esimese astme avalduseni fn_i(x)=x4-ki
mida võime ka avaldada järgmiselt fn-i(x)=x—xn ,

kus x
n tähendab esimese

astme võrrandi f
n-i(x)—o juurt Antud polünoomi f(x) võime selle harutuse

põhjal avaldada järgmiselt n teguri korrutise näol:

f(x)=(x—Xi)(X—x 2)(x—x 3 ) (x—xn ).

Tegurid (x Xi), (x x 2 ), (x—x 3 )nimetakse juurteguriteks.
4. Lause.

Igal n-astme võrrandil on n ja ainult n juurt:
Tõendus.

Iga n-astme võrrandi

xn 4-aiX“-1 +a 2 x“-2 -F • • • +an =o

võime eelmise lause põhjal järgmiselt avaldada

(x—Xl) (x—x2 ) •• • (x—x n )=o.

i-i

See võrrand rahuldakse, kui üks pahemal pool asuvatest teguritest nul-
liks muutub, ja see sunnib siis, kui x=x x ehk x=x 2 • • • • ehk x=xn .

Et aga
niisuguseid tegurid on n, siis on selge, et on vähemalt n arvu xi, x 2 • • •xn

mis on meie võrrandi juurteks.
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Kui oletame, et peale nende n juurte veel üks arv a leidub, mis isesugune
on, kuid siiski seda võrrandit rahuldab, siis peaks meie võima kirjutada, et

(a—Xi)(a—X2) • • • («—xn)=: o.

See võrdus on aga võimatu, sellepärast et pahemal pool ükski tegur ei

võrdu nulliga, mille tõttu pahem pool ise ka ei või null olla. Tähendab a ei

ole meie võrrandi juureks ja meie võrrandil on ainult n juurt.
5. Lause.

Korraldud n astme võrrandi juures on:

1) koeffitsient ai kõikide juurte summa, võetud vastupidise
märgiga;

2) koeffitsient a 2 on kõikidest juurtest kahe-kaupa kombiini-
tud korrutiste summa;

3) koeffitsient a 3 on kõikidest juurtest kolme-kaupa kombii-
nitud korrutiste summa, võetud vastupidise märgiga j. n. e. ja
lõpuks vaba liige on kõikide juurte kasvatis kas oma ehk vastu-

pidise märgiga, selle järele, kas n on paaris- ehk paaritu arv.

Tõendus.

Avaldades antud n -astme võrrandi

xn 4-ai x
n-1 -f-a2Xn~ 2-]-• • • • -|-an=O

juurtegurite läbi, saame:

(x—Xi)(x—x 2 )(x—X 3 ) • • • (x—Xn)=O.

Avades sulud ja korraldades liikmed tundmatu arvu x-astmete järele,
leiame:

Xn —(x I-px 2-|~X3• • • -|-Xn)xn—l“|-(X1 X2-|-X IX3-4“ ** *

• • • -|-XlXn+X2X3+ * • • +Xn-lXn )Xn-2—(XIX2X3H-XIX2X4-I- • • •

• • • +XIX 2 X
n + • * * +Xn-2Xn-lXn )Xn-34-(—l)nX IX2X3 • • X

n =O.

Võrreldes saadud kirjutuse koeffitsiente antud võrrandi vastavate koeffit-

sientidega leiame, et:

ai =—(x i X 2 X34~ ‘ ’ * ~FX n)

a 2 =(XI X 2 -[-XiX34- •
• • -J-Xn-lXn)

a3=—(x 1 X 2x 3 “I- xlX2x 4 “p ' ' 4~Xn—2 Xn —t Xn )

an —(—l) n x t x 2 x 3 x n ,

ja aeda oligi vaja näidata.

Järelduslaused.

6. Kui võrrandil puudub (n—l)-astme liige, siis on võrrandi

juurte summa null.
7. Kui võrrandil puudub vaba liige, siis on vähemalt üks juur-

test null.
8. Lause.
Kui võrrandil

f(x)=xn -j-ai x
n-1 -|-a 2 x

n_2 -|- • ■ • au= 0,

mille kõik koefitsiendid on reaalsed, üheks juureks on kompleks
a-f-bi, siis on temal veel teine kompleksjuur a—bi.
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Tõendus.

Kui paneme antud juure a-1-bi tundmatu arvu x asemele, siis muutub
võrrandi pahem pool komplekssuuruseks, ja me võime saaduse üldse avaldada
järgmiselt:

A 4- Bi == 0.

Aga § 24. lause 1. põhjal on siis korraga

A=o ja B=o.
ja sellepärast peab olema ka

A—Bi=O.

Viimase avalduse võiks me saada, kui antud võrrandisse tundmatu x
asemele paneme kompleksi a—bi. Sellepärast peab ka a—bi olema meie võr-
randi juureks. Lause 8. võime vormuulida ka järgmiselt:

reaalsete koeffitsientidega võrrandi juures võivad kompleks-
juured ette tulla ainult paarikaupa ja nimelt kaaskompleksi-
dena.

Märkus. Edespidi me räägime ainult võrranditest, mille koeffitsiendid on

reaalsed, ilma et me seda igal üksikul juhtumisel toonitame.

Järelduslaused.

9. Paarituastmelisel võrrandil on vähemalt üks ehk paaritu
arv reaalseid juuri.

10. Paarisastmelisel võrrandil, millel üldse reaalsed juured
ette tulevad, on neid paarisarv.

11. Lause.

Kui võrrandi

x
n +aixn-1-j-a 2 x

n-2+ ....-j_an =O
kõik koeffitsiendid on reaalsed täisarvud, siis ei või niisuguse võr-
randi juurteks olla ratsionaalsed murrud.

Tõendus.

Tõenduseks oletame vastupidi sellega, mis vaja tõendada: nimelt olgu
täisarvuliste koeffitsientidega võrrandi xn 4-aixn~ 1-|~a 2 x

n_2-|-- • • -j-an
= O üheks

juureks koondumatu ratsionaalne murd ™ Siis peab see murd meie võrrandit

rahuldama, kui paneme tema tundmatu arvu asemele; ja meie võime kirjutada:

p
n , p”~*, p“-2 . . „

qn qn
Li +a 2 qn-2

’* ' ' ’ +a n--=O.

Kui nüüd korrutame viimases võrduses iga liiget arvuga qn ~' ja viime
kõik liikmed, peale esimese, pahemalt paremale poole, siis saame:

p
n

q
=—aip

n_l
—a 2p

n- 2 q— • • • —a^"- 1
.

Selle võrduse pahem pool on koondumatu murd, aga parem pool on
kindlasti täisarv, sest samuti kui koeffitsiendid a

1? a 2 .. . . a
n ,

nõnda ka
arvud p ja q on täisarvud.
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Et aga koondumatu murd ei või olla võrdne täisarvuga, siis on see

võrdus võimatu, ja see võimatu võrdus on tekkinud selle tõttu, et meie

alguses tegime vale oletuse.

Sellepärast võime ka ütelda :

Täisarvuliste koeffitsientidega võrrandi reaalseteks juurteks
võivad olla kas täisarvud ehk irratsionaalsed murrud.

§ 32. Numbervörrandife lahendamine.

1. Ratsionaalsete juurte leidmine.

Eelmise paragrahvi lause 11. põhjal võivad täisarvuliste koefitsientidega
võrrandi ratsionaalseteks juurteks olla ainult täisarvud. Et aga lause 5. põhjal
võrrandi vaba liige on kõikide juurte korrutis, siis on selge, et täisarvulised

juured peavad sisalduma võrrandi vaba liikmes teguritena. Sellepärast leiame

võrrandi täisarvulised juured, kui lahutame algteguriteks vaba liikme ja kat-

sume, missugune algteguritest ehk nendest kombiinitud korrutistest rahuldab

antud võrrandit. Selleks peame iga algteguri ja nendest kombiinitud korru-

tise võtma positiivse ja negatiivse suurusena ja võrrandisse panema otsitava

suuruse asemele. Kui leiame niisugusel teel ühe juure, siis võime järgmised
juured leida lihtsamast võrrandist. Sest jagades antud võrrandi polünoomi
juurteguriga, saame eelmise paragrahvi lause 2. ja 3. põhjal ühe võrra

madalama-astmelise võrrandi. Kui saadud võrrandist leiame teise juure, siis

võime uuesti võrrandi astet alandada ühe võrra, et uuest veel lihtsamast

võrrandist leida järgmise juure j. n. e.

Näiteks

olgu antud võrrand:
X 4 2x3 25x2 26x -j- 120 = 0

Kui lahutame vaba liikme teguriteks, siis oleks vaja järele katsuda,
kas mõni järgmistest arvudest:

± 1, + 2, ± 3, + 4, ± 5, ± 6, ± 8, ± 10, ± 12, + 15,
± 20, ± 24, ± 30, ± 40, ± 60, ± 120

on meie võrrandi juureks.
Leiame, et kõige pealt on antud võrrandi juureks arv —2.

Nüüd jagame antud võrrandi polünoomi juurteguriga x-j-2, mille taga-
järjel saame uue võrrandi:

X3 —4x2 —l7x —6O =O.

Katsudes leiame, et selle võrrandi juureks on arv -J-3. Kui nüüd jagame
selle võrrandi polünoomi tema juurteguriga x— 3, siis saame teise astme

võrrandi:
x2 — x — 20 = 0,

mille juurteks on arvatud — 4 ja -}- 5.

Nõnda on siis antud võrrandi juurteks:

Xl = —2, x2 =3, x 3 =— 4 ja x4 =5.
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Ülesanded.

Leida järgmiste võrrandite juured.

123. a) x 3 —7x —6 = 0 b) x3 —sx2 —34x-p 80 = 0

d) x3 -|- 7x2 — 40x — 100 = 0

f) x^-j-6x2-|-13x +lO = 0

h) x3 4- 4x2 4- 25x +lOO = 0

c) x3 + 2x2 _ 34X 168 = 0

e) x3 — 6x2 — 9x + 54 — 0

g) x3 — llx2 -|-35x —49 = 0 h) x8-

124. a) — 7x3 -p õx 2 4- 31x —3O = 0

b) x4 — 4x3 — 35x2 4- 78x + 360 =0

• c) x4 — 7x3 — 64x2 4- 220x4- 1200 = 0

d) x< 4- 3x3 — 31x2 — 123x — 90 = 0

e) X
4 —X3 — 6x2 14x —l2 = 0

f) x4 — 24x3 + 136x — 273 = 0

g) x
5 23x4 171x3 — 373x2

— 580x H- 2100 = 0

h) x5 — 7x4
— õõx3 + 343x 2 + 76x — 1512 = 0

i) X5 —x4
— 20x3 — 3141x — 9639 = 0

k) xö — 5x4 — 63x3 + 23x2 + 680x + 3900 =O.

Seada kokku võrrandid, mille juurteks on järgmised suurused.

1) 2 4 3i, 2 3i, 14-IV3, I—i 13 m ) —2, 3, —7, —9, 15.

X—8‘12+81‘2—(>I21‘L—‘9—‘T(I

01*L‘2—‘e(q8./11—f‘8/f!+f‘2(3

I—2+2‘t(J
12—‘12‘2(9

0T‘2—‘8(PL—‘f—‘2(»
8‘2‘i—(q2—‘8‘I(«-221

2. Irratsionaalsete juurte leidmine.

Võrrandi irratsionaalsete juurte leidmist võimaldab järgmine lause:
12. Kui võrrandi f (x) = 0 polünoom kui funktsioon v= f (x)on niisugune, et argumendi väärtuste x= a ja x = b juures ta omab

ha)<o ia f ihiTm de
-

a vätrtused <kas Ua)>o ja f (b) < 0 ehk
rgUme"di Vahemikus -xb üks
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Tõendus:
Seda lauset on lihtne tõendada graafiliselt. Olgu OC =a, aga OD—b

(Joon. 45). Kui nüüd f(a)<o, aga f(b) >O, siis asub funktsiooni väärtuse

f(a) kuju täpp A all pool, aga f(b),kuju-
täpp ülal pool x-telge. Et meie funkt-

siooni f(x) kujutuseks peab olema pidev
kõverjoon, siis on selge, et see kõver vä-

hemalt üks kord (täpis E), ehk kui roh-

kem, siis paaritu arv kordasid lõikab

x-telge. Et aga abstsissi iga väärtus,
mille juures võrrandi polünoomi kujutus
lõikab x-telge, on võrrandi juureks, siis

peab võrrandil vahemikus a<x< b ole-

ma vähemalt üks ehk paaritu arv juuri.
Kui meil eraldi on tegemist niisu-

guse võrrandiga f (x) == 0, mille koefit-

siendid on täisarvud ja mille polünoomi
väärtused argumendi kahe kõrvu seisva

täisarvulise väärtuse juures a ja all saavad vastupidiste märkidega [kas

f(a) >0 ja f(a +1)< 0 ehk f(a) <0 ja f(a +1)> o], siis peab antud võrrandil

olema vähemalt üks irratsionaalne juur arvude a ja a+ 1 vahel. Sest täis-

arvuliste koeffitsientidega võrrandi juurteks võivad olla kas täisarvud ehk

irratsionaalsed murrud, et aga juur peab asuma kahe üksteisele järgneva
täisarvu vahel, siis võib ta olla ainult irratsionaalne.

Eelmise põhjal on võimalik määrata võrrandi irratsionaalsed juured.
Näiteks

olgu antud võrrand

f(x) = —2x —4= 0.

Proovides leiame

f(—j—l) =—l ja f(4~2) — -j- 16,

kust selgub, et üks irratsionaalne juur asub -j-1 ja -|-2 vahel. Kui nimetame

selle juure väärtust Xi läbi, siis võime kirjutada:

Et juure x
t

väärtust ligemalt leida, selleks jagame +1 ja J- 2 vahe

kümneks ja katsume arvusid 1,1; 1,2; 1,3;1,9 järele, neid võrrandisse

otsitava suuruse asemele pannes.

Niisugusel teel leiame, et

f(l,l) = —0,3359 ja f(l,2)= +0,4736.

Sellepärast peab juur x, asuma 1,1 ja 1,2 vahel.

Kui võtame ligikaudu ehk siis teeme vea vähema kui

üks kümnendik. Tahame aga x, väärtust täpsemalt leida, siis töötame samuti

edasi. Jagame 1,1 ja 1,2 vahe kümneks ja proovime arvusid 1,11; 1,12: 1,13 ..

. . 1,19. Niimoodi leiame, et

f(l,14) = —0,0310, aga f(l,15) = + 0,0490,

mille tõttu juur x, peab asuma 1,14 ja 1,15 vahel. Sellepärast kui võtame

ligikaudu x
t
«1,14 ehk x,~1,15, siis teeme vea, mis vähem on kui 0,01.

Kui nõndaviisi edasi töötame, siis võime juure x, väärtuse leida nii suure

täpsusega kui soovime. Niisugune juure väärtusele liginemine võtab aga

palju tööd ja aega. Sellepärast harutame läbi metoodid, mis võimaldavad

võrrandi irratsionaalse juure leidmist kergema vaevaga.

Joon. 45.
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A. Regula falsi.
Olgu antud võrrand

f(x) —xn4-a
t
xn 1 4- a 2xn~ 2 4- +an = 0

ja olgu a ja b kaks niisugust üksteise ligiduses asuvat arvu et f(al ia ffbl
saavad vastupidiste märkidega, näiteks f(a)<o, aga f(b)> 0 Siis asub Jrvude
a ja o vahel vähemalt üks võrrandi juur x;; nimelt, kui a<b, siis

a<Xj <b.
Et selle juure väärtust täpsemalt leida, selleks kujutame graafiliseltfunktsiooni väärtused f(a) ja f(b). Kui OD = a (Joon. 46) jA OE = b süs

f(a) hajutada joonlõigu AD ja f(b) lõigu
BE läbi. Funktsiooni f(x) kujutuseks vahemikus

õ °ieks siis mingisugune kõverjoone kaar
ArBja otsitava juure kujutuseks joonlõik OF Kui
aga lõikED =b—a on küllalt väikene suurus,
sus võime tõmmata sirge AB, mis lõikab x-telge
tapis C ja võtta otsitava juure ligikaudseks väär-
tuseks lõigu OC =a. Selle lõigu OC väärtuse
leiame, kui silmas peame, et kolmnurgad ACD ja
BCE on sarnased, mille tõttu võime kirjutada pro-
portsiooni :

CD EC
D A

~

EB ’
Et aga CD —OC —OD = «—a, DA=f(a), EC =OE—OC=b— a ja EB = f(b)
sus võime eelmise proportsiooni avaldada veel järgmiselt

' J (b) ’

a— a b— a

f(a) f(b)
’

kust leiame a:

af(b)-|-b f(a) *)
f(a)+ f(b)

'

Selle valemi põhjal leiamegi võrrandi täpsema juure.
Näiteks

on meil võrrandi f(x)=x4 4~2x —4 =0 kohta proovides leitud, et

f(1,14)=—0,031 ja f(l, 15)= 0,049.
Sellepärast võime eelmise valemi põhjal kirjutada:

«=
I’l 1’ 14

J °’0494z1
’
15 0,09151

_

0,0314-0,049 0,08 1,1438.

B. Newtoni liginemise metood.

Olgu proovides leitud võrrandi

f(x)=x"+a,x»->+a, x»-24- +a„ = 0

k. <c abäSeVavä
Bt

Uleb tarvif" da a
’

b
-
f(a) ia f(b) absoluutseid väärtusi, mille tõttu leiame

Joon. 46.
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irratsionaalse juure x, ligikaudne väärtus a ja meil oleks vaja selle juure
väärtust täpsemalt määrata. Kui juure x, ja tema ligikaudse väärtuse vahe
on h, nõnda et x, —a = h ehk x t = «4~h, siis peab a4~h rahuldama antud

võrrandit, mille tõttu:

(a h)n

a, (« 4" h)n_l 4" a 2 (« 4" h) n_2 4“ •••• 4" an
=0-

Kui h on küllalt väikene suurus, näiteks vähem kui 0,01, siis võime
leida ligikaudse h väärtuse, avades selles võrduses sulud ja jättes ära kõik

liikmed, kus h on kõrgemal astmel, kui esimesel.

Tehes seda saame kõige pealt :

a
n + na

n " 1h +a
1
a

n-1 +(n—l) a
t
«

n_2 h+a2 «
n_2 + (n—2) a 2 an 3 h+.... +an ~0,

ehk h[n «
n_l 4~ (n —l)a ,

«
n—2 4~ (n —2) a 2 an~ 3 4~• ••• ] ~

Selle valemi meelespidamiseks juhime tähelpanu selle peale, et paremal
pool asuva murru lugeja on antud võrrandi polünoomi kui funktsiooni väärtus

argumendi väärtuse x= a juures ja nimetaja on selle funktsiooni tule-

tise väärtus sama argumendi väärtuse juures. Sellepärast võime selle va-

lemi kirjutada lihtsamal kujul järgmiselt:

h~-
r («>

See valem võimaldab meil leida h ligikaudse väärtuse. Kui leitud h
väärtuse liidame katse teel leitud juure väärtusega a, siis saame uue täpsema
juure väärtuse:

«, = a 4“ h.

Kui vaja on juure väärtust veel täpsemalt määrata, siis talitame juure
uue väärtusega «, samuti, kui tegime väärtusega a.

Näiteks

võtame jälle võrrandi f(x) = x 4 +2x — 4= 0, mille ligikaudse juure a = 1,14
leidsime proovides. Pannes selle väärtuse võrrandisse ja tema tuletisse, leiame

f (1,14) = (1,14) 4 + 2.1,14 —4 = — 0,0310

ja f' (1,14) = 4 (1,14) 3 +2 = 7,926.

Sellepärast h= —

f
=

°’o3l °
= 0,00389

f (1,14) 7,926
ja täpsem juure väärtus

a, = a -4- h = 1,14+ 04)0389 = 1,14389.

Ülesanded.

Leida järgmiste võrrandite reaalsed juured kolme kümnend-märgi
täpsusega.

126. a) x
3 -p3x —6 = 0

c) x
3 —2x 10 = 0

b) x
3 -p 5 x — 16 = 0

d) x
3 —3x —l6 = 0

— [«“ -j- a
t

a
n 1 4“ 82 «

n”2 4~ • • • • • 4" a
n ]

ja lõpuks

h
a

n 4_ 3 1 «
n_1 + 32 a

n-2 +
. . . .

+ an

nci^HCn—l)a
t

«
n"2 +fn—2)a2 ftn-3-|-

_ _
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f)x4 4~3x2 2x— 12 = 0 g) x
4 -[-5x3 —l2 x — I=o

h)x5 —6x—lo = 0 i) Xs_ x _ 2 = o

k) x
5

— 3 x — 19 = 0 e) x
5

— 7x3 4~ 9x 4- 6 = 0

127. a) x= 9 logx b)x4-logx = 5

c) x — log x = 10 d) xx
= 5

e) (x4~2) x
= 5 f) X _|_3x =ll

h) eos x =

4
g) eos x = x

§ 33. Kolmanda asime võrrandid.

A. Üldised omadused.

Kolmanda astme võrrandi üldine kuju on:

x
3 4~ ax

2 -|- bx -|- c = 0.

Kolmanda astme võrrandi omadused saame, tehes järeldused üldistest
võrrandite kohta tõestatud lausetest. Nõnda võime ütelda:

i^ 11' Yo™*}?1 x3 + ax2 +bx+ c = 0 üheks juureks onjx,, siispeab selle võrrandi polunoom ilma ülejäägita jagunema avaldu-
sega x — x,.

laguneb
KÄX%^XV

:

Õrrandi Polünoom

oLteXtÄHtei <X ~X2 * (X~ **= °> kuS x> ’ *

juurt
Kolmanda astme võrrandil on ikka kolm ja ainult kolm

4. Kui kolmanda astme võrrandi x
3 + ax' 4- bx +c = 0 juurteks

on xi, x2 ja x3, siis on

1) (xi H- x2 )— a,

2) xi. x2 4- xi. x3 +x2 x3 =b ja
3) — Xi. x2 . x3 =c.

i i

Selle lause põhjal on võimalik antud juurte teadmisega moodustada
kolmanda astme võrrand.

5. Kolmanda astme võrrandil, mille koeffitsiendid on reaal-
sed, on ikka üks juur reaalne, teised kaks juurt aga on kas mõ-
lemad reaalsed ehk kaaskompleksid.

i
¥ui kolmanda astme võrrandi koeffitsient a O, siis on

kõikide juurte summa null, kui aga koeffitsient c= 0, siis on vä-
hemalt uks juurtest null. ♦

•

Toetades nen(le lausete peale võime kolmanda astme nnmbervõrrandi
juured leida talitades nõnda, kui eelpool üldiselt juhatud.

B. Cardani valem.

1-k- J

l}landa astme võrrandi juuri võib avaldada võrrandi koeffitsientide
läbi kindla valemi põhjal sarnaselt, kui seda on võimalik teha teise astme
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võrrandi juures. Et niisugust valemit leida, selleks näitame enne, et üldine

kolmanda astme võrrand

x3 4- ax
2 +bx + c — 0 1)

muutub lihtsamaks, kui otsitava suuruse x asemele uue otsitava suuruse y

võrrandisse toome järgmise tingimuse põhjal:

X = y ~3
'• 2)

Selleks otstarbeks kirjutame:

(o
\3 / o\ 2 / Q\

y-“) +a (y- 3) +b(y- 3)+e=o.

Avades sulud selles võrduses saame:

y’-3
“

y’+3
a

9

’

y - g+«?’ -21’ y+** W-

b“+«=o.

Koondades ja kogudes sarnased liikmed saame edasi:

3 i a
2\ i /2a3 ba I J ny’ + (b- 3 )y+(-27- 3 +«) =o.

Kui nüüd veel tähendame lihtsamalt:

a 2 2a3 ba .
b—

3
“ A ja

27 _3 + C =B>

siis saame antud võrrandi 1) asemele lõpulikult lihtsama võrrandi:

y‘+Ay+B=O 3)

Niisugust võrrandi lihtsustamist nimetakse taandamiseks.
Kui taandatava võrrandi koeffitsient a ei jagune kolmega, siis tuleb tingi-

muse 2) asemel tarvitada järgmist:

-
y7

et taandatud võrrandi koeffitsiendid'saaksid täisarvud.
Et iga üldine kolmanda astme võrrand taandub lihtsamaks, siis võime,

üldiselt harutades, tegemist teha lihtsama — taandatud võrrandiga.
Kui näiteks taandatud võrrandi juured y,, y2 ja y3

leiame, siis saame

antud võrrandi juured x,, x
2 ja x

3 juba võrduste 2) ehk 4 põhjal.
Selleks, et võrrandi

y‘+Ay + B = O

juuri määrata koeffitsientide A ja B läbi, oletame, et otsitav juur on kahe
»-» zl r>

lii «wwm onmmo •tundmatu arvu summa:

y=p + q • • • 5)

Selle tõttu võime kirjutada:

y
3
= (p-j-q) 3

= p
s- q’+ 3pq (p-j-q)

ehk

y’— 3pq(p-[-q) — (p’+ q
3 ) =O,
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ja võttes veel arvesse võrduse 5)

y
3
— 3pqy — (p 3-]- q

3 ) = 0 6)
Et saadud võrrand 6) samane peab olema antud võrrandiga, siis peavad

nende võrrandite vastavad koeffitsiendid võrdsed olema, mille tõttu saame
kaks uut võrrandit otsitavate suurustega p ja q

— 3pq =Aja —(p7+ q
3 ) = B

ehk

P q =—

y ja p 3 +q3= — B v
• 7)

Nendest kahest võrrandist on võimalik pja q leida. Selleks tõstame
kõige pealt esimese võrrandi mõlemad pooled kuupi ja korrutame neljaga,
aga teise võrrandi mõlemad pooled tõstame ruutu. Selle tagajärjel võime
kirjutada :

/ A\3
4p3q3 = — 4ja p 6 -j- 2p3 q3 q6 =b2

Kui lahutame nüüd viimase võrduse mõlematest pooltest, eelviimase
vastavad pooled, siis saame :

/ A \3
P 6 —2p3q34- q6 = B 2 + 4 4

\ 3 /
ehk

/ A \3
(P3-q3)2 =B2 + 4(yj

ehk veel

1 / / A \3

p 3 —q3 — I, B 2 4i — j
Liites ja lahutades selle võrrandi mõlemad pooled teise võrrandi 7) vas-

tavatest pooltest, saame ;

2p3 =—B + yB2 + 4^)
3

ja2q3_ —B +l'B2 +

ehk

P 3 ”- 2 *]/( 2)2+(t )
3

ia “2 + ]/(4)2

+(3T ’

kust leiame:

3 3

|/-W(WT ■ ■ ■ Bl

sellepärast võime võrduse 5) põhjal kirjutada:
3 3

y=l/- -+l/78-)2 +TA V+ ]/-51//177 1AF‘
y |/ 2 ['\ 2/ \ 3/' p 2 |/\2/ +

\3r

Siin j)n ruutjuurte ees võetud ainult ülemised märgid, sest kui nende
asemele võtta alumised, siis pahema poole väärtus ei muutu.
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See valem seobki taandatud kolmanda astme võrrandi juuri võrrandi

koeffitsientidega. See valem nimetakse Itaalia arvuteadlase Cardano järele
Cardan’i valemiks.

Tähendades Cardani valemis ettetulevate kolmanda astme juurte reaal-

seid väärtusi lühidalt u ja v läbi, saame suurustele p ja q kummagile kolm

järgmist väärtust:

P 1 = u qi = v,

P 2 = 2
I+ i V 3) Q 2 =]>(— 1 + iV 3 )’

p3 =^^— 1 —i V 3 j qä (— 1— i Všj-
Kui me kombiiniks iga üksikut p väärtust iga üksiku q väärtusega

kahe liikme summaks, siis me saaks üldse 9 isesugust summat. Iga niisugune
summa ei oleks aga mitte meie võrrandi juureks. Sest kui silmas peame tin-

gimustest 7) esimese: pq =
—

5-, siis peab pja q korrutis olema reaalne, et

rahulduks meie võrrand, ja selle tagajärjel leiame võrrandile ainult kolm ise-

sugust juurt:

y, =p, +q, = u +v,

u 4- V
(

u — V

y2 —P2+q3 = -

-2“ 4
2~ 11/ 3,

u- v u— v
. /—

y3 =P34- q2
= -

2
-

2
— I]/ 3.

Näitus.
Leida kolmanda astme võrrandi

x8 + 12x2 +69x- 194-0

juured.
Pannes asemele x= y — 4, saame taandatud võrrandi:

y
3 + 21 y — 342 =O.

Cardani valemi põhjal on

3
.

3 .
P | 171 | | 1712 |73 i a Q | 171 — | 1712 1-73,

ja siit leiame a = 7 ja /? = —!.

Sellepärast on:

Vi = 6, y2
=—3+4 i ]/ 3 ja y3 3—4i ]/ 3,

aga
Xi =yi —4 -2, x 2 yi— 4= — 7+ i 4 ] z

3 jaX3=y3—4= — 7— i 4 ]/3.

Harjutused.

128. a) x3 —27x— 54 = 0 b)x3 —75 x +250= 0

c) x3 — 147 x + 686 = 0 d) x3
— 432 x — 3456 = 0

e) x3 4~6x2
— 63x —392 = 0 f) x3 —9x2+ls x + 7 = 0
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129. a) x3 24 x—s6 = 0 b) x3 —6x — 9= 0

d) x3 —lB x—3s = 0c) x3 — 12 X — 65 = 0

e) x3 +9 x2 4- 36 x +BO = 0 f) x3 —l2x2 —4Bx4-896 = 0

h) x
3

— 41x4-184 = 0g) x3 +x + 520 = 0

i) x
3

— x + 6 = 0 k) x3— 7X+ 36 = 0

1) x3 —3 x2 +49 x 4- 53 = 0

130. a) x3 +4x+ 7 = 0

m) x
3 —2 x2 + 10 x +66 = 0

b) x
2

— 9 x — 20 = 0

c) x
3

— 7x — 10 = 0 d) x3 + 3x— 11 =0

e) x3 + 3x 2 +9x — 7= 0 f) x3 —3x2 —l3x —l4 = 0

h) x3 4- 7x2 — 3x + 12 = 0g) x
3 —5 x

2 4- 11 x + 7 = 0

b) eos3 x 4- eos 2
x = J131. a) sin3

x + sin x= 1

c) eos 3 x+ 2 eos x =

£
d) eos x. eos 2 x =

$

C. Cardani valemi analüüsimine.

Cardani valemi

x -1/ b i/WtW + ]/_ B i/i B?+1 a v!
| 2

1 |/\2/ \2 / \ 2 lm/ h/
läbi arvutatud kolmanda astme võrrandi juurte iseloom oleneb ruutjuurte all

/B\2 , /A\3
seisva suuruse

\3 /
n - n

-
võrrandi diskriminandi väärtusest.

Selles mõttes tuleb kolm isesugust juhust läbi harutada.

1. Diskriminant on positiivne:

B\ 2 /A\ 3

2/ >0

See tingimine on täidetud ikka, kui A> 0. Kui aga A< 0, siis peab veel

/B\ 2 ZA\ 3

\
2

/
>

\ 3 /

Sel puhul on Cardani valemis ettetuleva ruutjuure väärtus ja kolmanda
astme juure all seisvad suurused reaalsed. Sellepärast kui nimetame kol-
manda astme juurte reaalseid väärtusi u ja v läbi, siis saame sel puhul järg-
mised võrrandi juured:

+v, x
2
=-

u -p ja x.
—"

milledest üks on reaalne, aga teised kaks on kaaskompleksid.
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2. Diskriminant on võrdne nulliga:

02 , /Al3+(3) ~°-

See juhus on võimalik ainult siis, kui A<o ja korraga

mtn
Sel puhul on ruutjuure väärtus null ja mõlemate kolmanda astme juurte

väärtused on võrdsed : u= v. Sellepärast on võrrandi juurteks :

X
l =2u, X2 =— U, X3 =—u,

kõik kolm reaalsed ja kaks viimast koguni võrdsed.

3. Diskriminant on negatiivne:

R\2 « 8 / A \315 J_/ A| <O.
2/ \3/

Siin peab ikka olema A < 0 ja korraga

\2/J L\3/ j
Sel puhuls saavad mõlemate Cardani valemis ettetulevate kolmanda

astme juurte kõik väärtused kompleks-suurused, mille tõttu paistab, nagu
kolmanda astme võrrandil sel puhul reaalseid juuri ei olegi. Sellepärast
nimetakse see juhus juba endisest ajast „casus irreducibilis“ — taandamatu

juhus. Me aga näitame kohe, et just sel puhul on võrrandil kõik kolm juurt
reaalsed.

D. Casus irreducibilis.

Saagu antud kolmanda astme võrrandi x3 — Ax+B=O lahendamisel
Cardani valemis

8 3

X- 1/-B +l/ /AV+ l/_B_ 1/R2
_

PV
r 2 r \2) \3/ |Z 2 l \2i \3i

diskriminant <0 selle tõttu, et <[(ff]-
Sellepärast võime sel puhul Cardani valemi ka järgmiselt kirjutada:

8

/ -

3
—

x-1/ 8 4-il//AP W_ll/ B -l/TÄ? /B\ 2

kus nüüd ruutjuurte väärtused on juba reaalsed.
Et p ja q väärtusi leida, selleks peame kolmanda astme juurte all asu-

vatele kompleksarvudele andma trigonomeetrilise ilme. Selleks leiame:

~(2) ja 1^(1) *
mnie tõüu:
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b .i//a\ 3 7b\ 2 i//A\ 2 r , i

—2 — / V3l —

\2/
~ / 13 1

cos
—

* s* n rf) '

Nimetades jälle p ja q üksikuid väärtusi u., u„ u, ja v
,

v
,

v
võime kirjutada:

1 2 3
läbi

yA/ <p ... <p\
3

leos
3 4~i sm |l,

u, = ]/g eos(|+l2oj +isin (? + 120°)l,
u, = J/| eos(| + 240° j- isin 4-240°)1,

Vž = |/t cos (3 + 120 )—isin + 120°)j,
v

s
= ]/y eos (| 4- 240°) — isin (| 4~ 240°) .

A
Kui silmas peame tingimust pq = —

,
siis saame kolm järgmist

väärtust antud võrrandile:

juure

_

I
o

l/A (f
xi —Ui - -vi — 2 1/— eos—,

\ 3 3

x2 =u24"V2= 2 ]/ A
eos (- 4- 120° )=—2 1 /

A
eos (60° — ),

\ 3 \ 3 / |/3 \ 3 /

x 3 =u3 4-v3 = 2 /— eos -4- 240° I=— 2 / eos 60° 4~- 1
\ 3 \3j / [/ 3 \ 3/

Märkus:

Kui B on positiivne, siis on eos tp negatiivne, ja sellepärast <p ise
on aga B negatiivne, siis on eos <p positiivne ja nurk cp terav.

nüri

Harjutused.

132. a) x
3 —l3 x +l2 = 0 b) x

3
— 28x —4B = 0

c) x
3

— 52 x — 96 = 0 d) x
3

— 76 x — 240 = 0

e) x3 -f-3x2
— 76x4-132 = 0 f) xM-9x2

— 34x — 336 = 0

g) x
3

— 12x2 4- 41x —3O = 0 h) x
3 4- 6x 2

— 37x 4- 30 = 0

i) x 3 4- 3x2
— 37x 4- 36 = 0 k) x

3
— 6x2 4~ 7x — 2 = 0

1) x
3 4- 9x2 —2x +lOl = 0 m) x

3 4- 6x 2 —2x— 4 = 0
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Ajaloost.

Kolmanda astme võrrandi aritmeetilise lahenduse leidis Itaalia arvutead-
lane Scipione del Ferro, kes Bologna linnas professoriks oli (1496—1526).
Tema leitud valemi avaldas itaallane Cardano 1545. aastal, kelle järele see
valem ka on nimetud. Pärast leidis itaallane Ferrari aritmeetilise lahenduse
neljanda astmeliste võrrandite jaoks. Kõik edaspidised katsed ka kõrgema,
kui neljanda, astmeliste võrranditele aritmeetilist lahendust leida ei õnnesta-
nud. Nende katsete juures aga leiti palju tähtsaid võrrandite omadusi.
Norra arvuteadlane Abel lõpetas 1826. aastal niisugused katsed ja otsimised
tõendades, et kõrgema, kui neljanda, astmelistel võrranditel aritmeetilist lahen-
dust olla ei võigi.

§ 34. Ž/lesandedF Koimanda astme võrran-
dile kof)fa.

133. Loomulikus arvreas on kaks üksteisele järgnevat arvu, mille kuu-
pide summa on 341. Leida need arvud.

134. Kolmekohalise arvu numbrite summa on 14, numbrite korrutis annab

64,. a£a kahe viimase numbri ümberpaigutamisega saame arvu, mille
väärtus on endise arvu väärtusest 36 võrra vähem. Leida see arv.

135. Kolme arvu summa on 4, ümberpöördud arvude summa on
r ja

73
nende ruutude summa on Leida need arvud.

225

136. Kuupvõrrandi juured paarikaupa korrutatult annavad arvud 6, 10 ja
15. Leida selle võrrandi juured.

137. Kuupvõrrandi juurte summa on null, kahekaupa võetud korrutiste
summa on —l9 ja juurte korrutis on 30. Leida selle võrrandi juured.

138. Kolme arvu summa on 16, kahekaupa võetud korrutiste summa on

68 ja kõikide arvude korrutis on 80. Leida need arvud.
139. Kuupvõrrandi juurte summa on 12, nende ruutude summa on 50 ja

kuupide summa on 216. Moodustada see kuupvõrrand ja leida tema

juured.
140. Neli arvu sünnitavad aritmeetilise rea, mille vahe on 2; kolmekaupa

võetud korrutiste summa nendest arvudest on 390. Leida need arvud.
141. Loomulikus arvreas on neli üksteisele järgnevat niisugust arvu, et kolme

esimese arvu kuupide summa on võrdne neljanda arvu kuubiga. Leida
need arvud.

142. Geomeetrilise rea esimene liige on 2, teise ja neljanda liikme summa
on 260. Leida see rida.

143. Neljaliikmelise geomeetrilise rea viimane liige on 192, kõige nelja liikme
summa on 255. Leida see rida.

144. Geomeetrilise rea esimese ja kolmanda liikme summa on 15, neljanda
ja teise liikme vahe on 18. Leida see rida.

145. Täisnurkse kolmnurga pind on 45 sm. 2; täisnurga tipust kolmnurga
hüpotenuusile tõmmatud kõrgus lõikab hüpotenuusilt osa p= 3 sm.

Leida hüpotenuus.
146. Võrdhaarse kolmnurga pind =l2 sm.2

,
ümbermõõt 18 sm. Leida kolm-

nurga alus ja küljed.
V. Päss, Algebra 11. 8
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147. Kolmnurga külgedeks on järgmise võrrandi juured: x
3—15x2 + 71x —

—lO5 =O. Leida kolmnurga pind.
148. Täisnurkse rööptahuka ruumala on 96 sm. 3

, üldpind = 160 sm.2 ja ser-

vade pikkuste summa on 72 sm. Leida servad.
149. Kahe kuubi mahtude summa on 152 sm.

3, aga üldpindade summa on
204 sm.

2 Leida kuupide servad.
150. Kahel püstsilindril, mille telglõiked on ruudud, on mahtude summa

682 jt sm.
3, aga üldpindade summa on 366 sm.2 Kui suured on silind-

rite raadiused?
151. Korrapärase nelitahkse püstprismi aluse serv on külje servast 7 sm.

võrra pikem. Leida prismi servad, kui prismi maht on 720 sm. 3

152. Kui pikendame kuubi servi, mis ühes tipus lõikuvad, vastavalt 2 sm.,
3 sm. ja 4 sm. võrra, siis saame täisnurkse rööptahuka, mille maht
on 504 sm. 3 Kui pikk on kuubi serv?

153. Püst-ruut-prismi aluse serva pikkus ja prismi kõrgus on kokku 12 sm.,
prismi maht on 128 sm.

3 Leida aluse serv.

154. Püst-ruut-prismi maht on 72 sm.
3
, aga üldpind on 114 sm. 2 Leida pris-

mi servad.

155. Püst-ruut-prismi maht on 500 sm.
3, aga diagonaal on 15 sm. Leida

prismi kõrgus ja aluse serv.

156. Püst-ruut-püramiidi maht on 400 sm. 3 ja külgpind on 260 sm. 2 Leida
aluse serv = 2x.

157. Püstsilindri kõrgus on aluse raadiusest 5 sm. võrra pikem. Leida
aluse raadius, kui silindri maht on 785 sm

3 (jt = 3,14.)
158. Püstsilindri maht on 960 jt sm.3

, aga üldpind on 368 x sm. 2 Leida
silindri kõrgus ja aluse raadius.

159. Püstsilindri ja püstkoonuse mahud ja üldpinnad on vastavalt võrdsed.
Leida silindri kõrgus ja aluse raadius, kui koonuse külgjoon k= 13
sm. ja aluse raadius r = 5 sm.

160. Püstkoonuse maht on 235,5 sm.
3,

koonuse kõrgus on aluse raadiusest
4 sm. võrra pikem. Leida aluse raadius, (jt = 3,14.)

161. Kahe võrdaluslise koonuse mahtude summa on 567 jt sm.3
,

ühe koo-
nuse kõrgus on 12 sm., teise koonuse kõrgus võrdub aluse raadiusega.
Leida aluse raadius.

162. Püstkoonuse maht on 320 jt sm. 3
, külgjoon k = 17sm. Leida koonuse

kõrgus.
163. Kera, mille raadius r= 5 sm., on tasapinnaga lõigatud; keras asuv

tasapinna osa on aluseks koonusele, mille tipp asub kera keskpunktis
ja mille maht on 13?, osa kera mahust. Leida tasapinna kaugus kera
keskpunktist.

164. Tüvikoonuse maht on 304 ,t sm.
3,

vähema aluse raadius r= 4 sm.,
aga kõrgus on suurema aluse raadiusest kaks korda suurem. Leida
suurema aluse raadius.

165. Rauast kera raadius on 2 sm. võrra pikem klaasist kera raadiusest,
aga tema raskus on 4400 jt gr. võrra suurem klaasist kera raskusest.
Leida klaasist kera raadius. Raua erikaal on 7,5 ja klaasi erikaal
on 2,5.

166. Kui sügavale vette (-[-4°C) vajub puust kera, mille raadius r= 5 sm.?
Puu erikaal on 0,784.

167. Kui suur raadius on puust keral, mis 15 sm. sügavusele-]- 4°C vette

vajub. Puu erikaal on |?.
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168. Kera, mille raadius r= 1 m., on lõigatud kahe paralleel-tasapinnaga,
mis kera keskpunktist võrdsetel kaugustel asuvad. Nende kahe paral-
leel-tasapinna vahel asub ühiskeskne kera, mis tasapinde puudutab
ja mille maht on neli korda suurem tasapindade läbi äralõigatud seg-
mentide mahtude summast. Leida niisuguse kera raadius.

169. Keras, mille raadius r= 6 sm., on püstkoonus, mille maht on kolm

korda vähem kera mahust. Leida koonuse kõrgus.
170. Tinast kera, mille raadius r= l dm., valatakse kehaks, mis kujutab

enesest püstsilindrit ühes selle ülemisel alusel asuva poolkeraga, mille

raadius võrdub silindri aluse raadiusega. Leida silindri kõrgus ja aluse

raadius, kui silindri ja poolkera ühine kõrgus on 2 dm.

171. Kera, mille raadius r= 9 sm., on lõigatud tasapinnaga nii, et vähema

segmendi maht on neli korda väiksem kera mahust. Leida segmendi
kõrgus.

172. Kera segmendi maht on 9851 jt sm.3
, aga üldpind on 514xsm.2 Leida

segmendi kõrgus.
173. Kera, mille raadius r= 2 dm., seisab koost vasest ja puust valmistud

segmentidest, nii et ta täielikult ujub vees. Leida vasest segmendi
kõrgus, kui vase erikaal on 9 ja puu erikaal on 0,5.

174. Poolkera, mille raadius on 3 dm., tuleb nii lõigata tasapinnaga, mis

alusega paralleelne, et saadud segmendi maht oleks kaks korda vähem

poolkera mahust. Leida segmendi kõrgus.
175. Kerast on välja puuritud sektor, mille vastava segmendi kõrgus on 2 dm.

Leida kera raadius, kui ülejäänud keha maht on 240 x dm. 3

176. Püstsilindri mõlemail alustel asuvad poolkerad, mille raadiused on

võrdsed silindri raadiusega. Niisuguse keha üldpind võrdub kera pin-
naga, mille raadius on 2 dm., aga maht võrdub niisuguse kera mahuga,
mille raadius on 1 dm. Kui suur on silindri raadius ja kõrgus ?

177. Keras, mille raadius on 5 sm., on kujutatud silinder, mille maht on

kaks korda vähem kera mahust. Kui suur on silindri kõrgus?

�

8*
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h) x = 2,l juures miinim. ja X= — 3,5 juures maksimum.
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g) maksimum, kui x = ehk x=— jne.
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Kumbagi liidetav võrdub |
Kumbagi tegur on ]/a.
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42. Ruut, mille külg on p

Ruut, mille külg on a.

Täisnurkne kolmnurk.

43.

44.

A (!

Võrdhaarne kolmnurk, mille tipu juures nurk on

Võrdhaarne kolmnurk, mille aluseks on a.46.

47. Võrdkülgne kolmnurk.

48. Sissejoonestud ruudu tipud peavad antud ruudu külgede kesktäppes asuma.
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49.
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82. AC=~ 83. t= SV|

84. Read e), f), g), h), k), 1), m), n), o), p), q) ja u) on koonduvad, rida b)
on laienev ja ridade a), c), d), i), r), s) ja t) kohta jääb küsimus lahti-

85. a) — Kx<4-1, b) — |<x<+|, c) — I<x<-|-1,
d) — !<x<4-l, e) — 2 < x <-j-2, f) — | <x < + |,
g) — oo<x<+<x>, h) — oo<x<-j-°o, i), k) ja I)—Kx<-|-1.
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e) I—4x-j-8x 2—12x 3+ • • • f) l+sx+lsx2+45x 3 + • • •
g) I—4x-^9x'-’ —l6xs-|-16x4

— • • • h) I—x
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X

2-4 -6
«i

1 • 3 • 5 • 7
8 ,

X + 2 • 4 • 6 ”8
X 1
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A , 2x . 4x2 , 8x 3 , 16x A ,
e) I+lf+ir+ 3! +4! + ‘ '

n , ,x
2 3x‘ 8x5 - 13x° ,

zf) l+ x + -2!
-

4-y- 5!
-+

6-f
+

-«r

Y y- 6

g) i+|i+ *+ • •

X2 Y Y y” Y $
_<X A. | A. | -/v

h) x“t~
2| 41 5! ' 7!

’
r 8 !

n ix
_

4 x ' i 4 ' 9 x
* _£’9 * 14 x* |tJ 1’

5 5’10+5 • 10 15 5•10 • 15 20

g) Vaata ülesanne 90, c).

91. a) l-x+
1

-3j’
3

xI
-

. . 1 • 2 • 3 • 4
t

r 4!
x

M 14-9xJ-
2 '\' +

2 ' 3 ' 4
x>b) 14-2x--

2 ,
x + -gj

x +
4!

x +

, 3 • 4 • 5 • 6 ,
c) 1-3x4-

2“f
x 31

— x r 4 |
x

d) Vaata ülesanne 90, a).

.
.

. x 2 x2 , 2 • 5 x
:i 2-5-8 x‘

J
3 3 6

f
3 • ö 9 3-6-9 12 ‘

h) 1
X

“3
, 1 • 4

2|-
3 .6

X
1-4-7

3
..

1-4-7-10

3 -6 • 9
X + 3 • 6 • 9 • 12 ’ X

i) 1 i 2 1-2

3-6
X

1 1-2-4
x

1 -2-4-6
“T 3 • 6 • 9 3 • 6 • 9 • 12H 3

x

k) 1-_3 1 • 3
2

1-3-5
3

1-3-5-7

4 ’ X
4 • 8 ‘ x

4 • 8 12 4 • 8 • 12 • 16

1) li
4

y_4_
4 9 4 -9 - 14 4- 9 - 14- 19

x

5
* X +

5 • 10 ’ ' 5 • 10 • 15 5 • 10 • 15 • 20

m) 1
9

11

. 9-20
X

11 • 22

9-20-31
_ 3+ . . .

11-22-33

92. a) 1,00499; b) 1,00995; c) 1,01489; d) 1,04880; e) 1,09544;

f) 0,99510; g) 0,98995; h) 0,99899; i) 1,00321; k) 1,01329;

1) 0,99833; m) 0,99680.

93. a) 4,12310; b) 4,89898; c) 9,05539; d) 9,48683; e) 11,48912;

f) 3,31662; g) 2,08008; h) 2,96249; i) 3,82586; k) 5,06580;

1) 2,99070; m) 1,71877; n) 2,93016; o) 2,03965; p) 2,94168;

q) 2,03394; r) 2,94994; s) 2,00019.
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+ 2^+äl +

a’ =1 + , <M2
_

(Ina)*
+

l!
+

2! 3! +

95. Harilikud logaritmid:

a) 0,6989700; b) 0,8450980; c) 1,0413927; d) 1,2304489; e) 1,2787536;
f) 1,5440680; g) 1,6901961; h) 1,7403627.

96. x = 3,1415927.

v3vs Y
7

v
9

97. arctgx =x—

5_ + -+ ■ ■ •

98. a) 48, b) 2, c) 1, d) 2a, e) 15, f) 3, g) 0,2, h) 0, i) 00, k)—
56

1 12a
99. a)

g,
b) 2, c) d) —

e ZTp e ) 1» f) 0, S) h) 00

100. a) 0, b) 00, c) p d) 0, e) a, f) 1, g) 0, h) 1, i) 0, k) 00.

101. a) 0, b) 0, e) — d) —l, e) a, f) 0.

102. a) b) c) 00, d) e) —~ f) —*.

103
0 a) x-j-k, b)

*

+k, c) *-k.

3 Y3

d) 2
x’4~k, e) ax-|-k,

,
f) —[~k,

" a

g) 3x3—2x 2-f-sx-|-k, h) x
s +2x4 —2x3 -^x2 —3x4-k.

i) 2x 5—3x3+6x 2—x +k, k) 3x4

—x
3 —5x2+7x-|-k.

104. a) — ~+k, b)
3

x j/x-f~k, c) —

3

d) e) | x j/ax+k, f)
2a

~- +k,

g) ~F+k’

X
2

i) 2ax—]— a 'lnx —k,

Dr-J ■ k.

n) lnx-|-2V2x-j-2V3x4"k,

h) ~ -pax 2-f-a 2x-|-k,

X
2

X3

k) 2x + +k,

, .
. Bxlx .x ! .

m) 4x+
3

+ 2“+k
>

o) lnx-|-6l'x4-3x4--X

ö”

X

4"k,
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x
2 18

2
i / , 9 i / 2,1/.

P) 2—13
X | X

7
’ x |/ x—

~5
X ' |/ x +k-

ax

105. a) — eos x4—b) In x— 2 sin x4- k,

c) In x 4- aretg x 4-k, d) a • aresin x + b • li

e) In x |-
2

— aresin x4-k,

g) — 3 • eos x4- 2 • e
x 4k,

i) 3 • tgx-|-5 • cotgX4-k,

I a l/2pa ■106.

a) 24; b) 8;106 a

e) 6,3890; f) 2;

d) a • aresin x-|-b • lnx4-k,

f) — a • eos x 4- b • eotg x 4-k,

h) In x 4- eos x 4- a • ig x +k,
2 i /

k) — eotg x4-5• In x — /x|-k.

.
4 ax

— 1
c)

9 ’ d) Ina

g) 1,6094; h) 1 ;

i) i; k) 1) m > °-

107. a)
a

~

x
+k; b)ln(a+x) +k; c) ~ +k!

d)
g

In(a2 + x’)+k; e) sin2x-|-k; f) sin2x-}-2X-|-k;
n 2X

g) 2lna+ k; h) cotg(2—x)-pk;

i)
*

tg3x+k; k)
*

arcsin (2x)-|-k;

1) .>
arctg(3 x) k; m) —Jes_3x -pk.

o 3

108. a) 12; b) 5; c)lü|; d) 36.

109. 13,5737.

c) 1,5708; d) 1,6094; e) 0,0739.110. a) 2; b) 2;

118. a) }2 (cos4s° +i sin 45°),

c) 2 (eos 60
3+ isin 60°),

b) 12 (eos 315°+- isin 315°),

f*) 10 (eos 36° 52'+isin 36° 52'),

g) 5,052 (eos 295° 34/ + i sin 295° 34'), i) 10 (eos 196° 16'+ i sin 196° 16').

119. a) 1025 (eos 86° 25'+ i sin 86° 25'), b) 22,57 (eos 229° 19' +isin 229° 19'

c) 42,25 (eos315° 14'+ i sin 315 14'), d) 3,77 (eos 336°13'+i sin336° 13'),

e) (eos 45° 26'+ i sin 45°26'), f) I,816(cos75°21' + isin75°21'),

g) 1,749(eos 259° 16'+ i si n 259° 16'), h) 0,883 (eos 52° 17'+i sin 52° 17').

*) Nurk on leitud ühe minutilise täpsusega.
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120. a) 524(cos89°14'+i sinB9°l4z ),

b) 81 (eos 192°46'+isin 192°46'),
c) 405,224 (eos 326° 47z

— isin 326° 47 z

),

d) 0,000775 (eos 312° 37z
— isin 312°37z),

e) 32,

f) 245,4 (eos 307° 31z + isin 307° 31'),

g) 938 (eos 173° 13z+ isin 173° 13),

h) 1,614 (eos 142° l z I isin 142° lz).

\

122. a) 2,2361 (0,9487 +i • 0,3162),
b) 3,6056 (—0,9806 + i • 0,1961),
c) 4,1231 (0,2425+ i • 0,9702),

d) 3,4482 (0,8268+ i • 0,5626),

f) 1,62 (0,2588+ i ■ 0,9659),

h) 2,03 (0,6155 + i • 0,7881),

k) 1,76 1 (0,5058 + i • 0,8626),

1) 3,606 (0,6200 + i • 0,7846),

m) 3,128 (0,9797+ i • 0,2005),

n) 0,2361 (0,8944+ i • 0,3761),

o) 3,824 (—0,2695 4-i • 0,9630).

123. a) —l, —2
n

3. b) 2, —5, 8.

c) —3, —7, 8. d) —2, 5, — 10.

e) —3,3, 6. f) 2, — 2 i, —2— i.

g) 7, 2 + i|/ 3,2 — i V3. h) —4, si, — si.

124. a) 1. —2, 3, 5. b) —3, —4, 5, 6.

c) —4, —5, 6, 10. d) —1, —3, —5, 6

e) 2, —3, 1 4-i, 1 — i. f) 3, —7, 2 + 3i, 2 — 3i.

g) —2, 3,5, 7, 10. h) —2, 3,4, —7, 9.

i) —3, —7, 9, IH-5iV2,1 —si V 2. k) 5, —6, 10, 2 4~3i, 2 — 3i.

125. a) x
3 4~ x

2
— 17x 4-15 =O. b) x 3

— 9x2 4~ 6x 4~ 16 =O.

c) x3 4- 9x 2 4- 6x —s6= 0. d) x
3

— 8x 2
— 35x 4- 150 = 0

e) x 3
— 5x2 4~4x — 20 = 0. f) x

3
— 8x2 4~ 21x — 20 = 0.

125. a) x
3 _j_ x

2
— X7X —j— 15 = 0. b) x3

—

c) x3 4~ 9x2 -j- 6x — 56 = 0. d) x
3

—

e) x 3
— 5x2 4x — 20 = 0. f) x

3
—

g) x
3

— 10x2 4- 35x — 38 = 0.

h) x
4

— 15x3 + 21x2 + 395x — 1050 = 0.

i) x4
— 3x3

— 118x2
— 48x + 2016 =-0.

k) x
4

— 8x 3
— 10x2 4~ 184x 4~ 455 = 0.

126.
•

a) 1,287. b) 1,877.

c) — 2,458. d) 2,913.
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f) —1,374; 1,637. g) —0,084; 1,359.

h) 1,840. i) 1,267.

k) 1,884. 1) —0,752.

127. a) 1,449. b) 4,360.

c) 11,043. d) 2,130.
e) 5,656. f) 2,087.

g) 0,731. h) 0,863.

129. a) Xi =2; x2>3 =—l±3i V 3. b) Xi =3; x2>3 = — 1,5 t 0,5i KŠT

c) Xi =5; x2>3 = — 2,5 ± O,5iV 3. d) Xi =5; x2>3 == — 2,5 ±o,si VŠ.

e) Xi =5; x 2,3 =—2±2i V 3. f)xt =7; x 2, 3 = —2±iV3.

g) Xl =— 8; x 2,3 =4 ± 7i. h) Xi =— 8; x2,3 =4±i V 3.

i) Xi=— 2; x2, 3 =l±iV3. k) Xi = —4; x2,3 = 2±il/ 5.

1) Xi == —1; x2,3 =2 ± 7i. m) Xi =— 3; x2,3 =2±i V 3.

130. a) — 1,258. b) 3,780.

c) 3,186. d) 1,78.

e) 0,625. f) 5,71.

g) - 0,508. h) - 7,6

131. a)sinx~o,69. b) eosx = 0,57.

c) eos x = 0.249-. d) eos x = 0,947

sja 6. 150. sja 6 167. 10 sm.133.

138. 2;4; 10. 156- 10 sm. 171. 5,8745 sm.

139. 3;4;5. 157. 5 sm. 172. 8 sm.

140. 2; 4; 6; 8. 158. 15sm. ja 8 sm. 173. 0,5899 dm.

141. 3; 4 ;5;6. 159. r= 5 sm. ja kõr- 174. 1,9597 dm.

142. 2,10,50 ehk q.~ 5. g«s h=4 sm. 175. 6 dm.

143. 3,12,48,192. 160. 5 sm. 176. r =0,16703
144. 3,16,12,24. 161. 9 sm. kõrgus =

3,12,48,192. 160. 5 sm. 176. r = 0,16703 dm. ja
3,16,12,24. 161. 9 sm. kõrgus = 47,549
15 sm. 162. 15 sm. dm.145.

146. 8 sm. ja 5 sm. 163. 4 sm. 177. 7,4225 sm. ehk

147. 6,4951. 164. 6 sm.

165. 6 sm.

166. 7 sm.

3,9493 sm.

148. 2,4 ja 12.
3 ja 5.149.

V. Päss, Algebra 11. 'J

134. 248. 151. 12 sm. ja 5 sm. 168. V3 —1.

135. 5; + |;-|. 152. 5 sm.

153. 4 sm.

169. 9 sm.

170. Kõrgus = 1,1155
136. 2; 3; 5. 154. 3 sm. ja 8. sm. dm. ja r = 0.8845
137. — 2; —3; + 5. 155. 5 sm. ja 10 sm. dm.
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76.
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J X
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84.
M
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„ „ .
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„

9.
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q

88.
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•
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88.
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<p I
4;r

n n
’
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„
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„

n n

90.
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„ . ,
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r= 1.

91.
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ülalt
,

r= 0, » » r= l.

91.
„

1.
„ „ „ sin<p =l, B

sin <p =— 1.

91.
„

13.
„ , .

x3 =—l —V3, ' , „ x 3
= —1 —iV3.

&1. 2,4-f-2 i V 3), „ . (2,44-210).

92.
„

3.
,

alt
„ a) VB,

„ „ ») VB.

92.
„

3.
„ „ „

b) V—27, „ ,
b)J —27.

92.
„

2.
„ „ ,

e)Vl3i,
„ B e) Vl3i.

92.
w

1.
„ , „

i) Vi,
, „

i) Vi.

93.
„

2.
»

ülalt
„ n) V— 1, , , u) —l.

94.
,

6.
„ „ „

r2(cos <f>2 + sin <p2\ „ ,
r2(cos (p 2 4~ i sln <p2).

96.
,

5.
, , r inteegrinist, „ , inteegrimist.

97.
„

2.
„ * „ Viimased, „ „

reaalsed ja imaginaarsed

99. 15.
„ „ „ kasvatis, „ „

korrutis.

99.
„

25.
„ „ „ enne viimast plussi punktid välja jäänud.

101.
„

3.
„

alt
„ arvatud, peab olema arvud.

Ui.. 7.
, , , (I)-(ä)- (2

b)-C)3 -
111.

„
4. ja 12. rida ülalt

ning 7.
„

alt on absoluut väärtused murtud sulgudes, peavad aga olema paral
leeljoonte vahel.
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