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Sissejuhatus

Plaadiks nimetatakse sellist keha, mille paksus on tunduvamalt vdiksem selle pikkusest ja
laiusest. Ohukeseks plaadiks nimetatakse sellist plaati, mille liithema kiilje pikkus on vihemalt

viis korda suurem plaadi paksusest. Plaatide painde teooria pdohineb Kirchhoffi hiipoteesidel.

Tehnikas ja ehitusmehaanikas leiavad 6hukesed plaadid laialdast kasutust. Néiteks vahelaed
tehakse Ohukestest plaatidest, samuti kasutatakse plaate laevade ja lennukite kerede

ehitamisel.

Selle bakalaureusetoo eesmirk on tutvustada ohukese elastse plaadi painde vorrandeid. T66
koosneb kahest suuremast peatiikist. Esimeses peatiikis tutvume deformatsioonide- kdveruste

vaheliste seoste ja pingetega; tuletame ohukese plaadi tasakaalu vorrandid. Selleks kasutame

raamatuid [1], [2], [4], [5] ja [7].

Teises peatiikis vaatame matemaatiliselt ,,tdpseid* lahendusi trigonomeetriliste ridade kujul,
mida on rakendatud ohukestele nelinurksetele elastsetele plaatidele. Tapsemalt tutvume plaadi
silindrilise painde ja puhta paindega, ning tuletame Navier’ meetodi kdikidelt kiilgedelt
lihtsalt toetatud ristkiilikukujulise plaadi jaoks. Selle peatiiki kirjutamisel on kasutatud
raamatuid [2], [3], [5] ja [6].



1. Kinemaatika vorrandid

Ohukeste plaatide paine pdhineb jirgnevatel eeldustel (vt. [4], k. 9; [5], Ik. 394):

1. Paindel plaadi keskpind ei pikene ega lithene, ainult koverdub.

2. Sirgete normaalide hiipotees: sirgjoonelised elemendid, mis olid enne painet plaadi
keskpinnaga risti, jadvad ka pérast painet sirgjoonelisteks ja risti kesktasandiga.

3. Plaadi keskpinna punktid siirduvad ainult plaadi keskpinnaga risti; keskpinna punktide

siirded plaadi pinnas vdrduvad nulliga.

Selleks, et tuletada klassikalise plaadi paindeteooria pohivorrandid, tugineme kolmele

elastsete vorrandite komplektile.

Selles peatiikis tuletame vorrandi dhukeste plaatide painde leidmiseks.

1.1. Deformatsioonide- koveruste vahelised seosed

Olgu U, V ja W siirdevektori komponendid antud punktis koordinaattelgede X, y ja z suunas.

Siirdevektori normaalkomponenti w nimetatakse ldbipaindeks. Sirgete normaalide hiipoteesi

pdhjal vdime Gelda, et deformatsioonikomponendid €, , ¥y, ¥y, vOrduvad nulliga, st

&, =0,
Vyz = 0, (1.1)
Yxz = 0.

Pideva keskkonna mehaanikast on teada, et

_au
& = ox



_av

gy — 5,
e = ow
zZ" 9z’
U . ow
Yez =5, T 50 (1.2)
_ow | av
Yyz = oy 9z’
_ou | v
Yay = oy = ox’
Kuna g, = 0, siis
ow
2z =0
ning integreerides saame, et
W =w(x,y), (1.3)

kus w(x, y) on suvaline funktsioon.

ow . ow . . . . .
Vordusest (1.3) on niha, et ka osatuletised 55 12 £ on ainult muutujate x ja y funktsioonid.

Seetdttu saame (1.1) ja (1.2) abil vorrandid

v _ _ow
9z  ox'
v ow
% " .
Integreerides vorrandeid (1.4) ja arvestades seost (1.3) leiame
U=-22+u(xy)

Y uxy),

ow

V= — 35, Z +v(x,y), (1.5)

kus u(x,y) ja v(x,y) on suvalised funktsioonid.



Eeltoodust on néha, et siirded U ja V sdltuvad lineaarselt muutujast z.

Deformatsiooni tottu muudavad plaadi punktid asukohta. Joonisel (Torge! Ei leia
viiteallikat.Joonis 1.1) on ndha plaadi osa enne ja pidrast deformatsiooni. Vaatame
mittedeformeerunud plaadi kahte suvalist punkti A ja B. Olgu A ja B vaheline kaugus z.
Deformatsiooni tulemusena nihkub punkt A paralleelselt z-teljega kauguse w vorra punkti A;.
Kuna me loikedeformatsioone ei arvestanud, siis peab punkt B asetsema pirast
deformatsiooni risti punktiga A;. Olgu punkti B 16ppasukohaks punkt B;. Kaugus punktide A;
ja By vahel on z. Punktis A p66rdub keskpind nurga v, vorra, siis teise hiipoteesi pdhjal
poordub sama nurga vorra ka sirgldik A;B;. Kuna tegemist on 10pmata viikeste suurustega,

siis vdime nurga v, votta ligikaudselt vordseks tema tangensiga, st. v, = tan v,.

I
L L9
0 = X, U
¢ 8 ¢ ¢
I
I y=const
w
w \
7
A1
N
B1/N W
n/2
I Y,
u
Y
Z,W
Joonis 1.1: Keskpinna normaali poore.
Me v&ime esitada vorrandid (1.5), kujul
U=-zv,,
V=-zv,, (1.6)
kus



ow

Uy = a,
ow
vy = 5 1.7)

Siis on vy ja vy, normaali pddrdenurgad (Joonis 1.1) keskpinnal. Miinusmérk valemites (1.6)

tuleb sellest, et punkt B liigub x-telje negatiivses suunas.

Asendades vorrandid (1.5) vorranditesse (1.2) saame

9%w AU
Z —_— — — —
& =72 0x2 t ox’
e = —zaz—W + w (1.8)
y ay2 = ox’ '
0%y ou . ov
zZ _ _ i B
Yay = 2z x0y T dy T ax’

kus iilaindeks z tdhistab niisugust plaadi kihti antud punktis, mis asub keskpinnast kaugusel z.

Eeldades, plaadi keskpind ei veni vilja ega tdmbu kokku, véime nduda, et U|,—, = 0,

V],=0 = 0. Seetdttu on u(x,y) = 0, v(x,y) = 0. Sellisel juhul vdime vdrrandite (1.8) asemel

Kirjutada
. 0°w
Ex = —2 —axz,
2%w
&, = —Z—, 19
y dy2 ( )
0%y
Vay oxdy’

Lébipainde osatuletistel vorrandite (1.7)—(1.9) paremal poolel on teatud geomeetriline
tadhendus. Olgu MNP iiks kover, mis on saadud deformeerunud plaadi keskpinna ldikumisel

tasandiga y = const (Joonis 1.2).

Kuna tegemist on viikeste ldbipainetega, SiiS kaldenurga ruutu voib pidada viikeseks

vorreldes iihega, st. (Ow/ox)’<1. Teine tuletis 0°w/ox® mairab ligikaudselt osakdveruse X,

piki x-telge. Sarnaselt 9w/dy”® méirab kdveruse Xy keskpinnal piki y-telge. Koverused X, ja



Xy iseloomustavad keskpinna painutamise néhtust tasanditel Oy, Ja Oyz, mis on

paralleelsed koordinaattasanditega. Neid nimetatakse painde koverusteks ja nad on

defineeritud kujul

_ 0*w
= o
9%w

Xy = — a2 (1.10)

Pindade kumeruse loeme positiivseks, kui see on kumer allapoole, st x-telje positiivses

suunas.

Joonis 1.2: Koverdunud keskpind.

Kdverust 0?W/ox® vdib midratleda kui kaldenurga v, = dw/dx  muutumise kiirust
koordinaadi x suhtes liikumisel médda seda kdverat. See nurk voib varieeruda ka y-telje
suunas. Seda on ndha iiksteisest kaugusel dy olevate kdverate MNP ja M;N;P; vordlemisel

(Joonis 1.2). Kui kdvera MNP kalle on dw/0d x, siis koveral M;N;P; voib see nurk olla kas

ow d [ow o. [OW 92w . .. e .
o 5(5) dy] vOi (E ~ 9xay dy). Nurga dw/dx muutumise Kiirus tihiku kohta y-telje

suunas on (— 02w/dxdy). Siin on eeldatud, et kui y suureneb, siis puutuja kaldenurk kdveral

viheneb. Sarnaselt voime veenduda, et nurga dw/dx muutumise Kiirust iseloomustab sama



segatuletis (— 02w/dxdy). Osatuletist 2w /dx0y, mis miirab keskpinna kdveruse punktis
koordinaatidega X ja y, nimetatakse vastavalt x- ja y-telgede vaandekdveruseks ja tdhistatakse
Xyxy- S€€0a Xxy = Xy €hk

0°w

Xiy = = 5oy (1.11)

Vottes arvesse vorrandeid (1.11), saame kirjutada vorrandid (1.8) timber jargnevalt
Ex = ZX,y,

€y = ZXy, (1.12)

Yy = 2ZXyy.

1.2. Pinged ja iildistatud pinged

Pinged ja deformatsioonid rahuldavad elastse materjali korral Hooke’i seadust (vt. [1], Ik. 46-
47). Eeldame, et pingeseisund on tasapinnaline, ehk et normaalpinge komponent ¢, = 0.

Hooke’1 seaduse pohjal

E
Ox =T 2 (sx + vsy),
o, = % (&, + vey), (1.13)
1-v
Tyy = GVxy-
Siin on E ja V vastavalt Youngi ja Poissoni moodulid ning G = .
2(14V)

Asendades vorranditesse (1.13) deformatsiooni komponendid (1.9) jduame seosteni

Ez (azw azw)_

o, = — v :
X 1-v2 \ 9x2 dy?



2 2
0y = ——= (S5 +v3); (1.14)

y 1-v2 \0y? 0x2
T = Ez 0%w
XY T 1+v 9xdy’

Need vorrandid voimaldavad médrata pinged plaadi igas punktis. Otstarbekas on kasutusele
votta koik iildistatud pinged (joud ja momendid), mis rakenduvad plaadi keskpinnale.

Uldistatud pinged on Q, ja @, ning pédérdemomendid on M,, M, ja M,,. Painde momendid

kui 16ikejoud kujutavad endast integraalseid suuruseid

h/2
M, = f—h/z 0,zdz,

h/2
M, = f—h/z 0y2dz, (1.15)

h/2
M,y = f—h/z Tyy2dZ

ja

h/2
Qx = f—h/z szd21

h
Qy = f_,{/zz Ty,dz. (1.16)

Seejuures M,, = M,,,. Ldikejoudude ja podrdemomentide mirk on sama nagu vastavatel
pingetel.

Mirgime, et seosed (1.15) ja (1.16) defineerivad momendid ja joud plaadi tihiku pikkuse

kohta. Peale selle, neil on jou ja joumomendi dimensioonid.

Tasub mainida, et Shukeste plaatide teoorias on deformatsiooni komponendid yyy, = Ty, /G ja

Yyz = Ty2/G ning 16ike joud Q, ja Q,, nullist erinevad.

Asendame pinged (1.14) vorrandisse (1.15) ja integreerime {iile plaadi paksuse. Selle

tulemuseks saame tildistatud pinged (momendid)

92w 92w
My =—=D (ax2 tv 6y2)’

10



w 92w
My, =-D (2% S tveD), (117)

2w

0
MXy = D(l — U)Xxy m,

kus kordajat

Eh3

~ 121-v?) (19

nimetatakse plaadi painde jdikuseks. See mangib sama rolli nagu painde jaikus tala paindel.

Mairgime, et D > EI, seega plaat on alati jiigem kui sama laiuse ja paksusega tala.

Lahendades vorrandid (1.17) ldbipainde teiste tuletiste jaoks ja asendades need seostesse

(1.14), saame jargmised tulemused pingete jaoks

o 12M,
o, =t 3 %
12M
— Y
g, =% = 7 (1.19)
12Myy
Ty = 73

Osutub, et iilejddnud kolme pinge komponendi ,,, 7y, ja 0, médramine kasutades Hooke’i
seadust ei ole vdimalik, sest need pinged ei ole antud deformatsiooniga seotud. Plaadi painde

korral on tavaliselt selle plaadi pind vaba koigist puutuja suunalistest vélistest koormustest,

. . . . - . 1t
mis tdhendab, et 7, ja T,, on nullid, kui z = + h/2. Avaldades tasakaaluvorrandites =2

ary

VA - - - -
ning integreerides leiame

_ h/2 60’x aTx
TXZ - f h/z( ayy) dZ!

__ E(z?-h%/4) 9

Txz = 2(1-v2) ox '
ja
h/2 (0o ot
Ty = — [ /2( Y 4 aix)dz, (1.20)

11



. E(zz—h2/4)i 2

T )
yz 2(1-v2) ay

9%w . 9%w
k 2 = — —_
us Vew = —— + 372

Varranditest (1.19) on niha, et pinge komponendid oy, g, ja T,, muutuvad lineaarselt iile

plaadi paksuse, st. pinged T, ja T,, muutuvad vastavalt paraboolsele seadusele.

Komponendi o, mdiramiseks saame Se0se

__E (R Mz, 7Z\p2p2
02_2(1—1:2)(12 " +3)VVW. (1.21)

1.3. Plaadi tasakaaluvorrandid

Pinge komponendid (seega membraanjoud ja paindemomendid) on iildiselt plaadi igas punktis

erinevad. Need suurused peavad rahuldama tasakaalu tingimusi.

Vaatleme plaadi elemendi tasakaalu. Mdjugu plaadile jaotatud ristkoormus p(x, y). Mérgime,
et kui see element on véga viike, siis jou ja momendi komponendid vdivad olla iihtlaselt

jagatud ile plaadi kesktasandi elemendi. Pinge resultantide juurdekasvud, mille nad saavad

My,

™ dx.

minnes punktist x punkti x + dx, asendame osadiferentsiaalidega, nditeks oM, =

Sama ka punktide y ja y + dy korral. Staatikast on teada, et kehtivad jargmised kolm

iseseisvat tasakaalu tingimust:

a. Joudude summeerimine z-teljel annab

90« 9% _
™ dxdy + 3y dxdy + pdxdy = 0,

millest peale teguriga dxdy ldbi jagamist saame

20

9y , . _
e (1.22)

b. Momentide summeerimine x- teljel annab

12



OMxy oMy _
™ dxdy + 3y dxdy + Q,dxdy =0,

ehk

OMyy, M, _
ox + 3y Qy,=0. (1.23)
Mirgime, et liidetavad tuleb vorrandite tuletamisel dra jatta.

c. Momentide summeerimine y-telje suhtes annab

OMyy — OMy

Tt Q=0 (1.24)
Seetottu
_ OMy | OMyy
Q=% T (1.25a)
_ aMxy aﬂ
Qy = ™ (1.25b)

Siin on arvestatud seda, et M,,, = M,,,.. Asendades vorrandid (1.25) vdrrandisse (1.22), saame

92M 9%:M %M
axzx + axazzy + ayzy = —p(x,y). (1.26)

Lopuks arvestame M, M, ja M,, vorrandeid (1.17) ja asendame need vdrrandisse (1.26),

Saame
o*w o*w o‘w p

2 = - 1.27
ox* T 0x20y? T oy* D ( )

See on diferentsiaalvorrand Shukeste plaatide painde leidmiseks, mis pohineb Kirchhoff’i
eeldustel. See vorrand on saadud  Lagrange’ i poolt 1811. Matemaatiliselt vdib
diferentsiaalvorrandit ~ (1.27)  Kklassifitseerida ~ kui  neljandat  jarku  lineaarset

osadiferentsiaalvorrandit, mille kordajad on konstantsed.

Vdérrandi (1.27) voib kirjutada timber kujule

V2(V2w) = Viw = g (1.28)

kus

13



a4 o*
+ .
0x29y2 = oy*

64
Vi ) = 12 (1.29)

Operaatorit V* nimetatakse sageli biharmooniliseks operaatoriks.

Labipainde funktsioon w(x,y) on méiratud vorrandiga (1.26), pinge resultant ja pinged
saadakse vorranditest (1.17) ja (1.18). Labipainde leidmiseks on vaja integreerida vorrandit

(1.27) ning méérata konstandid rajatingimuste abil.

Loike joudude Q ja @, avaldised vdime niiiid imber kirjutada ldbipainde w abil kujul

0 (0*°w _ 0*w
o220
Cx ox \0x2 T oyz)’

ehk
Qx = =D = (V?w),
dx
ja
0, =05 (3 +5).
ehk

Q, = —D:—y(vzw).

Kasutades vorrandeid (1.30) ja (1.28), saame Kirjutada pinge komponentide t,,, Ty, ja o,

avaldised (1.20) ja (1.21) iimber kujule

G
.

39

2
2
YZ  2n ]

I 3
3p |2 2z 1/2z
o. =—————+—(—) :
z 413 h  3\h ]

Maksimaalsed tangentsiaalsed pinged tulevad kujul

h
2z
z (1.31)

14



3Qx 3Qy
max,t,, = E, max, Tyz = E

Painde momentide summa, mis on defineeritud vorranditega (1.17), on

K K
My + M, = —D(1 +v) (55 + ayf)

Vo1

M, +M
Dty — _DVRw (1.32)
1+v

Téhistagu M momentide summat

M =2 pyzy, (1.33)

1+v

Sel juhul 16ikejoudude avaldised saame kirjutada kujul

oM
Or =50
oM
Qy = > (1.34)

ja saame esitada vorrandi (1.27) kujul

0°M  9°M

0x? T ay2 b

22w . 92w M

Y] + _ayz == (1.35)

Seega on plaadi painde vorrand V*w = p/D esitatud teist jirku diferentsiaalvdrrandina.

Kokkuvdtteks, me saime, et plaadi ldbipaine w on médratud diferentsiaalvorrandiga (1.27).

Seejuures on:

a. paine on tekitatud painde momentide M, ja M,, ning 15ikejoudude Q, ja @, poolt;

b. viine on tekitatud pdérdemomentide M,, = M,,, poolt.

15



2. Ristkiilikukujulised plaadid

Selles peatiikis tutvume plaadi painde teooria rakendustega Shukeste nelinurksete plaatide
korral. Vaatame elementaarseid niiteid plaadi painde kohta, mis on véga olulised, et mdista,
kuidas plaat talub sellele rakendatud koormuseid. Lisaks sellele, elementaarsed niited

voimaldavad saada tasakaalu diferentsiaalvorranditele (1.27) analiiiitilisi lahendusi.

2.1. Plaadi silindriline paine

Kui tegemist on sellise pika ristkiilikukujulise plaadiga, mille koormus ei muutu pikkade
kiilgede sihis, siis elastne pind selle plaadi keskosas kujutab endast silindrilist pinda, mille
moodustaja on paralleelne pikkade kiilgedega. Seda nimetatakse silindriliseks paindeks.
Silindrilise painde korral saab plaadi pinna vdrrandi avaldada ainult iihe muutuja

funktsioonina.

Vaatleme 10pmatult pikka plaati y-telje sihis. Eeldame, et plaadile m&jub ristkoormus, mis on
funktsioon ainult muutuja x suhtes, st. p = p(x). Sel juhul k&ik tihiku laiused x-teljega
paralleelsed ribad painduvad identselt. Plaadi keskpind tervikuna on painutatud iile
silindrilise pinna w = w(x). Varrandis (1.27) on kdik tuletised y suhtes vordsed nulliga.

Antud juhul saame painde jaoks jargmise vorrandi :

dw _ p(x) 2.1)

dx* D’

Niitid soltub suurus w ainult muutujast x, mistottu rakendame hariliku tuletise definitsiooni.
Vorrand (2.1) kirjeldab dhukeste plaatide silindrilist painet. On néha, et see vorrand {ihtib
vastava tala painde vorrandiga, kui asendame tala painde jaikuse El plaadi painde jdikusega
D. Kui D > EI, siis thiku laiune plaadi riba on alati tugevam kui tala, millel on samad

mootmed.

16



Vdorrandi (2.1) integreerimisega ei tohiks olla probleeme. Niiteks, kui p = p, g, siis vorrandi

(2.1) uldlahend avaldub kujul

W=Wh+Wp,

kus wy, on homogeense vorrandi (2.1) lahend ja w, on erilahend, mis soltub vorrandi (2.1)

paremast poolest. Méérates need suurused leiame
w=C; + Cx + C3x% + Cyx3 +

Plaadi riba rajatingimused voime kirjutada jargnevalt

w = 0|x=01

dw |

dx - x:0

ja

w = 0|x=av
d?*w

M, =-D .
dx?lx=q

(2.2)

(2.3)

Integreerimiskonstandid C; (i=1,2,3,4) leiame rajatingimustest (2.3). Asendades w vorrandist

(2.2) vorrandisse (2.3) saame

C1 == O,
C2 == 0,
_ 7p0a5
37 240D’
__ 9poea
47 240D

Asendame need vorrandisse (2.2). Tulemuseks saame vorrandi (2.4) kujul

_ poa* [ x? x3 x>
w 0 (7;—954'25).

"~ 240D

(2.4)

17



See on plaadi keskpinna vorrand silindrilise pinde korral.

Paindemomendid M, ja M, méirame vorranditest (1.15), kui votame osatuletised muutuja y

jargi vordseks nulliga, st.

d?*w

Mx = - dxz’ (25)
d*w

My = —vD oz

ehk

M, = vM,,

M,, = 0.

Asendades vorrandi (2.4) seostesse (2.5) saame

M —_poa2(7—27f+20£) (2.6)

X120 a a3/’ '

Moment M,, = vM, on proportsionaalne momendiga M,.

Plaadi silindriline paine y-telje sihis on vdimalik ainult siis, kui moment M,, on rakendatud x-

teljega paralleelsetele servadele.

2.2. Plaatide puhaspaine

Vaatame ristkiilikukujulist plaati ja eeldame, et see plaat on koormatud paindemomentidega
M-, = const ja M,,_,,,, = const. Sel erijuhul avaldub tasakaalu diferentsiaalvorrand kujul
o*w o*w o*w

Ox* +2 0x20y2 T oy = 0. (2.7)

See vorrand on rahuldatud, kui

18



w = 0,5(C1x?% + C,y?). (2.8)
Integreerimiskonstandid C; ja C, saame rajatingimustest
Mx = m1 Ja My = mz. (29)

Kasutades vorrandeid (1.17), (2.8) ja (2.9), saame

_ rvmy,—mq
1™ pa-v2y’
_ vmy-m,
27 p@a-v?)

Asendades tilal saadud vordused vorrandisse (2.8), leiame pinna siirde:

W= 20(11—172) [(vmg —my)x? + (vmy —mp)y?]. (2.10)

Siit ndeme, et plaadi elementidele, mis on paralleelsed x ja y telgedega, mojuvad
paindemomendid M, = m, ja M, = m,. Teised pinge resultandid ja paarid (momendid) on

nullid, st. M, = 0, Q, = 0 ja Q,, = 0. Sel juhul on tegemist plaatide puhtpaindega.
Vaatleme monda erijuhtu plaatide puhtpainde kohta.

a. Olgum; =m, =m.

Siis

m
2D(1-v)

(x% + y?). (2.11)

See on elliptiline poordparaboloid teljestikus X, y, z. Sel juhul painutatud plaat kujutab endast

paraboloidi osa, sest kdverusraadius on sama kdikides punktides.
b. Olgum; =m,m, =0.

Siis
m

_ ) 2
w = 21)(1—1;2)( x4+ vy*). (2.12)

Selle vorrandiga kirjeldatud pinnal on sadula kuju ja seda nimetatakse hiiperboolseks

poordparaboloidiks (Joonis 2.1). Pinna horisontaalid on hiiperboolid, asiimptoodid on

sirgjooned % = +3/v. Poissoni efekti tdttu on painde moment M,, = m; = m.
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Joonis 2.1: Plaadi deformeerumine hiiperboolseks paraboloidiks.

c. Olgum; =m,m, = —-m.

Siis
m

_ 2 2
w = 20(1—17)( x“+y°). (2.13)

See on hiiperboolse paraboloidi vorrand, mille asiimptoodid on 45° kraadise nurga all kaldu

X- ja y-telgede suhtes.

Olgu momendid M,, ja M,,; mdératud vorranditega
M, = M, (cosa)?® + M, (sina)? + M,,, sin 2a,
M,; = My, cos 2a — (M, — M) sina cos a

viltustel osadel, mis on paralleelsed asiimptootidega. Olgu a = 45°, siis saame

Markus

Kui iilal kirjeldatud plaat ei ole servadest kinnitatud, siis selle siirded on maératud nii nagu

absoluutselt jdiga plaadi siirded.
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2.3. Navier’ meetod

1820. aastal esitas Navier Prantsusmaa Teaduste Akadeemiale tulemuse vabalt toetatud
plaatide painete kohta kahekordsete trigonomeetriliste ridadega. See meetod on kasutatav

ainult vabalt toetatud plaatide korral.

Vaatleme nelinurkset plaati kiilgedega a ja b, mis on vabalt toctatud kdikidest servadest ja
koormatud ebaiihtlase koormusega p(x, y). Koordinaatide alguspunkt on paigutatud tilemisse

vasakusse nurka.

Vabalt toetatud plaadi rajatingimused on jargmised:
w = 0|x=0,a’

d?w

dx? = le:O,a

ja
w = 0ly=gp, (2.14)

9%w

ayz 0|y=0,b'

Sel juhul otsime tasakaalu diferentsiaalvorrandi (1.27) lahendit w(x, y) 16pmatu Fourier’ rea

kujul:

sin =2, (2.15)

mmnx
a b

w(x,y) = D=1 21 Wmn Sin

Arendame seejuures ka koormuse p(x, y) Fourier’ ritta:

nmy

p(x, Y) = 27?;2:1 Z?lozl Pmn Sin%SinT- (2-16)

Siin on wy,, ja Py, madratud kordajad. Lihtsalt on tdestatav, et siire (2.15) rahuldab

automaatselt etteantud rajatingimusi (2.14).

Vaatleme koormamise tildist juhtu. Fourier’ kordajate p,,,,, madramiseks korrutame vorrandit
(2.16) teguriga sinl%xsink% ja integreerime kaks korda iile vastava piirkonna 0 < x < a,

0 <y < b.Seeannab
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a rb . lmx . kmy _
fo fo p(x,y) SlnTsdexdy =

b . .
= Y Pmn foa Jy sm@smmsm—sm ydxdy. (a)
a

Otse integreerides ndeme, et

Ix 0,kuim=1
f sm—sm—dx— a .o

> kuim =1
0,kuin # k
b . nnx . knx ’

J In—sin— =14b . . 2.17
ja Jo sin==sin==dy {E,kuln=k (217)

On teada, et kahekordse Fourier rea kordajad avalduvad kujul

Pmn = ffp(x y)sm—sm Y dxdy. (2.18)

Kui siire (2.15) rahuldab piirtingimusi (2.14), siis kordajad w,,,,, peavad rahuldama vorrandit

(1.25). Asendades vorrandid (2.15) vorrandisse (1.24), saame tulemuseks jargmise vorrandi:

Yim=12m=1 {Wmn [(%) + 2 (mn)z (%n)z + (nb—n)4] pm"} sin == sin n%y = 0.

a D a

See vorrand peab olema rahuldatud koikide x ja y véartuste korral. Seega

2

2 2
Wt (3 4 33) =552 =0,
millest
_ 1 Pmn
Wmn = 24D [m/a)2+ (/02 (.19)
Asendades tilal saadu vorrandisse (2.15), saame deformeerunud pinna vorrandi
1 p mnx . nmy

Kus pmn ON antud vorrandiga (2.18). Kuna |sinmmx/al <1 ja |[sinnmy/b| <1 iga X jay

korral ja iga m ja n korral, siis rida (2.20) on koonduv.
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Asendades w(x, y) vorranditesse (1.15) ja (1.28), saame leida paindemomendid ja 16ikejoud
plaadil ja seejdrel kasutades tulemusi (1.17), maddrame pinge komponendid. Naiteks plaadi
momentide jaoks saame jargnevad avaldised:

_ 1y ) [(m/a)?+v(n/b)?] . mnx . nmy
Mx_;z:mzlznzlpmn [(m/a)2+(n/b)?]? Sin o sin L

1 woo o [(n/b)?>+v(m/a)?] . mnx . nmy
My =;Zm:12n:1pmn (/a2 1 (/D)2 sin—=sin—=, (2.21)
_ Ly ow o0 Pmnmn mmx nmy
Myy = _FZmﬂZn:lab[(m/a)2+(n/b)2]2 coS— s~

Lopmatu rida ldbipainde korral koondub tildiselt kiiresti, seega rahuldava tdpsusega tulemus
saadakse suhteliselt vdikese arvu rea liikkmete korral. Sisejoud ja momendid on saadud
labipainde w(x,y) teise ja kolmanda tuletise abil. Osutub, et sisejoudude ja momentide
16pmatud read koonduvad aeglasemalt, eriti plaadi servade ldheduses. Aeglane koondumine

muudab arvutamise protsessi pikemaks.

Naide 2.1

Ristkiilikukujulise plaadi kiiljed a ja b on vabalt toetatud koikidest servadest ja plaadile mojub

tihtlaselt jaotatud koormus p(x,y) = p,. Méadrata maksimaalne paine, momendid ja pinged.

Kahekordse Fourier rea koormuste kordajad p,,, on saadud vorrandist (2.17). Asendades

p(x,y) = po = const ja integreerides, saame tulemuseks
_ 4po

Pmn = =~ (1 = cosmm)(1 — cosnm)

ehk

=2 (1 n=135,..). (a)

Pmn m2mn
Siit on niha, et p,,,,, = 0, kui m ja n on paaritud tdisarvud.

Asendame p,,, vorrandist (a) vorranditesse (2.20) ja (2.21). Tulemuseks saame painete ja

momentide avaldised:
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_ 16po sin——sin—=

~ Dt Yim= 1,3,. Xn=1 )3, n[(m/a)2+(nl;b)2]2, (2.22a)
16p0 T Xm=13,. =13, m,gr[r(lr/na/):;i(gl//?;]z sin mzx sin m;y, (2.22b)
16p0 — Xm=13,.20m=13,.. m:[(:n/;g)zzi(gl//l:;]z sin mzx sin m;y’ (2.22c)

My, =— 12(41(;:) Yooy [(m/a)zi(n/b)z]z cos mzx cos m;y. (2.22d)

Fisikaliste kaalutluste ja plaadi stimmeetria tottu on selge, et labipaine omab maksimaalse

vaartuse plaadi keskel (x = %, y = %). Maksimaalse ldabipainde vaartus avaldub kujul

m+n
_ 16po % -z '
Winax = D6 Zm=1,3,...2n=1,3,...mn[(m/a)2+(n/b)2]2' (b)

Siin on sm— ja sin— asendatud vastavalt (— 1)’”" zja (— 1)”"5 Voib mirkida, et see rida

koondub viga kiiresti ja kahe rea liilkme arvestamine annab piisava tidpsuse praktiliseks

kasutamiseks. Ruudukujulise plaadi korral, kui a = b, saame

16pya* (1 1 4a Do
w. = -+ —+—++" —
max pm® \4 100 100 D76

~
Wm ax

3

Arvestades, et D =

E . -
ja vottes v=0.3, saame
12(1-v2)

Winae = 0,0454 ‘;:;’ .

Selle tulemuse viga vorreldes tdpse tulemusega on ligikaudu 2,5%.

On selge, et painde momentide read ei koondu nii kiiresti kui siirete rida. Maksimaalne
paindemoment plaadi keskel on méératud vorranditega (2.22b) ja (2.22c). Vottes arvesse

ainult rea esimese liitkme ruudukujulise plaadi korral, kus v = 0,3, saame tulemuseks
Mx,max = My,max = 0'0534a2p0- (c)

Paindemomentide tapne vaartus ruudukujulise plaadi keskel, kui v = 0,3, on
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Mx,max = My,max = 0'0479a2p0- (d)

Seega tulemuse (c) viga on ligikaudu 11,5 tihikut, see tulemus on veidi ebatdpsem kui siirde

korral.

Maksimaalne normaalpinge ruudukujulise plaadi keskel, arvutatud momendi kaudu, vorrandi

(1.19) kasutamisega on oy max = Oy max = 0,287

a?p
h2

Vaatleme jargnevalt juhtu, kus

_ 16pg
P11 = /3
ja
16 . X . T
p = —2sin = sin =,
T a b

Reas (a) sdilitame ainult iihe lilkme. Labipainde jaoks saame jargmise avaldise:

__16p, Sin-sin

b
~ Dnb (1/a%+1/b2)?’ (€)

Loike joud Q, ja Q, ning viidnde joud V, ja V, saame leida, kui asendame lébipainde

vorrandist (e) vorrandite (1.30) abil. Need viivad seosteni

Ty in™ cos™
_ 16p0 b _ 16p0 Sin @ COS b
Qx - Qy -

3 al[(1/a)?+(1/b)?] 3 b[(1/a)?+(1/b)?]

nx .
COS—SIn
a

16po [1/a?%+(2—v)1/b? X . T
v, = po [1/a’+(2-v)1/ ]cos—51 . 0
w3 a(l/a?+1/b?%)2 a
16 2-v)1/a?+1/b?] . mx 13
v, = po [(2-v)1/ / ]sm—cos—y.
w3  b(1/a%+1/b?)2 a b
Plaadile mojuv summaarne koormus on
__rarb _l6pg fa b . mx . Ty ~- __64pg
Ry = Jy Jo pdxdy =—2 [ [ sin—sin=—=dxdy vdi R, = —*ab, (9)

mis mdjub koordinaattelje z positiivses suunas (allapoole). Loikejou, mis mdjub plaadi

servadel, resultant on méédratud jirgnevalt:
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Ry = = [J I + V(a1 dy — [ [ (e, 0] + [V, e, b)[Jdx. ()

Vorrandi (h) paremal poolel olev negatiivne mark néitab, et 16ikejou resultant on suunatud

vastupidi z-telje suunaga. Arvutades neid integraale saame

64p, ab
% (a2+b?)2

Ry = [a* + 2(2 — v)a?b? + b*]. (i)

Liites R, ja Ry vorranditest (g) ja (i), saame tulemuseks

a3p3

(a2+b2)2 "’ 0)

_ Po(1-v)
R, + Ry = —128 °n4

Vorrandist (2.22d), kus m = n = 1, saame
__16(1—v) cos%?cos%%

Myy = ntab (1/a%+1/b2)?’

(k)

Vabalt toetatud nelinurkse plaadi nurka koondatud joud on suunatud allapoole iihtlase

koormuse p, korral, mis mojub samuti allapoole. Iga selline joud on esitatud vorrandiga

S = 2|Mxy| 9 [16(1—17) a3p3 ]

n*ab (a?+b?2)2

Seega kogu z-telje suunas on

3b3

po(1-v) a
Rs =4S =128 FITTI )

Liites niitid vordused (j) ja (1), saame
Rp + RV + RS == O

Huvitav on mérkida, et 16ike joud, Q, ja Q,, tasakaalustavad jaotatud koormuse p,. Arvutame

16ikejou resultandi Rq plaadi serval. Kuna

R = — [ 1100, )] + 1Qx(a, )1 dy — [[|Qy (x, 0)] + @y (x, b)|]dx,

siis peale Q, ja Q, asendamist kahte esimesse vorrandisse (f), saame

Ry =-— %P0 4. (m)

4
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Mark ,,miinus* nditab, et R, on suunatud vastupidi z-telje suunaga. Liites vdrrandid (g) ja (m)

nieme, et
R, + Ry =0.

Uurides tidpsemalt Kirchhoff’i plaaditeooriat, voime veenduda, et 15ikejoud iiksi ei saa

kirjeldada kogu toe reaktsiooni.

Niide 2.2

Nelinurkne seinapaneel on vabalt toctatud koigist neljast servast ja koormuse intensiivsus

pPo = const. Seame iilesandeks médrata deformeerunud plaadi kuju.

Arvutame Fourier’ rea kordajad koormuse reaks arendusel. Usna hdlpsasti leiame

__4pg p&tu/2 n+v/2 i mnx y
mn oy JE-u/2 f’] —v/2 ° sin—==dxdy
ehk
16py . mmé . nmn . mMuu . NAV
= sin sin sin sin . 2.23
Pmn n2mn a b 2a 2b ( )

Lisades need vorranditesse (2.20), saame labipainde kahekordse rea kujul

in—mnf in®1 inmn in2%% 1n—mnx in22Y
wxy) =2reys g e —b a2 __a b (2.24)
Dm6 = = mn[(m/a)2+(n/b)2]2

Selle tulemuse koondumine on suhteliselt kiire kui modtmed a ja b ei ole liiga véikesed.

Siirde saame piisava tipsusega, kui votame arvesse ka esimesed neli liiget.
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Elastic response of plates
Summary

Kaile Kasepuu

The aim of this work is to introduce the Basic equations of the Kirchhoff’s bending theory.
The current study consists on two parts. In the first part we derive the governing differential
equation for the deflection for thin plate bending.

In the second part we study the bending of thin rectangular plates subjected to the transverse
pressure. We find the middle surface of the plate in the case of cylindrical bending. It appears

that in this case the differential equation of equilibrium can be solved by direct integration.

Also we present Navier’s method for rectangular plates with simply supported boundary
conditions on all four edges. We look for the solution of the equilibrium equation in the form
of double seires. Each term of this series is a product of trigonometrical functions which meet
the boundary conditions spontaneously.
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