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Liihikokkuvote

Antud bakalaureuset66 keskendub majandusmudelitele, tdpsemalt optimaalse t66jou ning fir-
ma maksimaalse kasumi mudelitele. Nii optimaalse t66jou kui ka firma maksimaalse kasumi
mudelite puhul on vaadeldud iilesandeid fikseeritud ja fikseerimata loppseisundi korral. Mole-
ma kohta on lahendatud {ilesandeid. Optimaalse juhtimise teooria abil saavad juhid langetada
parimaid voimalikke otsuseid firma kasumi maksimeerimisel.
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APPLICATIONS OF OPTIMAL CONTROL THEORY IN ECONOMICS
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Abstract
Current bachelor thesis focus on economic models, specifically the optimal adjustment of labor
demand and the firm maximum profit models. The optimal adjustment of labor demand and
the firm maximum profit models has been observed problems with fixed and non-fixed ter-
minal points. Both problems have been solved. With optimal control theory, chief executives
can make the best possible decisions to maximize a firm’s profits.
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Sissejuhatus

Optimaalse juhtimise teooria on suhteliselt noor matemaatika valdkond, mis loodi umbes pool sa-
jandit tagasi automaatse reguleerimise teooria tulemusena. Optimeerimisega tegeles inimkond juba
iirgajal, kui tuli piiratud ressursside juures valida optimaalne kiittimisrelv. Ténu arvutite arengule
on viimaste kiimnendite jooksul méargatavalt kasvanud huvi erinevaid protsesse matemaatiliselt mo-
delleerida. [2]

Kaéesoleva bakalaureuset66 eesmérk on uurida erinevaid majandusmudeleid kasutades optimaalse
juhtimise teooriat, koostada Jupyteri toolehed kasutades programmeerimiskeelt Python, tuua eri-
nevaid néiteid ning lahendada tilesandeid analiiiitiliselt. Antud t66 on peamiselt referatiivne ning
pohineb raamatutel A. Chiang "Elements of Dynamic Optimization"[1] ning J. Lellep "Siisteemide
optimeerimine"[2]. Kasutatud on ka D. S. Hamermeshi raamatut "Labor Demand"[5], iilesannete la-
hendamisel A. Pedase ja G. Vainikko opikut "Harilikud diferentsiaalvorrandid"[3] ning M. I. Kamieni
ja N. L. Schwartzi opikut "Dynamic Optimization: The Calculus of Variations and Optimal Control
in Economics and management"[4]. Kasutame mudeleid, mille tuletamisele selles t66s tdhelepanu ei
poora.

To66 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis tutvustatakse erinevaid majandusmudeleid seoses
to0jouga, nende olulisust ning aktuaalsust. Teises peatiikis tutvustatakse variatsioonarvutust ja op-
timaalse juhtimise teooriat. Kolmandas peatiikis keskendutakse diinaamilisele optimaalse t66jou mu-
delile, fikseeritud ja fikseerimata 16ppseisuga iilesannete lahendamisele ning tuuakse néiteid firmade
kohta, kes soovivad oma t66joukulusid muuta. Neljandas peatiikis vaadeldakse ettevote maksimaal-
se kasumi mudelit, milles leitakse optimaalne hind ning toodangu kogus, mis annavad maksimaalse
kasumi.

Lisades on toodud Jupyter Notebooki t66lehed, kus kasutatakse Pythoni siimbolarvutuse mooduli
Sympy voimalusi diferentsiaalvorrandite analiiiitiliseks lahendamiseks ja graafikute tegemiseks konk-

reetsete naidete jaoks.



1 Erinevad toojou mudelid

See peatiikk pohineb D. S. Hamermeshi raamatul "Labor Demand" (1996) [5].

To6turu majandust voib kirjeldada, kui iikskoik millist otsust to6andja ja téctaja vahel. Naiteks var-
bamine, to6iilesanded, koolitamine, palk ning boonused. Selline késitlus jaotas eelmise sajandi algul
tooturu majanduse kaheks osaks: t66jou noudluseks ja pakkumiseks.

Aja jooksul tekkis vajadus keerukamate néitajate ning diinaamiliste mudelite jirele. Majandusalas-
te teadusartiklite pohjal on néha, et t66jou pakkumise kohta on pea kaks korda rohkem artikleid
kui t66jou noudluse kohta. Lisaks on margata kasvavat huvi antud valdkonnas. T66jou pakkumise
kohta on kirjutatud naiteks populatsiooni suurusest, struktuurist, maksudest, migratsioonist, toe-
tustest, haridusest ja majapidamistoodete tootmisest. Samal ajal t66jou néudluse kohta on artikleid
iildisest t66jou noudlusest, miinimumpalgast ning t66jou optimiseerimisest ja diinaamikast. Uhe po-
hilise pohjusena toob Hamermesh vilja, et t66jou noudluse kohta teatakse oluliselt vahem vorreldes

pakkumisega. Jargnevalt tutvustame pohilisi t66jou noudlusega seotud mudeleid.

1.1 Uhe sisendiga t56jo6u mudel

Vaatleme ldhemalt iihe sisendiga t66jou noudluse mudelit. Olgu meil tegemist taielikult konkureeriva
firmaga. Olgu = t66jou vajadus, K keskmine palk ning P toote hind. Liihiajaline ettevite tootmis-
funktsioon ¥ on kujul

U(x), ¥ >0, ¥ <O0.
Firma kasumit m on voimalik esitada valemiga
m = P¥(x) — Kz,

mis kehtib kui
V' (x,) = m,

kus m = % on tegelik palk optimaalse (maksimaalset kasumit toova) t60jou z, korral.

Juhul, kui turul ei eksisteeri téielikku konkurentsi, siis ettevote kasum avaldub kujul
m=P¥(x)¥(x) — Kz,
mis saavutab maksimumi juhul, kui on tdidetud tingimus
P'(2)V (2:)¥(24) + P (2,) = K.
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1.2 Kahe sisendiga to6jou mudel

Tihtipeale ei piisa ainult iihest sisendist, mistottu vaatleme niitid kahe sisendiga t66jou mudelit.

Lisaks t66jou vajadusele voetakse teiseks sisendiks kapitali hooldusteenus s.
Y =F(z,s), F.>0, FJ. <0, FJ >0.

Firma kasumivorrand on kujul

K
ﬂ:F(m,s)—fm—gs,

kus g on kapitali hooldusteenuse eksogeenne hind.



2 Optimiseerimine

Selle peatiiki koostamisel on kasutatud A. C. Chiangi raamatut "Elements of Dynamic Optimiza-

tion" (1999) [1].

2.1 Variatsioonarvutuse iilesanded

Variatsioonarvutusega tegeldi juba 17. sajandi lopus, kui mitmed matemaatikud eesotsas Newtoni
ja vendade Bernoullidega uurisid liikuvaid p66rdkehi ning nende omadusi. Sellist tiiiipi {ilesannete

puhul on vaja maksimiseerida voi minimiseerida funktsionaali V'

T
V:/o F(w(t), a(t), £)dt,

kus F' on pidev ja kaks korda pidevalt diferentseeruv funktsioon. Vaja leida pidev ja pidevalt dife-

rentseeruv funktsioon x(t), mis rahuldab tingimusi
z(0) =x9, 2(T)=2r,

kus xg, zp,T on antud.
Seega leiame kahte punkti ldbiva sileda kovera, mis annab funktsionaalile V' ekstremaalse vaartuse.

Tegemist on lihtsaima variatsioonarvutuse iilesandega.

Funktsionaali kujul
T
V= / F(x(t),:b(t),t)dt + U(T,x(T)),
0
kus U on funktsioon, mis soltub ainult 1oppajast T', nimetatakse Bolza funktsionaaliks. Bolza iilesande

lahendamisel defineerime uue muutuja y nii, et
y(t) = U(t,z(t)),

algtingimusega y(0) = 0. Siis
T
| it = y0)] | = () = 0) = u(7) = U(T.2(T))

2.2  Juhtimisiulesanded

Optimaalse juhtimise teooria tilesannete puhul lisaks ajamuutujale ¢ on antud veel muutuja z(t)

ja juhtimine k(t), kust tulenebki optimaalse juhtimise nimi. Optimaalse juhtimise {ilesanne peab
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sisaldama vorrandit, mis seob muutujaid z(¢) ja k(t). Analoogiliselt variatsioonarvutuse iilesandele

minimiseerime vol maksimiseerime funktsionaali J

T
J:/O F(z(t), k(t),t)dt,

kus F' on pidev ja kaks korda pidevalt diferentseeruv funktsioon ning lisakitsendused on antud kujul

Zj(t) = fi(z(t),k(t),t) =0, j=1,...,n.
Funktsionaal peab rahuldama rajatingimusi
z(0) =x9, =(T)=2xr,

kus xg, zp,T on antud.

Ulesande lahendamisel kasutame Hamiltoni funktsiooni (vt [2], 163)

H(w ko t) = —F(a,k,t) + Y fi(2 k1),

kus

OH o f
81‘Z‘ - Z ¢j 5

ning
0OH 8f] _
—akl 8k‘l ]E w] l=1,...,m

Kaasmuutuja ¢ avaldub kujul (vt [2],163)

(2.1)



3 Optimaalne toojou mudel

See peatiikk pohineb A. C. Chiangi raamatul "Elements of Dynamic Optimization" (1999) [1] ja

J. Lellepi raamatul "Siisteemide optimiseerimine" (2013) [2].

3.1 Ulesande piistitus

Olgu meil firma, mis planeerib oma majandustegevust muuta. Olgu x t66jou vajadus, C t66jou mak-
sumus rahaliselt. Vastavalt majandusteadlase Hamermeshi valemile ([1], 75) saame t66jou maksumuse

leida seosega

C =bi’ + K, (3.1)

kus K on kulutused t66joule firma stabiilse seisundi korral ning b on positiivne konstant.

On teada, et ettevotte puhaskasum on

T
1= /0 (p — C)e eldt, (3.2)

kus p tahistab ettevotte sissetulekut, ¢ = 0 algusaega, t = T' 1oppaega ning o diskonteerimise méaéara
(positiivne konstant).

Hamermesh eeldas, et ettevotte sissetulekut saab taielikult to6jou kaudu hinnata kujul
p = 2ma — na?, (3.3)

kus 2ma on firma tulud ja na? on t66jou muutumisel tekkiv kasumi korvalekalle.

Asendame vorrandid (3.1), (3.3) puhaskasumit kirjeldavasse vorrandisse (3.2), saame

T
H = / (2max — na® — bi? — K)e 2 dt. (3.4)
0



3.2 Fikseeritud loppseisuga iilesande lahendamine

Téahistame vorrandis (3.4)

z=k. (3.5)
Kuna ettevotte soovib saada maksimaalset kasumit, siis minimiseerime funktsionaali
T
M = / (—2ma + nz?® + bk? + K)e ¢dl, (3.6)
0
lisakitsenduse (3.5) korral. Olgu meil teada t66jou vajadus algaja ¢ = 0 ning 16ppaja t = T' jaoks
z(0) =x9, x(T)=2xr. (3.7)
Hamiltoni funktsioon (2.1) on kujul
H = (2mz — nz® — bk? — K)e ¢ + ¢k, (3.8)
kus kaasmuutuja ¢ rahuldab tingimust
o((2mx — na?® — bk? — K)e= 2 + k)

j = — — — _Qt
W o (2m — 2nx)e” .

ehk
¥ = (2nz — 2m)e . (3.9)

Kuna vastavalt ekstreemumi tarvilikule tingimusele

OH
a1 =Y

siis saame, et

I((2mx — na? — bk? — K)e 2 + k)

= —2kbe 9
% kbe € + 1)
ning
— 2kbe™ % 41 = 0. (3.10)
Seega
w Qt
= —e?. A1
k 53¢ (3.11)
Asendades seose (3.5) tagasi vordusesse (3.11), saame
. '(/] ot
&= opet. (3.12)

Diferentseerime vorrandit (3.12) aja jérgi



Kasutame seoseid (3.9) ja (3.10)

. (2nz — Qm)e_gtegt 2kbe~ ety
i o )
2b 2b

Parast lihtsustamist saame

Seose (3.5) kasutamisel
nr —m

b

T =x0+
Saame vastavalt lineaarse konstantsete kordajatega teist jarku diferentsiaalvorrandi kujul

I—ot——x=——
@ b

; (3.13)

Lahendamisel kasutame A. Pedase ja G. Vainikko opikut "Harilikud diferentsiaalvorrandid" (2011)
[3]. Vorrandi iildlahend on kujul
T =Tp + Ty, (3.14)

kus xp, on vastava homogeense vorrandi lahend ning z, on mittehomogeense vorrandi iiks konkreetne
lahend.

Lahendame vastava homogeense vorrandi

F— of — %x —0. (3.15)

Moodustame vorrandile (3.15) vastava karakteristliku vorrandi

)\2—Q)\—%=0,

kus A on parameeter. Karakteristlikeks vaartusteks saame

4% 4 n
==+ =4+ . d
A2 9 1 + b (3 6)
Seega vorrandi (3.15) lahend on
xp = CreMt + Che??t, (3.17)

kus C, C on suvalised konstandid ning A; » vastava karakteristliku vorrandi juured seosest (3.16).

Leiame mittehomogeense vorrandi iihe konkreetse lahendi.
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Kuna vorrandi (3.13) paremal pool on konstant, siis otsime lahendit kujul z, = Ci, kus C\

madrame nii, et x, rahuldab vorrandit. Kuna
Ty = 2y = 0,

siis vorrandisse (3.13) asendades saame

n m
_C0, = ——
b b
ehk
m
Cy=—.
n
Seega vorrandi (3.13) tildlahend on
T =2xTp+ Ty = C1€A1t + OzeAzt + T (3.18)
n

Moodustame konstantide C; ja Co méédramiseks vorduste (3.7) ja (3.18) abil siisteemi

Ch+Cy = —%—i—xo,
(3.19)
01€>‘1T + 026)‘2’11 = —% +xT.
Esimesest seosest saame

m
Cy = —-C1 — — + xop.
n

Asendame selle avaldise (3.19) viimasesse seosesse
m m
CreMT 4+ (== 2t ag)eT = —Z tap.

Jatame konstanti C] sisaldavad liikmed vorrandi vasakule poole ning viime iilejaénud liikmed pare-
male poole
CyeMT — oy = _< _m _HUO)G,\QT _m e
n n
Lihtsustades saame

m m
Cl< — el 4 e)‘1T> = <ﬁ - x())e)‘QT - + 7.

Jagades labi teguriga ( — el 4 e)‘lT> saame avaldada konstandi C jargmisel kujul

m m
(— — x())e)‘QT — — tar
C = U

(3.20)
Analoogiliselt siisteemi (3.19) esimesest seosest saame
m
01 = —02—*-1—33‘0.
n
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Asendame teise seosesse
m m
Cye? T 4 ( —Cy— —+ m())e)‘lT =—— +a7.
n n
Jatame C sisaldavad litkmed vorrandi vasakule poole ning ilejaédnud litkmed paremale poole
m m
Cye?2T — OyeMT = —( - —+ xg>eA1T - — tzr.
n n

Lihtsustades avaldist saame

Cg( —eMT 4 e>‘2T> = (ﬁ

m
— :L‘o> M — = g,
n n

Jagame lébi teguriga ( —eMT 4 e’\2T) ning avaldame konstandi Cy kujul

(T - $0>€A1T ~ Lty
_\n n
Co = “onT 1 ot (3.21)
Seega asendades konstandid C1, Cy iildlahendisse (3.18), saame
()T R (2
— n n n n
T=_ + “onaT § onT et + “onT vl e?’. (3.22)
Vattes tuletise vorrandist (3.22) aja t jargi saame
(Zoa)or oy ()T ey
. n n n n
T =M\ T T et + Ay —onT ol e’ (3.23)

(e By 2 ()2
2 n n n n t
0= M\ T 4 T et +21 M T T et ]
(m—x())e)‘lT—E—l—xT ot (T—x[))e)‘lT—@—l—xT \ 2
n n n n t
| A2 —oNT gl e |+ | A2 —onT gl e | .

Asendades viimase esialgsesse Hamermeshi valemisse (3.1), saame leida t66jou maksumuse
(2 a)o Moy (B )T M

_ n n n n ¢

C=bl\M T 1 nT et +21 N\ T LT I
m m
(Boa)or= oy (e B
. n n 2 n n 2
A2 “enT 1 ohT e “enT 1 ghT ¢ + K,
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kus A1, A2 on leitavad seosest (3.16). Praegusel juhul on tegemist olukorraga, kus loppaeg T pole

fikseeritud. Loppaja méadramisel kasutame tingimust

Hl =o. (3.24)

t=T
Kaasmuutuja v (t) ja juhtimise k(t) méadramiseks koige pealt me diferentseerime seost (3.18) aja t

jargi saame,

k=i = CiheMt + Codge?. (3.25)
Kasutame vordust (3.11), saame
y="20,
asendame vordusest (3.25) k, siis
b =2b (CIAIW v 02A26A2t> emet, (3.26)

Asendame Hamiltoni funktsioonis (3.8) aja t loppajaga T', saame seose (3.24) kirjutada kujule
<2maz(T) — nz(T) — bk*(T) — K) e 4 p(TVk(T) = 0,

millest saame
(T) <2m - nx(T)) = K + k(T) (bk(T) - ¢(T)69T). (3.27)

Niitid saame avaldada vorrandis (3.27) x, k ja 1) vastavalt seoste (3.18), (3.25), (3.26) abil. Saame, et

<% + Cle’\lT + CgeMT) (2m -n (% + C’le)‘lT + 026A2T> ) =K+ <C’1)\16’\1T + CQ)\26>\2T )

(b (ClAleMT n Cmew) — 2 (Cl)\le)‘lT n cmew) e—@Te@T).

Parast lihtsustamist saame, et

m2

i n(:cT — %)2 —K+b <Cl>\16)\1T + Cg)\geA?T)Q =0.

Asendame konstandid C; ja Cy viimasesse vorrandisse

2 2
mo n(mT - m) — K+ (3.28)
n n
2
((m — :Co) el — J:T> )\1€>\1T + ((m — 930) eMT xT> )\26’\2T
n
+b —eneT 4 T =0
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Vérrandit (3.28) on voimalik lahendada numbriliselt etteantud parameetrite m, n, b, K korral. Samuti
peab olema teada t66jou kulu perioodi algul ¢ ning perioodi lopul 7. Konstandid A1 ja A2 on leitavad
seosest (3.16).

Olgu meil antud kolm ettevotet, kes soovivad oma t66jou vajadust tosta. Koigil kolmel firmal
on stabiilse seisundi korral t66joukulu maksumus K = 4 miljonit ning t66joukulu perioodi algul
xo = 1500 ja mudeli parameetrid b = 700, m = 3, n = 0,3. On teada, et diskonteerimisméar on
0=0,1.

Esimeses firmas on t66joud perioodi lopul zp = 1560, teises firmas on t66joud perioodi lopul zp =
1640 ja kolmandas firmas on t66joud perioodi 16pul z7 = 1750.
Jargnevalt on kujutatud tulemusi joonistel 1 ja 2. Joonisel 1 on néha t66j6u muutust perioodi jooksul,

see tdhendab, et algaeg ¢t = 0 ning 1oppaeg T' = 24. Joonisel 2 on kujutatud t66joukulu maksumust

miljonites samal perioodil.

1750 1 — Firmal, x T=1560
=== Firma2, x_T=1640
1700 - Firma3, x_T=1750
1650 -
=]
=
=
= 1600 1
=
1550 1
1500 -

Joonis 1: Optimaalne t66jou vajadus
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g4 — Firmal, x_T=1560
u === FirmaZ, x_T=1640
= Firma3, x T=1750
S 48 1 =
E
W
2 46
o]
Sl &
[i]
E 44 - /;
] £
2 S
|g 4 J,
S 42 L
= .-r"'”

40 - — ===

0 5 10 15 20 25
feg

Joonis 2: Optimaalne t66joukulu maksumus

Teises néites olgu meil samuti kolm ettevotet, kes soovivad oma t66jou vajadust tosta. Mudeli
parameetrid on koigil kolmel b = 700, m = 3, n = 0, 3 ning t66joukulu maksumus stabiilse seisundi
korral K = 4 miljonit. Lisaks on koigil kolmel firmal t66joukulu perioodi algul zg = 1500 ja perioodi
1opus 7 = 1700. Esimesel firmal on diskonteerimismééar o = 0,01, teisel firmal ¢ = 0,05 ning
kolmandal firmal ¢ = 0,1. Vastavaid tulemusi on kujutatud joonistel 3 ja 4. Joonisel 3 on néha

t606jou muutust antud perioodil ning joonisel 4 t66joukulu maksumust samal perioodil.

1700 1 —— Firmal, rho=0.01
=== Firma2, rho=0.05
Firma3, rho=0.1 y
1650
—
2 1600
2
1550
1500
0 5 10 15 20 =
Aeg

Joonis 3: Optimaalne t66jou vajadus
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—— Firmal, rho = 0.01
y 471 -=- FirmaZ, rho = 0.05
.E 26 | Firma3, rho = 0.1
E
c 45
g
S 444 '
5 #
7 #
2 #
£ 43 4
= d

s
2 42 -~
=) S
E 41
40 { S——— T —
0 z 10 15 20 =
Aeg

Joonis 4: Optimaalne t66joukulu maksumus

3.3 Fikseerimata loppseisuga iilesande lahendamine

Olgu t66jou vajadus ajahetkel T' fikseerimata. Sel juhul jddvad kehtima seosed (3.8) kuni (3.18).
Fikseerimata lopp-punktiga Langrange tilesannete puhul ([2],[4]) on néidatud, et transversaalsuse

tingimuste kohaselt

mistottu niitid seosest (3.26) saame aja t = T korral

Cl)\le/\lT = —CQ)\QG/\QT. (3.29)
Uldlahendist (3.18) saame aja t = 0 jaoks

m
xTo = E + Ci + Cs. (3.30)
Seostest (3.29) ja (3.30) saame
MT m AT
M + (= O+ ag = 2 ) apeT =0,
n

Seega
—O MM T 4 Oy e T = (xo _ @)AQeW.
n

Konstant C; avaldub kujul
(xo — %))\geA?T

- )\26)‘2T — )\16>‘1T '

Cy
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Analoogiliselt seostest (3.29) ja (3.30) saame
( —Cy+ 1 - m)/\16A1T + Codge™! = 0.
n
Jarelikult
—CQAQQAQT + CQ)\le)\lT = (x() — m))\16)‘171.
n

Avaldame konstandi Cy
— <£1?0 — %) )\16)‘1T
AgereT — \jeMT -

Cy =
Saame niitid {ildlahendi kujul

(:Uo - %) ( — ApeMTeret )\ze/\zTe)‘lt>

)\2€>‘2T — /\1 eMT

Seega loppaja madramiseks saame asendame saadud avaldises t =T

" (550 _ %> ( — ageTOutr2) )\26T()\1+)\2))
T = — 4 .

n AgereT — \jeMT

Kuna 9 (T) = 0, siis seose (3.11) pohjal ka k(T") = 0. Seega seosest (3.27) saame, et
z(T)(2m —nx(T)) = K.

Viimase kahe vordusega saame méérata optimaalse iileminekuaja T'

. (xo _ %> ( — ApelTOutA2) 4 )\26T()\1+)\2))
g + )\26>‘2T — )\1€>‘1T .

JAER S [E R

n AgereT — \jeMT

Olgu kolme ettevotte fikseeritud t66jou vajadus perioodi algul g = 1500. Mudeli konstandid on
koigilm = 3,n = 0,3, b = 800 ja K = 4 miljonit. Arvestame, et esimesel firmal on diskonteerimismé&ar
o = 0,03, teisel firmal ¢ = 0,05 ning kolmandal firmal ¢ = 0,07. Jargnevalt on kujutatud tulemusi
joonistel 5 ja 6. Joonisel 5 on ndha t66jou vajadust perioodil 7' = 0 kuni 7" = 30. Joonisel 6 on

kujutatud t66joukulu maksumust miljonites samal perioodil.
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Tozjoukulu maksumus miljonites

1500 | =——— = Firmal, rho=0.03

=== Firma2, rho=0.05
1475 1 Firma3, rho=0.07

Joonis 5: Optimaalne t66jou vajadus

= Firmal, rho=0.03
=== Firma2, rho=0.05
Firma3, rho=0.07

= o

=1 =]

Ln o
1 1

4.04 1

403

o o o

=) =) =]

= = [
1 1 1

0 5 10 15 20 5 30
Aeg

Joonis 6: Optimaalne t66joukulu maksumus
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4 Firma maksimaalne kasum

See peatiikk pohineb raamatutel [1] ja [2].

4.1 Ulesande piistitus

Olgu meil vaja maksimiseerida monopoolse ettevotte kasumit toote hinna P ja tootmismahu @ kaudu.

Majandusteadlase Evansi mudeli kohaselt ([1],[2])
Q = a —bP(t) + hP(t), (4.1)

kus P(t) on toote hind, Q(t) toodangu kogus ajaiihikus ja a,b, h on antud konstandid (a,b > 0,

h # 0). Evans eeldas, et ettevote kasum on arvutatav valemiga

w=PQ - aQ? - Q7. (4.2)

kus aQ? + SQ + 7 on toodangu maksumus ning «, 3,y on mittenegatiivsed konstandid.
Analoogiliselt optimaalsele té6joukulule on ettevote maksimaalne kasum perioodil leitav funktsio-

naaliga S. Vorrandi (4.2) jargi saame

T
S = / (—PQ + aQ? + BQ + )dt. (4.3)
0
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4.2 Fikseeritud lopphinnaga iilesande lahendamine

Olgu hinnad ajahetkedel ¢t = 0 ja t =T antud ehk
P(0)=PFy, P(T)=Pr. (4.4)

Funktsionaali S maksimumi leidmisel tuleb arvestada lisatingimust (4.1), mille v6ib kirja panna kujul

- b Q—«
P——-P= . 4.5
N . (4.5)
Ulesandele (4.3) kuni (4.5) vastav Hamiltoni funktsioon on
H(P.Q.v)=(P-A)Q—aQ?—y+u( P+ - 1) (146)
) ) h h h ) *
kus kaasmuutuja ¢ = 1(t) rahuldab seost
. 0H
T
Seega
. b
b=-Q- Ly (47)
Ekstreemumi tarvilikust tingimusest (|1],[2])
0H
P o
oQ
saame vorrandist (4.6)
P—B—2aQ+%:0, (4.8)
kust saame avaldada
P 9 B
=+ = 4.
@ 2a0 - 20h 2« (4.9)
Seose (4.9) abil saame vorrandi (4.5) esitada kujul
. P 1 P I} a
P="—(p+r — -z _Z 4.1
7 (0 50) + 20~ 20 (4.10)
ja (4.7) kujul
j Y 1 P B
= (p+r =) — 4 = 4.11
¥ h ( * 204) 2 + 2a0 (4.11)
Stisteemi (4.10) ja (4.11) lahendamiseks diferentseerime (4.10) aja ¢ jargi saame, et
. P 1 W
P=—|b+— — . 4.12
7 (04 50) + 2 (4.12)
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Asendades viimasesse vorrandisse suuruse P ja kaasmuutuja 1) vorduste (4.10) ja (4.11) abil saame

niitid lineaarse konstantsete kordajatega teist jéarku diferentsiaalvorrandi

b+ ab? a(—1—2ab) — bp

p a5 P= R (4.13)
Uldlahend avaldub kujul
P = CieMt 4 Coe™ + Py, (4.14)
kus
Ao =+ b;f;bz (4.15)

on vastava homogeense vorrandi lahendamisel saadud karakteristliku vorrandi lahendid. Vorrandis

(4.14) on Py, tdhistatud diferentsiaalvorrandi (4.13) liks konkreetne lahend

a(—1— 2ab) — b3
P, = — . 4.1
K 2 + 2ab? (4.16)

Integreerimiskonstandid avaldame rajatingimuste (4.4) kaudu jargmiselt

_ Py— P, —eMT(Pr— Py)

C1 1 _ 2T

(4.17)

ning
Py — P, — T (Pp — P)
- 1_ e2hT :

Cs (4.18)

Saadud vorranditest (4.14) kuni (4.18) saame avaldada hinna P(t) nii, et ajahetkel T' on kasum
maksimaalne.
Olgu mudeli konstandid o = %,ﬂ = 0,7 =1000,a = 160,b = 8, h = 100.
Siis
Q = 160 — 8P(t) 4+ 100P(t)
ja

T2P%(t)

7 = —1000P%(t) + 260P(t)P(t) — 3200P(t) — + 416 P — 3560.

Siis optimaalne hind P(t) avaldub

4
P(t) = C1e%"2 4 Cye 012t 4 1435

Joonistel 7 ja 8 on kujutatud optimaalsed toote hinnad ja kogused, kui alghind Py = 11%, loppaja
T = 20 korral. Lopphinnad on vastavalt Pr = 152, Pp = 16%, ja Pr = 17%.
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Toodangu kogus

17 1

— P1=1544
--- P1=16 44
P1=17 44 -

T T T
0.0 25 5.0 7% 1o 125 150 175 200
feg

Joonis 7: Optimaalne toote hind

110 1

100 1

T T T
00 25 50 15 00 125 150 175 200
Aeg

Joonis 8: Optimaalne toote kogus
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4.3 Fikseerimata lopphinnaga iilesande lahendamine

Kui hind P on ajahetkel T fikseerimata, siis just nagu optimaalse t66joukulu puhul, on ka siin
vastavaks traversaalsusese tingimuseks

»(T) =0, (4.19)

kus 9 = 9(t) on kaasmuutuja. Kaasmuutuja rahuldab kaasvorrandit (4.11) ning vorrandit (4.10).

Saame seosest (4.10) avaldada

- P 1
Y = 2ah? (P - = (b + )) + Bh + 2aah. (4.20)
h 20
Votame tuletise aja ¢ jargi tildlahendist (4.14)
P = )\1016/\1t + )\2026)\2t, (4.21)

kus A on voimalik leida seosest (4.15). Asendades vorrandisse (4.20) hinna P iildlahendist (4.14) ning

selle tuletise P vorrandist (4.21), saame

P, A1t Aot 1
¥ = 2ah® ((A1C16>‘1t + )\2026>‘2t) _ B+ Ciet + Coe (

. b+ 2@)) + Bh + 2aah. (4.22)

Viimasest vordusest (4.22) ning transversaalsuse tingimusest (4.19) saame vorrandi
20h? (AlCle/\lT + )\2026)\2T> + Bh + 2aah = (Pk + CreMT + Cge’\QT) <2ahb + h). (4.23)
Teame seosest (4.4), et P(0) = Py. Kasutades seda seost iildlahendis (4.14) jouame vorduseni
Py = Py + C + Co. (4.24)

Avaldame konstandid C ja Co vordustest (4.23) ning (4.24), saame optimaalse hinna avaldise, mis
annab maksimaalse kasumi 16pphetkeks 7'. Eelmises punktis toodud konstantide o = 1—10, B=0,vy=
1000, a = 160,b = 8, h = 100 korral kehtib

4
P(t) = C1e%1? 4 Che 012 1 145,

Joonisel 9 on kujutatud optimaalne toote hind, kui alghind Py = 11%. Lopphind tuleb 16ppaja T = 10
korral vastavalt Pr = 17, 26.
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Joonis 9: Optimaalne toote hind
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6 Lisad

6.1 Optimaalse toojoukulu fikseeritud loppseisuga iilesanne Ju-

pyter Notebookis

In [1]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import rcParams
from sympy import *
from math import *
init printing()

In [2]: t=Symbol('t',positive=True) #algaeg
T=Symbol('T',positive=True) #ldppaeg
b=Symbol('b") # parameeter
m=Symbol('m") # parameeter
n=Symbol('n") # parameeter
rho=Symbol('rho') # diskonteerimismdir
K=Symbol('K') #parameeter
C=Function('C',real=True) #tddjoukulu maksumus
x=Function('x',real=True) #tdéjoukulu

In [3]: dvl=Eq(x(t).diff(t,2)-rho*x(t).diff(t,1)-(n*x(t))/b+m/b) #kirjutame vidlja dif vorrandi
dvl

Out[3]: d? m  nx(t)
N+ — — =0
dr? *0+ b b

d
—p—x(1) +
pdr()

In [4]: iild=dsolve(dvl,x(t)) #lahendame dif vorrandi

ild
Out[4]: N [ “Jm]
- n o ot -
m
x(1) = Cie 2 + Cae 3 +

n

In [5]: wvar('xz0,xT,Cl,C2")
avaldis=iild.rhs
algtingimus=Eq(avaldis.subs(t,0),x0),Eq(avaldis.subs(t,T),xT) #algtingimused

algtingimus
Out[5]: r{ /b bo? +n) ] _’l y/blbet ) l
= T o T
m m
C,+GC + — =xpy, Ce H + Cae ] + — =xT
n n

In [6]: konstant=solve(algtingimus,(C1,C2)) #avaldame konstandid
konstant

Out[6]: 1{bpe2yblbTean) ) b8 +an) - T { n)
(m —nxg)e w —(m=—nxT)e™ =  |e T (m—nxgler —(m—nxT)e

C 5 ——
T\,-'b.jn.#m.;.
n (e T = l)
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In [7]:

Out[7]:

In [B]:

Out[8]:

In [9]:

In [107:

Out[10]:

In [117:

erilahend=iild.subs(konstant) #leiame erilahendi
erilahend

1 bt +dn}
~
Ta

I 7 folbe ) & I a2y ol van] ) 7 b5 1)
(m—nxp)ler —(m—nxT)e™ =% e ze = (m—nxp)e— = —(m—nxT)e™ = e Te 1

x(t) = ﬂ+ -

n Ty fb{82 +4n) T\ fb{be2 +4a)
nle &+ —1 nle ¢+ -1

#asendame parameetrid konkreetsete vddrtustega

pop=erilahend.subs("rho",0.1).subs(m,3).subs(n,0.3).subs(b,700).s5ubs{x0,1500) .subs{xT,1560).subs(T,24) #Firmal
pop2=erilahend.subs("rho",0.1).subs(m,3).subs(n,0.3).subs(b,700).subs(x0,1500).subs(xT,1640).subs(T,24)#Firma2
pop3=erilahend.subs("rho",0.1).5ubs(m,3).subs(n,0.3).5ubs(b,700).5ubs(x0,1500).s5ubs(xT,1750).5ubs(T,24)#Firma3

pop
x(1) = 17.7733695293559, 0 104116276928217 | 1() () 4 1472.226630470640-0041162769282166¢

p=lambdify(t,pop.rhs) #vastav joonis
c=lambdify(t,pop2.rhs)

d=lambdify(t,pop3.rhs)

W=np.linspace(0,24,161)

P=np.linspace(0,24,161)

Q=np.linspace(0,24,161)

plt.plot(W,p(W),"b-", label="Firmal, x T=1560")
plt.plot(P,c(P),"r--", label="Firma2, x T=1640")
plt.plot(Q,d(Q),"y-.", label="Firma3, x T=1750")
plt.xlabel ("Reg")

plt.ylabel("Té&joud" )

legend=plt.legend()

plt.show()

1750 ' — Firmal, x_T=1560
=== Firmaz2, x_T=1640
1700 4 Firma3, x_T=1750

1650

1600

Tasjoud

1550 4

1500 4

pops=pop.rhs.diff(t,1) #tuletis
pops2=pop2.rhs.diff(t,1)
pops3=pop3.rhs.diff(t,1)

pops
1-8504970638659560'1041 16276928217r 6.0600925121 12382_0'0041 1627692821660

avaldis2=Eq( (b*(pops**2)+K),C(t)) #asendame Hamermeshi valemisse
avaldis22=Eq( (b*(pops2**2)+K),C(t))
avaldis23=Eq((b*(pops3**2)+K),C(t))

#asendame parameetrid konkreetsete vddrtustega
aval=avaldis2.subs(b,0.0007).subs(K,4)
aval2=avaldis22.subs(b,0.0007).subs(K,4)
aval3=avaldis23.subs(b,0.0007).subs(K,4)

aval
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Out[11]:

In [12]:

0.0007 (1.85049706386595¢% 1041 16276928217 _ 6 (6009251211238¢00%411627692821660 )2 | 4 — )

p=lambdify(t,aval.lhs) #tddjoukulu maksumuse joonis

In [1]:

In [2]:

Out[2]:

c=lambdify(t,aval2.lhs)
d=lambdify(t,aval3.lhs)

W=np.linspace(0,24,161)
P=np.linspace(0,24,161)
Q=np.linspace(0,24,161)

plt.plot(W,p(W),"b-", label="Firmal, x T=1560

")

plt.plot(P,c(P),"r--", label="Firma2, x T=1640 ")
plt.plot(Q,d(Q),"y-.", label="Firma3, x T=1750 ")

plt.xlabel("Reg")
plt.ylabel("Todjoukulu maksumus miljonites")
legend=plt.legend()

plt.show()
504 = Firmal, x T=1560
i === Firmaz, x_T=1640
= Firma3, x_T=1750
S 48 =
E
4
£ 461
g
¥ .
E 44 /
1 /
8 421 e
g
40 ===
T T T T T T
0 5 10 15 20 5

6.2 Optimaalse to6joukulu fikseerimata loppseisuga iilesanne Ju-

pyter Notebookis

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import rcParams
from sympy import =*

from math import =

init printing()

t=Symbol{'t',positive=True) #algaeg
T=Symbol('T',positive=True) #ldppaeg
b=Symbol('b") # parameeter

m=Symbol( 'm") # parameeter

n=Symbol('n") # parameeter

rho=Symbol( 'rho') # diskonteerimismair
K=Symbol{'K') #parameeter
C=Function('C',real=True) #tddjoukulu maksumus

x=Function( 'x',real=True)
var('x0,x T,C1,C2')

#t66j6ud

(xp, x7, Cy, C3)
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In [3]:

out[3]:

In [4]:

Outf[4]:

In [5]:

Out[5]:

In [6]:

Out[6]:

In [7]:

In [B]:

Out[8]:

In [9]:

In [10]:

dvl=Eq(x(t).diff(t,2)-rho*x(t).diff(t,1)-(n*x(t))/b+m/b) #difvorrand
dvl

2

—p%x(r) + d x(1)+ m_m) 0

di? b b

ild=dsolve{dvl,x({t})) #iildlahend

ild
o blba2+4n) bl ed+am)
] I
m
x(1) = Ce 2 + Che ] + —
n

pop=iild.rhs.diff(t,1) #tuletis
pop

/{2 an} ]

‘.."a-;»plnnj.
1/ b (bp? +4n) ’["' b l A/ b (bp? + 4n) ’[“‘* b
Clg—ief-{—c £+7ef
2 2h 2 2b

algtingimus=Eq(pop,0),Eq(x0,m/n +C1+C2) #tingimused
algtingimus

|

konstant=solve(algtingimus, (C1,C2)) #avaldame konstandid
konstant

\.n’ﬂ-:ﬂ.e—' +4n)

\‘."ﬂ[#p1+-lﬁ:|
\/ b (bo? +4n) '["' C l b (bp? +4n) '["* Z
- 2b ¢

I m
7 + G|+ —— e T =0, x=C+C+ —
X2 2b 0Ty

[N =Y

yb(Bat ) bory (b b2 +dn)
= T &

(m—nxo)(bp+1.:‘b(bp2 +4n)) T (.rﬂ—ma:{,)(blr:.-—1.:’!3(!1.02 +4n))

C : LG

erilahend=iild.subs(konstant) #leiame erilahendi
erilahend

-]

oo+
€

\,'k[bpzr-l.ujl \.-'a[»,plun]l I NOCTIe
o+ i -+

¥ [ 0 B

(m—nxu)(bp— b[bp2+4n])e+ (m—nxg)(bp+1fb{bp2 +4n])e 7 e 7
+
Wt

n(—bp+1}b(bp2+4n)+(bp+ b(bpz+4n))er\;W) n(bp—«,a‘b(bpz+4n)—(bp+ b(bpz+4n))e D

eri=erilahend.subs("rho",0.03).subs(m,3).subs(n,0.3).subs(b,800).subs(x0,1500) #asendame parameetrid konkreetsete vdirt
eriZ=erilahend.subs("rho",0.05).subs(m,3).subs(n,0.3).subs(b,800).subs(x0,1500)
erid=erilahend.subs("rho",0.07).subs(m,3).subs(n,0.3).subs(b,800).subs(x0,1500)

x(t) = %+

p=lambdify(t,eri.rhs) #tddjou vajaduse joonis
s=lambdify(t,eri2.rhs)

v=lambdify(t,eri3.rhs)

W=np.linspace(0,30,161)
plt.plot(W,p(W),"b-",label="Firmal, rho=0.03")
plt.plot(W,s(W),"r--",label="Firma2, rho=0.05")
plt.plot(W,v(W),"y-,",label="Firma3, rho=0.07")
plt.xlabel("Reg")

plt.ylabel("TGojoud")

legend=plt.legend()

plt.show()
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—— —— Firmal, rho=0.03
=== Firma2, rho=0.05
Firma3, rho=0.07

In [11]: pops=eri.rhs.diff(t,1) #tuletis
pops2=eri2.rhs.diff(t,1)
pops3=eri3.rhs.diff(t,1)
pPops

Out[11]: 894.080'03949489742783 181 T0075.002561541 1e0.0884846922334953;
63.1918358845308)-0489897948556636r | |5 1918358845308 (63, 19183588453080.04898970485566361 | 15.1918358845 308) 2

B 3718.67506403853¢003949459742783151 ~ 291483 40563539 ] £"03548469228349531
—63.19183588453080.04398973483566361 _ 15, 1918358845308 (—63.1918358845308¢0-04858979485566361 _ 15,19 18358845308]2

In [12]: avaldis=Eq((b*(pops**2)+K),C(t)) #asendame Hamermeshi valemisse
avaldis2=Eq( (b* (pops2**2)+K),C(t))
avaldis3=Eq( (b* (pops3**2)+K),C(t))
aval=avaldis.subs(b,0.0008).subs(K,4)
aval2=avaldis2.subs(b,0.0008).subs(K,4)
aval3d=avaldis3.subs(b,0.0008).s5ubs(K,4)
aval
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