e i

S NSRS R U Mg

Ueber die

kinelishe Theorie mvollkommener fase

Verfasst und behufs Erlangung des Grades eines

Magisters der Physik

mit Genehmigung
Einer Hochverordneten physiko - mathematischen Facultit der Kaiserlichen Universitiit

. zn Dorpat

zur 6ffentlichen Verteidigung bestimmt

von

Ladislaus Natanson.

/—"""‘" ny et
SV
ARSTROETON

,,,,,,,,,,,,, / LITAT

\
N RvAL:
Ordentliche Opponenten: 135S

Cand. F. He‘v‘i""'ilg‘en. — Prof. Dr. O. Staude. — Prof Dr. A v Oettingen.

I

Dorpat.
Druck von €. Mattiesen.

1887.



/

Gedruckt mit Genchmigang der physiko-mathematischen Facultat.

Dorpat, den 7. November 1887.
Nr. 232

Decan: Weilrauch,

In d i ..
dor ki ir vorliegenden Abhandlung bin ich bestrebt gewesen: erstens zur Ausdehnune
" Kine y o N 5
o ischen (?rastheOIIe auf unvollkommene, d. h. wirkliche Gase beizutragen, zweitens
leser Theorie eine Zustandsgleichung abzuleiten. ’

ken, Wf?ﬂn'.sielnuh;"eignd Rt’:sullate. Ich nehme an, dass zwei Molekeln aufeinander wir-
in grissorer Entfernue gewisse Entfernugg (&), oder um weniger, abstehen; jede Wirkung
in 2wl Theilo gos ndg soll vernac}.ﬂas&g.t werden. Alsdann muss man die Gasmolekeln
Molekel von allegn i;lb e-r‘t denken, in freie und zusammenstossende Molekeln. Ist eine
sich dagegen zwei Odern%r(ighrzzh& lalli lum' R entfemt, so nenne ich sie frei; befinden
ieh, o sind im Zusammangtyry olekeln in der Entfernung R oder in kleineren, so sage
Zusamflzr]?:tc(iinbe;:i}f'rg teh, wie viele Molekeln 7u einem beliebigen Zeitmomente in
unendlieh Klein, so ]:11 en sind. De{ln 1st. die Zel?:d&uer eines Zusammenstosses nicht
bewegen, dio thrigen wonger - O Lheil summtlicher Molokeln sich frei (goradlinig)
durehlaufen. Nu; .\Z’erffen untex" dem EKinflusse gegens§1t1ger Krifte krummlinige Bahnen
scheinlicher, als gip 1; offenbar ein Zusammenstoss weniger Molekeln untereinander wahr-
treffen, dalieben Werdl;sl&n(limg?stoss v1faler; am hﬂuﬁrgsten werden zwei Molekeln zusammen-
geringerer Zail reifache, vierfache, . .. Zusammenstosse stattfinden, jedoch in
dureh gi?a él:iltldaizr &]ewellige Procentsatz s?lcher zusammentreffender Molekeln lediglich
Teitdaner von dun (r}, er Zus.amm.enstbsse bedingt w1rd,'so untersuche ich, inwieweit diese
keln vor dem g, eschwindigkeit und der Bewegungsrle.htung abhz"mgig ist, die die Mole-
fir verschiodons Mallnmenstosse thtten. Gfeschwmdlgkelt und Bewegungsrichtung werden
keineswegs o vleic(;l ekeln _verschieden sein, und qanach konnen alle Zusammenstosse
Zusammenstosse t;na-ase: Zeit verlaufen. Hat man jedoch das Vertheilungsgesetz der im
den Zusammenstoss, Sale?enden Elemente gefunden, so lisst sich die Zahl der stattfinden-
sammenstosse st d eicht daral}s ermitteln. Auf den Fall zweifacher (normaler) Zu-

3 Problem dreifacher reducirbar, wemn nur das Vertheilungsgesetz der

 Geschwindigkeiten 3
g der Schwerpunkte in normalen Zusammenstossen hereits gefunden ist
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Nicht in allen Fillen muss indessen eine Begegnung zweier Molekeln in einer rasch
auseinanderfithrenden krummlinigen Bewegung resultiven. Geniigt die relative Geschwin-
digkeit und deren Richtung gewissen, von der Natur des Kraftgesetzes abhiingigen Be-
dingungen, so kann die Bewegung periodisch werden, und ein stabiles System kann ge-
bildet werden, welches ein Aggregat heissen soll. In Bezug auf solche Systeme wird eine
Rechnung angestellt, deren Resultate mit thermodynamischen Dissociationsformeln in all-
gemeiner Uebereinstimmung sich befinden. Aggregate werden ebenfalls aus zwei, drei,
vier u. s. w. Molekeln bestehen konnen. Indem sic mit anderen Aggregaten, mit Mole-
keln oder endlich mit Gruppen zusammenstossender Molekeln zusammentreffen, miissen sie
zu verschiedenartigsten Zusammenstossen Anlass geben. So kann denn ein einfaches Gas
nur scheinbar homogen sein: es muss complicirte, unendlich verschiedenartige Systeme,
sowohl stabile, als unstabile neben normalen Molekeln enthalten.

Simmtliche Molekelcomplexe, zu welcher Art sie auch gehoren, miissen den gleichen
Mittelwerth der kinctischen Energie fortschreitender Bewegung aufweisen. Dieser Satz,
welcher stufenweise bewiesen wird, dient dazu, eine moleculare Definition der Tempe-
ratur in unvollkommenen Gasen aufzustellen. Es ist ja unmoglich eine Zustandsgleichung
auf kinetischem Wege abzuleiten, d. h. die Parameter: Druck, Volumen und Tempe -
ratur in gegenseitige Beziehung zu bringen, ohne von der Temperatur eine kinetische
Definition zu geben. Ich habe angenommen, dass zwei Gase gleiche Temperatur erlangt
haben, wenn der zwischen ihnen etwa anfinglich vorhandene Wirmestrom aufgehort hat.
Der Wirmestrom zwischen zwei gemischten Gasen wird also berechnet, und es wird ge-
funden, dass die Temperatur durch die mittlere kinetische Energie freier Molekeln ge-
messen wird, und nicht etwa durch den allgemeinen Mittelwerth der kinetischen Energie
siimmtlicher (freler und unfreier) Molekeln.

Nach dem Gesagten wird das Resultat der schliesslichen Rechnung klar: dass der
Druck eines Gases in keiner einfachen Beziehung zur Temperatur und zum
Volumen desselben sich befindet, vielmehr durch eine unendliche Reihe
darstellbar ist, deren abnehmende Glieder den verschiedenartigen Molekelsystemen des
Grases entsprechen.

Diese Reihe wird unter allgemeiner Form aufgestellt und drei erste Glieder werden
ermittelt. Unter Vernachlissigung der nicht zu berechnenden iibrigen Glieder, wird im
zweiten Theile der Abhandlung untersucht, ob die erhaltene Zustands-
gleichung von den vorhandenen, zahlreichen, wenn auch nicht sehr genauen Beobachtungs-
daten Rechenschaft zu geben vermag. Es wird zunichst bemerkt, dass in engen
Grenzen die gefundene Zustandsgleichung der van der Waals’schen ahnlich sich ver-
halten wird. Dabei erscheint die dem Drucke anzubringende Correction, die auch in

unserer Gleichung nahe auf die Form - sich bringen lisst, als durch Anwesen-
heit der Aggregate bedingt; e hingt jedoch von der Temperatur ab. Beides wurde
von Clausius mit bewunderungswirdigem Scharfsinn im Jahre 1880 als Erwartung

ausgesprochen.
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. Das Kohlensiuregas wird als Beispiel gowahlt, um die Zustandsgleichung naher -
discutiren. An den Andrews’schen Versuchen wird eine aus der G‘ri)eichun"ZD n‘i er .Au
bende Folgerung gepriift, wodurch sich dio Constanten ergoben. Dieselh 8 Slc‘ erge-
passen sehr befriedigend auf dip Versuche von F. Roth, sowie au.f verschi Zn ()];mtalnten
Klggznw it’% fn&.ult,.s' i)ie umfassenden, bis 400 Atm, gehenden Comprgssiiljlﬁmtzizﬁ}f;

aga weisen m llgemeinen eine gute Uebereinstimmung auf: ,’ .
selbe bei Drucken, die ungefiihr zwischen 200 und 300 Atm. 1 : I3 #zwar versagt die-
wird jedoch fiir dieses Verhalten oine Erklirang (refunden‘ die .eﬁe‘n, g dﬂl"Formel selbst
Ein einfacher Zusammenha-ng‘ zwischen einer bCobnstanten, dei IZCust(LlS PL‘MI.SIbel petrachte.
inneren Vorpd. > . andsgleichung ¢
Lllllaele;eltvesdl dé:elflllnll)(fel;ng;‘ywme (inneren latenten Warme) wird thooretisch ?J&ltﬁzz
Kohlensiuro e, au. . ué (.he kritische Te@peratur und den  kritischen Druck dor
Die Gesetzo weglcher > cer vllechung Werthe, fhe sehr nahe an die thatsichlichen sind.

6, 1 die Abkithlung der ohne dussere Arbeitsla N
Kohlensiure wnterworten ist, finden sich ; Arbettsleistung sich ausdehnenden
einstimmune. dic ,'.‘GH 1st, finden sich in unserer.Glelchung wieder. Durch die Ugher-
Siure undg’d ;‘le (;;Q;Z;hen,- dgr 1Zusammend1'iic.kbarkelt des Ammoniaks und der schwefligen
latonten War ung .e§teht, wenn die Constanten unabhingig, und zwar aus der
arme und den kritischen Daten berechnet werden, wird geschlossen, dass die

fir Kohlensa : . .
G .bl.lls'dll.ll‘e bemerkte Beziehung zwischen der inneren Verdampfungswiirme und der
pressibilitit auch fiir die zwei genannten Gasarten giltig ist,

‘ Erster Theil: Theorie.
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§ 2 Zwei m ‘ : -

S a Zusammentreffen .
relativo. Goschwindiokott 1 'de MQIeke{n sollen die Ma.ssen ny und m, haben; ihre
Zoit ¢ slaich gxeit, Ire  gegenseitige Entfernung und ihre Kraftefunction sollen yur

8 h w, r, U sein, und im Anfangsmomente, der durch q w ;
bestimmt ist, o0 R 0 et S ’ en Werth R von
» W5 Ay, etragen.  Zunichst haben wir alg Energiegleichung

myomy w? my m,  wo2

B " +;;2 2~ — U= my +m2 2‘ — e (])

ezel : . .

won dos gg}}:;len wir ferr}er mit &, 7, . ..., & rechtwinklige Coordinaten der Molekeln,

vom Schwerpy fi(rpunkt. be;del' als Anfang dient, mit », und 5 den Abstand der Molekeln
Punkte, mit X, Yy, . ... % die Componenten der zwischen m, und my

e ung Skl &ft sy 7 3 SO LO]] /] . i i

k1 fl§l 2 _ 1 m, d?(&?
2 (dt‘) — —‘2‘ & X, + jf *% U, 8. w.; (2)

da a usi .. )
araus hat Clausiug den Satz vom Virial fiir stationire Bewegungsarten entwickelt.
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Dic Begegnung zweier Molekeln liefert nun ein Beispiel, fir welches der Satz vom
Virial nicht mehr gilt, jedoch durch einen etwas allgemeineren leicht ersetzt werden kann.
Aus den sechs Gleichungen (2) folgt nimlich

oy W m,

1
— = 2+ 7%2 U2 = ST (r) +

m () | m d2()
m,+m, 2 2

4 dp 4 de

(3)

wenn u, und u, die relativen Geschwindigkeiten der Molekeln gegen den Schwerpunkt
bezeichnen. Die Zeitdauer des Zusammenstosses sei 7, d. h. zwischen beiden Zeitmomen-
ten, awischen welechen » << R ist (r; und », sollen am Anfangs- und Endesmomente R,
und R, werden) soll die Zeit z vergehen. Der Winkel, welchen die relative Geschwindig-
keit 1, mit dem Radius = zur Zeit ¢ einschliesst, soll ¢ betragen, und in den Momenten
t = o und ¢t = 7 die, Werthe ¢,°, ¢, erlangen; Analoges soll fir m, gelten. Dabei
rechnen wir die Radii =, =, als aus m, resp. m, nach dem Schwerpunkte hin gerichtet.
Demgemiss ist

dr, dr,

o , s _ , )
= — wu cos ¢ = — uy 05 (.
dt 1 & dt 2 ¢
' == e

zu setzen. Wird (3) mit d¢ multiplicirt, von o bis r integrirt, und darauf mit r divi-
dirt, so kommt

m, my W I - () my By w,? cos O 0+ wny By uty cos ¢,° (4)
i Wk T T . i B T T2 T2 TUP T2
m, +wm, 2 2 ¥ T
oder auch my, my  w? 1 ——— = m; m, w® R cos J° )
M M () = bt Lo (5)

m, + m, T

my, +m, 2 2

wenn ¢ den spitzen Winkel zwischen w® und R bezeichnet, und ein waagerechter Strich
Mittelwerthe, die sich auf die Zeit ¢ heziehen, andeutet. Fiir den Specialfall ’

o M _ Omomy )
S“ (T) o ; ? U - (,n _— ])7.14——1

kann » ¢ () mit (v — 1) U vertauscht werden. Aus diesen Gleichungen folgt, dass in
unperiodischen Bewegungen die kinetische Energie grosser ist, als das Virial; setzen wir
7 =00, so werden beide gleich, wir haben den Satz von Clausius wiedergefunden.

In der Folge werden wir die Winkel 2 6, und 2w, zu kennen brauchen, um deren
Betrag die Linie m; m, und die relative Geschwindigkeit w im Zusammenstosse gedreht
werden. Die Winkel #, resp. w, werden also von der anfinglichen Richtung der Ver-
hindungslinie mn, my, resp. der relativen Geschwindigkeit mit derjenigen Richtung einge-
schlossen, welche diese Linien bei grosster Anniherung der Molekeln haben. Die minimale
Entfernung der Molekeln im Zusammenstosse will ich mit s bezeichnen.

SRR

In jedem Momente des Zusammenstosses ist

T =g~ g+ 4
und zur Zeit ¢ = _-:
2
s — s = S 0
Nun ist hekanntlich : ~tgdidr = rdb
| (8)
und : 12d0 = w0 R sin 0 d 9)
worans folgt GO _ 2wt R sin 0 dy
dt? sin %) dt (10)

Andererseits Jjsst sich wegen

l. | r=unr+n
dle Gleichung (3) unter der Form schreiben

m my  w? 1 L momy, d2(r)
motm g g )T o T T
und  setzt man hierin g da*(r?)
4 en zulet i \ .
| 2t fiir " gefundenen Ausdruck (10), indem man dt
mit — — "9

w0 R sin go dr ersetzt (vergl. 8 u, 9), so wird erhalten

w2 . my + my

d¢ = — »M‘ijl",?_ﬁ_lﬁ(l) 2 sin® ¢
¢' wo? R2 gin2 ¢0 tgg[) d lOg r
oder auch, nach (8)
_Momy  w? 1 ") .
df = MEm 2 5 TEW = reo(r
¢ my m, Twr T dé dw = 2 9,_(,1 do
my o+ omy 2 M my o w

Daraus ergiebt sich endlich, wenn man Mittelw

folgende Zeitmomente, sondern auf o s Vo fruher, auf aufoinander-

aufemanderfolgende Winkelelemento bezieht

0.\' Lo- [ /""l:i ) !27"_ T i T”;U(} )—
my 2 — o — Y - - 2* —_
o, P Ay ws = R (. S0
My my, Y P2 14 (7’) Mmm, o w? vaerte 2“ )

§ 3 Unter N :
schon Clesetzo Molekeln eines Gases findet man nach dem Clerk-Maxwel]-

2

xl
A~j_v__ T ar dr'
X

=
aVm
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solche, fir welche die der X - Axe parallele Geschwindigkeitscomponente zwischen den ;
Grenzen ' und @' -+ da' liegt. Demgemiss ist :

4N -

T a? 1

o2 VT[ vee dv ( )
die Anzahl von Molekeln, deren Geschwindigkeit zwischen v und » + dv enthalten ist 1).
In diesen Formeln stellt der Modulus « den Werth der wahrscheinlichsten Geschwindig-
keit vor. Aus dem Clerk-Maxwell schen Gesetze ergiebt sich nun folgendes. Be-
trachten wir eine Molekel Nr. 1; deren Geschwindigkeit

N I
uw=Vn +g A+

ist. Zwischen den ibrigen Molekeln findet man

2
I’

N e W da’
alV n v

deren X-Geschwindigkeitscomponente zwischen 2’ und »' -+ dz’' liegt. Setzen wir
x/ — C(,'l' + 5/ ,

so ist & gleich der X - Componente der relativen Geschwindigkeit aller dieser Molekeln
gegen die erstere Molekel Nr. I. Diese relative Geschwindigkeit soll w heissen und mit
v; den Winkel ; bilden; die Ebene, die 2 und v, einschliesst, soll mit einer anderen,
die durch v, einer fixen Geraden parallel gezogen ist, den Winkel ¢ einschliessen. Dann
ist die Anzahl derjenigen Molekeln, fiir welche dié Componenten der auf Molekel Nr. 1
bezogenen relativen Geschwindigkeit zwischen den Grenzen '

& und & + df& 7" wd z + dy', ¢ und '+ dE
liegen, gleich
N R ER O O g g
asn-/z
oder auch
_ 1 29,
N e (0% + w? = 2w cos ) w? sin y dw dy dy¢ 2)

Um diese Formel, die unten zur Anwendung gelangt, zu prifen, wollen wir die
Molekeln nur der Grosse ihrer Geschwindigkeit nach, und nicht ihrer Richtung nach unter-
scheiden. Beachtet man, dass

1) J. Clerk-Maxwell, lllustrations of the dynamical theory of gases. Phil, Mag. (4). XIX. 1860,
L. Boltzmann. Sitzungsberichte der Wiener Akademie. Bd. 63 und 66, 1871 und 1872.

Wb isosshc e s

2z =

J‘!J’a S ' )
b cos y 2 2v,w 2w w
e @ stn vy d xa T i
y g = ? o
Iy v w ¢ “oTe “ ) ’

o (2]

so findet man, dass unter N Molekeln

N W [ — ey — by
73 G S ¥ (3)

Weﬁzﬁelgnsmh mit einer relativen Geschwindigkeit, die zwischen w und o + dw liegt
?viehti ’ S(etgegebepe Molekel bewegen, deren absolute Geschwindigkeit v gleich ist Diefe’
86 Satz ist in der Prop. VIII der citirten Abhandlung Maxwell’s enthz‘then 1‘

§ 4 Danach misste of J - o
der Zeiteinheit mit eme Molekel, die sich mit der Geschwindigkeit o bewegt, in

@®
1 Nr2V 1 L (=)t _ vty
e e w2 [8 u? — e w ﬁJ dw

v a4 .V (l)
anderen Molekeln zZusammentr i

' : Z reffen, wenn mit » das Gasvolumen bezeichnet i i
Anzahl (1) ist mit der Grisse B von 0. E. Meyer?!) identisch : et st Diose

v

_ o1~ = 249 (Y4
B=NE V7 [a “'+gj5?]f f ¢ do]

v

wd v amn die letate Form leicht gegeben werden, indem v = 1 gesetst
’ Y 7U neuen Variabeln gewiihlt werden. Indessen scheint mir die Form

(1) bequemer zu sein. Die mi
e o adosem. - Die mittlere Anzahl Zusammenstosse €. dip o R
der Zeiteinheit erfihrt, ergiebt sich z. B. aus e © die eine Molokel walrend

4 o _w
C = - T gt g2
aa!/n:fBE v (l’U (2)
0

Dem Ausdrucke (1) k

Unmittelbar alg
2V npe g
v

leich
SIICh, Wenn man B unter qer Form (1) benutzt, denn es ist hekanntlich

R e 0k w+w)? x 2
J ve a? lg ar — e'—-,_l{“"l dy = 2V7r, awe ™ ;u‘a‘z .
0 ' V2 ’

indessen nimmt 0, i i
E. Meyer, um dies zn berechnen, eine Reihenentwickelung vor.

1)y O o Li e
) O.E Meyeor, Dic kinetische Theoric der Gase, 1877, § 136,
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Nehmen wir jetzt an, jeder Zusammenstoss bedirfe einer Zeit z, und es vergehe
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zusammenstossen einer Molekel ein Zeitintervall 4,
Offenbar ist . C = 1. Setzen wir, dass jeder Zeit im Gase N.c Molekeln zusammen-
stossen, so dass stets Ng zusammenstossende Paare in der Gasmasse zugegen sind, und
suchen wir ¢ zu berechnen.

Wihrend der Zeiteinheit finden in der gesammten Gasmenge L N.C Zusammen-
stosse statt; in der Zeit T kommen also V. C.: Zusammenstisse vor. Dies ist die
Zahl der gleichzeitig verlaufenden Zusammenstosse, wenn unter + die mittlere Dauer eines
Zusammenstosses verstanden wird. (Es wird der letzte aus dieser Anzahl Zusammenstosse
zur Zeit beginnen, zu welcher der erste endigt.) Danach ist die Anzahl gleichzeitig vor-

kommender Zusammenstisse 4NV &> und der oben definirte Coeficient ¢ ist einfach dem
Verhiltnisse beider Zeitintervalle = und ¢ gleich.

Diese Rechnung wollen wir nun strenger wiederholen. Um die Zeit r zu be-
rechnen, haben wir

R
dr

. T = Qf“ e "*7{2"':':' T RTE  E AR T T T (3
oV (1 K s 2 D

8

worin s das Minimum von r
. R sin ¢°
s = 2 I 2 (my 4 m,) Uy — U0 (4)
-}_ ’ my m, w??

bedeutet. Zuniichst ist also das Vertheilungsgesetz der Elemente w® und ¢/ in einzelnen
Zusammenstossen aufzustellen. Aus der Endformel (3) des § 3 folgt, dass in der Zeit-
einheit

v —w) @)’

2R o T al T s 0
AN R e [e “ — e “ | dwd dv (5)

.

Zusammenstosse derart vorkommen, dass am Beginne derselben die relative Gteschwindig-
keit zwischen den Grenzen w® und wO + dw9 die ahsolute Geschwindigkeit einer Mo-
lekel zwischen v und v + dv liegen. Daraus berechnet sich die Zahl derjenigen Zu-
sammenstosse, die nmur durch die die relative Geschwindigkeit betreffende Bedingung
sich auszeichnen, zu

wo?
3 2g2
[

N R2) o

C——mn u

(6)

dw®
aty

Da ferner 2 sin ¢© cos 0 df°® dte Wahrscheinlichkeit dafiir angiebt, dass der Winkel ¢°
zwischen ¢¢ und ¢0 4 d¢0 liegt, so haben wir

e

A g i e e s s

-

ot AN 57

R g

— 9 __

2NR?) 27 i

L ety 24

| sin ¢° cos ¢ d¢° dw® (7
als. Anzahl gleichzeitiggr Znsammenstosse anzusehen, in welchen die re]
keit und der Anfangswinkel (w® R) zwischen unendlich nahen Grenzen

Als Ausdruck fir dep Procentsatz ¢ der zu einer beliehi
den Molekeln erhalten wiy aus (7)

ady
ative Geschwindig-
liegen.

gen Zeit zusammenstossen-

T o
2 . ) w?
¢ _ N ) o N
2 - T s, Twle s cos ¢ dep dw (8)
w

. .H.ierin bedeuten W und ¥ untere Grenzen fir w9 und ¢% bei welchen eine
B PGT}OdlSC!]e Be.wegung noch moglich ist; sie hingen ginalich vom Wirkungsgesetze ah
eispielsweise sei die zwischen Molekeln wirksame Kraft der nten Potens der Entfernuné

verkehrt proportional. Ist ein  Minimu i
. m von r, das s heissen mag, i 6l
so muss es folgender Bezihung genigen J g, uberhaupt moglich,

RV . -
(?) sin® J0 = | + T,.,mUDJo? (1?%) '~ 1] ;

. . . " +mz i
dieselbe ist mit G1. (4) identisch. Zur Abkirzung soll
R
S =k
T T

gesetzt werden, wodurch eine trinomische Gleichung entsteht
x?sin? 0 =1+ (2" — 1)

und zur Untersuchung solcher hat bekanntlich Gauss eine elegante Methode ersonnen D)

Beginnen wir mit dem Fall ’ ' i
& k& << 1;alsdann miissen el "
sonders betrachten: s ~ 3, n=23, n<3. Vir offembar dvel weitere Fallo be-

3

a) Ist >3, so hat die Grosse A von Gauss den Werth (1— /;ib

s X

danach . ) . sin2(—1) g0’
hat unsere Gleichung gar keine positive Wurzel, wenn ot g
.. — 1)1 2 N~ 9
sin2 =D g0 (n ey,
" ¢ 4(n— 33 = ]C)‘ .

Dagegen hat gije Zwel positive Wurzeln, wenn

. — 11 'y M-~17
sin® 7Y g0 > 4% *%—* =1 — k)

——————

1) CF. Gauss, Warke, Ba. 1. p- 85, 1866,
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Trifft also erstere Bedingung zu, so nihern sich beide Molekeln bis zur Entfernung Null;
trifff die zweite, so gelangen sie bis zur gegenseitigen Distanz s, um von da an ausein-
anderzugehen. Damit ist auch ¥ berechnet :

*;‘ n—3 1
(n—1) k2(n—l) n—1
1

(1— &)

V'=arc sin -

n—1 2(n—1)

2" (»n—3)

b) Ist n = 3, so erhilt ¥ den Werth
¥=arc sin Vk

¢) Ist endlich » << 3, so hat ohige Gleichung immer positive Wurzeln aufzuweisen,
so dass also ¥ = o wird.

In allen diesen drei Fallen wurde %2 << 1 vorausgesetzt; im Integrale ist also

W:VM o
my my

zu setzen. Ist dagegen wC kleiner als dieser Grenzwerth W, damit also £ > 1, so wird
aus der Begegnung stets ein mehr oder weniges stabiles System entspringen, oder werden
die beweglichen Punkte sich zur Distanz Null sich niihern miissen, so dass jedenfalls eine
schnell verlaufende Annaherung und Auseinandergehen, wie solche oben vorausgesetst wur-
den, nicht mehr moglich wiren.

Somit lassen sich die Zeit 7, sowie die Grenzwerthe W und ¥ berechnen, wenn
das Kraftgesetz gegeben ist; und sind 7, W und ¥ bekannt, so ergiebt sich nach Formel
(8) der Coefficient ¢. Als erste Anniherung darf man ¢ gleich 2R cos ¢%/w? setzen,
diesem Werthe nithert sich bei beliebigem Kraftgesetze die Grosse z, falls die kinetische
Energie der Molekeln sehr gross ist. Alsdann wird ¢ = ¢ Nz R3/y, d. h. ¢ gleicht in
erster Anniherung dem Verhaltnisse des Gesammtinhaltes aller R - Kugeln zum Gas-
volumen.

§ 9. Ich will nun das Problem vielfacher Zusammenstosse behandeln, in welchen
drei, vier u. s. w. Molekeln gleichzeitic zusammentreffen. Zuvor werde ich jedoch als
Hilfstheorem heweisen, dass die Geschwindigkeit, mit welcher der Schwerpunkt zweier
zusammenstossender Molekeln wiihrend des Zusammenstosses geradlinig fortschreitet, stets
dem Ma x well 'schen Vertheilungsgesetze geniigt.

Alle Molekeln sollen dabei gleiche Massen haben. In der gesammton Gasmenge

findet man

2 2
4 N - 4 N v
L 2 e @ g d = ple  a® g
V. e v un v e YV
Vg ! Vo2 2

b T T e b N i K i RE—

Molekeln, deren Geschwindigkeiten zwischen vpound v + dy, , resp. vy und v, + du,
liegen. Ein Zusammenstoss zwischen zwei Molekeln, die diesen Categorien angehoren
finde derart statt, !dass der von den Geschwindigkeitsrichtungen -eingeschlossene Winkei
zwischen ¢ und ¢+ d¢ liege. Wenn wir uns einen Raumtheil mi"t der einen Molekel fix
verbunden denken, so dass er in der Zeiteinheit den Gesammtinhalt V7 R2w sin & d¢
durchwandert, so muss die zweite Molekel in diesem Wegvolumen sich begﬁnden damit ein
Zusammenstoss vorgeschriebener Art erfolge; und so denn ist die Zahl derjenig:en Zusam-

menstossé, in welchen dje Geschwindigkeiten v, und v, sowie der Winkel ¢ zwischen

unendlich nahen Grenzen enthalten sind, gleich .
S N2 R2 _nttwnt
_;;;.h UIZ /022 we a? Sl.n Cd’lh dvz dc

Hierin bedeutet w den Anfangswerth der relativen Geschwindigkeit. Da nun die Ge-

schwindigkeit der fortschreitenden Bewegung des Schwerpunktes ¥ an die tihrigen Grossen
folgendermaassen gehunden ist

v+ 2_w2 9
A vy ———2+2V
1)

w? = v 2 + v? — 20 vy cos £,

sl(; ist die thhl derjenigen Zusammenstosse, fir welche die drei Geschwindigkeiten
H, W, v zwischen den Grenzen V und ¥V + dV, w und w + dw, v und v, + dy,
egen,

16 N2 R2 w3
Vuwlve 2 @ 4V dw dy,

aly

Wird dieser Ausdruck nach vy und w integrirt und mit der gesammten Anzahl der
sFattﬁndenden Zusammenstosse verglichen, so liefert er die gesuchte Wahrscheinlichkeit
eer Geschwindigkeit v, v+ a4 des Schwerpunktes. Bei der ersten Integration ist
']"edoch zu beachten, das fir v, nicht von » und w unabhiingige Grenzen bestehen; man
lllberzeugt sich aus (1), dass in der That in 4w + V24 Vi das Maximum, und in
3w+ V2 ¥y das Minimum von v;> gegeben ist, so dass -

16 N2 R2 LA
—— Viwle @ 22 dydy (2)

?Sﬁmmenstbsse in der Zeiteinheit vorkommen, in welchen V und w zwischen ¥V und
T AV, wound w + du liegen. Gleichzeitig verlaufen also in der gesammten Gas-
menge
32 N2p2 2y2 w?

P tV2e @ yd¢ 24 gn ¢ cos ¢ do dwdV



derartige Zusammenstosse, in welchen noch iberdies der Anfangswinkel (w, R) zwischen
¢ und ¢ + d¢ gegeben ist. Fragt man nach der Wahrscheinlichkeit eimes solchen Zu-
sammenstosses, so hat man diese Zahl mit der Anzahl aller gleichzeitigen Zusammen-
stosse, also mit V¢ zu dividiren ; dies liefert
— 2’”_(12 ) ' 2

sin ¢ cos ¢ d dw Vi, e gV

_x
> w
ffrw“ e 29° gin ¢ cos ¢ d¢ dw

w v

8 l_/? rw? e
V'

Integrirt man nach ¢ und w, so kommt als Werth der Wahrscheinlichkeit von
V, V + dV allein

o, V)
vi) V=

d. h. die Geschwindigkeiten ¥ sind nach dem Maxwell’schen Gesetze vertheilt, wobei

a

als neuer Modulus 4 die Grosse v eintritt.

Nunmehr berechnet sich die Anzahl dreifacher Zusammenstosse in folgender Weise.
In der Zeiteinheit kommen

2N%¢ R? vy _w—w _(wwy .
2 a? 2 - 2 _ %
2By vwie [e B ¢ 5 ]dvdw (/j’ V2)

Zusammenstosse einzelner Molekeln mit Molekelpaaren vor, in welchen der Molekel eine
Geschwindigkeit, die zwischen v und v + dv liegt, zukommt, und die relative Geschwin-
digkeit heider an die Grenzen w und w -+ dw gebunden ist. Daraus folgt die Anzahl

dreifacher Zusammenstosse zu % N2cR2 Viz Va2 + 52 solche Zusammenstosse sind

also seltener als die normalen im Verhiltnisse I/L; c: 1.

In der folgenden Zusammenstellung ist auf Zahlenfactoren wie s l/g u s W

keine Rilcksicht genommen ; dieselben sind unwesentlich, da es hier lediglich auf die
Ordnungsgrosse der heziiglichen Ausdricke ankommt. Mit Z ist ;127 N2 R2a he-
zeichnet worden; die Coéfficienten ¢’, ¢", ¢" . ... sind in der Weise wie ¢ zu bilden,
indem unter r die Zeitdauer eines entsprechenden Zusammenstosses verstanden wird; und
zwar: in ¢’ — dreier Molekeln, in ¢;" — aweier Molekelpaare untereinander, in c,”
einer Molekel mit einer dreifachen Molekelgruppe u. s. w.

Vierfache

aweier Paare . ©iner M. mit
einer 3. M.Gruppe

Es findet statt % in dfar Zeiteipheit VA Zec Zc? Zed
zu jeder Zeit Ne¢ Nec Ne2e" Nece"
1 p]

Zweifache Z-stosse Dreifache —

Das Bildungsgesetz der Cosfficienten ¢’, ¢,", ¢," allgemein zu erkennen diirft
wo{ﬂ schwerlich gelingen; beilaufig will ich dabei stehen bleiben, dass ich sie als ki r' .
B{u_che petrachte, ebenso wie ¢. Die Anzahl der thatsichlich stattfindenden Zusamn(:me
stosse nimmt also rasch ab, wenn man von einfachen zu complicirteren schreitet,. "

) § 6. Wird ein gewisses Minimum fir die kinetische Energie (und in gewissen
Fillen fir den Winkel ¢® wie oben an Beispielen gezeigt worden) nicht eingeh:ﬁten 80
entsteht nothwendiger Weise ein complicirteres System, ein Aggregat. Um deren 2ah1
zu berechnen, kann man sich der bereits angewandten Methode bedienen. Die Zeit, wih-
rend welcher ein Aggregat erhalten bleibt, heisse #, und & hiinge von w, von ,/' und
no.ch von'anderen Verinderlichen ab, die allgemein mit z symbolisirt seien ; f(z) (;m be-
zeichne die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Zusammenstosse, in dem ein :Aé'gregat ent-
steht, = zwischen @ und # + du liegt. Alsdann finden in der Zeiteinheit

2RO
Ty € T wlsin ¢ cos ¢ f(x) du df dw

Zusammenstossse derartig statt, dass bei denselben w, ¢ und 2 zwischen w und w + dw,
¢ und ¢ + df, » und « + do liegen, und es sind gloichzeitig

W B/ I
—— Jjﬂe “wd sin ¢ cos § f (x) de dp dw (1)

ﬁiﬁ:&gate vorhzmnden. pie Integration muss in so viele Theile eingetheilt werden," als
o e}ge 'gypen .der zwischen 4, u.;, ¢ und x waltenden Beziehung vorkommen konnen.
- t. - die zwischen Molekeln wirksame Kraft der 3ten Potenz der Entfernung ver-

Tt proportional, so werden sich beide Molekeln bis zur Distanz Null nihern miissen:

m . .

1) wenn 7 w2 < UY, wie gross der Winkel ¢ auch sein mag ;
m
4

2) wemn

w? > U9 unter der Bedingung ¢ > arc sin 2I/Tv2 _
Wird nun durch die Berithrung die Bewegung einfach umgekehrt, so bleiben im

Falle 1) die Molekeln auch na, i i
. ch der Berithrung verbund
6. anseinander. g nden, dagegen im Falle 2) gehen
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Der Beweis der Gleichung (1) ist in der einfachen Bemerkung enthalten, dass
kein einziges Aggregat, das sich vor dem Beginne cines Zeitraumes & gebildet hat, nach
Ende desselben noch bestehen kann; jedes hingegen, das spiiter entstanden ist, noch diese
Zeit durch existiren muss. Danach sind gleichzeitic so viele Aggregate vorhanden, als
sich wihrend der Zeit & neu hilden. -

Die Gesammtzahl Doppelaggregate heisse ./; wir haben

~— ° o
p =YY 2y ; f f Je 7w sin ¢ cos ¢ F(@) da d dw (2)
e e

14 a

wo das Summationszeichen die besprochene Verbindung verschiedener Integrale andeutet.
Es sei diese Integralsumme gleich J, und

2R*V2x 1
a’ - 7
Dann ist N=M.v.f Y
Bezeichnen wir mit ¢ die Temperatur und suchen j{ 2), so haben wir
1df 2R 2x (dJ 37 da
T frdt T @ Vda )/ dt
d log f (t 3 1 e — 2 . da
ﬂi’l{) = (—a — 5J EJJJ Je 20 wd sin ¢ cos ¢ f(x) dx dp dw )

In der Folge wird erwiesen werden, dass a? der Temperatur proportional sich
andert, so dass ma2 = kt, wo k eine Constante bedeutet. Daher wird

00 w?

d log f(2) 1 . 2 Ijj e 2a2 wi sin ¢ cos gi/' (v) dx d¢i@ﬁ

dt = 9 et 3kt —m 5 poes ,
2 JJI de 25 wdsin ¢ cos ¢ f(x) do d dw .

1) Das Problem der Dissociation, welches mit dem hier behandelten identisch ist, wurde von Gibbs
und seinen Nachfolgern thermodynamisch discutirt und gelést; kinetisch, oder wenigstens z. Th. kinetisch wurde
es von Boltzmann, van der Waals, J. J. Thomson in Angriff genommen. Dennoch ist der molecnlare
Mechanisinus der Erscheinung, namentlich derjenige des Zerfallens der Molekeln, keineswegs klar; ja sogar scheint
die Gibbs'sche Gleichung mit der Voraussetzung, die Molekeln zerfielen in Zusammenstdssen, unvereinbar zu sein.
Ich selbst bin in beziiglichen Versuchen auf bedeutende Schwierigkeiten gestossen, so dass ich obige nicht rein
kinetische Berechnung lieber zu Grunde legte. Die Gleichung N? = M.v.f ist mit der Gibbs’schen identisch, in-
sofern f nur von der Temperatur abhingig ist.

9) Ein hnliches Verfahren ist von Boltzmann in Wied. Ann. Bd. 22. p. 64. 1884 eingeschlagen

worden.

N
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wo (}as letzte in der Klammer befindliche Glied den Mittelwerth w? des Quadrates der
relativen Anfangs - Geschwindigkeit in existirenden Aggregaten angiebt. Nun s(teht er
fahrungsmassig die (mittlere) gesammte innere Energie der Aggrefra;te zur mittler ,
E.nergie der fortschreitenden Bewogung der Molekeln in einem foston Ver}?&]tnisée das dur(?lrll
die Grosse df Verhiltnisses x beider spec. Warmen bestimmt wird. Die erStére(Ener i
sel § w? +-17, sodass also 77 die mittlere potentiolle Energie zweier Molekeln s
Aggrgg’ates. In der Entfernung R bedeutet ; die zweite Energie ist 3 ma2, und q e;fnes
hiltniss beider 5—3x%/3 (x — 1). Dadurch wird 4 » tnd das Ver-

dlogf(t) _ 8x—41 | 21
de x—1 ¢ kg2

3x—4 a1l
f(t)zAt x—1 ¢ kt

erhalten ; A ist von der Temperatur unabhiingig. Diese allgemeine Form der Funetion f

m

—n I

At e ', ist auch von Gibbs gefunden worden. Ich setze also

= ]
¢ , m—T ’ n___4—3x
x—1

%
4

1
M= — N2 e
Av -
und nehme i ; . .
s Aan," Wie es die thermodynamische Theorie verlangt, und das Experiment mit
i er Anniiherung bestiitigt 1), dass 4 vom Volumen unabhingig ist.

&ufein‘ﬁd;wi ?{Vll‘d "elidon dio. Malokeln als berhapt frei, erst in der Entfornung R
dor (:}asm rken voraus und‘ wurden zum Schlusse gefihrt, dass alsdann von selbst in
wordon Stafs:qe dcomphc]rtere' Systemg sich bilden mussen. Neben den freien Molekeln
Versciliede : St ‘(;ppelte,.drelfache, vierfache u. s. w. Molekelsysteme vorkommen, die in
N Sa} Egs er Wel'se durch Begegnungen einfacher Molekeln, doppelter, dreifacher
Bew;agm.l ¥8 ‘ilme mltell}&llder entstehgn k(’)n.nen. Je nach dem Charakter ihrer inneren
kol rascgh \;er'en alle dle:qe Complexe in zwei Arten zerfallen: in Gruppen, deren Mole-
dauerhaft nelnander. voritbergehen (zusammenstossen) und Aggregate, deren Bestandtheile
, verbunden sind und nur durch #ussere Krifte gelost werden konnen.

Da j : . ' .
efert, o J?ldef Categorie solcher Systeme ihren Antheil zum Gesammtdrucke des Gases
Pinfaciw T a:. & priorl vorausgesetzt werden, dass der Druck eines Gases durch keine
) 0 A
fetion des Volumens und der Temperatur, sondern vielmehr durch eine unend-

liche Reihe darstellhar ist 1
{ st, deren rasch abnehmende Glieder d i i
Kelsystomen don G . er den verschiedenartigen Mole-

——

1
) Vel E.u L Natanson Wied Ann, Bd. 24. p. 464. 1885 u. Bd. 27. p. G16. 1386
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§ 8. Der Druck eines Gases wird am einfachsten berechnet unter Zugrundelegung
des Satzes vom Virial. Mit diesem Satze wird die Gleichheit der Grossen behauptet, die
man erhilt, wenn man eine lange Zeit hindurch Gesammtsummen der kinefischen Energie
und ebenso des Virials in jedem Augenblicke fiir alle Molekeln bildet und daraus die
Mittelwerthe zieht. Diese augenblicklichen Summen der kinetischen Energie und des
Virials saimmtlicher Molekeln (deren Zahl wir in einer Gasmasse als sehr gross annehmen
dirfen) konnen als unabhingig von der Zeit angesehen werden, so dass sie von ihren
Mittelwerthen nicht merklich abweichen. Um ferner den augenblicklichen Mittelwerth (¢)
irgend einer Grosse ¢, d. h. den Mittelwerth der simmtlichen ¢ Werthe, die einzelnen
Molekeln zukommen, zu berechnen, sei bemerkt, dass i’} die Wahrscheinlichkeit dafir
angiebt, dass man, zufillig eine Gruppe zusammenstossender Molekeln wihlend, dieselben
im Zeitmomente ¢ bis ¢ + dt des Zusammenstosses frifft 1); und ist 7" die Zeitdauer einer
Bewegungsperiode in einem Aggregat, so ist % die analoge Wahrscheinlichkeit fir ein
Aggregat. Danach ist der oben definirte Mittelwerth (7¢) durch folgende Ausdricke, je-
nachdem er sich auf Molekelgruppen oder Aggregate hezieht, gegeben

(= jﬂi gFdtdedy...dz  (3) =f. . U“f% g Fatdady. .. dz,

T T
worin 7 und § ¢dt, beziehungsweise 7" und | gdt von beliebigen Verinderlichen 2, v,....z,
deren Vertheiluﬁgsgesetz die Function F angiebt, abhéingen. Nun sind die Integrale

T

Lf 7 o

0

den Mittelwerthen § der Grosse ¢ in einem Zusammenstosse resp. in einer Bewegungs-
periode eines Aggregates gleich, so dass also

(;):j...j 7 Fdedy... ds )

In dieser Weise wollen wir Mittelwerthe (¢) berechnen.

Im Volumen v befinde sich N Molekeln, darunter IV (1 — ) freie; Ney, Nes, Ney. ..
Molekeln seien eben in zweifachen, dreifachen, vierfachen . .. Zusammenstossen begriffen;
Nay, Nay, Na, ... Molekeln seien zu doppelten, dreifachen, vierfachen ... Aggregaten ver-
bunden. Die Summa ay + ¢, + a3 + ¢3 + a4 4 ¢, + . . . . ist offenbar gleich «. Be-
zeichnen wir Grossen, die sich auf Gruppen stossender Molekeln und auf Aggregate be-

1) Dabei ist T wie oben die Zeitdauer eines Zusammenstosses.

e o

MRRRRE st i

z?ehen, mit einem angesetzten ¢ resp. a, wobei noch ein Zahlenindex die Zahl dazugehy-
riger Molekeln angiebt, und halten wir an der oben erliuterton Bezeichnung der Mittelwerthe

fest, so haben wir die Virialgleichung nach dem Gesagten folgendermaassen zu schreiben:

%py'{'N%(:lT(?‘))m +N% (%rgp(r))’ + (2)
TNZ (426 m),, + Ng (3o @)+ =

’

— m 5] a,2m 55 ayf \rmu? e Pm ——e =
S N(1 a7)7(v2).+ N3 5 (V?,, + Ng’(% 5 )t N‘}%( Vz)c2 + Ng (2"321’) n

3 3m

| NPT+ N ().t N, 4 v (5, +

ijie'ari‘n bedeuten p dep auf die Flicheneinheit bezogenen Gasdruck, » die Geschwindigkeit
‘i‘etl_ MOlekeln,' v die Geschwindigkeit des Schwerpunktes eines Molekelsystems, « die
relative Geschwindigkeit der Molekeln einos Systems gegen dessen Schwerpunkt.

Die Gleichung (2) kann bedeutend vereinfacht werden, indem man beachtet, dass

ﬁ? = 2—72?7 —_ 3~m%— _ 2m——sar 3m— 537
2( ) 2 ( )cz 2 (Vh)u— ....... = ?( V )a2= 2—(V )M: ....... = gma’; (3)

Wo a wie frilher den Geschwindigkeitsmodulus freier Molekeln bedeutet. Das Vertheilungs-

42—V gy

gesetz der Geschwindigkeiten freier Molekeln e liefert ndmlich unmittelbar

(v) — 3 o2 v .
) =320, 3(1}’) = ;'}ma’.

Ferner wurde in § 5 als Vertheilungsgesetz der Geschwindigkeiten V,, der Aus-

druck 4 V24— vy ﬂf dV /3 Vz gefunden, wo g = Vag .

(V2)er = 38> = Ja2 |

Daraus folet - 2 = vz
gt: Qmﬂ = ma? , -22—’"( V2)e, = Jmal.
ot Iléo(rim{{en hun Zusammenstosse zwischen zweierlei Molekelarten my und m, zu Stande,
dassn . 0 lé 1 a u‘nd-ﬂ’ qer Beziehung m,a? = m,/3? geniigen, so kann bewiesen werden,
‘ 1 Geschwindigkeiten der Schwerpunkte der entsprechenden’ complexen Gruppen

wieder dem Maxwell’sch )
en (esetze fol d
Boziehung z¢ folgen werden, wobei der neu.e Modulus ; der

(my + my) 2 = my a2 = m, j32
geniigt. Es kommen namlich
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8 N, N§£ v ? v? e (a'ﬂﬁ’)wsinfd:dvn duy

ad

Zusammenstosse zwischen N, Molekeln m;, und N, Molekeln m, derart vor, dass die
@eschwindigkeiten heider und der von denselben eingeschlossene Winkel zwischen v, und
vy + dvy, v, und vy + dvy, {und ¢+ d¢ liegen. Da nun

2
my Yy

_mymg W r_mw
—i—— + (my + my) s = 5 T oder (4)
w? 1 & v,2 v,2 .
- + — = 2t 2
at 4 32 M s a? + 4 1St,

my - m,

so betriigt die Zahl derjenigen Zusammenstosse, in welchen die Geschwindigkeiten V, w, v,
zwischen den Grenzen V und V+ dV, w und w + dw, v, und v, + dv, liegen:
w? (my 4-m,) V2

. v (mtm)b
SN;aggR L gy o T T e w2 VdwdV dey
1

und nach v, integrirt?)
. _ (o m) V2 o
16 M3N2 1{2_ Vee my wde ©+B JquwdV
a’® G
Wird also eine Gruppe zweier Molekeln m , m, zufillig getroffen, so besteht die Wahr-
scheinlichkeit

Ve w?
tV2e _mal wle “EFgin g cos P df dw dV
m, +m,
* * 3 Ve w3
ﬂfrw ¢ TIE wle  FEFsin ) cos § dp duw AV
my - my

o Wy

dass die Gruppe Elemente V, w, ¢ aufweisen wird, die zwischen ¥V und V + dV,
w und w + dw, ¢ und ¢ + d¢ liegen; und daraus ergiebt sich, da z von ¥V unab-
hiingig ist,

1) Dabei sind
Vﬁ-{—( ™ )2w2 + 2™y und Ve (__1’! )’w _ 2y
m,~+m, mym, my+ m?
als Grenzen fiir v,2 anzusehen; dieselben ergeben sich leicht, wenn man die Gleichung v,2=v,2 4 w3— 2v wcosy,
und daraus

2 .
v22+(_L) w? — 2%41%';2 Uy W cos yy, = V2, r. = sp. Winkel (v,w)

beachtet

SR
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Ve
V2e r dvV 4 —Y; 2 .
w I V2e 7 dV, worin ;2= ™% _ _mf

m; + my, m, + m, ’

sze—7dV

o

als Vertheilungsgesetz der Geschwindigkeit V. Damit ist der angefithrte S

. a 1
Da nun dreifache Zusammenstisse n a bewieson.

der Regel vorkom ;
: S men, wenn freie Moleke] i
zweifach ; . ; ’ olekeln mit
en Gruppen zusammentreffen ; vierfache, wenn einfache, zweifache und dreifache
C

Gru 7 i
: lppen Ausammentreﬁen . S. Ww., so werden wir das allgemeine, beziiglich zweier Mole-
eln m; und m, bewiesene Theorem, schrittweise anwenden konnen,

Wird m; =m, mit dem Mod. «

My = 2m, mit dem Mod. £ gesetat, so kommt

—_ 3 3 m 1 .
V2),==+3—=°2" o 1 ,, : 3m 3 5
(V) g T 2 8n % 2 & damit g (V)= 3 ma?.

Wird a) m, = 2m (Mod. j5) i b) my = m (Mod. a)
o , oder
my = 2m (Mod. ) my = 3m (Mod. p)
gesetzt, so kommt
8:) Wc=§‘\2:‘:i 2m 3 3 o dmo
(P?).s 5 0 2 4 ﬂ2—1ﬁ2:§a2, dftmlt2‘(172)04=%moz2 oder
D (7o), =2p=3_m_ ,_ 3 it "y, —
(Ve),, 5 O 2 miam = 5 o , damit = (P, = % ma® u. 8. W.

- delgglrbejufd.Zusammengtbsse l.)ez'iigliche Theil‘der Gleichungen (3) ist also erwiesen.
Asgrogato tat 'If;%t?n Welse denjenigen Theil dieser Gleichungen zu beweisen, welcher
i Zegi:dau e ;‘1 t, ist nicht ausﬁihrb.ar, Wenigstens nicht ohne specielle Annahmen ther
wittlers k'ert'l. (S. § 6). Indem ich indessen hier zum Schlusse gelangte, dass die
stossendor H;a[ llsche Energie der Schwverpunktsbe\vegupg simmtlicher Gruppen zusammen-
selbst oo ;)1 ekelp auf . del.l Werth 3 ma® durch die Bedingungen der Zusammenstisse
mittlereo kim(ig‘t wird, will ich weiter unten darauf eingehen, in welcher Weise die
GI‘enZWerthne'iISChﬁe E}lel‘g‘le beliebiger Aggregate mit der Zeit sich allméhlig an denselben
2™ nihern muss, wenn sie etwa anfinglich vop 3 ma® verschieden war.

Ausser den Gleichungen (3) miissen noch folgende Gleichungen

(24 mid)a = 4(770))a

(32 D] m“_z)aa = %(2 7“};???)),,3 : ()
(% mu? ey = %(Z'T;o(r))a,‘ w. s. w.

U 1

[
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beriicksichtigt und in die Virialgleichung eingefilhrt werden; in denselben wird die
Periodicitat der inneren Bewegung in Aggregaten ausgedriickt. Dadurch verschwinden in
der Virialgleichung simmtliche Glieder die in (5) vorkommen '), und man erhalt

3 3 Ay Cq s 2 R I
5pv=—4—Nma2(l——w+—2~+;+’3—+g+ )+

FNE (Ttmid— Lrp())at N2 (X hmd— ) Xrp@))a t e

Bedenkt man, dass « der Reihe ay + ¢; + a5+ ¢35+ - gleich ist, und erinnert
man sich der in § 2 gegebenen, dort mit (5) bezeichneten Formel, so kann man auch
_mat g m o 24 2 .. ...
o= 2 (] 2 2 3 3 ) +

schreiben. Um den mit V¢ multiplicirten Mittelwerth zu ermitteln, miissen wir aus § 4
anfithren, dass die Wahrscheinlichkeit, in einem zweifachen Zusammenstosse die relative
Anfangsgeschwindigkeit und deren Winkel mit dem Anfangsradius zwischen w und
w + dw, ¢ und ¢ + d¢ zu treffen,

2N R21/2 T2 .
B il —@ e 22 wlgn ¢ cos ¢ d dw

a’y Cy

betragt, die Gleichung sich also nachstehend gestaltet

Noma? a. ¢ 2a 2e
py:_é_»(l_;_é@_?’_fﬁ_ ........ )+ (6)
N R w2 (e : . 2
m)/ 2n T . NZCs 't — L Srolr)
+‘—”*37;3‘;——*.Jgf wt e s ¢1 cos? ¢) d¢dw + N 9 (%g’mu %ngo('r))ca +
w e
Dies kann endlich, mit Riicksicht auf die Definition von éz:
. _ NRY/ | : s
bao= V‘“f f rwle  * sin ¢ cos ¢ dp duw
W

1) Mit dieser Bemerkung wird wohl klarer, weshalb die Atomenbewegung in Gasmolekeln auf den Gas-
druck keinen Einfluss #ibt, und sich Gasmolekeln in mancher Beziechung wie einfache materielle Punkte verhalten.

s o e
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noch folgendermaassen umgeschrieben werden

T
py = Tme? ( |-y R G ‘ W 2R cony _»
2 2 ady J. (3:12' w—ﬁﬁt) wle 22 singbco.s';/)dglvdw)._
w ¥

__ Nma? (2 2¢ p
T(?S+,_1+ ......... )+ N___(z'l‘u*‘_

Das Doppelintegral kann je nach dem Kraftgesetze verschiedene

Das dritte Glied in der Klammer soll b,, d Werthe haben.

as Doppelintegral selbst J heissen, so dass

by = NE V9 dieses Glied will ich wi
T lead wi i ni : 5 .o .
berechnen, oy lch wieder in einigen speciellen Fillen beispielsweise

Wirken die Molekeln gar nicht aufeinander, so ist offenbar W — o, =0

©=2Rcos¢/w, und by = 0. Wirken sie nach dem Newton'schen Gesetze

det man aus Gl. (3), § 4 o

T _ wRAcos(/{__‘g. UR w"‘—-—%U—F wcosg{;]/wZ__fU

2 w2 —— 4_ U m(wz__«i I])a/; lOg o “L
m m ]/w2sin2¢ (wﬁ_ 4 U)-i—i e

=, - " ™

stan desngrm ?ede“ten w, R, ¢, U Anfangswerthe der rel. Geschwindigkeit, des Ab-
Wird :l es Winkels (w, R) und der Kriftefunction fir zwei zusammenstossende Molekeln
rd dieser Ausdruck statt z in das Integral J eingesetat, so entsteht ein COmplicirteq.

Integral, das jedoch unt : ke :
Sich male aufJ nter der Voraussetzung, U sei klein gegen den Mittelwerth von w?,

_ 8 h
—_ fo_ — B2 b’ . .
J 1/2 Ri2 o3 1+9V;ke ——VL;Je J’ dx]

l B (]

reducirt; das Verhaltnisss 2 — 3 ¥
m

@ = % o> Wo E den Mittelwerth der kinetischen Energie

frei . . .
eter Molekeln hedeutet, ist A2 gleich gesetst worden. Daraus folgt nun weiter

‘ |57
9 U 3 NzR® - — 3 U 2 E
bzzgﬁ 1+§ 3 /y_e_2E 2 o

v 9 2z V E T V7w ¢ dw)

1]

%
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h
Das Integral f V2.: ¢ da hat den Werth I, wenn A = oo ist; daher sind J nnd
T

b, immer positive Grossen.
Es lasst sich zeigen, dass &, in allen Fillen die Form

NrnRs U

4
3 v E

haben muss, wo j ein reiner Zahlenfactor ist; ist U/E klein, so kann man j als con-
stant voraussetzen, und dies muss in wirklichen Gasen der Fall sein.

Interessant ist es hier den Fall, wenn sich die Kraft der 3ten Potenz der Ent-
fernung verkehrt proportional indert, zu untersuchen. Man fiberzeugt sich leicht, dass

alsdann
w R cos .2 N K
T WRoesd ¥ = arcsin - .I/‘E W=2 l/—q
2 w’——_é_U " "

m

T

und daraus folgt szm Jeos? P dd =
v

1 4 U %2 4 NzR? _2v
__(wz_v) , G =%"—"—¢ ma  algo

w3

Dieses Glied verschwindet also in diesem Falle, als ob keine Wirkung stattfinde.

Was die mit &, in derselben Klammer vorkommende Grosse a, betriﬁ“t, so ist nach
§ 6 und § 8 M = Nay/2, und damit

— = th" = et "
2 Ay

a, N m a m
v

wo a, m, n von der Natur des Gases abhingige Constanten bedeuten.

§ 9. Jede Zustandsgleichung muss die Temperatur enthalten, und es wird gefragt,
was die moleculare Definition der Temperatur unvollkommener Gase ist. In vollkommenen
Gasen kann nur von einem Mittelwerthe der kinetischen Energie fortschreitender Bewegung
die Rede sein; dagegen konnen in unvollkommenen Gasen verschiedene Mittelwerthe ge-
bildet werden, und keineswegs scheint es mir statthaft zu sein, wenn man ohne Weiteres
den allgemeinen Mittelwerth simmtlicher kinetischer Energie fortschreitender Bewegung
als Temperaturmaass annimmt. Ich versuche den Beweis hier zu liefern, dass nicht die-
ser Mittelwerth, sondern die mittlere kinetische Energie der freien Molekeln allein das
Temperaturmaass abgiebt.

L
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Wenn zwischen zwei gemischten Gasen I und IT kein Wirmestrom fliesst, weder nach
der Richtung I—II, noch nach derjenigen II—I, so soll angenommen w,erden beide
Qase besitzen gleiche Temperatur. Sind untereinander unsere Gase I und II gel’nischt
die aus Ny (1 — @) und N, (1 — x) freien Molekeln m, und my , aus Gruppen un(i
Aggregaten 2m,, 2m,; 3my, 3my; u. s w. bestanden, so entstehen, bald Gruppgen und
Aggre.agate (my + my), (2my + my), (m + 2my) w.s. w. Ich beginme damit, dass
ich die gesammte Energiemenge berechne, die z. B. von den freien Molei(eln m( in,iht
Zusammenstossen withrend der Zeiteinhoit gewonnen oder verloren wird. : -

> und ]')unicoltlve Ifll(l:g. Zusammgnstoss my my ﬁndet folgende Energieinderung statt. Mit

I rossen bezeichnet werden, die dem Anfangs- tesp. Endesmomente des Zu-
szymmensjuosses entsprechen; mit v , v, die absoluten Geschwindigkeiten, mit w, und «
die relativ gegen den Schwerpunkt genommenen Geschwindigkeiten von 9’n und 1m ?;
w deren gegenseitige relative Geschwindigkeit. s ist 1 o

, .
v cos (v X) — v;0cos (1,9 X) = u, cos (w/ X) —ucos (,°X) u s w.
u; ¢0s u; X — wuy cos wX=weoswX u s w

m, u, ¢
1 €08 (uy X) + my uy cos (u, X)=o0 uw s w; und daraus

v’ 08 (0 X) — 0,9 cos (,0.X) — m]m_zF wmz (cos (w' X) — cos (w0 X)), ¢))
W w = w" = w0 VlSt. In der beistehenden
Zeichnung mogen 0X, Ou® Ow' die Richtungen

fler X -Axe und der relativen Greschwindigkeit

Im Anfangs- und im Endesmomente des Zusammen- 4
sjcosses angeben. Der Winkel Ow®, Ow’ sei 2 w

(in § 2:. 2w;), und ¢ der Winkel, den die Bahn-

ebene mit einer durch Qo parallel der X - Axe
gezogenen Ebene bildet. Alsdann ist

c0s (w' X) = cog (w0X) cos 20 + sin (W°X) sin 2w cos ¢, daraus

cos (w' X) — cog wX)=—2sinw (cos (w°X) sin w — sin (w° X)) cos w cos ¢) 2)

Ziehen wir in der Bahnebene oine Gerade OA so, dass sie mit der oo Richtung den

Winkel (5 — ) einsehliegse i in di i
g , 80 haben wir darin die Symmetrieas i
o X bidet o do e ymmetrieaxe der Bahn. Mit der

¢0s (AX) = ¢og (w°X) sin @ — sin (w'X) cos w cos ¢
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Verbindet man dies mit den Gleichungen (1) und (2), so kommt

1 ’ 2 $ .
v cos (vy X) = 4,0 cos (v,°X) — mlmj_:;’ sin @ cos (AX) uw. s. w. und ferner
4m,? w? sin? w 4my v,° w sin @
v '? = p,0? 2 —_ 1 0
1 °* -+ (my + my)? m, + my cos (v,°4), (3)

worin cos (v,94) noch mit cos y sin @ + sin  cos w cos & ersetst werden kamn. Der
Winkel 7 wird von den w® und v Richtungen gehildet; der Winkel ¢ von der Bahn-
ebene und einer durch we parallel v,° gezogenen Ebene. In einem Zusammenstosse My my
erfihrt also die Energie der m, Molekel folgende Aenderung 4):

m. 2m,2 m, w? 2m, m, v,° w

1 _ amy . 2 . . .

o U T oyt = S i 20 — 2 (gin 2w cosy + stn i sin @ cos w cos )
2 2 (my my)? m, T m, h

§ 10. Diese Aenderung hangt also von den Anfangswerthen der Elemente o, &,
v, y und & ab; demn o ist durch w und ¢ bestimmt. Bei der Bezeichnung dieser An-
fangswerthe wollen wir fortan den Index © unterdriicken. Das Vertheilungsgesetz der
angefihrten Elemente ist leicht festzustellen. Bedeuten a und 3 die Geschwindigkeits-
moduli der freien m, und m, Molekeln, so findet man

IN. (1 — w24 w? — Qvweos )
_%V;wﬂ) [ s? w? sin s d]‘ dw

mg Molekeln, gegen welche die relative Geschwindigkeit einer m;, Molekel zwischen w und
w -+ dw, und der von w mit v, gehildete Winkel zwischen y und 7 - dy enthalten ist.
Jede solche m, Molekel begegnet in der Zeiteinheit

y2

4N (1 —=) R2w sin pcos pvte o dvdd do

a*Vr

m; Molekeln derart, dass v, zwischen v und v + dv, und die Winkel ¢ und ¢ zwischen
¢ und ¢ + d¢, uwischen ¢ und ¢ + do liegen. Unter allen diesen Bedingungen fin-
den also

v? vd w2 — 2 weos y

2
BNN, (1—m) A —m) B, —% ke

siny sing cos P dwdy dv dy do

a’ PP

m, m, Zusammenstosse in der Zeiteinheit statt; in ihnen wird (vergl. Gl (4), § 9) von
den Molekeln m, die Energiemenge gewonuen :
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16 N, N, (1 — ) (1 —a,) B2 m, m, % . (l)
a® 3w m, -+ my
T
®oma ¥ u? v2 4w — 2w cos y
m, o - 2 . . .
;n;{_z;hzﬂﬂfv% wie ﬁ, sin  stn?o sin ¢ cos ) do dy d¢dv dw —

— 00 06 0o

T

T 27
® 0 2 v? v3 4 w2 — 2vwjcos y

R

O 0 0 00

stny cos y stn’w sin  cos ddidydddv dw—

v? v+ w?— Zvwos y

S

9 0 0 o0 o0

sin?y stnw cosw sing cos) cosd dé y d¢ dv dw

Nach ¢ integrirt:

wl_jl (1 "_,,'_1,7?) R oy m, « @
3 33
° /? m, + my
T
m maogz p v v 4 w? — 2vwcosy

P T, s T T g '

m, + m,JJﬂM ¢ “ude 5 sty sinfm sing cos dy dp dv dw —
- 0000 .

T

2 T
w ® oz ¢ v2 v w? —Zvwcosy

- ﬂﬂqﬂ g— a? whe I siny cosy sin2w sin g cos ¢ dy d¢ dv dw

O 0 00

T

Ich betrachte nun die Gr(‘jssefsz'nzw sin ¢ cos¢ d¢, die in beiden Integralen vor-

k'omn.lt und J heissen mag. Dass J positiv ist, bedarf keines Beweises, und dies ist,
: Wie sich zeigen wird, alles, was wir iber J szu wissen brauchén. In einer ziemlich
allgemeinen Voraussetzung kann J ausgerechnet werden; nach § 2 ist niimlich
5 ®=h (}z—¢), wenn A eine von den Mittelwerthen des Virials und der kinetischen
Energie der zusammenstossenden Molokeln abhingige, In § 2 gegebene Grisse bedeutet.
Unsere Voraussetzung besteht nun darin, dass 4 nicht mehr ¢ enthilt. Alsdann ist
4
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=1 -1 ’ cos hx sin x de

T

hr
® T cos = 2 cos? M
. 2 2 2
J cos he sinx dx = IR Y =
rEe)r(e5 1— h
0 ) o2
cos? h—;
J o= ) (l — )
1—h?
Bei den weiteren Integrationen
F 2 e e 2w
.6 ar ’ Sin 3 d = AE—)— (6 # ——e ” )
Iar 2vw
o
7 Zvw o8 - 2vw 2 vw 2w 2ww
s ' siny cosy dy = A (e P e /9’) — (e — 192)
reosyar = 2ow 4 v2uw?

)

begegnet man keinen Schwierigkeiten; J ist als Function von w allen anzusehen. Obige

Energiemenge wird danach

BN N, (L —a) (L—ap) B mymy

ad "y -+ m,
. v w0t
2(“_';_1")!,‘3216 a’w“J( A2 —¢ A2
m, 2
2 e U (p—wr (v
— ﬂ—zﬂvze aqyd J (e 7 e a

Die Integrale

o v?

(v — w)?

L v+ © w2 (—w?r (v W
fv2e @ (e o +e A )'dv und fove (e B2 —¢ s

o 0

dv dw -

) dv dw +

(4)
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werden leicht reducirt auf

w3

R O el = L TETR 3w (et
N faﬂ (e ” +e 7 ) da u. ﬂ—-,fx (e o, 7t ) du

@+ 7). w4
3 ——— «?w .
|7 z=vl a2 +p  w= Vi g ;T = a8 I ,  woraus man leicht
@B YV (52 atw? y T e a8 ]/"r -
R (ﬁ + ___-) e ©+#  und @
@+ ) e @+ @ty

als ihre respectiven Werthe erkennt. Setzf man dies in den Ausdruck (4) ein, und
nimmt noch einige Umformungen vor, so ergiebt sich die ubergefithrte Energiemenge zu

o 2
my B —m ST
16 Va (m NN, (1—a) (1—a)R (’ 2+ﬁ2)5',2 wiie “FTFqy (5)

Die Function J ist niemals gleich Null, mithin ist auch § w3J¢ ™ W@+ 8 4

. " . . [
niemals gleich Null; a; und a, sind selbstverstindlich viel kleiner als 1; und damit
kann der Energiestrom zwischen den my und den m; Molekeln nur
dann versehwinden (und alsdann muss er verschwinden), wenn

my 2 = m, o geworden ist.

Wird (3) als Werth der Function .J angenommen, So kann (5) noch etwas weiter
ausgerechnet werden, und zwar wird dafir (6):

—  my m, . YRV EF B 32 — 2 — —
4V7 ——-*-—(ml o) Ny Ny (1l —a) (1 Zp) a A (mz/ ma ) (1 (aH y )

Der bereits bewiesene Schluss kann alsdann folgendermaassen illustriert werden
go ist stn he > hosin ¢; daher ( ¢=1r):

erhalten.
Ist A<<1, und ein Bogen ¢ < 3.
stn (h ) > h, oder
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hrn
2
co8 b}

% < 1 daher

Nad w? hr w?
a2 + 32 cos? 2 T az + a2
wh e Ty dw <f wi e dw, d. h.

J <@+, dh

J/
—_——_ >
@y T

Der Ausdruck (6) verschwindet nur, wenn m, a2 = m, [? ist.

Aus diesen Formeln wird klar, dass zwischen den Molekeln my und m, ein
Energiestrom so lange besteht, bis die mittlere kinetische Energie beider Categorien gleich
gross geworden ist. Ist dies eingetreten, so hat die in beliehiger (endlicher) Zeit von
den einen auf die anderen Molekeln ibergetragene Energiemenge den Werth Null, es be-
steht Witrmegleichgewicht ). Was die complicirteren Gruppen 2my, 2my, (my + my),.
betrifft, so wurde in § 5 und § 8 bewiesen, dass die neuen Geschwindigkeitsmoduli dleSPI‘
Gruppen : a s As 1, ... den Bedingungen
2my g2 =m, a? ; 2my 2 =my 5% ; (m +my) P2 =mya2=my f%;....
unterworfen sind; danach geniigt die nimliche Bedingung m a® = m, 2, die zum
Wirmegleichgewichte swischen den freien Molekeln einzig wesentlich ist, auch dazu,
Wirmegleichgewicht unter freien Molekeln und complicirteren Gruppen, sowie unter compli-
cirteren Gruppen selbst walten zu lassen. Hierhei ist auf die innere Ener gie complicirterer
Gruppen keine Riicksicht genommen. Dass dadurch die Bedingung des Wirmegleich™
gewichtes sich andere, scheint sehr unwahrscheinlich zu sein. Fir vielatomige (Gase miisste
alsdann das Avogadro ' sche Gesetz seine Geltung verlieren. Andererseits wire aber in
einem unvollkommenen Gase ein Wiirmegleichgewicht zwischen sammtlichen Arten der Bestand-
theile unmoglich, wenn die Bedingung dazu auch nur fiir eine Combination zweier Arten
von my o = m, #* verschieden wire. Denn, insofern der Zustand des Gases stabil sein
sollte, misste die Energie stets von eimer Art zur andern in vorgeschriebener Weise
circulieren.  Jede Circulationsrichtung ist aber ebenso moglich, als die entgegengesetzte ;
und eine stetige Circulation ist danach ausgeschlossen.

1) Das Problem des Wirmegleichgewichtes vollkommener Gase ist bekanntlich von Max well, Boltz-
mann und Tait mit vielem Erfolg behandelt worden. Dies geschah jedoch in der Hypothese elathscher Kugeln
und waren dabei selbstverstindlich andere Zwecke als hier angestrebt.

Sind die Temperaturen zweier Gase gleich, falls die Mittelwerthe der kinetischen
Energie ihrer freien Molekeln gleich sind, so kann dieser Mittelwerth nur eine Function
der Temperatur allein, und von der besonderen Natur des Gases unabh'a;ngirr sein. In
Uebereinstimmung mit der gewohnlichen conventionellen Annahme ist 3 mya? = fm,y 5=

. = At zu setzen; A ist eine fir alle Gase gleiche Constante.

§ N Wird N2 mit R Dbezeichnet, so kann man die Gleichung (7), § 8 unter

der Form 5
=R (1= +b—"2+b— 7 +b— ) (1)

schreiben ; hierin ist das Volumen (anstatt wie frither mit ») mit v, die absolute Tempe-
ratur mit ¢ bezeichnet. Das Doppelintegral in der Gl. (7), welchés sich auf bimoleculare
Zusammenstosse bezieht, und in § 8 berechnet wurde, heisst auch hier by, withrend b;,
by, . ... analoge Integrale bedeuten, die aus dem Zusammenziehen der Ausdriicke

. -
2 .40 , m A v
_ -N’;'“z.—i’— umd + N ( Sur— g 2 T?(’”))r:x ;

T ——
N Nma? 3¢, ud + N% (z'-;’—zuz——g p) 7‘5&(7‘))04 u. 8. w.
2 4 4

in der G (7) entstehen missten. Unter 3ay, kag, .. .. werden endlich, wie frither, die
Procentsitze der zwei-, drei- u. s. w. molecularen Aggregate verstanden. Somit sind

wir zu einer Zustandsgleichung gelangt, haben jedoch nur deren erste Glieder berechnet.
Die iibrigen will ich vernachliissigen. Wir hatten

m/t n 3
a, ae 't b2:].g%N7rR

E Kl

Da aber das Wirkungsgesetz nicht bekannt ist, so lfann die Form von j und der Zu-
saygmenhang zwischen U, R, v und ¢t theoretisch nicht angegeben werden. Nach den
bei der Untersuchung fritherer Zustandsgleichungen gemachten Erfahrungen schien mir
indessen am wahrscheinlichsten, dass die Grosse j. U. % NzR3 in erster Anniherung von
der Temperatur unabhiingig und dem Volumen verkehrt proportional anzusetzen ist. Da
weiter £ = A¢ ist, so wird man auf die Gleichung b, = EI:E gefithrt, wo & eine (on-
stante bedentet. Fiir » habe ich endlich » = 1 angenommen, indem ich mich von der
Definition dieses Exponenten leiten liess, und das Verhiltniss der spec. Wirmen eines
fictiven Doppelgases (z. B. G, Oy, N, H; etc.) zu etwa 1,25 schiitate.
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Fine angenéherte Zustandsgleichung kann also unter der Form

¢

e ) '

v tv?

pv‘:-Rt(l-—

geschriehen werden.

§ 12. Ehe ich einen Vergleich mit der Erfahrung anstello, will ich diese
Gleichung (2) der Formel

(p-f-;;) (v—b):Rt,

auf die die Aufmerksamkeit der Physiker durch die so wichtige Untersuchung von van
der Waals gelenkt wurde, an die Seite stellen. Wird mit % der Kleine Bruch

b
mft

t02(1 _ate + i)
v tv?

bezeichnet, so darf (2) noch als

aRt2e™" ( )___
(p-{“vz(l—k)) v— vk )] = Rt

geschrieben werden. Daraus wird man sehen, dass den van der Waals’schen Con-
stanten Grossen a und & in der Gleichung (2) complicirte, von v und von ¢ abhingige
Ausdriicke entsprechen. Diese Gleichung haben wir in der That unter Voraussetzungen
entwickelt, die von den van der Wa als'schen Grundannahmen wesentlich abweichen. Van
der Waals nimmt an, die Molekeln verhielten sich wie elastische Kugeln, die thatsiich-
lich aneinander stossen und abprallen; er vernachlissigt die zwischen zusammentreffenden
Molekeln wirkenden Krifte und daher hat er auf die Entstehung complicirterer Systeme,
Molekelgruppen und Aggregate, durchaus keine Riicksicht genommen. Das Glied - wird
aus einer weiteren Voraussetzung abgeleitet, wonach die dusseren Schichten jeder Gtasmasse
einem Moleculardrucke ausgesetst sind, welcher, wie in tropfbaren Flissigkeiten, von der
Wirkung uncompensirter Molecularattractionen herriihrt.

In dieser Abhandlung habe ich Gasmolekeln als fernwirkende Punkte, und den Zu-
sammenstoss als eine, unter Wirkung gegenseitiger Krifte stattfindende Bahnbewegung
angesehen. Ich habe gefunden, dass alsdann nothwendiger Weise complicirtere Molekel-
systeme entstehen und in der Gasmasse bestehen miissen, und dass diese Ursache
ein Glied liefert, weleches van der Waals der Anziehung
ftusserer Schichten zugeschrieben hat. Dabei hingt das Glied von der
Temperatur ab.
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Ohne auf die Frage einzugehen, ob in Gasen eine Oberflichenspannung sich fiihlbar
macht, mag hier bemerkt werden, dass wegen der Anziehung der dusseren Gasschichten
durch diejenigen Schichten, die an Gefisswinden adhiriren, durch die Winde selbst u. s. w.
der innere Druck jedenfalls abgeschwicht, vielleicht auch gehoben oder itherwogen werden
konnte; in der van der Waals’ schen Auffassung bedarf dies einer Aufklirung.

Zweiter Theil: Zustandsgleichung.

A AAANA

§ 13. Die Kohlensiure, die am hiufigsten experimentell und theoretisch unter-
sucht wurde, wollen wir als Beispiel fir die Anwendung unserer Zustandsgleichung
wihlen.

Unsere Einheiten sollen die Atmosphire und das Normalvolum (oder dasjenige,
welches das Gas bei 00 C. und dem Drucke | Atm. einnimmt) sein. Als R nehme ich
an: lgR = 3,56746. Um anderweitige Constanten zu ermitteln, habe ich mich der
Beobachtungen von Andrews iber die Compressibilitat der Kohlensiure bedient, und
zwar in folgender Weise. Aus unserer Zustandsgleichung folgt :

pv b —_ mft
— — = ate
v (1 Rt) + tv ’
auf einer Isotherme muss danach die linke Seite constant sein. 'Hat man die Werthe
L et i o
von v (1 — pv/Rt) in einer Isotherme berechnfat, so lisst sich eine Constante - finden,
die, mit o dividirt, mit diesen Werthen eme constante Summe liefert.  Dadurch
hat man & und atem? gefunden. Wiederholt man dieses Verfahren mit mehreren Iso-
thermen. so konnen alle drei Constanten berechnet werden. Aus den Versuchen von
Andrews1) habe ich in dieser Weise gefunden :

lgb = 3,42853 lga = 7,60057 lgm = 3,05693

Man kann auch umgekehrt mit den a)ngefilhrte.n Gopstanten aus dem Volumen den
Druck berechnen. In diesen Rechnungen ist indessen eine nicht zu heseitigende Fehlerquelle
enthalten. Andrews hat den Druck mit einem ver§chlossenen Luftmanometer gemessen,
und die unter ,,p beobachtet angefithrten Werthe sind unter Anwendung des Boyle -
schen Gesetzes auf Luft erhalten worden. Dieses Verfahren muss nun zu Fehlern Anlass

1) Andrews, Philosophical Transactions. Vol 1595 1869 und Vol. 166; 1876.



geben, die ich nach den von Amagat?) fir Luft veroffentlichten Daten annihernd
schatzen will. Der heobachtete Druck ist danach: zwischen 30 und 60 Atm. um etwa
0,3 Atm. und zwischen- 60 und 90 Atm. um etwa 0,4 bis 0,5 Atm. zu hoch; von da
ab wird der Unterschied kleiner, und verschwindet hei 130 Atm. Dagegen ist schon
bei 170 Atm. der angefihrte Druck um etwa 4 Atmosphiren, bei 220 Atm. wn etwa
13 Atm., und bei 260 Atm. um etwa 24 Atm. niedriger als der wahre.

Versuche von Andrews.

p r p P ’ ’ P 4
v berech- | beobach- 4 berech- | beobach- | v berech- | beobach-
net. tet. net. tet, ‘ net, tet.

Isotherme 1: 6,5° C. Isotherme V (Forts.): 64° (.

Atm. Atm, Atm.
11 0,06349 | 14,61 | 14,68 310,006395 : 72,11 | 78,83 || 3]0,014830 | 64,58 | 64,96
21 0,03458 | 24,41 | 24,81 4 0,003585‘ 78,34 | 75,40 4 10,006671 {109,28 | 106,88
3| 002236 | 33,47 | 34,49 5 10,002772 273,16 | 222,92

Isotherme 1V: 48,1° (.

110,013631 : 62,47 | 62,60
2 10,008028 | 84,84 | 84,35

Isotherme 1I: 13,1° C.

1 0,013768 | 46,36 | 47,50
2 0,013037 | 47,46 | 48,76

Isotherme Vi: 100° C.

110,052550 | 24,71 @ 24,85
2 1 0,027080 45,44; 45,99
310,014185 | 7896 | 80,25
4 10,006280 148,80 | 145,44
5 |0,003615 (257,70 | 228,57

3 10.003049 122,10 (109,40

|
|
Isotherme Ill;: 31,1° C. ]

1 0,013847 © 54,69 , 54,79 |
2 |0,008966 | 67,08 | 67,60 |

Isotherme 11l (Forts.): 31,1°C.
l
|

|
J Isotherme V: 64,0° C.

110,051180 | 22,52 | 22,56 |
40,23 | 40,64

2 10,026700

'

Unsere Gleichung gieht also das Verhalten der Kohlensiure bis 100 Atm. hei
niedrigen, und bis 150 Atm. bei hoheren Temperaturen vollkommen genau wieder ; weiter
fallen die Drucke zu gross aus, obwohl jedenfalls ein betriichtlicher Theil der Abweichung
der oben erwihnten Unbestimmtheit in der Druckmessung zuzuschreiben ist. Die ibrig-
bleibenden Abweichungen sind dem Einflusse des Gliedes — § a3 zuzuschreiben, da da-
durch die berechneten Drucke kleiner ausfallen miissten.

In denselben Einheiten und unter Zuhiillfenahme derselben, aus den Andrews -
schen Versuchen berechneten Werthen der Constanten sind die Ergebnisse einer Unter-
suchung von R oth?2) mit unserer Formel in der folgenden Tabelle verglichen.

1) Amagat, Annales de Chimic et de Physique, 5; Vol. 19. p. 375.
2) Roth, Wied. Annalen. Bd. 11. p. 27. 1880.
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Versuche von Roth,

P p P p p p
v berech- | beobach- v berech- | beobach- v berech- | beobach-

net, tet. net. tet. net. tet,

Isotherme |: 18,5 C. Isotherme flI: 99,6° C. Isotherme IV: 1835 (.

Atm, Atm. Atm.

1] 0,04722 | 20,09 | 20,00 0,06535 | 20,07 | 20,00 0,08199 | 20,04 | 20,00
2 | 0,02826 | 30,71 | 30,00 0,05146 | 25,17 | 25,00 0,06519 | 25,04 | 25,00
3| 0,01902 | 40,77 | 40,00 0,04194 | 30,47 | 80,00 0,05410 | 29,98 | 30,00

0,03544 | 35,58 | 35,00
0,03072 | 40,52 | 40,00
0,02723 | 45,15 | 45,00
0,02415 | 50,21 | 50,00

0,04603 | 35,00 | 85,00
0,03999 | 40,02 | 40,00
0,03528 | 45,06 | 45,00
0,03185 | 49,61 | 50,00
0,02176 | 55,00 | 55,00 0,02890 | 54,33 | 55,00
0,02443 | 40,64 | 40,00 0,01950 | 60,45 | 60,00 0,02629 | 59,33 | 60,00
0,01846 | 50,69 | 50,00 0,01752 | 66,19 | 65,00 | 10} 0,02377 | 65,12 | 65,00
0,01419 | 61,33 | 60,00 |f 11 | 0,01601 | 71,87 | 70,00 | 11 | 0,02167 | 70,90 | 70,00
0,01248 | 66,83 | 70,00 ' 12 | 0,02008 | 76,00 | 75,00
0,00881 | 82,03 | 80,00 13 | 0,01873 | 80,96 | 80,00

- 14 | 0,01756 | 85,83 | 85,00

Isotherme 11: 49,5° C.
Atm,

| 0,05442 | 20,17 | 20,00
0,03405 | 30,70 | 30,00

i
SC WD UL
O W1 R =

N U WRD

Die Uebereinstimmung ist vollkommen ; auch. bei 183,80 C. leisten unsere Con-
stanten gute Dienste, obwohl die ihmen zu Grunde liegenden Andrews’schen Daten

nur bhis 1009 C. reichen.

§ 14. Weit umfassender ist die von Amagat ") ausgefihrte Untersuchung, und
dosto mehr ist zu bedauern, dass Amagat die von ihm benutzte Volumeinheit nicht
niher pricisirt hat. Sarrau 2) hat berec}%net,. das.s unsere bisherige Volumeinheit
(Normalvolum) sich zur Amagat schen Einheit wie 1:0,0002868 verhalt. Um
unsere neuen Constanten zu berechnen hétten wir danach R und « mit 0,0002868, b mit
(0,0002868)2 zu dividiren, und m unverandert zu nlassen. Wird noch der Druck in
Metern Quecksilber, anstatt in Atmospharen ausgedriickt, so hitten wir folgende neue

Constanten :
lg R = 0,99061

Indessen konnte ich mich durch Berechuung der Summe o (1. P2) 4 L leicht tber-
zeugen, dass dieser Werth von a 2u klein ist und ndmlich mit 1,0514 (Mittelwerth des
Verhaltnisses von ate™ nach Amagat und nach Andrews) multiplicirt werden muss.

lga = 3,14291 lgb = 4,51321 lgm = 3,05693

1) Amagat, Annales de Ch. et de Ph. (5) T
2) Sarrau, Comptes Rendus, T 101, p. 943.

XXII. p. 369, 1881,
1885
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Eigentlich sollte man alsdann den Factor 0,0002868 iindern und alle Constanten neu
berechnen; obwohl dann die Uebereinstimmung hesser geworden wire, habe ich dies
unterlassen. Ich nehme also an:

lg R = 0,99061; lga = 3,16466 ;

In der folgenden Tabelle sind, wic gesagt, die Amagat’sche Volumeinheit und
das Quecksilbermeter als Einheiten zu Grunde gelegt.

lgh = 4,51321 ; lgm = 3,05693.

Versuche von Amagat.

p ‘ P | Yy l ]’”

p | op
v berech- beobach- 4 berech- beobach- 4 berech- | beobach-
| net. { tet. net. tet. | net. i tet.
|

Isotherme I: 35,1° C. Isotherme Il (Forts.): 50,0° C. ||l 1sotherme VI (Forts.): 80,0° C.
M M M
1] 7867 | 3011 | 300 | 10| 816 | 2105 | 1900 [ 6] 1335 [ 140,27 | 130,0
2| 51,62 | 4012 | 400 | 11 798 | 2252 | 2100 | 7| 1091 | 1842 | 160,0
318450 | 4903 | 500 |l 12| 7,83 | 2387 ! 2300 | 8, 9065 | 2205 | 2000
4| 1950 | 5837 | 600 [ 13| 7,64 | 2579 12600 | 9| 896 | 2683 | 2400
511036 | 6635 | 100 | 14| 748 | 2751 | 2900 | 10 850 | 3027 | 2800
6| 870 | 10553 | 1000 | 15 | 7,37 | 2884 |3200 | 11| 819 331,53 | 320,0
7 | 800 | 141,97 | 1400 , 1
8 758 | 174,65 | 190,0 ‘ Isotherme 1V: 60,0° C. Isotherme Vil: 90,2° C.
9 72012036 2400 | 1]91,00] 3036 300 [ 1]10400 | 8043 | 30,0
10| 704 2213 2800 | 203525 | 6058 | 600 | 2| 4508 | 60,90 | 60,0
11| 700 2402 |3200 | 31158 | 9195 | 900 || 3 2572 | 91,14 | 900
411071 | 1309 | 1200 || 4| 1692 | 12390 | 1200

Isotherme 11 40,2° C. l 51 043 | 1788 | 150,0 || 5 1297 | 161,55 | 150,0
1] 8200] 3001 | 300 || ¢ 7,62 | 3104 |320 | 6| 852 333,74 | 320,0
2| 2500 | 57,53 | 60,0
3 9,61 9980 | 90,0 {sotherme V: 70,0° C. {sotherme VIIi: 100,0° C.
4| 871 1304 1200 || 1| 9567 | 8035 | 80,0 | 110750 | 30,55 | 30,0
5| 823 | 1556 | 1500 | 2 (3900 | 60,74 | 60,0 [ 2! 59,60 | 5085 | 50,0

311972 | 91,70 | 900 [ 3| 39,29 | 70,78 | 70,0

lsotherme 1li:  50,0° C. 4] 1258 | 47,8 1200 | 4| 2811 | 90,71 | 90,0
1] 8633 | 3028 | 300 | 5| 1040 | 1745 | 1500 | 5| 21,13 | 111,85 | 110,0
2 | 5925 | 4025 | 400 || 6| 7.9 | 3246 | 3200 | 6 1685 | 134,44 | 130,0
31 4290 | 50,07 | 50,0 7| 1543 | 14586 | 140,0
4| 21,86 | 6866 | 70,0 Isotherme VI: 80,00 C. 8| 13,31 | 1708 | 160,0
511200 | 9467 | 900 | 1 (9984 ] 3040 | 30,0 | 9| 11,94 | 1964 | 180,0
6| 9911286 | 1100 | 2 |5370 | 50,77 | 50,0 [ 10| 10,41 | 2435 | 2200
71 9015|1539 | 1300 [ 318400 | 7077 | 700 || 11| 941 | 2935 | 2700
8| 87311737 | 1500 [ 4 !2306 | 9056 | 900 [ 12| 884 | 3834 | 3200
9 | 8411926 | 1700 || 5 1677 | 113,52 | 110,0
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Der Unterschied zwischen berechneten und beobachteten Drucken, welcher bis etwa
120 Meter unbedeutend ist, wiichst bei hoheren Drucken; bald jedoch wird ein Maxi-
mum erlangt, die Differenz sinkt und bei niedrigeren Temperaturen geht sie ins negative
iiber. Stellt eine horizontale Nulllinie die Ama gat’schen Zahlen vor, so kann man
sich die berechneten Werthe auf einer wellenformigen Linie angeordnet denken, deren
Wellenlinge zunimmt, und Amplitude abnimmt, wenn die Temperatur wichst. Unwill-
kirlich dringt sich die Erklirung dafir auf. Dass von 120 Metern an der berechnete
Druck zu gross ist, rihrt von dem in der Reihe fortgelassenen vierten negativen
Gliedle — % a3 her; mit zunehmender Dichte beginnt dagegen der Einfluss des ebenfalls
vernachlissigten fiinften positiven Gliedes + b3 sich fihlbar zu machen; dieses Glied
wirkt auf das Resultat in gerade entgegengesetzter Weise und deshalb wird zuerst der
positive Unterschied des berechneten und beobachteten Druckes vermindert, spiter aber
(bis 60,0° C. noch unter 320 M. Druck) ganzlich gehoben und in’s negative ver-

wandelt.

Dieser Erklirung ist jedoch keine weitere Bedeutung beizulegen; erstens konnten
die Constanten wegen der Unsicherheit in der Volumeneinheit nicht scharf genug berechnet
werden; zweitens entspricht z B. bel 320 M. ein Fehler von 13 Metern Quecksilber
einem Fehler von 1} Percent in der Volumenbeobachtung.

Zum Vergleiche unserer Formel mit anderen Zustandsgleichungen, z. B. mit der-
jemigen von Sarrau, kann Folgendes dienen: ‘

isotherme Vi: 80,0° C. {sotherme VIil: 100° C.

Druck nach Druck nach
e — e _—— I T — et ——___
M Amagat Sarrau uns, Gl | M Amagat Sarrsu  uns. Gl { @  Amagat Sarrau  uns GI.
1 300M <2098 30,11 | 1 300v 3005 3040 1 300 3027 30,55
11 320:0 156,2 240,2 11 320,0 2388 33L,5 12 320,0 262,2 333,4

Isotherme 1: 35,1° C.

Druck nach

Was die van der Waals'sche Gleichung betrifft, so wird aus derselben

P b
v (1 — Et) + b Rt b
erhalten, die linke Seite misste also fiir jede Isotherme constant sein, selbst wenn die
Constante @ von van der Waals die Temperatur enthiclte, wie von mehreren Seiten ver-
muthet worden ist. Nun hat diese linke Seite folgende Grosse ! in den Amagat schen

Beobachtungsreihen:

Isotherme 1: 35,1° C. Isotherme llI: 50,0° C.
p = 30 60 TOM | p= 30 50 90 110w
! = 1800 17,53 35,34 | I = 1641 1563 2405 4051
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Isotherme VIII: 100° C.
p = 380 70 130 160 180
I = 1317 11.74 14,02 17,70 21,31 u 8. W.

Einige Reihen von Amagat enthalten sogar Volumina, die kleiner sind als die
Grosse b von van der Waals.

§ 15. Regnault hat bekanntlich der Compressibilitit der Kohlensiure zwei
Untersuchungen ') gewidmet; er hat ebenfalls die Dichte?2) bei 0° und 1009, sowie den
Ausdehnungs- und Spannungscoéfficienten3) gemessen. Durch eine Untersuchung von
Thiesen4) wird der Vergleich aller dieser Daten mit den Forderungen unserer Glei-
chung ungemein erleichtert. Thiesen hat keine Zustandsgleichung (selbst die allge-
meinste C 1a usius’sche Gleichung mit sechs Constanten) als der Erfahrung entsprechend
gefunden, und stellte sich die Aufgabe auf rein empirischem Wege eine Gleichung von

der Form
p=Rto (1 + T, 0+ Ty02+------- )

zu untersuchen. Hierin sind mit ¢ = — die Dichte des Gases, mit 7;, 7Z5,.... unbe-

kannte Temperaturfunctionen bezeichnet. In der citirten Abhandlung hat Thiesen die-
jenigen Werthe von 7, und 7, herechnet, die sich aus den erwahnten Versuchen
Regnault’s ergeben, wenn man in der obigen Reihe keine weiteren Glieder, als die
hingeschriebenen beachtet®). Nun lisst sich unsere Gleichung als

t oy, b oo
p= Rto“(l—atem/ o+762)
schreiben, worans sich ergiebt, dass beide Gleichungen zusammenfallen, wenn

7, =—atem” T, =
1 2

Se o

angenommen wird.  Aus einer eingehenden Discussion der Dichtemessungen, die
Regnault bei 0° C. und atmospharischem, sowie bei kleineren Drucken angestellt hat,
folgert Thiesen:

T, . .
-l = — 0,00722 bei 0° C.).

1) Regnault, Relation des expériences, T. I, p. 329, speciell p. 388 -393; T. [, p. 236.

2) Regnault, Relation des expériences, 1, p. 146 —~150.

3) Regnault, Relation des expériences, I, p. 82—84.

4) Thiesen, Wiedemann's Annalen. Bd. 24, p. 467; speciell p. 477—492. 1835,

5) Zwar rechnet Thiesen algebraisch noch mit dem vierten Gliede, bei numerischen Rechnungen
lésst er ihn jedoch unbeachtet. In den Versuchen von Regnault spielt schon das dritte Glied eine kaum
sicher zu stellende Rolle.

6) Thiesen 1. ¢. p. 483.
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Zur Druckeinheit ist die Atmosphire gewshlt; die Volumeneinheit ist gleichgiltig.  Mit
den aus Andrews’ Versuchen abgeleiteten Constanten findet man aus unserer Gleichung

T

D= — ,00703 bei 00 C.
R

Die bei 1000 C. ausgefithrten Dichtemessungen Regnault’s liefern, in analoger Weise
behandelt,

%: — 0,00156 1) bei 100° C.
withrend unsere Gleichung _:.'; = — 0,00229 bei 100° C. fordert. Indessen ist hier

das experimentelle und nicht das theoretische Ergebniss falsch. Verbinden wir namlich

7, . i
die bei 0° und 1000 C. experimentell gefundenen Werthe von 7 0 S0 ergiebt sich

Lo = Lo — 0,005090 (g =273),

wihrend aus der Aenderung der Gasspannung von 0° bis 1000 hei nahe gleicher Dichte
dieselbe Grisse zu

(T == (B _ ¢ 003284
R,

folgt 2), und aus unserer (ileichung

Tho = (h)e — (003893
R,

sich berechnet. Die Dichtemessung bei 1000 C. hat ein offenbar ungenaues Resultat
geliefert.  Jedenfalls steht unsere Zahl zwischen zwel experimentell gefundenen.

Die zweite Compressibilititsreihe R egnault’s geht bis zu 7 Atmosphiiren, so
dass sich 7} nicht berechnen lisst. Thiesen setst 75 = 0 tnd findet 3)

5L — — 0,00617 Dbei 9,20 C.
Rt

Aus unserer Gleichung folgt
L 0,00614 bei 9,20 C.

Rt

1) Thiesenl e p 483.
2) Thiesen L. c. p. 491
38) Thiesenl c. p. 486, °
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Die erste Compressibilititsreihe reicht dagegen his zu 27,3 Atmosphiren und ent-
spricht der Temperatur 3,2° C. Leider war darin die Volumeneinheit verinderlich, wo-
durch ihr viel an Bedeutung abgeht. Thiesen hat die Daten Regnault’s durch
eine Interpolationsrechnung auf eine constante, unbekannte Volumeneinheit reducirt; die-
selbe soll unserer mit @ multiplicirten Volumeneinheit (dem Normalvolumen) gleich sein.
Wird der Druck in Metern gegeben, so geniigt den Versuchsresultaten die Gleichung
Thiesen's ?)
£ = 1,1834 — 0,011892 ¢ + 0,0000333 2

in voller Strenge. Wir konnen « aus der Zah! 1,1834 berechnen, wenn wir wie oben
lg R = 3,44827 (der Druck wird in Metern gemessen) annehmen, und finden
z = 0,65652. Aus den ibrigen Coéfficienten ergeben sich alsdann nach den Gleichun-
gen aRi2em't = 0,0118922%2 ; bR = 0,0000333 23 die Constanten e und 6 zu:
a = 0,0000003845, b = 0,003336, wihrend wir frither ¢ = 0,0000003986, & =

0,002682 hatten.

§ 16. Unsere Constante m hat eine einfache physikalische Bedeutung. Mit /¢
wurde in § 6 das Verhaltniss 27//ma® bezeichnet; 77 war die mittlere potentielle Energie
zweier Molekeln in der Entfernung R, 3ma? ist der Mittelwerth der kinetischen Energie

einer freien Molekel. Daher ist auch

mo IIN _L _TI_N
¢ mNa® At m = A
2

wo N die gesammte Anzahl Molekeln, A eine aus dem Normal-Drucke und dem Normal-
Volumen berechenbare Constante bedeutet. Nun liegt der Gedanke nahe, dass 7iN, d. h.
die Dissociationsarbeit der Aggregate, diejenige Arbeit vorstellt, die zum Verdampfen von
N Molekeln Flissigkeit zu verrichten ist; denn es scheint wahrscheinlich zu sein, dass
eine Flussigkeit, wenigstens zum grossten Theile, aus Aggregaten besteht. Es ist also
der Zusammenhang m = % zu vermuthen, wo p die innere latente Wirme?)
der Masseneinheit bedeutet. Wird solche als die Masse eines Kilogramms angenommen,
so hat man fiir Kohlensiure in Wirmemaass

— 10334 . )
4= 1,203 X 1,529 X 4256 X 273 0,045142;

1) Thiesen 1. c. p. 188.
2) oder innere Verdampfungswirme: Z euner, Grundziige der mech. Wirmetheorie. 1877, p. 271,
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da ferner in unseren Rechnungen der ans den Andrews’schen Versuchen hergeleitete

Werth von m
lg m = 3,05693 - m = 1140,07

durchgehends angenommen ;\rurde, so liefert unsere Vermuthung o = 1140,07 X 0,045142
= 51,46 Kg. Cal. auf 1 Kg. CO, hezogen.

Um die (gesammte) Verdampfungswirme r der Kohlensiure zu bestimmen, hat
Regnault einige Versuche ausgefithrt ) und bei 00 C. » = 49,32 gefunden; indessen
hat er selbst dies Resultat als sehr unsicher hingestellt.

Zwischen den hier vorkommenden Grossen und der Dampfspannung hesteht eine
bekannte Beziehung. Verstehen wir unter s und o das spec. Volum eines Kilogramms
Kohlensiure in Dampf- resp. Flissigkeitsform, unter p die Dampfspanuung bei der Tem-
peratur ¢ und unter A das thermische Arbeits-Aequivalent, so ist

7 t dp

Ap(s—a)  p A
Nach den Dampfspannungsmessungen von Regmnault bercchnet aus dieser Gleichung

. £ 53— 0) — . .
Zeuner?), dass fir Kohlensiure bei 0° C. ~-P"(;r' = 0,13488 ist. Dadurch wire

bei dieser Temperatur p = 0,86512 #, oder, wenn als Werth von » das obige Datum
1
Regnault’s angenommen wirde, p = 42,67.

Weit zuverlissiger diirfte das Resultat ausfallen, wenn wir ausschliesslich nach der
thermodynamischen Formel rechnen. Die Grossen s u1}d g sind zwar nie direkt gemessen
worden ; indessen komnen wohl diejenigen Waerthe, die sich dafir aus der Clausius-
Sarrau'schen Gleichung ergeben 3), unmoglich viel von der Wahrheit abweichen. Aus
der Sarranu’schen Tabelle findet man fir 0° C. : s=0,02030, ¢ = 0,00227, auf
das Normalvolum der Kohlensiure bezogen. Da dieses 0,50579 eines Cubikmeters be-
trigt, so wird in dieser Einheit s = 0,01027; o = 0,00115;d3— o= 0,00912.
Nach der citirten Z e un er’schen Tabelle ist endlich fur 09 C. A4 (¢ sz — p) =5534,35;
so dass p = 5534,35 X 0,00912 = 50,47 Kg. Cal, z-muf 1 Kg. CO, bezogen, gefun-
den wird. Aus dem Werthe der Constanten m fan(%en wir 51,46. Ist auch die Vor-
aussetzung, welche dieser Rechnung zu Grunde .llegt, hypothgtisch (schon deshalb ist
sie als erste Annitherung zu betrachten, dass auf die Abhélnglgkelt der Wiirme p von der
Temperatur keine Riicksicht genommen ist), so habe ich dennoch geglaubt auf eine so

einfache und merkwiirdige Beziehung hinweisen zu diirfen.

1) Regnault, Ann. de Chimi
2) Zeuner, Grundziige der mec
3) Sarrau, Comptes Rendus. T. 101.

e et de Physique (4), Vol. 24, p. 375, 1871,
h. Wiarmetheorie. 1877. Anhang. p. XIX.
p. 1148. 1885,
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§ 17. Unsere Zustandsgleichung erscheint, nach Potenzen von v geordnet, als
ecine (leichung dritten Grades, so dass zur Aufstellung kritischer Gleichungen das be-
kannte van der Waals’sche Verfahren in Anwendung gebracht werden kann ).
Bringt man kritischen Grossen zur Unterscheidung den Index ¢ bei, so kann man aus

Rt, aRt2e™" bR
3v, = pc‘ 3v2 = —““”“;,C v = Do und daraus
¢3 2mfte :}_b _ E —m/te
c € - aﬂ p’: 3(1« € »

die kritische Temperatur und den kritischen Druck herechnen. Zuniichst wird die Tem-
peralur aus der transcedenten Gleichung und zwar folgendermaassen ermittolt.  Mit
a = 0,00000039863 und b = 0,00268244, wie in § 13 gefunden worden ist, herechnet
sich log (83b/a%) auf 10,70451. Andererseits nimmt log (¢3¢2™/) (wo m = 1140,07
nach § 13) folgende Werthe an, wenn das Argument zwischen 304,1 und 304,4 ent-

halten ist:
t = 304,1 (31,10 C.); log (&3 2™ = 10,70533

304,2 (31,29 C.) 10,70470
304,3 (31,3° C.) 10,70407
304,4 (31,4° C.) 10,70343

Die Temperatur, dic der Gleichung geniigt, liegt demgemiss zwischen 31,20 C.
und 81,30 C., und kann, wie es die Tabelle beweist, vollkommen genau durch Propor-
tionalitatsrechnung ermittelt werden. Man findet: ¢, = 31,230 C. Nach Andrews’
Versuchen wird ¢, = 30,920 (. angenommen. Van der Waals hat aus seiner Glei-
chung diese Temperatur zu 32,50 C., Sarrau zu 32,70 C. berechnet. Mit Hilfe der
Temperatur 31,230 €. wird ferner der Druck p. = 72,83 Atm. gefunden. Aus
Andrews’ Angaben lisst sich nur folgern, dass der kritische Druck zwischen 74 und
75 Atm. liegt; van der Waals und Sarrau fanden 61 Atm., resp. 75,64 Atm.

§ 18. Die Kohlensiure kihlt sich ah, wenn sie sich, ohne iussere Arbeit zu
leisten, ausdehnt. Dies wurde zuerst von Sir W. Thomson und J. P. Joule experi-
mentell nachgewiesen 2) und gleichzeitig hat Sir W. Thomson die thermodynamische
Theorie des in seiner Beobachtungsanordnung stattfindenden eigenthiimlichen Abkiihlungs-
processes entwickelt 3). Ist ¢, die spec. Wirme des Gases bei const. Druck in mecha-

1) Vander Waals, Continuitdt u. 8. w. Deutsche Uebersetzung. p. 92. 1881,
2) Joint scientific papers of J, P. Joule, publ. by the phys, Society of London. 1887. p. 215361
3) Ibidem p. 296 and 357.
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nischen Einheiten ausgedriickt, so ist die Abkihlung A\¢, die emem Druckgefille Np
entspricht

At : dv
b, T = b — v
““pAp  dt
Nun folgt aus unserer Gleichung
ame™* — 3
p dv . tv
de U 2atemt 3
Ty tv?

Wird dies in cine Reihe entwickelt unter Vernachlissigungen, die fiir die vorhandenen
Versuchsdaten ohne Bedeutung sind, so wird erhalten:

2m/t

At__ m/t 2a2me _31)
G np — ame + % ma)?

Die specifische Warme der Kohlensiure habe ich zu 0,20246 (in Wirmemaass)
angenommen ; dies ist, nach Regnault, der zwischen 150 und 1000 C. geltende Mittel-
werth. Daraus ergiebt sich, da wir zur Druckeinheit die Atmosphiire hier wihlen wollen,
¢, = 0,01646. Unsere Gleichung liefert folgendes :

atup A : At
Temperatur N Temperatur A
12,849 C. 1,489 + 0,0157 p 54,000 C. 0,902 + 0,0051 p
20,00 1,351 + 0,0127 p 91,52 0,640 + 0,0023 p
35,60 1,110 + 0,0082 p 97,55 0,599 +- 0,0018 p

In einzelnen Versuchen liessen Joule und Sir W. Thomson den anfinglichen
Gasdruck zwischen 2 und 5 Atm. variiren, der Enddruck war dagegen stets von 1 Atm.
wenig verschieden. In den zemlich engen Druckgrenzen wurde keine Abhiingigkeit der
specifischen Abkithlung 2% vom Drucke bemerkt. Da jedoch die Druckdifferenz nicht

constant war, so miissen einzelne Abkithlungsgrossen durch Rechnung aufeinander redu-
cirt werden. In der Versuchsreihe meines Bruders Eduard?) wird die specifische Ab-
kithlung unmittelbar gemessen, indem sowohl der Anfangs- als der Enddruck veriinderlich
und die Differenz beider constant sind; dadurch wird es auch ermoglicht die beobachtete
Abkithlung auf einen bestimmten Druck zu beziehen, da beide extreme Drucke nicht weit
(1 Atm.) von einander abstehen. Seine Versuchsergebnisse, die fir 200 C. gelten, hat

mein Bruder in der empirischen Gleichung zusammengefasst :

1) E. Natanson, Wied. Ann. Bd, 31. p. 518 1887.



At
—_— 26
ap = LB+ 0,026 p
Nun fanden wir aus unserer Gleichung fiir 200 C.:

It

=7 = 2 5

AP 1,35 + 0,0127 . p
Wenn auch in den p - Coéfficienten volle Uebereinstimmung herrseht, so ist doch ein be-
triichtlicher Unterschied (von 13 %) in den ersten Gliedern vorhanden. Dadurch werden
die berechneten Werthe zu gross. 1In der folgenden Tabelle habe ich einige Versuchs-
ergebnisse mit theoretischen Rechnungen verglichen; diese Beispiele geniigen vollstindig,
um die betreffenden Verhiiltnisse klarzustellen.

Experiment. Theorie.

Temperatur. Mitteldruck. Joule und E. Natan- van der Unsere
Thomson 1). son. Waals 2). Gleichung,
12,840 C. 2,6 Atm. £ =199 — — 1,52
19,08 1,5 1,16 — 0,90 1,40
20,00 1,0 1,14 —_ _— 1,36
20,00 1,5 — 1,23 — 1,37
20,00 2,5 —_ 1,25 — 1,38
20,00 9,0 — 1,28 — 1,46
20,00 17,0 — 1,38 — 1,56
20,00 24,5 —_ 1,49 —_ 1,66
35,60 2,5 1,02 — — 1,13
54,00 3,0 0,89 — — 0,92
91,52 3,0 0,70 — 0,64 0,64
97,565 3,0 0,64 — — 0,61

§ 19. Ich habe fir Ammoniak und schweflige Siure die nothwendigen Daten ge-
funden, um zu prifen, ob die in § 16 vermuthete Beziehung auch fiir andere Gase als
Kohlensiure gilt. Leider sind jedoch die Grenzen der Compressibilititsuntersuchung
Roth’s3) nicht weit genug, um daraus alle Constanten und darunter m sicher berech-
nen zu konnen. Ich habe daher den entgegengesetzten Weg eingeschlagen: ich habe
die innere latente Wirme und daraus m herechnet, die kritischen Temperaturen und

Drucke habe ich zur Ermittelung der Constanten & und & benutzt. Damit sind alle Con-

1) Joint scientific papers. p. 265, 269, 350, 351.
2) Vander Waals, Continuitit. p. 116.
3) Roth, Wied. Ann. Bd. 11. p. 29. 1880.
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stanten im voraus bestimmt und konnen Compressibilititscurven ohne empirische Con-
stanten construirt werden.

Fir Ammoniak hat Regnault?) bei 7,8° C. » = 2942 gefunden. Aus den

Dampfspannungsmessungen desselben Physikers2) berechnet sich fiir 7,80 C, ;: gt’-’ =9,9453,

daher ist p = 264,62. Als Dichte des Gases haben wir 0,5889; die Constante m folgt
daraus zu (264,62 X 1,293 X 0,5889 X 273 X 425) / 10334 = 2262,3. Den kriti-
schen Zustand haben Chappuis und Vincent3), andererseits Dewa r4) untersucht
und folgendes gefunden:

t; Pe
Chappuis und Vincent 131,00C. 113 Atm.
Dewar 130,00C. 115 Atm.

Werden daraus Mittelwerthe gezogen und in die Gleichungen

R2%3 3b

2 - .
as —
tc3e2m/ t

Y pe?

mit R = 0,003702 eingesetzt, so wird @ = 0,000000039765, b = 0,0025658 erhalten..

Die Verdampfungswirme der schwefligen Saure ist Geegenstand mehrerer Bestim-
mungen gewesen. Es fanden

Favre?) Favre u. Silbermann? Chappuis?)
= 883 | 94,6 91,7

r_——

Die Temperatur ist nicht bekannt. —Nach den Versuchen von RegnaultB8) ist (bei
+ 100 C) = 9 _ 11.013 und éndert sich wenig mit Temperaturwechsel, so dass ohne
) Y p dt ’

betrichtlichen Fehler p/» = 0,91, p = 83,45 (aus dem von Chappuis gegebenen
Weorthe) angenommen werden kann. Die Dichte 1St' .2,213;>daher muss der Constanten
m die Grosse 2681,05 ertheilt werden. Aus den Kkritischen Daten Saionchewsky's?):
krit. Temp.: 155,40 C.; krit. Druek: 78,9 Atm. folgt ferner, mit R = 0,003656,

a = 0,000000029577, b = 0,0062533.

’

1) Regnault, Ann, Chim. Phys. .(4) T. 24, p. 375.5351871.

2) Regnault, Relation des expériences T. IL. p. b .

3) Chappuiset Vincent, Comptes Rendus, T.1884p'

4) Dewar, Philos, Magazine; é‘ﬁ)sgol. l%gp. ?;‘;4 .
Favre, Comptes Rendus. T. 39. p. «&9. .

g; Favre et Silpbermann. Ann. Ch. Phys. (3)8Ts:7 37. p. 461, 1853,

7) Chappuis, Comptes Rendus T. 104 p. 897. 1 T

8) Regnault, Relation des expériences. T. I[.gp. .

9) Saionchewsky, Beiblatter, II. p. 741. 1879.

427, 1885,
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Mit diesen Constanten fordert unsere Gloichung folgende, in der Tabelle mit den
Versuchen von Roth verglichene Compressibilitit ;

Ammoniak.

p ' p p P, ' p p
v berech- | beobach- 4 berech- | beobach- 4 berech- | beobach-
net, I tet. net. tet, J | net, tet.

Isotherme 1: 46,6° C. Isotherme II: 99,6° C. Isotherme Hi: 183,00 (.
Atm, Atm, Atm,

1 l 0,11760 | 878 | 950 1] 0,11010 y 11,80 | 12,00 1| 0,08455 f 19,37 | 19,50
2! 0,09408 ‘ 10,57 | 11,50 21 0,06880 | 18,21 | 18,60 2] 0,06919 | 27,31 27,20
3| 0,07058 ( 13,22 | 14,75 3| 0,04816 ’ 24,91 | 2540 3| 0,04227 | 37,61 | 37,35
4 J 0,05880 | 15,01 l 16,60 || 4 0,02752 | 38,88 41,45 4 | 0,02537 | 60,33 | 58,00
Schweflige Saure.

P r || P P { P | p
4 berech- | beobach- ’ ( v berech- | beobach- "' berech- | beobach-

net, } tet. I | | net. tet. ! net, “ tet.

Isotherme 1: 58,00 C. / Isotherme I1l: 99.6° C, Isotherme 111: 183,20 C.

Atm, Atm. Atm,

0,05397 | 28,29 | 28,0
0,04481 | 33,48 | 32,0

1 ] 0,11760 ‘ 749 | 898 1]
2
31 0,02784 | 50,61 | 50,0
4
5

2010109 | 818 | 10,33
31008598 | 884 | 11.86 |
4 J 007203 | 934 | 1246 |

0,08854 | 12,87 | 14,0
0,06074 | 17,20 | 18,0
0,04613 | 20,36 | 24,0
0,03177 | 23,77 | 32,0

He GO DD p—

0,01578 | 79,39 | 80,0
0,01150 | 99,38 |100,0

Fir Ammoniak und fir schweflige Siure bei 183,20 (. lisst die Uebereinstimmung
nichts zu wimschen ihrig, nur bei niedrigerer Temperatur stimmt unsere Gleichung mit
dem Verhalten der schwefligen Siure weniger gut, worauf indessen angesichts der he-
kannten Anomalien, die sich hei diesem Korper bis 1000 C. zeigen, kein grosses Gewichi
zu legen ist. Es scheint also die Identitit der in geeigneten Kinheiten ausgedriickten
Constanten s mit der inneren Verdampfungswiirme auch fir Ammoniak und schweflige
Siure zu bestehen.

§ 20. Mit diesen Rechnungen habe ich die Richtigkeit der gefundenen Zustands-
gleichung nicht beweisen wollen. Was man als erfahrungsméssiges Material in derartigen
Betrachtungen hinzuziehen muss, ist noch so wenig  genau, dass auch verschiedene
Gleichungen, wenn sie nur geniigend complicirt sind und eine ausreichende Anzahl empi-
rischer Constanten enthalten, mit der Erfahrung mehr oder weniger stimmen konnen,
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Diejenigen Gleichungen, die vorgeschlagen' worden sind 1) (mi't alleiniger Ausx.mhme dgr

der Waals’ schen) gehiren nun in folgende C&j:egorlen: entweder stimmen sie
van ifolhaft mit der Erfahrung nicht, oder entsprechen sie derjenigen Versuchsreihe, an
lx:zzlz(:‘}g esie empirisch angepasst wurden, nicht aber anderweitigen Versuchsreihen, oder
endlich werden sie durch besondere Complicirtheit und Vergrosserung der Constantenzahl
in leidliche Uebereinstimmung mit den vorhandenen Beobachtungsdaten gebracht.

Van der Waals hat dagegen seine Gleichung an kinetische, wenn auch, meiner
Ansicht nach (§ 12). anfechthare Molecularbetrachtungen gekniipft. In der vorliegenden
Abhandlung habe ich moleculare Betrachtungen, die von dgn van der Waals’schen
abweichen, zu entwickeln und unter der Form einer Zus?andsglelchung zu verwerthen versucht.
Wenn anch der Vergleich mit der Erfahrung befriedigende Resultate ergab, so lehrt doch
die Unvollkommenheit der theoretischen Herleitung, d“? die Z_ustandsgl.elchung nicht als
allgemein giltig hinzustellen ist, wie mit manchen viel weniger begriindeten Zustands-

gleichungen geschehen Ist.

Jeziorna, September 1887.

1) Regnault 1847; Rankine 1854; Thomson und Joule '1862; Dupré 1865 ‘Hi.rn 18§7;

Reck el 1871: Budde 1874; Kuhn 1875; Andrews 1876; Clausius 1880 und 1881; Weinstein

ecknag 18872« Sarrau 1882; Thiesen 1885; Sarrau 1885; Ramsay und Young 1887; Su-

:8}81; lv‘ai\’:lldt fSr87 V;/esen’tlich verschieden ist die auf einer thermodynamischen Hypothese beruhende, noch nicht
her .

geniigend, wie mir scheint, gepriifte Gleichung von A. v. Oettingen (1885).
) -

Berichtigung

' i — k)" anstatt k"% (1—%)? zu lesen,
Seite 9, Zeile 1, 3 und 5 von unten ist k21(1 k) st (. n-g)

o 2(n—1) 2 —1) (7 __gyn—1
10 , 4 , oben , KN (1= kYT anstath B¢V (1—E)"" zu lesen.

”»



Thesen.

Die Versuche, das Vertheilungsgesetz der inneren Atomenergie unter Gasmolekeln
su ermitteln, haben fehlgeschlagen, weil in denselben die fortschreitende Bewegung,
die simmtlichen Atomen einer Molekel gemeinsam ist, von der relativen Bewegung
der Atome gegen den Schwerpunkt nicht auseinander gehalten worden ist.

Das Verhiltniss x beider specifischen Wirmen eines Gases ist von dem Verhiltnisse
abhiingig, in welchem die Atomenergie einer Molekel bei ihrer Dissociation zur mitt-
leren kinetischen Energie der fortschreitenden Bewegung sich befindet. Dem zufolge
haben Gase, deren Dissociationstemperaturen anomal niedrig liegen (Chlor, Brom,
Jod), anomale Werthe des Verhiltnisses x.

Der Einfluss des Druckes auf den Gleichgewichtszustand in der Dissociation von Ga-
sen ist, trotz allen Dissociationstheorien, kinetisch unerklart geblieben.

Die Voraussetzung, dass sich Atome in Gasmolekeln der nten Potenz der Entfernung
verkehrt proportional anziehen, fihrt zum Schlusse, dass die kinetische Energie der
Atombewegung mit steigender Temperatur zunimmt, resp. abnimmt, falls n > 3,
resp. » < 3 ist. Allgemein wird angenommen, dass eine Zunahme stattfindel, in-
dessen ist fir diese Meinung keine thatsichliche Grundlage bekannt.

Gegen das Gelten des Newton’schen Gesetzes fiir Molecular- und Atomwirkungen
liefert die Molecularphysik und die Molecularchemie keinen Beweis; ebensowenig ist
bis jetzt die Annahme berechtigt, dass dieses Gesetz alle Thatsachen zu erkliren
vermag.

Dem Clerk-Maxwell'schen Zustande nihert gich jedes Gas asymptotisch.

Es besteht ein Gesetz, welches die in simmtlichen Naturprocessen angestrebte Energie-
vertheilung regelt.- Ein allgemeiner, strenger Ausdruck ist fir dieses Princip noch
nicht gefunden worden. Die Gesetze der Valenz, das Maxwell'sche Molecular-
gesetz, der zweite Hauptsatz der mechanischen Wirmetheorie sind Specialfille des-
selben. .

ur theoretischen Erfassung der Naturerscheinungen ist eine thermodynamische un

eine kinetische Theorie derselben erforderlich: die thermodynamische, weil sie mit
upiibertroffener Sicherheit Thatsachen in Beziehung zu bringen und den Zusammenhang
zwischen denselben zu erkennen gestattot (nie jedoch eine eigentliche Erklirung mit
sich,ffi‘lhrt); die kinetische, weil sie iiber das Wesen der Erscheinungen concrete

. ¥orstellungen zu bilden und in den innigsten Mechanismus der Natur einzu-
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dringen lehrt.




