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Solutions graphiques d’équations différentielles du premier ordre.

Dans 1a mécanique et dans la physique mathématique se
Mésentent souvent des équations différentielles, dont le
i‘e,{ls est ihconnu, parce qu'elles ne peuvent étre intégrées.

Mtégration numérique, A laquelie il faut alors recourir,
S tris fatiguante et ne conduit que lentement an but.

*s résultats plus rapides sont obtenus par la méthode
Yaphique. Dans ce qui suit, il sera démontré comment
" résout graphiquement ]'équation différentielle

d

= fy) 1)

" Péquation différentiolle polaire correspondante

"7 ) @

la solution analytique de (1) a la forme
FayC)y=0 3)
t

(V[l]li correspond 4 un systéme de courbes dans le plan zy.
eﬂ°u‘ fig. 1.) Le probléme est de déduire ce systéme de
Whes directement de I'équation différentielle (1) sans
{urir & lintégrale (3). A cet effet, on éerit d'abord 4
Place de (1)

Y o fay)=tga &)
::; Par conséquent, o est I'angle que la tangente des
b Pes de la fig. 1 forme avec la direction de l'axe
"etm‘ De (4) on caleuls o pour différentes valeurs de
% de ¥, et les directions correspondantes sont tracées,
5 18 forme de petits éléments linéaires dans le plan
folimaprég quoi on dessine les courbes intégrales sous

N ; de lignes de courant vers ce champ veetoriel. (Voir

y ! mode facile pour tracer ces éléments linéaires est

ﬁ’ab? ?a.nt, proposé par M. J. W. Sandstrém. On pose
r

dy
“ st une constante et, par conséquent, selon (1)
@y =a (6)

linéal.]endant graphique de cette équation est un systéme
e dans le plan zy, et, sur chaque ligne de ce
4
e, lg dérivee %Y est, selon (1), (5) et (B) constante

dx
¢
%8s 4 4. Chacune de ces lignes peut ensuite étre

munie d'un grand nombre de traits paralltles dont la
direction correspond % = @, aprés quoi les courbes in-

tégrales sont tracées comme lignes de courant vers ce
champ vectoriel. (Voir fig. 8.) Les lignes auxiliaires
construites de l'équation (6) sont appelées isogones.

La propriété la plus importante des courbes intégrales
est celle de' ne pouvoir se couper l'une I'autre. C'est

que, dans un tel point d'intersection, Z—Z aurait deux ou

plusieurs valeurs, ce qui est impossible, tant que f(z,y)
n'est susceptible que d’une senle valeur pour chaque point
du plan zy.

Exceptionnellement, plusieurs courbes intégrales peuvent
cependant se rencontrer dans un point. Ceci a lieu, lors-
que lexpression f(x,y) devient indéfinie et, par consé-
quent,

v

X

Fig. 1. La solution graphique de 1'équation différentielle (1) est selon (3)
un systéme de courbes dans le plan xy.
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X
Fig. 2. Construction de 1a solntlonagrlphlqno de 'équation différen- Fig. 4. Solution graphique de 'équation % = z
tielle {1). &
0=+
[l
X
Fig. 3. Construction® de la solution graphique de 1'égnation différen- Fig. 6. Solution graphique de l'équation z__-;l:z g

tielle (1) & I'aide des isogones de M. Sandstrdm,
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Les points singuliers contribuent beancoup & l'orientation
et & Paspect de tout le champ des lignes de courant.
Ainsi, p. ex., dans l'équation différentielle

dy _y
iz~ % @
I'expression dy devient indéfinie & =0, y == 0. La fig.

dx
4 reproduit la solntion graphique de cette équation, la-
quelle consiste en droites rayonnant en tous sens de
I'origine.
L’éguation différentielle, dont les solutions graphiques
coupent les solutions de (1) & angle droit est de la forme
dy 1

dz ™ Fay) @

et, si, au lien de (8) on écrit

y_ =

. dz= "y (19)
c¢’est la I'équation des cercles concentriques ayant l'origine
pour centre. (Voir fig. 5.) De (10), il résulte que, dans
ce cas encore, l'origine est un point singulier.
Si, dans (1), on introduit un paramétre a,
dy
Y —fya a
on obtient des solutions différentes pour les différentes
valeurs de a. L'équation de cette espéce la plus simple
est P
Z=rf@ (12)
4 lagquelle correspondent des lignes droites paralltles (voir

fig. 6) et p
’
}#"0 = f(®)

qui donne des spirales logarithmiques. (Voir fig. 7.
Le cas spécial snivant de (11) est

Y — f@ 0

(13)

(14)

dont les solutions sont continuellement répétées en sems
vertical, comme il ressort de la fig. 8 qui contient les
courbes intégrales de

dy _ o 15)

aTL' ]
Un intérét spécial est présenté par la solution graphi-
que qui dans chaque point coupe la solution de ’équation

différentielle (1) sous un angle constant «. L'équation
en est
dy .
L =tgrctgf(ny) + o (16)
La fig. 9 contient la solution graphigue de
d
Rg = tg (arctg sin z + a) (17

N:0 9. ,

BAND 4,
\ )
. . : i QY 3 i)
Fig. 10. Solution graphique de ’équation dr = tg 2,76 (arctg tg

Les différentes formes que les solutions de (14) peu"e":
prendre ne sont pas nombreuses. Toute équation ut e
compliquée de la forme

ay _ 19 .
=1 ( |
les contient toutes. (Voir fig. 10).

La solution graphique de I'équation différentielle

dy _ e a9
dz z |
ou : )
r 2
d_;P = () (
a un point singulier dans l'origine et la solution gr‘{Phi'
que en reste inchangée et identique, en cas d’agrandi®®
ment ou de réduction de l'image.

dy

La dérivée =2 est une tangente trigonométriqué

dx .
qui la rend plus facilement infinie que f(z,y). Soustrz‘
in

rapport, 'on obtient une meilleure équivalence en 5
duisant une tangente aussi du coté droit de (1). Si,
lieu de (1), on écrit

d ' 21)
=1 (tg=, tgy) (

. . . . poiog gUSS
les variables du membre droit deviennent infinies ®
. . dy . quie ’
souvent et aussi facilement que an’ et les images

résultent deviennent plus diverses et plus variées: 4
Les pl. I—V montrent différents points singﬂher:ion
les pl. VI—VIII des solutions graphiques de 1'éq%®
différentielle (21). oo
La facilité extraordinaire avec laquelle les solu itef
graphiques des équations différentielles sont constr d
selon la méthode décrite ci-dessus, et les résultats aoll’
instructifs qu'intéressants qu’elle produit, devraient er g
rager tous ceux qui s’occupent de physique et de %, .
que & l'appliquer 4 la cinématique de l'air et G° pits
spécialement dans la météorologie et dans I'océanog®? ot )
mais aussi aux champs magnétiques et glectriqueé® 318
Enfin la clarté¢ de la méthode et son adhésion direct® "
définition de la dérivée Z—‘Z la rendraient gminem®
utile, lorsqu'il $'agit d’introduire et d’appliquer 1 cizl:es-
infinitésimal dans les écoles techniques et dans esl
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I'SMHA. Meddelanden Bd 4. N:o o,

?&t l-—cos® I-cospP-sgine
r siny® T-cosP + 8NP

i’ de ]~ G 8int2¢ + sint2p
L™ R sz (T —sint2e)
oS

4

Ide _ 3sin?¢ —sirf2p
ar == [=3airt3¥

rd® _ 1+ 28sinP-sinte
dr = T-ZsinP-sint®

//%

TP _ tg(Sarctg sine.45°)

)
)

Pl 2

Y rgrsarctg Y

'%’,-Lﬂ 4_5".:?,’ 'Ip::'n.” %’FL-— ctg 5 arctg sinte

~/ |\ j
>

rde ;
—dr ~tg84arctgsiny rdf__ _2sin8®
" g s - §in

—%"1,,1 = tg 9 arctg sin2y




SMHA. Meddelanden Bd 4. N:o 8.

Pl 3

rde 1 . rae | rde _ 1+2sintP-sinty
dr sinZ¥ dr eIn3e dr = T-2sIn"P—sin*s
—— e — ’ .
V : \
m >
\—‘—u_-—/'_-"\—__"
T T T
dy __ : rd® _ 3 sin4p—sindAP
B =~ t§ Dasrcts LdF - _cotaarctgsine dr =" (-3 slnd®
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