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К ТЕОРИИ ДВУМЕРНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНО­
СТЕЙ I. ТЕОРИЯ КРИВИЗНЫ 

Ю. Г. Лумисте 
Кафедра геометрии 

Излюбленным предметом для геометров от Лагранжа до на­
ших дней являются минимальные поверхности как обычного трех­
мерного пространства, так и многомерных пространств, в кото­
рых они также определяются как «экстремали» некоторой опре-
ленной вариационной задачи (см. [5], стр. 100). 

В настоящей статье ограничиваются двумерными поверхно­
стями V 2  в n-мерных евклидовых или неевклидовых пространст­
вах. Такие поверхности являлись предметом многих исследова­
ний. Ряд из них (см. напр. работы Пинла [11, 12, 13]) исходит 
из свойства этих поверхностей являться поверхностями пере­
носа своих мнимых изотропных кривых (см. [7], а также [5], 
стр. 192). Настоящая статья примыкается к работам Борувки 
[8, 9, 10], в которых главное внимание уделяется т. н. индикат­
рисам нормальной кривизны и связанным с ними понятиям. 

Индикатрисы нормальной кривизны — основные построения 
теории кривизны двумерной поверхности V 2  в многомерном про­
странстве — являются в высших нормальных плоскостях, как 
известно, довольно сложными рациональными кривыми (см. 
[10], а также [5], § 12). Оказывается, что в частном случае дву­
мерной минимальной поверхности V 2  картина' сильно упроща­
ется: все нормальные плоскости такой поверхности двумерны, 
все индикатрисы кривизны — эллипсы с центрами в точке по­
верхности. Это позволяет на V 2  ввести ряд инвариантных вели­
чин и направлений. 

§ 1. Нормальные плоскости 

1. Известно, что как евклидовы пространства R n, так и не­
евклидовы пространства — эллиптические пространства S n  или 
гиперболические пространства 'S n  — можно рассматривать как 
проективные пространства, метризованные при помощи некото­
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рой квадрики, называемой абсолютом пространства (см. напр. 
[4], гл. III). 

Любую точку, лежащую на поляре точки М по отношению 
к абсолюте пространства S n, назовем вектором в точке 1  М. 
В дальнейшем всегда пользуемся репером, состоящем из точки 
М и из п линейно независимых векторов е а  (а, ß, ... — I, п) 
в точке М. Инфинитезимальное перемещение такого репера оп­
ределятся формулами (см. напр. [3]) 

dM = (o ae a, (1. 1) 

<*«„ = — cg^afiM'+a/ep, (1.2) 

в которых пфаффовы формы со а  и со J удовлетворяют т. н. струк­
турным уравнениям 

D(ö a=[(üPcöp a], (1.3) 

D(o/= [<У/со/] — \gßY. c(ga9gya— gaagYQ) [o>W], (1. 4) 

и т. н. уравнениям инвариантности абсолюта (или метрики) 

dg a ß= gyßMj+gayCo/, (1. 5) 

где g aß и g aß являются, соответственно, ко- и контравариант -
ными метрическими тензорами пространства, а постоянная 
с равна кривизне пространства. 

Абсолют определяется в неевклидовом случае уравнением 

g« 13*"-t' s  + -L(xV = o, 

в евклидовом случае уравнениями 

g a ßx axP =Qt *°=0. 

Метрика пространства определяется уравнением 

ds 2  —gaßCöao)ß. (1. 6) 

Число 

(*, У) = g aß x < xy ß  

называется скалярным произведением векторов х — х ае а  и 

y==yßßß. Угол <р* между векторами х и у определяется форму­
лой 

{х, у) cos ф = = . 
/ (х, х) (у, у) 

1  В евклидовом пространстве R
n, в котором поляра любой точки совпа­

дает с бесконечно удаленной гиперплоскостью, понятие вектора уже не за­
висит от точки М и совпадает с известным аффинным понятием вектора. 



Если ф = |-, т. е. (дс, у) = 0, то векторы х и у называются орто­

гональными. Если (х, я) '= 1, то вектор х называется нормиро­
ванным. 

2. Пусть в S n  задана двумерная поверхность V 2. Репер при­
соединяется к ее точке М = М(и\ и 2) так, чтобы первые два 
вектора е £  (i, j = 1,2) были нормированы, ортогональны и лежа­
ли в касательной плоскости к поверхности V 2, а остальные век­
торы е а о  («о, ßo, ... = 3, ... , п) были ортогональны к ним. 
Тогда 

gll = &22 = 1, gl2 = 0, gi a o=0 (1. 7) 

и dM = т. е. 

й) йо=0. (1.8) 

Из (1.5), в силу (1.7), 

(til 1  = (02 2  = О, (Ü2 1  =>—<tii2, (1. 9) 

®> в 0' = —S« ö A<B<A. (1. 10) 

Если продолжить уравнения (1.8) (т. е. продифференциро­
вать их внешним образом, а затем к полученным ковариантам 
применить лемму Картана; см. [6]), то получаются уравнения 

(Oi aо = htf о о)', hij aо = hji aо. (1.11) 

Легко показать, что плоскость, натянутая на точку М и век­

торы hij a°e a Q, инвариантно связана с поверхностью Vi в точке 
М. Она называется первой нормальной плоскостью поверхно­
сти V 2. 

Вектор 
h = h a<>e a Q, /i"° — hn

a0 -f- h22a° 

называется вектором средней кривизны поверхности V 2  (см. 
[5], стр. 99). 

3. Минимальные поверхности V 2  характеризуются, как из­
вестно, равенством 

h — 0 

(см. [5], стр. 100), или, в данном случае, совпадением векторов 

л11 а° е« 0  и - V°e a„-

Может случиться, что эти векторы коллинеарны с вектором 

^12 а° еа 0- Тогда первая нормальная плоскость вырождается в пря­
мую и вектор €3 репера можно выбрать лежащим на этой пря­

мой. Такой выбор приводит к равенствам hif 1  = 0 (ai = 
= 4л), в силу которых из (1.11) следует, что 

(Ui3 = а 3о) ]  -J- b 3o) 2, te>23 s= Ьзы 1  — а3(у2, co^ 1  ==• &)2"i = 0. 
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При внешнем дифференцировании последних двух уравнений 
получаются коварианты 

[<2 3<y' -f- b 3oj 2, (Уд" 1] =' 0, [b 3(o [  — Ö3Cо2, o) 3
aq — О, 

из которых o) 3
a i= 0. Отсюда по соответствующим общим сооб­

ражениям (см. напр. [2], § 1, п. 5) следует, что поверхность 
V 2  лежит в трехмерном пространстве. 

Следовательно, если минимальная поверхность V 2  не лежит 
в трехмерном пространстве, то векторы 

= — (1- 12) 

линейно независимы и первая нормальная плоскость поверхно­
сти V 2  двумерна. 

Нормированные векторы е 3  и е 4  репера можно выбрать 
коллинеарными соответственно к векторам (1. 12), а векторы 
€
а («1, ßi, .. . = 5, ..., п) — ортогональными к ним. Тогда 

h n* = h 2 24 = 0, /г, 2
3  = 0, = 0, (1. 13) 

^33 = ̂ 44 = 1, gM = cosy u  gi a i  = 0, (1. 14) 

(ii,- / ь  •  •  •  —  3 ,  4 ) ,  

где у\ — угол между векторами е 3  и е 4. 
Если обозначить 

/in 3  = — h22
3 = а 3, /г 1 2

4  = а 4, 

то из (1. 11), в силу (1. 13), 

(Ü1 3  = 031У1, CÜ2 3 |=—аз^ 2, (1. 15) 

(У, 4  =-ti 4ci) 2, о) 2
4  — а 4о) {, (1. 16) 

W l«i = 0, (о2
а 1 = 0. (1. 17) 

Из (1.5), в силу (1.7) и (1. 14), 
0)3 3  = — COS yiü)3

4, Ct)4
4 = —COS yiO>43, (1. 18) 

dy\ = — sinyi (cu3
4+ (У43), (1. 19) 

<%" = — (1-20) 
где 

р-зз =  p-44 , =—I— ст34 ^ _ .££121. (1.21) 
° ° sin2yx ' ® sin2 Yi 

4. При внешнем дифференцировании уравнений (1. 17) по­
лучаются, в силу (1. 15) и (1. 16), коварианты 

+a 4[o>4«ico 2] = 0, (1. 22) 

а 4  [ю^бо 1] —а3 [a) 3
Gift) 2] — 0, (1. 23) 



которые при развертывании по лемме Картана дают уравнения 

а 3со3«. = ü)1 + Л 2«1 ö)2, (1. 24) 

Ö4o)4« i = Л/1 со 1  —Л"ico 2. (1. 25) 

Новые коэффициенты позволяют определить два вектора 

А" 1 е и А./ 1  е Й 1. Если эти векторы равны нулю, то — О, 

<y 4
ai = 0 и поверхность V 2  лежит в четырехмерном пространстве. 

Если оба эти векторы не равны нулю, то они определяют неко­
торую плоскость, проходящую через точку М. Эта плоскость 
называется второй нормальной плоскостью поверхности V 2  

в точке\М. 
Может случиться, что эта плоскость вырождается в прямую. 

В этом случае вектор е 5  репера можно выбрать на этой прямой. 

Такой выбор приводит к равенствам Л 1
а?=Л 2

а 2— 0 («2 — 6,..., п), 
в силу которых из (1.24) и (1. 25) следует, что 

O3CÜ3 5  = O5Ü)1 -j- Ь$ОУ 2, 046)4° = Ь§6) 1  Об<Ы 2, 

О) 3«2 = 0, co 4
ß2=0. (1.26) 

При внешнем дифференцировании последних двух уравнений 
получаются коварианты 

[Ostti 1  + Ö5CO2, Ü)5
k2] t= 0, [b5col — 05(ti2, <у5"2] t= О, 

из которых <у 5" 2  = 0. Отсюда следует, что поверхность V 2  лежит 
в 5-мерном пространстве. 

Следовательно, если минимальная поверхность V 2  не лежит 

в 5-мерном пространстве, то векторы A l
a^e ( X i  и A 2

a ie a i  линейно 
независимы и вторая нормальная плоскость поверхности V 2  дву­
мерна. Нормированные векторы е 5  и е 6  репера можно выбрать 
коллинеарными соответственно к этим двум векторам, а векторы 

еа 2  ( а2, ß2,... =-7,,п) — ортогональными к ним. Тогда 

A, 6=A 1
r2=0, А2 5  = А 2

а2= 0, (1.27) 

gõ5=g66 = 1, g56 = cos у 2, g h a~ 0 (z 2, / 2, ... = 5, 6), (1. 28) 

где у2 — угол между векторами е 5  и е 6. 
Если обозначить 

Ai 5  = 05, А2 6  = Об, 

то из (1.24) и (1.25), в силу (Г. 27), 

О 3<у 3° = 05(о\ o 4ct>4 5  = — O5Ü)2, (1.29) 
Оз<У3

6  = CLqCÜ2, O4CU46 = Oßü)', (1. 30) 

ö>3«2=0, 6J4«2=0. (1.31) 



Из (1.5), в силу (1.7), (1.28), 

W5 5  = — COS у 2  CÜ5 6, (Об6 '= — COS 1>2 0>6
5, 

0^2 = — Sin >>2 (CÜ56 + (06
5), 

(1.32) 
(1.33) 

(1.34) —g'*g^2
ahßl, 

где 

СГ55 __ р-бб __ 1  дЪ6 =  
C 0 S  /2 

sin 2  у 2  ' 6  sin- у 3  ' 
(1.35) 

5. Дальнейшее построение нормальных плоскостей поверх­
ности У2 в точке М происходит совершенно аналогично и ника­
ких принципиальных трудностей не представляет. Последова­
тельно получаются формулы 

tozetg' = 0, (o°k—2 = 0 («*-, = 26+1, л), - (1.38) 

обобщающие формулы (1.29—31), и формулы 

Я2А-1 26-1 = g2k 2k — h g2k-1 2* = COS у*-1, ^ гг А_ 1а А,_ 1  =0 ( 1. 39) 

( i k - u  j k - i * =  2 k  —  1 ,  2 k ) ,  

обобщающие формулы (1.28) и (1.32—35). Справедливость этих 
формул для последовательных значений k легко доказать мето­
дом математической индукции. 

Указанный процесс построения нормальных плоскостей ми­
нимальной поверхности У 2  при конечном п не может бесконечно 
продолжаться. При некотором значении k, допустим при k = р у  

получается нормальная плоскость (или же прямая), которая 
является уже ортогональным дополнением всех предыдущих 
в пространстве, вмещающем поверхность Vi. 

Если эта нормальная плоскость двумерна, то все нормальные 
плоскости поверхности У 2  двумерны, поверхность У 2  лежит 
в 2р-мерном пространстве и при значениях k = 2, ..., р справед­
ливы формулы (1.36—42). 

Если эта нормальная плоскость одномерна (т. е. вырождается 
в прямую), то все предыдущие нормальные плоскости поверх­
ности У2 двумерны и поверхность V 2  лежит в (2р—1)-мерном 

2Ä—1 1 2А?—1 9 у •« г> V 0-2k-?,(i>2k—3 = Ü2k-\0), a2k-2ü)2k—2 — — CL2k-\0i \ ( 1. 36) 

ci2k-a0)lk—3—^2k(o2, a2k-20>2k—2— a2kü)\ (1.37) 
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пространстве. При k — 2, ... , р —* 1 справедливы формулы 
(1. 36—42); при k — p получаются формулы 

Ö2p-3ti2p—з = a,2p-\(ii x  -f- bip-rio) 2, (1. 44) 

&2p-2(*)2p—2 — ̂ 2р-1<у' Ö2p-l(t>2, (1. 45) 

которые обобщают формулы (1.26). 

§ 2. Индикатрисы кривизны 

1. Для каждой кривой на поверхности V 2  можно составить 
формулы Френе 

d M  =  A )  t i f s ,  
= = i  (— с Ai -j- X\i\) ds, 

di\ = (— %i'o ~|~ Xii^ds, Л 

dtk = — tifs, 

где нормированный вектор io лежит на касательной, нормирован­
ный вектор i v  — на v-той нормали кривой, a x v  — v-тая кривизна 
кривой. Из этих формул легко получить следующий результат: 
если векторный компонент аналитической точки d vM на v-той 
нормали делить на ds v\ то получается вектор, который не зави­
сит от параметризации кривой и равен 

Х\Х2  • - • Xv_Jv_y 

Этот вектор называется вектором [v—1,) -ой кривизны кри­
вой. Легко видеть, что он лежит 1  в плоскости, натянутой на 
точку М, на касательную плоскость и на первые v— 1 нормаль­
ные плоскости поверхности У 2. 

Компонент этого вектора на (v— 1) -ой нормальной плоскости 
поверхности У 2  называется вектором (v— 1) -ой нормальной кри­
визны кривой. Он, очевидно, равен вектору, который получается, 
если векторный компонент аналитической точки d vM на (v— 1) -ой 
нормальной плоскости делить на ds v. 

2. Из (1.1—2) и (1.15—17) следует, что векторный компо­
нент аналитической точки d 2M на первой нормальной плоскости 
равен 

а 3[((о х) 2  — (co 2) 2]e 3L{- 2а 4(о 1со 2е 4. (2. 1) 

Если этот компонент делить на ds 2  = (со 1) 2  + (со 2) 2, то полу­
чается вектор первой нормальной кривизны некоторой линии на 
поверхности V 2. Этот вектор, как видно, зависит только от на­
правления со 1: со 2  этой линии на касательной плоскости. Если 
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угол поворота вектора dM = о^е, + <у 2е 2  от вектора е х  обозна­
чить через ср, то 

cü 1  = ds cos (р, со 2  = ds sin <р (2.2) 

и соответствующий вектор первой нормальной кривизны равен 

а 3  cos 2<р «з + а 4  sin 2ср е 4. (2. 3) 

Геометрическое место концов векторов (2.3), отложенных от 
точки М, называется первой индикатрисой кривизны поверхно­
сти V 2  в точке М. Ее параметрические уравнения на первой нор­
мальной плоскости в неоднородных координатах (т. е. в коорди­
натах, в которых х° = 1) имеют вид 

х 3  — а 3  cos 2 (р, 

х 4  =а 4  sin 2ср. 
Отсюда 

(0+ Ш ' - 1 -

3. Из (1.1—2) следует, что векторный компонент аналити­
ческой точки d^M на второй нормальной плоскости равен такому 
же компоненту дифференциала от вектора (2. 1). Если учесть 
еще (1.27—29), (2.2) и (2.3), то получается, что этот компо­
нент равен 

ß?s3 {a5[cos 2ср cos <р — sin 2<р sin <р}е 5  -f-
-j- a 6[ cos 2tp sin (p + sin 2(p cos <p] €6} = 

= ds3 {a5 cos 3(p e5 -j- a6 sin 3<p e6}, 

где в фигурных скобках стоит; очевидно, вектор второй нор­
мальной кривизны. 

Геометрическое место концов векторов второй нормальной 
кривизны, отложенных от точки М, называется второй индикат­
рисой кривизны поверхности V 2  в точке М. Ее параметрические 
уравнения на второй нормальной плоскости в неоднородных 
координатах имеют вид 

х г° = а 5  cos 3(р, 

х 6  = aa_sin 3ср. 
Отсюда 

(0+(£Н-
4. Допустим, что векторный компонент аналитической точки 

d k~ lM на {k — 2) -ой нормальной плоскости равен 

ds k' x  {a 2k-3 cos (k — 1 )<p e2k-3 -f- a2k~2 sin (k — 1 )cp e2k-2}. (2. 4) 

Легко видеть, что тогда компонент вектора d kM на (k — 1) -ой 
нормальной плоскости равен такому же компоненту дифферен­
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циала от вектора (2.4), имеющему, в силу (1. 1—2), (1.34—36) 
и (2. 2), вид 

ds k{a 2k-1 [cos (k — 1 )q> cos ср — sin (k — 1 )cp sfn q>] e2k-\ + 
+ a>2k [cos (k — 1) cp sin <p -j- sin (k — 1 )cp cos cp] e2k} = 

= dsk {a2k-\ cos k<pe2k-i + cl2u sin k(pe2k}. 

Здесь в фигурных скобках стоит 'вектор (k — 1) -ой нормаль­
ной кривизны. Геометрическое место концов этих векторов, отло­
женных от точки М, называется (k — 1)-ой индикатрисой кри­
визны поверхности V 2  в точке М. Ее параметрические уравнения 
на (k — 1) -ой нормальной плоскости в неоднородных координа­
тах имеют вид 

Отсюда 

Следовательно, все индикатрисы кривизны на двумерных нор­
мальных плоскостях минимальной поверхности У 2  являются 
овальными линиями второго порядка. При этом каждая из них 
имеет внутренний центр в точке М поверхности V 2. 

§ 3. Инвариантные направления и величины 

1. Полученный выше результат позволяет в каждой точке 
М поверхности V 2  определить ряд инвариантных направлений и 
величин. Прежде всего можно выяснить геометрические особен­
ности выбранного нами репера. Из уравнения (2.5) непосред­
ственно видно, что направления векторов e 2 k- {  и e 2 k  сопряжены 
по отношению к (k—1)-ой индикатрисе кривизны. При этом 
направление первого из них, очевидно, совпадает с направлением 
вектора (k—1)-ой нормальной кривизны a 2k-\ cos k<pe 2k~\ + 
+ a 2k sin k(pe 2 k, соответствующего значению ср — 0, т. е. направ­
лению вектора е у. Таким образом, выбор ортонормированных 
векторов €\ и е 2  на касательной плоскости полностью опреде­
ляет весь репер» Но этот выбор пока свободен. При желании 
можно вектор е х  выбрать так, чтобы на некоторой определенной 
нормальной плоскости, например, на (/—1)-ой, соответствую­
щий ему вектор е 2м был направлен по главному направлению 
соответствующей индикатрисы кривизны (т. е. по одному из двух 
направлений в точке М, являющихся одновременно ортогональ­
ными и сопряженными по отношению к индикатрисе). Тогда век­
тор e 2i, по направлению ему сопряженный, становится ортого­
нальным к ним. 

x 2 k~ l  = a 2k-1 cos kcp, 

x 2 k  = a 2k sin kcp. 

j 2k-1 \ 2  j 2k\2 

M+ 1 4 " 1 -
(2. 5) 
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Следовательно, (pi-i = ~ и формулы (1.39—43) при k — l 

соответственно упрощаются. 
2. Аналогичные соображения позволяют высказать следую­

щее более общее утверждение: Направления двух векторов, 
(k — 1 )-ой нормальной кривизны, соответствующих двум направ­
лениям. на касательной плоскости, составляющим угол Аср, кол-

линеарны, если А(р = к-у (л =0, + 1, + k), и сопряжены 

по отношению к (k— 1) -ом индикатрисе, если А(р = (2к — 1) ̂  

(к — 0, +1, + (*- 1), k). 
На касательной плоскости определяются, в общем случае, 

две серии направлений, которым на (k— 1)-ой нормальной пло­
скости соответствуют главные направления (k— 1)-ой индикат­
рисы кривизны. Каждая из этих серий состоит, в общем случае, 
из k направлений, составляющих последовательно друг с другом 

одинаковые углы . Направления одной серии делят пополам 

углы между соседними направлениями другой серии. Направле­
ния обеих серий назовем главными направлениями порядка 
k — 1 (ср. [5], стр. 111). 

Специальный выбор репера, о котором говорилось выше, 
можно теперь характеризовать тем, что вектор е х  направлен по 
одному из главных направлений порядка k— 1. 

3. Если минимальная поверхность V 2  лежит в четномерном 
пространстве, то все ее нормальные плоскости двумерны. В этом 
случае вышеизложенное относится ко всем нормальным пло­
скостям. 

Если поверхность V 2  лежит в нечетномерном пространстве 
с размерностью 2р— 1, то последняя нормальная плоскость вы­
рождается в прямую и при k — p справедлив^ формулы (1.44) 
и (1.45), в силу которых вектор (р—1) -ой нормальной кри­
визны, соответствующий направлению (2.2), равен 

[а 2 р-j cos pep + Ь 2 р-j sin pep] е 2 р. х. 

Здесь коэффициент называется (р—1) -ой нормальной кри­
визной поверхности V 2  в рассматриваемом направлении. На ка­
сательной плоскости имеется одна серия направлений, в кото­
рых этот коэффициент обращается в нуль (асимптотические на­
правления порядка р— 1), и вторая серия направлений, в кото­
рых этот коэффициент имеет экстремальное значение (главные 
направления порядка р—1). Обе серии состоят из р направле­
ний, составляющих последовательно друг с другом одинаковые 

углы При этом направления одной серии делят пополам 

углы между соседними направлениями другой серии. 
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4. Индикатриса кривизны (2.7) на [k — 1) -ой нормальной 
плоскости определяет в каждой точке М поверхности V2  также 
некоторые числовые инварианты. Такими являются, например, 
коэффициенты уравнения 

(—-—V — Я —Я cos yk-i 
\ a2k-\ I _ п 

/  1  \ 2  
—Я cos yk-i (—1 — Я 

\"2 k' 
\' ч  

которое равносильно уравнению 

(c^k—\ d\k sin2 yk-\) Я 2  — i ~f- ci<ik) Я1=0, 

т. е. величины. 2  

Õk-l — ü\k—\ -j- &2k, (3. 1) 
Ak-i — a.2k~\ ciik sin yk-1. (3. 2) 

Эти величины играют важную роль в формулах, определяю­

щих внешние дифференциалы от вторичных форм <и/ и ш,* 
( к  =  1 ,  . . . ,  р — 1 ) .  

Именно, из (1.9) следует, что 

Dü)i l  = Deo22 — 0, Do)2x i™ —- Do)i2, 

а из (1.4), в силу (1. 7-^10) и (1. 14—17), получается 

Deoi 2 |=— ( с  — <5i) [ü)V], (3. 3) 

следовательно 

K  =  c - d i  (3.4) 

является гауссовой кривизной поверхности V2  (ср. [13], гл. IV). 
Так как õi >0, то гауссова кривизна минимальной поверхности 
V2  не превышает кривизну пространства и равна ей только 
в случае плоскости. 

Далее, из (1.18) и (1. 19) следует, что 

D(ü)з3  rf й>44) = 0, D (<оз 4  + <у4
3) = 0, 

2  Инвариантность этих величин составляет в евклидовом случае содер­
жание известных теорем Аполлония. В неевклидовом случае они являются 
числовыми инвариантами двух линий второго порядка на проективной 
плоскости, одной из которых является индикатриса (2.7), а другой — абсо­
лют. 

(я 2*- 1) 2  + (х 2*) 3  + 2* 2*- 1* 2* cos y k_ x  +-^ = 0 

(k—1)-ой нормальной плоскости (см. [4], стр. 334). 
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а из (1.4), в силу (1.7—29), получается 

— £W = Doii3 = [<4®?,] + cdlп (2Ai — [ю'ю8], (3. 5) 

- ZW = D(U3 <  = [coŠcol] - -J- (2J, - i) [«'«'], (3. 6) 

где величину <У 2, которая при п > 6 определяется формулой 
(3.1), в случае п~Ъ нужно заменить величиной а 5

2  -f- Ь 5
2. 

Аналогично, из (1.30) и (1.31), 

D(o)Б 5  + (Об 6) = 0, D(o)5 6  + ы 6
5) = 0, 

а из (1.4) 

— D(ü6
6 >= D(osr° = [й)5са?г] -f- coty 2  (zl 2-^- — ]co lco2], (3. 7) 

- = K<4l-üff^(^-1) [«'«"l, (3. 8) 

где в случае n — 7 величина <У 3  заменяется величиной а 7
2  + Ь 7

2. 
Вообще получаются формулы, обобщающие (3.5—8), 

— Dcolt = D(olk-\ — [<ö2a—l ~~b 

+ С01 У»_, (л,_, ̂  - (3.9) 
\ ^k-2 ^k—l f 

— Dcolt 1 = D(olk—\ — [to2*-W/*_,] — 

< 3- , 0> 

где в случае n — 2p—1 величина õv-\ заменяется величиной 
Й2/?-1 ~f b\p-\ . 

Справедливость формул (3.9) и (3. 10) легко установить 
методом математической индукции. 
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KAHEMÕÕTMELISTE MINIMAALPINDADE TEOORIAST I. 
KÕVERUSTEOORIA 

Ü. Lumiste 
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Artiklis käsitletakse kahemõõtmeliste minimaalpindade kõverusteooriat 
«-mõõtmelises eukleidilises või mitteeukleidilises ruumis. Mitmemõõtmelise 
ruumi üldiste kahemõõtmeliste pindade kõverusteooria põhilised konstruktsioo­
nid — normaalkõveruse indikatrissid — osutuvad kõrgemat järku normaaltasan-
deis teatavasti keerulisteks ratsionaalseteks kõverateks (vt. [10]). Artiklis 
näidatakse, et minimaalpinna erijuhul pilt tunduvalt lihtsustub: kahemõõtme­
lise minimaalpinna kõik normaaltasandid osutuvad kahemõõtmelisteks, kõik 
normaalkõveruse indikatrissid — ellipseiks keskpunktidega pinna punktis. See 
võimaldab sisse tuua pinnaga tema suvalises punktis invariantselt seotud sihid 
(mitmesugust järku peasihid, kõrgemat järku asümptootilised sihid) ning suu­
rused (indikatrisside algebralised invariandid). Need sihid ja suurused oma­
korda võimaldavad liikuva reeperi sobiva valiku teel lihtsustada infinitesi-
maalse nihke valemeid ja ruumi struktuurivõrrandeid. 

ZUR THEORIE DER ZWEIDIMENSIONALEN MINIMALFLÄCHEN L 
KRÜMMUNGSTHEORIE 

O. Lumiste 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In dem , Artikel wird die Krümmungstheorie der zweidimensionalen Mini­
malflächen im n-dimensionalen euklidischen oder nichteuklidischen Raum 
behandelt. Es wird gezeigt, daß die grundlegenden Konstruktionen der Krüm­
mungstheorie der zweidimensionalen Flächen im n-dimensionalen Raum — die 
Indikatrizen der Normalkrümmung, welche im allgemeinen Falle in höheren 
Normalräumen .bekanntlich ganz komplizierte Kurven sind (s. [10]), im spe­
ziellen Falle der Minimalflächen sich stets als diejenigen Ellipsen in den 
zweidimensionalen Normalebenen erweisen, deren Mittelpunkte im Flächenpunkt 
liegen. Dieses Ergebnis ermöglicht die invarianten Richtungen (Hauptrichtun­
gen verschiedener Ordnung, asymptotische Richtungen höherer Ordnung) und 
die invarianten Größen (algebraische Invarianten der Indikatrizen) einzuführen. 
Mit deren Hilfe kann man das bewegliche n-Bein spezialisieren und die For­
meln der infinitesimalen Bewegung sowie auch deren Integrabilitätsbedingun-
gen vereinfachen. 
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К ТЕОРИИ ДВУМЕРНЫХ МИНИМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНО­
СТЕЙ II. ПОВЕРХНОСТИ ПОСТОЯННОЙ КРИВИЗНЫ . 

Ю. Г. Лумисте 
Кафедра геометрии 

В предыдущей статье [1] под тем же общим заглавием была 
построена теория кривизны минимальной поверхности V 2  в 
я-мерном евклидовом или неевклидовом пространстве. В част­
ности, были введены инварианты di и Л\ — числовые инвари­
анты (инварианты Аполлония) индикатрисы кривизны на пер­
вой нормальной плоскости. Оказалось, что инвариант К — с — <?i, 
где с — кривизна пространства, является гауссовой кривизной 
поверхности V 2  и тем самым принадлежит к внутренней геомет­
рии V 2. 

В евклидовом пространстве R 3 }  как известно, не существует 
минимальных поверхностей постоянной гауссовой кривизны. 
Недавно Пинлу [6] удалось этот результат обобщить на случай 
поверхностей V2 евклидова пространства R n. Зато в эллиптиче­
ском пространстве S 3  давно известна одна такая поверхность — 
прямоугольная поверхность Клиффорда. В настоящей статье 
доказывается, что она является единственно возможной вещест­
венной минимальной поверхностью постоянной гауссовой кри­
визны в трехмерном евклидовом или неевклидовом- простран­
стве. 

Первые примеры минимальных V2 постоянной кривизны в эл­
липтических пространствах S4 и S5 указал Борувка [3, 4] — это 
поверхности с di = 2А\~ const (т. е. поверхности с конгруэнт­
ными круговыми индикатрисами кривизны). В настоящей статье 
доказывается, что в пространстве S 5  существует еще более об­
щий класс поверхностей с д\ — const, А\ = const. Устанавлива­
ется, что этим найдены все вещественные минимальные поверх­
ности V 2  постоянной кривизны в 4- и 5-мерных евклидовых или 
неевклидовых пространствах. Оказывается, кроме того, что 
в случае п = 4 условие Ai — const влечет за собой постоянство 
гауссовой кривизны К (случай п = 5 остается еще открытым). 
Доказано также, что постоянным отношением õ\ : А\ могут об­
ладать, кроме этих поверхностей, только поверхности с круговыми 
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индикатрисами кривизны. Полученные в работе поверхности 
с öi = const являются системами импримитивности некоторых 
групп движений как в пространстве S 4, в котором они обладают 

„ 1 0 гауссовой кривизнои ^с, так и в пространстве о 5, в котором они 

несут евклидову метрику. 

§ 1. Поверхности с «подобными» первыми индикатрисами 
кривизны 

1. В этом параграфе рассматриваются такие минимальные 
поверхности V 2, инварианты di и Ai которых имеют постоянное 
отношение 

di : Ai — const. (1.1) 

Геометрически такая поверхность, в случае евклидова прост­
ранства R n, характеризуется следующим свойством: ее первые 
индикатрисы кривизны подобны между собой во всех точках по­
верхности. 1  

Исследование рассматриваемых поверхностей удобно вести 
в реперё, в котором как векторы и е 2  на касательной плоско­
сти, так и векторы е 3  и е 4  на первой нормальной плоскости по­
парно ортогональны (существование такого репера доказано 
в [1], § 3, п. 1). Тогда в формулах (1. 18—21) и (3. 1—2) в [1] 

при k — 2 yi = у, и они имеют, соответственно, вид 

(Уз 3  = 0>4 4  = 0, й>4 3  ==• (Уз4, (1.2) 

di = а 3
2  + а 4

2, A i = а ъа 4, (1.3) 

и условие (1. 1) равносильно условию 

а 4  — ха 3, х = const. 

Следовательно, в уравнениях 

da 3  =' а/со 1  + а 3"со 2, (1.4) 

da 4  — а 4'ы х  + а 4"о) 2, (1.5) 

2а 3со\ 2  — 04<Уз4 = а 3'й) [  — а 3(о 2, (1.6) 

2a 4(Oi 2  — Озй>з 4  = CL 4'(j) x  — 6Z4
z<y2, (1. 7) 

которые получаются продолжением уравнений (1. 15—16) из [1], 
а 4  —ха/, а" = ха 3'. 

1  В случае неевклидова пространства индикатрисы получаются друг из 
друга движением и преобразованием, которое переводит точку Р с расстоя­
нием Q от фиксированной точки М в такую точку Р' полупрямой MP, рас­
стояние £>' которой от точки М определяется по формуле 

tan V CQ' = Л tan V eg, Я = const. 

2 Matemaatika- ja mehhaanika-alaseid töid. II yj 



Из уравнений (1.6—7) следует теперь 

(1 — х 2) #зыз 4  =0. 

Если поверхность V 2  отлична от плоскости, то а 3  #= 0, и, сле­
довательно, или 1) х 2  =• 1, или же 2) о) 3

4  = 0. 
2. В первом случае х =•+ следовательно, а 4= + а 3, и пер­

вые индикатрисы кривизны являются окружностями. Здесь 
всегда можно перейти к равенству 

а А  •= а 3  — а, (1.8)  

заменив, если это нужно, вектор е 4  вектором —е4. Уравнения 
(1.4—7) дают теперь 

dlna = а'(о х  + о"<ы 2, (1. 9) 

2 «, 2  —w 3
4=a'V — а'йД (1. 10) 

где a' = a 3':ö, а" = а$' \а. При внешнем дифференцировании 
этих уравнений получаются коварианты 

[4aV]H- Lda'V] =0, 

[Ла'^ 1] —[Ла'й) 2]=0, 

где 

j а'— da! — a"wi2— ̂ 2с — 6а2 — со 1, 

Л а" == б?а" -f- a'wi 2. 

Им присоединяются коварианты (1.22—23) из [1], которые по­
лучаются при внешнем дифференцировании уравнений (1. 17) 
в [1]. При такой системе ковариантов, очевидно, Si = 2(п— 3), 
s2 =0, т. е. Q = 2(n — 3). С другой стороны, N — 2(п — 3). Сле­
довательно, минимальные поверхности V 2, первые индикатрисы 
которых являются окружностями, существуют и определяются 
с произволом 2(п— 3) функций одного аргумента. 

3. Во втором случае, когда со 3
4/=-0, ограничиваемся поверх­

ностями в 4- и 5-мерных пространствах. 
С л у ч а й  п — 4. В этом случае внешнее дифференцирова­

ние уравнения о> 3
4  = 0 дает сразу противоречие 2хо 3

2  =0. Следо­
вательно, минимальная поверхность V 2  в пространстве R 4, S 4  

или lS 4  имеет «подобные» индикатрисы кривизны тогда и только 
тогда, если последние являются окружностями. 

С л у ч а й  п =5. В этом случае внешнее дифференцирование 
уравнения <о 3

4  = 0 при помощи формул (1.26) из [1] дает конеч­
ное соотношение 

а 2  + ß2=2x2a2, (1. 11) 
где обозначено 

Or. п Ъг. а =• аз, <* = -£-, ß = -^-
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Сами формулы (Ц 26) в [1] имеют в новых обозначениях вид 

(Уз 5  = ао) 1  -j- ßco2, 

x(ü45 =т ßv1 — act)2. 

Их продолжение дает уравнения 

da — ßo)\2 = еы 1  + rjco 2, 

dß -j- ao)\2 ==• 7?«1 — eo)2. 

Теперь дифференцированием конечного соотношения (1. 11) 
получается система уравнений, из которой 

е =• аа' — ßa", 

т] = ßa' -j— aa". 

Таким образом имеем систему 

ti In а = а'со 1  + a"« 2, (1. 12) 

2й),2 = a'V — a'a)2, (1.13) 
2c/a= (2aa' — /Ja") су1  + { ß a ' 2 a a " )  (1. 14) 

2 dß = (20a' + ao,/)o1 — (aa' — 20a") <у2. (1.15) 

Внешнее дифференциррвание первых двух уравнений и раз­
вертывание полученных ковариантов дает: 

da' — gcy 1,+ <7(у 2, 

da" = aw 1  — [ß + 2(d, — с) — i (a'2 + a"2) ] <y2. 

Теперь внешним дифференцированием последних двух уравне­
ний получаются соотношения 

ß(ö\ — с) — 0, а(öi — с) =• 0. 

Отсюда, по формуле (3.4) в [1], 

К  =  с  —  ö i  =  0 ,  ( 1 . 1 6 )  

или 
a 2(l -f- к 2) — с. (1.17) 

В случае с < 0 полученное равенство оказывается противоре­
чивым. 

Следовательно, единственными минимальными поверхностями 
V 2  с «подобными». индикатрисами кривизны в пространствах R 5  

и !S 5  являются поверхности с окружностями в качестве индикат­
рис кривизны. 

4. Что касается поверхностей в эллиптическом простран­
стве S 5, то здесь возможно исключение. Именно, из (1. 17) видно, 
что 



Следовательно, в уравнениях (1. 12—15) а' — а" = 0, и, стало 
быть, 

(Oi 2  =0, а = const, ß = const. 

Теперь Do) 1  = 0, Do 2  — 0, т. е. 

(о1 — du1, со2 = öf«2. 

На основании (1. 11) можно.еще писать: 

а — ха\/ 2 cos Я, ß = V 2 sin Я, Я ==• const. 

Рассматриваемая поверхность V2 определяется теперь си­
стемой 

tu 3  = й> 4  = о) 5= 0, <Ы1 5= 0, й>2 5  — 0, (1. 18) 

t i l
3  = oßfu 1, со 2

3  = — adu2, о>1 4  •— nadu2, (024 = xadu1, (1. 19) 
coi2 — 0, соз 41= 0, (1.20) 

(Оз 5  — хау/ 2 (c/u 1  cos Я -f- du 2  sin Я), 

o)4 5  e= а у 2 (du 1  sin Я — du2 cos Я). (1.21) 

Эта система оказывается вполне интегрируемой, и она, сле­
довательно, определяет поверхность V 2  при заданных % и Я 
с произволом 13 постоянных. 

Поверхность обладает гауссовой кривизной К ==• 0 и ее инди­
катрисы кривизны не только подобны, но и конгруэнтны. 

§ 2. Минимальные поверхности постоянной гауссовой 
кривизны 

1. Хорошо известно, что в эвклидовом пространстве Яз не 
существует минимальных поверхностей постоянной гауссовой 
кривизны. В эллиптическом пространстве S 3  имеется пример 
такой поверхности — прямоугольная поверхность Клиффорда. 
Оказывается, что этот пример единственный для рассматривае­
мых поверхностей в пространствах У? 3, 5 3  и 'Sg. 

Действительно, минимальная поверхность V 2  определяется 
в случае п ==• 3 системой 

о)г = 0, coi 3  = азсо1 -j- Ьзо)2, й>2 3  = Ьз(ох — а3о)2. ( 2 . 1 )  

Ее гауссовой кривизной является величина 

К =  С  — аз 2  — Ьз 2. (2.2) 

Если векторы е х  и е 2  репера направлены по главным направ­
лениям поверхности V 2, то Ьз>=0 и из (2.2) следует при 
К = const, что 

а ъ  =• const. 
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Внешним дифференцированием уравнений (2. 1) получаются 
коварианты 

2а3 [o)i2o)2i] — 0, 2а3 [о)\2о)1] = О, 

из которых 
(Ü1 2  !=•(). 

Отсюда внешним дифференцированием получается, что 

К = с — а3
2 = 0, 

т. е. с>0, и поверхность V 2  является, следовательно, «развер­
тывающейся поверхностью» Бианки в эллиптическом простран­
стве S 3. Известно, что минимальной среди этих поверхностей 
является только прямоугольная поверхность Клиффорда (см. 
[2;], §23). 

2. Что касается минимальных поверхностей V 2  постоянной 
гауссовой кривизны в /г-мерных евклидовых или неевклидовых 
пространствах, то здесь известен результат Пинла [5] о том, что 
в евклидовом пространстве' R n  таких поверхностей нет. Оказы­
вается, что в эллиптических пространствах S 4  и S 5, также как 
и в S 3, такие поверхности имеются. В S 5  такими являются, на­
пример, поверхности, изученные в § 1, п. 4. 

Постоянной гауссовой кривизной могут обладать и минималь­
ные поверхности с окружностями в качестве индикатрис кри­
визны. 

Действительно, так как гауссова кривизна такой поверхности 
равна /С = с — 2а 2, то'из К — const следует а = const, и поэтому, 
в силу (1.9) и (1. 10), 

2<Mi 2  — <УЗ4. 

Отсюда внешним дифференцированием по формулам (3. 3) 
и (3.6) из [1J получается равенство 

- 2 (с - 2а?) = - 2а? + ± (а 5
2  + 6s 2). (2.3) 

При п= 4, когда а 5  = Ь 5  — 0, отсюда получается, что с>0 и 

а = ~]/~ ~. Рассматриваемая поверхность V2 существует, следова­

тельно, только в эллиптическом пространстве S 4  и определяется 
в нем системой 

(О 3  = (О 4  = (Ol 3  — ~|Л у (0 1  = <У2 3 !+ "]Z у (О 2  = 

=  < М , 4 -  | / ( U 2 1 - У у б , '  =  0 ,  ( 2 . 4 )  

2to, 2  —6)34 = 0, / (2.5) 

оказывающейся вполне интегрируемой. 
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Отметим, что гауссова кривизна поверхности равна ^ с. 

При п = 5 можно векторы е х  и е 2  репера, которые в случае 
кругового индикатриса могут свободно вращаться в касательной 
плоскости поверхности V 2, направить по главным направлениям 
второго порядка поверхности V 2. Тогда Ь 5  = 0, и из (2.3) 

а 5
2  — 4 а 2  (За 2  — с) = const. 

Уравнения (1. 26) в [1] имеют теперь вид 
а<Уз 5  = а 5(у 1, am 5  >=— ag<y2, 

и их внешнее дифференцирование дает коварианты, из которых 
(oi 2= 0. 

Из (3. 3) в [1] следует теперь, что 

К=>с — 2а2 = 0, 

т. е. с > 0. Поверхность существует только в эллиптическом 
пространстве S 5  и определяется в нем вполне интегрируемой 
системой 

со 3  = б) 4  = <у 5  = 0, cor 5  — <У25 = 0, 

у® 2=0, 

t o l 4 — j /  У < у '  =  0 ,  й з 5  —  V ~ 2 c  t o 1  = •  

= СУ4 5  + V 2с со 2  = 0,' 

( O I 2  = сиз 4  =0. 

Ее можно рассматривать как частный случай поверхности, 
изученной в § 1, п. 4, соответствующий значениям 2  х = 1, А — 0. 

3. Оказывается, что полученные примеры являются един­
ственными минимальными поверхностями V 2  постоянной гауссо­
вой кривизны в евклидовых или неевклидовых пространствах 
с размерностями п •= 4 и п = 5. 

Детальное доказательство этого утверждения проводим 
только в случае п = 4, когда оно получается сравнительно легко. 

Так как гауссова кривизна минимальной поверхности V 2  

равна величине 
К = с — (a3

2-j-a4
2), 

то поверхности, для которых К = const, характеризуются усло­
вием 

a 3
2  -j- а 4

2  — k2, k = const. 

2 Отметим, что полученные в этом пункте результаты фактически содер­
жатся уже в заметках Борувки [3, 4], в которых сообщается, что в эллипти­
ческих пространствах S 4  и S5 существуют минимальные V 2, индикатрисы 
которых являются окружностями с одинаковыми радиусами. 
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Отсюда 
a 3  = k cos ft, a A=?k šin ft. 

Уравнения (1.4—7) принимают теперь вид 

dft=> tW + tW, (2.6) 

cos 2#о> 3
4  = — ft"cox + #zw2, (2. 7) 

2wi2 = sin 2# • üj3
4, (2. 8) 

где 
==. a 4

z  cos $ — a3
z sin $, #zz = a4

zz eos ft — a3
z/ sin ft. 

Внешнее дифференцирование уравнения (2. 8) дает, в случае 
п — 4, конечное соотношение 

ft'2 + ft"*=h 2, (2.9) 

где 

h 2=h 2{ft) =ly (2 + sin 2  2ft) — с. (2.10) 

Внешним дифференцированием уравнений (2.6) и (2. 7) по­
лучаются коварианты, из которых 

dft' — ft"coi2 + Но; 1  = о'о) 1  + о"о)\ (2. 11) 

dft" + ft'm 2  — о" (о х  — о'о) 2, (2.12) 
где 

H = H{ft) =ä2h 2  tan 2ft + у sin Aft. (2. 13) 

Так как соотношение (2.9) равносильно равенствам 

ft' = h cos ft" — h sin x> 

то уравнениям (2. 11) и (2. 12) можно дать вид 

dh -f- Ню 1  cos x — X l(° l  ~h х' , (° 2у (2. 14) 

h(dx + <t)i 2) — Hoo1 sin x = %"b>x — xx<°2- (2.15) 

Дифференцированием соотношения (2. 10) получается 

2h dh = hk 2  sin 4ft(со 1  cos x + w 2  sin #). 

Отсюда, или /г = 0, и, следовательно, ft' => ft" = 0, т. е. # = const, 
а также о 4: а 3  = tan f t  —  const, и утверждение доказано, или же 

£2 
dh — у sin \ft((j) x  cos # -f- w 2  sin #). 

В последнем случае из уравнения (2. 14) получаются соотно­
шения, которые вместе с уравнениями (2. 7) и (2. 8) позволяют 
уравнение (2. 15) писать в виде 

hd х -•= Х(со х  sin х — б> 2  cos х), 
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где 

Х = = tf-{-у (h 2  tan 2ft + К 2  sin 4$). (2. 16) 

При внешнем дифференцировании последнего уравнения по­
лучается ковариант 

[dh d%] — Xz [dft', o)x sin % — о) 2  cos %\ + 

+ X [dx + vi 2, cos x + у 2  sin %], 

который, после умножения на h и выполнения нужных подста­
новок, приводит к конечному соотношению 

h 2X' — X (у sin 4ft — ̂  tan 2ft + х} = 0. 

При помощи (2. 10), (2. 13) и (2. 16) легко проверить, что это 
равенство не сводится к тождеству. Получается некоторое конеч­
ное уравнение для определения ft, из которого .ft = const. Но 
тогда о 4: о 3  — tan ft = const, что и требовалось доказать. 

Доказательство этого утверждения в случае п = Ъ можно 
провести аналогичным путем, т. е. последовательные продолже­
ния системы (2.6—8) довести до результата ft = const. Нужно, 
однако, сказать, что это связано с довольно длинными выклад­
ками: придется привлечь еще уравнения (1.26) из [1], коэффи­
циенты которых связаны соотношением 

а 52 -j- b 5* = & (h* — ft'2 - ft"2), 

которое заменяет в случае п = 5 соотношение (2. 10). 

§ 3. Минимальные поверхности V 2  с постоянным инвариантом Аъ 

Рассмотрим еще минимальные поверхности V 2  с постоянным 
инвариантом ^2= о 3о 4, т. е. при условии 3  

о 3о 4  — k,k = const. 

Оказывается, что в случае п = 4 такие поверхности также 
совпадают с ранее изученными поверхностями, т. е. в евклидовом 
пространстве н в гиперболическом пространстве 'S 4  их нет, 
а в эллиптическом пространстве такие поверхности имеются и 
являются в то же время поверхностями постоянной гауссовой 
кривизны. 

Для доказательства нужно исходить из уравнений (1.4—7) 
и подставить туда 

k о 3  -= а, 04 = —. 

3 В евклидовом пространстве R n  такие поверхности, если бы они суще­
ствовали, имели бы первые индикатрисы кривизны с одинаковой площадью. 
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Получается система 

da — а! ы х  + а" о) 2, (3.1) 

Т (т ~ I) М з <  '= а" ш' - a V- (3- 2) 

4fo, 2=(a 2  + -^)M 3*. (3.3) 

При внешнем дифференцировании уравнения (3. 3) по фор­
мулам (3.4) и (3.5) из [Г] получается, в случае п — 4, конечное 
соотношение 

а' 2  + а" 2  = h 2, (3.4) 
где 

h 2  = j (а 4  —2са 2  + £2). (3.5) 

Внешнее дифференцирование уравнений (3.1) и (3.2) дает 
коварианты, из которых 

da' — а"оси 2  Н- Нсо х  ь= 0V + ß"a)2, (3. 6) 

da" + aV =ß"a)x — ß'(o2, • (3.7) 
где 

(*-*)• 

Соотношение (3. 4) равносильно двум равенствам 

af = h cos a, a" = /г sin a. 

Поэтому уравнения (3. 6) и (3. 7) можно писать в виде 

dh + #<у' cos a = a'o) 1  -j- а"(£> 2, (3. 8) 

h(da + (Oi 2) — Ho)1 sin а — а"со х  — а'со 2. (3. 9) 

Из (3. 5) получается дифференцированием 
% 

2hdh = ah(a 2  — с) (w 1  cos а -f- со 2  sin а ) .  

Отсюда, или /г = 0, следовательно, из (3.4) а' = а" = 0, т. е. 
а = const, и утверждение доказано, или же 

dh <— а (а 2  — с) (со г  cos а + <у 2  sin а). 

Из (3. 8) получаются соотношения, позволяющие уравнение 
(3. 9) писать в виде 

hda => A (a) 1  sin а—со 2  cos а), (3.10) 
где 

A = H + a(a>-c)-h* 5$^. 

При внешнем дифференцировании уравнения (3. 10) полу­
чается ковариант 
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[dhda] = A'[da, w 1  sin a — со 2  cos а] -f-

+ Л [da -j- o)\ 2, со 1  cos а + (о 2  sin a], 

который, после умножения на h и выполнения нужных подста­
новок, дает конечное соотношение 

A'h 2  — А (2а 3  — 2са + Н) = 0. 

Это равенство не сводится к тождеству. Следовательно, вели­
чина а удовлетворяет некоторому уравнению с постоянными 
коэффициентами, т. е. а = const. Это и требовалось доказать. 

§ 4. Рассматриваемые поверхности как системы 
импримитивности в S 4  и Ss 

1. Известно, чт-о поверхности Клиффорда, в частности и пря­
моугольные, являются системами импримитивности двупарамет -
рической группы движений в пространстве S 3  — именно группы, 
являющейся прямым произведением двух однопараметрических 
групп паратактических сдвигов. 

Оказывается, что некоторым аналогичным свойством обла­
дают и другие поверхности, полученные в § 2, т. е. минимальные 
поверхности V 2  постоянной гауссовой кривизны в пространствах 
S 4  и S 5. Именно, любые две точки М 0  и М 0* такой поверхности 
У2 могут быть совмещены некоторым движением в S 4  или S 5, 
оставляющем V 2  инвариантным. 

Для доказательства рассмотрим движение, которое приводит 
точку М 0* вместе с связанным с ней репером, использованным 
нами в § 2, в совпадение с точкой М 0  и соответствующим ей ре­
пером. Обозначим новое положение поверхности V 2  при таком 

движении через V 2, а формы инфинитезимального перемещения 

на V 2  через со 1, ш 2, ац 2  и т. д. 
2 .  С л у ч а й  п = 4. В этом случае формы инфинитезималь­

ного перемещения репера на V 2  и V 2  связаны уравнениями 
(2.4—5). Поэтому система 

СО1 = СО1, OJ2 — (У2, 0>12 = ÕJL2 

вполне интегрируема. Следовательно, с произволом трех по­
стоянных существует преобразование между главными парамет­

рами и\ и 2  и и\ и 2  на поверхностях V 2  и V 2, которое приводит 
в совпадение формы со' и õ>' (i — 1, 2), а также формы an 2  и сЬ\ 2. 

Тогда, в силу (2. 4—5), совпадают все формы в формулах ин­
финитезимального перемещения. Произвольные постоянные 
можно при этом выбрать так, чтобы точке М 0  как на V2, так и 

на V 2  отвечали те же значения параметров и\ и 2. Точки М и М 
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поверхностей V 2  и V 2  вместе с векторами соответствующих по­
движных реперов на этих поверхностях (точнее их координаты 
в некотором неподвижном репере) являются теперь двумя реше­
ниями вполне интегрируемой системы, отвечающим одним и тем 
же начальным условиям в точке М 0. Отсюда следует, что поверх­

ности V 2  и V 2  действительно совпадают. Этим утверждение 
доказано. 

Доказано даже больше: совместить можно не только точки 
M Q  и Мо*, но и направления, произвольно взятые в этих точках, 
не меняя при этом самой поверхности V 2. 

Полученный результат можно выразить в следующем виде: 
минимальная поверхность V 2  постоянной гауссовой кривизны 
в эллиптическом пространстве S 4  является системой имприми­
тивности некоторой трехпараметрической группы движений про­
странства S 4. В частности, такая поверхность допускает враще­
ние вокруг любой своей двумерной нормальной плоскости. 

3 .  С л у ч а й  п — 5. В этом случае формы инфинитезималь-
ного перемещения связаны уравнениями (1. 1)8—21). Главные 
формы являются теперь полными дифференциалами от некото­
рых параметров, которые определяются с произволом постоян­
ных слагаемых. Эти слагаемые можем выбрать так, чтобы 

точке Мо как на V 2, так и на V 2  отвечали те же значения пара­
метров. 

Из (1. 18—21) следует, что формулы инфинитезимального 

перемещения репера на поверхностях V 2  и V 2  совершенно оди­
наковы. Одинаковы и начальные условия, которым удовлетво­
ряют начальная точка и векторы репера в точке М. Отсюда, 
также как и в случае п <== 4, следует совпадение поверхностей 

V 2  и V 2. 
Разница по сравнению с предыдущим случаем состоит в том, 

что теперь поверхность является системой импримитивности 
только двупараметрической группы движений и никакого вра­
щения, в общем случае, не допускает. Исключением является, 
конечно, поверхность с окружностями в качестве индикатрис 
кривизны. 
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KAHEMÕÕTMELISTE M1NIMAALPINDADE TEOORIAST II. 
KONSTANTSE KÕVERUSEGA PINNAD 

Ü. Lumiste 
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Eelmises artiklis [1] sama üldpealkirjaga käsitleti kahemõõtmelise mini-
maalpinna kõverusteooriat n-mõõtmelises eukleidilises või mitteeukleidilises 
ruumis. Käesolevas artiklis leitakse kõik konstantse Gaussi kõverusega mini-
maalpinnad n-mõõtmelistes ruumides (n < 5). Näidatakse, et selliseid pindu 
leidub ainult elliptilistes ruumides, kus nad osutuvad teatavate liikumiste rüh­
made imprimitiivsuse süsteemideks. Siinjuures ruumis S4 on nende Gaussi kõve­
rus võrdne ühe kolmandikuga ruumi kõverusest, ruumis S3 ja S5 aga võrdub 
nulliga. 

ZUR THEORIE DER ZWEIDIMENSIONALEN MINIMALFLÄCHEN II. 
FLÄCHEN FESTER KRÜMMUNG 

Ü. Lumiste 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im vorhergehenden Artikel [1] mit derselben gemeinsamen Überschrift 
betrachtete man die Krümmungstheorie der zweidimensionalen Minimalflächen 
im n-dimensionalen euklidischen oder nichteuklidischen Raum. Im vorliegen­
den Artikel werden alle möglichen Minimalflächen fester Gauss'schen Krüm­
mung im n-dimensionalen Räume (n < 5) gefunden. Es wird gezeigt, daß 
solche Flächen nur in elliptischen Räumen existieren und dort die Imprimitivs-
systeme einiger gewissen Gruppen der Bewegungen sind. Ihre Gauss'sche 
Krümmung ist im S4 ein Drittel der Krümmung des Raumes, im S3 und S5 

aber verschwindet sie. 
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СХОДИМОСТЬ ПО ОТРЕЗКАМ И УМНОЖЕНИЕ 
СУММИРУЕМЫХ РЯДОВ 

Э. Реймерс 
Кафедра математического анализа 

В настоящей работе мы доказываем несколько теорем умно­
жения Коши для реверсивных и нереверсивных (теорема 2. 3. 1) 
методов суммирования. В работе приведены только те резуль­
таты, где решения оказались достаточно эффективными. Для 
достижения эффективности мы пользуемся понятиями слабой 
(также сильной) сходимости по отрезкам (§ 1) и равномерной 
транслятивности (§ 2). Из общих теорем мы выводим соответ­
ствующие теоремы для методов Рисса и Вороного-Нерлунда 
(§  3 ) .  

§ 1. Обозначения, основные понятия и леммы 

1.1. Определение суммируемости. Мы будем рас­
сматрив а т ь  с л е д у ю щ и е  к л а с с ы  п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й 1  x  =  { x v ) :  
с — класс сходящихся последовательностей (lim x v  =х'), а — 

класс абсолютно сходящихся последовательностей 2  (I | A vx v  | < 
< ос), и классы к нулю сходящихся последовательностей сп (хес 
и *' = 0) и an (хеа и л/=0). Буквой а мы будем обозначать 
один из классов с и а, а буквами an один из классов сп и an. 

Определим теперь понятие «-суммируемости ряда 

2a k  ( 1 . 1 . 1 )  

при помощи последовательности ее частичных сумм 
V 

х =  ( x 0 l x u  . . . )  =  { x v }  =  { 2 a k }. (1. 1. 2) 
А-О 

1  Везде, где пределы изменения индексов не указаны, они пробегают все 

целочисленные значения 0, 1, 2 Поэтому ниже 2a k  = 2a k  = 2 a
k, 

lim x v  — lim xv — lim xv. * k—° 
v p^OO 

^ ЛyXp = = ;  Xy Xy I (x I - Ö), ^v^v = 
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Мы скажем, что ряд (1.1. 1) «-суммируем методом A — (anv) 
(или А а  -суммируем) к сумме А(х), если {А п(х))еа, где А п{х) — 

= 2anVxv, и если lim А п(х) = А(х). Иногда вместо ряда (I. 1.1) 

будем говорить, что последовательность (1. 1.2) А а  -суммируема 
к А (х). 

Метод А = (a nv) мы будем называть треугольным, если 
a nv — 0 при v^>n, и нормальным, если при этом еще а п п  0. 

1.2. П о л я  с у м м и р о в а н и я .  М н о ж е с т в о  в с е х  А а - с у м -
мируемых рядов обозначим через аА. аА мы будем называть 
полем «-суммирования метода А. 

Метод А называется «-реверсивным, если любой последо­
вательности {А п(х) }еа соответствует одна и только одна после­
довательность хеаА. Треугольный метод А «-реверсивен тогда и 
только тогда, когда он нормален. 

Определим для каждой хесА число 

II Х \ \ А  —  sup I А П ( Х )  I, (1.2.1) 
П 

и для каждой хеаА число 

\\х\\ а
А  = 2\АпА п(х)\. (1.2.2) 

Если А «-реверсивен, то эти числа || х ||л определят норму 
для хеаА и аА будет нормированным пространством. При нор­
мальном А аА будет £/(-пространством, т. е. пространством 
Банаха, где имеет место сходимость по координатам. 

1.3. К о н с е р в а т и в н ы е  м е т о д ы .  М е т о д  А называется 
«-консервативным, если он «-суммирует любую последователь­
ность хеа. Аналогично А называется ас-консервативным, если он 
с-суммирует любую хеа. Если А сохраняет также и сумму для 
хеа, то вместо консервативности мы будем говорить о соответ­
ствующей регулярности метода А. 

С этими понятиями связаны следующие условия 3  

(а) lim a n v  = a v, 
tl 

• (b) lim 2anv  = а, 
П V 

(c) 2\aJ<M, 
V 

(d) \2a n V\<M, 
v=o 

(e) 2 \Л п  2 a n v \ <M  ( 2 a n V  сходится). 
n v=k v 

3  Здесь и всюду в дальнейшем буквой М обозначаем некоторую положи­
тельную постоянную. 
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Из этих условий необходимы и достаточны для 

^-консервативности: (а), (Ь), (с); 
. ас- „ : (a), (b), (d); 

а- „ : (е). 

Если рассматривать консервативность метода относительно 
классов сп и an, то условие (е) нужно опустить. Для «-регуляр­
ности дополнительно к условиям «-консервативности должно 
быть a v  = 0 и а = 1. 

При с- и «^-консервативности связь между суммами имеет 
вид 

А (я) ь= а lim x v  + Ia v  (x v  — lim xv). (1.3. 1) 
V V V 

1.4. О с н о в н ы е  м н о ж е с т в а .  Н и ж е  н а м  б у д у т  н у ж н ы  
последовательности 

£?v = (0, ..., О, 1, 0, ...) и е= (1, 1, ...). 

V нулей 

Пусть метод А «-реверсивен. Мы скажем, что множество 
G лежит плотно в «Л, если для любого е > 0 и хеаА найдется 
такой элемент geG, что || х — g \\а<С е. Множество Ее. а А назы­
вается основным множеством пространства «Л, если линейные 
комбинации всех элементов из Е лежат плотно в «А. 

В пространствах с и о основное множество составляют по­
следовательности e v  и е. 

1.5. С о в е р ш е н н ы е  м е т о д ы .  П о н я т и е  с о в е р ш е н н о с т и  
метода суммирования мы определим при помощи отрезков. От­

резком g a  — {g*} для пространства «Л мы будем называть 
линейную комбинацию элементов основного множества прост­
ранства а. Следовательно 

к 
g a= % gv ev~\-ё е> 

v=0 

где g v  и g произвольные числа. 
При пользовании отрезками нужно всегда предполагать, что 

g aeaA. Если Л «-консервативен, то g aeaA, так как мы имеем 
разложение 

A„(g a) = 2 anvgv + g2anv. (1 .5 .  1 )  
v—o V 

Мы называем «-реверсивный «-регулярный метод Л «-совер­
шенным, если для любого хеаА и любого е > 0 можно найти та­
кой отрезок g t v  что 

\\x-g a\\ a
A<e. (1.5.2) 
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Если выполняется условие (1.5.2), то отрезки g a  лежат 
плотно в аА. Следовательно имеет место 

Лемма 1.5.1. а-реверсивный а-регулярный метод А тогда 
и только тогда а-совершенный, когда множество {e v, е} является 
основным множеством пространства аА. 

Лемма 1.5.2. а-реверсивный а-регулярный метод А тогда 
и только тогда а-совершеннный, когда для любого в аА линей­
ного и непрерывного функционала f, удовлетворяющего условию 
fe v  = fe = 0, заключается fx = 0 при всех хеаА. 

Эта лемма заключается из предыдущей (см. Банах [1]. 
стр. 58, теорема 7; см. также [7,]). 

1.6. Сходимость по отрезкам. Определим понятие 
k  

отрезка х а  для последовательности хеаА следующим образом: 

х а =  2  ( x v  —  A ( x ) )  + А ( х ) е .  
<i v-o 

k 
По определению отрезок х а  будет частным случаем общего от-

k 
резка g a  в аА. Поэтому также х аеаА, если А «-консервативен. 

к 
Разложение (1.5. 1) для х а  имеет вид 

А п  (х а)= 2 a n v  {x v  — А (х)) + А (х) 2a n V. 
V=0 v 

Мы скажем, что в нормированном пространстве аА имеет 
место сходимость по отрезкам (сокращенно СО), если для всех 

к  
хеаА lim х а  = х по норме в аА, и слабая сходимость по отрез­

кам (ССО), если при любом линейном непрерывном функцио-
к 

нале f, определенном в аА, выполняется равенство lim fx — fx 

для всех хеаА. 
Следует отметить, что из СО всегда заключается ССО. 
Лемма 1.6.1. Пусть метод А а-реверсивен и Фа-регулярен. 

Если в аА имеет место ССО, то А а-совершенен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  ф у н к ц и о н а л  f линейный и не­

прерывный  на аА и такой, что fe v  = fe = 0. Тогда также fx a  = 0 
к  

для любого хеаА и мы из-за ССО имеем fx = lim fx a  = 0. По 

лемме 1. 5. 2 метод А а-совершенный. 
Пусть в дальнейшем 

к  
An k { x )  = = =  2  CL n V X v .  

%>—0 
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Лемма 1.6.2. Пусть А с-реверсивен и с-регулярен. В сА 
имеет место ССО тогда и только тогда, когда 

I A n k(x) |<М ||*| |5. (1.6. 1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н у ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  п о с л е д о в а т е л ь -
k 

ность {y n
k} — {Ап(хс)} при k-*~ oo сходится слабо к {у п} — 

= {Ап(х)} в пространстве с (см. напр. [4], теорема 3.5). Для 
этого необходимо и достаточно выполнения условий (см. [1], 
стр. 136) (i) sup I z// К М, (ii) lim y n

k  = Уп, (iii) lim (lim y n
k) = ' 

k  k  k t l  
= lim y n. Условие (i) эквивалентно условию (1.6. 1), так как 
x v  линейный непрерывный функционал на сА. Условия (ii) и 
(iii) всегда выполнены. 

Лемма 1.6.3. Пусть А с-регулярен и с-реверсивен. Если 
в сА имеет место ССО, то также СО. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  о т р е з о к  g c  имеет разложение 
(1.5.1). Тогда для последовательности у = х — gc отрезком бу-

k k 
дет у с  = х с  — gc и мы можем написать из-за условия (1.6.1), 

А 
что II у с  II < М II у \\ С

А. Следовательно 

К  Х*>-ХС\\А - С И *  — g c  1 1  Л  ~ Н  I  . У с  1 1 Л  - С  (М -{- 1) И X—gc 11 Л • 

Ввиду леммы 1.6. 1 для любого е > 0 мы можем подобрать g c  

при достаточно большом k так, что будет || х — gc || е / (Al -f-1). 
k 

Тогда (j х — х с  j] < е. Лемма доказана. 
Лемма 1.6.4. Пусть А а-реверсивен и а-рбгулярен. В аА 

имеет место СО тоёда и только тогда, когда 

lim 2 I Л п  1 a n V {x v -A(x))\  = 0.  (1.6.2) 
k П v=k 4' , 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  о п р е д е л е н и ю  С О  д о л ж н о  в ы п о л ­
няться условие k  

lim 11 An A n(x — xc) I <= 0. 
k n 

Это условие эквивалентно условию леммы. 

§ 2. Умножение суммируемых рядов 

2.1. П о с т а н о в к а  п р о б л е м ы .  М ы  б у д е м  р а с с м а т р и ­
вать умножение Коши. Пусть даны ряды 2uk и 2Vk- Составим из 
этих рядов ряд-произведение IWk по правилу Коши, т. е. ряд 
Iwk, где 

k 

V—0 
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Пусть U v = 2  u k ,  V v = 2  v k ,  W v = 2  w k .  Тогда U= {U v } ,  
k=0 Ä=0 k=0 

V —  { V v }  и W  =  { W v }  будут последовательностями частичных 
сумм рассматриваемых рядов. Для W ~ { W V }  имеем 

W v = 2  u v _ k V k = 2  v v _ k U k .  
k=0 * * k=0 * 

Мы будем рассматривать следующую проблему: 
Проблема. Если 2u k  любой а-сходящий ряд, то каким 

условиям должен удовлетворять ряд 2vk, чтобы ряд-произведе-
ние 2w k  был а-суммируем заданным методом А. 

Мы дадим решение этой проблемы в тех случаях, когда оно 
будет эффективным и парктически применимым. При этом мы, 
воспользуемся следующими условиями: 

а р
п  = lim -ist? 

а 
m "n—p m 

n V+p 

2 2 
n=p v 

AA 

n—p V 

an V-\-p 

а n—pv 

< M ,  \ a p
n \ <  M ,  

< M ,  2  \ A a * \ < M .  
n-p F 

( 2 . 1 . 1 )  

( 2 . 1 . 2 )  

2.2. Транслятивные методы. Определим важное при 
суммировании произведения рядов понятие равномерной а-тран-
слятивности метода суммирования. , z  

Если из х е аА  следует Х Р  е аА, где 

Х Р =  (0, ..., 0, X Q ,  X I ,  . ..), 

" v ' 
р нулей 

то скажем, что метод А а-транслятивен слева для х. Если это 
свойство выполняется для всех хеаА, то скажем, что А а-тран-
слятивен слева. 

Очевидно, что для определения а-транслятивности слева до­
статочна уже А а  -суммируемость последовательности х 1, так 
как А а-суммируемость последовательностей х 2, х 3, ... следует 
по индукции. 

Мы скажем, что метод А равномерно а-транслятивен слева 
для х, если он а-транслятивен слева для х, и если существует 

такое число М(х ) ,  что \\ХР ||" <М(*) для всех Р— 1, 2, ... . 
Если это свойство выполняется для всех x е аА, то скажем, 
что А равномерно а-транслятивен слева. 

Следующие две леммы дают достаточные условия для рав­
номерной а-транслятивности. 
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Лемма 2.2.1. Если метод А с-рёверсивен, с-регулярен, удов­
летворяет, условию (2. 1.1) и в сА имеет место ССО, то А равно­
ме р н о  с -тран с л ятив е н  с л е в а ,  п р и ч ем  А (ХР )  —  А ( х ) .  

Доказательство. Мы можем написать 
tn m—1 /г ,  а , 

2  anv+p xv— 2  у ~A n-pv( x) ~\~а - A n-pm{ x )  
V-0 v-0 я—р V " И . ап—р m 

и из-за (2.1.1)" имеем 

\ А п ( х Р )  | ' < A f f f * | | 5 -

Ввиду леммы 1'. 6. 3 для любого е > 0 при достаточно большом 
k имеем 

I  А П ( ХР)  —  А п(ХСР) |< М \ \ х  —  х е \ \< е .  

k . 
Поскольку lim А п ( х с

р )  = А ( х ) ,  то также l i m  А п(ХР)  = А ( х ) .  Лем-
п п 

ма доказана. 
Лемма 2. 2.2. Если метод А а-реверсивен, а-регулярен, удов­

летворяет условию (2. 1. 2) ив аА имеет место СО, то А равно­
мерно а-транслятивен слева, причем А (ХР) = Л (х). 

Доказательство. Мы имеем 

4„Л„ (ХР) = 2Д„ [ä v
a-f^ A „ (л)] + Z. (*)]. 

у иП—р V 

Используя равенство А п{а пЬ п) — А па п  • bn + an - x Anb n ,  мы получим 

А пА п(хР) |«2 АА ° - ^± г  I А п-р V (*) I + 

+2: 
V 

ln—p—\ V 

п—р V 

4Л~р у ( х )  I +1-W11 Ап~р(х) I + 

+  I  а Г 1 1 1 I  = 1  +  1 1  + 1 1 1  + I V .  

Из (2. 1.2.) следует, что 2 1<М и ü III < М. Из-за равенства 
п-р п=р 

а Л—1 
п-\ V+P у "k v+p 

ап—р—1 V ^ ak—p V 
k-p 

условий (2. 1.2), (1.6.2) и а-регулярности 

2 II <2 2 
Л =/7+1 у k ~p 

А У1 *  " а  k—p V л=£+1 

2 :  i v  < м .  
л=/> 
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Следовательно мы имеем 

2  \Л п А п ( х Р )  j  < М  
п-р 

для любого р  =  1,2,.... Равенство А ( х ? )  =А ( х )  следует ана­
логично лемме 2.2. 1. 

2.3. Решение проблемы. При постановке вопроса в 
соответствии с проблемой, мы можем получить» эффективные 
необходимые и достаточные условия для суммируемости ряда-
произведения 2Wk, если предполагать а-сходимость ряда 2щ. 
Мы используем здесь вспомогательный метод суммирования 
Н = (h n k), где 

Лемма 2. 3. 1. Пусть ряд 2Vk А ̂ -суммируем. Метод Н = (h n k)  

а-суммирует любой ап-сходящий ряд 2Uk к сумме 2hkU k  тогда 
и только тогда, когда метод А = (a nk) равномерно а-трансляти-
вен слева для V. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М ы  м о ж е м  н а п и с а т ь  

Jo =  »£, a" rV" + v=P+i а" г  lo V v- k  =  

=  v=0 """ V"  rJ+1 " " " ( K — K -p-l)-

Таким образом мы имеем 

i h n k  = A n(V)-A n(VP"), (2.3. 1) 
A=0 

h np ! =  А р  2  h n k  —  A n { V p ) — A n ( V p + l ) .  
k—O 

Для того, чтобы метод Н существовал и выполнялось 

lim h n k  — hk 

необходимо и достаточно, чтобы метод А был а-транслятивен 
слева для V. Из (2.3. 1) видно, что условия 

I { Kk I < М, 2 I An 2 h nk I < М 
k—Ö п—0 k—O 

совпадают соответственно с условиями равномерной с- и а-тран-
слятивности слева для V. Остается только применить условия 
«-консервативности. ' 

Теперь мы можем доказать основную теорему этого пара­
графа. Пусть U' = lim Uk и введем равенство 

'  A {W)  <=  A (V )U '  +  2hk (Uk —  W ) .  (2.3.2) 
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Теорема 2. 3.1. Пусть метод А с произвольной матрицей. 
Ряд-произведение IWk при любом а-сходящем ряде 2Uk тогда 

и только тогда А а-суммируем к сумме (2. 3. 2), когда 

1° ряд 2vk А а-суммируем, 
2° метод А равномерно a- pä c   u e  слева для V. 

Доказательство. Мы можем написать 

A n (W)  =  1 a n v  J n ^_A= , im  2  h » m t U t ,  
1=0 fc=0 tn k—Q 

где 

hmb 2 a n vv v_ k. 
v—k 

Поскольку последнее равенство должно выполняться при лю-
m 

бом {U k ) e a ,  то должно быть lim hmk =* h nk, lfm 2 hmk = A n(V), 
m ft=0 

P n 

I 2 hm k  \ <C M(n). По равенству (1.3.1) имеем 
k=0 

A n (W)  =  A n ( V )U '  +  2h n k (Uk  -  W) .  
k 

Если взять U — e, то необходимость условия 1° очевидна. 
Остальное следует из леммы 2. 3. 1. 

Теорема 2.3.2. Пусть метод А с-реверсивен, с-регулярен 
и удовлетворяет условию (2. 1. 1). Пусть в сА имеет место ССО. 

Ряд-произведение 2w k  при 'любом а-сходящем ряде huk тогда 
и только тогда А с-суммируем к сумме A(W) = A{V)U', когда 
ряд 2Vk А с-суммируем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т е о р е м а  с л е д у е т  и з  т е о р е м ы  2 .  3 . 1  и  
леммы 2.2.1. 

Теорема 2.3.3. Пусть метод А а-реверсивен, а-регулярен. 
и удовлетворяет условию (2. 1.2). Пусть в аА имеет место СО. 

Ряд-произведение 2wk при любом а-сходящем ряде 2u k  тогда 
и только тогда А а-суммируем к сумме >A(W) — A(V)U', когда 
ряд 2vk Аа-суммируем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т е о р е м а  с л е д у е т  и з  т е о р е м ы  2 .  3 .  Г  и  
леммы 2.2. 2. 

Если метод А нормален, то в теореме 2. 3. 2 мы можем вместо 
ССО предположить, что А удовлетворяет ТСЗ 1, т. е. теореме 
о среднем значении (см. [2]), а в теореме 2. 3. 3 вместо СО пред­
положить, что А удовлетворяет ТСЗ 2, т. е. теореме о среднем 
значении для абсолютного суммирования. Тогда из этих теорем 
2.3.2 и 2.3.3 следует теорема 4 статьи [2/]. 
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§ 3. Методы Вороного-Нерлунда и Рисса 

3.1. Метод Вороного-Нерлунда. Метод Вороного-
Нерлунда (WN, a v) матричный метод А — (anV), где элементы 
a n V  определяются следующим образом: 

ln—v 

о, 

, если V < п, 

„  v > n ,  

где { a v }  заданная последовательность и такая, что А п — 2  a v ^L0 .  
V — O  

Метод (WN,  Oy) нормален. 
Ниже для этого метода мы дадим условия равномерной 

а-транслятивности слева. 
Лемма 3. 1. 1. iМетод  (WN,  a v )  р а в н ом е р н о  с -тран с л ятив е н  

слева тогда и только тогда когда 
А..-.. 

существует, 1° lim 

2° 

П->00 

А п—р 
< м. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  
п а 

Nn(x) — 2 
у=о 

n—v 

—л 

тогда мы можем написать 

Nn(x') = ~^~N n- p(x). (3. 1. 1) 

Если взять х — е, то N n~ p(e) <— 1 и необходимость условий оче­
видна. Достаточность условий также следует из (3. 1. 1). 

Лемма 3.1.2. Метод  (WN,  a v )  р а в н ом е р н о  а -тран с л ятив е н  
слева тогда и только тогда, когда 

— Ап-р 
2 
п~р 

An <М. (3.1.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  ( 3 . 1 . 2 )  о ч е ­
видна, если взять х — е. Достаточность условия следует из ра­
венства 

A n N n { x p )  ' =  А п  .  • р  Nn — p  ( * )  Н А п Мп—р ( * ) »  
лп п—1 

так как из-за (3. 1.2) мы также имеем | А п- Р  / А п  |.< М. 
Имея теперь условия равномерной а-транслятивности, не­

трудно из теоремы 2. 3. 1 получить соответствующие теоремы 
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умножения для метода Вороного-Нерлунда, доказанные Мэарс 
([30, теоремы 10' и 11'). 

3.2. Метод Р и с с а. Метод Рисса (/?« a v )  матричный ме­
тод А = (a n V), где элементы a n V  определяются следующим об­
разом: -

\ 
О, 

anv = < 
, если V < AI, 

если v^> п, 

где {a v} заданная последовательность и такая, что А п  = 2 a v^0. 
v=o 

Метод [R ,  a v )  нормален, если a v=^0. 

с - транслятивность слева метода (/?, a v )  решена Хиллом [2]. 
Ниже для этого метода мы дадим условия равномерной а-тран-

х  слятивности слева. 
Лемма 3.2.1. Регулярный нормальный Летод (R, a v) равно­

мерно с-транслятивен слева, когда 
п—р—1 

1° 2 
v=o А„ А* а 

v+P <М,  

2° Ап-рап 

Ап ап—р 
<м ,  

причем R (Х Р ) = R (х). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  

Rn( x )  2 —х 
»•=0 *п "• 

Мы можем написать, используя преобразование Абеля, 

n~ P~ l^A v
a^R v{x) + A^ a  

v-o 
Rn( x ' )  = 2 ^A v - ^RM)  + 'i 2™-^ n - p ( x ) , (3.2.1) 

'n~n—p 

и достаточность условий очевидна. 
Равенство R( x p )  =R ( x )  обеспечено с-регулярностью метода 

(Я ,  a v ) .  
Лемма 3.2.2. Нормальный а-регулярный метод (R, a v) рав­

номерно а-транслятивен слева тогда и только тогда, когда 

А п—р ап 

Апап—р 

<М,  (3. 2. 2) 

причем R( xP )  =R( x ) .  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  р а в е н с т в а  ( 3 .  2 .  1 )  и  о п р е д е л е н и я  

равномерной а-транслятивности видно, что должно выполняться 
условие а-регулярности (условие (е)), т. е. условие (где k > р) 
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Ak-^p ak 
Ak ak—p 

n—2 

+ k~ P Л/ г  

+ 2  Л п л а  2  A v - P
A v ~  

n-k+2 V=k 

Ak+\ ak-p 

А 

Ak 
Ak+\-p °ft+i 
Ak+\ ak+i-p + 

n—1—p 
An 

ln-1 
An 

p n un—\—p 

=  I  +  I I  +  I I I < M .  

An-Pan ]  

An an—p I 

Здесь член I дает необходимое и достаточное условие (3.2.2), 
так как II и III всегда ограничены из-за условия (3. 2. 2) и «-ре­
гулярности метода {R, a v), т. е. из-за условия 

2 
n—k-{-1 

- А, 
А п ~  <М. (3. 2. 3) 

Действительно, член II ограничен из-за (3. 2. 2.) и | A k/Ak+i | < М 
( посл едне е  выполнено  и з - з а  ( 3 . 2 .  3 ) ) ,  а  в  о с т ал ьной  ч а с ти  I I I  
имеем 

я—2 а х  

2 А. А v — p v  п  v=k у  av—p 
Ak-•р — Ak~\~ An—2 — An—2—p 

lk-p ип~Л-р 

Подставив это в I I I ,  мы получим, что должно быть 

111= 2 |Ш, —111 2+Шз|<М, 
n=k-\- 2 

где 

Uli с = =  Ап д Ak—p а  

k—p 
,  I I I 2  —  A n  ~ д ~  A k ,  

I I I 3  =  I „  -  А п-2-р -Ь=Ц + А-^=£- Л п  

лп \ ап-\-р J Ап ап—\—р 

1 АП- 1 ап\ 
П \ А п а п - Р ) '  

Из-за (3. 2. 2) и (3. 2. 3) имеем 

2 I I l l i  —  Ш 2|<Л1 
n—k-\- 2 -

Поскольку Ш 3  =  0 ,  то I I I  <М. Равенство R(XP) — R(X) обеспе­
чено условием lim А п  = ос, что необходимо для а-регулярности. 

Имея теперь условия равномерной а-транслятивности, не­
трудно из теоремы 2. 3. 1 получить соответствующие теоремы 
умножения для метода Рисса, доказанные Г. Кангром (см. [5J, 
теоремы 22 и 23), и следующую теорему: 

Теорема 3. 2.1. Пусть метод (R, a v) нормалей, абсолютно 
а-регулярен и удовлетворяет условию (3.2.2). 
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Ряд-произведение 2w k  при любом а-сходящем ряде 2uk тогда 
и  только  тогда  [R,  а г ) а - с уммируем  к  сумме  R(W) = 'R(U)2uk,  
когда ряд 2v k  (R, a v) а-суммируем. 
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LÕIKEKOONDUVUS JA SUMMEERUVATE RIDADE KORRUTAMINE 

Е. Reimers 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Tähistame tähtede с ja a abil vastavalt koonduvate ja absoluutselt koon­
duvate jadade hulka ja а abil ühte nendest hulkadest. Vaatleme summeerimis-
menetlust A jada-jada teisenduse kujul 

У  =  { У п )  ~  {  ^  a n v x v )  v=o 

ja defineerime arvud ||x|| c  = Sup \y n\ ja \\ x\\ u  — 2 \Уn — У n-\\ vastavalt 

A c~ ja A o-summeeruvate jadade jaoks (s. t. yec ja yea jaoks, vastavalt). 
Definitsioon. Kui jada x=(x 0, x u.,.) A a-summeeruvusešt järeldub jada 

xp == (0,..., 0, x0, Xi,...) Aa-summeeruvus ja цх^ц" < С (С = const) iga 

p 
p —  1 ,  2 , . . .  korral, siis ütleme, et A on ühtlaselt a-translatiivne vasakule 
jada x jaoks. 

k 
Olgu 2wk ridade 2uk ja 2vk Cauchy korrutis (s. t. wk = vk_vuv). 

Põhiteoreem, mille me tõestame, on järgmine (vt. teoreem 2. 3. 1 käesolevas 
töös): 

Teoreem. A olgu suvaline. Cauchy korrutisrida 2wk iga absoluutselt koon­
duva rea 2uk korral on Aa-summeeruv siis ja ainult siis, kui 

1° 2vk on Aa-summeeruv, 
2° menetlus A on ühtlaselt a-translatiivne vasakule 2vk jaoks. 
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Eeldades, et A rahuldab piisavaid tingimusi a-translatiivsuseks, võime 
teoreemis tingimuse 2° ära jätta (vt. teoreemid 2. 3. 2 ja 2. 3. 3). 

Lõpuks me vaatleme samu küsimusi erijuhtudel, Riesz'i ja Voronoi-Nör-
lund'i menetluse korral. 

SECTION-CONVERGENCE AND MULTIPLICATION OF SUMMABLE 
SERIES 

E. Reimers 

S u m m a r y  

Let the letters с and a denote sets of convergent and absolutely conver­
gent sequences respectively, and let a denote one of these sets. We take the 
method of summability A in sequence to sequence form, 

У = {У п} — { anv*v)' 

and define the numbers ||*||c = sup \yn\ and M\a = 2\yn — yn_x\ for x 

summable Ac  and Aa respectively (that is, for yec and yea respectively). 

Definition. If x— (x0, X\,...) is summpble Aa implies that xp = 

=  ( 0 , . . . ,  0 ,  x0, xu ...) is summable Aa and ||х^|" < С (С = const) for every 

p 
p= 1 ,  2 , . . . ,  we say that A is uniformly a-translative left for x. 

Let Iw k  be the Cauchy product of the series 2u k  and 2v k  (that is 
k 

w k= 2 v k_ vu v). The main theorem we prove is as follows (theorem 2. 3. 1 v=o 
in the present paper). 

Theorem. Let A be arbitrary. The product series 2w k  for any absolutely 
convergent series 2u k  is summable A a  if and only if 

1° 2vk is summable Aa, 
2° method A is uniformly a-translative left for 2vk. 

By assuming that A satisfies sufficient conditions for uniform a-transla-
tivity we may omit the condition 2° in the theorem, (see theorems 2. 3. 2 and 
2. 3. 3). 

And, finally, we consider these questions in special cases, the methods 
being those of Riesz and Voronoi-Nörlund. 
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ТЕОРЕМЫ ТАУБЕРОВА ТИЦА ДЛЯ МАТРИЧНЫХ 
МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ 

Э. Реймерс 
Кафедра математического анализа 

В настоящей статье мы дадим точные условия для последо­
вательности х, чтобы из ее Л-суммируемости следовало ее В-сум-
мируемость, налагая некоторые ограничения на методы А и В 
(§ 2, раздел 2. 1). Из этих условий мы выводим точные условия 
для сходимости, т. е. когда В — единичный метод (§ 2, раз­
дел 2.2), а также доказываем некоторые специальные условия 
для сходимости (§ 2, раздел 2.3). 

В § 3 мы даем слабые достаточные условия для последова­
тельности х, чтобы из ее Л-суммируемости следовало ее B-сум­
мируемость. Рассматриваются также некоторые частные резуль­
таты. 

1. Обозначения и основные понятий 

1.1. О п р е д е л е н и е  с у м м и р у е м о с т и .  М ы  б у д е м  р а с ­
сма трив а т ь  с л е д ующие  кл а с сы  по сл е дов а т е л ьнос т ей 1  x  =  { x v } :  
с — класс сходящихся последовательностей (lim = | суще-

V 

ствует), а — класс абсолютно сходящихся последовательностей 2  

(2 \A vx v  Koo), и классы к нулю сходящихся последовательно­
стей сп (хес и | = 0) и ап (хеа и | = 0). Буквой а мы будем 
обозначать один из этих классов с, а, сп и ап. 

Определим теперь понятие «-суммируемости последователь­
ности х = {x v}. Мы скажем, что последовательность х — {х г.} 
а-суммируем треугольным матричным методом Л = (a n V) (или 
А^-суммируем) к сумме А(х), если {А п(х)}еа, где 

1  Везде, где пределы изменения индексов не указаны, они пробегают все 

целочисленные значения 0, 1, 2, ... . Поэтому ниже 2а ь  = 2а ь= 2 а ь, 
_ k ft=0 

"  Л уХ у  Х у  ( j f ^ J  0 ) ,  z / y X y  —  Х у  Х у  I I  •  

43 



A / j ( j C )  —  2  C L  y X v ,  
V—Q 

и если lim Л п(х) = А (*). 
Множество всех A r t  -суммируемых последовательностей х — 

= {x v} обозначим через аА. Множество аА мы будем называть 
полем «-суммирования метода А. 

Если метод A  —  ( a n V )  — единичный метод (т. е. такой, что 
а п п  = 1 и a n V  = 0 при v<Cn), то его полем «-суммирования будет 
класс а и тогда вместо А а-суммируемости мы можем просто го­
вори т ь  о  « - с х одимос ти  по сл е дов а т е л ьнос ти  x  —  { x v } .  

Мы скажем, что метод А «-реверсивен, если любой последо­
вательности {А п(х) }еа соответствует одна и только одна хеаА. 
Треугольный метод А тогда и только тогда «-реверсивен, когда 
он нормален, т. е. когда а п п^А 0. Таким образом при нормальном 
A=(a n V) существует обратная матрица A~ x  =(a r

v k), так что 

1.2. Включение методов суммирования. Пусть 
д аны треугольные методы А = (а п Г) и В — (b n V). В случае ме­
тода В мы будем пользоваться теми же обозначениями, которые 
определены выше для метода А. 

Мы скажем, что метод А «-включает метод В, если аВ С «А. 
Мы скажем, что метод А регулярно «-включает метод В, если он 
«-включает метод В и если В(х) —А(х) при каждом хеаВ, и 
пишем, что аВ С «А регулярно. 

Если В — единичный метод, то при «-включении имеем 
а С«А, т. е. метод А «-суммирует все «-сходящиеся последова­
тельности. Если а С «А регулярно, т. е. А(х) = \imx v  при всех 
хеа, то будем говорить, что метод А «-регулярен. 

Введем условия для «-регулярности 3: 

V 

x v = £ o  я'„АИ-

(а) lim a n v  = 0, 
П 

П 
(Ь) lim 2 а = 1, 

П V—0 

п 
(С) 2 \ а „ \<М,  

v—o 

(d) 2 j Л п  2 a n V  j М. 
п=р v=p 

3  Здесь и в дальнейшем М — некоторая постоянная. 
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Из доказательств этих теорем видно, что вместо аВ с аА 
можно предположить более слабое условие, а именно доказать 
следующие теоремы. 1  

п 
Теорема 2.1.3. Пусть методы А и В такие, что lim 2 c n V= 1. 

v—O 
Для  то г о ,  что бы  и з  х е сА  с л е д о в а л о  х е сВ ,  н е о б х о д имо  и  д о ста­
точно выполнения условия (2. lj. 1), 

Теорема 2.1.4. Пусть методы А и В такие, что 
п п 

{  2  c n V )  б а ,  lim 2  c n V  —  1. 
v=o nV v=o n 

Для  то г о ,  что бы  и з  х е аА  с л е д о в а л о  x e aB ,  н е о б х о д имо  и  д о ста­
точно выполнения условия (2. 1.4). 

2 .  2 .  У с л о в и я  д л я  с  х  о  д и м о с т и .  В  э т о м  р а з д е л е  м ы  
дадим необходимые и достаточные условия для последователь­
ности х= {Ху}, чтобы из хеаА следовало хеа. Эти условия мы 
получим из предыдущих теорем, заменив там метод В на еди­
ничный метод. Тогда метод С —А и мы получим вместо D„+i(x) 

D n + i { x )  = 2 2  а  и k , v -  (2. 2. 1) 
А=0 V=0 т 

где Uk+i = AkXk+i, причем будем полагать, что D 0(x) <= и 0. Вместо 
равенства (2. 1. 3) мы можем написать 

Xn+i 2 а = А п  (х) + D n+i (*). (2. 2. 2) 
У=0 

Теперь из теоремы 2. 1.3 заключается 
* п 

Теорема 2. 2.1. Если А удовлетворяет условию lim 2 a n V= 1, 
v—o 

то для того, чтобы из хесА следовало хес, необходимо и доста­
точно выполнения условия 

lim D n ( x )  =0. 

Из теоремы 2. 1. 4 заключается 
Теорема 2. 2. 2. Если А удовлетворяет условиям 

п п 
{ 2 a n V} ea, lim 2 a n V= 1, 

v—O v=0 
f 

то для того, чтобы из хеаА следовало хеа, необходимо и доста­
точно выполнения условия 

{D n ( x)} еап. 

2.3. Специальные условия для сходимости. 
В этом разделе мы дадим более простые условия, чт>обы из хеаА 
следовало хеа, налагая некоторые ограничения на метод А. 
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Пусть метод A=(a n V )  нормален. Рассмотрим еще следующий 
метод суммирования % — (anV), где 

anv = Av „ 

Из последовательности x= { x v )  составим последовательность 
и 

U = V+1 , где по-прежнему u v + l  = A vx v + l. 
, avi 

Мы можем написать, используя равенство (1.2.2), 

х п =  2  AA ^ XA- Z A v ^ x v +  Z  u v  =  
V—O \ avv J v—O aVV V—l av—l 1'—1 

я n-1 llj.i I 

v - 0  v—o avv 

Следовательно, мы имеем 

x n + l  =%n(x) + >ЫО, (2. 3.1) 
где 

П 
% п ( х )  =  2  а  х  

v—o 

Теорема 2.3. 1. Пусть с% 5 сА регулярно и пусть А с-регу­
лярен. Для того, чтобы из хесА следовало хес, необходимо и до­
статочно выполнения условия 

и аеспА. (2. 3. 2) 

Теорема следует из равенства (2.3. 1). 
Теорема 2. 3. 2. Пусть а% 5 яА регулярно и пусть А а-регу-

лярен. Для того, чтобы из хеаА следовало хеа, необходимо и до­
статочно выполнения условия 

и аеапА. (2. 3. 3) 

Теорема следует из равенства (2.3. 1). 
В этих теоремах 2. 3. 1 и 2. 3. 2 можно также условия с% 3 сА 

и аЖ 2 аА заменить другими более слабыми условиями. Напри­
мер, имеют место следующие теоремы, где m — множество всех 
ограниченных последовательностей х — {* v}. 

Теорема 2.3.3. Пусть с% "^cAflm. Для того, чтобы из хес А 
и хеш следовало хес, необходимо и достаточно выполнения усло­
вия (2. 3. 2). 

Теорема 2. 3. 4. Пусть <Ж 2 аА n т. Для того, чтобы из хеаА 
и хет следовало хеа, необходимо и достаточно выполнения усло­
вия (2. 3. 3). 
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3. Слабые тауберовы условия 

3.1. Условия для суммируемости. В этом разделе 
мы дадим слабые достаточные условия для последовательно­
сти х, чтобы из хеаА следовало хеаВ. 

Пусть метод А треуголен и В нормален. Выберем последова­
тельность отличных от нуля чисел {с*} так, чтобы выполнялось 
условие 

2  \ с к  2  (3.1.1) 
fc-0 V=lQ 

Имеет место следующая 
Теорема 3.1.1. Пусть c ß C c A  регулярно и пусть выпол­

няется условие (3. 1.1). Из хесА следует хесВ, когда 

lim^ + l ( x )  =0. (3.1.2) 
сп 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М ы  м о ж е м  н а п и с а т ь  

в k  -Пусть dnk — Ck 2 с , тогда 
v—o 

k=0 nk ck 

Метод D ß  = (dnk) удовлетворяет условиям 

1° lim dnk=0, так как lim с <= 0 из-за сВ с СА; 
п п 

2° J Id® |<Af из-за (3.1.1). 

Следовательно Z) 5  tvz-регулярен, значит, {D n
ß(x)} есл из-за 

(3. 1.2). Результат следует, из теоремы 2. 1. 1. 
Выберем теперь последовательность отличных от нуля чисел 

{ck) так, чтобы выполнялось условие 

2 I Ап 2 Ck 2 с \ <М; (3.1.3) 
Л=/> k-p У=0 

Имеет место следующая 
Теорема 3.1. 2. Пусть аВ CZ аА регулярно и пусть выпол­

няется условие (3. 1.3). #з хеаА)следует хеаВ, когда 

l^+i (*)) 

сп j 
Vea«. 

4 Matemaatika- ja mehhaanika-alaseid töid. Il 



Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  п р е д ы д у щ е м у .  
3.2. Условия для сходимости. В этом разделе мы 

дадим слабые достаточные условия для последовательности х >  

чтобы из хеаА следовало хеа. Эти условия мы получим из 
предыдущих теорем, заменив там метод В на единичный метод. 

Выберем последовательность отличных от нуля чисел {а*} 
так, чтобы выполнялось условие 

2 \ а к  2  a n V \<M .  (3.2. 1) 
k—O v=o 

Имеет место следующая (следствие теоремы 3. 1|. 1) 
Теорема 3. 2.1. Пусть метод А с-регулярен и пусть выпол­

няется условие (3. 2. 1). Из хесА следует хес, когда 

lim ̂ ±1 = 0. 
ak 

Выберем последовательность отличных от нуля чисел {о*> 
так, чтобы выполнялось условие 

2  \Л п  2  a k  2  a n V \<M .  (3.2.2) 
п=р k=p v-0 

Как следствие теоремы 3. 1.2 имеет место 
Теорема 3. 2. 2. Пусть метод А а-регулярен и пусть выпол­

няется условие (3.2.2). Из хеаА следует хеа, когда 
Ut 

га 
еап. 

ik 
Интересно отметить, что, если А нормален, то*иногда можно 

положить 
ak — akk. 

3 .  3 .  С п е ц и а л ь н ы е  у с л о в и я  д л я  с х о д и  м о е  т  и .  
В этом разделе мы дадим более простые достаточные условия, 
чтобы из хеаА следовало хеа, налагая некоторые ограничения на 
нормальный метод А. Здесь мы используем опять метод Ж = 

= (а „), определенный выше, и последовательность и а  = j-^A. 
у avv I 

Теорема 3.3. 1. Пусть с% 2 с А регулярно и пусть А с-регу­
лярен. Из хесА следует хес, когда 

Пш^У- = 0. 
avv 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з - з а  с - р е г у л я р н о с т и  м е т о д а  А  
и аеспА и результат следует из теоремы 2.3. 1. 

Аналогично из теоремы 2. 3. 2 следует 
Теорема 3.3.2. Пусть а%^>аА регулярно и пусть А а-регуля­

рен. Из хеаА следует хеа, когда и аеап. 
Поступило 
25 V 1960 
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TAUBERI TÜÜPI TEOREEMID MAATRIKS-SUMMEERIMISMENETLUSTE 
JAOKS 

E. Reimers 

Matemaatilise analüüsi kateeder 
R e s ü m e e  

Tähistame aA ja aB abil vastavalt maatriksmenetlustega A ja В summee-
ruvate või absoluutselt summeeruvate jadade hulgad. 

Käesolevas artiklis me anname tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, 
et tingimusest xeaA järelduks хьаВ, kui A sisaldab menetlust В (s. t. 
aA 5 aB) või osaliselt sisaldab menetlust В (vt. teoreemid 2. 1. 1 — 2. 1. 4). 
Nendest üldistest teoreemidest me tuletame seejärel samad teoreemid erijuhu 
B — I jaoks (/== identne menetlus) (vt. teoreemid 2. 2. 1 ja 2. 2. 2). 

Samuti tõestame mõned piisavad teoreemid. 

TAUBERIAN THEOREMS FOR MATRIX METHODS OF SUMMABILITY 

E. Reimers 

S u m m a r y  

Let aA and aB be the sets of sequences summable or absolutely summable 
by matrix methods A and В respectively. 

In the present article we give the necessary and sufficient conditions in 
order that from xeaA there should follow xeaB, if A includes В (that is 
aA 5 aB) or includes В partially (see theorems 2. 1.1 — 2. 1. 4). From 
these general theorems we then derive the same theorems for the special 
case В = / (/ = identical method) (see theorems 2. 2. 1 and 2. 2. 2). 

We also prove some sufficient theorems. 
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ЛАКУНАРНЫЕ ТАУБЕРОВЫ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ АБСОЛЮТ­
НОГО СУММИРОВАНИЯ 

С. Гейсберг 

Кафедра математического анализа 

§ 1 

Пусть Р = (a nk) — действительная матрица. Ряд 1  2%k на­
зывается суммируемым (абсолютно суммируемым) методом Р, 
если сходится ряд 2 2 ank & (соответственно, сходится 

п k 
ряд 2 \ 2 a n k i k \ ) -

п k 
Пусть Q = {Ofe(x)> — последовательность функций, непре­

рывных на промежутке X (конечном или бесконечном). Ряд 
2 ik называется суммируемым (абсолютно суммируемым) ме­
тодом Q, если ряд 2ük{x)ik сходится для всех хеХ и существует 
/  ( 2  c i k { x ) £ k ) d x  ( с оо т в е т с т в енно ,  с ущес т в у е т  f \ 2 ü k  ( л : )  |  d x ) .  
х х 

Множество рядов, суммируемых (абсолютно суммируемых) 
методом Р, будем также обозначать через Р (| Р |). 

Определение. Последовательность натуральных чисел ср = 
= {(pk), (pk f oo называется абсолютно лакунарной относительно 
м етода  Р  ( с о отв етств е н н о  Q ) ,  з а д а н н о г о  матриц е й  Р  =  (a n k )  
(последовательностью Q = {^(я)}), или | Р | -лакунарной (| Q | -
лакунарной), если для метода Р ф  (QV), заданного матрицей 
Р<р*= (a n,<p k) (последовательностью Qv= {а<р к(х)}), имеет место 

] / ^ | с /  ( | < г » | с / | ) .  

где I — множество абсолютно сходящихся рядов. 

1  Если пределы суммирования не обозначены, то суммирование произ­
водится по всем целым неотрицательным значениям индекса. 
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Отметим следующие очевидные соотношения: 

I Р |  С  j  Q I  в л е ч ё т  I I С  J  J ;  Pc| Q j  в л е ч ё т  P ( f > c \Q ( P \ ;  

|Р|с Q влечёт j P^ IС Qf; Pc Q влечёт P^cQ^. 

Мы рассмотрим следующие методы: 
1) Метод Чезаро порядка а, или метод (С, я), (се>— 1): 

1 , п — k = О, 

Qnk — 

' ( " - « t r 1 )  

"("tl 
О , k > п. 

tl > 1; п > k > О, 

2) Метод Эйлера порядка а, или метод (£, а) (а > 0): 
„л—* 

( & )  >  п ̂  k ̂  0, 
&пк 1— 

О ; k > л. 

3) Метод Абеля, или метод Л: 

«*(*) '= ke~kx\ X — (0, со). 

4) Интегральный метод Бореля, или метод В: 

X a k { x )  =  Х=  [0, ос). 

Заметим, что, если ряд 2 lk суммируем одним из ,методов 
3) — 4), то соответствующий ряд 2 аь(х)£к сходится равномерно 
на любом замкнутом промежутке [a, ti\c.X и, следовательно, 
его можно почленно интегрировать на [a, 6J. Поэтому данные 
определения суммируемости для методов 1) — 4) совпадают 
с обычными определениями (см. [10], стр. 104, 130, 110, 134). 

Обрешков [8] получил достаточные условия | (С, а) [-лаку­
нарности. В настоящей статье даются необходимые и достаточ­
ные условия абсолютной лакунарности последовательности ср 
для методов 1) 4). Некоторые результаты этой статьи опуб­
ликованы в [1]. 

§ 2 

Мы сперва докажем две общие теоремы, которые позволят 
нам в дальнейшем найти необходимые условия для абсолютной 
лакунарности методов 1) — 4)и 

Теорема 1. Пусть метод Р задан матрицей (а пм), причем вы­
полнены следующие условия: 

1 °  J l f l t o K o o  ( м  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

2° / с I Я I, 
3° если IlkеJР | и 0(1), то 2ik е/. 
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Тогда существуют такой индекс р и число q > О, что для лю­
бого ряда 2 Ik el имеет место неравенство: 

21  2 a„kik I  >  Я 2 И л  I .  ( 1 )  
п k=p k—p 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  / с |  Р |, то 2 \ a nk \ = 0(1) (см. 
[6]). 

Пусть (1) неверно. Тогда существуют последовательность 
индексов {&/}, ki\oo, последовательность положительных чисел 

Qi 4" 0 и последовательность {х,} абсолютно сходящихся ря­
дов, Xi — 2lik (причем XiФ0) такие, что 

k 

2 I 2 a nk lik I < qi 2 \ lik |. (2) 
n k=k( k=kj 

Можно, считать, что последовательность {qd выбрана так, что 

2 qi < ̂. Выберем последовательность {ту,} -так, что 

2  I Ы  I <  1 ,  2  I Ы I ,  ( 3 )  
k—щ £ -4""1 —k j 

и обозначим 
Vi 

Cüi = 2 I lik |. 
k=ki 

Тогда 

m = 21 | » [ -  2 | f e | > ( l - ? i ) S | & » | > 5  - 2  I  g »  | .  ( 4 )  
k=TJi+1 k~ki 

Далее, в силу (2) 

2 I 2 a n k  lik |< 2 I 2 a n k  l i k  | + 2 | 1 a n k  l i k  | < 
n k—ki tl k—kj Tl 

qi 2 I lik I -(- 2 I lik I 2 ank|, 
k~ki k=rj tE-f-l л 

откуда в силу (3) и (4) получаем 

Vi 
2 I 2 anklik | = 0(1) qiOi. (5) 
п A— 

Выделим из последовательности {&;} подпоследовательность 
{&,у} такую, что 

и положим 
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Šij, v 

О 

kij < V < Vij> /  =  0 , 1 , . . . ,  

для остальных v. 

Теперь рассмотрим ряд 2r v. Так как т у  =• О(1), то в силу 1° . 
для любого п 2 I a nvTv | Поэтому для любого т имеем 

в силу (5) 

2 j 2 cifivTv I — 2 
tl—0 у П—Q 

Пи Ч anvšis,v 
2 2 J 

J V=k:. 
шч 

< 

. <2T 

т 
2 

п — О 
2 anv§ij, V 
V=kij 

0 ( 1 ) ^ = 0 ( 1 )  

и, следовательно, 2  t v e  \ Р  |. А тогда из 3° следует, что 2  \ t v  \  <  
< oo. Но поскольку 

"</ 

2 
т —. v—k 

2 \ * г \ - 2  —  
/=о 

Vi, 

v=0 

m -

= т+ 1 ос. 

то мы пришли к противоречию. Тем самым теорема доказана. 
Следствие 1. Ес ли  \ P \ - l  и  выпо л н е н о  у с л о в и е  1°, то су­

ществуют такой индекс р и число q > 0, что для веек k > р 
имеем 

2 I a nk — а П у  ft+i j q . (6) 
п 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  \ P \ - l ,  то условия 2° и 3° 
теоремы 1 выполнены, поэтому имеет место неравенство (1). 
Положив 

lik — 

0 ,  о< k< i ,  
1, k — i, 

- 1 ,  k  =  i +  1 ,  
О, k > i -f 1 

и применяя неравенство (1) к рядам x L  = 2lik, получаем (6). 
- А 

Аналогично доказываются 
Теорема 2. Пусть метод Q задан последовательностью функ­

ций (Oft(x)} на промежутке X, причем выполнены следующие 
условия: 
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1° I |e*(jc)| <C ос для всех хеХ, 
2° / с |Q|, 

3° если 24ft€|Q| и £k =0( 1), то Zlkd. 

Тогда существуют такой индекс р и число q > 0, что для лю­
бого ряда Ilk е/ имеет место неравенство 

S \ 2 a k { x ) l k \ d x y q 2 \ l k \ .  (7) 
X  k — p  k — p  

Следствие 2. Если \Q\ = I и выполнено условие 1° теоремы 2, 
то существуют такой индекс р и число q > 0, что для всех k > р 
имеем 

j  \ a k { x )  —  a k + \ { x ) \ d x >  q .  (8) 
x 

§ 3. 

В этом параграфе мы доказываем теорему, дающую необхо­
димые и достаточные условия для абсолютной лакунарности 
последовательности относительно методов (С, а), 0 и ме­
тода'Л. 

Теорема 3. Для  то г о ,  что бы  п о с л е д о в ате л ь н о сть  у  —  { ( p k )  
была 

а) |(С, а) |- лаку нар ной, а > О, 
б) |Л|-лакунарной, 

необходимо и достаточно существование индекса S и числа 
r > 1, что при k > 5 

^ ± 1>А. (9) <f>k 

Н е о б х о д и м о с т ь .  Т а к  к а к  | ( С ,  а) | С |Л| (см. [5]), то и 
I(С, a) < f >\c.\A (f\. Поэтому достаточно доказать необходимость 
условия (9) для метода (С, а). Пусть <р = {(pk) \ (С, а) |-лаку-
нарна, т. е. j (С, а)^|с/. Очевидно, что для (С, а) ( р  выполнено 
условие 1° теоремы 1 и что /с| (С, а)^Поэтому (С, a)V удов­
летворяет всем условиям следствия 1 и, следовательно, для (С, 
а) ( р  выполняется неравенство (6), т. е. существуют такой индекс 
р и число q > 0, что при k > р 

Vft+l - 1  oo 
V  uk { n )  I  V  W n) — Uk+i(n)l ^  z , 0 )  

Ak= 2, ^ —nl"+*\ q' 
n=<Pk \ a I n=<pk+l \ a I 

где 

Мы рассмотрим отдельно два случая: а < 1 и а>1. 
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1. Пусть а < 1. Тогда нетрудно показать, что при п > <рм 
Uk{n) < Uk+i(л). Поэтому 

V f t f l — 1  O O  o o  
Л у uk( n) I yr у u k ( n )  
к  ^  л( л  +  " )  ^  п ( п + Х с )  n l n  +  a )  

\ « I n=<Pk4-1 v " / я=ФА-Н \ « I n=(pk 

Далее имеем 

Uk ( n )  =  

z<Pk+1 
= Si + S 2  — 53. (11) 

<Pk 

<Pk (" — Ф/г)"-1 

, n = (p k t  

Г ( а )  [ 1 + 0Md]' n > v t ' 

In -j- e\ n a  

\  «  / ~ ~ Г ( « + 1 )  [ !+ 0Ш]- я > 0. 

Поэтому 

S,= a<pk Z ŽTi H W  Z „Ii l"0(9>s ), 
z«+l 

n=Vft+l 

считая (pQ > 0. Но так как 

Pft+l-l n+1 

я=9>*+1 
,«+1 

2 / |('-?ГЧ-('-¥ГЧ 
п=Ф*+2 л 

dx < 

fk+i~ l  "+ 1  

< 0 ( 1 )  2  /  
(X-l)3 

< 
i=Pft+2 л 

<0(<p k~ 2) 

<pk 

Vk+l 

j (1- )«- 2  dx 

<Pk 

Уа+I 

и, аналогично, 

Уа+I-I "+ 1  

J / |('-?Г^-(1-?Г4 
"-У*+2 л  

rf* = 0(gp~< 1+")), 
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то 

Pk 
Vk+\ 

J  ( l - x y - 4 x  +  0 { q> f « )  =  { \ - ^ - X  +  0 ( < P k - a ) .  

Vk 
Vk+1 

Аналогично можно получить, что 

(12) 

S 2 = l  +  0 ( y 6 - « ) ;  s3= l-|l-£-j" + 0(9>6-«). (13) 
Подставляя оценки (12) и (13) в (11), получаем 

A t  =  2 | l - ^ - j °  +  0 ( y r " ) .  ( Ю  

В силу (10) и (14) найдется индекс S и число qi > 0, что при 
k y s  

CD » 

т. е. 

^ . 1 

Ф/г+1 1  —  <7i ' 

а это и означает, что (9) выполнено при k > 5 и г — ̂  > 1. 

2. Пусть а > 1. Тогда для каждого k существует такое целое 
tlk, что tlk > (pk+l и 

Uk+\(n) > £Д(л) при rt > n*, 
Uk+ \ ( n )  <U k ( n )  при  n<C ü k .  

(15) 

С помощью (15), точно так же, как в 1, мы можем из (10) полу­
чить, что существуют индекс р\ и число qi > 0, что при k > pi 

•  < i 6 )  

Пусть теперь Р будет множество таких k > р ь  что 

и Q — множество остальных k^> р\. Тогда для любого keP 
имеем 

<Pk^ >  Vk_ r  ' ~ v  ~~ l  

nk /  <Pk+1 
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и из (16) получаем 
l/M«--1 

= (17) 

С другой стороны, 

lim (rik —(pk+i) — oo, 
fteQ, fe->oo 

и из (15) имеем 
a—l 

<Рш (nk-<Pk) 
Hm lim 
keQ ( f > k  keQ (n k  — , ,)«—1 

k-+oc k-*oo * 

1+0 fcy] 

1 -

1 + 0  

<Pk \ «-1 

> 

> lim 
keQ 

fe->00 
ZteQ 1 j 

Но тогда из (16) получаем, что существует индекс р 2, что при 
keQ, k^> р2 • 

> (1 + ?i) = ?з > 1. (18) 

Положим 5 — /7i -}тр2, г = inf(^2, ^з). Тогда из (17) и (18) по­
лучаем, что при k > 5 

^ > г > 1 ,  
9к 

что и требовалось доказать. 
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Т а к  к а к  | ( С ,  а) | С |А| (см. [5]), то мы 

можем ограничиться случаем б). Пусть выполнено условие (9) 
и ряд Ilk е |АФ|, т. е. 

/ |2-у 4| ее - 4 , 6 , ,^л:= Я < ос. (19) 
О А 

Положим, как в [4] (стр. 219) для R Целого, R > 2, 
:  Q(z/) = {(7(z/) }* = {4 (2-У - 2- 2У) X 

Здесь q ( у )  равно нулю при у  —  0, возрастает до достижения 
максимума, равного единице при у — 1, а затем убывает и стре­

мится к нулю при у-*~оо. q(y) равно 0(у) для малых и О f 

для больших у, так что для любого с > 0 ряды 

2q{c-*), 2 q (с т) 
X • X 
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сходятся (см. [4], стр. 219). Далее 

Q{y )  =  2p r e~ r » X n 2 ,  
r=R 

причем 

2\ pr |< {4(1 + 1)}* = 8*. 
r-R 

Поэтому, полагая F ( x )  = 2  cpk l kQ  {щ х ) , в силу (19) имеем 

J \ F ( x )  I dx < S\p r\/\S<pAe-' t M W^\dx < ^. (20) 
О r=R Oft K  

Мы можем считать, что s = 0 и 9?о > 1- Фиксируем некоторое 
Го, г > г 0  > 1. Тогда в силу (9) при г 0  > т > 1 и & > m 

«(5)<»(а)-ойНЯГ' 
а при k < m 

Поэтому При Го > т > 1 

ft+m х  ' 

m—l 
-0(1) Z ^(z-*-'")]^1 lift IJ 

ft=0 
и 

J_ _L _L 
<P0 n  <Pm n  Vm 

f \ F { x ) \ d x  =  £ " f \ F { x ) \ d x ^  f \ F { x ) \ d x ^  
1 m—O j m—O j 

Фд+l ^m+1 Фт г0 

>  ( l - 1 )  V —  i n f  I f  ( - Ц | >  
r °'^ w" r ; l  

\ š m \ A m -  i |i„|s„], 
0 m=0 ги—л-hl 
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где 

(1 х от—1 Г I rm—k\~\R—\ п 

ft-0 L  х  го , л  

Оценим А т  и Вт. Имеем 

2'И^)Г 4<ИГ 
S [<7(/""- s)] Ä + 1  <[?(r)F I q{^-") = 0{\)[q{r)Y'. 

k=m-\-1 *—m+1 

Поэтому 
A m  = [q{r^)r-0{\){q{rr^)r. (21) 

Аналогично при n < m 

ßm = 0(l)[<7(rm-"-i)]*. (22) 

Далее, согласно [4] (теорема 114), ряд 2  lk  сходится; сле­
довательно Ja х =  0(1), и, учитывая (20), (21) и (22), оконча­
тельно  получаем для  всех  п  

^>^<[»('-o- 1)] R-0(l) [»(/т„-')]«>1 Ilm 1-0(1). (23) 
п 

г 0  т=О 

Покажем теперь, что мы можем так выбрать г 0  и /?, что выра­
жение в фигурных скобках станет положительным. Для этого 
заметим, что неравенство (23) лишь усилится, если мы заменим 
г на любое п, г > г х  > г 0. Кроме того, для малых | у \ имеем 

q { \+y )  = 1- 2z/ 2  In 2  2 + 0(^ 3). (24) 
1 1 

Положим /"о = V f. Тогда г т— 1 > 1 — г Y  и, взяв г дрстаточно 
близким к единице, мы в силу (24) будем иметь 

Но теперь мы можем выбрать в (23) R так, что 

[<? (г~Ь* - 0(1) [?(/*)]«>у [?(Г*)]*>0. 

Таким образом существуют такие R и d>0, что для всех п  

2 I  {„1-0(1).  * т=О 

откуда 2  ||m I < oo. Это доказывает теорему. 
'. •  I  
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§ 4 .  

В этом параграфе мы найдем необходимые и достаточные 
условия для абсолютной лакунарности последовательности отно­
сительно методов (Е, а), а > 0 и метода В. Для этого нам пона­
добятся некоторые вспомогательные предложения, к доказатель­
ству которых мы и переходим. 

Лемма 1. (см. [7]) Имеют место следующие соотношения: 

1° IС I (Е, а) I при а > О, 

2° /с!51. 

Действительно, для любого ряда 2£k, 2 j h К oo имеем 

,.k 

< 

f  \ 2 e - -ü b \ d x < 2 \ b \ f  e ~ x - r r d x < oо .  
0 k  R -  k  о  R -

Лемма 2. (см. [7]) Для  любого  а > 0 | (£, а) | с | £ |. 
Нетрудно проверить, что при 2&е | (Е, а) \ имеем 

е-'21„-4 = e-w2 (I —^гп (")£») К"+ '>*'" . 
„ "I л »=o(« + l)"+1Ur ' "! 

Но тогда из леммы 1 следует, что | В |. Этим лемма 2 дока­
зана. 

Лемма 3. Пусть 
х т  7  

х>0  ,и т ( х )=е~ х -^  и <5 = 12* 

Гогда 

/( 2 « т(л))^<оо (25) 
О , ,  А  \т—х\>х° 

и при I т — х\<^х^ 

(m—x)? 

»-W =VLe " [l + o(^-^+j)] + o(^L3)]. (26) 

Обе оценки являются очевидными следствиями формул (9. 1. 6) 
и (9. 1.8) из [4]. 

Лемма 4. Пусть | л  = 0( 1) и 

H t )= { ° >  ° < t < l  

Н ,  n ^ t < n + 1  (п>  1). 
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Тогда для Т > 0 имеем 
ТI 1 я+1 (t—x)1  

d x  
T n  T  Ii п+1 V- x) 2  

/ I  2 1  Um{x ) š m \ d x p r  - =  f  e  2 *  § ( t ) d t  
О m=0 О I >f 2ягх 0 

o ( i ) [ i +  i  | g . | m ~ * ] .  
m—\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м  

(m—Jt) 2  

/Võh*— 
_ / 5 (m—Jt)2 , 

(m-jt)* , l3  ,  2 7 - \ x - m \ z  fi—lVss* 2* 

Взяв 
x  —  m  

0)= , 
Ух 

имеем при m > О 
<У2 j 

ctm = 0(1)/e 2  cosupdo) = 0(m T), 
о x>o yjc + та/ 

oo — _ 1 
/?m = 0(l) / e 2 со3sup ( JÜL.\ dco == 0{m T). 

о  xx )  \ x - \ -mJ  

Отсюда и из (25) и (26) следует, что 
T п  Т /—Г" л _(JC-m)2 

/1 2 um  (х) |m  I dx > / 1/ I 2 г 2 j c  |/я I dx ~— 
0 m=0 0 " ^яДС m—O 

7" /-Г" л . 

- 0 ( 1 > > / К  a b l ^ ß  
2 х  ^ 1 ^ -

0 г  Z 7 r* m=0 

— 0(1) 2  I  l m  I  { d m  — ß m )  — 0(1). m=\ 

Поэтому мы получим (27), если покажем, что 

00 , /-1- Л (^~ О Т> 2  Л+1 
А = = ^УъГх \ 2 е  2 Х  š " - f e  2 х  l ( t ) d t \ d x  

и ' 1 п х  от-О О 

= 0(i)[i ||«|/»i"V+i]. 
m—1 



Но при 2<m</<m + 1 и х> 1 

(x—m)* (x—t)* 

е 2х — е 2х 

t 

(х—т)* 

< \0 е  2х ™ . 

Поэтому 

-4 = ОП)£\^\ГУ1-У^^dx + ОС) -

=  0 ( 1 )  [ i | | m | m - i + l ] .  
m=l 

Лемма доказана. 
Лемма 5. Пусть %(t) = 0(1), с — комплексное, и 

= ^exp{-5iM}, 
(ах — bt) r  

/

— т C(X~W 
ix[ e  х  w> d t  

Тогда при 0 < & < а имеем 
ах 

f b { x )  =  j  q>{x, t ) f a { t ) d t .  
о 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д е й с т в и т е л ь н о  
ах  

Vf /^ехр {-^}Д(0» = 1/|(«)/^ 

— ~/ |(м)ехр(2а«)ехр [(у — 2а) л;](а — b ) x  j (х  —  £ )  т -

е хР I- Г* е хР (-^г) d t i"-

Положим 

г (х) = /(х- <г 5  ехр [-г* ехр (~^ )  d t  

и пусть G( s )  — преобразование Лапласа функции g ( x ) .  
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Тогда в силу формул (2. 1.20) и (7. 13.5) из [3] имеем 

°( $) = expl- 2 + *(а - 6))]. 

Поэтому 

{-т[" • • 
Но тогда 

ах 

}<р ( х ,  t )U { t ) d t  =  y± f š ( u )  ехр[-^(-2ых6 + 6ы= + 
О ' о 

+ &* 2)№ = Ы*)> 

что и требовалось. 2  

Согласно [3] (стр. 275) лемма 5 имеет место и при более сла­
бых предположениях. 

Лемма 6. В условиях леммы 5 для Н > 0 
ах аН 

f\Sv ( x ,  t ) f . ( t ) d t \ d x  =  0( \ )  f \ f a ( t ) \ d t .  
О о о 

Очевидно, что это имеет место, если 

A —  s u p  /  I  ф(х ,  t ) \ d x<C,  o o .  
f>o w 

а  

Положим 

W — . 
У^яд: — 

Тогда 

4 = 0(1) sup ( a j + (;_ 2 t T 7) /с-"»«"do) <со. 
оо>х>— >0 

Лемма доказана. 
Теперь мы можем перейти к решению основной задачи. 
Теорема  3 .  а )  Для  того ,  чтобы  по с л едовател ьно сть  ф  =  (фк)  

была I (Е, а) \-лакунарной, необходимо, а при выполнении допол­
нительного условия 

H ike  | (£ ,  а) 9 5! влечет lk — O(jX^a) для некоторого у^> 0 (29) 

2  Нетрудно видеть, что все проведенные преобразования справедливы, 
так как £(t) =0(1) и все интегралы абсолютно сходятся. 
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достаточно существование индекса р и числа О, что при k > р 

cpk+\ — ерь > г у q)k. - (30) 

б) Для того, чтобы последовательность ц> = {^} была | В |-ла-
кунарной, необходимо, а при выполнении дополнительного усло­
вия -

2&е I В"Р| влечет & = 0(у^*) для некоторого у > 0, (31) 

достаточно выполнение условия (30). 

З а м е ч а н и е .  У с л о в и я  ( 2 9 ) ,  ( 3 1 )  н а м  н у ж н ы  л и ш ь  д л я  

обеспечения  ограниченности  членов  любого  ряда  2 ^6  |  (£ ,  а )  ® | ,  

соответственно 2£ke | В ф  |. 

Н е о б х о д и м о с т ь .  Т а к  к а к  в  с и л у  л е м м ы  2  |  (Е ,  а )  | с | В [,  

то и I (Е ,  а ) 9  I с I В® |. Поэтому мы можем ограничиться доказа­
тельством необходимости условия (30) для | (Е, а) (-лакунар­
ности. 

Пусть ср — {cpk) I (Е, а) |-лакунарна. В силу леммы 1 / с | (Е ,  а )  | ,  

следовательно lc.\(E, а) ( р\. Поэтому мы'* можем применить 

к (Е ,  а ) 9  следствие 1, согласно которому существуют такой 
индекс  s  и  число  q  > 0,  что  при  k^>  s  

2  Un ( ( pk )  +  2  \Un( ( pk )  — u n ( < p k + i )  \  >  q ,  (32) 
n-(f>k n=<Pk+1 

где 

«„(*)= (а+l)-<"+" (»)«"-*. 

Используя оценки, доказанные в теореме 139 книги [4], мы мо-
7 

жем выбрать такой индекс s ь  что при k > s u  б будем иметь 

1 °  2  u n ( k ) < - j >  где  M=\_(a+\ )k ] .  

\M-n\>kä  

2° Если J М — п \<^k 6, то 

/—— (М-пУ-

т)1-
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Далее 

1 /~Т~ - ( Ж- Я ) 3  ,/т «о -JL ! Ьб\ ? Vьше 
ы  =°wy^// mdt=°w 

\M—n\>k^ 

а в силу теоремы 140 книги [4] 
/ — j —  (M-n)t 

. 2 М  =• +  »(!)•  

Поэтому существует индекс s 2, что при k^>  s 2  из (32) будем 
иметь 

Va+1-I — - 00 
(Af*-")2  „ ; (Mk-ny-

Vsk 2 2 WwrJ 2 M t  

n=q>k  
n—^k4-\ 

(Af*+l-n)2 

2M*+1 
2луИА+1 

= A + Ao>|-, (33) 

где 
M k  = [(a  +  \) (pk \ -

Уравнение 
/  (Жд—/1)2 z  (Л1 а + 1-П)2 

r  ̂ =  У  ž õ b  e ~ ^ r + r  

легко решается логарифмированием; его единственным положи­
тельным решением является 

/

I  J n  Ми, , — I n  M k \  —  
М е + 1УИ е(Н м^_ м-±) = V м 6 +,м»;(1 + О(рг'))-

Если х0к<Сфк+ ь то ̂ -ы > (1 + a)2cpk\ поэтому мы можем считать, 
что Хой> уд+ь Тогда имеем: 

I X°A l  [Mk-ny (JC°a1 (Mk+i  -rif f Л /v -/ у _ V"Ä-f-l '•/ 

Л2 = У dr» 2* «"^-Vsa^ 2 е--^г-
n~<Pk+1 Л-<РА-|-1 

0 0  (At f t-fi)2 oo (Ж А  t !-n)ä 

-]/ -2 « 2Л"" + У'^ 2 е- »»+, = 

4=[jf0ft]+1 "= [•*()£]+1 

= Si — S2 — S3 -f- S4. 

Перейдем от сумм к интегралам аналогично тому, как это 
было сделано при выводе (28). Тогда мы получим: 
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4 > k + l
r  

1  (Mk-t)S 
A^Ylk J .-^«+0(^ = 0(1)^1 

9>k 

rMk—<Pk+1 

?- = /^ 

l/Alft 

/ 

V^A+l-y^A 

5 2 Ä + / — —  

e 2 dt + 

-j-0(gpft T); 

м А + 1—<p* + 1  

У жА+1 -

= >/™ f e~dt+ 0(n~h 

УЩ^-УЩ 

oo 

S 8=}/-^ J г 'if+Ofci; 

oo ^ У^/н-i - V Mk 

S t  = ye~d t~  J <Т*й] + 0(?>гЧ 

Далее, так как V Mk ••— V (а + 1) <Pk + О ((pk Y), то эти оценки не 
изменятся при замене Mk на (а + \ )(pk и M^+i на (a-j- 1)<p/?+i• 
А тогда, подставляя (34) в (33) и упрощая, получаем, что при 
k > 52 

(34) 

Y «+ 1(Ууа+1-/Ы 

Утя / е 2  <«+0(1)^=^ + 0(д»Г*) >| 

Отсюда немедленно следует, что существуют индекс р и число 
г > 0, что при k > р 

V фж — V Ф* > г> 

что эквивалентно (30). 
Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  в ы п о л н е н о  ( 3 0 ) .  М ы  д о к а ж е м  с л е ­

дующее предложение: если 2/^е | В у  | и = О ( 1); то 2£kel. Так 
как в силу леммы 2 | (Е, а)\ С | В |, а в силу теоремы 31 из [9] 
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при выполнении условия (29) J?&e| (Е, а) ( р\ влечет ^ = 0(1), 
то доказательство этого предложения равносильно доказатель­
ству достаточности в случае а). 

Аналогично в силу теоремы 31 из [9] при выполнении условия 

(31) 2£къ\В < р\ влечет Ь = О (1). Поэтому доказательство вы­
шеупомянутого предложения равносильно доказательству усло­
вий достаточности теоремы 3. Мы разобьём его на 4 этапа. 

А. Итак, пусть для (р = {q>k) выполняется (30), a I£ke\B ( f\ y  

т. е. 

f\2^е-'\с1х = Н<ас, (35) 
О k 4>k-

и £k = 0(1). Так как из | В |-лакунарности последовательности 
следует | В [-лакунарность любой её подпоследовательности, то 
мы можем считать, что 

Фо>0 и <pk — щ-1 <2 V (pk-ь k > 1. 

В силу леммы 3 имеем 

Ф/i «, v<Pk Фп Y(Pk 
A = f  I  Z  Š t ' — - e " \ d x  =  0 ( l ) +  J  \  Z  d x  =  

(рй *—1+1 У* <pQ *5=/1+1 Vk ' 

( f k~X<X^  

= °W+/V2lb 
<pn Wk-x? 

I 
<Po 

2 -   * x  I k  1  +  
k>n+\ L 

6 b - X < X v  

следовательно, 

A  =  0 ( \ ) [ \ + Y y 2  e - ^ ~ \ h \ ) d x \ .  ( 3 6 )  
Vn <»«-»)• 

I 
ф 0  *=1+1 

Далее при (pk-1 > л: 

г А-г- < J C-< p*) 2
1' (x-<pkr л  

(х-<РкУ* , 
Ъ_А_„  —  / ? *  -  < P k - 1 j ,е - |-л_^_^ | > 0  

69 



для достаточно больших х, скажем х > <pS l. Поэтому при n^>s {  

и k^> п 

<Рп 
f  

(Ps 1  

(x-<Pk)2  Vn /У v  n Vi /у JU^l 
f  J /  — e  2 x  d x  =  2  f  у  —  e  2 x  d x  <  

- r x <=я+1 y,-_i * 

(Vk-Vi)2  n  k~i  jt 
_ e 2у,- ^ 2/- 2 e 2  

= 0 У <Pi—j 1=0 
0(1)/ 

(k—n)r3 

Следовательно, 

У. Z-Г 
2" ^ 2 x  |f A|)d* = 

(ft—л)л 2  

Ул /у 
/ У т<„ 

<PS l  

=  0 ( 1 )  2  е  2  =0(1). 
k-n-1-1 

(37) 

Кроме того, 

pii /у 

/ У К-
У* 

/ 
Уо 

( X-<Pk)Z 
2  е  2 х  \%k\ )dx  =  

k— я-f-l 

(»«-<#•$, F 

= 0(1) г е v S l  

А=Л+1 
0(1). (38) 

Из (36), (37) и (38) окончательно следует/ что А = 0(1) 
Поэтому из (35) имеем 

Фл я фь  
f \2 h?-re-x\dx< :H + A = 0(l). 

щ А==0 <Pft-

Отсюда и из (27) и (28) получаем 

срп  r-^ „ <x~<Pk)* 

! 
(Po 

<Рп Г-у 

! У ш  2 
k=0 

2х  
_ 1 

J dx = 0(1) V im»; —i- 0(1 ), (39) 
m=\ 

<Po 

где 

<Pn Г i 'P/Z _£=£>! я _ 1 
f у 2^|/ e 2* £(/)Ä|rf*-=*0(b) 21 J„/n T+0(l), (40) 

m=l 

1(0 _ I I'' Ф 1' 
~~ 1 о, ДЛ 

|i, (pi ^ t <C <Pi 4~ 1 ( z  — 0, 1 ,  . . .  . ) ,  

для остальных Z. 
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Б. Положим для с > О 

F <( X >=V ž A e ~ ~ b  

п  _c(x-<Pk)2  

k=0 

г  
и зафиксируем некоторое у, 0 Тогда при 0 < г < у для 

любого т < /г — 1 имеем 

Z7" (<?m + Т V (рт) > ||т I Г/ -7 р——згв-О" — 
К тфт + УК <р т) 

| л  I Т / —7 : 7=r е  
1 *(?« + гУ^т) 

£ . <Pm+rV Vm _ 

Mm-nr 
m—l —• 

— V —т2 e »".+1 ,У»:».|| е|-
' 7 1  fm ft=0 

|/— • "f' e Vl/v* ||# | 
' "V« S=m+I 

Поэтому 

л—1 Vm+yyVm 
2  f  \F n c ( x ) \dx>  у  V || я  I l/" 

m=0 ( p m  - m=0 l_K "(Ут+УК P«) 

_ 1 -
t/i"^ ^+уу^ — т/- "i v  е V» +?K?« — 

71 /г—0 7 1  £=m+l J 

Г г_19> т+У/ 9>m /— С ( Х~ У я ) г  

— 114 2* /• TZ —€ * tifx. (41) 
m=° (рт 

Но в силу (30) имеем при k<^tn 

c(<Pk+Y<Pk-<Pm)2  с, (г—У)2, .. er3  

— ( m — k )  —'»/« I v(w 
е  Vft+yyV* 2(1+у) 8 ( 1 + Г )  

а так как при х^>ср т  

[(* - Vm? У _  х-Vm —  
[х + у У "™ 2/7(х + уУ7)2 [2х V х + 2(рт V X + Зух + уфт] > о, 
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то при k > m 
с(<Рк-<Рт) г  erг 

I 9Wl/n 8 ( 1 + И  

Кроме того 

{ k— m )  

<Рт 

V  <Pm+ y Y  Vm 

п-\ Vm+YV&n /— С ( Л С~ У Я ) Д  

т=О 

1 
Т. 1 + 0(Ут 2  у), 

п—1 Ут-г/ |/ Vm г— * 
Д, / х  л-ом. 
я"° V m  

Поэтому из (41) получаем 

/z—l Фт+У>/Фт г— л—1 Г 
2 1  /  | / v ( * ) | d A ; > y l / ^  2  

т=.0 q>m 
f  71  т=О L 

т—1 — Г77"7—т(т—А) 7 , -1  —7777-.—.(k—m) I 
— 2" <? 8(!+rV — 2" е 8d+ r) — О(у), 

6=0 *=гт+1 J 

откуда следует, что 

„_1 ф„+>УФт л-1 
2 /  | ^ ? ( л ) | ^ > у Л ( у ,  с )  J  | | „ , | - О М ,  ( 4 2 )  

Я1=0 у т  771=0 

где 

А ( у ,  с )  =  ] / у  [ е - с У 2  —  ( i  —  < Г 8 ( Г м )  J  <  

Рассмотрим неравенство (42). Полагая с = у, получаем 

Л —1 У/Л+У У f/71 1 л—1 
г / |^(л)Ил:>уЛ(у,|) 2 1  IIm] — 0(1). (43) 

m=0 а, * * т=0 тт 

Далее, в силу (39) имеем 

л-1 Vm+yyVm V n  

I  J  | / 7 ? (* ) |Лс</  \F l ( x ) \dx  =  
• ™=° 9т 1  0 1  

= 0(1)[1 + 2 | |т |/п-+]. (44) 
т—1 

Из (43) и (44) получаем, что для всех п > 2 

0 ( l ) , i ' | | „ | m - i > z A ( y ,  1 )  " г  U m | - 0 ( 1 ) .  ( 4 5 )  
m=l m=0 
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Если мы теперь предположим, что для некоторого е>0 

ГГ» / С/-2 \—1 
2е  W+r) [ i  —  e  8(i+r)j  <1— е, (46) 

то, выбрав /*о < у так, что 0 < г 0
2  < — 2 1п(1 — е), мы получим, 

что Л(г 0,у) = d > 0, и из неравенства (45) с у — г^ следует, что 

для всех п > 2 

O ( l ) " i 1 | | m | m - T > d r 0 " i l | J m | - O ( l ) .  
т—\ т=О 

и—1 
Отсюда легко получаем, что 2  \£ т  | == 0(1). 

т=0 
Таким образом, мы доказали наше утверждение для всех г, 

удовлетворяющих (46). Чтобы убедиться в справедливости тео­
ремы для всех значений г, нам придется несколько уточнить рас­
суждения. 

В. Возьмем последовательность { у п } ,  у \  >  уг  >  . . .  >  

> Ул 0, и выберем Со > О так, что 

л(8-7ТГг. ^ )>о -

Такое с 0  всегда найдется. Пусть функция Fc 0 ( x )  имеет нули в сег­
ментах 

Jn = [g>kP qpkt+YnVvki] 

и не имеет нулей в сегментах 

sv
n  = [<Pkv, Wv + rnVWyb 

Тогда при хеЛп 

I  F l  ( х )  I  =  О  ( X )  т  s u p  I  tVxFZ (x)Yx  I = 
«4. 

c0(x-<pm)* I 2 1 
= 0(1),„ sup ( J [Г— = 

x e 4 X m = o L  *  J /  

я  Coi<Pk.-<Pm)2  I <p2 _ (p2 I 

—  o ( i ) 7 л  2  *  т а т т е г  ~~2 m  | | т | + о ы ^ 1 .  
/я=Ю /У*/ 
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Поэтому ä' 

2  j \ F c a ( x ) \ d x  =  
k i< n  J l

n  

n n c k-<Pm)* U2._ ^2 I 
=  0 ( f „ )  2  2  e  «w* 1 , Уч>ЛЫ\ +  0(у ' ' )  2  | | m  |. (47) 

A=0 m-o vk  m—O 

Далее, аналогично выводу оценки (28), можно показать, что 

я c°Wk-<Pm)2  I (р2 _ 2 I _ 

z е ti+^t 1  • *  ,  * 7 y t =  

о 

и из (47) получаем 

Уя С о ( /~ У т ) 2  U 2  —®2 I 
= 0(1)/с 1  

t 2  
т  dt= 0 ( 1 ) >  

Положим 

2  f  \F l ( x ) \ dx=0( y% 2  ||„|. (48) 
А, <я m—O 

av
n = sgn /v0 (лг) 

xesl 

фп  (с) = 2 av
n  f F?(x) dx, 

k v <n s v  

где с = a + it — комплексное число. Взяв в (42) у=>у п, в силу 
(48) получаем 

я—1 т 
Ф п ( с 0 )=  2  f  \F?M)\dx-  I  f \F? 0 ( x ) \dx>  

m =°  <Pm k i< n J l
n  

>  УпА (Yn ,  Co )  2  I Im I — 0(yn) — 0(y2
n) 2 \šm\, 

m— 0 m=0 

т. e. 

Ф„(Со) >J-„(«J + A») "i ll™ I, (49) 
m-0 

n—1 
где hn->-0 при 2 ||m|-*"oo и <5 =A (yi, с о) >0. 

m—O 

Далее, пусть D — область комплексной плоскости 

у < (7 < Со + 1; IX I < 1; c  =  o  +  heD .  
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Очевидно, Фп( с )  аналитическая функция в D. Покажем, что 

ф „ ( с ) = 0 ( у „ )  2 | f m  

т-=0 

(50) 

при ceD. Действительно 

' |Ф„(с)|< 2 f \ F ? , ( x ) \ dx  =  
ky <С tl gV 

<Pkv+VnV <Pk t  

f 
kv<n <pkv  

= 0(1) 2 / i / 
m=0 

lm I ] — 

n n Фк'Ь'УпУVk , _ 
= 0(1) 2  \£ m \ 2  J  x ~ * e  

m- 0 b=0 (pk 

<У(х-<ртГ- n—1 
d x = 0 ( y n )  2  | £ « | .  

m—O 

Здесь последняя оценка получена тем же методом, каким мы 
пользовались при выводе (37). 

Нам понадобится еще одна оценка модуля функции Фп ( с ) .  

Будем считать, что 4-<С с^4"- Тогда 

<Рп 
Фп{ с )  |< / \ Fc { х ) \  d x .  

<Ро 
(51) 

Совершенно аналогично выводу (28) легко показать, что 

<Рп ' • г— <Рп c(x—t)2  

/  \ F c " ( x ) - y  i - /  е  '  l ( t ) d t \ d x  =  
О г  п х  о 

п—1 
=  0 ( 1 ) 1 1 +  2  | | « | л » - г ] ,  .  

mz=1 
(52) 

где £(t) — та же функция, что и в (40). Далее, в силу лемм 4 
и 5 и оценки (40) 

<Рп < fn  
с(х—о2  

е  ' у /  £ ( t ) d t  dx = 

%г_ 
2 с <*>п 

0(1) / У'-М/ 
(x-tr-

е  2 х  Š ( t ) d t  dx — 
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<Рп_ 
2с <Рп 

_ 1 
7 

I I  0 ( 1 )  [ 1 +  2 ||m| m  4  +  0 ( 1 )  
т—\ VI 

(*—О 2  

е  2 х  £ { t ) d t  

4>п 

dx, 

а так как 
Ул 
2 с <Рп 

/ п / 2* кол 
Ул 

=  0 ( 1 )  V ii. 
т—0 

dx 

f vi 
г (^-Ут-1) 2  

С 2х rfjC = 

Ул 
- , _ „ (У,-Ут-1)2 

=  0 ( 1 )  г  | | т |  г  — + ! = — £  =  •  
i=n у (fi 

n—i — r  ( n — m )  
= 0(1) 2 ||m| 2 e < =0(1) 2 I|mIe 1 =0(1), 

m=0 

л-l oo - r(i~m) 
2 

m—O i=n 

ТО 

Рл Ул 

j v h l j  
С(Х-ф 

e  x  £ { t ) d t  
n— 1 

d x = 0 ( l ) [ l  +  2  \ £ m \ m  T ] .  
от=1 

0 0 

Наконец, отсюда и из (51) и (52) следует, что 

л— 1 
Ф„(С)| = 0(1)[1 + 2 [£ т\пГ^]. 

m=zO 
(53) 

Теперь мы подошли к завершающему этапу доказательства. 
л 

Г. Если 2 I |m I ->• oo, то мы можем выбрать последователь-
т—О 

ность {у г а} так, чтобы, кроме выше перечисленных, она удовле­
творяла еще условиям 

_, л—1 
7 л > т  * ;  l i m  7 „  2  | | « ! =  l i m  р п  =  с о .  

Рассмотрим функции 

л->оо т—0 

Ф п  (с) 
*п { с )=-£1 .  

гп 

М->00 

Они аналитические и, в силу (50), равномерно ограничены в Z). 
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Из (53) следует, что при < с < у 

lim Rn { c )  =  0 .  
00 

По теореме Витали [2] отсюда получаем, что для всех ceD и, 
в частности, для с = с0  

lim Rn(CQ) == 0. 
п ->00 

Но из (49) следует, что 

lim R n{cv) > ö > 0. 
oo 

Полученное противоречие доказывает теорему. 
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LAKUNAARSED TAUBERI TÜÜPI TEOREEMID ABSOLUUTSE 
SUMMEERUVUSE PUHUL 

S. Geisberg 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös tõestatakse lakunaarsed Tauberi tüüpi teoreemid abso­
luutse summeeruvuse puhul Cesäro, Abeli, Euleri ja Boreli menetlusega. 

DIE TAUBERSCHE LÜCKENSÄTZE FÜR ABSOLUTE SUMMIERBARKEIT 

S. Geisberg 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In der vorliegenden Arbeit werden die Tauberschen Lückensätze für 
absolut Cesäro-, Abel-, Euler- oder Borel-summierbarkeit bewiesen. 
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О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ МАТРИЧНЫХ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

С. Гейсберг 
Кафедра математического анализа 

В § 1 настоящей работы мы устанавливаем некоторые соот­
ношения между полями суммирования матричных методов А и В 
(см. § 1, формулы (3), (11), (12), (13)). В § 2 даются следствия 
из полученных общих теорем § 1. § 3 посвящен применению ре­
зультатов § 2 для получения лакунарных тауберовых теорем для 
методов Чезаро и Эйлера. В § 4 мы рассматриваем некоторые 
взаимоотношения между свойствами матрицы А и метода сум­
мирования, порождаемого ею. Результаты этой работы частично 
опубликованы в [2]. 

§ 1. Общие теоремы 

Рассмотрим преобразование 1  

1}n=z 2 Clnklk (/2 = 0, 1, ...), (1) 
к 

где А = (a nk) — комплексная матрица, !=•{£*} — последова­
тельность комплексных чисел. 

Определение 1. Последовательность £ — {£&} называется 
а) \А\-суммируемой, б) А-ограниченной, в) А-суммируемой, 

если соответственно 
a) 2\rjn\<C °°, б) ^„='0(1), в) последовательность {г] п) схо­

дится. 
Множество всех | А [-суммируемых (А-ограниченных, А-сум­

мируемых) последовательностей обозначим через | А | (соответ­
ственно А 0, А с). 

Множества последовательностей для которых 
a )  JS| £ a | < oo,  б )  | ^ |  =  0 ( 1 ) ,  в )  с у щ е с т в у е т  l i m  Ь ,  

fr->00 
обозначим, соответственно, через /, т, с. 

1  Если пределы суммирования не обозначены, то суммирование произво­
дится по всем целым значениям индекса от 0 до оо. 
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Предположим, что матрицы А =• ( a nk) и B— ( b n k )  преобра­
зований А и В удовлетворяют условию 

2\a n k  |< oo, 2 \bnk\<& (п = 0, 1, . . . ) .  (2)  
k k 

Тогда имеет место 
Теорема 1. Если | А |с|В |, то для любого <?>О существует 

индекс p(õ) и число q(õ) >0, что для каждой последовательно­
сти ! = {|*}е| Л Inm имеет место неравенство 

2 \  2  a nkŠk\ + q { 6 ) ö  sup |!*|>?(d)2| 2 Ьп& |. (3> 
п k=p(6) k^p(õ) п k=p(6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д л я  л ю б о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  в в е д е м  
обозначения 

=  I I I I I J  =  ̂ |  Š b n d k \ ,  
п  Ь—р tl k = р 

и предположим, что утверждение теоремы неверно. Тогда для 
некоторого õ=-Öq^>0 и каждого целого р > 0 найдутся такие 

последовательности £ ip  => {£% 1 е |Л| п гп. и последовательность 

\8^}, £? ч О при i -> oo, что 

+ sup I!? К о? Iii* Ig. (4) 
k>p 

Исходя из (4), построим последовательность {Я 5} последо­
вательностей H s  — {hk3}, удовлетворяющих следующим условиям: 

1° II Hs  | |i < 2-s; 
2° 2 { \ a n k \  +  \  b n k  I )  I  h k

s  I  <  2 ~ s  при n < s; 
k 

3° для каждого s существует такой индекс n s, что 

а )  2  \ 2 b n k h k * \>  s+2\ \H x \ \ l ,  
n—Q h г=0 • 

n s  

 ) 2 I 2 bnkhkx I <2~r  при r>s; 
/2=0 k 

4° при каждом k лишь конечное число hk s  отлично от нуля. 
За Я° возьмем произвольную последовательность из |Л| n 

удовлетворяющую условиям 1° и 2° при s == 0, и положим п 0  ==• 1. 
П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  м ы  п о с т р о и л и  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  Н ° ,  Я 1 ,  . . . ,  
Я' - 1  такие, что они удовлетворяют условиям 1°, 2°, 3°а) и усло­
вию 3°б) при т < i— 1. 

Пусть 

щ =2  ||Я 5||° + 1, ( л  = sup ( n s  + s). (5) 
s—O s < i—1 
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В силу (2) найдется индекс 6,-, что 

к > i, (6) 

Л=0 k=k; _ ^ . 
(« + «/) ^ <2"1. (7) 

Используя (4), по ki можно найти последовательность |< = {|л'} 
такую, что £'е|А|п я? и 

l i r i l f '  +  r r r W  s u p | i s ' | < — - i — j H P l g ' .  ( 8 )  
(«i + 02 («/ + *) 2 

Положим 

(«/ + 0, k > ki, 
hk l  = 

2 

о  , Ä < Ä / f  

я Я' =• {/z*1}. Далее, зафиксируем некоторое у такое, что 

^*1>||Я'||0-2-(' + 1), (9) 
п=0 ft 

И ПОЛОЖИМ tli — V. 

Нетрудно проверить, что последовательности Я°, ..., Н 1  

удовлетворяют условиям Г, 2°, 3°а) и условию 3°б) при % < /. 
Действительно, условие 1° удовлетворено в силу (8). Далее, из 
(8) следует, что 

sup Ih k
l\ < (i + а ()do™ 1, (Ю) 

k 

и в силу (7) условие 2° выполняется. Условие 3°б) при х < г 
удовлетворено в силу (5), (7), (10). Очевидно, что условие 3°а) 
выполняется при s < i— 1. При s<=>i имеем в силу (5) и (9) 

2 \2ЬМ\ > ЦЯ'ЦО-2-W) >2\\H s\\° + i. 
п-О ft 5=0 

Аналогично построению Я 1  мы можем построить последова­
тельности Я 1 + 1, Я'+ 2, и т. д. Последовательности Я 0, Я 1, ... , 
Я 1, ... удовлетворяют условиям 1°—4°. Выполнение условий 
1°—3° следует из самого построения Я 1. Условие 4° удовлетво­
рено ввиду (6). 

Положим теперь 
2k =2 hk\ 
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и рассмотрим последовательность z = {г*}. В силу 4° |г*| < oo. 
Далее, для любого п по 2° и (2) имеем 

2 \a n k\ \z k\ < 2 \a nk\ 2 \h k
l\ =22 \a n k\ \h k

l\ = 
ft k i i k 

= 2 2 \ctnk\ \h k
l \ + 22 \cink\ \hk l \ < oo. 

i—Q k i=n ft 

Аналогично 
2 |6„e| |z*| < г |fr„t| 2 IM < oo. 
ft ft I 

Поэтому 
2a nkZk — 2 2 ankhk\ 
ft / ft 

2 bnkZk —12 2 bnkhk^-

Отсюда и из 1° следует, что г |Л|-суммируема. Действительно: 

2 |2а„ ег»| = 2 |22 а„»М < 2 ||Я']|»< оо. 
л f t  п i  ft t 

Но 2 не суммируема |В|. Именно, для любого s в силу 3° имеем 
Л .у ZZ je 

2 12 bnkZk\ = 2 \2 2 bnkhk l\ ̂  2 \2 bnkhk s\ — 
n=0 ft л=0 / ft л=0 ft 

— 2 2 \2 ЬМI —2 2 12 ЬпкЬк
11 > s — 1. 

i=0 л ft z=s+l л=0 ft 

Таким образом, мы построили последовательность z такую, 

что z e \A \  и z  е |В|, а это противоречит условию теоремы. Тео­
рема доказана. 

Полагая 

2) |||||f = 2 |.2 Onkik\; ЩИ? = sup 12^1*1; 
П k=p Л k=p 

3) 11II If = sup \2 a nk |ft|; |||||£=sup \2 bnk£k\\ 
n k—p n  k—p 

4) |||||f = sup|la„t|t|; |||||f = 2 \2 bj, f»|, 
n k—p n  k=p  

можно совершенно аналогично доказать следующие теоремы: 
Теорема 2. Если \А| с В С

Л  то для любого существует 
индекс р\(д) и число q{õ), что для каждой последовательности 
| = (|а> € |Л|п tn имеем 

2 I 2 a nkšk\ + д(6)д sup II*) > q (d )  sup | 2 b nkfr\- (Ш 
n k=p(õ)  k > p(õ)  л. k=p(S) 

6 Matemaatika- ja mehhaanika-alaseid töid. II 01 



Теорема 3. Если А ссВ с, то для любого d > О существует 
индекс p{õ) й число q(ö) > О, что для каждой последовательно­
сти | = {&} eA cf\m имеем 

sup I 2 a n£k\-\- <?(d)dsup ||*| > q(õ) sup | 2 bnk£k|. (12) 
n  k=p(õ)  k > p ( $ )  n  k=p(S)  

Теорема 4. Если A cc\B\, то для любого d > 0 существует 
индекс p(õ) и число q(õ) >0, что для каждой последователь­
ности != {£k) eAcc\m имеем 

sup j 2 a n kik\ + <7(d)dsup |l*| > q(ö) 2 | 2 bnk £k\. (13) 
n  k = p ( $ )  k > P ( 6 )  n  k = p i s )  

З а м е ч а н и е .  И з  х о д а  д о к а з а т е л ь с т в а  с л е д у е т ,  ч т о  д л я  к о -
нечнострочных матриц А и В в (3), (11), (12), (13) можно поло­
жить d = 0(р(0) < оо, ^(0) >0). Мы воспользуемся этим в § 3. 

§ 2. Следствия из общих теорем 

Обозначим через Е тождественное преобразование rj n  = £п-

Тогда, полагая в (11) и (12) B=äE и d = ̂, получаем соответ­

ственно следующие теоремы: 
Теорема 5. Если \А\с.пг, то существует индекс р и число 

q > 0, что для всех | =• {|*} е \А\ имеем 

2 \2a n k £k\>q  sup  \£k\.  (14) 
пk=p k>p 

Теорема 6. (см. [1]) Если A°c.m, то существует индекс р и 
число q > 0, что для всех | = i£k) еА с  имеем 

sup |5 a n k  £k\ > q sup Щ. (15) 
r t .  k=.p k >p 

УсловЙя (14), (15)- означают, что если \А\(А С) не содержит 
неограниченной последовательности, то \А\(А С) оказывается про­
странством Банаха с нормой 

ЩИ = 2 \2a n k£ k\+ supilt (16) 
п k—p k<p 

(соответственно -

ЩИ =sup \£k\  + sup \2  a n k £k\) .  (17) 
k < p  n  k = p  

Этот факт, в свою очередь, позволяет доказать такие пред­
ложения: 
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Теорема 7. Если I \a nk\ — 0(1), / с|А| cm и система урав­
нений k  

2 Xnßnk  =  0  (£  = р, р+1,  . . . )  
Л 

для любого р не имеет решения х= {х п} в 2  m — /, то \Л\ с с. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м  ч е р е з  е , -  п о с л е д о в а т е л ь н о ­

сти (0,0, . •., О, 1, 0, ...). В силу (14) нам достаточно показать, 

что ei плотны в B-пространстве |А| с нормой (16). Нетрудно ви­
деть, что любой функционал на |А|, непрерывный в смысле нор­
мы (16), имеет вид 

Ш) ='2a k£ k  + 2fn2ank£k, (18) 
k=0 п k=p 

где £= {|ft} — произвольный элемент из |А|, а = 0(1). По­
этому, если для некоторого f f(ei) =0, то из (18) получаем, что 

a k  = 0 {k  —  О,  1 ,  . . .  ,  р— 1) ,  

l f n a n k  = 0 (k  =  p ,  р + 1  ) .  ( 1 9 ) .  
П 

Отсюда следует, что {/„} е /. Но тогда из (18) и (19) вытекает, 
что для всех | = (Ы е |А| f(|) =0, т. е. 0. Таким образом, 
не существует отличного от нуля функционала на |А|, равного на 
всех ei нулю. Следовательно, e t  плотны в |А| в смысле нор-, 
мы (16), и теорема доказана. 

Опираясь на (15) и (17), можно аналогично доказать сле­
дующую теорему. 

Теорема 8. Если с с. А сст, то А с  = с. 
Теорема 8 доказана, однако несколько другим способом, 

в работе [5]. Теорема 7, очевидно, представляет собой аналог 
теоремы 8 для случая абсолютного суммирования. 

§ 3. Лакунарные тауберовы теоремы 

В этом параграфе мы применим предыдущие результаты 
к получению лакунарных тауберовых теорем. 

Пусть ep — {(pk) — подпоследовательность последовательности 
натуральных чисел, А — (a t ik) — действительная матрица. Обо­

значим через А^ матрицу (<г л, у д), и пусть (С, а) — матрица 

Чезаро порядка а  ([6], стр. 104), (Е ,  а )  — матрица Эйлера по­
рядка а ([^], стр.л 130). " 

2  m — l обозначает разность множеств m и /. 



Теорема 9. Если 1 >#>/?>  О и  \ (С ,  а ) 4 ' \ с \ {С ,  ß ) < p \ ,  то 

1(с, 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к  к а к  ( С ,  a ) v  и  ( С ,  / 3 ) 9 3  к о н е ч н о -

строчные матрицы, то, в силу теоремы 1 и замечания на стр. 82, 

из |(С, а)9\с\(С, ß) ^следует, что существует такой индекс р и 

число </>0, что для любой последовательности £ — {&} е |(С, а)^ | 
имеем 

п=р 

П 

k > p  
(p k .<n 

^n — <Pk + a— 1 j 

-("У) 

л=/> k > p  
<p k <n 

n  ~ Vk ß ~ i 
jg-t 

•c;') 

> 

Š* (20) 

Очевидно, / с |(С, а) vj. Поэтому (20) справедливо, в частности, 
для последовательностей где 

11 = 

0 ,  & < / — ! ,  
1, 
1, & —/ 
0, k > i , 

(21) 

т. е. для всех k > р 

Уа+1-1 + 1  j 

+ 
n— (Pk 

+ 21 

» ( " « 1  

„ ( „ + « )  .  «("tl 
> 

>q 
\ 9 »  i-1 + 

2 :  v — ;  

(22) 

Ч"Г) 

+ I 
n =<pk+l 

1) <pk+\\ 
<n--Vk+x- i -ß —  1  

ß — 1 

•er: 1 »! 'n + ßy 
ß ; 
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Далее, в силу оценок (9), (10), (11) статьи [3] из (22) полу­
чаем, чта для всех k > р 

2( 1-^Г+°<^>4 2( 1-^Г+ о (^ )]- ( 2 з )  

Из (23) следует, что (<pk+1 — (pk)  ->-оо при £->оо, т. к. в против­
ном случае мы имели бы слева величину порядка (рк~ а, а справа-
порядка (pk~~ß, чего, очевидно, не может быть. Поэтому из (23) 
получаем для некоторых pi > р и 1 > q x  > 0, что при k > pi 

( i - — — —Vs, 
\  <Pk+ \J  ! \  <Pk+i]  

или 
Vk+l  ̂  1 

<Pk ' 1 _ ?1(«-,9Г1' 

что, в силу теоремы 2 из [3], эквивалентно утверждению теоремы. 
Опираясь на теорему 5 и используя формулы (8) — (17) из 

работы [3], аналогичным методом доказывается 

Теорема 10. Если а > 0 и |(С, а) ( р\с.т, то j (С, а) * | = I. 
Точно так же теорема 5 в сочетании с теоремой 3 из [3] позво­

ляет доказать следующую теорему. 

Теорема 11. Если а > 0 и \ (Е, а)^|ст, то \ (Е ,  а )  ( р \  —  I .  

§ 4. Дополнительные результаты 

Теперь мы докажем одну теорему, вскрывающую связь между 
свойствами матрицы как метода абсолютного суммирования и 
ее алгебраическими свойствами. 

Пусть М — нормированное кольцо матриц А = (a nk) с нормой 

||А|| •= sup 1 (\a n k\ + \а к п\) < oo. 
п k 

Обозначим через A s  ( SA) матрицу А, у которой первые s строк 
(столбцов) заменены нулями, и пусть Е — единичная матрица. 
Имеет место 

Теорема 12. Пусть АеМ. Для того, чтобы уравнения 3  

Ар °Х  =  Е р \  Y ° q A  —  q E  

имели для некоторых индексов р и q решение в М, необходимо 
и достаточно, чтобы 

1 °  | A | n ( m - O = 0 ,  2 °  \A'\(\{m—  / )  =  0, 
где А' — транспонированная матрица А. 

3  А о В обозначает произведение матриц Л и В, 0 — пустое множество. 
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Н е о б х о д и м о с т ь .  М ы  о г р а н и ч и м с я  в ы в о д о м  н е о б х о д и м о ­
сти условия 1°, необходимость условия 2° доказывается анало­
гично. Предположим, что 1° не выполнено, а А абсолютно сум­
мирует некоторую последовательность |е т — /. Тогда, очевидно, 
qA также абсолютно суммирует некоторую последовательность 
r}£tn — /, т. е. qArj=>Tel. Отсюда следует, что qErj = Yt е I. (см. 
[4]). Тогда и г] el, что противоречит с выбором г]. Этим необхо­
димость доказана. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  А еМ и выполнены условия 1° и 2°. 
Тогда 9 силу теоремы 1 из [3] существуют такие индексы р и q 
и числа г > 0, s > 0, что для любой последовательности £ = 
= {£k) е / имеем 

2\2ankik\>r2\šk\,  (24) 
п  k - P  k — P  

S\SikakA>s2\ik\. . (25) 
п  k =q k— q  .  

Рассмотрим последовательности v n  = ia nk}, я —0, 1, ... . Оче­
видно, v n  е /. Пусть W — линейная оболочка v n  в I, F(W) — мно­
жество функционалов на I, равных нулю на W. Тогда F(W) не 
более, чем р-мерно. Действительно, любой feF(W) имеет вид 

f ( i )  = 2 t e ,  | = W e / ,  f k = 0 ( \ ) .  

Далее, если {f k } e m  — /, то f e F ( W ) ,  иначе мы бы имели для 
всех п 2 a nkfk = 0, что противоречит с условием Г. Поэтому, 
если бы F(W) содержало более, чем р линейно независимых 
функционалов ,  то  нашлась  бы последовательность  g  —  { g k }  е  I ,  

что для всех п  2a n kgk  —  0, что противоречит с (24). 
k=p  

Пусть f i  e F ( w )  и 
е г= (0, 0, .... О, 1, 0, ...). 

^  1 1 1  V "  ^ i— 1 

Существует е,-,, что f i  ( e l v )  =j= 0. Если W Ue z-J 4= U то существует 
f 2eF{W) и е к, что faM == 0 и f 2(e i 2) =4=0. Будем продолжать 
этот  процесс  выбора  /у  и  е^ .  Он должен  закончиться  после  h  <  р  
ш а г о в ,  т .  к .  в с е  / у ,  о ч е в и д н о ,  л и н е й н о  н е з а в и с и м ы  и  f j e F ( W ) .  
В результа те  мы получим,  ч то  последовательности  v n  и e t j ,  
1 < / < /г < р плотны в /. Поэтому для каждого г> существуют 
такие линейные комбинации v.-

т h 
Wn—  2  a m n v n  +  2  W v

m j
e i j  

n=0 /—1 

последовательностей v n  и е, ;-, что e v  в смысле /. 
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Мы сможем считать, что /у выбраны так, что //(е,у) = 1. Тогда 
имеем 

= 2 1 </</>. 
k=j 

Отсюда следует, что для всех v и 1 < / < h существует 
lim ip v. = ipJ. Далее, если среди первых (q—1) последователь-
т->оо 
ностей vn  найдутся линейно зависимые от остальных vn  и ето 
мы заменим их соответствующими линейными комбинациями. 
Будем считать, что это уже проделано. Тогда a v

m n= 0 для v n, 
п <^q, линейно зависимых от остальных v n  и e Z /.. Для любой и Я о  

из остальных у«, n<^q, можно будет построить функционал f n o  

такой, что 

fn 0  (У/io) — 1» fn0 (у«) — 0, п-4= azq; /«о (@ i j )  —  0, 1 ^  j  ̂  h .  *  

Тогда 

fnо ( Wm) == Q-mrio fn0  (&v) —• Q-rio • 

Поэтому мы можем всегда считать, что при n<^q lim av
mn = av

n. 

Но тогда в силу выбора W v
m  

, т  V т+Р V 
lim 21 2 QmnCLnk 2 &rn-\-p, n&nk I — 0, 

m->oo k n—q n=q 

и из (25) следует, что для всех п > q существует lim атп = а*, 
т-> оо 

причем 

V I V Vl л lim 2  j(Хтп—  O n !  —  0 .  
m->00 n=q 

Так как e v  в /, то из всего сказанного выше следует, что 

для любого V существуют такие an  и i p j ,  что 

2 aVnVn + 2 ipje;. = ev, (26) 
п j-1 1  ' 

причем, как нетрудно заметить из проведенного рассуждения, 

2*1 а* | = 0(1); \у>]\ = 0{\). (27) 
П 1 

Полагая Wk — {а^}, аналогичным методом можно показать, 
что существуют такие ßv

k, <pv^> eifX, 1 < ц < Т < q, что для лю­

бого V 

(28) 
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причем 

f  1 ^ 1  =  0 ( 1 ) ;  | ^ |  =  0 ( 1 ) .  ( 2 9 )  

Далее, согласно построению функционалов /у, из (26) имеем 

^ <=/,(«„), / =• 1, , h. (30) 
k = j  

Но f , eF {W) ,  поэтому 2a n V f j ( e v )  =0, /г = О, 1, ..... А тогда из 
V  

(24) и (30) немедленно получаем, что 

2\Г„\ = 0(1). 
V  

Аналогично, опираясь на (28), можно показать, что 

2|^| = 0(1). 
V  

Если среди v n, n^.ih-\-ir найдется v„ 0, линейнозависимая от 
остальных v n  и e i j t  то мы можем заменить ее соответствующей I 
линейной комбинацией v n, п Ф п 0, и е». Будем считать, что такая 
операция уже проделана, и в (26) а у

щ  ф 0, п 0  < 4 + ir означает, j 
что и П о  линейно независима от остальных v n  и е,у. Тогда для каж- | 
дой vno, а*о ф 0, п0 < ih + ir мы можем построить такой функ- j 
ционал fn 0, что 

fno(Vno)*= 1; fnAVn)=0, П ф По', f„ 0  (e i j )  =  0. 

Отсюда следует, что 

Иa n k fn 0 ( e k )  = 0 ,  п Ф п0; f„ t  (ek) = 0(1). 
k 

Поэтому в силу (24) I  \ f K o  ( ek )  \ =  0(1). Но, с другой стороны, 
к 

из (26) имеем 

" следовательно 
2 I aj I < oö. 
V  

Таким образом мы можем считать, что 

2 \аv
n  К oo, п < ih + ir. (31) 

Аналогично из (28) можем получить, что 

2  \ß * \ < o o , n < k  +  i r ,  (32) 
V  
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изменяя, как мы это делали для a v
n ,  в случае необходимости не­

которые  ß v
n .  

Запишем теперь (26) и (28) в таком виде 

Ha v n a n k +I^6 k ,=  õ v k ,  (33) 
п j= 1 ' ' 

2 ünk ßkv ~\~k^ Wk дnik  — ÖVn, (34) 

где 

n  nv, D qv. vt / V ф k, 
avn n* Pkv — Уk' °vk— 4 л  h  1 1 ,  v  =  k .  

Тогда в силу (27), (29), (33), (34) для всех van имеем 

avn + 2 1pj ßnij = ßnv-\r 2 (fv
k a . . 

j—\ k=i K 

Отсюда, учитывая (31) и (32), немедленно следует, что 

2|«J = 0(1); 2 |А»| = 0(1). (35) 
V V 

Обозначим через Y матрицу (а у*), а через X — матрицу 
(ßnv). В силу (27), (29) и (35) ХеМ, YeM, а в силу (33) и (34) 
имеем 

Alp0  X'=• EiTy Y' iflA = Eih. \ 

Этим теорема доказана. 
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MAATR1KSTEISENDUSTE MÕNINGAIST OMADUSTEST 

S. Geisberg 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös püstitatakse mõningad võrratused maatriksmenetluste 
A ning В summeerimisväljade vahel, mida rakendatakse lakunaarsete Tau-
beri teoreemide saamiseks Cesäro ja Euler'i menetluste jaoks. 

Peale selle vaadeldakse vahekorda maatriksi A ja tema poolt määratud 
summeerimismenetluste vahel. 

ÜBER EINIGE EIGENSCHAFTEN VON MATRIXTRANSFORMATIONEN 

S. Geisberg 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In dieser Arbeit stellt man einige Ungleichungen zwischen den Wirkfeldern 
der Matrixverfahren A und В fest, die man zur Anwendung der Tauberschen 
Lückensätze für Verfahren Cesäro's und Euler's gebraucht. 

Außerdem betrachtet man die gegenseitigen Beziehungen zwischen 
Matrixe A und durch dasselbe hervorgerufene Summierungsverfahren. 
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МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ ДЛЯ ДВОЙНЫХ 
РЯДОВ, СУММИРУЕМЫХ ИЛИ ОГРАНИЧЕННЫХ 

МЕТОДОМ ЧЕЗАРО ВЕЩЕСТВЕННОГО ПОРЯДКА 

С. Барон 
Кафедра математического анализа 

§ 1. Предварительные замечания 

В статье [10] изучались множители суммируемости типа 1  

(X, У), где X — один из классов С?'^-суммируемых, Сь'^-сум­

мируемых или С а' ̂ -ограниченных двойных рядов, a Y — один 

из классов С у' Сь' 6- или С,' ̂ -суммируемых двойных рядов. 
Для названных девяти типов множителей суммируемости 
в статье [10] устанавливаются эффективные необходимые и до­
статочные условия ([10], теоремы 5, 6 и 7; [9], теоремы 1, 2 
и 3) . Однако в этих статьях доказательство достаточности най­
денных эффективных необходимых условий ограничивается це­
лочисленными а, ß > 0. Настоящая статья имеет целью воспол­
нить этот пробел, т. е. доказать достаточность условий следую­
щих теорем длй произвольных вещественных а, ß, у, õ, удовлет­
воряющих условию 0 < у, õ < а, ß. 

Теорема 1. Для того, чтобы числа е тп были множите­

лями суммируемости типов а) (С"'^, С у , д), б) (С? , / ?, Сь' д), 

в) (Сг'^, Cl' 6), необходимы и достаточны условия 2  

2 (m + 1)«(л + 1 у*1 £ т п\ < ос, (В) 
т, п 

2 (т+ l)"MŠ + ,6m„| = 0[(n + (С,) 

1  В настоящей статье придерживаемся определений и обозначений, ис­
пользованных в [9, 10]. 

2  Во всех условиях и оценках, если не оговорено противное, свободные 
индексы имеют значения 0, 1, 2 , * . . .  
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2 (n+l) ß \A ß + l e m n \=^0[ (m +  l ) y - a ] ,  (С 2)  
п 

tmn = 0[(m + l) r~"(n+ l)^). • (D) 

Теорема 2. Для того, чтобы числа е т п  были множите­

лями суммируемости типов а) (С" , / ?, С 7 , 6), б) (С?' С?' , 

в) (С? , / 9, С?', необходимы и достаточны условия (В), (С), (D) 
и, кроме них, в случаях а) и б) — условия 

lim(« + l/-' ,^+1£m„ = 0, (Е,) 
П 

lim(m + l)° _ J ,^n + 1«ran = 0; (Е2) 
m  

а в случае в) — условия 

Пш(л+ 1)'®- <'е™=0, (F,) 
Л 

lim (m -j- 1) а~ у  Emn — 0. (F2) 

Теорема 3. Для того, чтобы числа е т п  были множите­

лями суммируемости типов а) (СоС 7 , 6), б) (Со ̂  С»' d), 

в) (Со / S, C?' d), необходимы и достаточны условия (В), 

\\m(n+\) ß- 6  2(т-\-1)"\Ла
т^ет„\ = 0, (G,) 

п т 

\\т(т + \ ) а~ у  2(n + \) ß[А^е т„\ = 0, (G 2) 
т п 

\\т(т+ \) a- y(n + \) ß- ier,n = Q. (Н) 

Метод доказательства названных теорем для целочисленных 
а, ß по существу превращается в тот же метод, что в статьях 
[9, 10]. 

Для доказательства этих теорем нам нужны следующие 
леммы. 

Лемма 1. а) Если s, t^> — 1, о, г ]> 0 и s + о, / + т > 0, при­
чем s > 0 при <7 = 0 и t > 0 при X — 0, то из условия 

£шп= 0(1) (А) 

следует соотношение 

/C(AZ^) = d s + 0J + rs m„. (l) 
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б) Если s, t > — 1, о, X > 0 и s -j- о, t -f- х > О, то из условия 

r-lim Етп = О 
т, п 

следует соотношение 3  (1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в е д е м  с л е д у ю щ и е  о б о з н а ч е н и я  
_ 971 ffl oo m sr 1 t 

X m =  2  2  \ A I a - ' A - s - ' \ ,  2  2  \ A T " - ' A - s - l \ .  
k—l x=m+\—k A=m+1 X—O 

Очевидно, что 

a£ = Z°$ = 0 (m= 1,2,...). 

Как показал Андерсен (см. [1], стр. 22—24) для всех а>О 
имеют место оценки * 

-С = О (ш~ а) + О (т-*- 1) + О {т~ 5-°) 

,z arZ = 0{m- a) + 0{m- s- a) 
(т  = 1, 2 ,  . . . ) .  

Далее, обозначив v + l  = e ki и учитывая сходимость всех 
рядов 

2 (*, Я = О, 1, ...), 

по формуле 

У А х  Л* — А x+^+ 1  fO\ 
Q=n Q-t* n-Q п-ц У*' 

находим 

V л—S—1 *—t—1 лОХ у л—S—1 а—t—1 у л—О—1 я—т—1 
^ х X xl ̂ х). ^х ). ^k—x м 

х, А-о х, l—o к, 1- , Я 
т,п , . . _ , 

. = 2 А7'-°- хАТ'- г-'е ы+ I + II + HI, 
к, 1-0 

где 

1= 2 А7 (- г-*е к 1  I А~°~ A~ s~ l, 
k,l=m+1,0 X—O 

II = У i а-^аг'" 1, 
ft. /=0. я-hl Л=0 

ш  = к 1  I ̂  2  л^А^ 1 Л- 5 - 1 А^-\ 
к, l—m-\-\,n+\ х, Х=0 

3  Случай б) леммы 1 опубликован без доказательства в [6]. Из лем|мы 
1 при х = f = О вытекает известная лемма Андерсена о сумме порядков обоб­
щенных разностей ([1], стр. 20). * 
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Для доказательства леммы 1 остается показать, что 
lim I = lim II = lim 111=0. 
m, n m t  n m t  n 

Обозначив 

S U p  l ^ m + s ,  n + t \  = = '  d  m n ,  S U p  | ^ m + s ,  l \  =  0  m l  >  S U p  1 C k ,  n - \ - t \  : c =  $ k n  >  
s, t s t 

max (ö mrtt ömn, dmn) = ömn, 

имеем в случае a) =0(1), а в случае б) г-lim д т п  

Следовательно, 
/72, Л 

т'" ж, Я=0 к, 1=т+\-х, п+\-Х 
lim I III j < lim ömn 2 2 \М^~1АТ^А^А^~ 

= lim д„„ { x%x™ + } = О, 
т,п 

а в силу сходимости всех рядов 
,—<7—1 

2МД v~4+*,z (А ^ = 0, 1, ...) 

находим также 

lim |1( < lim 2* |ЛГ / _ Г _ 1! 2 2 \A7 a~ lA~ s~ ie k, Ä l | < 
m, n m,n l—0 x=.0 k=m-\-l—K ' 

< 2\АГ'-Т-' I lim öml (x® + z°s) = 0. 
/ m 

Аналогично доказывается, что также lim II = 0. 

Лемма 2. Если 

Sm = 0(1), 

2 (m+ 1)"|^ + 1б„|<оо, 
m 

то для любого 0 <С о < а -f-1 имеет место неравенство 

V —1 I г, I / V Л® I r~ I 2 A m  j Am^m |  ̂  2 A m  | Am &m | • 
m m 

Лемма 3. Из условий (3) и (4) следует 

A amEm=0{m~ 0) 

для всех О <С а < а. 
Лемма 4. Из условий (А) и (В) для любых 0 < <7, 

< а + 1, уЗ+ 1 вытекает 

2 (т 1  (/Z ~|- 1) 1  j Amn £тп I <С ОО • 
т, п 
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Лемма 5. Из условий (А) и (В) для всех <a-j-l 
и 0 < х < ß следует 

\\m(n + 1) т  2 (т + I)* 7 - 1  j  AmnSmnl — О, 
п т 

а для всех О < а < а и О <4 < ß + 1 

lim(m + 1) (я + l) r _ 1  j| = 0. 
m n 

Лемма 6. Из условий (А) и (В) для любых О <С о, х ̂  а, ß 
вытекает 

r-\im(m + \) а(п-\- \) хAmn£m n  = 0. 
/я, л 

Лемма 7. Из условий (А) и (Ci) для 0 < о < а следует 

Лщ^тп—0[(пг-\-1) (/z-j-1) ^]» 

а из условий (A) и (Сг) для 0 < х < ß 

й\е т п  = О [(т + 1) у- в  (п + 1)"г]. 

Для изучения множителей суммируемости типов (Со , У) 
нам нужны еще следующие леммы. 

Лемма 8. Из условий (А) и (Gi) для всех 0 < < а выте­
кает 

r-lirn (m -j- 1) ö(« -f 1 ) /9_rf = 0,, * 
rn,  t l  

а из условий (А) и (Ог) для всех 0 < т < ß 

r-lim (m -f 1) a~y (n -f- 1 )r £ e m n  — 0. 
m, n 

Лемма 9. Из условий (A), (G) и (Н) при 0 < у, õ ̂  а, ß сле­
дуют условия (D) и (F). 

Леммы 2 и 3 принадлежат Андерсену [1]. Леммы 4, 7 и 8 
полностью доказаны в [10] (леммы 7 и 8 имеют в [10] несколько 
иную формулировку). Лемма 4 и частично 5 и 6 Имеются также 
в [9]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  5 .  В  д о к а з а т е л ь с т в е  л е м м ы  1 4  
статьи [10] фактически показано, что в условиях леммы 5 су­
ществует 

lim (п + 1 )а п  = а, 
П 

где 

а п—(п-f- 1) X2(m-f l)* 7  1  j  
m 
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Так как по лемме 4 ряд 2 а п  сходится, то а — 0, чем первая 
часть леммы 5 доказана. Вторая часть доказывается аналогично. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  6 .  В  д о к а з а т е л ь с т в е  л е м ­
мы 15 статьи [10] фактически показано, что в условиях леммы 6 
существует 

lim bmn = b, 
т, п 

где 

Ь т п —  ( t n - f ~  1 )  ( / Z  — { —  1 )  A m r t ^ m n -

Так как по лемме 5 lim b m n  = lim b m n  == 0, то из теоремы о двой-
п т 

ном и повторных пределах следует, что и b = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  9 .  И з  у с л о в и й  ( А )  и  - ( G )  п о  

лемме 2 вытекает 4  

lim (п'+ \) ß~ S2(т+\у\А°^е„„\ = 0, 
п т 

lim (т + 1)"~ у  ž(n -f 1)'|  ̂ л+,«ли| = 0. 
т п 

Отсюда, учитывая доказательство леммы 21 статьи [10], полу­
чаем требуемое. 

§ 2. Доказательство теоремы 1 

Для доказательства теоремы 1 нам надо показать, что из 
условий (В), "(С) и (D) следует условие (с 1) статьи [10]. 

Имеет место формула 
= 

а+1,6+1 m—i, n—j '' о , ., А #  , Л  .. 
= 2 ( аР)(Т) к  Д, „ Л* =Г А '̂ - Леи, 

где 

г ъ  

== АтАп'&тпёцу' 
/ -

Формула (5) доказывается последовательным применением 
преобразования Абеля a-j-1 раз по индексу k и 6 + 1 раз по 
индексу I аналогично, как формула (14) статьи [8]. 

Из формулы (5). заключаем, что вместо условия (с 1) можем 
из условий (В), (С) и (D) вывести соотношение 5  

4  Здесь и всюду в дальнейшем будем применять обозначения 

в= [а], &=[/?], с= [у], d= [<$]. 

5  Мы можем m — i, n — j заменить на т, п, так как nt — i, n — j и т, п 
изменяются в тех же пределах. 
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L, )—0 (Л, V 

ИЛИ 
a+1, 6+1 

2 X I BJB^e v  | = 0(1), (6) 
i,  j—0 /л, v  t~ 

где для краткости через B\ l ,  B 2
j  и X обозначены следующие опе-

(I, V 

раторы 

ßi' V=С V=Д А«=Г ак:Г-' л < , 

ß / V = ^  v = v  

*v=04žu„V Т 
(it, V /х, v=o 

При этом здесь и всюду в дальнейшем в целях сокращенной 
записи операторов вместо совокупности индексов aym/z будем 
всегда писать номер 1, а вместо совокупности индексов ßönv — 
номер 2. Через a^ v, b u v, будем, как правило, обозначать не­
которые относительно индексов [iv ограниченные двойные после­
довательности, а для c f l v  считаем дополнительно c [ X V  > 0. 

Для доказательства того, что условия (В), (С) и (D) влекут 
за собой условие (6), мы, по существу, применим метод 
статьи [8], который для целых а, /3 > 0 является тем же, что 
в статьях [9, 10]. 

Чтобы применить этот метод, мы должны все члены суммы 

(6), в зависимости от поведения чисел А'т У~ а~ 1  и А' г+ r f _ ö _ 1  
в  ней, 

разделить на группы согласно следующим признакам: 1) члены 

в которых i (или /) таковы, что I \Äm V ~ a ~ x  j оо (или 
т 

2 \A!^~ ö~ b~ x\ < оо); 2) члены, в которых i (или /) таковы, что 

i у — а — 1 >0 и тем самым 0 (или j õ — b — 

— 1 > 0 и, значит, А'^ 6~ ь~~ > 0); 3) члены, в которых i (или /) 
таковы, что ни одно из условий 1) или 2) не выполняется. 

Согласно сказанному для выведения соотношения (6) из усло­
вий (В), (С) и (D) разобьем сумму (6) на девять слагаемых 
согласно следующей схеме: 
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(7) 

a+1, 6+1 
2* BJBj = 

1,1=0 
P, Q o+l, Q P, 6+1 a+1, 6+1 

=  (  2  +  +  2  +  2  ) B J B S  +  
i ,  /=0 / ,  j — a — e+1,0 ?,/—0, 6—d+1 /, j = a — c+1, 6—rf+1 

+ 1я/вгс+ J B2 - dß 1 ' + ßhdßrc+ 
j — O  i — Q  

a+1 6+1 
+ 21 Bt B,4~ 2 B0jBl~c• 

i — a — c + 1  j — Ь —  r f + 1  

Здесь и всюду в дальнейшем обозначаем 

Р —  J а  —  с — 1  п р и  у^>с, Q—1 ^ ^1 при <5^>d, 
\ а — с при у = с, [ b — d при ö = d. 

При этом в правой части схемы (7) считаем равными нулю 
пятое, седьмое и девятое слагаемые при Р — а — с, т. е. при 
у — О, 1, ... ; шестое, седьмое и восьмое слагаемые при Q — 
= b — d, т. е. при õ — О, I, ... ; также все слагаемые с Р = — 1 
или Q = — 1. 

Остается оценить каждое из девяти слагаемых схемы (7) 
в отдельности. Для этого будем неоднократно пользоваться 
всеми соответствующими 6  оценками, выведенными в [8] для 
доказательства теоремы 2 этой статьи. 

1. Легче всего оцениваются те члены суммы (6), для кото­

рых i, j таковы, что 2 \А 1т У~ а~ х\ <С°°, < оо . Такое 

положение налицо при i, j < Р, Q. Действительно, поскольку 
m m  к  

2 A'JBja \ < 2 1  \A'+lk"~ l  A ka k v\ 2 = 
ц=0 ^ к= 0 ß—0 А  Ц  

= 0(1) Z Al\AÜlT*- 1  diaM\, 
k—O 

то очевидно для всех i  =  О ,  1 ,  . . .  

т т . I  ,  
2 A"|ß,'a„J = 0(l) 21 Al-k\Aty A'mam-„,v\.  (8) 
ц=0 f f k-0 

Аналогично, для всех j  —  О ,  1 ,  . . .  

2 A ß
v\Bja u v\ = 0(1) 1 Л1,|Л{+^М(9) 

V=0 Z^O 

6  В обозначении операторов сохраняем здесь сходство с суммами 
статьи [8], и тем самым будем пользоваться оценками § 2 статьи [8] обычно 
без ссылок на них в каждом отдельном случае. 

98 



Поэтому, в силу условия (D), из (8) следует 
Р, Q Р, Q т,п .. о 
21 X  \  =  0 ( \ )  2  :  | 4 4 н " Ж ' " [  =  0 (  1 ) ,  

i,j— 0 /м, У /,/—О k, 1—0 

чем оценка для первого слагаемого схемы (7) доказана, ибо 
в этом слагаемом на последовательность e u v  действуют «одно­

типные» операторы Вš и В 2', и поэтому его оценка такова же, 
как и для простых рядов. 

2. Прежде чем приступить к оценке других слагаемых 

схемы (7), заметим, что при i, j^>P,Q числа |А^~ у~ а - 1 |, | А*п 6~ Ь~ х\ 
не являются членами сходящихся рядов. Поэтому для оценки 
остальных слагаемых схемы (7) проведем следующее рассуж­
дение. 

В силу формулы (2) и леммы 1 имеем 

ßi' = cv—zv, (Ю) 
где 

c,'t>uv=Al yü a-'4 + c '-°b l  

D,%v = 

/иг> m—u {iv 

' Y A1̂ --2 1 Л biv при а > а. 
X — O  k — m — x - f - l  ^  

О при а = а. 

Поскольку из (10) вытекает 

£2/£,'' = BjCš — В 2 s  Dx 1, ( 1 1 )  

то, соответственно (11), разделим второе слагаемое схемы (7) 
на две части и оценим каждую из них в отдельности, принимая 

во внимание, что здесь i -j- у— а—1 > 0, А'т У~ а~ 2  ^ 0 и 

.rlA^-^Koo. 

Так как 

= 0(1)(А1+1)'+0-«-' ( ]2)  

(i — а с -}- 1, ... , a -j- 1), 

и аналогично 

(лй-'лСл^-'™1 = 0(1)(х+ iy+^' 
( /  =  b  —  d - f -  1 ,  . . .  ,  b  - f -  1 ) ,  

то, положив в (9) a V=Ci le^ v, можем в силу леммы 1 и фор­
мулы (12) писать 
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a+1, Q 
2 X \В 2*С 1

1е \ — 
i ,  j=a—c +1,0 fx ,v  ' (14) 

0(1) *1' £ I А!?1-"-1 | dkd + j)'+°-°-' 14t"~" ̂  
i, /=a—c+1,0 /=0 " 

вследствие чего ограниченность последнего выражения вытекает 
из условий (А) и (Ci) по лемме 2. 

Если a = а, то второе слагаемое правой части (11) исчезает, 
и, значит, оценка для второго слагаемого схемы (7) в этом слу­
чае доказана. 

Если же а^> а, то приступая к оценке второго члена правой 
части (11), заметим предварительно, что из условий 7  (А) и 
(Ci 2), согласно леммам 8  1 и 2 и формуле (2), для всех i — 
= а — с-1— 1, a+1 и / > 0 следует 

2  л * - ; - ' л ь * , , = o a ) 5  и : г - ° ч +  w  
A=m—х+1 ^ ^ s=/-t 

Учитывая, что > 0 в Di le u v  для всех i = а — с + 1, ..,, 
a + 1 ,  и з  ( 1 5 )  и  ( 2 )  н а х о д и м  

a+1, Q 
2 X \ B 2iD {

ls \ — 
i ,  j -a-c+ 1,0 fx ,  v  

°+ZQ 2 A^ + L^BJA^e^, 
(16) 

I
x Л  ''VVM I *"1 / \"2 [X. /XV О i ;—n ^_1_1 л v—П uu 1 1  

где обозначено 

лУA i. j=a—c+1,0 у=0 ( X  [ X  

jfl'ci ,v iL0" A°-<' ' 
i i ,  _  y  ,  у  л « 4 - + У - ' - - 1  л «  а - 1  
L1 ^, Csv ß m—~[X. s—jx • fx r  s=m+l (M=0 

Считая сначала i > a — у + 1 (и, следовательно, у > 0), при 
помощи (2) и оценок стр. 56 статьи [8] заключаем, что 

(m + 1)" '̂̂  = 0(1) JJi±I)S(s + 1)'+"-— ,̂ (17) 

(т + \)~Ч,<с =0(1) 1 (s+ !)'+"-«-'с,,, (18) 
/z s=rm+l 

где число I подобрано так, что |<уиа+1^-г<|<а+1 — i. 
7  Условие (Ci 2) — это условие (СО при ö = ß (т. е. условие (25) 

статьи [10]); условие (С 2
!) — это условие (С 2) при у = а (т. е. условие (26) 

статьи [10]). Аналогичные обозначения будем применять и для условий 
(D), (Е), (F), (G) и (Н). 

8  Если / > 0, то можем условие (С, 2) и лемму 2 заменить соответственно 
условием (В) и леммой 4. 
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Применяя к правой части (16) формулу (9) (с а^ г  = 

— Л 1^ а~~ ае^), можем в силу леммы 1 и соотношений (17) и 

(18) (с с^ = \Л+ а- а ;е^\) писать 

Q 0+1 
2  2  X \B JD f e u v \  =  
/—О />а—У+1 ^ (19) 

= o(i) I i |л;+,м-11 "i1 г (s +1I jit"-" '«,.»-<1, 
j—О l—0 i>a—7+1 ä 

вследствие чего ограниченность выражения (19) вытекает из 
условий (А) и (Ci) по лемме 2. 

Что касается случая = а — у + 1 при у = с > 1, то, положив 

в (9) cl^ v  — D\~y+l  е , аналогично, как в [8] (стр. 57), 

при помощи 9  леммы 7 и формулы (2) из условий (А) и (Ci) 
выводим 

1 X\BJOr r + te \ = 0(1). (20) 
j— О (Л, V г 

Таким образом, учитывая (11), ограниченность выраже­
ний (14) и (19), И (20), мы доказали, что условия (А) и (Ci) вле­
кут за собой при у > 0 (а для а = а также при у = 0) оценку 
для второго слагаемого схемы (7). 

Случай у = 0 при а^> а рассмотрим ниже отдельно. 
3. Аналогично можем доказать, что условия (А) и (Сг) вле­

кут за собой при О (а для ß = b также при d = 0) оценку 
для третьего слагаемого схемы (7). 

4. Для оценки четвертого слагаемого схемы (7) заметим, 
что из леммы'1 и (10) вытекает 

BJBx 1  =• С 2'Ci 1  — С J D x
l  — ZyCi1' + DJ Dx1. (21)  

Соответственно (21) разделим четвертое слагаемое схемы (1\ 
на четыре части (при а —а второй и четвертый члены в (21) 
исчезают, а при ß — b — третий и четвертый) и оценим каждую 
из них в. отдельности, пользуясь тем, что здесь имеют место 
(12) и (13) и А 1+ у- а~ 2, Ä'+6-b~2>0. 

При помощи леммы 4 и формул (12) и (13) убеждаемся 
в том, что условия (А) и (В) влекут за собой не только огра­
ниченность, но и равномерную сходимость (относительно т, п) 
ряда 

ti+l, 6+1 р п 
2 2 (А^+Х+уГ^Х I C2 i Ci%v\ • (22) 

/М, V (, у=а—с+1, b—d+1 r  ^ 

9 Лемма 7 применима, ибо 0 < а — 7+1 < а при 1 < у < а. 
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Далее, поскольку из условий 8  (А) и (В) по леммам 1 и 4 
следует справедливость соотношения (15), то 

2 л; I ОД VI = 0(1 (Ki + L<) I A'+"-" l + / l- be \, 
t u fji  г ^ 

откуда при помощи (13), (17) и (18) находим 

л QA VI = (I (W+JJ С + • 

вследствие чего, согласно лемме 4, из условий (А) и (В) вы­
текает 1 0  

6+1 а+1 
ЬЛim 2 1  2 1  X \С 2Ю х

1е | = 0. (23) 
т, п /=6—d+l />о—у+1 V 

Если же у = с > 1, то при помощи (13) получаем 

V I л а — У+ 1  (с ic \ I С (^) V л а  V I л а ~ а — 1 1 Х\ Dl «w)l I-

• г ( » + i y +/i™e-1i jS"i-,,,+,9_'sw|. 
V 

откуда, аналогично доказательству (20), согласно лемме 5 из 
условий (А) и (В) выводим 

ЬАт1 2" 1  Л' IC 2 'Di~ y + lе \ — 0. (24) 
т, п j—b—d+l  (X,  V 

Сопоставляя (23) и (24), заключаем из услов-ий (А) и (В) 
при у > 0 (для а = а также при у = 0) справедливость соотно­
шения 

а+1,6+1 
ЬА\т 2 X\CjD l

iB„ v\ = 0. (25) 
т, п /, j—а—с+1, 6—d+1 ß,  v  

Аналогично доказывается, что при <5 > 0 (для ß = b также 
при õ = 0) из условий (А) и (В) следует 

а+1, 6+1 
b-Yim 2 X \DjCŠe u v\ = 0. (26) 

/и, п /,/=а—с+1, 6 —d+1 (Л, V 

Наконец, из условий (А) и (В) можно вывести соотношение, 
аналогичное (15) (ср. соотношение (16) статьи [8]), и, следо­
вательно, 

Символ Wim SMN = S означает lim SMN = S при SMN = 0(1). 
m,n m,n 
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j 
*|£WvH 

[X, V ^ 

= (#W + + UKŠ + UU)\A^"~"+ß-b^\, 
Л^Л И У ,М Г FL Г (Л V Ц 

откуда, воспользовавшись оценками (17) и (18), из условий 
(А) и (В) по лемме 4 заключаем 

а+1, 6+1 
Him 2 1  X |D 2/D/e I = 0. (27) 

т,п i,j^>a—у+1, 6—tf+1 Iм.v 

Если же у=с> 1, õ = d^ 1, то, аналогично доказатель­
ству соотношения (24), из условий (А) и (В) по лемме 6 вы­
водим 

г-1im X \D b2~ d + 1D ar y + ] s(*r| = 0. (28) 
т,п f i ,v 

Сопоставляя (27) и (28) и рассмотрев таким же образом 
еще случаи, когда одно из чисел у или б целое, а другое нет, 
мы видим, что условия (А) и (В) влекут за собой 

а+1, 6-1-1 

Him 2 1  X \DJDSe \ = 0. (29) 
т, п i , j=a—с+1, b—rf+1 /и, г  

Теперь, учитывая (21), мы видим, что из ограниченности (22) 
и соотношений (25), (26) и (29) следует оценка для четвертого 
слагаемого схемы (7) при у,д^>0 (для а — а также при у=-0, 
а для ß = b — при J = 0). 

5. Согласно определению чисел Р и Q и сделанных при этом 
соглашений, оставшиеся слагаемые схемы (7) мы должны оце­
нить лишь в случаях у^> с или õ^> d. 

Поскольку A l,t y~ a~ l  — А Гг^ с~ 1  при i == а — с и = 

= A 6- d~ l  при j = b— d, то, приступая к оценке оставшихся 

слагаемых схемы (7), заметим, что при y,õ^>c,d числа Дт~ с _ 1, 
лд-d—l 
А п  не являются членами сходящихся рядов, в то время как 

числа Aw - C~ 2, А%~ а~ 2  не являются знакопостоянными. Поэтому 
предыдущие рассуждения здесь неприменимы. Для оценки 
оставшихся слагаемых схемы (7) применим следующее 
рассуждение. 

Обозначив 

х = у — с -j— ö — cc, у =* ö — d -j— b — ß, 

при помощи преобразования Абеля и формулы (2) находим 

BV c  = Ey+F u  " (30) 
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где 

Е\Ьцг — Ащ-цДгп b m+\,v, 

Fb — У Л аи^ х~°h У. д а- а— {дУ~ с— 1  

г1и
{иг — ük ukv * л*-и нт~а ' 

k=f. i  x=fz '  

Поскольку из (30) вытекает 

B 2iBr c  = B2IE1 + B 2iF l, (31) 

то, соответственно (31), разделим пятое слагаемое схемы (7) 
на две части. 

Положив в (9) A^V~ EIE^y, получаем 

2 X\BJEXB \ = 
j-O ß,  v  ^  

(32) 
_ О (1) ® "% п  ,а ,ß I .х-1 ,j+d-b-l л о. с j  I 

~ А? А 6 /£ иТ=о f n~ l\ m~v 1 mn F:m+\'n~ l\' 
ti 

Ограниченность (32) следует из условия (D) при х<0 и из 
условий (А) и (Ci) по лемме 1 1  7 и формуле (2) при х > 0. 

Далее, (см. [8], стр. 58) имеют место соотношения 

Л6 Р, = 0(1)(А. + 1ГХ-Т' 5 (5+1)°- гИ? + ,-Ч,|, (33) 
г  S=jM 

Рф =0(1) (v +  Xf-PAizV 2 (t-\-\f~ d \A ß , + >~"b \ :  (34) 
^ t=v  

Поэтому, положив в (9) а = F xe u v, в силу (33) (с b u v= ̂ j
vE ) 

получаем 

I X\B.JF,B \ = °^- У |. 

у—о (л, V I* V.i=0 ^ ^ 

Aß (35) 

К =" . 

ограниченность которого вытекает из условий (А) и (Ci) по 
лемме 2 и формуле (2). 

Таким образом, сопоставляя (31) с (32) и (35), мы доказали, 
что условия (Ci) и (D) влекут за собой оценку для пятого сла­
гаемого схемы (7). 

6. Аналогично можем доказать, что условия (С 2) и (D) вле­
кут за собой оценку для шестого слагаемого схемы (7). 

1 1  Лемма 7 применима, ибо а—• с > 0 при х > 0. Аналогично, й — d > 0 
при у > 0. 
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7. Для оценки седьмого слагаемого схемы (7) заметим, что 
из (30) следует 

вь-«в"-<=ЕгЕ 1.+ £2Л +   +  . (36) 

Соответственно (36), разделим седьмое слагаемое схемы (7) на 
четыре чдсти. 

Так как 

А-1 £2£, vi < I Л™ п+,\Х\ А х-'А у-' г\, (37) 
ß,v (u

,
v 

то, в случае х, у < 0 из условия (D), в случае х < 0, у У> 0 при 
помощи леммы 7 из условий (А) и (С?), в случае х> 0, у < 0 
при помощи леммы 7 из условий (А) и (Ci), заключаем ограни­
ченность (37), а в случае х, у ̂ >0 при помощи леммы 6 из усло­
вий (А) и (В) даже 

/--lim X \Е 2Е хе \ = 0. (38) 
т, п /u,v 

Далее, положив в (33) b l l v  = E 2e^ v, находим, что 

X \E2FXEßV\ = 

Iх'v (39) 

— ^ ̂  i Л* 7  Л^Л 2 -' - с — 11^ -11 5 fs -I- c  I /f w+ 1 — 1 c  
6—1dg ,,| v A U v m—Д I V s  Г V I es, Л+111 Л Z  A ^.v=0 ' ^ 5-A< 

° m n r 

вследствие чего выражение (39) ограничено, в силу условий 
(A) и (Ci), в случае у < 0 по лемме 2 и, в силу условий (А) и 
(B), в случае у > 0 по лемме 5. 

Оператор F2EX оценивается аналогично. 
Наконец, при помощи лемм 1 и 4 и соотношения, аналогич­

ного (33) и (34), из условий (А) и (В) выводим 1 2  

Г-lim X IF2FXS \ = 0. (40) 
т, п [Л, V 

Таким образом, учитывая (36), мы доказали, что условия 
(C) и (D) влекут за собой оценку для седьмого слагаемого 
схемы (7). 

8. Для оценки восьмого слагаемого схемы (7) заметим, что 
из (10) и (30) вытекает 

Bf в,' = Я 2С,< + F 2C,' - EJ),' — F 2D lK (41) 

12  Здесь применяется также следующая формула 

r-lim (А* + Я + 1  А^+^+'Г 1  "z" А*Л Л  xßv = 0, 
т,п П  [Л, V-. 0 (* т ~ и  v  

где r-lim х т п  = 0, и, Я, х\ Я', % + Я, %' + Я' > — 1, которая следует из од­

ного результата Гамильтона (см. [5], теорема 158). 

105 



Соответственно (41), разделим восьмое слагаемое схемы (7) 
на четыре части.. 

При помощи (12) получаем 
а +1 f~) /1 \ а+ 1  п  п .  

2  Х \ E A V I = 5 T  2  2  A v \ A i Z v \ -i=a—c+1 fx, V ' л° i=a-c+1 У=0 
(42) 

вследствие чего выражение (42) ограничено при г/ < 0 по 
лемме 2, в силу условий (А) и (Ci), а при у > 0 по лемме 5, 
в силу условий (А) и (В). 

Далее, положив b u v  — C\1еиг в (34) и применяя (12), нахо­
дим 

^С,- е  | = 2£! 2AdXzt-' 2(t + \f-d-
fi, v f  л о V—0 <-i' 

(43) 
. V /, I 1 ч/+«—а— 1 I Л 1+ а—а ß+1 — d I 

(м +1) \ aßt VI' 

откуда при помощи леммы 4 выводим 1 3, что условия (А) и (В) 
влекут за собой 

а+1 
b-lim I X\F 2C x

le | = 0. (44) 
т, п i=a—c+1 Г 

Далее, поскольку из условий (А) и (В) по леммам 8  1 и 4 
следует справедливость соотношения (15), то 

I  =  ° ( ! )№ +  i jO  
I м—0 (u 

и, следовательно, ввиду (17) и (18), мы вправе писать 
а+1 л л 1 а + 1 
У V" I f  П  i e  I — (j * у у д Р  \ A y ~ l  I 2: Л I^2^1 fjLv\ 6 V I /г —Vi 

i>a—y И (*' v  ' Л 1>а-у+1 v=o 

2 1  (5 + 1) / + а" а _ 1  I jS a - a  6 _ de 
(45) 

s, /г + 1 

Выражение (45) ограничено по тем же причинам, что и выра­
жение (42). 

Если же у — с > 1, то 

У I р П а~У + 1с I 0(1) у дР \ДУ— 1  I . 
Л I£-2 1 дVI v  .л V I я—VI 

(46) 
//, V у] У v=0 

V  л  ß  у  I  л  а — а 1  л  а — У + 1  ̂  I  • ^ А ü |А вА.я+1 ! 
(Л—Q п  k=m+1 

1 3  Здесь применяется также следующее очевидное соотношение 

У( Я Я 
V 

2 А 1  а у  = о (A* + z + 1), где а п  = о(1), х, Я, к + А>—1. 
v=o 
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и поэтому выражение (46) ограничено при у < 0 по лемме 7, 
в силу условий (А) и (Ci), а при у > 0 по лемме 6, в силу усло­
вий (А) и (В). 

Наконец, положив в (34) b ß v  = Л 1^ а~ ае и 1, и применяя (17) 
и (18), аналогично выводу соотношения (45), получаем для 
i > а — у 1 соотношение, напоминающее (43), из которого, 
аналогично (44), следует 

/'-lim Т X\F 2D x
l8 1 = 0. (47) 

т,п i > a_y +  l  /л,г 

Положив в (34) еще b v  = Di a - y + 1e получаем 

Л'|Г аОГ у +Ч,,['=-^т 2 Л" 2 |Л°™? _ | |-

г—о /=v 

откуда при помощи леммы 5 и формулы (2) заключаем 1 3, что 
условия (А) и (В) влекут за собой 

r-lim X \ F 2D\~ 7 + X  е I = 0. (48) 
m,n/*,v ' 

Таким образом, согласно (41), мы доказали, что условия 
(А), (В) и (Ci) влекут за собой при у 0 (а для а = а также 
при у = 0) оценку для восьмого слагаемого схемы (7). 

9. Аналогично можем доказать, что условия (А), (В) и (С 2) 
влекут за собой при <5 >> 0 (а для ß = b также при <5 =• 0) 
оценку для девятого слагаемого схемы (7). 

10. Итак, мы из условий (В), (С) и (D) вывели оценку для 
всех девяти слагаемых схемы (7), кроме тех частных случаев, 
когда у =• 0 при а^> а или õ — 0 при ß > b. В заключение рас­
смотрим эти оставшиеся случаи. 

Пусть у — õ = 0 при а, ß > а, Ь. Поскольку по условию (А) 

'  .—а—2  , — ß — 2  — л а +1  ß +1_ у д  — 2  А а ^  с  

k i=p V k ~ß  
l

~
V 

к 1 ~~ f* v  ! l V  /ггГ+1 l ~V  1 1  
ßl 

(49) 
у A~ a~ 2  s -I- 2 A~ a~ 2Л~^~ 28ы , k—fi nv skv + ~ H l—v S k l '  k=m-\-1 k, /=m+I, n+I 

то из условий (В), (С) и (D) легко вывести непосредственно 
соотношение (с 1), так как, например, 

X I  2  А ~ о I < V А р  у I Д — 2  I У Д а \  /| а+ 1  р 1 /ХЛХ „ I , . l—V А (I S  fill ^ V ^ I ™l—V I ^ ™и \ A U 8(Л11 WUJ ( X , v  i = n + 1  г  v = o  l = n + \  n  n  ^  ^  

2 a{, 2 \AJ ß- 2\0(r ß) = 0(l) 
V-O l—n+l 

по условию (Ci): 
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Легко усмотреть, как вывести соотношение (с 1) из условий 
(В), (С) и (D), если одно из чисел у, õ равно нулю, а другое 
нет. 

Теорема 1 доказана. 

§ 3. Доказательство теоремы 2 

Докажем, что из условий (В), (С), (D) и (Е) следует усло­
вие (di 4) статьи [10], для чего, используя (5) и условие (А), 
заменим условие (di 4) следующим (более сильным) 

а+1,6+1 т 
lim 2 I A a\M4nnG u v\ = 0, (51) 
т, п i, j=0 ,«=0 

где 

M'L v  = (Д£ +,А«+/Г' BjB<e ß v  - 4+'-' b+l~i 1 • i+ß-b v. 

Следовательно, 

IMLs^l < |й 2'В,'е„,|, если i И а + 1 или j + b + 1, 

Aßf >+'v = (А^+.А^-нГ1 ßl+' ß?+V -

Поэтому в последующих рассуждениях оператор Мтп заме­
ним (где это допустимо) операторами, определенными в § 2. 

По тем же причинам, что в § 2, разобьем сумму (51) на пять 
слагаемых согласно следующей схеме 

<з+1, Ö+1 .. Р, Ъ а+1, b—d я+1, Ö+1 
2 МЪ п  = ( 2 + 2 + 2- )ML + 

i, j=0 г, /—О I,/=а—с+1,0 I, /=а—с+1, i>—d+1 
Р 6+1 , (52) 

+ г AÜ+ 1  + г 
г'=0 /=0 

где в правой части считаем равными нулю последнее слагаемое 
при Р =• а — с, а первое и четвертое при Р = — 1. 

Для краткости будем через X обозначать оператор 
(Л 

X С —  ( A m + i A n + j )  2  А с .  
и ' /.<=0 

1. В силу (8) из условия (D 2) заключаем 

Р, 6 Р,Ь П \А1+6Гь~1\ H Й , 
lim 2 ^|ß2/ßAJ = lim 0(1) Z 21 —l \A\Zv Т 
m, zz i, /—О ^ т, п z, /—О Z=V 

/7Z yd ^ 
• 21  -J2=i о 1(/я + 1 - *) y~"j I Ai + 1 ,-°-' I = 0. 

6=0 •< 
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2. Второе слагаемое схемы (52) разобьем, соответственно 
(11), на две части. 

В силу (12) и леммы 2 из условий (А) и (Ci 2) выводим 

а+1, Ъ-d а+1, b-d п UZ+^-b-l I 
lim 2 Х\BJCi'e \ = lim 0(1) Z 2 —L. 
m,n i, j=a—c+1,0 j« m,n i, j=a—c+1,0 Z=v 

• i-Cf~' I f (M + i) ,+"-a-114+"-аУ^, 1=0. 

Учитывая вытекающее из условий (А) и (Ci 2) соотношение 
(16), оценки (17) и (18) и лемму 2, из условий (А) и (Ci 2) по­
лучаем 

ft—d а+1 nni d  а+1 п 'I 
Hm 2 2 XIB^D^s | — lim 2 2 2 1 n~ l  .—L. 
m , n j = 0 t >a— y+1 p m ,  n  /=0 i>a—y+1 

• |А?г/-Ч№+А01^я-,%1 = о, 
f x  ( X  

а в силу леммы 7 и формулы (2) из тех же условий при у = 
«=с > 1 выводим 

b-d 6-d л hy+d-6-ll 
lim г XI ß^orу+ 6„, I = lim О (1) 2 г —L I = О-
m,n j=0 (I m,n j—0 l=v Д " 

Случай у = 0 при a > а рассмотрим ниже. 
3. Третье слагаемое схемы (52) оценивается легко, так как 

ввиду вытекающих из условий (А) и (В) равномерной сходи­
мости (относительно т, п) ряда (22) и соотношений (25), (26) 
и (29) при у, д > 0 (для а=-а также при у — 0, а для ß — b 
также при <5 =• 0), согласно (21), имеем 

a+l,fr+l т, п о 
Hm 2 2 Л"Л^|М»„6„„| = 0. (53) 
tn, tl i, j=a—c+1, b—d+1 f*,v= 0 

Если же у — õ =- 0 при а, ß^>a, b, то, в силу (49), из усло­
вий (В), (Ci 2), (D 2) и (Е 2) легко вывести непосредственно ус­
ловие (di 4), ибо (ср. (50)), например, по условию (Ci 2) 

HmX| i А^Г 24+' 6  |<lim 2 \А^~ 2\ 2 А а  \Л а^е \ = О, 
т, п [г l=n+1 r  п l=n+l fx 1 1  ^ 

а по условию (Е г) для всех v =0, 1, ... 

limfl з ,"С-Ч +Ч, 1 = 
т, п /х k=m+1 

= lim А а
то[(т + I) -"] 2 (т f 1 = 0. 

т /х=о 
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Легко усмотреть, как провести вывод соотношения (di 4) из 
условий (В), (С), (D) и (Е), если одно из чисел у, õ равно нулю, 
а другое нет. 

4. Чтобы оценить четвертое слагаемое схемы (52), разобьем 
его на две части, соответственно вытекающему из леммьг 1 и (10) 
соотношению 

лС + 1  = с£ + |  В,' — £>а+| В,'. 

Положив в (8) а, п.= С2 е, ( г, в силу условия (Е2) полу-
чаем 

lim I A'|ti + lSiVI = limO(l) 2  2  | |  •  
ОТ, n 1=0 »1 i = 0 k=0 

A a  

"m-k I Aiß+i I _ л 
у \^mv rn—k, »1 U-
m 

Если же ß^> b, то, положив далее a f l v  =• D\+{ cav  в (8) и вос­
пользовавшись формулой (2), из условия (D 2) выводим 

lim I X|Dl + ,ß,%J = lim 5^11 I J 1 • 
т,п i'=0 jU от, я Л г'=0 &=0 

л/1 
, ii Л(^+Ь—/9 

• г А^" 1  1 I = lim 0(1)—™— = 0. 
Я=о 1=п—Я+i п  Ап  

5. Чтобы оценить пятое слагаемое схемы (52), разобьем его 
на Четыре части соответственно вытекающему из (.30), лем­
мы 1 и (10) соотношению 

l'c'= I ß,'£, + 'S' BJF, + c|+1 Я, - D| + 1  

/=0 /=0 /-0 

Из условия (D 2) при х < 0 и из условий (А) и (Cr) по лемме 
7 при л: > 0 заключаем 

Z? 6 п I а b 11 
lim 2 X\BJE xe | < lim 2 2 _  

m,n j=0 (M /я, я /=0 /=У Л£,Л 

I «о-p — 1 ja—cj' I v яСС I л х—1 I л  

При помощи (33) из условий (А) и (Ci 2) по лемме 2 выво-
, дим 1 3  

ь+1 6 + 1 Я \д1+0-Ь-\ I 
lim 'ij ̂ lß^.e I = lim 0(1) J5 J r  1 Hf_f'| 
tti, ti j=о tn, n j=о A£, A, 

. г л;л^' г (5 + - о. 
,ы=0 ^ 
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Далее, из условия (Е 2) при х < 0 и по лемме 6 (или 5) из 
условий (А) и (В) при х > 0 получаем 

lim < lim | A'J ß+
m̂+uv\(А^Г' 2 Aa\A'̂  | = 0. 

m,n m jU=0 

Наконец, в случае ß > b, в силу (2), из условия (D 2) при 
х < 0 и по лемме 6 (или 5) из условий (А) и (В) при х > 0 сле­
дует 

lim А-|0 2
е +'£,$ J < lim (A^Af)"1 "ž" A'l~' • 

т,п (л т,п ; _ q 

• % |A£f-1 j£r"+1e«i+i,i| 2 A°|A*~' | = 0. 
Z-л—Л+1 . w-° 

Итак, нами доказано, что условие (di 4) вытекает из условий 
(В), (Ci 2), (D 2) и (Е 2). Аналогично можем обнаружить, что 
условия (В), (CV), (D 1) и (Ei) влекут за собой условие (d 2

4) 
(теоремы 2 статьи [10]). 

Далее, доказательство того, что условие (fj 4) (соответственно 
(f 2

4)) теоремы 3 статьи [10] вытекает из условий (А), (Ci 2) и 
(F 2) (соответственно (А), (С 2

!) и (Fi)) почти таково же, как 
доказательство теоремы 3 статьи [8]. (Основную роль в этом 
доказательстве играют леммы 2 и 3). 

Теорема 2 доказана. 

§ 4. Доказательство теоремы 3 

Для доказательства теоремы 3 нам надо показать, что из 
условий (А), (В), (G) и (Н) следует условие (d 5) теоремы 4 
статьи [10]. Используя (5) и условие (А), заменим условие 
(d 5) следующим (более сильным) 

а+1,6+1 т.п. о 
lim 2 2 АХ|ЛО! | = 0. (54) 
т, п I,  j—0 (М, v=Q ' ^  

Для того, чтобы вывести соотношение (54) из условий (А), 
(В), (G) и (Н), разобьем сумму в (54) на те же девять сла­
гаемых (кроме четвертого), что и в схеме (7), причем будем не­
однократно пользоваться всеми оценками, полученными в § 2. 

1. Первое слагаемое схемы (7) оценивается легко, поскольку 
в силу условий (D) и (Н) из е  (8) выводим 

Р ,  Q  P , Q m , n  г  
lim 2 X\BjB,'e u v\ = \\mO(\) 2 2 \А? }  А'Г~ Ь~*\-
т, п i f j=0/x,v т, п t, /=0 k, 1=0 

А а  ИI 8  "m—k™n—l I Jj I л 
Дтп£т—к, n—l \ — V. 

лУ А "т п 

2. Второе слагаемое схемы (7) разобьем, соответственно 
(11), на две части. 

111 



Ввиду (14) из условий (А) и (Gi) по лемме 2 вытекает 

lim +i' X |ß/C,'s,J = 0. 
т, tl  i, j-a—c-\-1,0 /<, V '  

Далее, если а > ß и у > 0, то, в силу лемм 2 и 8, соотноше­
ния (9) и аналогичного соотношению (20), из условий (А) и 
(Gi) выводим 

а+1, Q 
lim 2- X iBc/D^e \ = 0. 
т,п i, j=a—с+1,0 /М, V 

Случай у = 0 при а^> а рассмотрим ниже отдельно. 
3. Аналогично можем доказать, что из условий (А) и (G 2) 

вытекает при õ > 0 (а в случае ß—b также при d = 0) оценка 
третьего слагаемого схемы (7). 

4. Что касается четвертого слагаемого схемы (7), то в § 3 
уже доказано, что из условий (А) и (В) при у, д > 0 (в случае 
а = о также при у — 0, а в случае ß — b также при <5 — 0) вы­
текает (53). 

5. Чтобы оценить пятое слагаемое схемы (7), разделим его, 
соответственно (31), на две части. 

Ввиду (32) из условий (D) и (Н) при х < 0 и из условий 
(А) и (Gi) по лемме 8 и формуле (2) при х > 0 получаем 

Q 
lim 2 X \В 2>Е хе \ = 0. 
tn, п j—Q v 

Далее, учитывая (35) и (2), из условий (А) и (Gi) по лемме 
2 выводим также 

Q 

lim 2 X I B<jF xe \ — 0. 
т, п j  =0 Ц, V 

.6.  Аналогично доказывается, что условия (A), (D), (G2) и 
(Н) влекут за собой оценку для шестого слагаемого схемы (7). 

7. Седьмое слагаемое схемы (7) разобьем соответственно 
(36) на четыре части, но поскольку из условий (А) и (В) сле­
дует (40), то остается оценить лишь первые три части из (36). 

Вследствие (37), в случае х, у < 0 из условий (Н) и (F), в слу­
чае х < 0, г/ > 0 при помощи леммы 8 из условий (А) и (G 2), в 
случае х>0, у < 0 при помощи леммы 8 из условий (А) и (Gi), 
и в случае х, у > 0 при помощи леммы 6 из условий (А) и (В), 
заключаем справедливость соотношения (38). 

Далее, воспользовавшись (39), из условий (А) и (Gi) по 
лемме 2 в случае у < 0 и из условий (А) и (В) по лемме 5 
в случае у > 0, получаем 1 3  

lim X \E 2F xB V \ = 0. 
т, п Ц, V ^ 

Аналогично оценивается третья часть из (36). 
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8. Восьмое слагаемое схемы (7) разобьем, соответственно 
(41), на четыре части, но поскольку из условий (А) и (В) при 
у > 0 вытекают (44), (47) и (48), то остается оценить лишь 
первую и третью части из (41). 

Однако, вследствие (42) и (45), из условий (А) и (Gi) по 
лемме 2 в случае у < 0 и из условий (А) и (В) по лемме 5 
в случае у > 0 заключаем 

а+1 ' 
lim 2 X \E 2C l

le \ = О, 
т,п i=a—c+1 (Л, V 

lim 2 X \E 2D I'e \ — О, 
т,п t y a _y + l  IU,V 

а, вследствие (46), из условий (А) и (Gi) по лемме 8 при у < О 
и из условий (А) и (В) по лемме 6 при у > 0 для случая у = 
= с > 1 выводим также 

lim X\E 2D ar y + {s 0. 
т, п <м, V 

Случай у — 0 при а\> а рассмотрим ниже отдельно. 

9. Аналогично можем доказать, что из условий (А), (В) и 
(G 2) вытекает при d > 0 (а для ß = b также при =-0) оценка 
для девятого слагаемого схемы (7). 

10. Остается рассмотреть те частные случаи, при которых 
у = 0 при а^> а или д = 0 при ß^> Ь. 

Если у = õ = 0 при а, ß a, b, то в силу (49) и (50) из ус­
ловий (В), (D), (G) и (Н) легко вывести непосредственно усло­
вие (d 5) статьи [10]. 

Легко усмотреть, как надо провести вывод условия (d 5) 
статьи [10] из условий (А), (В), (G) и (Н), если одно из чисел 
у, 6 равно нулю, а другое нет. 

Принимая во внимание лемму 9, теорема 3 доказана. 

§ 5. О некоторых конкретных множителях суммируемости 

Учитывая, что теоремы 1, 2 и 3 настоящей статьи доказаны 
для произвольных а, ß > 0, можем все теоремы § 10 статьи [10] 
обобщить для произвольных а, ß > 0. Оказывается, что все эти 
результаты можно распространить, с другой стороны, и для 
комплексных s, t, причем все теоремы § 10 статьи [10] сохраня­
ют силу, если в их условиях заменить s, t соответственно через 1 4  

Res, Ret. 

1 4  Конечно, ограничения s yf 0 или t  ̂  0 остаются и при комплексных 
s ,  t .  
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Для доказательства последнего нам надо первым долгом 
обобщить формулу (82) статьи [10], т. е. доказать формулу 

Л т ( / я - Н Г * ~ А ( / г с + ( s ^ O ,  < 7 ,  х  > 0 ) i  ( 5 5 )  

где о = Res, а является некоторым комплексным числом, 
зависящим лишь от s, к. 

Действительно, если х > 0 не целое число и s > 0, то, обоз­
начив ф = [к -|- 1], ip = x — <р, по формулам (82) и (80) статьи 
[10] и лемме 1 находим 

A x
m(m+l)- s  = AtlAZ(m + \r s}~ М, 2 AT-?«' . 

k=m AS
k

+<P AS+* 

ИЛИ 

Al{m + +1)' 3'* (s> 0, «>0), (56) 

где M > 0 не зависит от т. Далее, для случая о > 0, х > 0, имеем 

Л т{ш -j- 1) = 2 х  (& ~г ̂  4-1) — 
А 

= 7̂ - lim 2ДГ*-1'и— lnOs"T+4Ä = 
J W e-^.+o k Ь 

=  * Hm 1  J' (— In О 5" 1  ^2A7 x~ lt kdt = 
1  Wf_>+0 £ ft . 

= ̂  И-ЫГ'Г(1-/)*». 

Отсюда и из (56) по теореме о среднем значении выводим 

Л х
т  (т -\- L)~S = /J, J (— In t)a~ ltm( 1 — tf dt ~ дЖ (/л + 

о 

где 1 5  [I 0 не зависит от т, ибо, с другой стороны, по той же 
теореме, обозначив Im s = д, находим 

Л1{т+ \)~s= lim \nt)°~ lt m{\ —tfdt, 
. f —>-f о t 

и при e -> + 0 

^ =  T(7) ̂ c o s  [ь l n  (— , n  
f*)] + 1  s in  fS ln  (— ln  ce)]} -> /* 

(e<Cg, Cg < 1 — e). 

15  Действительно, если к > 0 целое, то очевидно ^ yf 0. Если же при не­
целом х имели бы fi = 0, то по лемме 1 мы получили бы (i = 0 при целом к, 
что невозможно. 
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Наконец, если о = О, д ̂  О, х ^ О, то по доказанному и форму­
лам (5) и (7) статьи [8] имеем 

Äm{tn -(-1) — - . + —{т-f-1 -j- x) Л т  (от -j- 1) 1  " — 
(m -j- 1) ^ 

— xAx
m' (от + 1 Г м  - //Af (от + 1, 

чем завершается доказательство формулы (55). 
Далее, имеют место формулы 

т  k A ^  т А °  ^ ' 
т/1от (57) 

(Re о > — 1, Re (а — d) > 0, m — 1, 2, . ..); 

f-^^TT-d^r (Яет>0, Re(r-d)>l). (58) 

Формула (57) для вещественных о, д доказана Чжоу [4]. 
Доказательство Чжоу сохраняется и для комплексных а, д. Из 
формулы (57) сразу вытекает 1 6  формула (58) для случая 
Re г > 0; случай т = 0 по формуле (2) очевиден, а случай 
Re т •= 0 при т ̂  0 выводится из формулы (5) статьи [8] и (57). 
Тем самым обобщена для комплексного s и формула (81) статьи 
[10]. 

Из последних частей обобщенных теорем 1 7  10 и 12 статьи 
[М)] непосредственно вытекают следующие обобщения теоремы 
Енсена ([2], стр. 77). 

Теорема 4. Если двойной ряд Дирихле 

2 Clmn {ffl -j -  1 ) х  (tl -j -  1) У  

C a' 8-ограничен в точке (х 0, у 0), то он С у' 8-суммируем во всех 
точках (х, у), для которых выполнены условия 

Rex, R еу > Rex 0, R еу 0  и Rex, Rey > Rex 0  -\-a-y, R ey 0  + ß — ö. 

Условия теоремы ослабить' нельзя. 
Теорема 5. Если двойной ряд Дирихле 

2 а т п  (ж -|- п -j- 1 ) - х  

т, п 

1 6  Формула (58) для случая Ret > 0 легко доказывается и непосред­
ственно такими же рассуждениями, как Чжоу доказывает соотношение (57). 
Для õ < — 1 формула (58) имеется уже у Андерсена ([1], стр. 19). 

1 7  Об аналоге этих теорем в теории простых рядов см. [3], стр. 453. 
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C a' P-ограничен в точке (х 0, у а), то он С У
Г' 0-суммируем во всех 

точках (х, у), для которых выполнены условия 

Rex > Rex 0, Rex > Rex 0  -j-а —у, Rex > Rex 0  + ß ~ d, 

Rex Rex0 ~(— а —f- ß — у — õ. 

Условия теоремы ослабить нельзя. 
Для доказательства, например, теоремы 5 следует в 

последней части обобщенной теоремы 12 статьи [10] положить 
s = х — х 0, т. е. считать 

Umn = Cl mn (/72 —j— Л2 —[ 1) *°, Emn : = = =  (М Н -  П -j- 1) х °  х .  

Аналогичные следствия можем вывести и из других частей 
обобщенных теорем 10 и 12 статьи [10]. 
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SUMMEERUVUSTEGURID REAALSET JÄRKU CESARO MENETLUSEGA 
SUMMEERUVATE VÕI TÕKESTATUD KAHEKORDSETE RIDADE JAOKS 

S. Baron 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis üldistatakse töö [10] teoreemid 5^-13 juhule, kus 
järgud a, ß > 0 on reaalarvud (teoreemide 5—7 üldistamisel on kasu­
tatud artikli [8] tõestusmeetodit), ning teiselt poolt artikli [10] teoreemid 
10—13 juhule, kus s, t on kompleksarvud. Antakse ka tuntud Jenseni teoreemi 
([2], lk. 77) üldistusi. 

Üldistatakse kahekordsetele jadadele ka Anderseni [1] tuntud lemma 
diferentside järkude summa kohta. 

SUMMIERBARKEITSFAKTOREN FÜR DOPPELREIHEN, 
DIE CESARO-SUMMIERBAR REELLER ORDNUNGEN ODER 

CESARO-BESCHRÄNKT SIND 

S. Baron 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In dem vorliegendem Aufsatz werden die Theoreme 5—13 der Arbeit 
[10] auf reelle Ordnungen a, ß > 0 und, andrerseits, die Theoreme 10—13 aus 
[10] auch auf komplexe s, t übertragen. Nachher wird der bekannte Satz 
von Jensen ([2], S. 77) verallgemeinert. Um die Theoreme 5—7 aus [10] 
zu verallgemeinern, benutzen wir die Beweismethode des Artikels [8]. Auch 
wird der bekannte Differenzensatz von Andersen [1] auf Doppelfolgen über­
tragen. 
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МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ И АБСОЛЮТНОЙ 
СУММИРУЕМОСТИ ДЛЯ ДВОЙНЫХ РЯДОВ, АБСОЛЮТНО 

СУММИРУЕМЫХ МЕТОДОМ ЧЕЗАРО 

С. Барон 
Кафедра математического анализа 

§ 1. Неэффективные точные условия 

В настоящей статье изучаются множители суммируемости. 

тина- 1  D) для двойных рядов, где D означает один из 

классов Cr' 8- или С}' ^-суммируемых двойных 
рядов, причем а, ß, у, õ > 0 — произвольные 2  вещественные 
числа. Напомним, что двойной ряд 

^ Umn ( 1) 

называется абсолютно С а'^ -суммируемым (коротко С?' ̂  -сумми­
руемым) при а, ß > — 1, если двойной ряд 

2 ll 'mn (2) 

сходится абсолютно, где 

'% П  (IV КгЛУп-1 „ /QX U m n =  2  —  —  U  ( 3 )  
u,v=о m n  Л Ж 

Поставленную проблему будем (также, как в статье [10]) 
решать методом обратного преобразования. При этом, сначала 
найдем точные условия для множителей суммируемости типов 

1  В настоящей статье придерживаемся определений и обозначений, 
использованных в [?, 8, 10, 13]. Определение множителей суммируемости см. 
[13], стр. 3, или [8], стр. 7. 

1  В статье [7] поставленная проблема решена лишь для целых а, ß >  0. 
0 , 

3 См. [12], стр. 34—35. Здесь и всюду в дальнейшем считаем - = 1. 



/ ^ s>yr $\ / /"> ft, /9 /~*У> (С/ , С ) и (С/ , С; ), а потом докажем, что они совпа­
дают, чем и будет решена проблема множителей суммируемости 

типа (С?' Р, D). 

Чтобы найти множители суммируемости типа (Cf" 5, С у , д ) ,  
мы, по определению множителей суммируемости \ должны найти 
точные условия для того, чтобы из абсолютной сходимости двой­
ного ряда (2) всегда следовала сходимость двойной последова­
тельности 

_ V ̂ n-ß^v 
. у д  UV  UV  (  )  Л-=0 

Нахождение этих условий нетрудно свести к исследованию не­
которого матричного преобразования двойного ряда в двойную 
последовательность, так как при помощи обратной матрицы ме­
тода Чезаро из (3) получаем 4  

а, вставляя (5) в (4), сразу получаем 
„ /И, П Q 
итп= г (6) 

//, )'=о * о т я  ^ < ш" 

где 

®m»£uv = ̂ ' 2 А. и  А 
m

v" л-"-1 л-^-1 
а, /=«л ^ rf k I 

Проблему нахождения множителей суммируемости типа 

(С [ ' р ,  С у '  )  мы можем теперь сформулировать так: каким усло­
виям должны удовлетворять числа е т п  для того, чтобы преобра­
зование (6) переводило все абсолютно сходящиеся двойные 
ряды (2) в сходящиеся последовательности (4). Применяя 
к преобразованию (6) условия Кул л я ([14], стр. 21) для линей­
ного преобразования I с, получаем следующую теорему. 

Теорема 1. Дл я  то г о ,  что бы  ч и с л а  е т п  бы л и  мн ожите л ями  

суммируемости типа (С" , / ?, С у'^), необходимы и достаточны 
условия 

^ IU . I  =  ° ( D  < • m , n > N ;  ß ,  v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  ( b = )  

существует предел 
(d1) 

Cp. [2], стр. 465; или [6], стр. 146. 
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Далее, чтобы найти множители суммируемости типа 

С{ ' д ) ,  мы должны найти точные условия для того, чтобы 
из абсолютной сходимости двойного ряда (2) всегда следовала 
абсолютная сходимость двойного ряда 

2 1  и 

где 
т, п .... 1 

V f* v  tn-f£ n-v /7\ 
mti , v . л /xv fxv* V / 

Нахождение этих условий нетрудно свести к исследованию 
некоторого матричного преобразования двойного ряда в двой­
ной ряд, так как, вставляя (5) в (7), сразу находим 

(8) 
/л, г=0 

где 
Р-—1 . J—1 т, п О А^- 1  А 0- 1  ,-ß-l Л-А-1 © Р " v  2 m~R  n~ l  

r.. 
К "  я . А У  A S  

т п 

Применяя к преобразованию (8) условия Кулля ([14], 
стр. 21) для линейного преобразования /->/, получаем следую­
щую теорему. 

Теорема 2. Дл я  то г о ,  что бы  ч и с л а  е т п  бы л и  мн ожите л ями  

суммируемости типа (Cf , / ?, СГ ̂ ), необходимо и достаточно 
условие 

- I®™vl = 0[(,«+1)">+ lr 1*]. (g 1) 

Условия теорем 1 и 2 неэффективны: их практически трудно 
проверять. Поэтому нашей дальнейшей задачей является: поль­
зуясь теоремами 1 и 2, найти другие, более эффективные точные 
условия для нашей проблемы. 

Принимая во внимание, что условия, необходимые для мно­

жителей суммируемости типа 5  (Cl'^, С 7 ' S), подавно необхо-
/ ß /~*У"> ^\ / fifty ß /->у> $ \ / ß f^Y9 д\ димы для типов (С/ , С'ь ), (С/ , С; ) и (С/ , С/ ); 

а условия, достаточные для типа (Cf , / ?, Cf' r f), подавно доста-
/ * /9 /-.у, dх / ß 3 \ / , <5 \ 

точны для типов (C i  ,  С  ) ,  (C i  ,  С ' ъ  ) и (C i  , С;. ), то 
в последующем рассуждении из теоремы 1 выведем эффектив­

ные необходимые условия для типа (С"' 5, С 7 ' 6), а затем дока­
жем, что из последних необходимых условий вытекает усло­
вие (g 1) теоремы 2. 

5  См. [12], § 3, теоремы 1 и 5. 
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§ 2. Нахождение эффективных необходимых условий 

Для нахождения эффективных необходимых условий нам 
нужны следующие леммы. 

Лемма 1. Если г-lim е т п  — 0 и для а, ß > О 

 l^emn = 0\{m-i r\)-a-\n+\)-ß- ,}, (9) 

то при 0  < о, х < 1  и а — о, ß —  т > 0  имеет место 

a - ß ( A a ß  Л - а+ о  - ß + x  ( / а - а  ß - x  ч  
^тп \^тп"тп) — <-*тп \^тп t-mnj-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и в  e / l + m  v + n  —  е ' ^ г ,  п о  л е м м е  1  
и формуле (2) статьи [10] имеем 

а+а -ß+г ( Ли-а ß-г х _ у Д  «-<7-1 Aß-x-\ .-а -с, A«ß , х 
лтп у^тп ет п) — ̂  /i/( nv a^v yu^vt^v) — 

i", V " ' ft, 1=1-1, v 
ft, i 

= г ^ £o л Izl A 1-' a;-"-' A ß~ z- 1  = 

Перестановка порядка суммирования оправдана, ибо из усло­
вия (9) обнаруживаем 6, что 

глГ'-'лг- 1-' J л е»гХ_1|4",^«| = 
F* , v  ^  ft, 1=Ц, V * ß 1 

= 0(1) 2 Л"~° - 1Л^- 1 - 1  1 4^Г%Т = °W-
• V 1  ft, z—jU, у А^ 

Лемма 2. Если при а > О выполнены условия е т  = 0( 1) и 

Х^ = 01(//г+ 1Г й _ 1] (т>1), 

то имеет место 

^m£m =• О[(/72 -|- 1) ]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  д а н о  в  [ 5 ] ,  с т р .  4 1 9 — 4 2 0 .  

6 Здесь и часто в дальнейшем применяем без ссылок на нее формулу (58) 
из статьи [10]. 
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Следующая лемма дает одно общее относительно некоторых 
методов суммирования необходимое условие для множителей 
суммируемости. 

Лемма 3. Пусть X — метод, сохраняющий абсолютную схо­
димость, и У = (ß n t n u v) удовлетворяет условию 

V™^nin •='• (Ю) 

Тогда для того, чтобы числа е т п  были множителями суммируе­
мости типа (Xi, У), необходимо выполнение условия (А). 

Доказательство. Преобразование 

Uтп ^nin/iv^uv 
/х, г f  ' 

с a
m n f l v  — ßmnpvF\uv Должно преобразовать все абсолютно сходя­

щиеся ряды (1) в сходящиеся последовательности. Из условий 
ДЛЯ преобразования / с (см. [14], стр. 21) и условия (10) вы­
текает условие (А). 

Лемма 4. Дл я  то г о ,  что бы  ч и с л а  е т п  бы л и  мн ожите л ями  

суммируемости типа (Cf' 1^, С } , (), необходимы условия (А), 
(D), (D 1), (D 2) и 

Ä«„ = 0[(m-f 1)"й(/г+ 1)"^], (J) 

£тп —' О [ (/72 -j- 1) (я -f~~ 1) , (Ki) 

4? = 0[ (m + 1 ) y~" (zz + lr^j, (Кг) 

Am£,nn=>0[(m -f- 1)-"], (К,2) 

= e :' 0 [ (W -f- 1) ''].  ) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  ( А )  в ы т е к а е т  

из леммы 3. 
1 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и  .  у с л о в и я  

(J). В случае ш = п = 0 условие (J) содержится в условии (А). 
Далее, переходя к пределу при m, п оо в выражении 

С П  у -  л —  й  —  1  ^  m — k  £ k 0  /  \  1  \  

^ m n  f i O  I  k—ß у  ( У  ^  1 ) >  
r  k=zu ' А' 1 m 

согласно лемме 3 и теореме 1, из условий (А) и (Ь 3) выводим, 
что необходимо 

/5 Зр = О[(#. + 1)--'], 

откуда и из (А), согласно лемме 2, вытекает 

— 0[ (,а 4- 1) ] , 
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и, следовательно, необходимо 

AaJ,sm0 = O[(m + I)""]. (11) 

Аналогично доказывается необходимость условия 

Ä>„=0[(n+l)-*8]. (12) 

Взяв, далее, в условии (b 3) pi, v > 1 и переходя в нем к пре­
делу при т, п-^оо, согласно теореме 1 и лемме 3, получаем 
необходимое условие 

ä t ^  =  °  1 ( | « + 1 Г " ™ 1 ( 1 ' + 1 ) ™ А - 1 1  ( / « ,  v  =  l , 2 ,  . . . ) .  ( 1 3 )  

Если « = /6 = 0, то (J) равносильно условию (А). Если, на­
пример, 0 и /3 — 0, то (J) следует из (А) и (13) по лемме 2. 

Поэтому предположим а, ß > 0 и докажем, что из условий 
(А) и (13) вытекает необходимость условия 

Етп = т/г zl т"(Ämn ) [tn, п == 1, 2, . . .) , (14) 

а из (14), в свою очередь, условие (J). 
Не ограничивая общности, можем считать ß. Положим 

— ̂ тп» С — | 1 1 ? ^ — j 7 ^ • тп (7 -j-- 1 ' й-|-1 

В силу включений 7  

с" 4"' ß~' z  с C? f ß  (1 = 0, .... а + 1), 

из (13) выводим необходимость условий 

Хп7° ß4Tет„ = О {(т + 1 (Д + 1 )-^+' R-'] (J 5 )  

(/ =-0, ... , a -f- 1). 

Применяя последовательно лемму 1, что допустимо, ввиду 
необходимости условий (А) и (15), находим 

A-«-ß ( A«ßp \ _ Д- а+о -ß+* ( л«-в ß-r х _ 
<-*тп у^тп^тп) — *-*тп У'-^тп Vmn) —-

— — Д~С )-Т  (Д а Т  р ) — о 
— . . . — <-*тп у^тп^тп) — ̂тп> 

и необходимость условия (14) доказана. 

7  См. [11], теорема 1. Хотя формулировка этой теоремы утверждает 

включение C f '  ̂  с лишь при h ,  r j  > 0, но доказан в ней фактически 
и случай h, г] > 0. 

123 



Далее, обозначив 

^тп^тп —' §тп (777, tl = 1, 2, . . .) , 

при помощи формулы 

1^*л^=(* + 1)ЛЙ+ 2, 
0=0 

и формул (2) и (58) статьи [10], из необходимости условий (14) 
и (13) заключаем 

А ftß А CC 2 А ß 1 А ft 1 \ ß'—1 
AmnSmn — 2 /х—т ^v-n Ax_ vg xx~ 

H,v=m,n X,'A=/X,V 

= 1 g a  "J A a-Jm^A~ a-> (я + „) '7 At\_vЛ'""1 (n + v) = 
1,t« ."=» ^ "=o 

=  a ß  %  ß m  2  g m X - a n  2  g m  +  m n g m a  =  
X, Я=от+1,л+1 Яггя+1 *_m+i 

= 0[(т+1)- а(и+1)-'*], 

ибо в силу формулы (58) статьи [10] и необходимости усло­
вия (13) (ср. доказательство леммы 1) перестановка порядка 
суммирования оправдана. Отсюда и из (11) и (12) следует необ­
ходимость условия (J). 

2 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и  у с л о в и й  

(К) - Из условия (J) при /3 = 0 (в силу включения С?' 0  cCf , / ? )  
вытекает необходимость условия (Ki 2). 

Далее, поскольку 

Л а  Л %  О  —  » И «  Лп у А-«- 1  е*Д 
Я{Х.Лп^тпВ{Хп~~ д kZ„ b-[i у k ' 

л m 

то из условия (А) и условия (Ь 3) теоремы 1 получаем (при 
т ->• оо ) 

4^-<)[(,. +1)"^4 (д>1, n>N ) ,  (16) 

где обозначено 

_4 
hmn — " ~г £тп • л о 

Лп 

Так как 

An ̂ тп^Оп == 
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0 ß cc ß 
то из условия (Ь 3) теоремы 1 и (в силу включения СУ с С/) 
из (16) при а=<0 обнаруживаем, что необходимо 

hmn = 0( 1) (tn =0, 1, ... ; п >N). 

Из последнего условия и (16) по лемме 2 выводим 

AXm = 0[(m+ 1Г а] (т = 0, 1, ... ; n>N ) .  

Последнее вместе с условием (Ki 2) дает условие (Ki). 
Аналогично доказывается необходимость условий (Кг 1) 

и (К,). 
3 .  Д о к а з а т е л ь с т в о  н е о б х о д и м о с т и  у с л о в и й  

(D). В силу соответствующих включений из условий (Ki) и (Кг) 
вытекает необходимость условий (D 1) и (D 2), которые, вместе 
с вытекающим из условия (Ь 3) теоремы 1 условием 

-<4 ^ ̂  
АщАп \&тп 8тп\ = 1 \етп\ =0(1) (ГП, tl^ž N) , 

т ti 
дают условие (D). 

Лемма 4 доказана. 

§ 3. Некоторые следствия из необходимых условий 

Лемма 4 дает эффективные необходимые условия для мно­

жителей суммируемости типа (Cf , / ?, D). Оказывается, что эти 
найденные необходимые условия влекут за собой условие (g 1) 
теоремы 2 и являются тем самым и достаточными для множи­

телей суммируемости типа (С?" 3, D). Предварительной работой 
для доказательства последнего являются следующие 8  две 
леммы. 

Лемма 5. Из условий (А) и (J) для всех 0< о, % < а, ß сле­
дует 

Aa*netnn = 0[(m+ \)-а(п+\)-т]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  у т в е р ж д е н и е  л е м м ы  5  и м е е т  
место для некоторых о = х, т = Я, где 0 < к, Я < а, ß. В таком 
случае при 0 < s, ̂  < 1 с % — s, Я — ̂  > 0 по условию (А), в силу 
леммы 1 статьи [10], получаем 

I Ax—S I I Л—S —t / Л*}- \ I _ 1^-1 та Етп\ — | Sirrin У^тп^тп) | — 

= „ } Ap.AE.OlQt + 1Г(v + 1Г;] = 
/х, v=m, п 

= 0(1) 2 ±fi~mAv-n — Q -[-1)-^]. 
ßtv=m,n A* Ay 

8 Лемма 5 опубликована без доказательства в [7]. 
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Если теперь, например, а — о > ß— т, то, согласно доказанному, 
положив 

5 — а~ а  <- 1 t =  ß ~ x  1  
[а- а+1]^ ' [« — аЧ- 1] 

и придав х, Я последовательно значения 
% = =  CŽ, ß — S, .  .  .  , (J -J-  s, CT, Я = уб, /3 — t ,  . . .  j  t  -j-  T, 

из условий (А) и (J) заключаем утверждение леммы. 
Лемма 6. Из условий (А) и (Ki) для всех 0 <[ а < а выте­

кает 

4t« = 0[(ffl + i)-°(»H- i)Ml, 

а из условий (А) и (Кг) для всех 0 < г < ß 

A l e m „  = 0 [ ( m + l ) y - a ( n + \ )  ~ г ] .  

Д о к а з а т е л ь с т в о  п о  с у щ е с т в у  т а к о е  ж е ,  к а к  у  л е м м ы  5 .  
Положив, например, в первой части леммы 6 п = 0, полу­

чаем известную лемму Бозанкет-Чжоу, впервые доказанную 
в [1] для целых а, о, затем в [2] для произвольных а, о. 

сс 3 § 4. Множители суммируемости типа (C i  ,  D )  

Принимая во внимание все сказанное в конце § 1, для на­

хождения множителей суммируемости типа (С"'^, D), согласно 
теореме 2, нам остается доказать, что условия леммы 4 влекут 
за собой условие (g 1) теоремы 2. 

В зависимости от соотношений между а, ß и у, д, рассмотрим 
отдельно четыре случая. 

А. Пусть 0 < у, õ < а, ß. Докажем, что условие (g 1) выте­
кает из условий (J), (К) и (D). Доказательство последнего 
в основном опирается на лемму 1 статьи [10] и леммы 5 и 6. 

Аналогично формуле (5) статьи [10] легко показать, что 
имеет место 

= "Ui 
i. 7—0 

где 

) [)) " 2П  J А"-'^ А^-'А'ЦрГ 1  Aitjlf-'Albe,,, ( 1 7 )  

®mn£ßV— /п, AmAnfämnSpy, 

Из формулы (17) заключаем, что вместо условия (g 1) тео­
ремы 2 можем из условий (J), (К) и (D) вывести соотношение 9  

9  В последующем доказательстве все здесь неопределяемые операторы 
имеют те же значения, что и в статье [10], а вводя новые операторы, сохра­
няем сходство с суммами статьи [9]. Тем самым будем пользоваться всеми 
оценками, выведенными в § 1 статьи [9], обычно без ссылок на них в каж­
дом отдельном случае. 
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2 Y\BjB l's \ — 0(1), (18) i, /=о 
где 

^r = (M+l)" + 1("+l/ +' f 
m,n=fi,v АУ+ 1  J ̂ +1 '  

* m •" n 

поскольку непосредственно по условию (D) 

|М+ Д. v+* ^ л 
2 j 6«v J = 0 [(/Л, -j -  1) ~1~ 1) ], 

m, n~/x, v 

а по условиям (D) и (Ki) в силу доказательства соответствую­
щей теоремы для простых рядов 1 0  

00, V - f - b  

2 I f i)mn Sf.iv I — 
m, n=fi-\-a-\~ 1,  v  

= 0[(» + ir'j I -e-\ I л-!"'л^| = 
m=/J.+a+1 

= 0[(/t+ir"(v+ l) -'®], 

и, аналогично, по условиям (D) и (Кг) 
f i+a, oo у 
2 I @/и/г fyo' I = 0 [(jM- -j- 1) (у -j- 1) ' ]. 

m,n=ix, v-\-b+\ 

Чтобы вывести соотношение (18) из условий (J), (К) и (D), 

разобьем сумму (18), в зависимости от поведения чисел Л^ 7 _ а - 1  

и в ней, аналогично (7) в статье [10] (и по тем же при­
чинам) на девять слагаемых согласно следующей схеме: 

я, Ъ 
2 BJBŠ = 

i, j=о 

Р, Q a, Q Р,ь а, Ь 
— ( 2 -[" 2 Ч~ 2 -f~ 2 ) BcjB x  -(-

i, ;'=0 i, j=a—c+1, 0 г, /=0, 6—d+1 г, /=о—с+1, b—d+1 

+ 1 BljBVc+ 2 B\-dBj + B\-ABV~c + (19) 
/=о " t=0 

+ J 2 BJBarc-
i=a—c+1 j=b—ri+1 

10 Ср. теорему 1 с формулой (12) в статье [5], или теорему 1 с форму­
лой (3) в статье [9]. 
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По лемме 5 условия (А) и (J) влекут за собой 

°2 Y\CJC,'e„ r \ = 0(1), 
i, j—a—c-\-1, b-d-\-\ 

ибо здесь на E^ i v  действуют два «однотипных» оператора. 
Далее, если а^> а, аналогично (21) имеем 

°2 ZIC/D.'e I = О [(,» + 1)"+' („+ 
с ,  j — a —  с+1, 6—d+1 

°2 Ž — S \Ara-iAi"-ß-"ek,u 
t ,  j—a—c+1,  fe—d+1 tn=f*  *=0  

ограниченность которого вытекает, согласно лемме 5, из усло­
вий (А) и (J). 

Таким же образом из условий (А) и (J) выводим 

2 Y\D 2>C l
ie \ = 0(1) при ß>b, 

i ,  j— а — с + 1 ,  b — d + l  

а ,  b  

2 Y\DjDjB u v\ = 0(\) при а ,  /3 > а, Ь .  
i, /=а—с+1, b—d+1 ' 

5. Для оценки пятого слагаемого схемы (19) разобьем его, 
соответственно соотношению (31) статьи [10], на две части. 

Положив в (20) a, i V  = EIE^v , получаем 

2_ VI BjE lB f l v\ — 0\ц + 1)"+' (V + 1/-']. 
/ — О  

V V ^ I л х—1 I V I л ь—ß—1 л а— с  J ^ I ' ^ 2 I A J 2 \A t_ v  Лш £m+v|, 
7=0 m=[i l-V 

вследствие чего его ограниченность следует из условия (D) при 
х < 0 и из условий (А) и (Ki) по лемме 6 при х> 0. Далее, со­
гласно лемме 1 статьи [10], из условия (А) заключаем 

Л = СГ с  + Я, + /ь (22) 
где 1 1  

' П'лЬ;г !1сГС' 
s=m-(-1 k—^ х=(х ^ 

/iV= 5  Als 2  i 
x = ^ l  S = X - \ - 1  p = f l  ^  

1 1  Так как в случае а = а справедливо равенство В\ с  — С® с, то 
из (22) заключаем, что операторы Ну и 1 Х  нам надо оценивать лишь в слу­
чае а > а. 
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Оценить оператор Hi так, .как на стр. 54 статьи [9], нам 
здесь не целесообразно. Для оценки оператора Hi при а^>а вы­
берем некоторое числа г] такое, чтобы 0 < -rj < г)\ где rf = 
— min (а — а, у — с). Тогда, принимая во внимание соотноше­
ние (12) и последующую оценку для суммы Н' на стр. 65 
статьи [9], ввиду (22) получаем 

т=Ц 

0  ( 1 )Л ТЙЗI CTtiCVl+K~X,i)+ 
m-ß А]+ I (23) 

—  <  +  I 1 1  п р и  а>а ,  
s=m j 

0(1) 2 —— Ay~c~l \/f~cb А при a = a. 
v  J  m=i*AV+1 1  ^ F  

Положив сначала в (20) a^ v  = Fie u v, а потом в (23) b^ v  = 

= A Jps u v, в случае а, например, находим 

1 Y\B 2'F xs \ = 
i=o ^ 

= о[(м + 1Г ,с+1)' 9^] i ~ 

;=0 w=zz J/+ 1  

^ от 

•  1  1  ( | d " / y s  |  +  I  +  ^  1  S  A n s - m \ A s v  е  | 1 ,  
[  '  s = m  J  

ограниченность которого вытекает из условий (А) и (Ki) по 
лемме 6. 

6. Аналогично можем доказать, что условия (D) и (Кз) вле­
кут за собой оценку для шестого слагаемого схемы (19). 

7. Чтобы доказать оценку для седьмого слагаемого схемы 
(19), разобьем его, соответственно соотношению (36) стат-ьи [10], 
на четыре части. 

Оценку 
Y \E 2 E  is ̂ 1  =  0 ( 1 )  

заключаем при х, у < 0 из условия (D); при х < 0, г/>0 по 
лемме 6 из условий (А) и (К2); при х > 0, у < 0 по лемме 6 из 
условий (А) и (Ki); при х, z/> 0 по лемме 5 из условий (А) 
и (J). 

Далее, положив в (23) b ß V  = E2ejjiv, в случае а > а, напри­
мер, получаем 
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y\^f^ v\ = о Ilu + 1)"+' (f +1/+'] I -~jrr-
m,n=H,v A%+ lA d

n+ l  

I у—c— 1  /1 ла—С b—d I I I \U—c b—d )4 , 
' "Mm—// (I ftn (л, я+11 I m n  е«,я-Ы|) "f 

I дУ-c-V-l у дП-\ I Acc-cb-d .) 
! A s—m I Asn £s. и+11 z j 

s = m  

ограниченность которого вытекает при у < 0 из условий (А) 
и (Ki) по лемме 6, а при z/ > 0 из условий (А) и (J) по лемме 5. 

Оператор F 2E\ оценивается аналогично, а, в силу (23), из 
условий (А) и (J) по лемме 5 выводим также 

У |F 2F, V | = 0(1). 

В итоге мы доказали, что условия (А), (К) и (D) влекут за 
собой оценку для седьмого слагаемого схемы (19). 

8. Применяя такие же рассуждения, как при оценке второго 
и шестого слагаемых схемы (19), можем из условий (A), (Ki) и 
(J) вывести оценку для восьмого слагаемого схемы (19). 

9. Аналогично из условий (А), (Кг) и (J) вытекает оценка 
для девятого слагаемого схемы (19). 

Б. Пусть у > а, d < /?. Для множителей суммируемости типа 

(СГ , / 5, С? ' 6 )  достаточны условия (J), (Ki), (Кг 1) и (D 1). 

В силу включения 7  С?' 6  С С{' 0  эти условия достаточны и для 

типа (Cf'P, С]' 6), а по лемме 4 и необходимы. 
В. Пусть у < а, 6У> ß. Аналогично случаю Б здесь необхо­

димы и достаточны условия (J), (Ki 2), (Кг) и (D 2). 
Г. Пусть у, Õ > а, ß. Аналогично случаям Б и В теперь не­

обходимы и достаточны условия (J), (Ki 2), (Кг 1) и (А). 
Итак, доказана 1 2  

Теорема 3. Если 0 < у, <5 < а, ß, то для того, чтобы числа 

ema были множителями суммируемости типов a) (Cf" 9, С у' 6), 

б) (С?' ̂ , Сь' 6), в) (Cf" 5, C l ' 6 ) ,  г)  (C f ' / 5 > ,  CV 6 ) ,  н е о б х о д имы  
и достаточны условия (J), (К) и (D). 

Если д ß, то необходимы и достаточны те же условия, что 
и при õ — ß. 

Если у а, то необходимы и достаточны те же условия, что 
и при у = а. 

Дополнение к теореме 3. Если <5 = 0, то можем опустить ус­
ловия (J) и (Кг), а если у — 0 — условия (J) и (Ki). 

Доказательство очевидно. 
Из теоремы 3 непосредственно вытекает 

1 2  Для случая целых а, ß > 0 теорема 3 опубликована в [7]. 
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Теорема 4. Если е т п  — £тп • s'h, то для того, чтобы числа s mn 
были при 0 < у, õ < а, ß множителями суммируемости типа 

(С?'?, D), необходимы и достаточны условия (J) и (D). 
Если õ > ß, то необходимы и достаточны те же условия, что 

и при 0 — ß. 
Если уУ а, то необходимы и достаточны те же условия, что 

и при у = а. 

§ 5. О некоторых конкретных множителях суммируемости 

Учитывая все рассуждения и формулы § 10 статьи [13] и 
§ 5 статьи [10], можем из теоремы 4 вывести следующую тео­
рему. 

Теорема 5. Числа а) х т  у п(х, у ̂  0, 1), б) (т  -j- l) _ s(/2 -f- l) - ' 

(s,t^ 0),в) (A !
mAir' (S,t^ 0),r) (-1)-+" (m + l)-»(n+l)-', 

( ijm+n , тогда и только тогда являются множите­

лями суммируемости типа (CT D), если выполнены условия 
а) |х[, \у\ <С 1, и, кроме того, в случае а = 0 при \х\ — 1, в слу­
чае ß= 0 при \у\ = 1; 
б) или в) Res, Re/> 0 и Res, Re t ^  a  — у ,  ß  —  
г) или д) Res, Re/ > а, ß. 

Из теоремы 3 (и леммы 22 статьи [13]) вытекает 
Теорема 6. Числа a) (m -f- п -J- l)~ s( s^£0), б) {Am+n)~ l  

(sy^O), в) (—l) m + r t  (m-f- n -f l)- s, r) (—\)m + n  (ASm+nV\ Д) 
(m -j- l)~ s+ (n -f- 1)~* (]s| —j- |/|^0), тогда и только тогда явля­

ются множителями суммируемости типа (Ci'^ y  D), если выпол­
нены условия 

а) или б) Res > 0, Res > а — у, Res > ß — õu 
Res > a + ß — У — 

в) или г) Res > а -j- ß', 
д) Res, Re/ 0 и а, ß < у, õ. 

З а м е ч а н и е  1 .  Ч а с т и  б )  и  в )  т е о р е м ы  5  и  ч а с т и  а )  и  б )  
теоремы б являются обобщениями на двойные ряды аналогич­
ного (правда более узкого) результата Когбетлианца [3], пере­
доказанного Пейеримхоффом [4]. 

З а м е ч а н и е  2 .  П о л о ж и в  в  ч а с т и  в )  т е о р е м ы  5  у = Ö =>0, 
s = a, t — ß и рассмотрев аналогичным образом также случаи 
s =• о ct = ßus = act = 0, получаем следующее предложение 
Жака, приведенное в [11] (стр. 641) и полностью доказанное 
в [12] (стр. 36): 

Если ряд (1) Cf' Р -суммируем, то ряд 2 (А^А*) - 1  и т п  схо-
т у  п 

дится абсолютно. 
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SUMMEERUVUS- JA ABSOLUUTSED SUMMEERUVUSTEGURID CESARO 
MENETLUSEGA ABSOLUUTSELT SUMMEERUVATE KAHEKORDSETE 

RIDADE JAOKS 

S. Baron 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis leitakse kahekordsete ridade jaoks summeeruvustegurid 

tüüpi ( C f '  ß ,  D ) , kus D — C%'^, C%' ^ või С j ' reaalarvuliste järkude 
a, ß, V, б > 0 korral. Selleks on kasutatud töö [9] tõestusmeetodit. Saadud tar­
vilikud ja piisavad tingimused rakendatakse 10 näite puhul. 
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SUMMI ERBARKEITS- UND ABSOLUTE SUMMIERBARKEITSFAKTOREN 
FUR ABSOLUT CESARO-SUMMIERBARE DOPPELREIHEN 

S. Baron 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In diesem Artikel werden Summierbarkeitsfaktoren  d e s  T y p u s  ( C f '  ß ,  D ) ,  

wo D = C Y ' ^ ,  C 7
b '  6 ,  C j '  ^  oder C{' mit reellen Ordnungen a, ß, y, ö > 0 

für Doppelreihen gefunden. Dazu benutzen wir die Beweismethode der Arbeit 
[9]. Die erhaltenen genauen Bedingungen wenden wir in 10 Beispielen an. 
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МНОЖИТЕЛИ АБСОЛЮТНОЙ СУММИРУЕМОСТИ ДЛЯ 
ЧЕЗАРО-СУММИРУЕМЫХ И ЧЕЗАРО-ОГРАНИЧЕННЫХ 

f ДВОЙНЫХ РЯДОВ 

С. Барон 
Кафедра математического анализа 

§ 1. Неэффективные точные условия 

В настоящей статье изучаются множители суммируемости 

типа 1  (А, CV 6), т. е. множители суммируемости типов 

а) ( С о ^ у  С { ' 6 ) ,  б) (С" , / 9, С Г д ) ,  в) {Сг'Р, С Г  \ которые приводят 
к следующей проблеме: каким условиям должны удовлетворять 

числа Етп для того, чтобы для любого С ̂ -ограниченного (или 

С'ь ^-суммируемого, или Са/̂ -суммируемого) двойного ряда 

2 итп двойной ряд 2 em nUmn был бы С] '  ^-суммируемым. 
т, п т, п 

Поставленную проблему будем (также, как в статьях [7, 8]) 
решать методом обратного преобразования. Действительно, при 
помощи обратной матрицы метода Чезаро получаем 2  

Ш, П г, О 

«L= г  (1) 
/Л, V—0 

где 

'Vmn Spv— 2J Ak—FJ, Ai—V ——т (Oki, 
k, 1=ц, v mnA y

mA n  

(Omn —' tTin Етп• 
\ 

Нашу проблему мы можем теперь сформулировать так: ка­
ким условиям должны удовлетворять числа Е т п  для того, чтобы 

1  См. сноску 1  в статье [8]. 
2  См. [8], формула (7); [9], формулы (6) и (3). 
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преобразование (1) переводило все r-сходящиеся (или ^-сходя­
щиеся, или ограниченные) двойные последовательности W^ v) 
в абсолютно сходящиеся двойные ряды 2 и" т  . Ответ на 

этот вопрос дает 
Лемма 1. Дл я  то г о ,  что бы  п р е о б р а з о в а н и е  

Umn = =  2 amnfiv U'^ (2) 
И-, v 

двойной последовательности в двойной ряд существовало и пе­
реводило все r-сходящиеся (или Ъ-сходящиеся, или ограничен­
ные) двойные последовательности в абсолютно сходящиеся 
двойные ряды, необходимо и достаточно 

а) существование постоянной М такой, что 

2 j 2 ßmnuv : М (к) 
m, п ц, v  е9Л 

для любого где означает конечное множество пар неотри­
цательных целых чисел; 

или б) существование такой постоянной М', чтобы для лю­
бого Ш было 

2 I 2 am nßv J М'\ (ki) 
ß,v m, п еЗЛ 

или в) чтобы для любой ограниченной последовательности 
{d m n} было 

2 ) 2 am n iuvdmn\ оо. (к?) 
Ц, V Т> П 

Д о к а з а т е л ь с т в о  ч а с т е й  а )  и  б )  д а н о  И .  Г .  К у л л е м  
(см. [10], § 3, теорема и примечание 1). 

Докажем часть в) леммы 1. Для этого 3  преобразование (2) 
сопоставим с преобразованием 

Umn~ ^ a*mnfJ.v U'fxv — 2 ацутп U'[дг • (3) 
II, V Ц, V 

Поскольку 
2  j 2  a 'mn f XV  j — 2 I 2 Umn/Liv I, 

m, n v  е9Л ц, v т,пеШ 

то условие (kr) для преобразования (3) является ни чем иным, 
как условие (k t) для преобразования (2), вследствие чего, со­
гласно а) и б), преобразования (2) и (3) одновременно перево­
дят все ограниченные двойные последовательности в абсолютно 
сходящиеся двойные ряды. Для последнего, как видно из (3), 
необходимо и достаточно условие 

2 I 2 afivmn U'vv I < oo, 
N [L, V . 

3  Cp. [2], стр. 142, теорема 2. 
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равносильное условию (к г). Но, так как по условиям (к) или 
(ki) любое условие, необходимое для преобразования £>->/, 
также необходимо для преобразований be ->• / и гс ->• I, то тем 
самым лемма 1 доказана. 

Применяя части б) и в) леммы 1 к преобразованию (1), сразу 
получаем следующую теорему. 

Теорема 1. Дл я  то г о ,  что бы  ч и с л а  етп  бы л и  мн ожите л ями  
у ^ 

суммируемости типа (А, С{' ), необходимо и достаточно 
а) существование такой постоянной М, чтобы для любого 
было 

2  А "  A ß
v \  2  Š m n ^ v K M ,  ( k 1 )  

ц, v m,n еЗЛ 

или б) чтобы для любой ограниченной последовательности 
{d m n} было 

2 А Лу I 2 femnSflV d m n\<^°°. (к2) 
f X , V  m'  п =- /А 

Условия теоремы 1 неэффективны: их практически трудно 
проверять. Поэтому в дальнейших рассуждениях из условий тео­
ремы 1 выведем более эффективные необходимые условия, а за­
тем докажем их достаточность, и именно: докажем, что эти эф­
фективные необходимые условия влекут за собой условие (к 1) 
теоремы 1. 

§ 2. Эффективные необходимые условия 

Лемма 2. Дл я  мн ожите л е й  с умми р у ем о сти  типа  ( А ,  С ] ' 6 )  
необходимы условия 4  (А), (В), 

2 ( т+  1) « (л+ em„ I  <  o o ' ,  ( L , )  

J  ( m + \ ) « - V ( n + \ ) P \ j f + 1  em „  I  <  o o ,  ( L 2 )  
m, n 

2  ( m  +  ] ) "  ( n  +  l ) - ' ! ^ + ' e „ „ | < o o ,  ( L , 2 >  

2  ( m +  1 ) " ' ( « +  1 ) < * | ^ + 1«„,„ |<оо, (LV) 

2 (m + 1) (л -j- 1 f- 1  <cc, (M) 
tn, tl 

2 (m+ l)- 1(n+ 1) Мб™ |< ос, (M 1) 

4  Условия (Li 2) и (M 2) — это условия (Li) и (М) при <У =/3-f 1; усло­
вия (L 2 ') И (М 1) — это условия (L 2) и (М) при у = a -j- 1. 
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2 (m+ 1 ) а~Цп+ 1)-' |e m„| < oo, 
n, n 

2 (m+ !)-'(«+ 1)" ]  Ы < oo. 

(M2) 

(M3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и й  ( А )  и  ( В )  
вытекает из лемм 1 и 2 статьи [9] (необходимость условия (А) 
вытекает также из леммы 4 статьи [8]). 

Докажем необходимость условий (L). В силу ус­
ловия (А) и формулы (57) статьи [7] имеем 

2 Фоту E/xv — —д 2 Ak—ц ' ks 
A v  k=n 

лУ-i "m—k 
kv 

m=fi л„ k—u m—k mA Z, 

вследствие чего из условия (к 1) теоремы 1 вытекает 

Aj AZ+ > e i"" 

k, I k, I 
lim 2 Aß Av j 2 §bmv | — 2 Ац —— | A^1 £/xv | /И 

P fl,V=0 /J-,V= о 

( k ,  l b=  0, 1, ...), 

что равносильно условию (Li). 
Аналогично доказывается необходимость условия (L?). 
Необходимость остальных условий леммы 2 выведем из ус­

ловия (к 2) теоремы 1. Для этого перепишем условие (к 2) сна­
чала в виде 5  

2 A^A ß
v\A a +\J+\<o^ 2 

дУ-1 л^-1 
,m—[i nn—v 

fl, v m,n—i^,v тпА 7. 4 п  

dmn)\< C G ,  (4) 

что допустимо в силу необходимости условия (А). 
Положив в (4) dmn = 1, по формуле (57) статьи [7] полу­

чаем заново необходимость условия (В). 

Положив dmn = Ai\ A ö
n

+ l X p  и вещественно) в (4), по 
формуле (57) статьи [7] находим необходимое для множителей 

суммируемости типа (А, Cf' d) условие 

2 AuAv 
fl, V 

«+1 ß+l £(гу I 
A дЩ> I < 0 0' 

откуда и из условия (А) по лемме 4 статьи [7] выводим необ­
ходимость условия 

2 Ai  
i K+i 

Д, V 
[ A V  

\  ^ !  
<С ОС. 

5  Ср. [21, стр. 152, 155 и 17; [3], стр. 210. 
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f 

Из последнего условия вместе с условиями (А) и (В), в силу 
соответствующих включений (или по лемме 4 статьи [7]), ввиду 
соотношения 

' [ X V  lip e/xv &V £(XV 
Aixp 1 + Щ A\+iy Ai4> f l y  j x 

(5) 

вытекающего из формул (12) статьи [9] и (58) статьи [7], полу­
чаем 

i\p 

< 2 А; 
( X ,  V  

1 -Mv 

1 

У  4 » !  1  л a + 1  е  ^ Ли —— ̂  /, C,«V ^ 1  ,1+1»/' г-
А л. f l ,  V  

< 

Л'Ч, У + 1 

л а _и 1 Р 
J (XV st*v 

+ 2 А; 
I I ,  V  

M+l I jvzy 

^ А'^ У 
< ОО, 

и, значит, необходимость условия (Li 2), ибо 

I i+1'ф и  Г(2 + г»^0. 

Аналогично доказывается необходимость условия (L? 1). 
Докажем необходимость условий (М). Так как 

а ß 
i« iß А у 
(л -™-v Q/iv 8/XV у j £fiv' 

А ii A- v  

то необходимость условия (М) непосредственно вытекает из 
условия (к 1) теоремы 1. 

Далее, положив в (4) dmn 

A Y
mA 6

n  

A y
m

+ i ( P  А 6+^ 
венны), как и выше, выводим необходимое условие 

£ 

(<р, 0 и вещест-

5 
( X ,  V  

'(XV 
^ i<P iip 

л(х 
<С ОО. 

Из последнего условия, в силу соотношения, аналогичного (5), 
и соответствующих включений, из условий (В), (Li 2) и (L? 1) 
заключаем необходимость условия (М 3). 

Наконец, перепишем условие (к 2) теоремы 1 в виде 

2 А; Ai 
( I ,  V  

А «+1 
у—\ Л—1 

V tn—ix v , "+v 
л_^_2 ^л+у-г 2 - r2dm > n + v  2 A t_ v  со ß l  — 

m=iu mAm 
n . i=v (n + v)An+v 

< oc, 

что допустимо по условию (А). 
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Положив здесь dm i n+v = Л п  
1  по формуле (57) статьи [7], 

получаем заново необходимость условия (Li); положив 

А 
условия 

А У
тА~ Х  

d m n + v  = , по той же формуле, выводим необходимость y-\-i<p 

Л А а  Л у  ! А а + Х  
£,uv 

Iх 6 /< ,-m 
f"' v  A v  j A J 

< oo, 

откуда рассуждениями, аналогичными предыдущим, выводится 
необходимость условия (М 1). 

Аналогично можем заново получить необходимость условия 
(L 2) и доказать необходимость условия (М 2). 

Лемма 2 доказана. 

§ 3. Некоторые леммы об обобщенных разностях 

Поскольку в общем случае ытп =^0(1), то для дальнейшего 
вместо леммы 1 статьи [7] нам нужны следующие леммы. 

Лемма За. Если s)0 « о ̂  1, то из условия 
£ш = 0( 1) (6) 

следует соотношение 

Am  ( A  m  m s m )  —  A S m °  ГП £ т  •  (7) 

Лемма 36. а) Из условий (6) и Аттет = 0(1) следует соотно­
шение (7), если s > — 1, а > 1 и s-j-<у > 1. 

б) Из условий (6) и Amtnsm = о( 1) следует соотношение (7), 
если s > — 1, er > 1 « s -(- сг > 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м  З а  и  3 6  д а н о  в  [ 6 ]  ( с т р .  6 0 — 6 1 ) .  
Формулировка леммы 66 статьи [6] ошибочна (ввиду оши­

бочного цитирования леммы 1) и ее следует заменить формули­
ровкой леммы 36 данной статьи. 

Лемма 4а. Если s, t > 0 и о, т > 1, то из условия 5  (А) сле­
дует соотношение 

A'L (<„ (0mn) = As+aJ+r a>mn. (8) 

Лемма 46. а) Из условий (А) и Amncomn — 0(1) следует соот­
ношение (8) для всех s, t — 1, о, т> 1 м s-f ff, ^ + 1. 

б) Яз условий (А) и г-lim A m n(Omn — 0 следует соотношение (8) 

для всех s, t > — 1, er, 'г > 1 и s-\- о, t -1- т > 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м  4 а  и  4 6  а н а л о г и ч н ы  д о к а з а т е л ь ­

ствам лемм За и 36; они основываются на лемме 1 статьи [7]. 

5  Лемма очевидно имеет место, если (А) заменить условием ojm n  

0 [ ( m + l ) ( n + l ) ] .  
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§ 4. Некоторые следствия из необходимых условий 

Для того, чтобы вывести условие (к 1) теоремы 1 из условий 
леммы 2, нам нужны следующие леммы. 

Лемма 5. Из условий (А), (Li) и (М 1) для всех 1 < о < а + 1 
вытекает , 

2 (m + 1)«-' (п + I Дт сот п  I !< оо, 
т, п 

а из условий (A), (L?) и (М 2) для всех 1 1 

2 (т -j- 1) У  (п -f 1) j А п  CDm n  I ос. 
tn, tl 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  с о о т н о ш е н и я  ( 2 8 )  с т а т ь и  [ 6 ]  и  
леммы 2 статьи [7], в силу условий (А), (Li) и (М 1), выводим 

2 ( m +  1 )  0 - 2  J  А°т сотп I = 

= О (1) ti 2 (tn 1) I Ат  Етп\ -f- on 2 (tn -J- 1) j Am  
1  em n  \ = 

m m 

0(1) 2 (tn + l) a | A^~ lem n  I < ос при 1 < О < <Z+ 1, 
m 

0(1) 2  (m  + 1 ) a \ A ^ 1  E m n  j -]-n 2\~rl- < oo при cr= 1. 
m m "T" 

Умножая обе части полученного равенства на (п-\- l) ̂  1  

и суммируя по индексу п, по теореме о двойном и повторных 
рядах, из условия (Li) при 1 < о < а + 1 и из условий (Li) 
и (М 1) при сг = 1 заключаем утверждение первой части доказы­
ваемой леммы. Вторая часть ее доказывается аналогично. 

Лемма 6. Из условий (В), (Li 2), (L? 1) и (М 3) следует усло­
вие (А). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т а к и м и  ж е  р а с с у ж д е н и я м и ,  к а к  в  д о ­
казательстве леммы 1 статьи [1], убеждаемся в том, что из 

условия (М 3) вытекает абсолютная сходимость разностей А^ пе т п  

при х, Я > 0. Поэтому имеет место 

л а+ х  ß+x о — л^ 1  Р ) ^ тп стп — *-*т x^zz отп)у 

и так же, как в доказательстве леммы 4 статьи [1], из усло­
вий (В) и (М 3) выводим 

г А а
т~ а  1 zC + 1  (zlf + 1  sm„) I < S.C I X+1 (<£+1 emn)\, 

m m 

и, значит, по теореме о двойном и повторных рядах 

2 А а~ а  А^\ Л й~ а+ 1  ' s+ 1  с I <- Y л а  \ß\ л а+ х  ß+l с I ^ л/п Лл I ^ тп ьтп J ^ ̂  -Л/я -^zz |  ̂  тп ^тп \ • 
АЛ, п т, п% 
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Аналогичным образом убеждаемся и в том, что 

У л а~ а  &ß~ b\ а+! ß—b+l 
Р  I / 

пт  я-п I ^ тп ömn \ 

• т' п  (9) 
<- у л а~° Aß\A a- a + l  

1(9+1 е I / nn -i/j I mzz | \ u u-
zn, rt 

Далее, ввиду вытекающего из условия (М 3) (см. [1], стр. 78, 
доказательство леммы 4) соотношения 

ла-а+\ ß-b+l _ л (лс<-а ß-b х 
^ тп bmn — ̂ тп v^- 1  тп тп 

из (9) следует существование предела 
I  •  /  л  C f — t i  —  b  I  *  — ü  ß — b  л  c c — й  ß — b  \  /  I  л \  lim (A mQ Етп "I -  А Ол £0n А m n  £/nn)» (Ю) 
от, n 

Аналогично тому, как мы вывели соотношение (9) из усло­
вий (В) и (М 3), можем из (9) и (М 3) вывести, что (см. [I], стр. 
78—79; ср. [6], доказательство леммы 7) 

у ла~а I Ла~a+1 ß~b Р I oo 2 Аß~b I Ла~й P~b+l с I „о I ^ тп ьтп I \ ОО, I ZJ С/ИЯ | \ 0 0, 
от я 

откуда, в свою очередь, вытекают 

lim А а ~ а
т п~ ь е т п  = 0 и lim А а~ а

т^~ ьет п  = 0, 
m л 

которые вместе с условием (10) дают 

r-lim А"~ а
т%~ ьет п  = 0. 

т, п 

Из последнего условия и (М 3) нетрудно вывести, что 

r-lim AmnSmn = =  0. 

Теперь, учитывая условие (М 3), можем пользоваться лем­
мой 46, вследствие чего 

drn„e„„= i aL6™' /1«-°+;ц/-»+1 

|М, v=m, п 

и, следовательно, в силу (9) имеем 

г \Л п„ешА <гл"- е  I 4"-°+ 1  
6 j U 1,1 < ОО, 

т, /г /(, V 

откуда заключаем 
£0п ~Ь £т0 — £пт = 0 ( 1 )  ( Ш ,  / 2 = 1 , 2 ,  . . . ) .  ( 1 1 )  

Наконец, из условий (Li 2), (L? 1) и (М 3), в силу леммы 7 
статьи [6], получаем 

£то =0(1) И Son = = |  0(1), 

которые вместе с условием (11) дают условие (А). 
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Лемма 7. Из условий (В), (Li 2), (L? 1) и (М 3) для всех 
1 < а, т < а-\-1» ß + 1 вытекает 

2  ( t n  - f-1) (я-j-l) 21 А т п  (Отп\ <С 0 0• 
т, п 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В с л е д с т в и е  с о о т н о ш е н и я ,  а н а л о г и ч ­
ного (28) статьи [6], можем для доказательства леммы иссле­
довать на сходимость следующие четыре ряда: 

J (m+  i f - 1  { п+ \ ) х - { \ А™ п етп \ ,  (12)  

2 (tTl -j- 1) (Л-f~ 1) I Am n  
1  £mn\, (13) 

2 (m 1) (П 1) I A l
m n  £mn\, (14) 

m, n 

2 (m + 1 )"~2 (n + 1)T-21 A'-'J-' emn|. (15) 

Сходимость ряда (12) вытекает из леммы 4 статьи [7], 
в силу условий (А) и (В), даже для всех 0 < а, г < а + 1, ß + L 

Сходимость ряда (13) для О <С 1 заключаем при 
1 < т < ß -f- 2 из той же леммы и в силу тех же условий, а при 
х—\ — из леммы 2 статьи [7], ввиду вытекающего из нее, 
в силу условий (А) и (Li 2), соотношения 

2 (т  +  1 )  " ~ ' { п+  \ ) - * \ А ° т е „ п \  =  
т - п  (16) 

= 0(1) 2(т+ 1)«(я + l)-'|zl^ + 16„„|. 
т, п 

Аналогично сходимость ряда (14) для всех 1 < er <«+ 2, 
0<T<jÖ-fl вытекает из условий (А), (В) и (L 2'). 

Наконец, сходимость ряда (15) при 1 <^о, т<« + 2, ß-\-2 
следует из условий (А) и (В); при о = г — 1 — из условия (М 3); 
при 1 < сг < «Ч- 2, % = 1 — из условий (А) и (Li 2) (что выте­
кает из соотношения (16), если заменить в нем а на а— 1); при 
о = 1, 1 < т < ß-f- 2 — из условий (А) и (L 2'). 

В силу леммы 6 условие (А) можем опустить, и, тем самым, 
лемма 7 доказана. 

Лемма 8. Из условий (В), (Li 2), (L2 1) и (М 3) следует 

A mttl£mn 0(1) tipu ß ̂  1, 
AntlEmn = О ( li) tipu ß > 1, 

AmnOimn == 0(1) tlpU CL, ß ^ 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  у с л о в и й  л е м м ы  8  с л е д у е т  у с л о ­
вие (А). 

Обратившись к теории простых рядов, находим, что условия, 

необходимые для множителей суммируемости типа (Со, С к + |), 
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подавно необходимы и для типа (С о ,  |С К т 1 |). Поэтому, согласно 
теоремам 3 и 4 статьи [6], условия 

2 Am I А а^ Л  Е т п  I < ОО И 2 ~ПТ < °° (Я=0, 1, ...)» 
т т т  "г А  

вытекающие из условий (Li 2) и (М 3), влекут за собой условие 

ИГЛ Етп = 0 (п — 0,1,...). (F2 1) 
т 

Аналогично, условия (L? 1) и (М 3) влекут за собой усло­
вие (Fi 2). 

Поскольку по лемме 18 статьи [9] из условий (А), (В), (Fi 2) 
и (F2 1) для всех 0 < сг, т,< а, ß следует 

(т -\- 1) (tl -j- 1) А т п  £тп = 0(1), 

то, в силу соотношения 

AmtTlEmn — (tH -j- 1) AmEtnn — Етп, 

получаем утверждение первой части доказываемой леммы; вто­
рая часть доказывается аналогично; а третью заключаем отсюда 
при помощи соотношения 

АтпО)тп ~ (/71 -j- 1 ) (tl -j- 1) AmnEmn — (tTl -j- 1 ) AmEmn — 

— (tl  -(- 1) A nEmn + Етп-

ry J 
§ 5. Множители суммируемости типа ( А ,  С { '  )  

Учитывая все сказанное в конце § 1, согласно теореме 1, нам 
остается доказать, что из условий леммы 2 вытекает условие (к 1) 
теоремы 1. 

И в настоящей статье, в зависимости от соотношений между 
а, ß и у, õ, будем отдельно рассматривать четыре случая. 

А. Пусть 0 < у, (?<«+!, /3+1. Докажем, что условие (к 1) 
следует из условий (В), (L) и (М). Доказательство последнего 
несколько осложняется тем, что в общем случае о) тп ̂ 0(1) и, 
кроме этого, здесь надо рассматривать не только случай 
О < у, õ < а, ß, но и случаи a,ß<C^y, õ < а + 1, /3+1. 

Очевидно условие (к 1) вытекает из условия 6  

1 |6т„б^|<оо. (17) 
,м, V т, п={1, V 

6  Как следует из статьи И. Г. Кулля (см. [10], примечание 2) усло­

вие (17) достаточно для множителей суммируемости, типа (Л, Cj' 6), но 
вообще не является необходимым. 
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Аналогично формуле (5) статьи [7] легко убедиться, что 
имеет место 

"У тп &fiv — (18) 

= ° +П"Л (Т) " 

'•/—О \ ' v  J  ' k,l=ft,v 
где 

<QmnE[tv —- tnnA^mAfi <£)m n ^ f t v  •  

Далее, таким же рассуждением, как на стр. 127 статьи [8], 
можем (принимая во внимание равносильность условий теоре­
мы 4 и условия (25) статьи [6]) в силу формулы (-18) и усло­
вий (L) и (М) заменить условия (17) следующим 7  (более силь­
ным) 

t i  +  l ,  6  +  1  , .  

2 Z [ В% В\ со (xv I <С °°> (19) 
'">/=О [Л, V 

где 
D'' n' V Л я—1 i/+/—я—2 j/ , 
о \а ßV  — 2, Aa_u л k a k v,  

k=fi 

Zc',r= 2  2  '  
V V m,n=t*,v A^1 An~i~ 

а через a'^v, c'/zr будем обозначать некоторые последова­
тельности, для которых относительно индексов [iv имеет место 
оценка 0[(ß -f- 1) (v-{- 1)], а для c'ßv считаем дополнительно 
С ßv 0. 

Для выведения соотношения (19) из условий (В), (L) и (М) 

разобьем сумму (19), в зависимости от поведения чисел А'т У~ а~~ 2  

и А'п 6~~ ь~ 2  в ней (аналогично, как в статьях [7, 8] и по тем 
же причинам), на девять слагаемых согласно следующей схеме: 

а+1, 6+1 

i,j=о 

P+bQ + l o + l, Q+l Р+1,6+! а+1,6 + 1 
= ( 2 -|~ 2 -{- 2 + 2 1  ) ß'2y ß? ~Ь 

г, /—0 i,J=a—с+2,0 i,j=0, 6—d+2 i,j=a—с+2, 6—d+2 

- Q+l P+l ^ '  
+ 2 ßVß'ia-c+1+ -2 S'26-d+15'/' + B\a-c+l + 

j=0 1=0 

а+1 6+1 

+ 2 B' b~ d+ l  ßV4- 2 ßVß'i0-c+1> 
i=a—c+2 /=6—d+2 

7  Номера (индексы) 1 и 2 имеют те же значения, что в статье [7]. 
В обозначении операторов сохраняем здесь сходство с суммами § 4 статьи [6] 
и, тем самым, будем часто пользоваться выведенными там оценками обычно 
без ссылок на них в каждом отдельном случае. 
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где в правой части равны нулю все те же слагаемые, что и в схе­
ме (19) статьи [8], лишь с тем отличием, что вместо слагаемых 
с Р — — 1, Q — — 1, а = 0 или b — 0 здесь равны нулю соответ­
ственно слагаемые с Р = — 2, Q = — 2, а = с — 0 или b — d — O. 

Остается оценить каждое из этих девяти слагаемых в от­
дельности. При этом не будем повторять все пояснительные за­
мечания § 2 статьи [7]. 

1. Первое слагаемое схемы (20) оценивается легко: из ус­
ловия (М) вытекает 

Я+1,0+1 
2  Z  \ B ' 2 j B \ i ( o f X V \  =  

'•/—О [л, у 

= о (1)" +'f ¥'1 {k+1 f-*-' (I +1 У 9-'- 114/ <»« I < оо, 
/, /=0 k, I 

поскольку имеет место 
0+1 д & j 0+1 

2 2 A p
v  2 —J— |ßya>| = 0(1) 2 ^(/+1)' 

•/—О V Л„ +  1  У—О I 

2. На основе леммы За для i > Г имеем 

ßV =CV-DV, 

?_(М 
(21)  

(22) 
где 

Г' i h *i+y—а—2 ..j+а—а ,, 
С ! 0[лг — Л

т-(Л Ли °l*v> 

D'S Ь'[mv — 

m—fJ-
' 2 А? у- а~ 3  2 A ar ar l  4 b'kv 
x=0 

0 
ft=m—к+1 ft— 

при а > а, 

при а = а. 

Далее, поскольку из (22) для / > 1 вытекает 

В' 2>В\ 1  — В' 2> С j — B'2
j D\\ (23) 

то соответственно (23) разделим второе слагаемое схемы (20) 
на две части и оценим каждую из них в отдельности. 

Положив в (21) можем 8, в силу условия (А), 
писать 

я+1.0+1 , ,, ,, 
2 Z j Bi Ci со/xv j — :  

i,j=a—с+2,0 ц, у 

=  0 ( 1 )  a + 1 2 + l  2 ( f i  +  1 у+ а- а~ 2  (I + I А[+ а~ а' co fti I, 
i, j=a—c+2, 0 (U, / 

, яЛ 
8  Из условия (А) следует абсолютная сходимость разностей Л т пы т / 1  

для всех %, Я > 1. Этим замечанием и леммой 6 будем постоянно пользоваться 
в дальнейшем без ссылок на них. 
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вследствие чего сходимость последнего вытекает из условий 
(А), (Li) и (М 1) по лемме 5. 

Далее, приступая к оценке второй части из (23), заметим 
предварительно, что при а> 1, согласно леммам 8, 36 и 5, из 
условий (В), (Li), (L 2') и (М 1) для всех z> 2 получаем, что 
имеет место 9  

5 AZT' 4,0», = О (1) 2 А"-;- 114Г -°' I • (24) 
ft=m—х-\-1 s_p 

Отсюда, для всех i = а — с -f- 2, ..., а -f- 1 при с < а и всех 
Z = а — с + 3, ..., a -J- 1 при с = а + 1 из тех же условий, в силу 

(21) и леммы 5, так как A'J~ y~ a~~ 3  ^ 0, выводим 

"I 1  Z \B'1D'J(ÕKV\ = Q2 Z А**-"- 2  2 A"-°- l\Biü?"-°(0 sv\ = 
j=0 p, V j—° Ц, v S=[i 

=  0 { \ ) Q S  S ( s  +  1)'+«-«-2(/ + 1 /-»-11A'+a-°/coslI<OO. 
j=0 s,l 

Если же с = a -}- 1 при a > а, то вместо 0\ а~ с + 2нам удобнее 

рассматривать В\* =• В\ а~ с + 2, ибо имеет место 

+ (25) 
где 

p^ v= 5 

k=zU 

Положив в (21) a'ii V= PiCüfjv, из условий (А), (Li) и (М 1) по 
лемме 5 выводим 

0+1 ,, ' 0+1 /? л , 1,-
2 Z \BjP 1a>iiv\ —0(\) 2 2 (6 +1 )-'(< +1Г I^6) ЫI.<оо. 

/—О (X, V 0 /г, / 

Далее, из рассуждений, приведенных на стр. 63—64 статьи 
[6], следует 

1 Q,b' I - 0(1) 2Х/. + I)"""- 11 Л^-'Ь' I. (26) 

9  В силу леммы 8 допустимо применение леммы 36. Законность переста­
новки порядка суммирования в доказательстве справедливости соотношения 
(24) оправдывается леммой 5. Ср. доказательство соотношения (15) статьи 
[7], или формулы (16) статьи [6]. 
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Теперь, положив сначала в (21) а и г  = Q lco j j l v >  а потом в (26) 

= A }
vco„ v, из условий (А), (Li) и (М 1), согласно лемме 5, 

выводим 
Q + 1 

2 Z I Bi Q x(Ü, l v  I = 
/—О ц, V 

=  Q 2  2 ( ^  +  1 )"— 1  (< + 1 I А а + 1-Ц I < oo. 
У=о I 

3. Аналогично можем доказать, что условия (А), (В), (Li 2), 
(L 2) и (М 2) влекут за собой оценку для третьего слагаемого 
схемы (20). 

4. На основе леммы 4а для всех i ,  j > 1 из (22) выводим 

B'jBx 1  = CjCi— С2 Di — D'jc'i -j- D j  D i .  (27) 

Соответственно (27), разделим четвертое слагаемое схемы (20) 
на четыре части. 

При помощи леммы 7 из условий (В), (Li 2), (L 2') и (М 3) 
заключаем 

а+1,6+1 ,. а+1, 6 + 1 
2 Z jС<1 Ci'ft)^ vI = 0(1) 2 

i ,  /=я—с+2, 6—d+2 (М( v  i ,  y=ti—с+2, 6—d+2 

• - (^ + 1 )'+G-a™2 (f + 1 У+ / ? - г , _ 21 A i + a- a^+ ß~ b  (0/lv I < OO. 
/Л, V 

Далее, приступая к оценке второй части из (27) при а  а ,  
заметим, что в случае а > 1 из условий (В), (Li 2), (L2 1) и (М 3) 
вытекает справедливость (24) для всех i = а— с + 2, ..., а -+- 1 
при с < а и всех i — a — с-\~ 3, ..., а + 1 при с = а-j— 1, вслед­
ствие чего по лемме 7 заключаем 

Ь2 Z I C'JD'i oafiv I = 
'6—d+2 у 

= 0(1). "s Z A'+l;: a~ 2  S A"-"-' I cW+'-Osv I = 
/—6—d+2 ^ у 

0(1) 2 2(s + i)'+«-«-2 (v_|_i)/+^-2 j A i+(X-a
sJ+ß~bcosV I <00.  

/=6—d+2 Sj v 

Если же c = a-f 1, то, учитывая (25), по лемме 7 из условий 
(В), (Li 2), (L2 1) и (М 3) выводим 

6+1 

2 Z J С2 Ру cOfiv j = 
/= 6—d+2 v  

= 0(1) Т 2 (6 + lf-'C +1)'^ 6™ 21 A\l+ß-"o>kv I < 00, 
i—b—d+2 Ä t  у 
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а, положив в (26) B v=> CJCÜ v, также получаем 

6+1 , ,, 
2 Z J C2 Qitojuy j = 

j—b—,d+2 У 

= 0(1) .£(/» + l)"-"-1  (J. + 1 i+ß-b-*\Aa^~ll+ß~b«>!MI < 
/=ö—d+2 ̂  у 

Аналогично, из тех же условий вытекает соответствующая 
оценка для третьей части из (27). 

Чтобы оценить четвертую часть из (27), заметим предвари­
тельно, что при а, ß > 1 согласно леммам 8, 46 и 7 из условий 
(В), (Li 2), (L2 1) и (М 3) для всех i, /> 2 получаем, что имеет 
место 1 0  

k, l=m—х+1,п—А+1 

=  O f l )  Л а — к  А 6 - ^  ^  л « - " - 1  V - 6 - 1 1  л Н - « — «  i+ß—b(ß ,| 
^ v1J Hm—ß—x™n—V—X s—u t—v I ^ ^ st  I ' 

S, V 

Следовательно, из тех же условий для всех i —• а — с —{— 2, 
. .., a-j- 1, кроме i = а — с -{-2=1 при с = a -f- 1, и для всех 
j = b — d + 2,..., b -f- 1, кроме j = b — d + 2 = 1 при б? = b -j- 1, 
выводим 

Z I D<i D\ со/jv I = 
V 

= 0 ( 1 )  2 ( s - { -  1  ) ' + a - ° - 2 ( £  +  1  y + ^ - 6 - 2  j  A i + a - a J + ß - b ^ I  : < -  0 0 _  
s t  t  

Далее, при помощи (25) и (26) приведенными рассуждениями 
легко рассмотреть также случай i, j = 1 при с, d = a -f- 1, b -f- 1; 
случай i = 1 при с = а -р 1, b < d\ или случай j •— 1 при с < а, 
b — d-\- 1. 

Итак, ввиду (27) оценка для четвертого слагаемого схемы 
(20) вытекает из условий (В), (Li 2), (L2 1) и (М 3). 

5. Доказательство оценки для пятого слагаемого схемы (20) 
существенно зависит от взаимоотношений между а и с. 

Пусть сначала с < а. В этом случае доказательство в основ­
ном таково же, как при оценке пятого слагаемого схемы (19) 
в статье [8]. Действительно, поскольку имеет место 

в'а- с +\ =  E i, +  (28) 

1 0  В силу леммы 8 допустимо применение леммы 46. Законность пере­
становки порядка суммирования в доказательстве этого соотношения оправ­
дывается леммой 7. Ср. доказательство соотношения (24). 
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где 

Л>;,,= I 4 + 2-'A w  1 А^-'Л^Г', 
A=^t АГ=(М 

то в случае с < а разобьем пятое слагаемое схемы (20) на две 
части, соответственно вытекающему из (28) сЬотношению 

B'j ВХ = B'j Е[ + B'J Fi (29) 

Первая часть из (29) оценивается сразу, так как, учитывая 
(21), из условия (М) при х < 0 выводим 

0+1 ,, , 
2 Z J BI Е\ (OßV I — 

i—о ц, V 

= 0(1) < ?1' 2 (т  +  1 ) а - у - 1  ( I  +  I A°- C +Ja> m + U, | ,< oo, 
j =0 m, l 

а при x > 0 получаем такую же оценку (где в правой части 
а — у заменено на а — с) из условий (А), (Li) и (М 1) по лем­
ме 5 (ибо а — с -j- 1 > 1). 

Далее, учитывая выкладки, приведенных на стр. 65—66 статьи 
[6], имеем 

sa; 2 1 F[b'„,I = 0(1) + 1ГС-' I I. (30) 
/л т=(л Aj^~ /л 

Положив теперь сначала в (21) а' ц 1 >  = /Ycu^ и потом в (30) 

b'^ v  => A'co u v, из условий (А), (Li) и (М 1) по лемме 5 заклю­
чаем 

0+1 ,. , 
2 Z \BJFIM/TV\ = 

f—O [л, V 

= 0(1) Т JL+ 1)"-'-' y + iy-'- 1  \A aT l~ c  'ю | < oo. 
/=° I*. I] 

Что касается случая с = а-\- 1, то ввиду того, что леммы 5 
и 7 предполагают, чтобы показатели разностей (о т п  были не 
меньше единицы, мы должны для рассмотрения оператора 
ßa-c+l _ gO nepegTH о т  Ы т п  обрЗТО К Етп-

Имеем 
Bi°= (о — а)Т\ ([г —а -(- a) Vi, 
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где 

7\ b p V = 2  A a
k _ a

u A y
m J k  

1  b k v ,  
k=/j. 

V/,V= 2 AiZT'l»-
k=U 

Положив B (21) Cl/uv  = TiVEfiV, из условия (M 1) выводим 
<9+1 , , j 

2 Z I Z?2 TyVBjxv j = 
/=0 (Л, V 

Q+l n л  

= 0(1) 2 2 (k-\- !)->(< + 14Ze*,| < oo, 
/=0 k,  l  

Для оценки оператора Vi воспользуемся соотношением 

Vi = Ei" + Fi", 

где 

El bfxv = A X
m_, Abm+l, v ,  

F\bfiv = 1 А 6«, I 
ft=1« *=/< 

Принимая во внимание (21) и, что здесь х = у— а— 1 < О, 
из условия (М) заключаем 

0+1 ,, „ 
2 Z (,а -f 1) j Bi'Ei vs tuv I = 

/— 0  /и ,  v  

= 0(1) 'i' 2 (m + 14{ h a + l,, I < OO. 
/=0 /и, l  

Наконец, аналогично соотношению (20) статьи [6], имеем 

Л"брт = 0(1)л^7' i |4 а +'~"Ы, 

вследствие чего, учитывая (21), из условий (А) и (Li), в силу 
леммы 2 статьи [7], получаем 

Q2 Z ( ^  +  1 ) | S M ' 4 „ |  =  
/—О ,ы, г 

0+1 /? г 
= 0(1) 2 2(s + !)"-"(/ + l/-^™ 11 /Й+1-й 

У  Ы < оо. 
/=0 S, / 

Итак, по доказанному оценка для пятого слагаемого схемы 
(20) вытекает из условий (А), (Li) и (М). 

6. Аналогично, оценка для шестого слагаемого схемы (20) 
следует из условий (A), (L 2) и (М). 
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7. В силу всего сказанного легко усмотреть, как доказать 
оценку для седьмого слагаемого схемы (20), потому что все ос­
новные моменты доказательства у нас налицо. Отметим здесь, 
что оценку для седьмого слагаемого схемы (20) влекут за собой 
условия (В), (L) и (М). 

8. Оценку для восьмого слагаемого схемы (20) влекут за 
собой условия (В), (Li), (L2 1) и (М 1). 

9. Оценку для девятого слагаемого схемы (20) влекут за 
собой условия (В), (Li 2), (L 2) И (М 2). 

Б. Пусть у а -f- 1, õ < ß -j- 1. По доказанному, для множи­

телей суммируемости типа (А, Cf + 1 ' r f)достаточны условия (В), 

(Li), (L2 1) и (М 1). В силу включения 1 1  Cf + 1 ' 6  сС{' 6  эти условия 

достаточны и для типа (А, С{' ), а по лемме 2 и необходимы. 
В. Пусть у < а-\- 1, ß -\~ 1. Аналогично случаю Б здесь 

необходимы и достаточны условия (В), (Li 2), (L 2) и (М 2). 
Г. Пусть у, д а -\- 1, ß -j- 1. Аналогично случаям Б и В 

теперь необходимы и достаточны условия (В), (Li 2), (L 2
!) и 

(М 3 ) .  
Итак, доказана 
Теорема 2. Если 0 < у, õ < а + 1, ß + 1 (а, ß > 0), то для 

того, чтобы числа е тп были множителями суммируемости типов 

а) (Со / 9, С{' д), б) (Cf ' в, Cj' 6), в) (Сг'С{' д\ необходимы и до­
статочны условия (В), (L) и (М). 

Если õ ß -f- 1, то необходимы и достаточны те же условия, 
что и при õ = ß + 1. 

Если у а -f- 1, то необходимы и достаточны те же условия, 
что и при у — а + 1, 

Дополнение к теореме 2. Если <5 = 0, то можем опустить ус­
ловия (В) и (L 2). Если у — 0, то можем опустить условия (В) 
и (Li). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  о ч е в и д н о .  
Из теоремы 2 непосредственно вытекает 
Теорема 3. Если Smn>= s'm-s"n,  то для того, чтобы числа 

Етп были при 0 < у, õ < a -f- 1, ß -j- 1 (а, ß > 0) множителями 

суммируемости типа (А, С"{' 6), необходимы и достаточны усло­
вия (В) и (М). 

Если õ ß + 1, то необходимы и достаточны те же условия, 
что и при õ = ß -|- 1. 

Если у^>а~j- 1, то необходимы и достаточны те же условия, 
что и при у — а -j- 1. 

1 1  См. сноску 7  в статье [8]. 
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§ 6. О некоторых конкретных множителях суммируемости 

Аналогично, как в § 5 статьи [8], при помощи теоремы 3 
легко доказывается 

Теорема 4. Числа а) х ту п(х, у б) (т + l)~ s( r t  + I) -' 

М^0),в) ( А%Ап )~ 1  ( s , t ^ 0 ) , r )  (—l) m + n(m + l)~s(n-\- 1)~', 
д) (— l)m+n (А^А^)-1, тогда и только тогда являются множите­

лями суммируемости типа (А, Ci' Л), если выполнены условия 
 ) k|, \ у \  < 1; 
б) или в) Res, Re/ > 0 и Res, Re/> а — у+1, ß — (5+1; 
Г) МЛЫ Д) Res, Ret > А + 1, ß + 1. 
Из теоремы 2 выводится 
Теорема 5. Числа а) б) (т+/г+1)~ 5  (s у^О), в) 

 +,)-' (s^O), г) (_1)»м(т + п+ 1)-', д) (- l)"»-»(A s
m +„)-i, 

е) (т + l) - s  + (п + l) _ f  (|s| + |/| 0), тогда и только тогда яв­

ляются множителями суммируемости типа (А, С]' 0), если вы­
полнены условия 

а) И< 1; 
б) или в) Res > 0, Res > а — у + 1, Res > ß— <5+1 и 

Res 2 + cc + ß — у — (5; 
Г) или д) Res 2 + а + ß\ 
е) ни при каких s, t. 
Для доказательства теоремы 5 удобна 
Лемма 9. Для сходимости ряда 

V 0я + 1)*(я + 1)" 
m, п (/га + га -f-1) 2  

при х, у ̂  — 1 необходимо и достаточно условие 

2 > 2 + лс + у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  х = у — —1, то очевидно не­
обходимо и достаточно условие z > 0. = 2 + л;+*/. Если же, 
например, у > — 1, х > — 1, то необходимо и достаточно усло­
вие z ]> 2 + л: + у, ибо тогда 

2'(« + 1)» 2 (" + , = 0(1) 2- (п + 1)»+'+'-' < оо. 
/г m (/И-(-/I-j-1) п 

Проверяя при помощи леммы 9 выполнение условий (В), 
(L) и (М) теоремы 2, получаем доказательство случаев б), в), 
г) и д) теоремы 5. Чтобы доказать случай а) теоремы 5, 
достаточно заметить, что при помощи обобщенного алгеб­
раического признака Коши ([4], стр. 16), в силу соотношения 

lim V (m + 1 )\п + \ y\x\ m n  = \х\(к, Я — произвольны), для вы-
т,п 
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полнения условий (М) необходимо и достаточно условие |*| <4. 
При этом условии тем же признаком убеждаемся в выполнении 
условий (В) и (L). 

Случай е) исчерпывается тем, что условия (L) не выполня­
ются ни при каких s, t. 

Из части а) теоремы 4 непосредственно вытекает следующее 
обобщение теоремы Абеля на двойные ряды. 

Теорема 6. Если степенной ряд 

2  a m n ( x  —  a ) m ( y  —  Ь ) п  

m, п  

С а' ß-ограничен в точке (х 0, у 0), то он С{' 6-суммируем (при а, ß, 
у, ö > 0) во всех точках (х, у), удовлетворяющих неравенствам 

\х — а\<С |*о — а\, \у — b\ < |у0— Ь\. 

Условия теоремы ослабить нельзя. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  о ч е в и д н о ,  е с л и  ч л е н ы  и с с л е д у е м о г о  

ряда написать в виде 

a m n { x  —  а ) т ( у  —  b ) п  =  а т п ( х 0  —  а ) т { у 0  —  Ь ) «  •  

Из теорем 4 и 5 можем вывести и другие следствия, напри­
мер, теоремы, аналогичные теоремам 4 и 5 статьи [7]. 
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ABSOLUUTSED SUMMEERUVUSTEGURID CESARO-SUMMEERUVATE 

JA CESARO-TÕKESTATUD KAHEKORDSETE RIDADE JAOKS 

S. Bar on 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis leitakse kahekordsete ridade jaoks summeeruvustegurid 

tüüpi (Л, kus A = Cq ' ß, C*'P või C"'^, reaalarvuliste järkude 

a, ß l  у, õ > 0 korral. Selleks on kasutatud artikli [6] tõestusmeetodit. Saadud 
tarvilikud ja piisavad tingimused rakendatakse 11 näite puhul. 

ABSOLUTE SUMMIERBARKEITSFAKTOREN FÜR CESARO-SUMMIERBARE 

UND CESARO-BESCHRÄNKTE DOPPELREIHEN 

S. Baron 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In diesem Artikel werden Summierbarkeitsfaktoren des Typus (A, 

wo A  = Cg' ß ,  oder C"' ̂ , mit reellen Ordnungen a ,  ß ,  y ,  < $  >  0 

für Doppelreihen abgeleitet. Dazu benutzen wir die Beweismethode der 
Arbeit [6]. Die erhaltenen genauen Bedingungen wenden wir in 11 Beis­
pielen an. 
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ОБ ОДНОМ ОБОБЩЕНИИ ТЕОРЕМЫ МЕРСЕРА НА СЛУ­
ЧАЙ ДВОЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Т. Сырмус 

Кафедра математического анализа 

1. В 1907 г. была опубликована следующая теорема Мер-
сера [5]: 

Теорма 1. 1. Если а^> 0, Я ̂  оо и 

lim asn + ( 
п L 

то 

S i  +  S 2  + . .  .  +  S n  

1 —а) --

lim s n  = Я. 

]=Я, 

Эта теорема скоро заинтересовала многих математиков; ре­
зультатом около 40 работ различных авторов является боль­
шое количество обобщений и аналогов теоремы Мерсера. Все 
работы, за исключением двух, исследуют вопросы, связанные 
с приведенной теоремой в случае простых последовательностей. 

Приведенная выше теорема получает свое обобщение на слу­
чай двойных последовательностей сразу же в указанной выше 
работе [5], но в следующем виде: 

Теорема 1.2. Если а, ß >—1, Я oo и 

lim 
2 sk, n+i A=:l 

ТО 

Sm+1, л+1 "j -  a  

lims m + 1, n+\ == lim 
m, n m, n 

2 sni+1, l , /= 1 
aß 

2 sk, i 
k, i-\ 

mn — я, 

V s 
k=\ k, л+1 

m 

2 S/n+l, l 
lim — 

1  В рамках данной работы символы lim х п, lim x m n, 2 a k, 2 a k [  обозначают: 
n m,n k k,l 

lim x n  = lim x n, lim x m n= lim x m n\ 2 a
k= 2 a k\ 2 a k l  = 2 a k l  . 

n ai-> oo m,n oc « «=1 l ä, / —  1  
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m, n 

2 sk, l 
—  l i m  k >  l ~ {  —  

mn mn "(«+ W+D' 

Из этого видно, что простой вид теоремы 1. 1 в таком обоб­
щении исчезает. 

Целью настоящей статьи является показать, что теорема 
Мерсера распространяется на случай двойных последовательно­
стей с полным сохранением вида теоремы 1.1. 

2. Для проведения доказательств этого обобщения нам по­
надобятся некоторые леммы и вспомогательные теоремы, в ко­
торых будем пользоваться следующими обозначениями. 

Матричные методы будем обозначать первыми прописными 
буквами латинского алфавита, т. е. А, В и т. д.; им соответ­
ствующие элементы матриц — а т п ( Лг, Ь т пцг и т. д. Обратную 
матрицу матрице А отмечаем символом А - 1  с элементами а' т п^. 
Последовательность, соответствующую преобразованию последо­
вательности матрицей А, назовем А-трансформацией данной по­
следовательности. 

В работе встречающиеся классы последовательностей будем 
обозначать в общепринятых символах Гамильтона из его ра­
боты [3]. 

Для обозначения конечных разностей воспользуемся симво­
лами из работы Реймерса [2]. 

Лемма 2. 1. Пусть А i= (a m n f j i v) — нормальный метод, удовлет-
Ш, t l  

воряющий условию 2 a m n f /iv — 1. . 
(М- У = 1 

Из равенства 

tmn ' сг Smti "h (1 —• CL) ОЩ-1, n-1, * ( 1) 
где 

m, n 
Omn — 2 ümnfxvSfxv, (2) 

(JL, V — l 
вытекает равенство 

m, n 

_/2,V = l /ох 
Omn — — , (3) 

2 У mn IAV 
fX, V = 1 

в котором 
ТПу  t l  r r у  

У V _ a Jmnmn / 4 х 

'  mn UV а  > 
f i ,v=\  mnmn 

при условии, что у mnmn — произвольная величина, а все осталь­
ные ymn/xv удовлетворяют системе: 
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2 ymnml 0-'mlmv — 0 (v l= 1, 2, . . . , tl — 1) , 
l—V 

m 
2 ymnkn Cl'knP-n == О (/Л = 1,2, . . . , t T l  1) , 

<  k=fx (5) 
m, ti 

(l 2 ymnkl Cl'klfiv ~Ь (1 —0-)УтП/и+ 1,г -+1 —О, 
k ,  l = f i ,  v  

. (ii = 1, 2, . .., m — 1; v= 1, 2, ..., n— 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У ч и т ы в а я  о п р е д е л е н и е  ( 2 ) ,  п р и в е д е м  
(1) к виду 

т, п 

tm, п~ а  2 a'mnfiv G [iv ( 1 —а)От-\,п-\. 
,u,v =1 

Обе части полученного равенства преобразуем треугольной 
матрицей Г = (y m r l f l v), оставляя первоначально элементы матри­
цы неопределенными. Полученое преобразование легко привести 
к виду 

т, п 

2  Ymn f i v t f i v  = а  Утпт . п  C l 'mnmn  Omn  ~ j ~  
H,v= 1 

п—1 п т—1 т 
-j- О. 2 ( 2 ymnml Cl 'mlmv) Omv О, 2 ( 2 ymnkn Cl 'knf in)  0/_щ -j-

v — 1 l—V Ц — i k~f l  

m— 1, n— 1 m, n 

-f- 2 [et 2 ymnkl CL'kl(IV (1 —cc) утпЦ+\, v+l] • 
fi,v  =  1 k, l—ц, V 

Требуя теперь, чтобы элементы матрицы Г удовлетворяли 
системе (5), можно предыдущее равенство привести к виду 

2 У mn /UV tfiv 
r V=\ 

аУ mnmn а  mnmn 

Из полученного равенства непосредственно вытекает равен­
ство (4), если преобразование (1) применить к последователь­
ности = 1, что в сущности, с учетом последнего полученного 
равенства, и завершает доказательство леммы. 

Буквально так же доказывается следующая 
Лемма 2. 2. Пусть А — (amn(iV) — нормальный метод, удовлет-

/?2, П 
воряющий условию 2 a m n f l v  = 1;. 

и, V :-1 
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Из равенства 

4 а , а — 1 (1  /х 
tmn — пд. } $тп "т" 2д. j От— 1, и—1 V / 

вытекает равенство 
m, п 

^ mn [XV 1  fiv 
т, п 

2 Уmnuvh 
[Л, V =1 

т, п 

2 У rtin ßV 
/U, v =i 

(3') 

в котором 
X 

ту П  
v  

й  У/япотк /ДЛ 
^ W=.2«-l am> VU 

л/ш условии, что у mnmn — произвольная величина, а все осталь­
ные ymnfiv удовлетворяют системе 

2 ymnml Q> mlmv — 0 (v — 1, 2, . . . , tl 1) , 
l=v 

(50 
2 ymnkn О.'ktifin — 0 (p — 1,2, tn 1) , 

k=,u 
tn, n 

O. 2 ymnkl a'klfiv (а — 1 ) Утп{л-\-\,\'-\-\ =  0 
k, l=fl,  V 

(p — 1, 2, . .., m — 1; V — 1, 2, 1). 

Далее дадим аналог известной теореме Мазура и Орлича [4] 
о суммировании расходящейся последовательности регулярным 
методом для случая двойных последовательностей. Аналог этой 
теоремы получает следующую формулировку. 

Теорема 2.1. Если регулярный метод ограниченно сумми­
рует расходящуюся последовательность, то он ограниченно сум­
мирует некоторую неограниченную расходящуюся последова­
тельность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  э т о й  т е о р е м ы  о с у щ е с т в л я е т с я  ф а к т и ­
чески дословным повторением доказательства Даревского [1] 
теореме Мазура и Орлича, если учесть следующее: 

а) Разбиение на зоны, данной^ в теореме, ограниченной рас­
ходящейся последовательности is^} производится здесь диаго­
нально, как показано на нижеследующем чертеже. 

Из этого ясно, что в &-тую зону последовательности {s^} при­
надлежат те ее члены, у которых индексы р и v удовлетворяют 
условию 

Nk-1 < р. + V < Nk-
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hU 

h t 

б) Расходящаяся неограниченная последовательность i^v{ 
конструируется здесь при помощи определенной последователь­
ности индексов Nk аналогично Даревскому, т. е. в &-той зоне 
неограниченной последовательности имеем члены в форме 

Šfiv ~V k S . 

в) При оценке преобразования последовательности регу­
лярной матрицей Л = (Ошп^г) представим А-трансформацию по­
следовательности в виде 

N k—i 

/и — У п — V V /7 > j 
!  mn —'  ~  ^  mn f iV  =>/XV I  

(М, V Т—2 ,М+У=Т 

"ä ^+1 
~Ь ^  a mn uv^l iv  ^  ^  amn [ IV  • • • • T=iVÄ_!+l /Х+У=Т T=A r

Ä+l ,u+y=T 

г) Для завершения доказательства нужно еще отметить, что 
ограниченность и сходимость последовательности {г] т п} следуют 
из последней получающейся оценки для общего элемента после­
довательности {Г]т п } -  1  

Теорема 2. 1. нам необходима для получения обобщения на 
случай двойных последовательностей следующей, известной 
в теории рядов, теоремы Виланского [7]. 

Теорема. Матрица А, сохраняющая сходимость и обладаю­
щая обратной матрицей А - 1, суммирует расходящуюся последо­
вательность тогда и только тогда, когда 

sup I \a'nk\ = oo. 
'п  k 
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Для доказательства аналога этой теоремы в случае двойных 
последовательностей, кроме теоремы 2. 1, нужна 

Лемма 2.3. Соответственно каждому методу B=(b m n l i v) y  

который удовлетворяет условию 

sup 2 \b m n f i v\ = oo, (6) 
от, л [г, V 

найдется такая ограниченная сходящаяся последовательность, 
B-трансформация которой расходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а )  В  с л у ч а е  д а н н о г о  м е т о д а  В, усло­
вие (6) окажется выполненным, если найдется хоть одна пара 
чисел тип, при которых 

2 Ibm n.fiv\ — OO. 
fi,  V 

Но в этом случае, по лемме 2 в работе Робизона [6], най­
дется такая последовательность из класса Ьсп, В-трансформа-
ция которой расходится. 

Так, в этом случае наша лемма доказана. 
б) По доказанной части леммы мы имеем далее право пред­

полагать, что 
2 \bmn(J.v\ <С 0 0  

[I,  V 

при любых m и п и в то же время имеет место (6). 
Возьмем далее некоторую последовательность из класса rem 

(она особенно принадлежит к классу be). По исследованиям 
Гамильтона в работе [3] (§ 5, пункт 5, и § 6, пункт 6) необхо­
димое и достаточное условие того, чтобы последовательность из 
класса rem преобразовалась в последовательность из класса Ь, 
заключается в выполнении условия 

2 \bmn/iv\<K [m, п= 1 , 2 , 3 , . . . ) .  
/И, V 

По условиям доказываемой леммы метод В последнему 
условию не может удовлетворять. Следовательно, выбранная по­
следовательность из класса rem имеет неограниченную B-транс­
формацию. Из оценки, данной Гамильтоном (§ 5, пункт 5) 
в работе [3] для общего элемента B-трансформации рассмат­
риваемой последовательности, следует и расходимость этой 
трансформации, что и завершает доказательство леммы. 

Теперь мы в состоянии доказать аналог теоремы Виланского. 
Теорема 2.2. Треугольный регулярный метод А — (amniiv) 

ограниченно суммирует расходящуюся последовательность тогда 
и только тогда, когда 

sup 2 j a m n ( Xv j — oo. (7) 
m <  n  f l ,  v  —  \  
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Н е о б х о д и м о с т ь .  П р е д п о л о ж и м  п р о т и в о р е ч и в о ,  ч т о  
т, п  

sup 2 \а' т,щу\ = с < оо. (8) 
т '  п  и ,  V= l  

По теореме 2. 1 можем предполагать, что А ограниченно сум­
мирует неограниченную расходящуюся последовательность. 
Пусть этой последовательностью будет {л^Л. Тогда 

У inn === 2 CLmnfJlv Xj_iv 
//, v—\ 

и по условиям теоремы {утпУеЬс. 
Но на основании сделанного предположения (8) мы получаем 

I Xrnn I 2 j CL mnfiv \ j \jf-iv j С/С, 
f i , v  = \ 

где К — sup уцу, что противоречит выбранному характеру после-
( I ,  V  

довательности ix^v). 
Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  в ы п о л н е н о  у с л о в и е  ( 7 ) .  П о  

лемме 2. 3 найдется последовательность {x f l v} из класса Ьсп (осо­
бенно rem), А'-трансформация которой расходится, т. е. 

Утп  —  2  a ! n u i j x v  X f l v  И {ymri) G С. 
И , v~l 

Для доказательства теоремы остается убедиться в том, что 
метод А ограниченно суммирует последовательность {у т п}. Но 

т, п иг, п Ц, V 
2 Clmnliv У[IV = 2 Unutav 2 a jxrkl Xki = 

fl,v = i Ц, V = 1  k, 1=1 

т ,  п  т ,  п  

= 2 ( 2 CLmnjxvCL [tv kl) Xkl — Хтп, 
k, 1=1 U,V=k,l 

и при этом {х т п} е Ьсп, что и требовалось доказать. 
3. Ознакомившись с этими вспомогательными теоремами, 

приступим к доказательству следующего обобщения теоремы 
Мерсера, воспользовавшись следующими обозначениями: 

т, п 

и  f_, W 
2 р fiv — Pinn И Rnin-—~~ 1  7> > 

H,V = \ т " 

где p/xv — положительные числа. 
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Теорема 3.1. Если при « > О, Я^£оо и неограниченно воз­
растающем Рmn последовательность 

tm+1, п+1 = a sm+1, п+1 + (1 — a)Rmn 

ограниченно сходится к пределу Я, то и {s m„} ограниченно схо­
дится к этому же пределу Я. 

Простое рассуждение покажет, что теорема 3. 1 получается 
следствием из нижеследующей теоремы 3. 2. 

Именно если {t m n}ebc, то {t m n  — Я} е Ьсп. Но так как 

tr, 
2 P[iv( s[iv *) 

Я = CL (Smn — Я) -j- (1 — Ct) — 5 

то ясно, что из результата {s m n  — Я) eben получается необходи­
мый результат теоремы 3. 1. -

Теорема 3. 2. Если при а^> О, Я ̂  оо и неограниченно воз­
растающем Р т п  последовательность 

tm+1, л+1 — CL Sm+1, п+1 + (1 — «) (9) 

ограниченно сходится к нулю, то и {s m n} ограниченно сходится 
к нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о  л е м м е  2 .  1  и з  р а в е н с т в а  ( 9 )  п о л у ­
чаем 

яг+1, л-f 1 

R m+1, л+1 

2 1  

/л у=\ 
у t 
'  M+1, л+1, ßV LIV 

m+1, л+l 

^ У = l m+1-л+1. ̂  

(10) 

где 
/л+1, л+1 

2 м  /72 —j— \ у tl —j— 1 / 1 1 • \ 
/m+1, л+l, [iv = 0> — ym+\, л+1, m+i, л+1- V i  1) 

fl,V — 1 "/71+1,  Л+1 

У/П+1, Л+l, m+1, Л+1 произвольна, а все остальные }>m+l, л+1, MV 

определяются системой, соответствующей системе (5) и имею­
щей вид 

4 j^+'."+w+i = 0 (// = 2,3, . 
Л", л+1 

_1 У  
/"+'.я+»..?!±и: =  о (v = 2, з,, 

A'm+l, У 

Т" У171+1, л+1, MV 

m + 1 ) ,  

л + 1 ) ,  
(12) 

/> 
'  /72+ 1, Л+1, /-tV 

Рц—\, v—i 
= 0 

где /? = 

(//— 2, 3, ..., m+ 1 ;  V —  2 ,  3, . . . ,  /1+ 1 ) ,  

1  ". Этой системе удовлетворяет следующее решение. 
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Уm+1, n+i,;«, /z+1 —= 
n ^ Го (М '— 1,2,..., W) , 
^m+l, n + \ 

Уm+1, л+l, m+1, у — r — 7o (v  ~ 1, 2, . . • fl) , 
"m+I, л+l 

P fjlV 
*У tn-\-1, л -j-1, yw ~ 

^.тг + l, /z+1 
r 0 ( l - / »  1 "  

\  S,  #=//,  V s. < 

m—1, «—1 m, n л , - , , , . p . , , 
j ß2 2J LfiZhlL^xl ^+i 

Suti=[A,V .j, /=J1+1, /l+l ^Si. fi ' S, t 
m—2, л—2 m—1, л—1 m, n n о n . . , , . _^3 j; 2 1  2 ^$2+1. *2+1 ^Sx+l./i+l ^s+1, j+1 

P . P . P S2,ti=[A,V S\, *l=$2+l, /2+1 S, /=Si+l, /i+l $2, h Sl, ti S, t 
n—(m—u) я—(m—,«)+! 

+  . . .  +  ( —  1  ) « - H - i  ̂ - « + 1  2  2  
tm—fi—v tm_f j l—\=tm_u-{-l 

2 'm—(Ы+1 ^^+2, " * " ^m+l, /+1 

' = :'i+ 1  ' 'm—fx *т—и—1 ' ' ' m> t  

( f i  =  1 ,  2 ,  . . .  ,  m ;  v  =  1 , 2 ,  . . .  ,  n  —  ( m  —  p ) ,  

v = V' v /1 — /? my" p*+i.h-i 1 Ут+1, м+1, ,MV - Уо I P 2 p I 
P m+1, п + 1 \ s,t=(i,V s-t 

+ p m~2"~ l  Y Mkw^i+v±i_ 
J j ,  t l = f l ,  V  S '  ' l + l  ' l  ^ S ,  ̂  

ß3m~2£~2 
т~у- 1  у Ps 2 +l,WPsi+l,ti+l-Ps+l.t+l 

2, h~ j X ,  V  $i> *1—$2+l>'2+1 s, t— si+1, *i+l ^Si,h ^*si, ti Ps, t 
m—(n—v) m—(я—r)+l 

+ ... + ( — \)n-r+l ßn-v+1 £ . j; 
S/i—V^f* 5n_y_l=Sn_y+l 

^ ^л-V+'i Hl Ps n _ v _i+l, v+2 ' ' ' ̂ $+1, я+Л 
• * • ^ 5 7p p ) 

$=$1+1 sn—v, v sn—V—1, V+l ' s'n ' 

(v = 1 , 2 ,  . . .  , n\ fi = 1 ,  2 ,  . . .  ,  m —  ( / г  —  ! > ) ) ,  

где )^o : : = =  У т+!. n+i. m+i, n+i — произвольная величина. 
Из равенства (10) следует, что сходящаяся к нулю последо­

вательность преобразуется матрицей 

С = Ут+1,  n+[,(lV 
m+1, я+1 

2 Ym+\,n+\,liv (Л ,  v  =  1 
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в последовательность Rm+ i.n+ь Элементы матрицы С определены 
равенствами (11) и (13). 

Из выражений в равенствах (13) следует, что у т+i,n+i,ßv за­
висит от величины ß. Поэтому для нижеследующих рассуждений 
полезно ввести обозначение 

Ут+\, п+1, (IV = Ут+1, л+1, f iv (ß) . 

Для матрицы С оценим величину 

т+1, л+1 | ym + h n+l,ßv 
D m+l, п+1 

= 2 
m+1, л+1 

P ' v = l  I Ž У m + 1 ,  л + 1 ,  f w  
I ß,V=z 1 

1) При /? < О (т. е. а > 1) из равенств (13) следует, что 
l^m+i, n+i, fj.v (ß) I =  ̂m+i, л+i, /uv (ß), и, следовательно, 

Dm+i, л +i = 1 при т, п= 1, 2 , . . .  .  

2) При > О (т. е. а <С 1) на основе равенств (13) имеем 

l^m+i, л+l, ßv (ß) I С ут+1, л+1, ßv (— ß) 

и, следовательно, • j 
m+1, л+1 

2 Ут+l, л+1, ßv (~ß) 
b'm+l, л+1 % m+1, л+1 

2 Ут+1, л+1, О?) 
У=1 

где 
т+1, л+1 

2 Ут+1, л+1, //У (/?) 
Ц, У = 1 

= у 0  

г т+1, л+1 

т+1, л+1 
Для вычисления величины 2 1  y m+i, n +i,ßv{—ß) используем 

ß,V = l 

лемму 2. 2, по которой в данном случае система (5') приобре­
тает вид 

Д Ут+1, Л+1, ß, Л+1 Q 

" ^.«+1 ~~ (z< = 2,3 т+1), 

j Уд+1 я+1,„+1.> =  0  ( v = = 2,3, ... , л+1), 
"т+1, У 

Т Ут+1, л+1, //У ' а Ут+1, л+1, ßv ~ 
ßv п г р ^ ^у у—1 

(f i  — 2, 3, . . . , w -f- 1; V := 2,3, ... , /2 —j— 1). 

(14) 
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Можно проверить, что решением системы (14) будет реше­
ние системы (12), если в нем ß заменить на —ß. 

Но по формуле, соответствующей формуле (4'), имеем 

m +V + 1  
г  ( ОХ « Ут+1, п+1, m+1, n+l (~ ß) р  

* Ут+1, л+1, ,«»4—р) — 2(у — I о "т+1, л+1. 
V —1 "т+1, л+1 

Произвольную величину у т+\, л+i, m+i, л+i (—ß) теперь опреде­
лим так: 

У  т+1, л+1, т+1, л+1 ( ß )  =  ( 2 а—  1) |уо | ,  

что дает величине D m+i, n+i оценку 

П / а  I Уо I ^m+l, л+1 ^т+1, л+1 -j 
, л+1 х * j I п А 

г т+1, л+1 °Ч Уо I 'т+1, л+1 

при т, л = 1, 2, ... . 

Таким образом при произвольном а^> 0 преобразованием С 
выполняется условие 

т+1, л+1 

Ц, V~l 

>'т+1, л+1, /iv 
т+1, л+1 

2 Ут+1, n+\ ,ß v  
k ,  l - l  

< 1 при т, ti — 1,2,... . 
(15) 

Зная матрицу С и учитывая (9), выпишем результат обра­
щения равенства (9) 

1 ,  р  'V У mn liv j  
оm+l, л+1 — — tm+1, л+1 — р ^ \М 1' — 

М, У = 1 V V 
r  } mnuv 

(Л, v=l 

m+1, л+1 
= 2 Cm+l , « + 1 , , « r  t ß v  •  

/ л ,  v = 1  

Из полученного равенства и неравенства (15) имеем 
т+1, л+1 j 

I \с т+\,п+\,!лу\ < —  +  111 При т ,  Г С  = 1 , 2 ,  . . .  .  
//, V —1 

Но тогда по теореме 2. 2 и проведенному рассуждению по­
нятно, что последовательность {$тл) не может быть расходя­
щейся. 

Для завершения доказательства остается показать, что по­
следовательность {s m n} может (к тому же она оказалась сходя­
щейся) быть только ограниченной. Предполагая противное, т. е. 
{Sm, л) е с, но {s m n} G b, можно сконструировать противоречие так 
же, как оно было получено в доказательстве необходимости 
условия (7) теоремы 2. 2. 

Ясно, что из теоремы 3. 1 непосредственно следует аналог 
теоремы Мерсера, т. е. 

166 



Теорема 3.3. Если при а^> 0 и Яу^оо последовательность 
tn,  П 

2 s [iv 
tm+l ,  n+l  —  a  S m + \ ,  л+1 -j- (1—а) — m n  

ограниченно сходится к пределу Я, то {s^ v} так же ограниченно 
сходится к пределу Я. 

З а м е ч а н и е .  Н а  о с н о в е  п р и в е д е н н о й  т е о р е м ы  М а з у р а -
Орлича (т. е. теоремы 2. 1) доказательство теоремы 3. 1 в сущ-

. 1 
ности совсем отпадает, когда ограничиться только случаем а ^ 

(т. е. |/3|< 1). 
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ÜHEST MERCER! TEOREEMI ÜLDISTUSEST KAHEKORDSETELE 
JADADELE 

Т. Sõrmus 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis üldistatakse kahekordsetele jadadele tuntud Merceri 
teoreem, mis lubab järeldada jada koonduvust sellest jadast ja tema aritmeeti­
lisest keskmisest moodustatud lineaarse kombinatsiooni koonduvusest. 

Kõne all olev üldistus saadakse niisugusest Merceri teoreemi üldistusest, 
milles jada aritmeetiline keskmine asendatakse jada Riesz'i teisendusega. 

Viimati mainitud üldistatud teoreemi tõestamiseks osutus vajalikuks anda 
kahekordsete jadade tarvis analoog Wilansky teoreemile, mis annab tarviliku 
ja piisava tingimuse_ selleks, et regulaarne menetlus summeeriks hajuva jada. 
Wilansky teoreemi tõestamiseks tuli omakorda üle kanda kahekordsetele jada­
dele Mazur-Orliczi teoreem hajuva jada kuuluvusest regulaarse menetluse 
summeerimisvälja. 
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ÜBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES SATZES VON MERCER 
FÜR DOPPELFOLGEN 

T. Sõrmus 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In diesem Artikel wird der bekannte Satz von Mercer [5] für den Fall 
der Doppelfolgen bewiesen. Der Mercersche Satz sagt, daß aus der 
Existenz von 

«»[«.,+ (!-,) '»+'»+и"+'-] 

auch die Existenz von lim s n  und die Gleichheit beider Grenzwerte folgt. 
Gleichzeitig ist der Satz für die Rieszsche Transformation verallgemeinert, 

was den Fall des aritmetischen Mittels in sich beschließt. 
Um den Beweis für den verallgemeinerten Satz abzuleiten, hat man in 

diesem Artikel die Sätze von Mazur-Orlicz [4] (über die Summierbarkeit einer 
divergenten Folge mit der Hilfe der regulären Transformation) und Wilansky 
17] (der Satz, der die notwendingen und hinreichenden Bedingungen für 
die Summierbarkeit der divergenten Folge mit der Hilfe der regulären Trans­
formation gibt) auch für die Doppelfolgen bewiesen. 
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О НЕКОТОРЫХ ОБОБЩЕНИЯХ ТЕОРЕМЫ МЕРСЕРА 

Т. Сырмус 
Кафедра математического анализа 

В статье [3] мы получили одно обобщение теоремы Мерсера 
[6] для двойных последовательностей. В настоящей статье мы 
докажем несколько обобщений теоремы Мерсера на случай про­
стых последовательностей. 

0 теореме Мерсера важно отметить следующее. 
Многие математики рассматривали нижеследующие два ос­

новных вида теоремы Мерсера, из которых первая принадлежит 
самому Мерсеру. 

Теорема I. Если Я > О, / оо и 1  

I 
1 im -j- (1 — Я) •-— J I, 

то 
lim Sn = I. 

Теорема II. Если Я 0, /^zž оо и 

I 5 *Д 

ТО 

lim s n  = I. 

Понятно, что эти теоремы близки друг другу, однако они не 
тождественны. Как показал Наруми [7] в 1917 году, эти теоремы 
оказываются тождественными только в некоторой области зна­
чений параметра Я. 

В статье Польняковского [8] (  сформулировано следующее 
обобщение теоремы II: 

1  Под символом lim S n  —  S  мы подразумеваем lim S n  =  S .  
n 00 
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Теорема III. В случае методов 2  С а  и Н а  с а — 2, 3,. . . .  с у­
ществуют постоянные, соответственно, Я а  а % а  такие, что из ус­
ловия lim (Язя -j -  (1 —Л) t n) = /, где t n  означает, соответственно, 

П 
Сп или Нп, следует lim s n  — I тогда и только тогда, когда Я > Я а  

или Я > Я а. Обе последовательности, {Х а} и {Я^}, являются воз­
растающими при а > 2, неотрицательными и сходящимися к зна­
чению у 2. 

Справедливы следующие асимптотические представления 
а л 

,  .  .  COS — - ,  у 1 1 л 4  •" а 1 п-
« ~Т~48 и  « —  Г7 

1 -4- cos" — а 

Д о к а з а т е л ь с т в о  э т о й  т е о р е м ы  д а н о  в  с т а т ь е  П о л ь н я -
ковского [9]. 

Теорема III, которая является обобщением теоремы II, пока­

зывает, что для методов С а  и Н а  имеет место теорема Мерсера 
в  с л у ч а е  Я  >  Я й  и л и  Я  >  Х ' п  п р и  а  —  2 ,  3 ,  . . .  .  

В настоящей статье мы дадим несколько обобщений тео­
ремы I. В частности, в наших результатах содержится аналог 

теоремы III для методов С а  и Н а  с «)>0 и параметром Я > 0. 
В первом параграфе данной статьи мы изложим символику, 

необходимые нам теоремы и проведем доказательство одной 
вспомогательной формулы. Во втором параграфе докажем тео­
рему Мерсера на случай преобразования Хаусдорфа и выведем, 
следствия полученной теоремы, а в третьем параграфе частично 
расширим теорему III. 

§ I-

Мы будем обозначать матричные преобразования первыми 
прописными буквами латинского алфавита с соответствующими 
элементами, т. е. А — (ank), ..., а обратные преобразования, со­
ответственно, символом А~ 1, ... с элементами a f

nk, • • • • Для ко­
нечных разностей воспользуемся общепринятыми символами. 

Ниже используем следующую теорему. 
Теорема 1. 1. (Виланский [10]) 
Матрица А, сохраняющая сходимость и имеющая обратную 

матрицу А - 1, суммирует расходящиеся последовательности тогда 
и только тогда, когда 

sup 2\a'nk\ — oo. 

2  Определения методов Чезаро С а ,  Гелдера Н а  и Хаусдорфа (Н,  n k )  

даны в Харди [2]. 
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В данной статье мы имеем дело с линейной системой урав­
нений следующего вида: 

*1 ~Ь et 12-^2 013-^3 (Х\пХп — Cl 
X2t + «23-^3 "j- ... -j- Cl2nXn = Ci • / 1 1 \ 

Х з  "jr.' ' ' a^ n X n  ~ C?> 
X n  

r= Cn. 

Для решения этой системы мы воспользуемся рекуррентной 
формулой 

%k =  С/; — 2 (iksXs, ( 1 . 2 )  
s ~ k + l  

справедливость которой очевидна. 
Имеет место формула: 

( I i t t i 1 , ' , ) " + ( 1 . 3 )  

где k > / и s > k целые числа, a \ik некоторая действительная 
последовательность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  k  ф и к с и р о в а н н о е  ч и с л о .  Д л я  
s = k справедливость формулы (1.3) очевидна, а для s > ß 
имеем: 

s _ i(_ „t-,) с I ;*: ;|) *>-<*-'>+*.= 

V , v ( s - ( A — l ) \ " _ ( v _ 1 ) /  14// я —  ( f t — I )  \  1  
= £ (-')'( / )^+7 

• si"(-ir( s-")M„+„= 
m=0 \  m  /  

S n--(k— 1)  5- /7  /  О _ /А 1\\ 

= 22 2 (— l)'+m+l ( s  !M. 
Z~0 m=0 \ ' / 

/ S — (A — 1) -— I \ / S — П \ ßn-\-m 

\ n —  \ k —  1 )  —  I  )  \  m  )  i l k ~ x  ~ ~  

s—k *+1 s—t—k / /. i \ \ 
= 22 2 (— ly+m-H ( (k

~ 
l

> \ . 

t —0 /=0 m —0 V I / 

( s —  ( k —  1 ) —  l \ ( s  —  k  — 1 \  V t + k + m  C I O  
Л  < + l - i  A  r n  =  

где 

s- =2 JÕ' (- l )mtl(s7 VM5".-V<+™ 
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и 
S—(ft—I) s—ft S—t—k / /, , x \ 

S 2  =  2 2 2 ( _ i y + m + i / s - ( f t - l ) X  
1=1 t=l-1 m=0 . V 

1 / 

/ S — (ft — 1) — / \ Z s — k — t \ f^k+t+m 
Л  < +  1 - /  Д  m  )  ß „ _ l + l  '  

которые получены при изменении порядка суммирования по t  и / 
в последнем полученном выражении суммы S. 

Выбирая в cyMMe'Si новый индекс суммирования u < = t  т ,  

получаем: 

S i  =2 2 <- 1 )"" < ь , )  (MV) Г«_7')= 

=2(- <-')" ('"»+? ") ('7-7') = 

= 2 < -  ( s ~  r " 1 ' ) ( 4 + 7 - 7 * )  =  

=2(- (s_«+711) Ii (-1)1 e t1)= 

= - S2 (- 1 y(s~ (*7 *>) № +« = zd-c-'V*., - мы, 
U=0 X u  T 1  ' 

ибо 2 (— 1 ) r  /u + 1  \ так как и + 1^0. Итак, мы по-
Т=1 X т  / 

лучили 
Si = — цк-\. 

Далее вычисляем: 
п— (ft— 1) s — ( k — l ) — l  5 —(ft—/)—Z—Г /с f Ь — Л \ 

:  2  2 -  2  ( - l y + m + l / 5  ( ,  - М -
Z=1 r=r0 m=0 * Z  ' 

/ S — {k — 1) — /\ /s — (k — 1) — / — T \ V-k-l+l+m+T 
Л t Д m K*- 1  sitt; -

•s2= 2 
Z=1 

s—(ft—1) 
= 21 

z=i 
где 

'з> г —  i W s ~ ( f t  — 1 ) \  v-k-\ s 

V I / MÄ—1+Z 

s— (ft—Л—I s—(k—l)—l—T / _ (ь П /X 
s , —  S  2  ( —  1 Г + 1  (  1 6  '  ) •  

т=0 m= 0 X T  / 

/ s —  ( f t —  1 )  — /  — Г  \  
Л m ) 
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S (k 1) l S—(k—\)—l , 1 I |\ 1 \ 
—  2  1  ( _  l )H-r+ l / s  —  ( A — 1) — / X  

г=о а=т V x J 

( s  —  ( k  —  1) —  /  — 1 \  _ _  
Л  и - г  y u k - i+ l+a -

s_ ( t  1)_; (*—1) — l \  
= J 0  ( - ! ) " + '  + < - . + » (  „  ) •  

так как 

r=o Vt/ j при M = 0. 

Следовательно, S 3  = —fik+i-i и 

1 у (*" (*" 1 1) (-  ->)= 

= - to-, S_£ , )  (- 1)' ( S _  (* ~ " ) =  -i, 

так как 2 (—l)'( s  
— '')1=—1, ибо s — (k — 1)^0. 

По найденным значениям Sj и Sj 2  получаем: 

S = Si + S2 '= A s~ { k~ X )  pk-1, 

что и доказывает формулу (1.3). 

§ 2. 

В данном параграфе будем рассматривать методы Хаусдорфа 
(Я, ßk) и докажем следующее обобщение теоремы Мерсера. 

Теорема 2. 1. Если Я > 0, /у^оо, а последовательность Хаус­
дорфа [ik абсолютно монотонна и регулярна, то из равенства 

lim (As,, + (1 — A) "i' ( " 7 1) = I 
n k—Q \ R ? 

вытекает 
lim s n  = Z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В в е д е м  о б о з н а ч е н и я  (^A n~ k(ik = h nk, 

2 h nkSk — Hn и 

/„ = As„+ (1-A)#„-, (2.1) 
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или 

tn = Я i h'nkHk + .(1 -Я)Яп-,. (2. 2) 
k=zQ 

Найдем обратное преобразование преобразованию (2.2) из­
вестным методом Шура. С этой целью помножим обе части ра­
венства (2.2) на величины у т п  и просуммируем от п — 0 до 
п — т. Величины у т п  определим ниже. Получаем: 

т т п т 
S Утп^п = =  Я 2 утп 2 Н nkHk ~f~ ( 1 — Я) 2 УтпНп-\ 
п=0 п=0 6—0 /г=0 

= h ymmh 'ттНт . 2  (Я И УтпН'nk ~\~ ( 1 —Я) £-н ) Я/>. 
&=0 /г=6 

Требуя теперь, чтобы удовлетворялась система 

w  1 —; 
2 ymnh'nk н 2 ym, k+i =  0  (ß =  0,  1 ,  2 ,  . .  . ,  т — 1), (2. 3) /г=£ А  

находим из предыдущего равенства 

т 
— Утп 

//„ = 225—-7-, (2.4) 
Л У m m  m m  

По условиям теоремы из равенства (2. 1) следует, что при 
s n  = 1 будет и ^-1 и Я„=1, а следовательно 

2 утп = =  hymmh'mm, (2. 5) 
//=0 

что вытекает из равенства (2.4). 
Это показывает, что обратное преобразование для (2. 2) оп­

ределено матрицей 

С=/-^-\ = (гг^Н- (2.6) 
V у I ' V Уо П, / тл ^/г=0 

где величина уо = ушт взята произвольно, а остальные опре­
делены системой (2. 3). 

Для окончательного определения преобразования С присту­
пим к решению системы (2.3). В случае преобразования Хаус­

дорфа с элементами h nk— ̂ An~kßk, имеем h' nk — \^jAn~k—. 

Этим система (2. 3) приводится к виду: 
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}>»»> (I)  — r M " )  л т ~ к ~к  -  -(2 7) 

( k=0 ,  2 ,  . . .  y  m —  1 ) ,  

где с = • 

Так как система (2.7) линейна, то из вида столбца свобод­
н ы х  ч л е н о в  с л е д у е т ,  ч т о  в е л и ч и н ы  у т п ( п  —  0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  т — 1 )  
можно искать в виде 

Утп — Хтп -\~Утп (tl = 0, 1, 2, . . . , Ш 1 ) , (2. 8) 

где Х т п  и Утп определяются ситемами 

" у 1  Y  ( п \  Л  n — k _ } _  .. f /И\ Л m— k  *  
Х т п\k) А  

н  - "* UP „ t  (2.9) 

( k  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . . .  m - 1 )  

и, соответственно, 

П 12 
П£к У т ф к  (0 ~ ~ W m' * + 1  (2. 10) 

( &  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  т  —  1 ) .  

Система (2.9) решается очень просто. Для этого нужно 
только заметить, что нахождение методом Шура обратного пре­

образования для s n= 2 (") Л п~ к  — Hk привело бы нас имен-
k— 0  X R /  ! lk 

но к системе (2. 9), но ведь тогда 

у 
Л т п  

2 X ~ тп 
/2=0 

(I) *-» Л. 

а так как 

то 

/П J 

2 = Уо ) 
п =0 -z/m 

X m n=:y 0—(^)A m- nfj,n (п = 0, 1, 2, ..., m— 1), (2.11) 
Mm ^ / 

что и является решением системы (2.9). 
Система (2. 10) имеет следующее решение (в чем убедимся 

ниже): 
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. y-=~ c \ i  i t ,  ( o h )  ̂ - < < , +vo- + 1  (:) д°-"ип+ 

y y\t Д1.^ (••+«) с; +,)№ 1 ,'ч + 1-

• (") 4«'-»/*,— 
(2. 12) 

w—3 m—2 m—1 1 / m \ 
-c»)'o 2 2 2 ^( ™ 

ö2=« (Ti=a£+l (7=(7,+i M/n 4 a  T- 1  / 

• СЛ,) („/;,) (?) л*->„+... 

. . .  +  ( —  1  y - n c m - n y 0 i u n ( W n + i . . . ( W m _ i  ( / 2  =  0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  m  —  1 ) .  

С учетом формул (2.8), (2. 11) и (2. 12) мы видим, что реше­
ние системы (2.7) имеет вид полинома относительно пара­
метра с. 

Этим полностью определено обратное преобразование преоб­
разованию (2.2), а, следовательно, обратное преобразование 
преобразованию (2. 1) имеет вид: 

т т / т Уь \ 
Sm = 2 b'mnt n  = 2 / 2 Hmk—^-Atn, 

п= 0 ,7=0 \k=n Я у I 
\ Vk !  

или (см. 2. 5) 

s m  = 2 ( 2 h' m k  /*" \ f„. (2.13) 
s Пп 

\ n= 0 

Вычисляя b'mn, ^ учетом (2.1) и формул (2.8), (2.11) и 
(2. 12) мы находим: 

— 2. и mm — у 

6'„» = у [-С ("* ') d—'-»,«»+ 

+ c 2 ^ ( r + i ' )  ( * )  ̂  
т—2 
2 

a=k 

т—3 /п—2 т—о m—i / 1 \ 
— с 3  2 2 ( , , ) (2.14) 

(7 1 =& ö=(Ti+l V 0  I 1  7  

•С,;,) ̂ +v. 1 + 1(?)^.-> t+... 

...+ (—l) m-V"- f t
W Ä +i ... ^m-i] (& = 0, 1, 2, . .., m — 1). 
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Полученные формулы (2. 14) показывают, что b' mk являются 
полиномами относительно параметра с. Коэффициенты этого 
полинома, взятые без знака перед степенью с, положительны, 
что следует из условий теорему. Так как значение элементов 
b'mk зависит от параметра с, нам будет полезно ввести обозна­
чение Ь'тп(с) = Ь'тп, а также утп(с) '= Утп-

Для доказательства теоремы Мерсера нам нужно показать, 
что преобразование (2. 1) может суммировать лишь сходящиеся 
последовательности. В справедливости этого мы убедимся при­
менением теоремы 1. 1. С этой целью покажем, что преобразова­
ние (2. 1) не удовлетворяет необходимому и достаточному усло­
вию теоремы 1. 1, т. е. что 

> т 
sup 2 \b 'mk\ oo. (2. 15) 
т k=0 

Рассмотрим 2 случая. 
1) Пусть с < 0, т. е. Я > 1. В этом случае ясно по формулам 

(2.14), что \Ь'тп\ = Ь' т п. Из равенства (2.13) теперь следует, 
что 

Vkn 
2 1— 2 Ь'тп — 2 2 h'mk 

n= 0 n=0 n=.0 k=n 
2 hn n=0 

k 
= 2 h'mi 2 = 2 h'mk = 1, 

k—0 ti—0 YT „ k—0 2, Vkn 
n~ 0 

m 
так как по условию теоремы 2 hmk= 1, а, следовательно, и 

£=0 
т 
2 h'mk — 1. Значит выполняется условие (2. 15). 

k=0 
2) Пусть с >> 0, т. е. 0 < Я <С 1- В этом случае по формулам 

(2.14) следует, что \b' m n{c) | < Ь' т п{—с), поскольку 
Ь 'тп (~С )>  0. 

По равенству (2. 13) ясно, что 

6'т„(- с )  = 2  f t ' m i  ,  
k = n  2 г„Л-с) 

П- 0 
а, следовательно, 

т т т т у (— с) 
2\Ь'тп(с)\<2 Ь'тп{ — с )  =2 2 h' m k  ; ----- = 1, 
"=о "=° п=о к=п 2 П п (_ с )  

п=0 

что доказывается так же как и в случае 1). 
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Из теоремы 1. 1 и проведенных рассуждений 1) и 2) мы за­
ключаем, что преобразование (2. 1) не может суммировать рас­
ходящиеся последовательности, т. е. что {s n) может быть только 
сходящейся. 

Для завершения доказательства, нам осталось только убе­
диться в справедливости формул (2. 12). С этой целью присту­
пим к решению системы (2. 10), которую приведем к виду: 

Ymk  - f -  ß k  [  (  b  C 1  Y m ,  k + l  - f -  2  Y m n ß k  A  
L  x  K  '  Pk J  n=.k+2  х / г /  

= —  C ß k X m ,  k + i  ( k  —  0 ,  1 ,  2 ,  . . . ,  m  —  1 ) .  

Полученная система имеет вид системы (1.1), а, следова­
тельно, для решения системы применима рекуррентная форму­
ла (1.2). Применение этой формулы позволяет нам непосред­
ственно убедиться в справедливости формул^ (2. 12) в случаях 
k = т — 1, k — т — 2 и k = т — 3. 

Далее предполагаем, что формула (2. 12) справедлива еще 
в случае индекса k и покажем, что мы получаем этот же резуль­
тат в случае индекса k— 1. 

Применяя рекуррентную формулу (1.2), мы имеем: 

Ymk — Ym.t-, —/«-1 [G-l) Jl  ^ 

- " 5 V i  ( . "  )  - L - Y m n  =  L  +  M  +  N .  (2. 16) 
/7=6+1 1/ (*k—l 

Из соотношений (2.11), (2.12) и (2. 16) видно, что Y m,k-1 
является полиномом степени т—(k—1) относительно пара­
метра с. Остается только убедиться в том, что коэффициенты 
этого полинома соответствуют формуле (2. 12). 

1) Из выражения (2. 16) ясно, что член полинома со сте­
пенью содержится только во второй части слагаемого М, 
а, следовательно, имеет вид 

— ßk-\ с(— \)m~kCm~kyoßkßk+l • . . ßm-1 = 
= (— 1) m-(*-l) c m-(*-l) W f t _ 1  _ , _ 

который соответствует формуле (2. 12). 
2) Член полинома со степенью c' n" k  содержится только в сла­

гаемом М выражения (2. 16) и имеет вид: 

(— \) m - k C m - k y 0 (— ßk-l )  { k
k _ l )  Л* ' I lk. . .  ßm-l  — 

k+\ Ä+2 

— ß k - i {— \  )m-(k+l) c m-(k+\)  . y o C  £ 2  

^m—k—k a m—k—l = t r m—/fH 
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• • • X  £ (.+>)  л т
-(°+ , )^ • ( „ , ; > )  v « 1 + , . . .  

• • • (Zr+i) (V) А ° т~ к~ " ^ —  

= (— 1) m-kCm-ky0 ( J) A Vft-l • //*+1 . . . [lm-1 + 

Ä+l m—l 1 
_j_ (_ l)m-Acm-*y0 2 . . .  2 — .  

om_k=k 0=^+1 Mm 

• ( Л . ( » Д . )  

• • •  p l + ' l )  ̂ - e - 1 ~ " , ™ - 6 + , w „ _ 6 + , .  

•Ггк т-'~М*-!) 4>*->= 
k k+\ 

= (— 1 )m-k
Cm-ky0 2 2 

°m— (k— 1) —k—1 t'm—^=(7m—(A—0+1 

. . .  V  —  (  2  1 ) Am-(G+1) t*o+i • (7=01+1 Mm \ С 4" 1 ' 

•С,;.) ̂ -"" +v«.+.- • 

• (Y-ii 

что и соответствует формуле (2. 12). 
3) Остальные члены полинома со степенями с 1, где I — 

= т — k — 1, ... ,2, получаем из слагаемых М и N выражения 
(2. 16), а при 1= 1 из слагаемых L, М и N. Каждый из этих чле­
нов полинома вычисляем следующим образом. 

m—(l— 1) m—1 1 
« = ( —  - с у о  2  . . .  2  — .  

C>i_2=k e=zOi-f-1 Mm 

•( Л i) ̂ "^-(„Д,) 

• • • (j;+ , )  л ° < - з - ^ + % _ 2 + 1  ( + г =  
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от—( I—2+1) m—l 1 
(— \)1 С 1  уQ 2 ... Z — 

a,_2=(ft—1)+1 0=0i+l Mm 

• • • L"'~+ ( t_°'-2
+ t)Zl«(-2-(»-l+l)|U(4_1H.i• 

где 
m—l 

T= - 2 ft-i ( " ) Л"-« 6- 1» -р- • 
n-k \  л — 1 /  Mft—1 

от—/ от—(/—1) 
• ( - 1  Ус ' у 0  2  2 . . .  

. . .  Т — ( ™,)/1»-<«+1)^„ +,.( ° )л«-1«,+» Р„ 1 + 1... 
0=0^1 Mm 4  ff + 1  /  Х а1 + 1 /  

• • • („и + l) ("") АЬ-1-п^ =  

m—l от—(/—1) 
= (-!  2 2 

f fZ—1=A O t_2—0i_ 1+1 

... "I' — ( ".) /4«-<*+V<r+i(„ ° ) A»-w+> w... 
0=^+1 Мот Vtf + i/ X f fl + 1 /  

причем 
Ol-1 

r i =£ (-"6- l )  

что вытекает из формулы (1.3). 
Теперь можем в сумме /? объединить оба слагаемых общим 

m—l 
знаком суммы 2 . . .  ,  ч т о  и  д а е т  с у м м е  R вид члена со 

°i-\=k—\ 
степенью с 1  в сумме (2. 12), если в ней взять п — k— 1. 
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Этим теорема 2. 1 полностью доказана. 
В § 11. 12 работы Харди [2] даны функции ограниченной ва­

риации, которые опредеялют последовательности Хаусдорфа для 

методов Н а  и С а  при а > 0. Легко установить, что они возра­
стающие функции, следовательно, последовательности Хаусдор­

фа, соответствующие преобразованиям Н а  и С а  абсолютно моно­
тонны. 

Это показывает, что теорема 2. 1 содержит две следующие 
теоремы, которые и представляют собой обобщенный аналог 
теоремы III. 

Теорема 2. 2. Если Я > 0, 1^ оо, а>0 и 

lim (Я5„Ч- (1 — A)//"_i(s)) =/, 
п 

ТО < 
lim s n  — /. 

Теорема 2*3. Если Я > 0, /oo, а)>0 « 

lim (As,* -j- (1 —Я) Си—i(s)) = /, 
П 

то ? 
lim s r a  = l. 

§3. 

Вышеприведенные теоремы являются обобщениями той тео­
ремы Мерсера, которая выше была обозначена цифрой I. Далее 
докажем одно обобщение теоремы II, которое в то же время 
будет и частичным расширением теоремы III. 

Теорема 3.1. Если Я^>0, / ^£оо, 0<^а<С1и 

lim (Я5„ + (1 — Я) Н а
п  ( s ) )  =  I ,  

П  

То 
lim s n  — I. 
п 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  О б о з н а ч и м  

tn = 7iS n+ (1 -Я)Я«( 5). (3. 1) 

Последовательность. Хаусдорфа, соответствующая преобразова­
нию (3. 1), имеет вид 

""= A+<i- A>(Tjhj5' ( 3- 2 )  

и является регулярной последовательностью, как это следует из 
теоремы 210 в работе Харди [2] и того факта, что Я -f- (1 —Я) — 
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= 1. Для доказательства теоремы достаточно показать, что пре­
образование (3. 1) не может суммировать расходящихся после­
довательностей. С этой целью применим теорему 1. 1 и покажем, 
что необходимое и достаточное условие теоремы 1.1 в случае 
преобразования (3. 1) не выполняется, т. е. что 

V { т\ 
S UP 2  \ к )  т к-0 4  R  7  

Дт—k . 
Н 

Так как 

( k +  lf + c ) •  

1 - X 
где с — —— , то 

1 1 г Дт—k — Дт—k Дт—k 
Mfe Я I 

1 
i k  +  \ )  + с  

(3.3) 

и, слеводательно, 

5 о k=0 х  k  ' Vk Я Я k—Q Х  ^ ' 
Дт—k 1 

( A  +  l f +  с  

Из этого ясно, что для доказательства неравенства (3. 3) до­
статочно доказать следующее неравенство 

I (") /J m—k 1 
(k + \ f + C 

< М  ( m  =  0 , 1 , 2 ,  . . . ) .  ( 3 . 4 )  

Для этого заметим, что 

1 
(k + l f + c о 

/ л:^+ 1 ) й+ с - 1  dx, 

но тогда 

I m-fe J 
( £ +  1 ) к  +  с  б  

Рассматривая теперь случай с > 0, мы можем применить 
формулу Бонне [1]. Тогда получим для 0<|< 1, что 

1 1 
Г= I x~ lA m~ kx( k +  dx = A m~ k  J x~ l  - x( k +V a  dx = 

§ 5 
1 " ^(/e+l)" 

Дт — k  Дт — k  

Следовательно, 

^ m—k 1 
( f t + i r  +  c  

(Ä + l)1 (Ä + l) а " 

1 
(6  +  i r  

Дт—k __= 
(А + 1)" 

(3.5) 
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Из полученного видно, что неравенство (3. 4) окажется выпол­
ненным, если мы покажем, что последовательность 

, а 
  — 

( * + ! ) '  

(k + i г 

является моментом, т. е. соответствует преобразованию Хаус­
дорфа, которое сохраняет сходимость. 

Но так как 

и' = 1 ш+1) а  

и --~у: — момент, то по теореме 210 из Харди [2]i ясно, что и 

\ik' — момент, если окажется моментом. Мы имеем 

^ ( Ш ) а
e ( k + i ) a \ n i  и  i n | , =  — ' q t  Г д е  q ^ > 0 .  В  §  9  р а б о т ы  Х а у с ­

дорфа [4]. доказано,,что последовательности вида vk = e~Q (- k + a ) < x, 
при Q > 0, а > 0 и 0 < а <4 абсолютно монотонны. Но тогда 

|(ft+i) ß  — момент, что и доказывает теорему в случае с > 0. 
Теорема 3. 1 в случае с <( 0 вытекает без затруднений из ра­

венства (3. 1), если к нему применить известную теорему Мазура 
и Орлича [5] о суммируемости расходящейся последовательно­
сти регулярным методом. 
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MÕNINGATEST MERCERI TEOREEMI ÜLDISTUSTEST 

T. Sõrmus 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös tõestame tuntud Merceri [6] teoreemi järgmise üldistuse: 
Kui A > 0, / ;zf oo ja Hausdorffi jada \ik  on totaalselt monotoonne ning 

regulaarne, siis võrdusest 

lim (Лзп + (1 — А) 2 ( П  ^ An- l~k n ks k) = l 
n k=o 4  " / 

järeldub 
lim sn  - - l. 

n 

Sellest teoreemist saame erijuhuna Merceri teoreemi üldistused mistahes 
positiivse järguga Cesäro ja Hölderi menetluste tarvis. Saadud tulemused on üldi­
semad Polniakovski [8, 9] analoogilistest tulemustest Cesäro ja Hölderi menet­
luste kohta. 

Lõpuks näitame, et Polnikovski [8, 9] teoreemi saab Hölderi menetluse 
korral veel avardada juhule 0 < Л < 1. 

ÜBER EINIGE VERALLGEMEINERUNGEN DES SATZES VON MERCER 

Т. Sõrmus 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In diesem Artikel wird der bekannte Satz von Mercer [6] auf folgende Weise 
verallgemeinert: 

fik  sei eine total-monotone reguläre Folge; es sei Я > 0 und l p^oo. 
Dann folgt aus der Existenz von 

lim (As n  + (1 —Я) 2 ( й  , Дп-i-k n ks k) = t 
n >k=z0 4  R  J 

auch die Existenz von lim s n  und die Gleichheit beider Grenzwerte. 
n 

Gleichzeitig sind die Mercersche Sätze für das Holder- und das Cesäro-Ver-
fahren bewiesen. 

Damit ist auch ein analoger Satz von Polniakowski [8, 9], der die 
Fälle des Holder- und des Cesäro-Verfahrens behandelt, bewiesen. 

Es wird noch gezeigt, daß der Satz von Polniakowski [8, 9], für den Fall 
des Hölder-Verfahrens noch bei 0 < А <; 1 in Geltung bleibt. 
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УМНОЖЕНИЕ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ПО ПРАВИЛУ ДИРИХЛЕ 

И. Г. Кулль 
Кафедра геометрии 

Целью настоящей статьи является обобщение правила умно­
жения Дирихле для двойных рядов. На основе этого правила 
доказывается две\ теоремы об умножении сходящихся рядов. 
В случае умножения рядов, суммируемых методами Чезаро и 
Вороно го -Нерл унд а ,  р а с сма трив а е т с я  ч а с тный  с л у ч ай  D(p ,  q )  
этого обобщенного правила, которой все же шире известного 
правила Коши. 

Методы и результаты настоящей статьи тесно связаны с ра­
ботой [4] автора. 

1. Правило умножения Дирихле для двойных рядов 2 иы и 
2 Vst определяется аналогично, как в случае простых рядов. 1» 2  

Пусть заданы строго возрастающие в бесконечность последо­
вательности {Ял*}, U n"}, {[in ) и {(in"}. Образуем всевозможные 
с у м м ы  Я А '  +  ' Я Я "  ( k ,  S  —  0 ,  1 ,  . . . )  и  P I ц "  ( / ,  t  —  0 t  1 ,  . . . ) .  

Упорядочив эти суммы по их величинам, получаем строго воз­
растающие в бесконечность последовательности {Я т1 и {/ч п}, при­
чем все равные суммы Я*' + Я$" (соотв. fii + р") определяют 
один член Я т  (СООТВ. fin) - Теперь определяем член ряда-произве-
дения 2 Wm n  формулой 

Wmn=  2  2  Ukiüs t  { т , п  =  0 , 1 , . . . ) .  ( 1 )  
V-l-Wt—V-n 

Ряд 2w m n, определяемый формулой (1), называется рядом-
произведением рядов 2 Uki и 2 Vst по правилу Дирихле типа 
(Я', Я"; /л\ [i"). Для умножения Дирихле любого фиксирован­
ного типа (Я\ Я"; fi\ //") справедливо следующее предложение. 

Если член UkiVst принадлежит частичной сумме W m n  — 2 w P Q  
р, q=о 

1  Определение правила умножения Дирихле дано в [1] (стр. 95—96), 
[2] (стр. 61—68), [5] (стр. 297). 

2  Если индексы и пределы суммирования не указаны, то суммирование 
происходит по всем целочисленным значениям индексов от 0 до оо. 
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ряда-произведения 2 wp q,  то все члены Uk'i 'VS ' t '  (где k" k, 

V  <  I ,  s '  <  s  и  t '  <  t )  принадл ежа т  э т ой  с умме  W m n - 3  

Это предложение имеет простой геометрический смысл, на 
который мы опираемся при обобщении правила умножения Ди­
рихле. 

2. Пусть заданы функции Г \ (т ) ,  r 2 ( n ) , v x  (т ,  k )  и v 2 ( n ,  / ) ,  
имеющие неотрицательные значения и возрастающие (нестрого) 
в бесконечность при т ->• оо или соответственно п -> оо. Кроме 
того, пусть Vi (т, k) и v 2(п, I) (нестрого) убывают до 0 при 
k -> оо или соответственно I -> оо. 

Определим теперь частичную сумму ряда-произведения сле­
дующим образом: 

ri(m), гг(п) V\(т, к), v-i(n, !) 

Wm n  = 2 2 UkiVst (т,п = 0 , 1 , . . . ) ,  (2) 
k, 1=0 s, t=0 

или, меняя порядок суммирования, следующим образом: 
r 3 (m), r t (n) v a (т, s), v*{n, t) 

Wmn= 2  2  Uk iV s t  (m, n — 0, 1, ...), •« (3) 
s, t=0 k, 1=0 

где положены r 3 (m )  =V i (m ,  0), r 4(n) = v 2 ( n ,  0), v 3(m, s) =-
= max^{yi(m, &) > s} и u 4(n, ž) = maxl{v2(n, l) > 0. 

Легко видеть, что приведенное здесь определение W m n  дает 
более общее правило составления ряда-произведения, чем 
обычное правило Дирихле по формуле (1). Мы назовем правило 
умножения (2) и (3) обобщенным правилом Дирихле по 
функциям г и Vi (i = 1, 2, 3, 4). 

3. Из формул (2) и (3) получаем 
г\(т), г 2 (п) 

Wтп = '  2 UM VVi(m, к), г/ 2(я, /) (^> ^ =  0, 1, . . .) (4) 
к, 1=0 

И 
г 3 (т),  г 4 (п)  

Wтп = = '  2 Uуз(т, s), v t (n, t)  ̂ s t  (^Z> W = 0, 1, . . .) , (5) 
s, i=0 

где 
p, q p, q 

Upq  =  2  Uk l  И Vpq '==• 2  V m  (p, C j  =  0 ,  1 ,  .  .  . )  .  
k, 1=0 к, Z=Ü 

Например, на основе формулы (5) (или же (4)) можем вы­
вести теоремы для умножения сходящихся рядов. Соотношение 
(5) можем рассматривать как билинейное преобразование 

Wmn 2  ,  h-mnkl s t  Uk l  Vs t  (^, t l  = =  0, 1, . . .), (6) 
к, l, s. i 

3  См. [3], стр. 706. 
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где 

1, если k = v 3(m, s) и I = v 4(n, t), 

hmnklst =  •  К ф ) и К М я ) ;  
L  0, в остальных случаях. 

Исходя из (4) или (5) получаем билинейное преобразование 
вида 

Wтп = 2J hmnkist иki Vst (fTi, п <= 0, 1,  . . . ) ,  (7) 
k, l ,  s ,  t  

где 

h-mnkls t  

1, если k = v 3(m, s), 1 = v 4(n, t); 
или k =• v 3 (m, 5+1)» L =  v *( n > ^ + 1);  

— 1, если k = v 3(m, s), l =• v 4 (n,  t  -\- 1);  
или k— v 3 (m, s  -j— 1),  l=>v 4 {n y  t);  

1, если k = v 3(m, s), l = v 4{n, r 4); 

— 1, если k =• v 3 (m, s  -j- 1),  / = v 4 (t i ,  r 4 );  
1 ,  е с л и  k  =  v 3 ( m ,  r 3 ) ,  l  = •  v 4 ( t i ,  t ) ;  

если 
5 < /- 3(m) — 1, 
^ < r 4 (n) — 1, 
>ü3(m, s) =£ 
ф v 3(m, s + 1), 
u 4(n, ^) ф 
Ф  v 4 ( n ,  t +  1 ) ;  
если 
s < r 3 ( m )  — 1, 
= r4(/z), 

u 3 (m, s)  Ф 
Ф и 3 ( т ,  s  +  1 ) ;  

если 
s=r 3(m), 

>t < r 4(n) — 1, 
v 4 (n,  t)  ф 

1, если k = v 3(m, r 3), l=>v 4(n, t -f 1); ф v 4(n, t -f- 1); 
1, если k = v 3(m, r 3), l = v 4(n, r 4), s=r 3(m), t-=r 4(n)\ 
0, в остальных случаях. 

Притом h\nnkist можно аналогичным образом выражать через 
r i ( m ) ,  r 2 ( n ) ,  v i ( m ,  k )  и  v 2 ( n ,  I ) .  

Проверяя для матриц (hmnkist) и {hmnkist) условия билиней­
ных преобразований соответственно Ci 3, dn, f n  (i = 1, 2, 3, 4) и 
Си, dij, fа (i, j— 1, 2, 3, 4), получаем следующие теоремы: 4  

Теорема 1. Если ряд lUki является сходящимся в смысле а 
(a =>mc, г, I) к сумме U и ряд Ivki является абсолютно сходя­
щимся к сумме V, то необходимым и достаточным условием для 
сходимости ряда-произведения 2 Wki в смысле ß (ß =  mc, г, I, с) 
к сумме W = UV является включение 

aC.ß,  

4 Условия для билинейных преобразований даны в [4] на стр. 25—26. 
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где ряд-произведение определено при помощи функций r i t  Vi 
( i  =  1 , 2 ,  3 , 4 ) .  б  

Теорема 2. Если ряд 2 иы является сходящимся в смысле а 
(а — mc, г) к сумме U и ряд 2 Vki является сходящимся в смысле 
ß (ß=?mc, г) к сумме V, то необходимыми и достаточными ус­
ловиями для сходимости рядя-произведения 2 Wki в смысле у 
(у =. с, mc, г) к сумме W = U V являются 

tn гTw 1 I m. если у — mc или г, 
1 {Wk i )  е <{ ~ 

[ т, если у=>с; 

2°. асу и ß c y ,  

где ряд-произведение определяется при помощи функций г и Vi 
( i =  1 , 2 ,  3 , 4 ) . 6  

4. Умножение суммируемых рядов рассмотрим в частном 
случае правила Дирихле, когда частичная сумма ряда-произве­
дения определяется формулой 

m+p, n-\-q 

W тп = =  -2" Um+p-k, n+q-l  Vkl  (ш, П = 0, 1, . . .), (8) 
k, 1=0 

где р и q — фиксированные неотрицательные целые числа. При 
р =• <7 = 0 получаем из формулы (8) известное правило умноже­
ния Коши. Обозначим правило умножения, определенное фор­
мулой  ( 8 ) ,  ч е р е з  D(p ,  q ) .  

Рассмотрим следующую проблему. 7  Если ряд 2 иы Л«-сум­
мируем к сумме U' и ряд 2 Vki Bß-суммируем к сумме V\ то при 
каких условиях ряд-произведение 2 Wki,  составленное по пра­
вилу D(p, q), является С у-суммируемым (к сумме W') и, кроме 
того, при каких условиях имеет место соотношение 

W*=>U'V\ (9) 

Отметим, что в предположении В^-суммируемости последова­
тельности e (!„„•= 1; /л, V = 0, 1, ...) последователь­
ность {W m n} => {Um+n, n+q} должна быть Cy-суммируемой при лю­
бой Аа-суммируемой последовательности {U m n}. Такое соотно­
шение между методами Су и Аа назовем транслятивным вклю­
чением методов Су и Аа со сдвигом (р, q) и обозначим его 

А а Я С у  ( р ,  q ) .  (10) 

5  Определения классов двойных последовательностей даны в [4]. Случай 
а — ß = I проверяется непосредственно. 

6  Теоремы 1 и 2 обобщают теоремы XIII, XIV и XVI в работе Мэарс 
[3] (стр. 706-709). 

7  Понятие Л к-суммируемости двойного ряда 2 u k l  дано в работе [4]. 
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Аналогично, при А а-суммируемости последовательности е 
получаем 

ВрЯСу  (P , q ) .  (И )  

При p*=>q = 0 получаем обычное включение методов 
АаЯСу и, соответственно, Bß^Cy. Все сказанное здесь непо­
средственно вытекает из формулы (8). 

Нам нужно еще понятие транслятивности метода суммиро­
вания. Мы скажем, что метод А транслятивен (справа) по 
строкам в смысле а, если из Л «-суммируемости последователь­
ности {Umn} следует А«-суммируемость последовательности 
{Uш+1, л). Аналогично, метод А транслятивен (справа) по столб­
цам в смысле а, если из Л«-суммируемости {Umn) следует Аа 
суммируемость последовательности {Um, п+1). Метод Л назовем 
транслятивным (справа) в смысле а, если он транслятивен (спра­
ва) по строкам и столбцам. 

Из определения транслятивности (справа) вытекает, что если 
метод А транслятивен (справа) в смысле а, то из Л«-сумми­
руемости последовательности {Um n} следует A«-суммируемость 
последовательности {Um + P >  n + q) при любых фиксированных 
Р и q. 

Легко также показать, что соотношение (10) имеет место, 
если 

1° АаЯСу, 
2° С транслятивен (справа) в смысле у, 

и соотношение (11), если имеет место 2°, и 
3° Вр£Су. . 

При рассмотрении проблемы умножения рядов для просто­
ты предположим, что выполняются условия 1°, 2° и 3°. 

Транслятивность (справа) по строкам нормального матрич­
ного метода Л = (а т пы) в смысле а равносильно тому, что ме­
тод Т — (tmnki) с элементами 

m п 
tmnkl , = = = |  ^ ^ Clmnßv С1[Л-\-\, vkl (^2» tl, k, I = 0, 1, .  .  . ) ,  (12) 

v=l 

где 

fk — 1, если k > 1, 
0, если k<= 0, 

и cl^I — элементы обратного метода А~ 1  — должен удовлет­
ворить условиям линейного преобразования а а. 

В случае метода Чезаро (С; а, Ь) величины a m nvfx и a ß V k l  

такие: 
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" Im— /л-\-а — 1\ ln-v-\-b — 1\ 
\ rn — p ; \ n — V /  

f j  _  ( m + a \  l n  +  b \  
am„ßv- <; ( m j \ „ j 

О, в остальных случаях; 

если /л < т и v < л, 

a(xvhl 

Г / Ä  +  e W / и — A — e - n / Z - f f t W y — / - Ä - l \  ,  ,  ,  .  
(  б  ' М  „ - 6  И ,  Д  ) ,  е с л и  и  ; < v ,  

О, в остальных случаях. 

Вычисляя tmnki, получаем 

f (:+;) 

tmnkl — * 

Г Г) 
( 

, если k = 0, п — I, 

Ш —J— Q —|— 1 

, если k = m -j- 1, я = /, 

r:i 
О, в остальных случаях. 

Теперь можно легко проверить, что Т = ( t m n ki) удовлетво­
ряет условиям преобразования mc-*~mc(с ь  d 3, d 4) и /•->/* (сь 

d 2, d 3, fi, f 2, f 3) и предел преобразованной последовательности 
равен пределу преобразуемой последовательности (см. формулы 
(24) и (25) работы [4]). 

Учитывая все сказанное, можем на основе теорем 15, 16 и 17 
([4], стр. 45) получить следующие теоремы: 

Теорема 3. Если ряд 2 и т п  (С; а Ь) а-суммируем и ряд ž vmn 

(С; с, d) а-суммируем, то ряд-произведение 2 w m n >  составленное 
по правилу D(p, q), является (С; а~\- с -f- 1, b -f- d -j- 1 ) а-сумми-
руемым для любых р, <7 = 0, 1, ..., где а, Ь, с, d >• —1 и а — mc 
или г. При этом имеет место соотношение (9). 

Теорема 4. Если ряд 2 и т п  (С; а, Ь)а-суммируем и ряд 2 и т п  

(С; с, d)i-cyMMupyeM, то ряд-произведение 2 w m n, составленное 
по правилу D(p, q), является (С; а-^с, b -f- d) a-суммируемым 
д л я  любых  р ,  q  = '  0 ,  1 ,  .  . . ,  г д е  а ,  Ь ,  с ,  d  >  0  и  а  =  mc  и л и  г .  При  
этом имеет место соотношение (9). 

Теорема 5. Если ряд 2 и т п  (С; а, Ь) а-суммируем и ряд 2 v m n  

(С; с, d)а-суммируем и (С; с—1, d—1 )-оераничен, то ряд-
произведение 2 w m n, составленное по правилу D(p, q), является 
(С ;  а  +  с ,  b  - \ -  d )  а - с уммир у емым  д л я  любых  р ,  q  —  0 ,  1 ,  . . .  ,  
где a, b > 0 и с, d^> 0 и а = mc или г. Соотношение (9) имеет 
место. 
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В случае метода Вороного-Нерлунда {WN\  p k i )  при анализе 
транслятивности (справа) нужно поступить несколько иначе, 
так как прямое применение формулы (12) не целесообразно. 

Обозначая 

Uтп — :  ~р 2 Pm-k,n-lUkl, {т, / 2  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
тп k, 1=0 

,, j от, п 
Uтп —— "75 2 Pm—k, n-l Uk+\, I {tn, П = 0, 1, . . .) 

тп k, 1=0 

И 

1 п  

и т п  = - ъ—2 pm.n-iUoi, {т, п = 0, 1, ...), 
"тп 1=0 

получаем 
р , р 

T T  OT-f-1, П  J J  ОТ + 1, П  J J  /10Ч CO T « — "  р Ут+\,п р l>ot+1, л • V<3/ 
от л отл 

Рассматриваем здесь такие методы {WN;  p k i ) ,  для которых из 
{U'm n} е а вытекает {Umn'"} е а {а —с, тс, г, с{). Последнее 
утверждение означает, что первая строка последовательности 
{Uki) также является {WN\ рм) «-суммируемой. Из соотноше­
ния (13) видно, что тогда для транслятивности (справа) по 

Р I 
строкам необходимо и достаточно, что ^—-"1 е а. Аналогично, 

\ тп J 

рассматривая транслятивность (справа) по столбцам, потре­
буем, что первый столбец Wki) является {WN, ры) «-суммируе­
мой. Тогда аналогичным образом получаем, что для трансля-
тивнотси (справа) по столбцам необходимо и достаточно 

fe±4e«. 
[ тп J 

Предполагая {WN\  p k i )  «-суммируемость первой строки и 
первого столбца, нужно для транслятивности (справа) в смысле 

а "1 б а и j р n + 11 е а. Тогда можем получить из теорем 
( "отл J I ^ тп J 

умножения рядов по Коши теоремы об умножении рядов по пра­
вилу D{p,q). Например, из теоремы 1 ([4] стр. 37) получаем 
следующую теорему. 

Теорема 6. Если ряд 2 и т п  {WN\ а т п)а-суммируем и ряд 
2Vmn{WN; bmn) ß-суммируем и 

1° (WN,CLmn)a^i {WN,dmn)y}  

2° { W N ,  b m n ) ß  9 { W N ,  d m n ) y ,  
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4° в случае a = ß=>r существуют пределы 

lim » • ' ,  l i m  ( k , l = 0 , 1 , . . . ) ,  
m, п-Э> со mn m,n-^oo mn 

то ряд-произведение 2 w m n, составленное по правилу, D(p, q), 
я в л я е т с я  ( W N ,  й т п ) у - с у м м и р у е м ы м  д л я  л ю б о г о  p ,  q  =  0 , 1 , . . .  
( a ,  ß  =  m c  и л и  r \  y  =>c ,  т с ,  г  и л и  с л ) .  
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KAHEKORDSETE RIDADE KORRUTAMINE DIRICHLET' REEGLI JÄRGI 

I. Kull  
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  
Käesolevas artiklis antakse kahekordsete ridade korrutise Dirichlet' defi­

nitsiooni üldistus (valem (2)) ja uuritakse selle definitsiooni alusel moodus­
tatud koonduvate ridade korrufist (teoreemid 1 ja 2). Summeeruvate ridade 
puhul vaadeldakse selle korrutisdefinitsiooni eri juhtu D(p, q) (valem (8)), 
mis on üldisem Cauch'y korrutisdefinitsioonist. Artiklis esitatakse mõningad 
autori tulemused Cesäro ja Voronoi-Nörlundi menetlustega summeeruvate 
ridade korrutamise kohta (teoreemid 3—6), kus korrutisrida on moodus­
tatud definitsiooni D(p, q) alusel. 

DIRICHLET PRODUCT OF DOUBLE SERIES 

I. Kull  

S u m m a r y  
The present paper deals with a generalisation of the Dirichlet product 

of double series (formula (2)). The product of convergent series is studied 
on the basis of this definition (theorems 1 and 2). In the case of summable 
series a special case D(p, q) of this definition is considered which is more 
general than the definition given by Cauchy. The paper presents some of the 
author's results on the product of the series summable by the methods of 
Cesäro and Voronoy-Nörlund (theorems 3—6) where the product-series is 
formed on the basis of the definition D(p, q). 
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МАТРИЧНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КЛАССОВ ДВОЙНЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ В БАНАХОВЫХ 

ПРОСТРАНСТВАХ 

И. Г. Кулль 
Кафедра геометрии 

Целью настоящей статьи является обобщение результатов 
автора, полученных в работе [2] для линейных преобразований 
классов двойных последовательностей с комплексными членами. 
Применяемый в настоящей статье метод аналогичен методу 

в работе [2]. Метод приложим в случае, если а = тс, г, /, , 

Су (д = 2, с, т), тс ф, г ф  и если ß — один из вышеприведенных 
классов (кроме класса /), класс с или с^. Случай a=ß— I рас­
сматривается отдельно. 

1. Рассматриваем двойные последовательности х =• {£ki), 
члены которых (k, 1 = 0, 1, ...) принадлежат некоторому 
банахову пространству X. Рассматриваем следующие классы 
двойных последовательностей: с, тс, г, I, с }, с 2^, с^, с™у, с*, 

с с
у, с™, т, т, т }> и т™, определения которых можно найти 

в работе [2] (стр. 5—6). Кроме того, пользуемся и другими 
классами двойных последовательностей: т Ф, тсф, г ф  и / ф, опре­
деления которых даны в статье [3]. Наконец, определяем 
класс гп следующим образом: х =' {^} е гп тогда и только тогда, 
к о г д а  l i m  | w =  &  ( I  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  l i m  в  ( k  =  0 ,  1 ,  . . . )  и  

ОС сс 
lim iki = 6, где © — нулевой элемент пространства X. Ана-

k, 00 

логично, как в статье [3J, можно определить и класс тф. 
2. Пусть заданы непрерывные линейные операторы fmnki 

(т, п, k, 1 = 0, 1, ...), определенные в банаховом простран­
стве X со значениями в банаховым пространстве Y. 
Нашей задачей является нахождение необходимых и достаточ­
ных условий для того, чтобы преобразование 

Tjmn — 2 fmnkl £kl {М, П = 0, 1, .  .  . )  (  1)  
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переводило каждую последовательность х = {|а/} из некоторого 
класса а в последовательность у = irjmn) класса ß.1 Необходи­
мым условием при этом является сходимость двойного ряда (1) 
при любых хеа и т, п. Кроме того, нужны дополнительные не­
обходимые и достаточные условия для того, чтобы преобразо­
ванная последовательность у = {rjmn} принадлежала именно 
классу ß. Все эти условия (кроме случая ß = I) можно получить 
на основе теоремы III статьи [2] (стр. 10). Приводим эту тео­
рему в слегка модифицированном виде. 

Теорема. Для  то г о ,  что бы  д в о й на я  п о с л е д о в ате л ь н о сть  н е­
прерывных линейных операторов 

Fmn( x )  (m, п  = 0, 1, ...) (2) 

сходилась для любого х в некотором банаховом пространстве а 
в смысле ß, необходимо и достаточно, чтобы 

1° двойная последовательность норм {||.Fmn]]} (m, п = 
= 0, 1, ...) принадлежала бы классу ограниченности, соответ­
ствующему классу ß\ 

2° сходимость последовательности (2) в смысле ß имело 
ме сто  н а  о с н о в н ом  мн оже ств е  п р о стран ства  а . 2  

Очевидно, что существование преобразования (1) равно­
сильно сходимости последовательности операторов 

p. q 

Fmnpq{x) =  2 fmnklikl (3) 
k, 1=0 

по р ,  q  (в некотором смысле) при любых х е а  и ш,  п .  
Условия для у = i r jmn) е ß равносильны условиям для сходи­

мости последовательности операторов 

Fmn( x )  = 2 f m n k l  h l  (т , п  =  0 , 1 , . . . )  ( 4 )  
k, I 

для любых х е а  в смысле ß .  
Для применения вышеформулированной теоремы необходимо 

рассматривать классы а как банаховы пространства. 
3. Нормы элементов х е а  и £ еХ  обозначаем соответственно 

\\х\\ и ЩИ без специального значка для пространства. Нормы же 
определяем следующим образом (ср. [2], стр. 13—15): 

1  Если пределы суммирования не указаны, то суммирование происходит 
по отмеченным индексам от 0 до оо. Выражение f m nkiiki нУ ж но понимать 
как результат применения оператора f m nki на элемент I*,; пространства X. 

2  Классам тс, г ,  гп  соответствует класс ограниченности т, классу с  —  т, 

классу с х-т х, классам с^, с^, - т^, классам с*, с с
у, и 

классами тс ф ,  г ф ,  гп ф  — т ф .  

Множество R С а назовем основным множеством пространства а,  если 
линейные комбинации элементов R всюду плотны в а.  
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если а = т, тс, г или гп, то 

(Ml = sup |||*4 (5) 
k, I 

если а = 1, то 
И = г | Ы 1 ,  ( 6 )  

k ,  I  

если а = m<p, тсф, или тф, то 

а в случае а = 1 Ф  

IN! = sup-ф—, (7) 
k ,  i  

< 8 >  

В случае классов с 6^, т^, с£ и т™ (д = z, с, т) рассмат­

рива ем  подкл а с сы  с 6 ^  ( т ) ,  т™у  ( т ) ,  с 6
у  ( г )  и  т™ ( т )  ( õ  =  z ,  с ,  т ) у  

где 
sup lllwll < + OO. 

k , l >  г  

Нормы в этих подклассах определяем так: 

'(pip (^) или т^ц если а = с 6
т  (т) или т™ ф  (т), то 

р|| = max (sup 4fe!L supilt]), (9) 
k ,  1 > г  V K B j W )  k , l > x  

если a = Су (т) или т™ (т), то 

р|| = max (sup ]l^T sup lillil). 3  (10) 
k , l >  г / \ К > 1 )  k , l >  г  

Линейность этих пространств очевидна. 
Полнота же проверяется (например,"в случае а = тс) сле­

дующим образом. Пусть дана фундаментальная последователь­
ность X х, х 2, ... , х п, ... , где х п  = {£ы п} 6 и. Тогда для любого 
е > 0 найдется N (е), так что из т, п^> N (е) следует 

||!ы —!м||<е (И) 

для любых k, I. Так как X полно, то существует lim £ыт = & е X. 
т 

Положим х = {£ki}- Переходя в (11) к пределу по k, I, полу­
чаем 

||Г-|"||<е (m,n>N(e)), (12) 

3  Неравенство k ,  I  >т  понимается как отрицание неравенства k ,  I  > т. 
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I 

где | m  = lim %ы т- Из (12) вытекает lim | m  = |. Наконец, 
k,l tn 

lim iki= i, что вытекает из неравенства 

\ \ Ы  —  I I I  <  I I b /  - 1 « I I  +  1 1 ^  -  1 1 1  +  l | l m  -  I I I -

4. Для того, чтобы выписать основные множества этих про­
странств, нужно определить некоторые типы двойных последо­
вательностей. 

eki{š) — последовательность, в которой член с индексами 
k, I равен |у£ О, а другие члены равны 0; 

5А (|) — последовательность, в которой члены k-тои строки 
равны |у^@, а другие члены равны <9; 

5 Z(|) — последовательность, в которой члены /-того столбца 
равны |у^(9, а другие члены равны 

5(|) — последовательность, в которой все члены равны 

5а (| v) — последовательность, в которой члены &-той строки 
образуют ограниченную последовательность | v  

(т. е. |||уII = 0(1), а другие члены равны <9; 
5 z(| y) — определяется аналогично как в предыдущем слу­

чае, но только для I-того столбца. 

Нам нужны еще следующие последовательности 
£  =  { x ( k ,  I )  } ,  с р ч р  =  {<p ( k ) i p ( l ) }  и Ф — {ФыУ и операция по­

членного умножения двух последовательностей. Эту операцию 
обозначаем через / и определяем для последовательностей х = 
= {|а/> и Ф = {Фм) равенством Ф • * = {Фа/|«>. 

Основные множества следующие: 

для га, гп ф, / и /ф— еы (!); 
для r  —  e k i ( i ) ,  Ml), И!), e(l); 
для mc — ek(£v), е (š v)> еШ> 
для г Ф —еа ( ё )>  5А(|) -Ф, 5 Z ( | )  - Ф ,  5( | )  •  Ф ;  
для тсф—ekišv) • Ф, 5 Z(| V) -Ф, е(|) -Ф; 
для (т) и с^(т)—5«(|), e Ä(|„) ( k  =  x ,  . . . ) ,  5Z(|V) (f = t, ...), 

e ( l ) ;  
для (т) — e«(|), ßft(ly) ( k = r ,  . . . ) ,  e l ( š v )  ( l  —  t ,  . . . ) ,  

5 A ( | )  -  ( £  = 0 ,  . . . ,  Г— 1),  E Z ( | )  (/  = 0, . . . ,  
T-l), e(|); 

для CJJ^(T) —  5 A ( | „ )  ( &  =  Т, . . . ) ,  E Z ( | Y )  (/ = r, ...), 
5A(|,„) (^ = 0, ..., T— 1), e l ( Š v ) - ( p i p  ( 1  =  0 ,  . . . ,  

r - 1 ) ,  5 ( | ) ;  
для 4(r) — e*/(|), 5a(|v) (k = x, . . . ) ,  5 z ( | y )  ( /  =  т ,  . . . ) ,  

5A(|) (& = 0, ... ,  T —  Г ) ,  5 Z ( | )  ( /  =  0 ,  . . .  ,  
T-L),  5(1) ;  
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для Су  ( г )  — e k ( i v )  ( k  =  n  . . . ) ,  e l ( š v )  ( l  =  x ,  . . . ) ,  
e k { t v )  - x  ( k > =  0, ..x  — 1), e l ( i v )  • x  { l  =  o, . . . ,  
x— 1), e(«f); 

где индексы k и l имеют все неотрицательные целочисленные 
значения (если нет никаких ограничений), | и имеют все­
в о з м о ж н ы е  з н а ч е н и я  ( | | | , ; | |  =  0 ( 1 ) ) .  

/  5. Сходимость ряда (1) или же последовательности (3) воз­
можно определить в смысле с, тс, г, или в смысле 
2 WfmnkibiW <ч + или еще и в других смыслах. 

k, I 

Если требовать сходимость последовательности (3) в смысле 
с х  для любого х = е а, то из этого вытекает, что сходимость 
последовательности (3) в действительности' должна иметь место 
в смысле г. В самом деле, определяем последовательность 

_ 11ki, если I < t, 
k l  \ 0, если I > t. 

Очевидно, что i h i )  е а .  Тогда должен существовать предел 
р> q . p , t  

lim 2 fmnki hi  ~~ lim ^ fmnki hu 
p, q k, 1=0 p k, 1=0 

из чего и вытекает наше утверждение. 4  Таким образом без огра­
ничения общности можем требовать сходимости (3), например, 
в смысле тс. Применяем теорему, получаем условия: 

р, q 
1° sup II 2 fmnki  hi\\  <  Mmn (р, <7 == 0, 1, . . . ;  т ,  п  = =  0, 1, . . . }  

|И1 = 1 к, 1=0 
хесс 

Р< q 
2° предел lim 2 f m n ki  h i  (m, л = 0,1,-...)  

p, q k, 1=0 
должен существовать на основном множестве простран­
ства а. 

Условие 1° существования преобразования можно написать 
и в другом виде: 

1°° существуют числа М т п, что для любых хеа и p , q  =  
= 0, 1, ... выполняется неравенство 

I I  2  fmnki  hi\\  ^  Мтп ||#|| (т,  п =  0, 1,  .  .  . )  .  
k,  1=0 

4  Аналогичное обстоятельство имеет место и для числовых последова­
тельностей: из требования сходимости ряда 2 a m n k l£ k l  в смысле с\ для любого 

{iki} e a  вытекает, что этот ряд должен сходиться для любых хеа даже 
абсолютно. 
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Если же требовать сходимость в (1) в смысле 
2 II fmnki  Ы\\ < оо для любого х = {£ « }  б а,  то получаем для суще-
k i  
ствования (1) аналогичные условия как в случае числовых ря­
дов (условия ai, а 3, а 4, а 5  в [2], на стр. 18—19). 

6. Теперь напишем условия ограниченности норм операторов 
Fmn(x) • Из выражения нормы 

H ü m n i l  =  S l i p  И 2  fmnk i  £ k l \ \  

ll*ll=i k ,  I  
xecc 

получаем, соответственно смыслу ограниченности m, т, или m }, 
следующие условия 

sup 112 fmnki  ы\  I < M, если tn ,  t i  >  N\ 
INI=i k , i  

xea 
sup ||J? fmnki  Ы1 < M, если m,t i  = 0, 1, . . .  ; 

11*11=1 M 

x e <x \ m 
sup К2 fmnki  £k i \ \  < если — < — < A 

IWl=i k, i • к n 
x e a  при любом Я > 1. 

Условия ограниченности можно написать и в другом виде. 
Например, ограниченность в смысле т можно формулировать 
так: существует число М, что для любых хеа 

\\2 fmnkiŠ k i \ \  < М 11*11, если m,n>N. 
k ,  i  

7. Требуя сходимость последовательности (4) (например, 
в смысле тс) в случае элементов ek(% v) и e l(£ v) основного мно­
жества, получаем условия следующего вида: предел 

lim 2 fmnki  I* (13) 

должен существовать для любого ̂  (ll^ll = 0(1)) и/ = 0, 1 , . . .  .  
Необходимые и достаточные условия для существования пре­

дела (13) для любого 111*11 = 0(1) суть следующие: 
1) для любого *={£*} (|||*|| = 0(1)) и £>0 должны най­

тись р (е, х) > 0 и q (е, х) > 0, так что 

\ \ 2 ( т ш Ы \ < ^  ( 1 4 )  
k=S  

если s > р (е ,  х )  и т, r i^> q  (е, х)  при любом /; 
2) предел 

lim fmnk i  <F* (15) 
tn ,  П 

должен существовать для любого 
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Д о с т а т о ч н о с т ь .  П р е д е л  ( 1 5 )  о п р е д е л я е т  н е п р е р ы в н ы й  
линейный оператор fk i  из X в Y: 

lim fmnki £k = = z  fk i  £k-
m, n 

Далее, 2fkiik сходится для любого |||л|| = 0(1). Это можно до-
k 

казать, используя (14) и полноту Y. 

• Теперь покажем, что - , 

l im 2 fmnki£k =  2  fki ik  (16) 
m, n k k 

для любого 111*11 = 0(1) и /i= О, 1, ... . Действительно, из (14) 
получаем 

s+t  s+t  t  

Il  2  fmnkiŠ k  —  2  f m ' n ' k l Š k \ \  < C  2 £ ,  
k=s » k=s 

если m, n, m\ ri '^q(e,x) и s>p(e,x ) .  После предельного 
перехода m\ n'>oo и затем оо получаем 

\\2 fmnkiŠ k - 2 f k i Š k \ \ < 2 e ,  (17) 
k  =  S  k —.S 

если s > р (е, х) и т, tiy> q (е, х). 
Далее, имеет место 

\\2 fmnki£k-2 fk i£k\ \ < e ,  (18) 
k=0  k=0  

если т, n^>N (e, x). Из (17) и (18) получаем 

\\2 U M  ik  — 2h ih \ \<3e ,  
k k 

если m, я > max ( q  (e, x ) ,  N  (e, x ) ) ,  что и доказывает (16). 
Н е о б х о д и м о с т ь . 5  Й е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  2 )  о ч е в и д н а .  

Необходимость условия 1) доказывается от противного. Пред­
положим, что условие 1) не выполняется. Тогда существуют 
111*11 = 0(1) и £ > 0, так что при любых р^> 0 и <7 > О найдутся 
S > р, т, п^> q и t, при которых 

\\ k2fmnki£k\ \ > e .  ( 1 9 )  

Дальше выбираем последовательность чисел ец > О, так что 

2 sa = ~. Дальше выбираем индексы m b  п\ и конечное множе­

ство Ki последовательных натуральных чисел, так что 

\\2 fm^-^kl  £ k \ \  £ ,  
k&Ki 

что возможно по условию (19). 

5  Здесь обобщен метод Хана ([4], стр. 13—16). 
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Теперь найдем индекс ku  который удовлетворяет двум усло­
виям: 

1) k\ больше каждого числа множества К\ (условно обозна­
чим это через K\<^k{), 

k\ -\-t 
2) II 2 fm^n^kl  £k\ \  <C £П 

k=.k 1 

для любого t. Это возможно, учитывая сходимость ряда 
2 fm-^n^l  tk-

k 

Далее найдем число р\ > т и  ri\, так что 

II 2 fmnki £k ~ 2 fm'n'kl £k\\ ~р~ , 
KEKI KB KI 

если m, n, m\ ri 1  > p b  

Тогда найдем число r\ > ku  так что 

II 2 fpjpikl |а|| <С £и 
k=n 

для любого t.  Это возможно, учитывая сходимость ряда 
2  fp i p f r k i  £ k -
k 

Далее возьмем m 2, п 2  pi и конечное множество К? после­
довательных натуральных чисел, наименьший из которых > Г\ 
(условно обозначим это через г\ </(?), так что 

II 2 fm 2 n 2 kl  !*||  £• 
keKi 

Обозначим S 2  = /Ci U /Сг-
Тогда найдем k2,  которое должно удовлетворять условиям 

1) К 2  <С ^2, 
k2-\~t 

2) \\2fm x n x kib\\<e<n для любого t,  

k=kt  

kvr\-t 
3) II Hfm 2 n 2 klšk\\  < £22 для любого t.  

k=k2 

Тогда найдем р^^> т 2, п 2, так что 

11 2 fmnki £k 2 fm'n'kl £k\I "n IT i 
keSz ke Si 

если m, n, m\ n' > p 2. 
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Далее выбираем r2^> k2,  так что 
Л2-К 

1) II 2 f P l P l k l  š k \ \  < £ 2 1  для  любого t, 
k=n 
гг-т t  

2) И 2 f p 2 p 2 k i  h \ \  < £22 для любого t. 
k = r 2  

Продолжая построение таким же образом, получаем возрас­
тающие последовательности: 

т и  п х  < pi < т 2, п 2  < р 2  < ... < mi, rii < p t- < m m, zz 1 +i < . . .  

и 

/Ci < kl < rj < /c 2  < k2  < r 2  < ... < Ki < ki < r t  < /G-н < £ l+i < 
< Л-+1 < •.. . 

При этом выполняются условия 

1) II 2  f m n k l  II > e ,  для любого i =  1,2,..., 
ЛеЯ,-

2) II I  fm j n j k l § k \ \ < S i j , для любого / и i  >  j ,  
k=ki 

rrK 
3) II 2  f p j p j k i š k  II <€«y, для любого / и г > j ,  

k= r l  ' 1  

4) II 2 fmnkllk— 2 fm'n'klšk\\<-7r , 6СЛИ Ш, П, ГП г, ZZ' >  р £. 
AeSz-

Здесь 5 (-=/(i U/С 2  U ... U/С/, KiC\Kj = А (А — пустое множе­
с т в о )  ,  е с л и  i  = ? £ у .  О б о з н а ч и м  / С  =  / C i  U / С 2  U  . . .  U  / G  U  . . .  ,  
= /G+i U /C t+2.... Тогда /С = S t  U 
Получаем 

II 2 fmimkl^k 2 fpi_\pi_\ kl J ̂  
Ae/C Äe/C 

^ II ^ fmirijkl^kW II ^ fmir^kl^k 2 fpi—\Pi—\kl Šk И 
keK{ ke Sj j ke Sj 1 

I I  2  fmitiikih I I  К  2  fP i_ x P i_ xki šk I I .  (20) 
k e R j  k e R j _  j 

Оценим две последние нормы: 

II 2 fm i n ikl |ft|| < 2 II 2 fm i n ikl ik II = 
keRi j=f-f-1 ke Kj 

00 kj- 1+' kj_l+t' 00 
— II fminikl 2 fmjnikl^k 11 2 2/ £/—1, / 2 = -5-, 

/='+1 A=Ay_! ' k=kj_ j '  ' /=/+1 1 2  6  
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где K j  —  { k j - 1 -f-  ?  —  1, . . .  ,  k j ~  1 -f-1). 

II 2 fPi—\Pi—\kiifcII-C 2" [J 2 fpi_lpi_lkiik\\ = 

keRi—l /—1 k e l <j 
oo 'j-i+t rj-l+t' oo 

— 2 II 2 fpi^p^kih 2 fpi—\pi—\kiškII <Z2 2 z_i <-g-, 
j—i a=7-1 k—rj-1 y=i' 

где 
K j  =  { г /-1 -|- t' — 1,  . . .  ,  r/-I -|- /}. 

Таким образом получаем из (20) 

II 2 /щщЫ§к 2 f P i _ x P i _ x klkh j) ^  £ "g g" ß" — у 
ktK keК 

при любых z. Это неравенство означает, что предел 

lim 2 fmnki  Ь'  
т,  п k 

не существует для последовательности 

t ' _ l š k ,  е с л и  k e K ,  
ь к  \ ©, если ke К-

Полученное противоречие доказывает необходимость условия 1). 
Отметим, наконец, что из условий 1) и 2) (именно из фор­

мулы (16)), а на основе вышедоказанного и из условия (13), 
следует 

lim \\2 {fmnki  — fki)£k\ \  '= 0 (21) 

для любого ||Ы| = 0(1) и / = О, 1, ... . С другой стороны, учи­
тывая  с х одимос т ь  р я д а  2 f m n k i £ k ,  должен  с х оди т ь с я  и  р я д  2 f k i i k -

k k 
Тогда из (21) вытекает соотношение 

lim 2 fmnki  £k 2  fki  £k 
m, n k k 

для любого ||!a|| = 0(1) и / = 0,1, ... . Значит, условие (21) 
равносильно также требованию (13). 

Все вышеизложенные построения и результаты имеют место 
и в случае предельного процесса (т, ri) ^ ->-,оо (т. е. т, п-^оо, 

у < - ^ - < А )  и  д л я  э л е м е н т о в  e k(£ v )  • (рф, e l(£ v )  • <pip,  e k (£ v)-x> 

e l ( £ v )  • x •  Например, существование предела 

lim 2 х {k,  l )  fmnki  lk,  
oo k 
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где |||*|j = 0(l), эквивалентно условию 

lim II 2%{k y  I)  (fmnki  — fki)Šk\\  '=  0. 
(m, oo k 

8. Необходимое и достаточное условие для того, чтобы пре­
образование (1) преобразовало любую последовательность 
* — {£ki) е lx в последовательность у = irjmn) е //, следующее: 

-2 ||f™W IH < М ЩИ ( k ,  1=0 , 1 ,  . . . )  ( 2 2 )  
m, /7 

для любых ! е X. 
Так как доказательство этого утверждения проводится иным 

путем, приводим его здесь. 6  

Д о с т а т о ч н о с т ь  в ы т е к а е т  и з  н е р а в е н с т в а  

-2 1  [j ^mzz II 2  2  Wfmnkl £kl\\ '= 2 2 \\fmnkl £kl\\, 
m, n=0 tn, n=0 k, l k, l m, n=0 

откуда на основе (22) находим 

У b»m|| <М.£||!ы||=М||х||. 
т, п=0 k, I 

Н е о б х о д и м о с т ь .  Д л я  с у щ е с т в о в а н и я  п р е о б р а з о в а н и я  ( 1 )  
необходимо 

5, t  

II 2 fmnki £kl\\ ^ Мтп ||*|| (m, tl = 0, 1, . . .  
k, 1=0 

s ,  t  =  0, 1 ,  . . . )  

для любого x  =  { £ k i )  e lx- Так как предел по s, t существует, то 

II 2fmnkl£kl\\ < Мтп ||*|| (т, п= 0,1,...) (23) 
k, I 

для любого * = {£ki) е lx-
Определяем оператор у  =  F p q ( x ) ,  где у = irjmn), следующим 

образом 

)2 fmnki Ы, если т<рии<д, 
k, I 

0 в остальных случаях. 

Этот оператор отображает lx в /у. Линейность оператора оче­
видна. Непрерывность его следует из неравенства 

\\FpQ (-^) II = =  2 Hümnil = 2 II 2 fmnki £kl\\ 2 Мтп ||*||> 
т, п=0 т, п=о к, I т, п=О 

справедливого на основе (23). 

6  См. [5], теорема 1, и [1], теорема 4. 
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Определяем оператор y  =  F ( x ) ,  где у — {г)т п} и г} т п  опреде­
ляется соотношением (1). 

Утверждения 

\ \ F p q ( x ) — F ( x )  | | < е ,  е с л и  р ,  q  > JV (s) 

^  \Umn\\ < е, если р, <7>ЛГ(е), 
m,  z z jCA  q  

равносильно. Так как у = U]m n) е /к, то эти соотношения имеют 
место. Тогда по теореме IV работы [2] оператор F(x) должен 
быть непрерывным линейным оператором во всем простран­
стве lx. Тогда 

||Л*) IKSINI (24) 

для любых xelx- Возьмем х = еыЦ) и подставляем в (24). 
Получаем 

||/4M!))!I<M||S 
или подробнее 

2\\fmnkl  I I)  <М ЩИ, 

чем необходимость условия (22) доказана. 
9. На основе теоремы V работы [2] можно получить фор­

мулы для вычисления предела преобразованной последователь­
ности. 

Обозначим I = lim и i j = lim rj m n-
k, I m, n 

Тогда в случае а  —  тс ,  (т )  и с * у  (т) (d = z, m)  получаем 

Ч = Й + 2/и(|и —ž), (25) 
k ,  I  

где 
f i  —  lim H f m n k i i  

m ,  n  k ,  I .  

f k l i  —  H m  f m n k i i -

В случае a = г получаем 

где 

v •— /И~ 2 fki(£ki — ik — I* +1) + 
k, I 

+  2 f k ( £ k '  —  š )  + 2 f i ( š i — š ) ,  (26) 
k i 

ik = Hm Iki, ii = lim iki, 
i k 

f i i  = =  lim 2 fmnkii, fk i :== lim 2 fmnkii. 
m, n k m, n l 
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В случае а — rt i  и / получаем 

rj = 2 fkihi- (27) 
k, I 

Во-первых, нужно доказать сходимость рядов в формулах 
(25), (26) и (27). Это вытекает из формул (13) и (14) и из схо­
димости на основном множестве пространства а. Во-вторых, 
нужно показать, что соотношения (25), (26) и (27) имеют место. 
Для этого, на основе теоремы V работы [2], необходимо и до­
статочно их справедливость на основном множестве соответст­
вующего пространства а. Последнее можно проверить непосред­
ственно. 

10. Чтобы сформулировать точные условия для матричных 
преобразований классов двойных последовательностей в бана­
ховом пространстве, можно заранее привести перечень нужных 
условий, как в работе [2] (стр. 18—21). 

Так как основные множества этих пространств приведены, 
выписывание (и на основе п. 7 модифицирование) этих условий 
никаких трудностей не представляет. Поэтому мы здесь такого 
перечня не приводим, а обратимся к нескольким примерам. 

П р и м е р  1 .  Н а й д е м  н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  
для преобразования тс + с }. Выписываем прежде всего усло­
вия существования преобразования (существование понимается 
в смысле тс) :  

\\2 fmnkih i \ \  <  М т п \\х\\  (р ,  q  = 0, 1, . . . ;  т,  п ,  = 0, 1, ...) (28) 
k, I 

для любого i i k i )  е тс.  Кроме того, должны существовать пре­
делы 

р 
lim 2 fmnkišk, {т, п, 1 = 0, 1,....), 
р k=0 

Q 
lim2 fmnkiiu (т, п, k = 0, 1, ...), 
q /=0 

Pr Я 

lim 2 fmnkii, (m, n = 0, 1, ...) 
p, q k, 1=0 

для любых i k c X  (ll&H = 0(1)), i i e X  (||fjj| = 0(1)) и 
i e X .  

Условие ограниченности в смысле добавляет к ним еще 

М.тп , 

если ~ < А для любого Я > 1. Л п 

205 



Условие сходимости в смысле с х  на основном множестве про­
странства тс дает (учитывая п. 7) 

lim p(f m„H-M&||=0 (/ = 0, 1, ...), (29) 
(т, oo k 

lim H-S (fmnki—hOhU 0 (k = 0, 1, ...), 
(tn, 00 l 

lim 2 fmnkii  — fi,  
(m, oo %, / 

для любых |||*|j = 0(1), ||iž|| = 0(1) и £eX. Последний предел 
должен быть независимым от Я. Оператор fki определяется ра­
венством fkii = lim fmnkii. 

(m, п)^-У oo 

П р и м е р  2 .  Н а й д е м  н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  
для преобразования тСф-> Для этого нужно выписать точ­
ные условия для преобразования тс-^с^, только с той разни­
цей, что в каждом месте нужно заменить f m nki на <Pkifmnki• Напри­
мер, из условия (28) получается условие: 

р, я 
||i; Okifmnkiiki]I < Мтп\\х\\ (р, q — О, 1, . . . ;  т ,  п  =  О, 1, . . . )  
k,  I 

для любого {£*;} е тс и из условия (29): 

lim||2<MWz — М&Ц = 0 (/ = 0, 1, ..'.) 
(т, п)̂ -+ = А 

ДЛЯ любых ||ifc|| = 0(l). 
П р и м е р  3 .  Н а й д е м  н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч н ы е  у с л о в и я  

для преобразования /->/*. Условие существования преобразова­
ния такое: 

р.? 
II 2 fmnkii < AlmnlMI {р, q = о, 1, ...; т, п = О, 1, ...) 

к, 1=С 

для любого х е /. Условие ограниченности в смысле т добавляет 
к нему еще 

Мтп < м (т ,  п  =  О,  1 ,  . . . ) .  

Сходимость в смысле г на основном множестве пространства / 
дает следующие условия: пределы 

lim fmnkii r = =  fhii {Jt, l = =  0, 1, ...), 

lim fmnkii = =  fnkii {ft, k, l= О, 1,  . . . ) ,  

lim fmnk\i = =  f 'mkii (m, k, l = 0, 1, ...) 

должны существовать для любого i е X. 

206 



Пример 4. Найдем необходимые и достаточные условия 

для" преобразования с™->-тс. Для этого найдем -прежде всего 

точные условия для с™ (т) -> тс и учитываем, что имеет место 

c™=Uc™ (г). Значит, найденные условия должны иметь место 

для любого т = О, 1, ... . 
Из условий существования выписываем только одно 

Р' Q 
I I  2 fmnkl&lW <  Мтп\\х\\ (р, <7  =  0 ,  1 ,  . . .  ;  т, п = 0 ,  1 ,  . . .) 
k, 1=0 

для любого х е с™. Условие ограниченности добавляет к ним 
еще 

МтпКМ (т, /2 = 0, 1, ...). 

Условия сходимости в смысле тс на основном множестве 
пространства с™ (т) для любого т дают (учитывая- п. 7) 

lim 2 fmnkii :== fi, 
т, п k,l 

lim \\2 fmnki — = 0 (/ = О, 1, . . . ) ,  

lim 112fmnki — Мlill =0 (6 = 0, 1, ...), 
от, п I 

limll2 X ( k , l )  Ц »ш-Ы)Ь  11 = 0 (/ = 0 , 1 , . . . ) ,  
от, п 

lim \ \ 2% ( k , l )  (ЫпЫ-Ы)Ы\  =  0  (* = 0,1,...), 
от, п I 

для любого i, | | |*|| = 0(1) и К|/|| '= 0(1). 

Литература 

1. К а н г р о Г. Ф., О матричных преобразованиях последовательностей в ба­
наховых пространствах. Изв. АН „Эст. ССР, сер. техн. и физ.-мат. 
наук, 1956, 5, 108—128. 

2 .  К у л  л ь  И .  Г . ,  У м н о ж е н и е  с у м м и р у е м ы х  д в о й н ы х  р я д о в .  У ч .  З а п .  Т а р т у с к .  
ун-та, 1958, 62, 3—59. 

3. К у л л ь И. Г., Линейные преобразования некоторых классов двойных по­
следовательностей. Изв. АН Эст. ССР, сер. техн. и физ.-мат. наук, 
1961, 10, 13—21. 

4 .  H a h n ,  Н . ,  U b e r  F o l g e n  l i n e a r e r  O p e r a t i o n e n .  M o n a t s h .  M a t h ,  u n d  P h y s . ,  
1922, 32, 3—88. 

5 .  K n o p p ,  K - ,  L o r e n t z ,  G . ,  B e i t r ä g e  z u r  a b s o l u t e n  L i m i t i e r u n g .  
Arch. Math., 1949/50, 2, 10—16. 

Поступило 
7 V 1960 

207 



KAHEKORDSETE JADADE KLASSIDE MAATRIKSTEISENDUSED 
BANACH1 RUUMIDES 

I. Kull 
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Olgu antud pidevad lineaarsed operaatorid fmnki (m, n, k, 1 = 0, 1, ...), 
mis on defineeritud Banachi ruumis X ja mille väärtused on Banachi ruu­
mis Y. 

Töös antakse meetod tarvilike ja piisavate tingimuste leidmiskes, mille 
korral teisendus 

Птп =  2  fmnklhl (m> n  = 0, 1, £ki 6 X, г] т пеУ) 
k, l 

teisendaks iga jada x = {£ k l} klassist a klassi ß mingiks jadaks y = {r]mn}-

Meetod on rakendatav juhul, kui a — mc, r, /, ,  c^(d = z, с, m), тс ф, г ф  

ja kui ß on üks ülalmärgitud klassidest (välja arvatud klass /), klass с 
või с j. Juht а = ß = 1 käsitletakse eraldi. 

MATRIX TRANSFORMATIONS OF THE CLASSES OF DOUBLE 
SEQUENCES IN BANACH SPACES 

I.  Kul l  

S u m m a r y  

Let us consider continuous linear operators fm„ki (m, n, k, I = 0, 1, ...) 
defined in a Banach space X the values of which belong to a Banach space Y. 

In the present paper a method for finding the necessary and sufficient 
conditions is presented, so that the transformation 

Vmn = 2 fmnklhl (m, n =  0 ,  1 ,  . . . ;  Škl 6 X, Vmn G У) 
k, l 

transforms any sequence x = {^ k i} of the class a to a certain sequence 

у = {r] m n} -of the class ß. This method is applicable in case a — mc, r, /, ,  

/  (<5 — z, с, m) тс ф, г ф  and if ß is one of the classes mentioned above 

(except the class Z) or the class с or . The case a = ß = I is examined 

separately. 
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ОБ АБСТРАКТНЫХ МНОЖИТЕЛЯХ СУММИРУЕМОСТИ 
ДЛЯ МЕТОДА ВЗВЕШЕННЫХ СРЕДНИХ РИССА 

Г. Кангро и Ф. Вихманн 
Кафедра математического анализа 

Введение 

1. Пусть X, У — банаховы пространства, e v  —непрерывные 
линейные операторы из X в У, И — некоторый класс последова­
тельностей в пространстве X и В — метод суммирования рядов. 
Будем говорить, что операторы e v  являются множителями сум­
мируемости типа (ЭЕ, В) (соответственно (£, \В\)), если для 
каждой последовательности ix v} е$ ряд 1  

2 g v  x v  

B-суммируем (соответственно абсолютно В-суммируем). Класс 
£ определяется в дальнейшем при помощи некоторого метода сум­
мирования А и состоит из всех А-суммируемых, или А-ограничен­
ных, или абсолютно А-суммируемых последовательностей, или из 
последовательностей членов всех А-суммируемых, или А-ограни­
ченных, или абсолютно А-суммируемых рядов. Эти классы будем 
обозначать соответственно через 81, 21о, \Щ, А, Ао, \А\. В случае, 
когда А и В — методы суммирования Чезаро, соответствующие 
абстрактные множители суммируемости рассматривались в [2]. 
В настоящей статье устанавливаются необходимые и достаточ­
ные условия для того, чтобы операторы e v  были множителями 
с уммиру емо с ти  т ипо в  ( S t ,  В ) ,  (Жо ,  В ) ,  ( | Е | ,  В ) ,  ( | Е | ,  | В | ) ,  { А ,  В ) ,  
(Ао, В), (|А|, В) и (|А|, |В|), где А — метод взвешенных средних 
Рисса, а В — произвольный матричный метод суммирования 
рядов, удовлетворяющий некоторым условиям типа регулярно­
сти. В случае, когда X = У = (одномерное евклидово прост­
ранство) и e v  — численные множители, основные результаты 
принадлежат Юркату, Пейеримхоффу и Кангро [3, 5—9]. Слу­

1  Если пределы суммирования не указаны, то индекс суммирования про­
бегает все целочисленные значения 0, 1 
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чай, когда X  = R u  У  =  М(а ,  Ь )  (пространство равномерной схо­
димости) и £„ — функциональные множители, данные на (а, Ь), 
рассмотрен Божоровым [1]. Их результаты вытекают как след­
ствия из теорем настоящей статьи. 

2. Метод взвешенных средних Рисса ( R ,  р п ) , который мы 
будем кратко обозначать через Р, определяется при помощи 
преобразования последовательности в последовательность мат­
рицей (a nv) с 

ClnV — < 

Ру 
Рп 

О при V > п, 

Р п  "Р" " < (0.1) 

где { p v }  — данная числовая последовательность, Р п  —  2  p v y ^ 0  
V—o 

(п = 0, 1, ...), Р-1 = 0. В дальнейшем будем предполагать, что 
P v^0 (v = 0, 1, .. .) • 

Метод суммирования В будем определять преобразованием 
ряда в последовательность матрицей (ß nv). Согласно одной из­
вестной теореме Хана [4,], метод В сохраняет сходимость тогда 
и только тогда, когда 2  

1° существует limß nv= ßv ( v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
П 

2° 2\Aßnv I <M (/г = 0, 1, ...), 
V 

причем регулярность метода В характеризуется добавочным ус­
ловием ßv = 1. Метод В, сохраняющий сходимость, называем 
корегулярным, если lim ßv 0, и конулевым, если lim ßv = 0. 

V 
Если В  сохраняет сходимость, ,то существует lim ß n v ,  причем 

V 

без ограничения общности можем предполагать, что lim ßnv = 0 
V 

(п = 0, 1, ...), поскольку в противном случае В суммировал бы 
лишь сходящиеся ряды [3]. 

Как показал Суноути [10], метод В сохраняет абсолютную 
сходимость тогда и только тогда, когда 

2 \A ß nv\ < M  ( v  =  0 ,  1 ,  . . . ) .  

2 Мы используем следующие обозначения: Aß n V  — ßnV — ßntV+\ и  

А ßnv — ßnv — ßп 1 v (ß—i,v = Q)> причем при наличии двух индексов d 

всегда применяется ко второму, а А к первому индексу. Символ lim оз­

начает lim. 
Л-> 00 
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Приступая к нахождению необходимых и достаточных усло­
вий для множителей суммируемости перечисленных выше типов, 
мы в начале требуем от метода А лишь нормальности 3  (a n V  — О 
при V > п, а п пу£ 0 (/2 = 0, 1, ...)), не фиксируя элементов a nv. 
При этом применяется метод статьи [3], но с тем изменением 4, 
что метод А дается при изучении множителей суммируемости 
типов (|Е|, В) и (|2l|, \В\) преобразованием последовательности 
в ряд матрицей [a' n V) с a' n V  = Aa n V, а при изучении множителей 
суммируемости (|Л|, В) и (\А\, |ß|) — преобразованием ряда 

в ряд матрицей (a nv) с a' n V  = A2a n k. Тем самым доказатель-
k=v 

ства соответствующих теорем, а также условия теорем 12 и 17 
статьи [3] несколько упрощаются. 

3. Вместо лемм 1°—8° статьи [3] мы в дальнейшем будем 
использовать следующие леммы о преобразовании последова­
тельности в последовательность 

у п  = 2 A nv Xv (/2 = 0 , 1 , . . . ) ,  (0.2) 
v 

где x v e X ,  у п  е У  и A n V  — непрерывные линейные операторы 
из X в У. 

Лемма 1. Преобразование (0.2) переводит каждую сходя­
щуюся к нулю последовательность в сходящуюся последователь­
ность тогда и только тогда, когда 

1° существует lim A n V  х = А р  х (х е X; v = 0, 1 , . . . ) ,  
00 

k 

2° sup 11 2 A nvXv II < M  ( n ,  k = 0, 1, . . .), 
| |*v |i<l v=° 

причем для всех сходящихся к нулю последовательностей {x v} 
имеет место формула 

lim у п  =  2  A v X v .  (0.3) 

Лемма 2. Если существует lim A n V  = A v  по норме (v = 
t l с о  

= 0, 1, то преобразование (0. 2) переводит каждую ограни­
ченную последовательность в сходящуюся последовательность 
тогда и только тогда, когда 

1 °  2  A n V  Xv сходится равномерно при \\x v\\ <1 (п = 0, 1, . ..), 
V 

2° lim sup (I 2{ A nv — A v ) x v  |j = 0, 
n l|xvll<l v 

3  Метод P  нормален тогда и только тогда, когда p v ^ Q { y  —  0 ,  1, . . . J .  
4 В [3] Л может быть реверсивный метод, исключая случаи СЯ 0, В )  и 

( А 0 ,  В ) .  
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и для всех ограниченных последовательностей справедливо 
(0. 3). 

Лемма 3. Преобразование (0. 2) переводит каждую последо­
вательность {xv} с 2 ||jcv|| < oo в сходящуюся последователь­
ность тогда и только тогда, когда 

1° существует lim A n Vx = A vx(x е X ;  v  —  0 ,  1, . . . ) ,  
П 

2° \ \ A n v \ \  < М  ( n , v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

и для всех последовательностей {x v} с 2 ||xy|| < оо справедливо 
(0.3). 

Лемма 4. Преобразование (0. 2) переводит каждую последо­
вательность {Xv} с 2\\xv\\ < oo в последовательность {у п} с 
2 \\у п\\ < оо тогда и только тогда, когда 

2 ||Л пу*|| < М ||х|| (х е Х\ V = 0, 1, ...). 

Лемма 5. Если преобразование (0. 2) переводит каждую аб­
солютно сходящуюся последовательность в сходящуюся после­
довательность, то 

рА„У||<М (п, As = 0, 1, ...). 
V=Q 

Лемма 6. Если преобразование (0. 2) переводит каждую аб­
солютно сходящуюся последовательность в абсолютно сходя­
щуюся последовательность, то 

2  К 2  А  A n v xК  <  М | | х | |  ( х е Х ;  k  —  0 ,  1 ,  . . . ) .  
п v=0 

Лемма 7. Если преобразование (0. 2) переводит каждую по-
k 

следовательность {x v} со сходящимися суммами 2 x v  в сходя-
V — 0  

щуюся последовательность, то 

| |2MA„ y||<M (я = 0, 1, ...). 
У =0 

Лемма 8. Если существует lim A nv = A v  по норме (v = 0, 

1, ...) и преобразование (0.2) переводит каждую последова­

тельность ix v} с ограниченными суммами 2 x v  в сходящуюся 
v=0 

последовательность, то 

lim I\2 А (A n V  — Av) || = 0. 
П V 
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Д о к а з а т е л ь с т в а  л е м м  1 ° — 4 °  и м е ю т с я  в  [ 2 ]  и  [ 1 1 ] .  
При этом условия леммы 2 немного видоизменены. Леммы 5°— 
8° нетрудно привести к соответствующим леммам \ р—4°. 

§ 1. Множители суммируемости типа ($£, В) 

Аналогично теоремам Гиб статьи [3] можно при помощи 
леммы 1 доказать следующую общую теорему. 

Теорема 1. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости типа (SC, В) [(А, В) ] тогда и только тогда, когда 

1 °  2  š v k e v x  и 2 £ v e v x  B - с умми р у емы  (хеХ; k = О, 1, . . . ) ,  

2 °  s u p  I I  2 c n  x v \ \  < М „  ( k ,  1  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
Н*Л<1 "=« 

k 
3° sup II 2 cnvxv II < M (п, k = 0, 1, . . . ) ,  

Н*г11<1 v=0 

где 

(М = (a n v)-i Kšnv) = (2 ank)-1], Šn^2Šnv, (1. 1) 
k—V v=0 

k 

cn
kv= 2 ßnfx^vSft, cnVx = \\m cn

kv (xeX). (1 .2)  
f l=V k 

Если A = P, то из (0. 1), первого варианта (1. 1) и из (1.2) мы 
находим: 

S =— £ 3VV « J bt 
pv 

, inv = о 
Pv ' Pv+l 

При n > V + 1 ИЛИ n < V, in — 1, 

Pv Л ^ n V_ E v  при V <^k, 

(1.3) 

r n  — ) 
Lkv \ 

Pv 

ßnk £k 

Pk 
при V = k, 

C nv = Pv Л 

0 при v^> k, 

ßnV Ev 

Pv 

(1.4) 

Теорема 2. Если P сохраняет сходимость и В корегулярен, то 
операторы e v  являются множителями суммируемости типа ($, В) 
тогда и только тогда, когда 
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1° 2 е },х В-суммируем (xeX), 

sup j] 2 1  Pv  I  A  — \  X v  I I  <  M  ( k  =  0, 1, . .  . ) ,  
|xy||<l v=o Pv 

8V 
P v ~  

Pv 
( v  =  0 ,  1 ,  . . . ) •  

Н е о б х о д и м о с т ь .  Е с л и  о п е р а т о р ы  e v  —множители 
суммируемости типа (^, В), то преобразование (0.2) с A nv = 
— ßnvsv должно переводить каждую последовательность класса 
$ — и в частности каждую сходящуюся к нулю последователь­
ность — в сходящуюся последовательность. Согласно лемме 1 
для этого, в частности, необходимо выполнение условия 

II 2  ß n v B v  II <М (я, k  =  0 ,  1, . . :), (1.5) 
v =0 

вследствие чего из тождества 

т~> ßk л ßv ̂  
P b ~ L =  2  ß v e v -  2  

Pk v=o r=o "v 

ввиду условия З э  теоремы 1 и корегулярности метода В, выте­

кает условие 3° теоремы 2. Так как i D  
v  1 ограничена [3], то 

Г *+4 
из тождества 

2 P vß n v(A^-\xv= 2 c„vXv-~(üßnV)P -^-xv, (1.6) 
v =0 \ P v  J  v =0 '"V+l T P v - \ -1 

принимая во внимание условия 3° тоерем 1 и 2, а также то, 
Что В сохраняет сходимость, мы побле предельного перехода 
/г -> ос получаем 

sup К 2 P vß vlA-~-\x v\\ <м (k = 0, 1, .. .), 
\\XV\\<1 f=0 \ P v J  

откуда, в силу корегулярности В, вытекает необходимость усло­
вия 2° теоремы 2. Необходимость условия Г° теоремы 2 не­
посредственно следует из условия 1° теоремы 1. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  В ы п о л н е н и е  у с л о в и я  1 °  т е о р е м ы  1 ,  
ввиду условия 1° теоремы 2, очевидно. Далее, имея в виду, что 
В сохраняет сходимость, из преобразования Абеля 

2 P vßnvU^\xv = V LJFLV I D r=0 \ "v 
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= V (Лßnv) 1  PßU^Axit + ßnk 1  рЛл^-W 
r=0 ^=0 \ "<«/ V=0 \ Pv J 

в силу условия 2° теоремы 2, мы находим 

sup II 2: P vßnv (a^-\xv\\ < УИ (и, k = О, 1, . . . ) .  

1к»||<1 "=» \ PvI 

Выполнение условий 29 и 3° теоремы 1 теперь следует из тожде­
ства (1.6) при помощи условия 3° теоремы 2, если принять во 
внимание, что В сохраняет сходимость. 

§ 2. Множители суммируемости типа (^Зо, В) 

Аналогично теореме 1 при помощи леммы 2 нетрудно дока­
зать следующую общую теорему. 

Теорема 3. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости типа (2to, В) [{Ао, ß),] тогда и только тогда, когда 

Г I c n V  xv сходится равномерно при | |ху|[ <1 (п = 0, 1, .  . . ) ,  
V 

2° lim sup II S  ( с * ,  —  c n v ) x v  | | = 0 (/2  = 0,1,...), 
k  1Ы<1 v  

3° lim sup У 2 (c n V  — Cv) Xv\\ — 0, 
n IkylKi v  

где c n
k v  определяется соотношениями (1. 1) и ( 1 . 2 ) ,  a c n v и c v  

вычисляются по формулам 

c n V  = \\mc n
k v y  cv = lim c n V, (2.1) 

k n 

в которых предполагается существование пределов по норме. 
Если А = Р, то c n

k v  и c n V  даются формулами (1.4), а 

c v  = P v A  ß " C v  

Pv 

и сходимость по норме в (2. 1) проверяется без труда. 

Теорема 4. Если Р сохраняет сходимость и В корегулярен, то 
операторы e v  являются множителями суммируемости типа 
($о, В) тогда и только тогда, когда 
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ev 1° 2  P V \ A  —  I  x v  с х о д итс я  р а в н ом е р н о  п р и  \ \ x v \ \  <  1, 

2° lim 
V 

Pv 

pv — 
v  Pv 

0. 

Н е о б х о д и м о с т ь .  Е с л и  о п е р а т о р ы  e v  — множители сум­
мируемости типа ($о, В), то преобразование (0,2) с A nv = 
= ßnv £v должно переводить каждую ограниченную последова­
тельность в сходящуюся последовательность. Согласно лемме 2 
для этого необходимо выполнение условия 

lim II2  ( ß n v  —  ß v )  e v  I I  =  0 .  
N V 

Кроме того, из условия 3° теоремы 3 мы получаем 

lim \\2 (c nv — cv)\\ = 0 

(2. 2) 

или, используя тождество 

k-i  

2 1  (с,»—<g= 2 -(/?„»-А) р 6^-
r=0 v=0 Pk 

при k -> оо с учетом условия lim ßnk 
OO 

lim 2  ( ß n v  —  ß v )  e v  -{- lim ßk Рд — 
V . k Pk 

О и условия 3° теоремы 2, 

= 0. (2. 3) 

Поскольку В корегулярен, то (2. 2) и (2. 3) влекут за собой ус­
ловие 2° теоремы 4. Условие 1° теоремы 4 вытекает, ввиду коре­
гулярности Я,-из условия 1° теоремы 3. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Н е т р у д н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  п р и  А = Р 
и В = Е, где Е — метод сходимости (определяемый элементами 
ßnv — 1 при V < п, ßnV — 0 при п > v), условия Г—3° теоремы 3 
непосредственно превращаются в условия 1° и 2° теоремы 4. Так 
как Р сохраняет сходимость, то тем самым достаточность усло­
вий 1° и 2° теоремы 4 доказана. 

§ 3. Множители суммируемости типа (|Щ|, В) 

Аналогично доказательству теоремы 1, с той лишь разницей, 
что метод А определяется не при помощи преобразования после­
довательности в последовательность, а ряда в последователь­
ность, можно при помощи леммы 3 доказать следующую общую 
теорему. 
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Теорема 5. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости типа (|21|, В) [(|А|, В),] тогда и только тогда, когда 

1° 2 sv х B-суммируем (х е X; k =• 0, 1; . . . ) ,  
V 

2° ||с»„||</И„ (k, v = 0, 1, ...), 

3° \\сю\\ <м (п, v = 0, 1, ...), 

где 

(!' ) = [(£')-(d 2 я,»)- 11, 
k—V 

(3. 1) 

с "  =  2  ß n (*¥uv 8 u> CnvX— lim c n
k v x ( x e X ) .  (3.2) 

[Л=Г ^ ' k-$ 00 

В частном случае А = Р из (0. 1), первого варианта (3. 1) 
и из (3. 2) мы находим: 

= = 1 при n > у, 1^ = 0 при п<>, (3.3) 

с п  — г  
Lkv — <  

C nv — Р v  

J ßnv £v 
v Pv 

•) ßnk £k 
k —-— Pk 

0 

ßnv£V I 

~~Pv 

2 ßn/x Sfx  При V < k, 
[l=V+l 

при V = k, 

при V > k, 

2 ßnft £„u. 
(*=v+l 

(3. 4) 

Теорема 6. Если P сохраняет абсолютную сходимость и В 
корегулярен, то операторы е г  являются множителями суммируе­
мости типа (|$|, В) тогда и только тогда, когда 

1° 2  e v x  B - с умми р у ем  ( х  е  X ) ,  

2° 2 ev имеет ограниченные частные суммы, 

P v  —— 
Pv 

<  М ( v  —  0 ,  1 ,  . . . )  

Н е о б х о д и м о с т ь .  Е с л и  о п е р а т о р ы  e v  —  м н о ж и т е л и  с у м ­
мируемости типа (|$|, В), то преобразование (0. 2) с A n v = ßnV sv 

должно переводить каждую абсолютно сходящуюся последова-
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гельность в сходящуюся последовательность. Согласно лемме 5 
для этого необходимо выполнение условия (1.5). Теперь из ус^ 
ловия 3° теоремы 5 в силу (1.5) и корегулярности В следует 
условие 3° теоремы 6. Необходимость условия 2° теоремы 6 вы­
текает из (1.5) при п ос, если принять во внимание корегу-
лярность В. Необходимость условия 1° теоремы 6 непосредствен­
но получается из условия 1° теоремы 5. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  В ы п о л н е н и е  у с л о в и я  1 °  т е о р е м ы  5 ,  
ввиду условия 1° теоремы 6, очевидно. Выполнение условий 2° 
и 3° теоремы 5 без труда вытекает из условий 2° и 3° теоремы 6 
при помощи преобразования Абеля 

k k—\ V k 

2 ß n v  & v  
=  2 (Aß n v)  2 SU -f- ßnk 2 BV . 

l 'rrO v=0 f^—0 

§ 4. Множители суммируемости типа (|ЭД, |В|) 

Аналогично теореме 5 при помощи лемм 3 и 4 нетрудно до­
казать следующую общую теорему. 

Теорема 7. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости типа C|2t|, \В\) [f|A|, |В|)] тогда и только тогда, когда 

1° существует lim c n
k vx (х е X; п, v =• 0, 1, ...), 

2° HCl! <Мп (k, V =• 0, 1, ...), 

3° 2 К Ac„vx И < М | |х|| (х е X; v = 0, 1, .  .  . ) ,  

где c n
k v  и c n V  определяются соотношениями (3. 1) и (3.2). 

В частном случае А ==• Р величины c n
k v  и с пг определяются 

формулами (3.4). 
Теорема 8. Если Р и В сохраняют абсолютную сходимость и 

В корегулярен, то операторы e v  являются множителями сумми­
руемости типа (|ЭД, |В|) тогда и только тогда, когда 

1°  2 ß n vs  х сходится (х е X, п =• 0, 1, ...), 

£v 
P v ~  

v  Pv 
< M (v = 0, 1, ...), 

3° 2\\ 2 A ß n v B vxII < M \\x\\ (xeX; k = 0, 1, . . .). 
n v=0 

Н е о б х о д и м о с т ь .  Е с л и  о п е р а т о р ы  e v  — множители сум­
мируемости типа (|^|, |В|), то преобразование (0.2) с A nv — 

= ßnV ev должно переводить каждую абсолютно сходящуюся 
последовательность в абсолютно сходящуюся последователь­
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ность. Согласно лемме 6 для этого необходимо выполнение ус­
ловия 3° теоремы 8. Необходимость условия 2° теоремы 8 сле­
дует из теоремы 6, а необходимость условия 1° — из условия Г 
теоремы 7. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  У с л о в и е  1 °  т е о р е м ы  8  о б е с п е ч и в а е т  
выполнение условия 1° теоремы 7. Выполнение условий 2° и 3° 
теоремы 7 без труда вытекает из условий 2° и 3° теоремы 8, 
если принять во внимание, что В сохраняет абсолютную сходи­
мость. 

§ 5. Множители суммируемости типа (Р, В) 

Применяя для нахождения абстрактных множителей сумми­
руемости типа (Р, ß) второй вариант теоремы 1, из формул 
(1. 1) и (1.2) мы находим: 

I — — £ — р /J-J —\ £ 
S v v  P v  '  5 у+1Л v\Pv ̂  Pv+iJ' S y+ 2 ' 

р, 

Pv+l 

0 при п  > V  + 2 или n < ^ v ,  |о — 1, In =• 0 при п  > О, 

Л (ß n V s v ) 

kv 

PU1 
Pv 

при V <C k — 1, 

П A^(ßn,k— \ek—\) n p ek+\ 
Pk—\ Л Pn, k+l Pk—\ 

ßnk ek 

рц 

о 

Pk - 1 

при v  —  k ,  

при V > k, 

Pk 
при v = k — 1, 

nv 
Д  ( ß n V £ v )  

P7~ 

(5.1) 

Теорема 9. Если P сохраняет сходимость и В регулярен, то 
операторы ev являются множителями суммируемости типа (Р, В) 
тогда и только тогда, когда 

2 Р Л  

*„||<1 " v=o 

A e ,  

x v \ \  <М  (k  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

Pv 

ßnv £v 

Pv 

sup 

< Al (v = 0, 1, ...), 

< M „  ( v  = 0, 1, ...), 

Aßnv k 
2 P 

LUKl y=o Pv 
6,,+1-Ч-Н <м  {n ,  k  =  0 ,  1 ,  . . . ) .  
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Н е о б х о д и м о с т ь .  У с л о в и е  1 °  т е о р е м ы  9  в ы т е к а е т ,  в  с и л у  
регулярности В, из условия 3° теоремы 1 при п->-оо. Если опе­
раторы e v  —множители суммируемости типа (Р, В), то преоб­
разование (0.2) с ' A nv — ßnv sv должно переводить каждую 

последовательность i x v )  со сходящимися суммами 2  x v  в сходя-
V=0 

щуюся последовательность. Из условия леммы 7 теперь при 
/г -> оо получаем 

\\.2 zleJK М (* = 0, 1 , . . . ) ,  
v= o  

вследствие чего из тождества . 

Ле ь  
k  k ~~1  dsy 

Pk — = 2 Aev— 2 PVA — , 
Pk t'=0 v=0 Pv 

ввиду условия 1° теоремы 9, следует условие 2° теоремы 9. Не­
обходимость условия 3° теоремы 9 непосредственно получается 
из условия 2° теоремы 1, а необходимость условия 4°"— из усло­
вия 3° теоремы 1 на основании тождества 

CnV = (AßnV -j- Aßn, v+i) Pv — f~ ßn, v+2 Pv А 
Pv 1  1  * Pv 

+"\^y Дßnv \ ̂ (5. 2) 
r+l '  

если иметь в виду условия 1° и 2° теоремы 9, а также то, что 
В сохраняет сходимость. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  И з  т о ж д е с т в а  ( 5 . 2 ) ,  в  с и л у  у с л о в и й  
1°, 2° и 4 е  теоремы 9 и того, что В сохраняет сходимость, выте­
кает условие 3° теоремы 1. Так как 

с\ k_ x  = с п > k—1 — cn
kk + Pk Л  + ßn,k+1 ek+u (5. 3) 

то, в силу тождества 

Pk = ßnoGo — ßn,k+lEk+l — S Cnv, (5. 4) 
Pk у=о 

мы имеем 

ck,k-i ~ ßno£o ckk y^_Q
CnV' (5-5) 

Следовательно, условие 2° теоремы 1, ввиду условий 3° теорем 
1 и 9 и того, что В сохраняет сходимость, выполнено. Условие 
1 теоремы 1 автоматически выполнено. 
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§ 6. Множители суммируемости типа (Ро, В) 

Для нахождения абстрактных множителей * суммируемости 
типа (Ро, В) применяем второй вариант теоремы 3. Тогда вели­
чины c n

k v  и c nv вычисляются по формулам (5. 1), а 

D А c v  —  P v A  ,  

и сходимость по норме в (2. 1) устанавливается без труда. 
Теорема 10. Если Р сохраняет сходимость и В регулярен, то 

операторы e v  являются множителями суммируемости типа 
(Ро, В) тогда и только тогда, когда 

1° 2РЛ 

2° lim 
V 

3° lim 
V 

4° lim 
•V 

A e v  

I  A  e v \  
М — — j x v  с х о д итс я  р а в н ом е р н о  п р и  \ \ x v \ \  <  1 ,  

= 0, 

= 0 ( п  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

= 0 (п = 0, 1, ...), 

v  P v  

ßnv ev 

PMßnv)-^ 

5° lim sup 
n 1Ы<1 

^+1^11=°-

Н е о б х о д и м о с т ь .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  1 °  т е о р е м ы  1 0  
вытекает из условий 1° и 3° теоремы 3. Если операторы e v  — 
множители суммируемости типа (Ро, В), то преобразование 
(0.2) с A n V  = ßnv ev  должно переводить каждую последователь-

tl 
ность { x v }  с ограниченными суммами ž  x v  в  сходящуюся после-

V—0 

довательность. Согласно лемме 8 для этого необходимо выпол­
нение условия 

lim И 2 Л (ßnv sv — ev) || = 0, 

откуда, в силу соотношения lim ßnk =  0, получается 
k 

lim ||е». И = 0. 
V 

(6.1)  

Далее, из (5.5) при k-^oo и из (5.4) при п^оо, k->~oo, на 
основании (6. 1) и условий 2° и 3° теоремы 3, мы находим 
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/ib k  

2 c nv = /Зпоео, 2 c v  = e Q  — lim P k  ,  
V k Pk 

вследствие чего из условия 3° теоремы 3 следует условие 2° тео­
ремы 10. Условия 3° и 4° теоремы ГО вытекают из условия 2° 
теоремы 3, если учесть соотношения (5.3), (6. 1) и условие 2° 
теоремы 10. Наконец, необходимость условия 5° теоремы 10 по­
лучается из (вытекающего из (5. 2)) неравенства 

II s p v ( a  4N «и-1 II < II 2 (c n v  - c v) x v  II + 
v \ Hv J v 

-f- II 2  (A ß n v  + Aßn, y+i) Pv —— xv II + 
V rv  

+  \ \ 2 ( ß „ , v + 2 - l ) p j A ^ - ) x v \ \ ,  
v \ Pv J 

если принять во внимание условие 3° теоремы 3, условия 1° и 4° 
теоремы 10 и регулярность метода В. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  В ы п о л н е н и е  у с л о в и я  3 °  т е о р е м ы  3  с л е ­
дует из (вытекающего из (5. 2)) неравенства 

II2 (c nv — cv) xv II < К 2 P v  (Л e y + 1  | |  +  

+  II 2 ( A ß n v  + Aßn, *4"l) Pv
xv II ~\~ 

+  \ \ 2 ( ß n , v + 2 - l ) P v [ A ^ x J ,  

если иметь в виду условия 1°, 2°, 5° теоремы 10 и регулярность 
метода В. Выполнение условия 2° теоремы 3 обеспечивается 
условиями 2°—4° теоремы 10, соотношением (5. 3) и условием 1 ь  

теоремы 3, причем выполнение условия 1° теоремы 3 получается 
из (5.2) на основании условий 1°, 2°, 5° теоремы 10 и того, что 
В регулярен. 

§ 7. Множители суммируемости типа (|Р|, В) 

Применяя для нахождения абстрактных множителей сумми­
руемости типа (|Р|, В) второй вариант теоремы 5, из формул 
(3.1) и (3.2) мы получаем: 

р Р 
£' = — , , „ == ^=1, = 0 при п  > V + 1 или п  <  v t ,  bvv p v  ' =v-)-l,V p v  > ^nv Y ^ \ \ > 
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c n  ^ k v  

л ( ß n y £ v) 

Pk 

Pv 

ß nk f  k 

\-ßn,v+iey+1 при V<k, 

cnv — p, 

Pk 

0 

<4 (/^„v  e,,) 

Pv 

при v  =  k,  

при v^> k, 

ßn, • 

(7. 1) 

Теорема 11. Если P сохраняет абсолютную сходимость и В 

регулярен, то операторы e v  являются множителями суммируе­
мости типа (|Pj, В) тогда и только тогда, когда 

r . | | e J<M (v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

Ae v  

v  Pv  

ß n v  £ v  

P v  

•Pv( A ß n v )  

< M  ( v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

< M n  ( v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

—  j | < A f  ( n , v  =  0 ,  1 ,  . . . )  

Н е о б х о д и м о с т ь .  Е с л и  о п е р а т о р ы  e v  —  м н о ж и т е л и  с у м ­
мируемости типа ( \Р\ ,  В ) ,  то преобразование (0. 2) с A n V  = ß n v  £ v  

должно переводить каждую последовательность {х у> с 2 ||х у | | < 
<(оо в сходящуюся последовательность. Условие 1° теоремы 11 
получается теперь из условия 2° леммы 3 при п^-оо. Условие 2° 
теоремы 11 вытекает тогда из условия 3° теоремы 5 при п-^оо, 
условие 3° теоремы 11 из условия 2° теоремы 5, а условие 4° — 
из соотношения 

P v  (Aß n v )  —  = cn v  —  ß n ,  r+i P v  — —  ß n ,  v+i ev+1, (7. 2) 

ввиду условия 3° теоремы 5, условий 1° и 2° теоремы 1 и того, 
что В сохраняет сходимость. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  И з  с о о т н о ш е н и я  ( 7 . 2 ) ,  в  с и л у  у с л о в и й  
1°, 2° и 4° теоремы 11 и того, что В сохраняет сходимость, сле­
дует условие 3° теоремы 5. Условие 2° теоремы 5 получается из 
условий 3° теоремы 5 и 11, а условие 1° теоремы 5 выполняется 
автоматически. 
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§ 8. Множители суммируемости типа (|Р|, |В|) 

.Для нахождения абстрактных множителей суммируемости 
типа (|Р|, |В|) применяем второй вариант теоремы 7. Тогда ве­
личины c n

k v  и c n V  определяются формулами (7. 1). 
Теорема 12. Если Р и В сохраняют абсолютную сходимость 

и В регулярен, то операторы e v  являются множителями сумми­
руемости типа (|Р|, \В\) тогда и только тогда, когда 

; V | |<M (v = 0, 1, ...), 

Pv  

ß n v  e v  

P v  

< M  ( v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

(v = 0, 1, ...), 

Pv — 
v  P v  

2 \ A ( A ß n V ) \ < M  ( v  =  0 ,  1 ,  . . . )  

Н е о б х о д и м о с т ь .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и й  1 ° — 3 °  с л е д у е т  
из теоремы И. Необходимость условия 4° вытекает из условия 3° 
теоремы 7 на основании формулы (7.2), если иметь в виду 
условия 1°, 2° теоремы 12 и то, что В сохраняет абсолютную 
сходимость. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  И з  ф о р м у л ы  ( 7 . 2 )  с л е д у е т  в ы п о л н е н и е  
условия 3° теоремы 7, если принять во внимание условия 1°, 2° 
и 4° теоремы 12 и то, что В сохраняет абсолютную сходимость. 
Выполнение условий 1° и 2° теоремы 7 вытекает из теоремы 11. 
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ABSTRAKTSETEST SUMMEERUVUSTEGURITEST RIESZI KAALUTUD 
KESKMISTE MENETLUSE PUHUL 

G. Kangro ja F. Vichmann 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Töös [3] uuriti kaheksat tüüpi summeeruvustegureid Rieszi kaalutud 
keskmiste menetluste jaoks. Käesolevas töös on need uurimused üldistatud 
juhule, kus summeeruvustegurid kujutavad pidevaid lineaarseid operaatoreid 
ühest Banachi -ruumist teise. Absoluutse summeeruvuse puhul on sealjuures 
väikese muudatuse teel tõestusmeetodis saadud lihtsustada mõnede teoree­
mide tingimusi töös [3]. 

UBER DIE ABSTRAKTEN SUMMI ERBARKEITSFAKTOREN FUR 
DAS VERFAHREN DER BEWICHTETEN MITTEL VON RIESZ 

G. Kangro und F.  Vichmann 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In [3] wurden acht Typen von Summierbarkeitsfaktoren für das Ver­
fahren der bewichteten Mittel von Riesz untersucht. In der vorliegenden 
Arbeit werden diese Untersuchungen auf den Fall, wo die Summierbarkeitsfak­
toren stetige lineare Operatoren zwischen zwei Banachschen Räume darstellen, 
verallgemeinert. Für den Fall der absoluten Summierbarkeit wird dabei durch 
leichte Änderung der Beweismethode gewisse Vereinfachung der Bedingungen 
einiger Sätze von [3] erreicht. 
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ОБ ОБОБЩЕННЫХ МНОЖИТЕЛЯХ СУММИРУЕМОСТИ 

Ф. Вихманн 
Кафедра математического анализа 

Пусть А ,  В  и С —  произвольные матричные методы сумми­
рования. Мы называем комплексные числа e v  (v = 0, 1, . ..) мно­
жителями суммируемости типа (|St|, |$В|, С) [(|Е|, 23, С)], если 
ряд 1  2evXv Yv является С-суммируемым при всех \Л(-суммируе­
мых последовательностях {Xv} и |В|-суммируемых (B-суммируе­
мых) последовательностях {Yv}, и множителями суммируемости 
типа (|А|, |В|, С) ((|А|, В, С)), если ряд 2s vx vy v  является С-сум­

мируемым при всех |А|-суммируемых рядах 2x v  и [^-суммируе­

мых (В-суммируемых) рядах 2y v. 

В настоящей работе получены необходимые и достаточные 
условия для того, чтобы комплексные числа £v(v = 0, 1, ...) 
были обобщенными множителями суммируемости вышеуказан­
ных типов при произвольных методах А, В и С. Эти результаты 
применяются в случае, когда методы А и В — метод Рисса с раз­
рывным параметром порядка 1 или метод Чезаро. В работе об­
общается метод Пейеримхоффа, разработанный в статьях [6] 
и [7] для простых множителей суммируемости, для обобщенных 
множителей суммируемости. При конкретных методах А и В 
оказывается полезным соединить метод Пейеримхоффа с мето­
дом Шура (например, [1] для метода взвешенных средних 
Рисса). 

§ 1. Некоторые вспомогательные понятия и леммы 

Лемма 1 (Кожима — Шур). Метод A=(a n V) преобразует 
каждую сходящуюся последовательность в сходящуюся после­
довательность тогда и только тогда, когда 

1  Если пределы суммирования не указаны, то индекс суммирования 
пробегает все значения 0, 1,2, ... . Символ lim означает lim. 

п 00 
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1° существует lim a n V  = av (v = 0, 1, . . . ) ,  

2° существует lim 2a n V  = а, 
t l V 

3° 2 \anV j < M (n = 0, 1, . . . ) .  
V 

Если a v= 0 (v = 0, I, .. .) и а = 1, то метод А регулярен. 
Лемма 2 (Мэарс). Метод А = (a n V) преобразует каждую аб­

солютно сходящуюся последовательность в абсолютно сходя­
щуюся последовательность тогда и только тогда, когда 2  

2  \ л  2  =  0 ,  1 ,  . .  
п—\  v=q  

Лемма 3 (Хан). Метод А = (a n V) преобразует каждую абсо­
лютно сходящуюся последовательность в сходящуюся последо­
вательность тогда и только тогда, когда 

1° существует lim a n V  = a v  (v = 0, 1, .. .), 
V 

2° j 2 anV I < M (k,n = 0, 1, ...). 
v=0 

Лемма 4 (Хан). Метод А = (ci n V) преобразует каждый сходя­
щийся ряд в сходящуюся последовательность тогда и только 
тогда, когда 

1° существует lima n V  = a v  (v = 0, 1, ...), 

2° 2 \ A a n V \ < £ M  ( n  =  0 ,  1 ,  . . . ) .  
v  

Если a v  = 1 (v = 0, 1, . . .), то метод А регулярен. 
Рассматриваем билинейное преобразование 

w n  = 2 a n V (x UvVfx. ( 1 . 1 )  
V, [А 

Методом, развитым И. Кул л ем в статье [2], для этого преоб­
разования можно доказать следующие три леммы. 

Лемма 5. Билинейное преобразование (1.1) преобразует все 
абсолютно сходящиеся ряды 2uv и 2 в сходящуюся после­
довательность {ш п} тогда и только тогда, когда 

2  Разность Aa n V  дается равенством Aa n V  = a- n V~ a
n—\,v и  разность Aa n V  

равенством Аа п Г  = a n v  — v + 1. При наличии двух индексов разность А 
в настоящей статье всегда берется по первому индексу, а разность А — по 
второму индексу. 
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Г существует lim a n V f X  — aV(x (v, ц = О, 1, . . . ) ,  
п  

2° \anVfx j  <  M (ti, v, fi = 0 , 1 , . . . ) .  

При  выпо л н е нии  у с л о в ий  1° и 2° справедливо равенство 

lim 2 anvfxuvv/x= 2 aV\iиv 

n v, [Л V, fl 

Лемма 6. Билинейное преобразование (1. Г) преобразует все 
абсолютно сходящиеся ряды 2 Uv и 2 иц в ограниченную после­
довательность {w n} тогда и только тогда, когда 

\a n Vfi I < М (п, г, = О, 1, .. .). 

Лемма 7. Билинейное преобразование (1.1) преобразует 
каждый абсолютно сходящийся ряд 2 u v  и каждую сходящуюся 
последовательность {v^} в сходящуюся последовательность {w n} 
тогда и только тогда, когда 

1° существует lima n V f x  = a V fx (v, fi = 0, 1, . . . ) ,  

2° существует lim 2 a nv[A = a v  (г> = 0, 1, ...), 
П (A 

3° 2 IanV(l I < M (n, V — О, 1,  . . . ) .  
fi 

В дальнейшем будем обозначать множество всех А-сумми-
руемых и IА (-суммируемых последовательностей х = {x v} соот­
ветственно через А* и \А\*. Как известно, [8], поля суммирова­
ния А* и |А|* для реверсивного метода А суть пространства типа 
ВК (пространство Банаха со сходимостью по координатам). Мы 
будем говорить, что в поле нулевого суммирования А 0* (абсо­
лютного нулевого суммирования |А| 0*) имеет место сходимость 

по отрезкам, если отрезки х  =  {Х 0, Х и  . . .  Х п ,  0, ...} сходятся 
к элементу х <= {Хд еА 0* (х = {Х г} е |А| 0*)' по норме. 

Лемма 8 (Целлер [9]). В пространстве А 0* D JV, где N — 
множество всех последовательностей с конечным v  числом нену­
левых членов, имеет место сходимость хпо отрезкам тогда и 
только тогда, когда 

I 2 anv Xv I М (k, /1 = 0, 1, ... ; {Ху} е Ац*), (1. 2) 
v—o 

где постоянная М зависит от х. 

Лемма 9 (Юркат — Пейеримхофф [4]). Условие (1.2) вы-
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полнено, если a n V^0 (п, г> = О, 1, ...), О < - ™ < К (О < v < 
a nv 

/ / ч ат, v—l V атУ , 1 / / / х ^ п ̂  т) и — ^ (I <С г> С az ^ т). 
ап, V—1 a nV 

Лемма 10 (Юркат — Пейеримхофф [4]). Если в поле нуле­
вого суммирования А 0* нормального метода А имеет место схо­
димость по отрезкам, то для всех х = {Х п} е А 0  выполняется 

а п пХ п  = о (1) (/г ->• оо). 

Это условие точное в том смысле, что не найдется ни одной 
последовательности U«) [lim Ал —oo, > 0 (/г = 0, 1, ...)], что 
Я паппХ п  = о (1) (п->оо) для всех я = {X n} е Л 0*. 

Мы называем нормальный метод суммирования Л = (а п*>) 
в виде преобразования последовательностей в последовательно­
сти абсолютно совершенным, если он преобразует последова­
тельности 3  Хп'= idnv) (п = 0, 1, .. .) в последовательности, абсо­
лютно сходящиеся к нулю, и если для каждого х е |А| 0* и е > 0 
найдется отрезок q=={Q v} (Qv = 0 при v^>vo), что 

2  \Aö r i (х  —  Q )  I  & • >  

где 

O n  ( х — Я )  —  2  t t n v { X v  —  Q v ) .  
v = o  

Лемма 11 (Пейеримхофф [7]). Нормальный абсолютно ре­
гулярный метод А заведомо абсолютно совершенен, если 

2 \a n V  \ < oo (v = 0, 1, ...), 
n=zV 

где (a'nv) — матрица, обратная для матрицы (a nv) • 
Лемма 12 (Реймерс [3]). В поле абсолютного нулевого сум­

мирования |А|о* нормального абсолютно совершенного метода А 
имеет место сходимость по отрезкам тогда и только тогда, когда 

2 J 2 a nv Xv — 2 ein—i, v Xv M (k = 0, 1, ... ; x e |A|o*), (1.3) 
n—k+l V—0 v—0 

где постоянная M зависит от х. 
Лемма 13 (Пейеримхофф [7]). Если a n V  >0 (v < п = 0,1,. . . ) ,  

a n V  — an~i,v < 0(г> < п) и lim a n V= 0 {v = 0, 1, . . . ) ,  то  у е л о -
t l  

вие (1.3) выполнено. 

I 1 при п — V, 
3  Символ Кронекера- õ„v  — < л  

I 0 при п  - jL  v .  
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Лемма 14. Если в поле абсолютного нулевого суммирования 
|Л|о* нормального метода А имеет место сходимость по отрез­
кам, то для всех х = [Х п] е |А| 0* выполняется точное условие 

X nd nn , =  о( 1) (п •->- оо). 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  5  
из [2]. 

Пусть дан взаимно-однозначный непрерывный линейный опе­
ратор А, преобразующий линейное пространство X в банахово 
пространство X'. Если в пространстве X определить норму 
||л;|| = Нл/Ц, где х = А~ 1х', то тем самым пространство X стано­
вится банаховым пространством. 

Пусть дан еще второй взаимно-однозначный непрерывный 
линейный оператор В, преобразующий линейное пространство У 
в банахово пространство У. Образуем топологическое произве­
дение X X У пространств X и У. Очевидно, что X X У — бана­
хово пространство с нормой || (х, у) || = \\х'\\ \\у'\\, где х = А~ хх' 
и у = В~ ху'. Рассматриваем в пространстве X X У непрерывный 
билинейный  функционал  f ( x ,  у ) .  

Лемма 15. Пусть A е(Х->Х') и В е(У-> У') — взаимно­
однозначные непрерывные линейные операторы, причем про­
стран ства  X '  и  У  —  б а на х о вы  п р о стран ства .  Пу сть  f ( x ,  у )  —  
произвольный непрерывный билинейный функционал в X X У. 
Тогда g(x', у') = f(A~ lx', В~ ху') есть общий вид непрерывного 
билинейного функционала в X' X У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ф у н к ц и о н а л  g ( x r ,  у ' )  билинеен; не­
прерывность его следует из неравенства 

И*', </')! < Hfl! IH-'x'H р-'г/'Н = llfll |И| 1И|. 

С другой стороны, пусть g* (х', у' )— произвольный непрерыв­
ный билинейный функционал в X' X У- Тогда 

• \g* (Ах, By) I < М\ \\Ах\\ | |%|| = i|g|| ||х|| IMI. 

Так как билинейность g *  ( А х ,  B y )  относительно XX Y  оче­
видна, то g*(Ax, By) — непрерывный билинейный функционал 

f( x ,  у )  в X X У- Отсюда g * ( x ' ,  у ' )  =  f (A~ l x ' ,  В~ х у ' ) .  При помощи 
леммы 15 можно дать общий вид непрерывного билинейного 
функционала в XX У, если известен общий вид непрерывного 
билинейного функционала в X' X У-

Лемма 16. Каждый непрерывный билинейный функционал 
f (x, у) в пространстве I X I представим в виде 

f ( x ,  у )  =  2  c i k X i y k ,  г д е  \ c i k \  <  М ( i ,  k  =  0 ,  1 ,  . . . )  и  2 x t  е  I ,  2 y k  е  / .  
/ ,  k  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у с т ь  2 x i  е  I ,  l y k e l  и  e k  =  i õ k v )  
(k = 0,  1 ,  . . . ) .  Так  к а к  \ \ ( х ,  у ) \ \  = | | x | |  +  | | z / | | ,  т о  ( х ,  у )  —  
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— lim ( 2  X i ß i ,  2  уквк)  =0. Если теперь f ( x ,  у )  — произвольный 
п  i— 0  k = 0  

непрерывный билинейный функционал в / X U то 

f ( x ,  у )  <=Zf ( e i ,  e k )X i y k .  
u  k  

Применяя здесь лемму 5, получаем |с^| = \ f ( e i ,  ek )  |  <  

<  М (/ ,  k  —  0, 1,  . . .) .  С другой стороны, выражение <р(х ,  у )  —  

= 2 CikXiyk с произвольными коэффициентами Cik[\Cik\ < 
u  k  

<М ( i ,  k  =  0,  1, ...)] есть непрерывный билинейный функцио­
нал, так как оно билинейно и |<р(х, у) | < М | |х|| ||z/||. 

Лемма 17. Каждый непрерывный билинейный функционал  

f ( x ,  у )  в  пространстве  1 \ с  представим в  виде  

f ( x ,  У )  —  ß  2  C i X i  - f  2  C i k X i ( y k  —  ß ) ,  

г д е  \d\  <  М ( i  =  0 ,  1 / . . . ) ,  2  \c ik \  <  M ( i  —  0 ,  1 ,  . . . ) ,  2 x t e l ,  
k  

{ y k )  e с  и  lim y k  = ß .  
k 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  л е м м ы  1 6  
(используется лемма 7). 

Принимая за пространства X и Y поля суммирования |А|* и 
\ВI* (|А|* и В*), получаем следующие леммы. 

Лемма 18. Каждый непрерывный билинейный функционал  

f ( x ,  у )  в  пространстве  |А |*  X  |В |*  представим в  виде  

f  ( х ,  у )  =  2  Cik  ( 2  a i vXv )  ( 2  bk/л  Y/x ) ,  г д е  \c ik \  ̂  М ( i ,  k  =  0,  1 ,  . . . ) ,  
i ,k V /А 

х  '= {ХЛ е |А|* и  у  =  {У ы} е |£ | * .  

Здесь методы суммирования A w В  представлены в виде пре­
образований последовательностей в ряды. 

Лемма 19. Каждый непрерывный билинейный функционал  

f ( x ,  у )  в  пространстве  |А |*  X  В* представим в  виде  

/  (л;, у )  —  2  C i k  ( 2  a i v  X v )  ( 2  b k j x  Y f x  — Hm 2  Ьщ Y/x)  -f-
Z, k V /А l  [A 

-j- (lim 2  Ьщ Yfx )  2  c i  2  a i v  X v }  

l  [A i  V  

г д е  N  <  M ( /  =  0 , 1 ,  . . . ) ,  2  \c i k \  <  M ( i  =  0 , 1 ,  . .  . ) , *  =  iX v )  e  \A\*  

и  у  =  { Y v }  e  B * .  

Здесь метод суммирования А представлен в виде преобразо­
вания последовательностей в ряды, а метод суммирования В —  

в виде преобразования последовательностей в последователь­
ности. 
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§ 2. Обобщенные множители суммируемости при произвольных 
методах А и В 

Теорема 1. Пусть А = (a n V) и В = (b n V) — произвольные 
реверсивные методы суммирования в виде преобразований по­
следовательностей в ряды, для которых 2 2 änV = 

П V 

и 2 2 b nv = by£0; ek = iõkv) е \А\ 0*, |ßj 0* (k = 0, 1, . . . )  и  
П V 

е = (övr) е \А\*, |В|*; в полях абсолютного нулевого суммирова­
ния \А\о* и |В| 0* имеет место' сходимость по отрезкам и 
С = (y nv) — произвольный регулярный метод суммирования 
в виде преобразования рядов в последовательности. Комплекс­
ные числа e v  (v = 0, 1, . . .) суть множители суммируемости типа 
(|Ж|, |93|, С) тогда и только тогда, когда 

1° найдутся комплексные числа Cik ( i ,  k  —  0, 1, . . . ) ,  что  

V — т- \ sv пР и  v  — f 1 '  
2 Cik a i v  bkn = y  r  

k l 0 при v ̂  [i (v, [i = 0, 1, .. .), 

2 1  dk (2 a i s) b kv = e v  (v = 0, 1, . . . ) ,  

2 Cik (liv ( 2 bks)== £v  (v •= 0, 1, . .  .), 

где \cik\ < M (i, k = 0, 1, . . . ) ,  

2° ряд 2 s v  Xl-суммируем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  e v  ( v  = 0, 1, ...) суть множи­
тели суммируемости типа (|$l|, |$8|, С), то при всех последова­
тельностях х = {Xv} е |А|* и у = {YJ е |В|* существует 

lim 2 ynvSvXv Yv. Так как X v  и Y v  (v = 0, 1, .. .) — непрерывные 
П V 

линейные функционалы соответственно в \А\* и |В|*, то вышепри­
веденный предел есть непрерывный билинейный функционал 4  

f ( x , y )  в \ А \ * Х \ В \ * :  

lim 2 Ynv Xv Yv = =  ?/). 
я f 

при л: = {&„} (k = 0, 1, . . .) Jt = у = Ш} (/ = 0, 1, . . .) 

4  Так как предельный функционал сходящейся последовательности не­
прерывных билинейных функционалов есть функционал непрерывный и били­
нейный. 

232 



и у  —  { d v v )  из этого равенства получаем: 

= 0. 1.  . . . ) .  
(2.1)  

f ( e k , e i )= l  Е »  " Р "  k  = Z '  
1 о при 6^/ (£, I = 0, 1, ...), 

f ( e k ,  е )  =  E k  ( k  =  0 ,  1, . . . ) ,  

f ( e ,  e i )  = £ i  ( /  =  0 ,  1, . . . ) •  

Если выполнено (2. 1), то 

2 8v Xv Yv =  21 f  {ßv, Cv) Xv Yv = 2 f  (Xv &v> Yv  Cv) = =  

V—O V-0 V-0 

— f (  2  Xv 6v,  2  Yv ev)  =  f  ( x ,  y ) ,  
V—O v-0 

I  s v X v = f ( x ,  e )  и  2  e v  Y v  =  / ( < ? ,  ? / ) .  
V-0 

Если теперь в |A| 0* и |B| 0* имеет место сходимость по отрез­

кам, то lim /(х, z/) = f(x,y), lim f(x, е) = f (х, е) и lim /(е, у) •= 

= f(e, у), и ряды HsvXvYv, 2s vX v  и 2s vY v  сходятся при 
У У • V ' 

всех л: е |А| 0* и у е |В| 0*. 

Пусть теперь х е |А|* и у е \В \ *  таковы, что 2  I  ä n v  Xv  = a ä  и 
П V 

1 2  bn vY v  =  ß b ,  где а^О и ß ^ O .  Тогда 

2" 6г xYy Yv = 2 ev (Xv — a) (Yv — ß) + ß 2 ev (Xv — a) + 
v—o v—o v—O 

— j —  C t  2  G v  ( Y v  —  ß )  —  Q - ß  2  S v •  
v - o  v- 0  

Отсюда видно, что для С-суммируемости ряда 2 £ r  Y V X V  

при всех хе\А\* и уе\В\* необходимы и достаточны С-сум­
мируемость ряда 2 £v и выполнение условия (2.1). Используя 
общий вид непрерывного билинейного функционала в |А|* X |В|*, 
найденный в лемме 18, находим, что (2. 1) и есть условие 1°. 

П р и м е ч а н и е .  П р и  п р и м е н е н и и  т е о р е м ы  1  д л я  к о н к р е т н ы х  
методов нахождение величин сцг иногда весьма трудно. Легче 
найти их методом Шура, который использует элементы матриц, 
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обратных для А и В, и который дает для сцг следующее выра­
жение: 5  

c i k  = lim 2 ynv Sv in' Vvk (i, k = 0, 1, ...), где x n '  = 2 än iXi, 

yn = 2 bniYi, Xn = 2Šntxt, Yn = 2 rin! у I (n = 0, 1, ...). (2.2) 

Здесь, как и в теореме 3, величины Cik, найденные непосред­
ственно из условия 1°, могут отличаться от найденных методом 
Шура только на константу, одинаковую для всех c tk 

Так как при методе Шура величины с-& удовлетворяют еще 
некоторым дополнительным условиям, то всегда нужна проверка 
условия 1° найденными методом Шура величинами с,*, которая 
и дает дополнительные условия, являющиеся, очевидно, необ­
ходимыми. Необходимость проверки остается в силе и для ана­
логичных условий теорем 2—8. 

Теорема 2. Пусть А — (ä n V) — реверсивный метод суммиро­
вания в виде преобразования последовательностей в ряды и 
В = (b n v) — реверсивный метод суммирования в виде преобразо­
вания последовательностей в последовательности, для которых 
2 2 änV~ äyz£0 и lim 2 b n V  = b ek e |A| 0*, B 0* (k = 0, 
n V n V 

1 ,  . . . )  и  e  e  в  п о л е  а б с о лютно г о  н у л е в о г о  с умми р о в а н и я  
|А|о* и нулевого суммирования В 0* имеет место сходимость по 
отрезкам и С — (ynv) — произвольный регулярный метод сум­
мирования в виде преобразования рядов в последовательности. 
Комплексные числа e v  (v = 0, 1, ...) суть множители сумми­
руемости типа C|SC], 93, С) тогда и только тогда, когда 

1° найдутся комплексные числа Ci(i = 0, 1, ...) и c- tk(i, k = 
= 0, 1, ...), что 

п V 

(г, k = 0, 1, ...). 

b 2 Ci div + 2 Cik CLiv ( Ž bk/x — b) = ev (v=0, 1, ...), 
fX 

i,  k s 
2 Cik ( 2 (lis) bkv — (v — 0, 1, ...), 

где |c;| < M (i = 0, 1, ...) и 2\c i k\ < M (i= 0, 1, ...), 
k 

2° ряд 2 e v  С-суммируем. 

v  
5  Здесь и в дальнейшем x v  = X v  — A r

v_1, Xv — 2 x^. 
li-о 
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Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  1 .  
Примечание. Метод Шура дает для величин с, и Cik сле­

дующие выражения: 

а = lim 2 y n V  e v  §vi r)v  и c i k  = lim 2 y nv e v  §v{ r)vk 
П V n V 

( / ,  k  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

где Xn = 2 a n iXi, Y t! = 2 b n iY u  X n  =i 2 
i г z 

*V= r\n lim Yk + 2 T]ni{Yi — lim Y{) (n = 0, 1, ...), 
k i l 

lim 2 bniTji = 1, 

(2. 3) 

Теорема 3. При  п р е д п о л ожени я х  т е о р емы  1  отн о с ите л ь н о  м е­
тодов суммирования А, В, и С и нормальности методов А и В 
комплексные числа e v  (v = 0, 1, ...) суть множители суммируе­
мости типа (\А\, ]В|, С) тогда и только тогда, когда 

1° найдутся комплексные числа Cik (i, k = 0, 1, ...), что 

ev + £v+i пР и  v — 

при г> + 1 =ii, 
2 Cik Ci iv Ь hfi = 

i, k=v, /л 

— £'. 

—  £ ,  

0 

при v — д -j— 1, 

в остальных случаях, 

2 Cik ( 2 ais) bkv — £0  (v — о, 1, . . . ) ,  
/, k—O, V S=0 

2  DK ÄIV (  2* b k s )  = ÕVQSQ {V = 0, 1, . . .), 
i,  k=V, 0 s=0 

где \c i k\ < M (i, k = 0, 1, ...)» 
2° последовательность {s n+iX nY n) С-суммируема для всех 

л:е|Л|о* и уе\В\ 0*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е с л и  s v  [v = 0, 1, ...) суть множи­

т е ли  с уммиру емо с ти  т ип а  ( | A j ,  | В | ,  С) ,  т о  при  в с е х  x  =  {X v )  =  
= 2 x ve\A\* и у>= (Yv) = 2 y ve |B|* существует lim 2 y nv ev x vyv. 

n v 
Так как x v  и y v  {v = 0, 1, ...) — непрерывные линейные функ­
ционалы соответственно в \А\* и |В|*, то вышеприведенный пре­
дел есть непрерывный билинейный функционал f(x, у) в 
И1* X |В|*: 

lim 2 ynv £v Xv yv — f (x, y). 
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При х  —  e k  ( k  =  0, 1, ...) и у  =  e i  ( 1  =  0 ,  1, ...) из этого ра­
венства получаем: 

О при I — k, 
—£k+l ПрИ /  =  k 1, 
—Ek При / = k + 1, 
Sk + £k +i в остальных случаях. 

f ( e k ,  e i )  (2.4) 

Принимая во внимание общий вид непрерывного билиней­
ного функционала в \А\* X |В|* (лемма 18), находим, что условие 
(2. 4) совпадает с первой- системой равенств условия 1°. Осталь­
ные две системы суть условия f(e, e v) = ÕVQEQ и f(e v, е) — õro£o, 
которые гарантируют однозначность Cik до произвольной постоян­
н о й ,  о д и н а к о в о й  д л я  в с е х  c , &  ( i ,  k  =  О ,  1 ,  . . . ) .  

nn п 
Вычисляем величины f ( x ,  у )  и 2  s v x v y v  при условии, что (2. 4) 

v=0 
выполнено. 

f i x ,  y )= f (  i  Xv  e r ,  2  У » е ц )=* 2  X vY p f i e v ,  е м )  =  
V=0 [А—О V, [1—0 

П П — 1 П 

= 2  (Ev  -j— Xv Yv — 2 £y_(_i Xv Yv~|-i — 2 Sv Xv YV—1 = 
V — O  V = 0  v — l  

n n—l 
— 2 E p Xv У v— 2 £t'+i Xv yv-\-i -j- £л+1 X n  Y n) 

v—o v—о 

nn n n—1 
2 SvXvyv :==1 2 Ev (Xv — Xv—l )yv== 2 Ev Xv yv— 2 £y-|-i Xv ̂ /y+l • 

v=o v—O v—O v=o 

Отсюда 
n nn 
2  E vX p y v = = f ( x ,  y ) — £ n + \ X n Y n .  

v-O 

Теперь очевидно, что для С-суммируемости ряда 2E vx vyv 
при всех 2 x v  е |Л| 0* и 2 y v  е |В| 0* необходимо и достаточно, если 
в |А|о* и \В\ 0* имеет место сходимость по отрезкам, выполнение 
условия (2. 4) и С-суммируемость последовательности {£ n+\X nY n}. 

Пусть теперь х  =  {X v }  =  2  x v  е \ А \ *  и у = [Y v) = 2 y ve ]В|* 

таковы, что 2 2 änVXv^0 и 2 2 b n V  Y v^0. Тогда хоть один из 6  

П V п V 

X V = Xv — Xv-\ (v = 0, 1, . . .) и один из y v—Yv — Yv— 1 
(v = 0, 1, ...) отличен от нуля. Пусть первые отличающиеся от 
нуля элементы суть соответственно Xk и yi. Тогда найдутся О 

6 = У_j = о. 
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и ß ^ 0 такие, что 
п 00 п 

2 2 änV Xv — ( 2 2 änV) aXk — O 
n V=0 n—k v=k 

И 

2 2 b nv Yv — ( 2 2 bnv) ß yi — 0. 
П V — o П—l V—l 

Для таких л; e |A|* и у  е |В|* справедливо равенство ( n ^>k ,  I ) :  
п п п . 

«2Bvxvyv=f(x*,y*) — £„+1 (Хя — aXk) ( Y n  —  ß y i )  +  a e k x k y k  +  ß e i x i y i ,  
v=o 

где 
n > 

•V — a0, ̂  1) « • • > Xk—l, Xk GL^kt ^k+l CLXk, . . . , Xfi (XXk, 0, . . . 

y * = { Y 0 ,  Y \ ,  Y i — i ,  У/ — /??//, Fz+i — ßtji,, ..., У„ — ßyn, 0, ...}. 

И здесь ряд EvXri/ v  С-суммируем тогда и только тогда, 
когда выполнено (2. 4) и последовательность {e n+iX nY n} С-сум­
мируема для всех х ={Х п} е |А| 0* и у — {Yn} е |В| 0*. Теорема до­
казана. 

Теорема 4. При  п р е д п о л ожени я х  т е о р емы  Зчотносительно ме­
тодов А и В комплексные числа e v  (v = 0, 1, ...) суть множи­
тели сходимости относительно \А\ и |В| тогда и только тогда, 
когда 

1° выполнено условие 1° теоремы 3, 

E/z+l <  М  ( п  =  0 ,  1 ,  . . . ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а д о  п о к а з а т ь ,  ч т о  у с л о в и е  2 °  г а ­
рантирует сходимость последовательности {e n+\X nY n} при всех 
Х'= {Х п} е |А|о* и у = {Y n} е |В|о*. По лемме 14 для методов А и 
В выполнены следующие точные условия роста: 

Х па п п  — о( 1) (/г-> ос) и Y nb n n  = о(1) (я-^оо) при всех 
хе |А|о* и z/e |£ |о*. 

Очевидно тогда и Х„У na nnb nn'— о(1) (п -> оо) при всех 
х е |А|о* и уе\В\ 0*. Это точное условие, т. е. для произвольной 
последовательности Ц«} [lim Я« = oo, Яп > 0 (я — 0, 1, ...),] най­

дутся х* е |А|о* и у* е\В\ 0*, что X nX n*Y n*ä n nb nn^o(\) (zz-^oo). 
П 

Ибо, если ЭТО не так, ТО %nßnnbnnX nYп = ЛпйппЬпп ( 2 Inv Xv) ' 
У;-О 

Л Я П 
' ( ^ У   ) = Я п  Ь п п  2 ^ nv Tjnft Xv У/и =  -S -Ку l/ju , 

f X — 0  V ,  f X — 0  V ,  ( X = 0  
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где £nv и rjnfjL определены формулами (2.2), и преобразование с 
матрицей (c n Vfi) должно преобразовать пространство /XI в  

пространство всех сходящихся к нулю последовательностей с 0. 
Тогда \с п п п\ = Яга {п — 0, 1, ...) должно быть ограничено, что про­
тиворечит определению Ц«}. 

Очевидно, что условие 2° достаточно для сходимости 
{sn+iXnYn} при всех х е |А| 0* и уе\В\ 0*. Если условие 2° не вы­

полнено, то £п = QnCinnbnn {п — 0, 1, ...), где д пфО(\). Но 
тогда и ien+iXnYn) не сходится при всех х е |Л| 0* и у е |£ |о*, так 

4 
как для {Яга>'= {V ы> найдутся х* е |Л| 0*, у* е |В| 0*, натуральные 
числа N\ и N 2  и положительное число е > 0, что 

V Ы а п пХп* = k n', где IVI > е, если л> А/ ь  

V Ы = К", где |^ra z / | > е, если я >А/ 2. 

Отсюда 

\en+iXn*Y n*\ , =  VW' VO(l) (/г->00), 

чем необходимость условия 2° доказана. 
Теорема 5. Если кроме предположений теоремы 3 методы 

суммирования А и В удовлетворяют оценкам 2 \ä n l t\ М \ä v v\ y  

n—V+1 

2 \bnv\ ^ Al и Idy-j-i.y-j-i J Ж |<žry| или J bv-\-\, v-{-\ J ̂  Ж jbvv j 
n=v-1-1 
( у  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  то  к омп л е к с ны е  ч и с л а  e v  ( v  =  0 ,  1 ,  . .  . )  с ут ь  
множители суммируемости типа (|А|, \В\, С) тогда и только 
тогда, когда выполнено условие 1° теоремы 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о к а ж е м ,  ч т о  и з  у с л о в и я  1 °  т е о р е м ы  
3 следует условие 2° теоремы 4. Действительно, так как из ус­

ловия 1° теоремы 3 вытекают условия | e v+i | •< М | üv+\, v+i b rv  | и 

I e v+\ I <; MI üvv bv+\,v-\-\ I (v = 0, 1, ...), то выполнение условия 
2° теоремы 4 при сделанных предположениях очевидно. 

П р и м е ч а н и е .  М е т о д  Ш у р а  д а е т  д л я  в е л и ч и н  с л е д у ю ­
щее выражение: 

cik = lim 2 Ynv ev^vi" Vvk" (i, k = 0,1,...), 
n Vr=max(z, k) 

n n n 
где x n  = 2 än iXi, уп = 2 bniYi, x n  = 2 £ni , 

1=0 i—O i—о 

yn — 2 7]ni" y! (/2=0, 1, ...) 
i—ö 

(2.5) 

238 



Теорема 6. При  п р е д п о л ожени я х  т е о р емы  2 относительно 
методов суммирования А, В и С и нормальности А и В, ком­
плексные числа e v  {v = 0, .. .) суть множители суммируемости 
типа (IА\, В, С) тогда и только тогда, когда 

1 °  найдутся комплексные числа с-& — .. .), что 

By ву+1 При [I = V, 

2 Cik a>iv bkfi— 
i,  k-v, [Л 

— S/x при f j t  = v Jr 1, 

—  S y  При  у ,  — j —  1  =  v ,  

О в остальных случаях 
(и, V = 0, 1 •), 

2 Cik(2a is) bkv— буо£о (v — 0, 1 
i,  k—O, v 

где 2 \cik| < М (i — О, 1, ...), 
k 

2° последовательность {e n+iX nY n} С-суммируема при всех 
х е \А |о* и у е В 0*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  
теоремы 3 (с использованием леммы 19). „ 

Теорема 7. При  п р е д п о л ожени я х  т е о р емы  6 относительно 
методов А и В комплексные числа e v  (v = 0, 1, • • •) суть множи­
тели сходимости относительно \А\ и В тогда и только тогда, когда 

1° выполнено условие 1° теоремы 6, 

J п + х  

! **пп ̂ пп 
<М ( « =  О,  1 ,  . . . ) .  

Теорема 8. Если кроме предположений теоремы 6 методы 
суммирования А и В удовлетворяют оценкам 

2 j änv I ̂  N11 üw I (v = 0, 1, ...), I b nv I A/l j bw j (п ̂  v\ 
n—V-\-1 

V = 0, 1, . . .) U J Üv-\-\, r+1 I AA I Üvv I или j by- j-i, y+i J ^ A4 I bvv I 

(v = 0, 1, ...), то комплексные числа e v  (v = 0, 1, ...) суть 
множители суммируемости типа (|А|, В, С) тогда и только тогда, 
когда выполнено условие 1° теоремы 6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м  7  и  8  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь ­
ству теорем 4 и 5 (с использованием лемм 10 и 14). 

П р и м е ч а н и е .  М е т о д  Ш у р а  д а е т  д л я  в е л и ч и н  c i k  следую­
щее выражение: 
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Cik — lim 2 ynv £y ̂ vi" Vvk" (i> k — 0, 1, . 
n r—max(z, k) 

ti n n 

где Xn — 2 äniXi, Yn = 2 bniYu %n == 2 ̂ ni > 
i—O 1=0 i— 0 

Уп = 2 rjni"' Vi (П = 0, 1, ...). 
i=0 

(2.6) 

§ 3. Обобщенные множители суммируемости при методе 

Рисса R\ 

Метод суммирования Рисса с разрывным параметром R* 
дается в виде преобразования последовательностей в последо­
вательности матрицей (a nk): 

CLnk — < 

Sz+1 )'-( 
K k+\ 

Vи 
при k<^n, 

при k = П, 
'vz+1 

0 при £ > n, 

где к > 0, 0 < Я« < Я п+1 (/2 = 0, 1, ...) и lim Я п  = ос. 

Метод /?* регулярен и абсолютно' регулярен. В дальнейшем 
будем рассматривать только случай х— 1. 

Пусть А = R\ И В = R x
a. Тогда предположение теорем 5 и 8 

|õv+i, v +i|-<M|(2yy j (у = 0,1, ...) превращается в условие -^±1. 
Лл+2 

4  л+2 (я = 0, 1, ...). Остальные предположения тео-
ЛЛ+1 _  /2 

рем 1—8 относительно методов А и £ при методе Рисса выпол­
нены (см. леммы 8—14). 

Теорема 9. Комплексные числа e v  (v = 0, 1, ...) суть множи­

тели суммируемости типа (|9^|, С) тогда и только тогда, 

когда 

Г >-k+\ Vk+i 

Jfx k  

<м (£ = 0, 1, ...), 
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2 °  j  ^ e v I  <  M  ( £  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
v-0  

3° ряд lev С-суммируем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о :  У с л о в и е  1 °  т е о р е м ы  1 ,  к о г д а  A = R\ 

и B = R x
ß, принимает следующий вид: 

Ckl -г 
z/A kJfXt Jlk z/A, 

ZA+1 l ll+\ i^Z+l s=/?+l 
С sl г 

^S^S+l 

z/Ад, z/jU; ^!^t 
— 2 Cht A X k  A f ^ i  

V Cst j •, 
ZS 5+1 "tf*t+l 

t-l+l 

с Ok 

k+\ £=/+1 Iм/ .Wf+1 

6 A  при £ = l, 

0 при кф1 (£, l = 0, 1, 

z/,u$ 

Ог0' 

^ft+1 

ji k  

Ац к- 2 eos 
S=ft-|-1 ^S^S+l 

—  S k  ( £  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

~h A-A„ =  - E 6  ( 6  =  0 , 1 , . . . ) .  
VA+1 S=ft + 1 Л5 AS+1 

Согласно (2.2), величины cik даются формулами: 

Coo — С{2еу) = ö, 

см = а + Sv (6= 1 ,2, 

( 3 . 1 )  

z/Aft • zZ,ma y-o •),  

Ckl а — ей 

Cki = а — ei 

Afe+i 

J  ( X l  

k—\ 
2 Sv ( £ > /  =  0 , 1 ,  . . . ) ,  

v~o 
/-1 

2 ev (/>£ = 0, 1, ...). 
V=0 

Так как и сохраняют абсолютную сходимость, то су­

ществует lim lynvSvXv при всех iX v }, для которых 2\AXv\<C°°-
п V 

Из этого по лемме 3 вытекает условие 2°. Условие 1° получается 
теперь из условия \c kk\ < М (£ = 0,1, ...). Принимая во внима-

z/A 
ние, что - < М  и  < М (п = 0, 1,...) , находим, что 

r"/Z + l |"я+1 

условия 1° и 2° достаточны для ограниченности величин С;/ г. 
Непосредственная проверка равенств (3. 1) найденными 
c i k  (/,£ == 0, 1, ...) новых условий не дает (это замечание спра-
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ведливо и для теорем 10—14). Так как эта проверка для метода 
Рисса тривиальна, то мы здесь и в дальнейшем ее не приводим. 

Теорема 10. Комплексные числа ev (v = 0, 1, ...) суть мно­

жители суммируемости типа С) тогда и только тогда, 
когда 

1 °  21 

6k 

Л fA А**+1 Д ~г~ 
Jl lk 

^A+l 

< 

< м  ( £ - 0 , 1 , . . . ) ,  
J X k  J n k  

3° ряд lev сходится. * 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  ( 2 . 3 ) ,  ф и г у р и р у ю щ и е  в  
условии 1° теоремы 2 величины с,- и Cik, даются формулами: 

Ci = 2 8 у 
V—/-(-1 

А'+1 
z/Я, 

(/= 0, 1, ...), 

^А+1 / уА+1 , t lk+1 t u  г, , 
Jf, k  + и + |  ^ й + 1  

(  0''' • ) ,  

^А+2 C/Hl, А = — £к+\ ~77 z/A A+1-^A+l 
( £ = 0 , 1 ,  . . . ) ,  

Cia — fik+iA (6 0, 1, ...), 

c,£ = 0 в остальных случаях. 

Эти величины должны удовлетворять условиям |с £ | < М (i — 
= 0, 1, ...) и 2 \cik\ < М (г — 0, 1, ...). Условия 1°—3° для этого, 

k 
очевидно, необходимы и достаточны. 

Теорема 11. Комплексные числа £v{v = 0, 1, . ..) суть мно­

жители сходимости относительно |/?{| и |/?^| тогда и только тогда, 
когда 

£k 
ЯА+1 f*k+l 

Sft+1 

JX k  •  J ( i k  

^Ä+l t*k+1 
JXk • Jßk 

^k+lV-k+X 
£'+1 Jh+V^K 

*A+1 Z^A+2 £*+1 J X h  • JHk+\ 

< M  (6 = 0,1 ), 

< M  ( *  =  0 , 1 , . . . ) ,  

<M (6 = 0,1,  . . . ) ,  

<M (6 =  0,  1,  . .  . ) ,  
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  ( 2 . 5 ) ,  ф и г у р и р у ю щ и е  в  
условии 1° теоремы 4 величины с tk даются формулами: 

Ckk — £k 
Ak+\ f 'k+l 

Ч-\-\/ 1к+\ 
J[i k  

Я 

£k+\ 1 
^k+\ . ^k+1 

J(lk 

Ck+\, k — C&+1 ft+2 

(6 = 0,1,...),  

*A+2 ."ft+l 

Cft, £+1 = — £k+i 

^/яА+1 

i"*+2 

£&+i 

k+\ 
£Ш 

^' Kk+\' 

ht-\A V k+2 
Jl k  • 

(£ =  0,1,.. .) ,  

( f c  =  0 , l , . . . ) ,  

Cik = 0 в остальных случаях. 

Эти величины (г, k = 0,1,...) должны быть ограничены. 
Условие 2° теоремы 4 совпадает е условием 2° теоремы 11. Теперь 
уже почти очевидно, что условия 1°—4° необходимы и доста­
точны для ограниченности величин сцг. 

Теорема 12. Комплексные числа ev (v = 0,1, ...) суть мно­

жители суммируемости типа (I-RJlI, \Я 1
/ Л\, С) при выполнении усло­

вия (k 
'•k+2 

Sk 
^A+l f^k+l 

2° 6/?+i 
Afc+2^ft+1 

z/я ft+l 

= 0, 1,...) roada и только тогда, когда 

< М  ( k  =  0 , 1 , . . . ) ,  

< м  ( £  =  0 , 1 , . . . ) ,  

Принимая во внимание формулы для Cik (2.5), теорема 12 
получается из теоремы 5 весьма элементарно. 

Теорема 13. Комплексные числа s v(v = 0,1, ...) суть мно­

жители сходимости относительно , | и R x^ тогда и только тогда, 
к о г д а  вып о л н е ны  у с л о в и я  т е о р емы  1 1 .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  ( 2 .  6 ) ,  ф и г у р и р у ю щ и е  в  у с л о ­
вии 1° теоремы 7 величины с-& даются формулами: 

Ckk = e/i -Ä-fl ("ft+l 
JXk • J(ik 

Sk+l 
^k ̂ k+X / 1 

J}-k ун JVk+ у (Ä = 0,1,...), 

Ck+\y k = — Sk+l 

£k+2 

\k+2 '*h+\ / 1 
<J}-k+l 

\k+\ V-k+1 
" 4nk+i 

1 

dl k+\ 

^ßk+\ j 

( 6  =  0 , 1 , . . . ) ,  
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сь, ш  — е м  [k = О , 1 , . . . ) ,  

c^ = 0 в остальных случаях-. 

Эти величины Cik (i, k= 0,1,...) должны удовлетворять усло­
вию 2 \cik\ < М (i = 0, 1,...). Так как условие 2° теоремы 7 со-

k 
впадает с условием 2° теоремы 11, то легко убедиться, что усло­
вия 1°—4° необходимы и достаточны для выполнения 
2 \си\ <  М ( г  =  0 , 1 , . . . . ) .  
k 

Теорема 14. Комплексные числа e*(v = 0,1, ...) суть мно­

жители суммируемости типа (|Pj |, R^, С) при выполнении условия 

<  М { k  =  0 , 1 ,  . . . )  то г д а  и  то л ь к о  то г д а ,  к о г д а  вы -яЛ+2 

полнены условия теоремы 12. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м  1 1  

и 12. 
я—1 

П р и м е ч а н и е .  Е с л и  Х п  = 2 p v = Р п  (р у  > 0, Р - i = 0) и 
V — 0  

/2—1 

/Лп —  2  q v  —  Qn ( q v  > 0, Q-i = 0) [ n  =  0,1,..,], то из теорем 
v—o 

9—14 получаются соответствующие теоремы для методов взве­

шенных средних Рисса R(p n) и R{q n). Но оказывается, что из 
теорем 1—8 вытекают соответствующие теоремы и для таких 
методов Рисса, у которых pi Ф0, <7; ¥= 0 (i = 0,1,...). Это обу­
словлено тем, что предположения теорем 1—8 относительно А и 
В [за исключением условия |ßv+i,v+i| < М \qVv\ {v = 0, 1,...)] 

автоматически выполнены для абсолютно регулярных R{p n) и 

R(q n) (соответственно абсолютно регулярного R(p n) и регуляр­

ного R(q n)), а условия (1.2) и (1.3) для методов R(р п), сохра­
няющих сходимость и абсолютную сходимость. Абсолютно регу­

лярный метод R(pn) является и абсолютно совершенным ([5], 
теорема 1). 

§ 4. Обобщенные множители суммируемости при методе Чезаро. 

Метод суммирования Чезаро С а  дается в виде преобразова­
ния последбвательностей в последовательности матрицей (anv): 
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л«-1 
A n-V 

при V < п, 
a nv = < А и  

О при V  > п ,  

л а / л + а\ яа л  

г » е  Л" = ( п  ), А° = !•« 

Если а > О, то метод С а  регулярен и абсолютно регулярен. 

Пусть А = С а  и В = С' 9. Если 0 < а < 1 и 0 < /? 1, то С а  и 
удовлетворяют всем предположениям теорем 1—8 (см. леммы 
8—14). В теоремах 15—18 предполагается, что 0 < а < 1 и 
0 < j 6 <  1 .  

Теорема 15. Комплексные числа ev(v = 0,1, ...) суть мно­

жители суммируемости типа (|($"|, С) тогда и только тогда, 
когда 

1° I 2 °  А" А{ 2  ЛГЛТ'ЛГЛГ'е,  I < М (m, п = 0, 1,  . . . ) ,  
тах(<м, У) 

m oo 

2° I 2 Л" 2 А^Г е 5 |<М (т:= О, 1, ...), 
у =о s—v 

3° I I л£ I Лг4гЧ|<М (п = 0, 1, ...), 
/*—о ' $=/л 

4°' Cv = о (1), 

5° ряд С-суммируем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  9 .  
Теорема 16. Комплексные числа ev{v = 0,1, . . . )  с уть  мн о­

жители суммируемости типа (|Е а|, ̂ , С) тогда и только тогда, 
когда 

Q til 00 £ 

1° 2'Af |  2 А" 2 АГ-Г'ЛДГ'б^КМ (m=0, 1, ...), 
ft ' V—0 s=max(jM, V) 

2° 1 ЛГ47' 6,1 < oo-
^ [ x  

3° ряд lev сходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  т е о р е м ы  1 0 .  
Теорема 17. Комплексные числа ev (v = О, 1, . . . )  с уть  мн о­

жители суммируемости типа (|С а  j, |С^|, С) тогда и только тогда, 
когда 

I e v  I == О (1) (v ->• oo). 

245 



Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  ( 2 . 5 ) ,  ф и г у р и р у ю щ и е  в  
условии 1° теоремы 8 величины с tk даются формулами: 

Соо — со, 

Cik = /мг A'Z 2 bvv- 2  av-t lavlk x  

1 — max((, k) 

(i + fc> 0; i, k = 0, 1, ...). J 

(4.1) 

Условие теоремы 17, очевидно, необходимо, так как оно со­
впадает с условием 2° теоремы 4. Покажем, что \сцг\ < 
<М (* ,6  =  0,1 , . . . ) .  

ikA^ A^k 2 Ev v~ 2  Av-Г 1  AiT-Ä" 1  = 
v—max(z, ft) 

= 0(1)гм?л^ i у-«-/9-2| Л-« Г1 Л-^ 
y=:max(t, ft) 

-1 

= 0(1) 
i k A f  A ? k  

2 \AVlr lAVlk 1\ = 0(l) (k ->• oo, / -> oo). 
[тах(/Л)]а+^+2 f=max(/, ft) 

Непосредственная проверка равенств условия 1° теоремы 5 
величинами (4. 1) новых условий не дает. 

Теорема 18. Комплексные числа sv(v = 0, 1, ...) суть мно­

жители суммируемости типа (|С а|, С^, С) тогда и только тогда, 
когда 

a+ß I I 0(1) (v oo) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С о г л а с н о  ( 2 . 6 )  ф и г у р и р у ю щ и е  в  
условии 1° теоремы 8 величины даются формулами: 

Соо — Со, 

?—2 
-ft CZ'FT = /А/ АД 2  ev  v  1  AJ;— Z AY-^/I 

V=max(z, ft) 

(* + fc>0; k ,  l  =  0 ,  l , . . . ) .  

(4. 2) 

Так как условие теоремы 18, очевидно, необходимо, то пока­
жем, что оно гарантирует выполнение условия 2 \с&\ < 

( / « 0 , 1 , . . . ) .  
Значит, необходимо доказать ограниченность суммы 

*2 I /А? A ß
k  2 ev v-1 А7-Г 1  AV-k 21 + 

ft=0 V—i 

-f- 2  I i A i  Л* 2  Av— \  1 A v — k  | = I -j- II. 
k~i V ~k 
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Рассмотрим два случая: 
а) а > 0. Тогда 

'-1 i А? • г, , £ 2, 1 = 0(1) 2 21  АГД - 2  = 
V  *=0 /«+1+ 1  v=i 1  1  

= 0(1) V L5Ti = 0(l) (<*оо), 
k=Q (г _ ft)P+ 2  

1 1  = 0(1)^|И,-«гМ^Г 2 |  + 

0 0  z  л "  a Q *  о  2 ,  

+ 0(1) 2" - ' * — 2 IА7-Г 1 = 
А=/+1 ft^+AH (ft — i)a+l  v-k 

= 0(1)+ 0(1) i —1——=o(i) (i^oo). 
*='•+1 (ft — /)й+1 

6) a = 0. Тогда 

i= S' | $, a£ a;lV |=o( i ) 5'Iл-V| = o(i) (!->oo), 
&=0 k=0 

1I = |iA?e,M = 0(1) (i ->• oo). 

Непосредственная проверка равенств условия 1° теоремы 8 
величинами (4. 2) новых условий не дает. 
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ÜLDISTATUD SUMMEERUVUSTEGURITEST 

F. Vichmann 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis üldistatakse A. Peyerimhoffi poolt artiklites [6] ja [7] 
väljatöötatud meetod harilike summeeruvustegurite uurimiseks üldistatud 
s u m m e e r u v u s t e g u r e i l e .  K o m p l e k s a r v e  t v  ( v  0 ,  1 ,  . . . )  n i m e t a t a k s e  ( | 9 I | ,  | S 3 | ,  C )  

tüüpi summeeruvustegureiks, kui rida 2e vX vY v  on C-summeeruv iga ]A|-sum-

meeruva jada {X v} ja |5|-summeeruva jada {Y v) korral, ja (|Л|, |B|, С) tüüpi 

summeeruvustegureiks, kui rida 2evxvyv on C-summeeruv iga |A|-summeeruva 

rea 2xv ja |B|-summeeruva rea 2yv korral. Analoogiliselt defineeritakse 

I |2t|, 93, C) ja (|Л|, В, С) tüüpi summeeruvustegurid. Paragrahvis 2 antakse tarvi­
likud. ja piisavad tingimused selleks, et ev(v = 0, 1, ...) oleksid ülaltoodud 
tüüpi summeeruvustegurid suvaliste menetluste Л ja В korral. Paragrahvis 3 
menetlusteks Л ja В on Rieszi katkeva parameetriga menetlus -(järguga 1) 
ja paragrahvis 4 — Cesäro menetlus. 

GENERALIZED SUMMABILITY FACTORS 

F. Vichmann 

S u m m a r y  

In the present article the method for the investigation of summability 
factors created by A. Peyerimhoff in [6] and [7] has been extended to 
generalized summability. factors. Complex numbers ev  (v = 0, 1, ...) are defined 

as summability factors of type (I'SIj, |23l, C) when the series VXVYV  is 

summable by method С for each sequence {X y} summable by method Л and 

sequence {Y v} summable by method B, and of type (|A|, |B|, C) when the 

series 2e vx vy v  is summable by method С for- each series 2x v  summable by 

method Л and series 2y v  summable by method B. Analogous is the definition 

for the factors of types (|9I|, 93, C) and (|Л|, В, C). In section 2, necessary 
and sufficient conditions are given for e v  (v — 0, 1, ...) to be the- above 
enumerated summability factors for arbitrary methods Л and B. Methods Л 
and B, in section 3, are both the Riesz methods of summability of order 1 
and, in section 4, the Cesäro methods. 
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МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ В ПОСЛЕДОВАТЕЛЬ­
НОСТИ ДЛЯ МЕТОДА ВЗВЕШЕННЫХ СРЕДНИХ РИССА 

Г. Кангро и М. Тыннов 
Кафедра математического анализа 

Пусть {x v }  — последовательность элементов банахова про­

странства X и £v  — непрерывные линейные операторы из X в не­
которое банахово пространство У. Операторы ev  называются 
м н о ж и т е л я м и  с у м м и р у е м о с т и  в  п о с л е д о в а т е л ь ­
ности типа (А, В) ,((А 0, В), (Ао, В), (|А|, В)), если при каж­
дой А-суммируемой (А-суммируемой к нулю, А-ограниченной, 
абсолютно А-суммируемой) последовательности {* v} последова­

тельность ievxv} ß-суммируема. Аналогично определяются мно­
жители суммируемости в последовательности типа (\А\, |ß|). 
Множители суммируемости в последовательности типов 1  

c ß)  и  ( |C t t | ,  \Cß\) ,  где С а  — метод Чезаро порядка а (а,  ß — 
неотрицательные целые числа), недавно изучили Бозанкет [2] и 
Тайлер [6]. В настоящей статье при помощи метода Шура уста­
навливаются необходимые и достаточные условия для множи­
т е л е й  с у м м и р у е м о с т и  в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  т и п о в  ( Р ,  В ) ,  
(Р 0, В), (Ро,В), (|Р|, В) и (|Р|, |ß|), где Р — метод взвешенных 
средних Рисса, а В — произвольный матричный метод суммиро­
вания последовательностей. Множитёли суммируемости в после­
довательности типов (Р 0, В) и (Ро, В) применяются к нахожде­
н и ю  м н о ж и т е л е й  с у м м и р у е м о с т и  в  р я д е  т и п о в  ( Р ,  В )  и  ( Р о ,  В ) .  

§ 1. Множители суммируемости в последовательности типов 
(Р, В ) ,  (Р 0, В )  и (Ро, В )  

1. Пусть А и В  — матричные методы суммирования, данные 
при помощи преобразования последовательности в последова­
тельность числовыми матрицами (a nv) и (bn V). Предположим, 
что метод А нормален, т. е. anv= 0 при v > п, ап Пу^0. Тогда су­

1  для числовых последовательностей. 
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ществует обратная матрица, элементы которой обозначим через 
£nv'.  

(&nv) = (o-nv)-1-

Обозначив 

.  š n  =  2  š n r ,  
v — o  

мы можем аналогично теореме 1 статьи [1,] доказать следующую 
общую теорему. 

Теорема 1. Операторы s v  являются множителями суммируе­
мости в последовательности типа (А, В) тогда и только тогда, 
когда 

1° S v x }  и xl ß-суммируемы ( х  € Х \  k  = 0, 1, . . .) , 

2° sup II 2 c n kvXv \ \ ^ M n ,  ( k ,  I  =  О, 1, . . . ) ,  
| |х у | |<1 у=о 

ft 
3° sup II 2  c„ v x v||<M, ( n ,  &  =  0, 1, . . . ) ,  

W x J K l  

где 2  

c k v —  2  b n ( i  ̂ u v  6,u, cnv— lim ckv. 
Ц—V ft-» 00 

(1) 

Если А = P, т. е. 

cl,iv = < 
Pv /  
-p- при v < Я, 

n  

. О при г> > я, 

то имеем 3  

Cftv — " 

rj i ^nv £ V f Pv 4 — при v < k, 
Pv 

I") ^nk  £ k  1 
P k  —  при v = k, 

Pk 

при v > k, 

(2) 

2  в смысле сходимости везде в X. 
3  В дальнейшем будем возпользоваться обозначениями 

'  а
п ,  i '+l  и  Adnv — a nv ~ a n—l, v • 

<4a.nr anv 
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откуда 

C n v  —  P v  А 
b nv ev 

Pv 
(3) 

Теорема 2. Если существуют пределы lim b n v ,  то операторы 
Л-> 00 

£v являются множителями суммируемости в последовательности 
типа (Р, В) тогда и только тогда, когда 

1° { e v x }  B - с уммир у ема  , ( *  е X), 

2° sup II 1 P r U b - ^ \ X v \ \ < M  ( n , k  =  0 ,  1, . . . ) .  
1Ы<1 *=° \ t v  I 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и й  т е о р е м ы  
2 без труда получается из условий 1° и 3° теоремы 1. Для дока­
зательства достаточности условий теоремы 2 отметим, что из 
этих условий непосредственно вытекает выполнение условий 1° 
и 3°, а при I  <С& также условия 2° теоремы 1. Если же / > k, то 
условие 2° теоремы 1 гласит: 

fc-i 
sup II 

1*Ж1 *=' 

k-l i 
2 p v l  

v— 0  у  

b nv £v 
Pv 

xv + p*bj~xb\\<,mn (k = 0, 1, ...)• 
" k  

Согласно теореме Банаха-Штейнгауза из условия 1° теоремы 2 
заключаем об ограниченности по k норм 

k  
2, b nv II, 

v—o 

вследствие чего из тождества 
k—1 I) с k 
2 P V A^== 2 bnve, 

v-0 Pv v—0 

b n k  £ k  
~p/t 

в силу условия 2° теоремы 2, вытекает ограниченность по k 
норм 

, bnk £k 
Pk 

Отсюда и из условия 2° теоремы 2 и следует выполнение усло­
вия 2° теоремы 1 при / > k. 

Следствие 1. Операторы e v  представляют собой множители 
сходимости в последовательности для Р тогда и только тогда, 
когда 

1° { e v x }  сходится (% е X), 

Pv  
Pv 

= 0(1) 
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Для доказательства отметим, что если В сводится к методу 
сходимости 4, то условие 2° теоремы 2 гласит: 

sup II — Рп-\ х п-х + Р„ II < М, (4) 
К-,Н<1 Р п  Р п  

IWI<i 

откуда при Хп-1 = в (в — нулевой элемент пространства X) вы­
текает условие 2° следствия. Поскольку 

и нормы ||£л||, в силу условия 1° следствия, ограничены на осно­
вании теоремы Банаха-Штейнгауза, то условия следствия вле­
кут за собой условие (4). 

П р и м е ч а н и е  1 .  Н е т р у д н о  у б е д и т ь с я ,  ч т о  д л я  т о г о ,  ч т о б ы  
операторы e v  были множителями суммируемости в последова­
тельности типа (Р 0, В) (множителями сходимости в последова­
тельности для Р 0), необходимо и достаточно выполнение усло­
вия 2° теоремы 2 (следствия 1). 

2. Аналогично теореме 2 статьи [1] доказывается следующая 
общая теорема. 

Теорема 3. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости в последовательности типа (А о, В\) тогда и только тогда, 
когда 5  

1° 2 cnVxv сходится равномерно при Ц-к^Ц <1 (п = 0, 1, ...), 
V 

2° lim sup [I 2 (clv — cnv) x y \ \  = 0 ( n  =  0, 1, ...), 
A IM<1 v  

3° lim sup II 2 (cnv— cv)xv | | = 0, 
" IM<i y  

где c n
k v, с n V  вычисляются по формулам (1 ),a c v= lim c n V, в пред­

положении, что пределы lim c n
k v  и lim c n V  существуют по норме. 

k п 
Если А = Р, то clv и c nv даются формулами (2) и (3), а 

где b v  = lim bnv. 

4  т. е. b n V= 0 при v^n, b n n  = 1. 
5  Символ lim означает lim. 

s s-> oo 
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Теорема 4. -Если существуют пределы b v= lim b n V, то one-
п  

раторы e v  являются множителями суммируемости в последова­
тельности типа (Ро, В) тогда и только тогда, когда 

1 °  U P v l A  
Pv 

( п  =  0, 1, ...), 

bnk ek 

-j X,, сходится равномерно при ||x v|| < 1 

2° lim 
k  p k  

= 0 (я = 0, 1, ...), 

3° lim sup \ \ 2  P v  A \ ( b n V — b v )  —  \ x v \ \  =  0 .  

» IWI<1 X PvJ 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и й  1 °  и  3 °  н е ­
посредственно получается из условий 1° и 3° теоремы 3. 

Условие 2° теоремы 3 гласит: 

Ьnk £А 
lim sup II P k  

* ы\<1 рь 
x k —  2  Pv А  

v = k  

bnv ev 
Pv 

X v \ \  = 0 (/2= 0, 1, • • •) 

Отсюда и из условия 1° теоремы 3 вытекает необходимость ус­
ловия 2° теоремы 4. Достаточность условий теоремы 4 доказы­
вается без труда. 

Следствие 2. Операторы e v  представляют собой множители 
сходимости в последовательности для Ро тогда и только тогда, 
когда 

1° 1Ы = о(1), 

2° 
P v  —  

Pv 
0(1)  

Для доказательства следует иметь в виду, что если В сво­
дится к методу сходимости, то условие 3° теоремы 4 превраща­
ется в 

lim sup У —Pn-i Xn-i + Pn~x„\\^ 0, (5) 
» IK-iIKi Pn p« • 

IKIKi 

откуда при Xn-1 = Xn вытекает условие 1° и при x n-i = в — ус­
ловие 2° следствия. Наоборот, из условий следствия следует ус­
ловие (5). 

П р и м е р .  П у с т ь  p v  > 0 и lim P v  = oo. Тогда числа 

£_, — 
Pv 

(Pv)° 
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представляют собой множители сходимости в последовательности 

для Р, если а > 1 или о = 1 и |тг| сходится. При а^> 1 числа 

e v  представляют собой даже множители сходимости в последо­
вательности для Ро. 

§ 2. Множители суммируемости в последовательности типов 
(1П В) и (|Р|, \В\) 

1. Как известно, метод суммирования Л дается при помощи 

преобразования последовательности в ряд матрицей (Aa n v),  

элементы обратной матрицы которой обозначим через g nv' 

(§' n V) = (ÄanV)-\ 

Аналогично теореме 3 статьи [1] мы можем доказать следую­
щую общую теорему. 

Теорема 5. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости в последовательности типа (\А\, В) тогда и только тогда, 
когда 

1° {§vk svx} ^-суммируема ( х  е Х \  k  =  0 ,  1, . . . ) ,  

2° II yn
kv II <  М п  ( k ,  v  =  0 ,  1, . . . ) ,  

3° \ \ Y n v \ \ < M  (я, v  =  0 ,  1, . . . ) ,  

где 
k  

rlv = Ъ пцliivSfz, y n v  = lim . (6) 

Если Л — P, то имеем 
b n V£ V  ™ , , 

Pv —— -f J £П/м при V < k, 
Pv (X—V-\-\ 

Y1v 
== d ^nkek « (7) 

P k  — при v = k, 

откуда 

О при v^> k, 

Ynv — P v  h Jü* S/r (8) 
Pv (Xz=V+\ 

Теорема 6. Если P сохраняет абсолютную сходимость и су­
ществуют пределы lim b nv, то операторы e v  являются множите­
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лями суммируемости в последовательности типа (\Р\, В) тогда 
и только тогда, когда 

1° i e v x }  B - с уммир у ема  ( х еХ ) ,  

I 2 bnvSv II < М (п, k = О, 1, ...), 
v=0 

b r t v£ v  

Pv 
< м  (n , v  =  О,  1 ,  . . . ) .  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и я  1 °  н е п о с р е д ­
ственно получается из условия Г теоремы 5 при k — О Если опе­
раторы e v  являются множителями суммируемости в последова­
тельности типа (|Р|, В), то для каждой [/^-суммируемой по­
следовательности —' и в частности для каждой абсолютно сходя­
щейся последовательности ix v) — существует предел 

lim 2 b n V s v x v .  

Поэтому, согласно лемме 5 статьи [lj, необходимо выполнение 
условия 2°. Необходимость условия 3° теперь без труда выте­
кает из условия 3° теоремы 5. 

Для доказательства достаточности условий теоремы 6 отме­
тим, что, ввиду, условия 1° теоремы 6, существует предел 

lim {P k  

^nk £ k 

Pk 
x  +  2  b n v S p x )  ( x  e  X \  k  —  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

V=k+\ 

т. е. выполнено условие 1° теоремы 5. Далее, поскольку в силу 
условия 2° теоремы 6 имеем 

2 bnfi S/x И Л 2 bnfx S/x К -f- И 2 b n /i S/x J] 2M, 
f l=V-(-1 fi—o fi—0 

то из условия 3° теоремы 6 следует выполнение условий 2° и 
3° теоремы 5. 

Следствие 3. Операторы e v  представляют собой множители 
сходимости в последовательности для |Р| тогда и только тогда, 
когда 6  

1° { e v x \  с х о д ится  ( х еХ ) ,  

2° 
Pv 

0(1). 

6  В теореме б предполагается, что Р сохраняет абсолютную сходимость. 
При формулировке следствия 3 можно освободиться от этого предположения, 
если вывести следствие 3 прямо из теоремы 5. 
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• 2. Аналогично теореме 4 статьи [1] доказывается следующая 
общая теорема. 

Теорема 7. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости в последовательности типа (\А\, \В\) тогда и только тогда, 
когда 

1° существует предел Wmy n
k v  (х е X; п, v — 0, 1, ...), 

2 °  U N I K A L  ( k ,  v  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  

3° 2\\Ayn vX II <М||х|| (xeX-, v = 0, 1, . . . ) ,  

где y n
k v, y n V  вычисляются по формулам (6). 

Если А — Р, то y n
k v  и y nv даются формулами (7) и (8). 

Теорема 8. Если Р сохраняет абсолютную сходимость и су­
ществуют пределы lim b n V >  то операторы e v  являются множите-

п 
лями суммируемости в последовательности типа (|Р|, |В|) тогда 
и только тогда, когда 

1° IbnvSvX сходится ( х  е X ;  п  =  0, 1, . . . ) ,  

b„v£v I .. . • . 
М п  { v  =  0 ,  1 ,  . .  . ) ,  

Pv 

3° 2 II 2" Abnvsv x \ \  <  М К * | |  ( х еХ -  /г = О, 1, . . . ) ,  
П V-0 

v  Pv 
2\ Ab nv I < М {v = 0, 1, ...) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь  у с л о в и й  1 °  и  2 °  н е ­
посредственно вытекает из условий 1° и 3° теоремы 6. Если опе­
раторы £v являются множителями суммируемости в последова­
тельности типа (|Р|, |В|), то для каждой |Р|-суммируемой по­
следовательности — ив частности для каждой абсолютно сходя­
щейся  по с л е д о в а т е л ьно с ти  { х  }  —  по с л е д о в а т е л ьно с т ь  { 2  b n v £ v x v }  

V 

абсолютно сходится. Поэтому, согласно лемме 6 статьи [1], не­
обходимо выполнение условия 3°. Необходимость условия 4° те­
перь без труда вытекает из условия 3° теоремы 7. 

Для доказательства достаточности условий теоремы 8 доста­
точно иметь в виду, что условие 1° теоремы 7 непосредственно 
получается из условия 1° теоремы 8, условие 2° — из условий 
1° и 2° теоремы 8, а условие 3° — из условий 3° и 4° теоремы 8. 
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Следствие 4. Операторы e v  представляют собой множители 

абсолютной сходимости для |Р| тогда и только тогда, когда 7  

1 °  i e v x }  с х о д и т с я  а б с о л ю т н о  ( х  е  X ) ,  

р bv 
v 

Pv 
-0(1).  

§ 3. Применение множителей суммируемости в последователь­
ности к изучению множителей суммируемости в ряде 

Операторы e v  называются множителями суммируемости в ряде 
типа (А, В) ((А 0, В), (Ао, В)), если при каждом А-суммируемом 
(А - с уммиру емом  к  н у лю ,  А - о г р анич енном )  р я д е  2  u v  ря д  2  s v u v  

B-суммируем. В этом параграфе мы предположим, что методы 
суммирования А и В регулярны, причем А, по-прежнему, норма­
лен. Если, сверх того, метод А удовлетворяет теореме о среднем 
значении, т. е. 

2  a n V x  
v—o 

< М max 

где 

av(l ' 

то имеется некоторый связь между множителями суммируемости 
в ряде и в последовательности, как показали Пейеримхофф и 
Юркат в случае числовых множителей суммируемости 8. По­
скольку регулярный метод взвешенных средних Рисса удовлет­
воряет теореме о среднем значении, то для этого метода мно­
жители суммируемости в последовательности можно использо­
вать к нахождению множителей суммируемости в ряде. Рассмот­
рим множители суммируемости в ряде типов (Р, В) и (Ро, В). 

1. Нетрудно убедиться, что для регулярного В множители 
суммируемости в ряде типов (А, В) и (А 0, В) совпадают. Если 
обозначим 

v 

x v = 2  up ,  
(Л=0 

то для всех А-суммируемых к нулю рядов 2 uv при помощи ме­
тода Шура без затруднений можно показать справедливость 

7  В теореме 8 предполагается, что Р сохраняет абсолютную сходимость. 
При формулировке следствия 4 можно освободиться от этого предположе­
ния, если вывести следствие 4 прямо из теоремы 7. 

8  См. [3] - [5]. 
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формулы 
V 

lim 2 b nv 2 Ей Ufi = 2 y v  x v\ (9) 
11 v [l=о ' V 

где y v  — непрерывные линейные операторы из X в Y, удовлетво­
ряющие условию • 

sup II 2 y v x v \ \  < М (k  =  0 ,  1, . . . ) .  (Ю) 
ы<\ 

Из (9) при U/i = AõfikX (х е Х\ õ/ik —элемент единичной мат­
рицы) мы находим 

zle*= 2 OvkYv> (П) 
v— k  

где операторы y v  удовлетворяют условию (10). 
Если А удовлетворяет теореме о среднем значении, то анало­

гично случаю числовых последовательностей можно показать 
справедливость соотношения 9  

k 
lim sup II 2 a nv x v  || = 0 {k > p) 

P n v—p 

для каждой последовательности { x v } ,  А-суммируемой к нулю. 
Из этого соотношения вытекает сходимость ряда 2 (Ae v) x v  при 

каждой последовательности {x v}, А-суммируемой к нулю. Дей­
ствительно, в силу (11) имеем 

k со k' {  

II 2 (Zle v) л,, И = И 2 Уп 2 cinv x v  [I 
V=p П—Р v=p 

k' 
<Msup|| 2 a n V  x v\\ — o{\) (при p^ oo), 

n v=p 

где k '  = min ( k ,  n ) . Так как 
k k—\ 
2  e v u v =  2  { A s v ) x v  +  £ k x k ,  ( 1 2 )  

V=0 v=0 ( 

то справедлива следующая теорема. 
Теорема 9. Пусть методы А и В регулярны и А удовлетворяет 

теореме о среднем значении. Тогда операторы e v  представляют 
собой множители суммируемости в ряде типа (А, В) тогда и 
только тогда, когда выполнено условие (11) и операторы е,, яв­
ляются множителями суммируемости в последовательности типа 
(Ао, В). 

9  см. [7]. 
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Если А = Р, то условие (11) имеет вид 

0 0  Yv Ae k  = p k  2 -p-, 
v=k "v 

(13) 

где операторы y v  удовлетворяют условию (10). Так же, как в 
случае числовых последовательностей, можно показать, что ус­
ловие (13) равносильно условиям 

k / • /] £ \ 
sup II ' 2  Ру( л — -  *„||<Л1 (ft = 0, I, ...), 

||х„||«1 "=« \ р" I 

1Ш Л11 = о (|р А |). 

Согласно примечанию 1, для того, чтобы операторы s v  были мно­
жит е л ями  с уммиру емо с ти  в  по с л е д о в а т е л ьно с ти  т ип а  ( Р 0 ,  В ) ,  
необходимо и достаточно выполнение условия 2° /георемы 2. Уп­
ростим это условие. 

Так как 
b n Vs v  Ae v  I b. 

A = b nv 
Pv Pv P V  ГЧ-Ч 

а на основании (13) 

и, следовательно, 

de b  

de. 

= 0(1) 

sup II 2  P v bnv— ~  ( n ,  k  =  0 ,  1 ,  . . . ) ,  
| |*„ | |<1 Pv 

то условие 2° теоремы 2 можно заменить условием 

sup „ ~ у  

UJK1 *=о 
2 рja- n v  

IV \ 

—j ßr+l xv < УИ { n ,  k  =  0 ,  1 ,  . .  . ) .  

Тем самым из теоремы 9 получается следующий результат. 
Теорема 10. Операторы e v  представляют собой множители 

суммируемости в ряде типа (Р, В) для регулярных Р и В тогда 
и только тогда, когда 

1° sup II 2Pv(ä^\xv IKiW (6 = 0, 1, ...), 
I M < 1  - = «  \  р >1  

2° IMsjll = o(|p f t |), 

3° sup И Z  pAa^ b x v \ \<M («,* = 0,1,...). 
1М1<1 *=° \ 
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2. Аналогично предыдущему можно показать, что для того, 
чтобы операторы е,, были множителями суммируемости в ряде 
типа (Ао, В), необходимо выполнение условия 

Лв к = 2  cL rkY v ,  (14) 
r~k 

где операторы y v  такие, что ряд 2 y vx v  сходится равномерно 
при \\x v\\ < 1. Если теперь А удовлетворяет теореме о среднем 
значении, то для каждой Л-ограниченной последовательности мы 
имеем 

II 2 {As v)-K v|| = || 2 y n  2 a n rX v \\ = o(\) (при р->• оо), 
v=p  П—Р V— p  

k'  
так как суммы 2 a n Vx v  ограничены. Тем самым ряд 2 {Ae v )  x v  

V=p 

сходится при каждой Л-ограниченной последовательности i x v } ,  
вследствие чего из тождества (12) вытекает следующая тео­
рема. 

Теорема 11. Пусть методы А и В регулярны и А удовлетво­
ряет теореме о среднем значении. Тогда операторы e v  представ­
ляют собой множители суммируемости в ряде типа (Ао, В) тогда 
и только тогда, когда выполнено условие (14) и операторы s v  

являются множителями суммируемости в последовательности 
типа  ( А о ,  В ) .  

Аналогично теореме (10) из теоремы 11 при помощи теоремы 
4 выводится следующий результат. 

Теорема 12. Операторы s v  представляют собой множители 
суммируемости в ряде типа (Ро, В) для регулярных Р и В тогда 
и только тогда, когда 

1°  2 P v  ̂ А x v  сходится равномерно при ||х у|| < 1, 

2° \\Asv\\ = o(\pv I), 

^nk £k 3° lim 
k 

p, 
pk 

= 0 (n — 0, 1,...), 

lim sup \ \  2  P v U b - f - \ s  x v \ \ = 0 .  
n \\xv\\<l v \ Pv J 

П р и м е ч а н и е  2 .  Е с л и  м е т о д  В треуголен, т. е. b n V  = 0 при 
V ]> п, то его можно определить при помощи преобразования 
ряда в последовательность матрицей {ß n v ) ,  причем b n v = Aß n v  
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Тогда теоремы 10 и 12 представляют собой частные случай 
теорем 10 и 12 статьи [1]. В общем случае можно получить тео­
ремы 10 и 12 статьи [L] для регулярного Р, изложенным в на­
стоящем параграфе методом, если при нахождении множителей 
суммируемости в последовательности типов (Р 0, В) и (Ро, В) 
задать метод В вместо матрицы (b nv) матрицей (ß n v) преобра­
зования ряда в последовательность. Приводим без доказатель­
ства соответствующие результаты. 

Теорема 13. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости в последовательности типа (Р 0, В) при регулярных Р и В 
тогда и только тогда, когда 

v ßnk £k 

Pk 
<уИ„ (£ = 0, 1, ...), 

3° sup II i p (n, fe = 0, 1, ...). 
I |XV | |<1 v=o \ Pv / 

Теорема 14. Операторы e v  являются множителями суммируе­
мости в последовательности типа (Ро, В) при регулярных Р и 
В тогда и только тогда, когда 

1° lim 
k 

2° lim 
k 

ßnk 4  

Pk 

p k  { a ß n k )  

= 0 (n = 0, 1, ...), 

pk 

3° lim sup 
n IMd ?p*(' 

= 0 (n = 0, 1, ...), 

( d ß n v )  

Pv 
Х Л  0. 

Из теорем 13 и 14 нетрудно вывести теоремы 10 и 12 статьи 
[1] для регулярного Р. 
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JADA SUMMEERUVUSTEGURID RIEZSI KAALUTUD KESKMISTE 
MENETLUSE PUHUL 

G. Kangro ja M. Tõnnov, 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Olgu {*,,] Banachi ruumi X  elementide jada ja e v  — pidevad lineaarsed 

o p e r a a t o r i d  r u u m i s t  X  B a n a c h i  r u u m i  У .  O p e r a a t o r e i d  e r  n i m e t a t a k s e  j a d a  
s  u  m  m  e  e  r  u  v  u  s  t  e  g  u  r  e  i  к  s  t ü ü p i  ( А ,  В )  ( ( A 0 ,  В ) ,  A 0 ,  B ) ,  ( J A  j ,  B ) ) }  

kui iga A-summeeruva (nulliks A-summeeruva, A-tõkestatud, absoluutselt 
A-summeeruva) jada {x,.} korral jada {s r  xv) osutub ß-summeeruvaks. Ana­
loogiliselt defineeritakse jada summeeruvustegurid tüüpi (|A|, |ß|). Jada sum-

meeruvustegurid tüüpi (Ca, Cß) ja (|Cf t |, |C<?|), kus Ca tähendab a-järku 
Cesäro menetlust, on arvjadade puhul uurinud Bosanquet [2] ja Tyler [6]. 
Käesolevas töös antakse tarvilikud ja piisavad tingimused jada summeeruvus-
tegureile tüüpi (P, ß), (P0, B), (P0, B), (|ß|, В) ja (jP|, jß|), kus P on 
Rieszi kaalutud keskmiste menetlus ja В suvaline maatriksmenetlus. Jada 
summeeruvustegureid tüüpi (P0, В) ja (P 0, P) rakendatakse rea summeeru-
vustegurite uurimiseks. 

FOLGEN SUMMIERBARKEITSFAKTOREN FÜR DAS VERFAHREN 
DER BEW1CHTETEN MITTEL VON RIESZ 

G. Kangro und M. Tõnnov 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Es seien {xv} eine Folge von Elementen des Banachschen Raumes x 
und e v  —  s t e t i g e  l i n e a r e  O p e r a t o r e n  a u s  X  i n  e i n e n  B a n a c h s c h e n  R a u m  Y .  

M a n  n e n n t  d i e  O p e r a t o r e n  e v  F o l g e n s u m m i e r b a r k e i t s f a k t o r e n  
des Typus (A, ß) ((A0, ß), (A0, ß), (|A|, ß)), wenn für jede A-summier-
bare (zu Null A-summierbare, A-beschränkte, absolut A-summierbare) Folge 
{*,,} die Folge {evxv} ß-summierbar ist. Ganz analog definiert man Fol­
gensummierbarkeitsfaktoren des Typus (|A|, |ß|). Folgensummierbarkeitsfak­
toren der Typen (Ca, Cß) und (|СЙ |, |C^|), wo C a  das Cesärosche Verfahren 
der Ordnung a bedeutet, haben für Zahlenfolgen Bosanquet [2] und Tyler [6J 
untersucht. In der vorliegenden Arbeit werden notwendige und hinreichende 
Bedingungen für Folgensummierbarkeitsfaktoren der Typen (P, ß), (P0, ß), 
(Pq, ß), (|P|, ß) und (|P|, |ßj), wo P das Verfahren der bewichteten Mittel 
von Riesz und ß ein willkürliches Matrixverfahren bezeichnet, aufgestellt. 
Folgensummierbarkeitsfaktoren der Typen (P0, ß) und (P0) ß) werden zur 
Untersuchung der Reihensummierbarkeitsfaktoren angewendet. 
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О РЕШЕНИЯХ ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ О ЧЕТЫРЕХ 
КРАСКАХ 

X. Яаксон 
Кафедра математического анализа 

1. Как известно [1], топологическая проблема о четырех крас­
ках может быть рассматриваема как топологическая проблема 
о двух красках с решениями первого вида. 

Всякое решение задачи о двух красках дается парой сопря­
женных зон, отделенных друг от друга замкнутыми межзональ­
ными линиями. В общей проблеме о двух красках безразлично, 
являются ли межзональные линии четными или нечетными, т. е. 
состоящими из четного или же нечетного числа звеньев. Если же 
потребовать, чтобы все эти линии без исключения были четными, 
то мы имеем дело уже со специальной проблемой о двух крас­
ках. Оказывается, что задача о четырех красках и специальная 
задача о двух красках столь тесно связаны друг с другом, что 
исходя из любого решения одной из этих задач нетрудно по­
строить соответственные решения другой задачи. 

В данной работе мы займемся изучением специальной проб­
лемы о двух красках. 

В главе I мы введем понятие характеристики и дадим при­
менения характеристик, в частности, при выводе необходимых 
условий для пары сопряженных зон. 

В главе II мы сведем построение решений специальной задачи 
о двух красках к построению начальных условий в виде систем 
S(I) и S(II), удовлетворяющих условию А. Мы покажем, что 
условие А является для нашей цели достаточным. 

В части II работы будут изучаться вопросы о выполнимости 
условия А, о построении систем S(I) и S(II) и о классификации 
решений специальной задачи о двух красках. 

I 
Характеристики и их применения 

2. Определения. Мы будем называть характеристикой т-уголь-
ника целое число 

km  — т — 2 (т = 2, 3, 4, ... .). 
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Мы будем называть характеристикой системы многоугольни­
ков сумму характеристик многоугольников, входящих в эту 
систему. 

Сообразно этому мы будем, в частности, называть характе­
ристикой данной топологической карты сумму характеристик 
всех многоугольников этой карты. 
3. Рассмотрим два приема, каждый из которых позволяет 
уменьшить порядок карты на 1, и выясним, как от этого изме­
нятся характеристики отдельных многоугольников и всей карты. 

Рис. 2 Рис. 3 Рис. 1 

Берем часть карты с четырьмя многоугольниками: 1, 2, 3, 4 
(Рис. 1). Характеристиками их пусть будут соответственно числа: 
Ш\, т 2, т 3, т 4. 

Предположим, что многоугольники 3 и 4 не имеют более од­
ной общей стороны. Тогда позволительно удалить эту общую 
сторону, в результате чего от слияния друг с другом многоуогль-
ников 3 и 4 образуется новый многоугольник (3 + 4) (Рис. 2), 
а характеристику К (3 + 4) его дает 

Лемма 1. 
К (3 + 4) = Ш3 + tn4 — 2. (1) 

Предположим теперь, что число сторон у каждого из много­
угольников 3 и 4 не меньше, чем 4. Тогда можно провести кори­
дор вдоль их общей стороны и посредством него привести к слия­
нию друг с другом многоугольники 1 и 2. Образуется новый мно­
гоугольник (1+2). Характеристику К (1+2) его дает 

Лемма 2. 
К (1 + 2) =m, + m 2. (2) 

П р и м е ч а н и е .  К о г д а  п е р в о е  п р е д п о л о ж е н и е  н е  с о о т в е т ­
ствует действительности, то, как нетрудно понять, второе предпо­
ложение непременно будет выполнено, а поэтому во всяком слу­
чае по крайней мере один из описанных только что приемов при­
меним. Каждый из них вызывает понижение порядка карты на 1. 
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Принимая, в одном случае, во внимание формулу (1) и изме­
нения в числе сторон у многоугольников 1 и 2 (Рис. 2), а, в дру­
гом случае, — формулу (2) и изменения в числе сторон у мно­
гоугольников 3 и 4 (Рис. 3), нетрудно проверить, что, как в од­
ном, так и в другом случае верна 

Теорема 1. Понижение порядка карты на 1 при применении 
каждого из вышеописанных приемов вызывает уменьшение ха­
рактеристики карты на 4. 
4. Зависимость характеристики Кп топологической карты от по­
рядка п этой карты устанавливается следующей теоремой. 

Теорема 2. Характеристика Кп  всякой нормальной топологи­
ческой картщ порядка п равна 4п 

Кп = 4 п. (3) 

Для доказательства теоремы используем результаты, 
полученные в предыдущем пункте (п. 3). Как мы там видели, 
всегда возможно привести данную нормальную карту порядка 
п к новой нормальной карте порядка п— 1. При этом характе­
ристика новой карты на 4 меньше характеристики первоначаль­
ной карты Кп — 4 — Kn-i. Аналогично, последнюю карту можно, 
в свою очередь, привести к новой, причем Кп-\ — 4 = Кп-ч или 
же Кп — 2.4 = Кп-2- Через п этапов мы приведем ее к карте нуле­
вого порядка, причем Кп — п4 = Ко. Но характеристика Ко карты 
нулевого порядка равна нулю, так как карта нулевого порядка 
состоит из трех двуугольников, а характеристика двуугольника, 
согласно определению, равна нулю. По сему Кп — 4п = 0, откуда 
и получается формула (3). 
5. При помощи формулы (3) выведем теперь новую фор­
мулу, имеющую важное значение при изучении структуры топо­
логической карты. Пусть дана карта п-го порядка. Пусть среди 
многоугольников на ней многоугольником с наибольшим числом 
сторон будет m-угольник. Обозначим через ah число /i-угольни-
ков на нашей карте (fi^Cm), а через kh характеристику /г-уголь-
ника. Когда на данной карте нет некоторых /z-угольников, то 
соответствующие аь — 0. 

Число всех многоугольников на данной карте N выразится, 
очевидно, так: 

N = «2 ~Ь 05з ah ~f- • • • CL пи 

С другой стороны, N — п -f- 3, где п порядок карты. Значит, 

#2 ~f~ 03 4~ • • • ah ~Ь . • . dm = п-f- 3 
И 

&2<22 -j- -j-... -J- khdh ~j~ • • • -f" kmam — 4п. 

Из этих двух равенств элиминируем п. Тогда получим 
(k 2  — 4) «2 + (&з — 4) аз -j- ... -j- (kh — 4) аь + . . .-j- (km  — 4)am = 
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= — 12. Ввиду того, что /г 6  = 4, член (k 6  — 4)«6 = 0 независимо 
от того, какова рассматриваемая карта. 

Назовем весом Я-угольника число Ph = kh — 4 — h — 6 и ве­
сом всякой системы многоугольников сумму весов этих много­
угольников. 

Тогда полученное равенство может быть переписано в виде 

2 p ha h  = — 12. (4) 
h—2 

Отсюда 
Теорема 3. Вес всякой нормальной топологической карты не­

изменно равен —  1 2 .  
П р и м е ч а н и е .  В в е д е н н о е  т о л ь к о  ч т о  п о н я т и е  в е с а  м н о г о ­

угольника позволяет провести следующую классификацию мно­
гоугольников: 
/z-уго'льник считается мелким, когда ри <С 0, промежуточным, 
когда рн = 0 и крупным, когда ph > 0. Согласно этому, к мел­
ким следует отнести двуугольники, треугольники, четырехуголь­
ники и пятиугольники, к промежуточным — шестиугольники и 
к крупным — многоугольники, число сторон которых > 7. 

Из формулы (4) вытекают непосредственно некоторые след­
ствия: 

Следствие 1. Из одних мелких многоугольников можно соста­
вить лишь конечное число нормальных топологических карт. 

Следствие 2. Из одних шестиугольников невозможно образо­
вать ни одной нормальной топологической карты ([2], [3]). 

Следствие 3. Всякая нормальная топологическая карта, со­
стоящая из одних пяти- и шестиугольников, содержит неизменно 
12 пятиугольников. 

Следствие 4. Не существует такой нормальной топологической 
карты, которая не содержала бы ни одного мелкого многоуголь­
ника ( « 2  =  0 ,  « з  =  0 ,  а 4  =  0 ,  « 5  =  0 )  ( [ 2 ] ,  [ 3 ] ) .  

Следствие 5. Если а 2  = 0, « 3  — 0, « 4  = 0, то а5 = \2-\- 2 рнап 
h—7 

m m 

и аъ = N — «5 — 2 ah — N — 12 — 2 (ph + 1 ) ah. 
h-7- h—7 

6. Пусть данная нормальная топологическая карта п-то порядка 
разбита на пару сопряженных зон Z\ и Z 2. Так как эти две зоны 
(Z1 и Z 2) охватывают все многоугольники данной карты, то сум­
ма их характеристик равна характеристике карты (An): 

K(Z i )  +K(Z 2 )  =4/1. (5) 

Отсюда следует, что K(Z\ )  и K(Z 2 )  либо оба четные, либо оба 
н е ч е т ны е  ч и с л а .  В оп р о с  о  ч е т н о с т и  и л и  н е ч е т н о с т и  K(Z\ )  и  K(Z 2 )  
окончательно решается следующей теоремой. 
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Теорема 4. Характеристики сопряженных зон K{Z\) и K(Z 2) 
обе четные числа. 

Докажем теорему при помощи метода совершенной индук­
ции. Не представляет никакого труда убедиться в верности тео­
ремы для карт нулевого и первого порядка. Остается, значит, 
доказать, что если теорема верна для всех нормальных тополо­
гических карт до порядка п—1 (включительно), то она оста­
нется верной и для карт п-то порядка. 

Итак, пусть дана нормальная карта п-то поряка и пусть ее 
многоугольники разбиты на пару сопряженных зон Z\ и Z 2. Вы­
берем два смежных многоугольника, принадлежащих одной и 
той же зоне (скажем, зоне Z 2). Снабдим их номерами 3 и 4. Их 
общая сторона опирается тогда концами на многоугольники 
1 и 2, принадлежащие зоне Z\ (Рис. 1). Могут представиться 
два случая: либо многоугольники 3 и 4 не имеют более одной 
общей стороны, либо же число их общих сторон больше еди­
ницы. 

В первом случае, согласно п. 3, мы можем привести много­
угольники 3 и 4 к слиянию друг с другом, удаляя их общую сто­
рону (Рис. 2), в результате чего порядок карты понизится на 
1, а характеристики зоны Z 2, как и зоны Z\ уменьшатся обе 
на 2. Во втором случае (п. 3) мы можем привести к слиянию 
многоугольники 1 и 2 через коридор вдоль общей стороны мно­
гоугольников 3 и 4 (Рис. 3), в результате чего порядок карты 
опять-таки понизится на 1, характеристика зоны Z\ останется 
неизменной, а характеристика зоны Z 2  уменьшится на 4. 

Как в том, так и в другом случае операция понижения по­
рядка карты связана с уменьшением характеристик зон на чет­
ные числа, а, значит, обратная операция, т. е. восстановление 
первоначальной карты, связана с увеличением их на четные 
числа. По предположению теорема верна для всех нормальных 
топологических карт до порядка п — 1 (включительно). Следо­
вательно и характеристики зон для образовавшихся выше карт 
(п— 1) -го порядка суть также числа четные. Увеличивая их на 
соответствующие четные числа, получим характеристики зон 
первоначальной карты, которые являются таким образом тоже 
четными числами. Этим наша теорема доказана. 
7. Пусть данная нормальная топологическая карта раскрашена 
четырьмя красками а, Ь, с, d соответственно основным условиям, 
предъявляемым в топологической проблеме о четырех красках. 
Обозначим через S(a), S(b), S(c), S(d) системы многоуогльни-
ков, раскрашенных соответственно красками а, Ь, с, d\ а их ха­
р а к т е ри с т ики  —  ч е р е з  К(а ) ,  K ( b ) ,  К ( с ) ,  K ( d ) .  

Теорема 5. Характеристики К{а), К(Ь), К (с), K{d) являются 
все зараз либо четными, либо нечетными числами. 

В самом деле, раскраске данной карты четырьмя красками 
а, Ь, с, d соответствуют три различные разбивки этой карты на 
пары сопряженных зон. 
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Разбивка карты Зона Z l  Зона Z 2  

Разбивка 1 S(a) и S{b) Co
 

к
 

a
. 

1 

Разбивка 2 S(a) и S(c) S(b) и S(d) 

Разбивка 3 
1 

S(a) и S(d) 

5Г CO CO 

Для каждой из этих шести зон применима теорема 4 (п. 6). 
Поэтому каждая из шести сумм: 

К(а )+К (Ь ) ,  К  ( с )  - j -  K { d ) ;  
К ( а )  +К ( с ) ,  K ( b )+K ( d ) ;  
K ( a )+K ( d ) ,  К {Ь )  +  К{ с )  

является числом четным, откуда непосредственно следует вер­
ность теоремы 5. 
8. Теорема 6. Необходимым условием для того, чтобы межзональ­
ная линия была цельной, нераспаадющейся на части замкнутой 
линией, является равенство характеристик зон 

К  [Z \ )  —2п  —  К  (Z 2 ) ,  ( б )  

где п — порядок рассматриваемой топологической карты. 
Д о к а ж е м  т е о р е м у  п р и  п о м о щ и  м е т о д а  с о в е р ш е н н о й  и н ­

дукции. В верности теоремы для карт нулевого и первого по­
рядка можно легко убедиться непосредственно. Остается дока­
зать, что если теорема верна для карт до порядка п — 1 (вклю­
чительно), то она остается верной и для карт порядка п. 

Пусть мы имеем дело с разбивкой на пару сопряженных зон 
карты п-то порядка, причем межзональная линия не распада­
ется на части. 

Приведем к слиянию друг с другом два смежных многоуголь­
ника одной и той же зоны, удаляя их общую сторону, опираю­
щуюся обоими концами на межзональную линию. Как мы ви­
дели выше, результатом этой операции является, с одной сто­
роны, понижение порядка карты на 1, с другой же стороны, 
уменьшение на 2 характеристик обеих зон 

K(Zx ' )  =K {Z X )  -2, K(Z 2') = K(Z 2) -2. 

По предположению теорема верна для получившейся карты 
п — 1-   порядка 

K(Z / )  =  2 ( n - l )  =K (Z 2 ' ) .  

Отсюда непосредственно следует, что теорема верна и для карт 
л-го порядка. Этим теорема доказана. 
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9. Теорема 7.. Необходимое условие для того, чтобы при раз­
бивке данной карты на пару сопряженных зон Z x  и Z 2  од«а зоиа 
оказалась связной областью, а другая зона Z 2  распалась на 
р -f- 1 частей, изолированных друг от друга многоугольниками 
зоны Z\, состоит в том, что • 

K ( Z X )  =  K ( Z 2 )  + Ар .  (7) 

При доказательстве теоремы будем иметь в виду, что 
в рассматриваемом случае межзональная линия очевидно рас­
падается на р + 1 отличных друг от друга замкнутых линий. 
Каждая из этих линий имеет по крайней мере две линии связи 
с другой или с другими частями межзональных линий. Эти ли­
нии связи являются общими сторонами многоугольников зоны 
Zi, опирающимися одним концом на одну и другим концом на 
другую межзональную линию. Число сторон у этих многоуголь­
ников больше или равно 4. Поэтому, согласно п. 3, вдоль общей 
стороны этих многоугольников можно провести коридор, соеди­
няющий первоначально отделенные друг от друга обе части 
зоны Z 2. Через стенки коридора сливаются в одну замкнутую 
межзональную линию две первоначально различные линии. 
Число их уменьшится таким образом на 1. Характеристика зоны 
Zt уменьшится на 4, а характеристика зоны Z 2  останется неиз­
менной. В результате р таких операций мы дойдем до карты с не­
распадающейся на части межзональной линией. На основании 
теоремы 6 

K(Z l ' < )=2 ( n - p )=K (Z 2 ' ) ,  

но 
K(Z / )  =  K(Z X )  - 4 р ,  K (Z 2 ' ) =K (Z 2 ) ,  

так что K{Z \ )  —  4р  =  K(Z 2 )  или же K(Z X )  =  K {Z 2 )  -j- 4р ,  
что и требовалось доказать. 

Из формул (7) и (5) вытекает 
Следствие: 

K{Z X )  =2п - \ - 2 р ,  K {Z 2 )  =  2п  —  2р .  (8) 

10. Теорема 8. Необходимое условие для того, чтобы при раз­
бивке данной карты на пару сопряженных зон Z x  и Z 2  зона Z x  

распалась на q 1 изолированных частей и зона Z 2  на р + 1 
изолированных частей, состоит в том, что 

K {Z i )  =  K(Z 2 )  ~f- Ар — Aq. (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  8  а н а л о г и ч н о  д о к а з а т е л ь с т в у  
теоремы 7. 

Из формул (9) и (5) вытекает 
Следствие: 

K{Z X )  = 2 п  +  2р  —  2q ,  K (Z 2 )  =  2n  —  2 p  +  2 q .  (10) 
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Отсюда при q = р получим 

K ( Z i )  = 2  n  =  K ( Z 2 ) ,  

причем безразлично, будет ли р — 0 (п. 8) или же р ]> 0 (п. 10). 

II 

Система начальных условий и связанные с нею решения 
11. При решении специальной задачи о двух красках для дан­
ной нормальной топологической карты необходимо все много­
угольники этой карты разбить на пару сопряженных зон Z x  и 
Z 2  так, чтобы межзональные линии все, без исключения, состояли 
из четного числа звеньев. 

Оказывается, что достаточно лишь часть многоугольников 
отметить зональными значками I, II и для части многоугольников 
оставить покамест открытым вопрос о принадлежности их той 
или другой зоне. Часть многоугольников, отмеченных значками 
I, дает систему 5(1). Аналогично многоугольники, отмеченные 
значками II, составляют систему 5(11), а обе эти системы вместе 
взятые образуют систему 5 (I, II), Раз система 5 (I, II) обра­
зована удачно, т. е. раз для нее выполняются известные усло­
вия, то такая система вполне гарантирует существование для 
данной карты специальных решений о двух красках, позволяя 
без труда определить для каждого из многоугольников, не во­
шедших в систему S (I, II), принадлежность его зоне Z\ или же 
зоне Z 2. В общем случае это добавочное распределение по зо­
нам может быть произведено различным образом. В соответст­
вии с этим получатся и различные решения, число которых 
может быть подчас весьма значительным. То общее, что у всех 
них имеется, — это система 5 (I, II). Условимся называть ее 
системой начальных условий. 
12. Впредь мы будем рассматривать лишь такие системы 5 (I, 
II), для которых выполняются следующие условия (Л): 

1° система 5 (I) содержит изолированные друг от друга 
многоугольники; то же самое относится и к системе 
5 (II); 

2° система 5 (I, II) представляет собою зону, так что к 
каждой узловой точке данной карты сходится по край­
ней мере один многоугольник из системы S (I, II); 

3° зона, образованная многоугольниками системы 5 (I, 
II), является связной областью. 

( Л )  

По условию 1° в системе 5(1) нет пары смежных многоуголь­
ников, т. е. многоугольников, имеющих общую сторону; то же 
самое относится и к системе 5 (II). Отсюда следует, что много­
угольник данной карты, к которому примыкает по крайней мере 
один многоугольник системы 5 (I) и по крайней мере один мно­
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гоугольник системы S (II), не входит в систему 5 (I, II). Будем 
отмечать его знаком — (минус). Ясно, что к каждой узловой 
точке данной карты сходится по крайней мере один многоуголь­
ник, не входящий в систему 5 (I, II) и имеющий следовательно 
значок —. Все эти многоугольники вместе составляют систему 
S (—), которая, как не трудно видеть, представляет собою зону, 
сопряженную с зоной S (I, II). 

В то время, как зона, образованная системой S (I, II), по 
условию 3°, представляет собою связную область, система 
S (—) в общем случае дает зону несвязную, распадающуюся на 
(р -i- 1) частей (р > 0); только в частном случае, когда р = 0, 
и система S (—) будет связной. 
13. Теорема 9. Межзональные линии, соответствующие паре со­
пряженных зон S (I, II) и S (—), имеют все четные числа звеньев. 
В случае р = 0 это очевидно, так как в этом случае цельная, не­
распадающаяся на части межзональная линия проходит через 
все узловые точки данной карты, а число их, как известно, равно 
2(л + 1), где п — порядок данной карты. 

Когда р > 0, то межзональная линия состоит из р + 1 зам­
кнутых линий. Рассмотрим ближе какую-нибудь одну из них. 
На нее опираются вообще как с одной, так и с другой стороны 
общие стороны двух смежных многоугольников как зоны S (I, 
II), так и зоны S (—). Одни из этих сторон, а именно стороны из 
зоны S (—), опираются на межзональную линию обоими концами, 
другие же стороны, а именно стороны из зоны S (I, II), опира­
ются одним концом на одну и другим концом на другую межзо­
нальную линию. Каждой стороне первой категории соответст­
вует пара узловых точек, а каждой стороне второй категории — 
одна узловая точка на рассматриваемой части межзональной 
линии. Следовательно, остается лишь убедиться в том, что число 
сторон второй категории, опирающихся на рассматриваемую 
линию, есть число четное/ А это действительно так, потому что 
каждая сторона второй категории отделяет друг от друга мно­
гоугольник со значком I от многоугольника со значком II. А так 
как, в силу условия 1°, вдоль нашей линии расположены попере­
менно многоугольники со значками I и II, то ясно, что число сто­
рон II категории, опирающихся на нашу линию, число четное. 
Таким образом рассматриваемая часть межзональной линии 
проходит действительно через четное число узловых точек и со­
стоит, следовательно, из четного числа звеньев. 

То же самое относится, конечно, к любой из (р + 1) частей 
межзональной линии. 

Следствие. Пара сопряженных зон S (I, II) и S (—) дает 
специальное решение о двух красках, а, следовательно, и реше­
ние о четырех красках для данной топологической карты. 

Последнее получается так. Из четырех красок а, Ь, с, d бе­
рем одну краску, скажем а, и раскрасим ею все многоугольники 
системы S (I); аналогично другой краской, скажем Ь, раскрасим 

271 



все многоугольники системы 5 (II). Двумя оставшимися крас­
ками с и d раскрасим все многоугольники системы S (—) и сде­
лаем это так, чтобы ни одна пара смежных многоугольников си­
стемы S (—) не оказалась раскрашенной одной и той же крас­
кой (с и d)'. А это вполне возможно, потому что ни зона S (—), 
ни какая-нибудь из (р + 1) частей ее не представляет собою 
кольцеобразной области, как это следует из условия 3°. Ведь 
в противном случае часть зоны 5 (I, II) была бы изолирована 
от остальной части этой кольцеобразной областью, а, значит, 
S (I, II) не была бы связной, что противоречило бы нашему 
предположению. Берем какой-нибудь многоугольник одной из 
(р+1) частей системы S (—). Раскрасим его, скажем, краской 
с, раскрасим краской d все смежные с ним многоугольники си­
стемы S (—), раскрасим краской с все смежные с последним 
многоугольники системы S (—) и т. д. Поступая так повторно, 
мы можем быть уверены в том, что в конце концов все много­
угольники рассматриваемой части зоны S (—) окажутся рас­
крашенными и при том так, что не получится ни одной пары 
смежных многоугольников, которые были бы раскрашены одной 
и той же краской. Последнее явление могло бы произойти, оче­
видно, лишь в случае кольцеобразности рассматриваемой части 
зоны S (—), но этого, как мы только что видели, быть не может. 

Раскрашивая аналогично все (р+1) частей зоны S (—) 
красками cud, вдобавок к раскраске красками a, b зоны S (I, 
II), мы и получим в результате решение задачи о четырех крас­
ках для данной топологической карты. 
14. При определении числа решений следует иметь в виду, что 
два решения не считаются различными, если они отличаются 
друг от друга лишь тем, что все значки с заменены значками d 
и наоборот или же все значки а — значками b и наоборот и. т. д. 
Поэтому зафиксируем значки трех многоугольников, сходящихся 
к одной узловой точке. Пусть эти многоугольники будут: один 
из системы S (I), другой из 5 (II) и третий из 5 (—). Раскра­

сим их соответственно красками а, Ь, с. Оставив их раскраску 
неизменной, сосчитаем, сколькими различными способами мож­
но раскрасить остальные многоугольники. Не трудно видеть, что в 
рассматриваемом нами случае число различных раскрасок равно 
2 Р, так как из р + 1 частей зоны S (—) все, кроме одной, до­
пускают по 2 раскраски. 
15. Разбивка данной карты на зоны S (I, II) и S (—) дала нам 
одно решение специальной задачи о двух красках. Из него мы 
получили 2р различных решений задачи о четырех красках. Ис­
пользуя теперь эти последние, можем легко образовать новые 
решения специальной задачи о двух красках. Действительно 
5 (—) можно рассматривать как состоящую их следующих пар 
систем: 

S i ( c ) ,  S i ( d )  ( z  =  1 ,  2 ,  . . . ,  р + 1 ) ,  
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где Si (с) и S i ( d )  обозначают системы многоугольников, раскра­
шенных соответственно краской с или краской d. 

Мы можем отнести к зоне Z\. 1) S(I) и 5;(с) или же 2) 5(1), 
Si(d), а к зоне Z 2  соответственно: 1) 5 (И), 5 г(с?) или же 2) 5(11), 
S i { c ) .  

Вместе с прежним решением будем таким образом иметь 
всего 2 p + 1  -j- 1 решений специальной задачи о двух красках для 
данной топологической карты. 

Согласно теореме VII, число р удовлетворяет соотношению 

К (I, II) —К (—) = 4р, 

где К (I, II) и К (—) суть характеристики систем 5 (1,11), 5(—). 
Полученные результаты можно сформулировать в виде теоремы: 

Теорема 10. Система начальных условий 5 (I, II), удовлетво­
ряющая условиям (А), позволяет сконструировать 2 р  различных 
решений задачи о четырех красках и 2 P + 1  -j- 1 решений специаль­
ной задачи о двух красках. Число р определяется при этом из 
равенства 

К  (1,11) -К ( - )=  4р. 

П р и м е ч а н и е .  С л е д у е т  и м е т ь  в  в и д у ,  ч т о  п о л у ч е н н ы е  
только что решения далеко не исчерпывают всего запаса раз­
личных решений. 

Вопрос о числе различных решений задачи о четырех красках 
подробно разработан Ю. Нуутом [4]. 

Рис. 4. 

П р и м е р .  Д а д и м  ( Р и с .  4 )  с и с т е м ы  5  (I, II) и 5 (—) для 
карты порядка п = 13, причем р= 1. 

Следствие и з  т е о р е м ы  1 0 .  Для доказательства тео­
ремы о существовании решений топологической проблемы о че-
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тырех красках достаточно показать, что 'для каждой нормаль­
ной карты можно построить систему начальных условий S (I, II), 
удовлетворяющую условиям А. 

При этом, нисколько не нарушая общности результата, можно 
ограничиться рассмотрением лишь неприводимых топологиче­
ских карт, так как приводимая карта, как известно, может быть 
разбита на конечное число неприводимых составляющих карт, 
а по решениям для последних без всякого труда строятся и ре­
шения для приводимой карты. 
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TOPOLOOGILISE NELJA VÄRVI ÜLESANDE LAHENDEIST 

H. Jaakson 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  
Käesolevas töös käsitletakse spetsiaalset topoloogilist kahevärviülesannet. 

See ülesanne on niivõrd tihedalt seotud topoloogilise neljavärviülesandega, et 
lähtudes ühe ülesande mingist lahendist, osutub võimalikuks ilma raskusteta 
konstrueerida teise ülesande vastavad lahendid. 

I peatükis antakse karakteristika mõiste ja esitatakse karakteristika raken­
dusi, eriti tarvilikkude tingimuste tuletamisel kaasvööndite paaride tarvis. 

II peatükis taandatakse spetsiaalse kahevärviülesande lahendite konst­
rueerimine teatavate algtingimuste süsteemide konstrueerimisele. Viimased 
esinevad kujul S(I) ja 5(11), mis rahuldavad tingimust A. Töös näidatakse, 
et tingimus A on piisav eespool nimetatud taanduse teostumiseks. 

ÜBER DIE LÖSUNGEN DER TOPOLOG1SCHEN VIERFARBENAUFGABE 

H. Jaakson 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In der vorliegenden Arbeit wird die spezielle topologische Zweifarbenauf­
gabe und ihre Lösungen untersucht. Diese Aufgabe ist so eng mit der 
topologischen Vierfarbenaufgabe verknüpft, daß man auf Grund irgend 
einer Lösung der einen Aufgabe ohne Schwierigkeit im Stande ist, die 
entsprechenden Lösungen der anderen Aufgabe zu konstruieren. 

Im Kapitel I wrid der Begriff der Charakteristik eingeführt und so­
dann angewandt, besonders bei der Aufstellung einiger notwendigen Bedin­
gungen für die konjugierten Zonenpaare, durch welche die Lösungen der 
topologischen Zweifarbenaufgabe gebildet werden. 

Im Kapitel II wird die Lösung der speziellen Zweifarbenaufgabe auf 
die Bildung einer gewissen Bedingung A genügender Systeme von Anfangs­
bedingungen 5(1) und 5(11) reduziert. Die Bedingung A erweist sich dabei 
als hinreichend. 
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О ПОВЕРХНОСТЯХ С ПОЛЯМИ АБСОЛЮТНО ГЛАВНЫХ 
НАПРАВЛЕНИЙ 

Р. Муллари 
Кафедра геометрии 

В настоящей работе рассматриваются m-мерные поверхности 
Vm в евклидовом пространстве R n. К каждому одномерному на­
правлению в плоскости R m, касательной к Vm, присоединяется 
некоторая вполне ортогональная система направлений (не обя­
зательно одномерных) в R m, называемых главными направле­
ниями относительно данного одномерного направления [1]. Если 
некоторое направление в R m  является главным относительно 
всех одномерных направлений из Rm, то его называют абсолютно 
главным направлением поверхности. В случае поверхности V 2  

в Ri такие направления определены в [8]. 
Изучаются поверхности V m  в R n, обладающие полем р-мер-

ных абсолютно главных направлений. При р =• 1 удалось иссле­
дование довести до конца лишь для m-сопряженных систем [3] 
из абсолютно главных направлений. Частным случаем таких по­
верхностей являются m-мерные поверхности Клиффорда [2]. 

При р = 2 изучаемые поверхности Vm  с одним полем двумер­
ных абсолютно главных направлений, не вырожденные танген­
циально [4], оказываются поверхностями переноса двух вполне 
ортогональных поверхностей, причем одна из переносимых по­
верхностей является минимальной поверхностью V 2  с круговой 
индикатрисой нормальной кривизны [5]. При р > 2 существова­
ние абсолютно главного р-направления равносильно тангенци­
альному вырождению поверхности V m  в этом направлении. 

Автор выражает благодарность доц. Ю. Г. Лумисте, который 
при составлении настоящей работы помог ему многими ценными 
указаниями. 

§ 1. Абсолютно главные направления 

1. Пусть в точке М m-мерной поверхности V m  n-мерного 
евклидова пространства R n  задан подвижный репер М, е а, е а  

[а, Ь, ... => 1, ;.. , m; а — т + 1, ... , п), где векторы е а  лежат 
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в касательной плоскости R m, а векторы е а  в нормальной пло­
скости Rn-m поверхности Vm в точке М. Поверхность V m  опреде­

ляется системой (о а  = 0, при продолжении [6] которой получим 

а * a h  j  а 1 а 
СО а — ЬаЬ   з Ь ab — Ь\у а  • 

Выберем два произвольных единичных касательных вектора 
р = р ае а  и q='q ae a  поверхности V m  в точке М. Вектор 

Ä[(p), С<7)] =p aq bb a b, 

где Ь а Ъ  — Ьаь е а, назовем вектором кривизны поверхности Vm  в 
направлениях (р) и (q) векторов Рид. Очевидно, что ß[ (р), (д)] = 
= ß[ (<7), (р) ] и что вектор R[{q), (<?),] является вектором нор­
мальной кривизны поверхности V m  в направлении (q) [5]. 

Если при фиксированном направлении ( q )  направление ( р )  
свободно изменяется, то направления (р 8), соответствующие ста­
ционарным значениям функции R 2[(p),(q)], назовем главными 
направлениями относительно направления (q). Они определя­
ются решениями системы 

I P a{b a cbbdq cq d  — kgab) =0 
j Det \bacbbdqcqd — kgab\ = 0, 

или, что эквивалентно, решениями системы 

p ap bq cq db a c  (gebbdf —  gfbbde) = 0 .  ( 1 . 2 )  

Главные направления относительно данного могут быть и много­
мерными. 

Все главные направления относительно данного, не являю­
щиеся поднаправлениями таких же направлений больших раз­
мерностей, образуют в касательной плоскости R m  вполне орто­
гональную систему. 

Геометрическое значение этих понятий дано нами в статье [1]. 
2. Если направление ( р )  является главным относительно 

всех касательных направлений поверхности V m  в точке М, то на­
зовем его абсолютно главным направлением поверхности. Из 
этого определения и из того, что главные направления относи­
тельно данного вполне ортогональны, следует ортогональность 
абсолютно главных направлений, не являющихся поднаправле­
ниями таких же направлений больших размерностей. По той же 
причине сумма размерностей абсолютно главных направлений не 
может быть m — 1, так как в этом случае одномерное направле­
ние, ортогонально их дополняющее, оказалось бы, очевидно, 
также абсолютно главным. 

Как следует из (1.2), абсолютно главные направления по­
верхности определяются решениями системы 

p ap b[bac(gebbdf — gfbbde) + ba d(g e bb cf  — gfAe) ] = 0. 
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Если репер ортонормирован, тогда необходимым и достаточным 
условием того, чтобы направление вектора е х  было абсолютно 
главным, является выполнение соотношений 

^izAzc Ч~~ Ь\ сЬ а Ь  =•(), (2.1) 

где а ф 1. 
При о, Ь, с = 1,2 условия (2.1) имеют вид 

Ь\\Ь 2 2  Ь\ 2
2  =>(), b nb\2 = b 22b\2 = 0. (2.2) 

Векторы h  ( b n  — 612) и b i 2 являются при ортонормированном 
репере сопряженными радиус-векторами эллипса, описанного 
концом вектора нормальной кривизны, отложенного из точки М, 
если соответствующее направление изменяется в плоскости век­
торов е х  и е 2. (В случае m = 2 этот эллипс является индикатри­
сой нормальной кривизны поверхности V 2). Это можно доказать, 
используя формулы преобразования ортонормированного репера 
<?ь е 2  и учитывая то, что вектор Ь и  является в этом репере век­
тором нормальной кривизны поверхности V m  в направлении век­
тора €\. 

Из этого и из (2.2) следует, что в случае т = 2 абсолютно 
главные направления существуют тогда и только тогда, когда 
точка поверхности V? находится на окружности, проходящей 
через фокусы соответствующей индикатрисы нормальной кри­
визны ортогонально к ее плоскости. Абсолютно главным направ­
лениям соответствуют концы большой оси индикатрисы. Все ка­
сательные направления поверхности V? в точке М абсолютно 
главные тогда и только тогда, когда индикатриса нормальной 
кривизны поверхности V? в точке М .— окружность, а точка М 
находится в центре этой окружности. В пространстве R 3  един­
ственным примером абсолютно главных направлений являются 
главные направления развертывающейся поверхности. 

Более детальное исследование, на котором мы здесь не будем 
останавливаться, показывает, что поверхности V?, несущие поля 
абсолютно главных направлений, существуют в пространстве: 
Rn{n > 4) с произволом п — 4 функций двух переменных. Иссле­
дование произвола существования и свойств общих многомер­
ных поверхностей, несущих поля абсолютно главных направле­
ний, из-за технических осложнений не доведено до конца. Мы 
ограничиваемся некоторыми наиболее простыми частными слу­
чаями. 

3. Рассмотрим случай, когда направление вектора е х  абсо­
лютно главное и имеет (m—1)-мерное сопряженное направле­
ние, но не является асимптотическим. (Случай асимптотического 
абсолютно главного направления приводит, как следует из 
(2.1), к равенствам Ь Х а  — 0. Это равносильно тангенциальному 
вырождению поверхности V m  в направлении вектора е х). 

Здесь уравнение 
q ab i a  = 0, (3. 1> 
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определяющее сопряженное направление направления вектора 
е и  должно иметь (т— 1)-мерное решение. 

Пусть репер ортонормирован, тогда из (2. 1) получим, что 

&п&1А = 0 (А, В ,  .  . .  —  2 ,  . . .  ,  т) .  

Следовательно, уравнение (3. 1) еквивалентно уравнению 
q Ab\A =• О, 

которое должно уже удовлетворяться тождественно. Отсюда 
видно, что (т—1)-мерное направление, сопряженное направ­
лению вектора €и ему ортогонально. Также видно, что &ы = 0. 

Теперь из (2. 1) следует, что ЬЦЬАВ — 0. 
Пусть репер выбран так, что Ъи\\е т+,, а плоскость векторов 

ЪАВ совпадает с плоскостью векторов е т + 2, ... , ei. Тогда поверх­
ности Vm, несущие поля искомых направлений, являются инте­
гральным многообразиям системы Пфаффа [4] 

CD?+ l=aco* СОА+{ — 0 

( O l  —  0  СО А  =  Ь'АВ  C t ) ß  

0){ 0 О)А = 0 

СОт+1 = й) а  = 0)Р = 0. 

Здесь а-=т-\- 2, ... , /; , п, а нормальная кри­
визна поверхности Vm  в направлении вектора равна а. 

При продолжении этой системы среди некоторых других со­
отношений получим 

da — а хы х  + 2а в(о в  

в 

* o)i A  + У В
А0) В  

• aAR.ABcD — 0, 

где ув А  — УАВ и RABCD =>ЬАСЬВО — ЬАЮЬВС — риманов тензор кри­
визны [7]. Но так как в данном случае &м =0 и ЬЦЬАВ= 0, то 

a aRabcd — 0. (3.2) 

Вектор а а€ а  является градиентом скалярного поля а, т. е. поля 
модуля вектора нормальной кривизны поверхности V m  в абсо­
лютно главном направлении. Условие (3.2) означает, что при 
параллельном перенесении этого градиентного вектора по беско­
нечно малому замкнутому контуру на поверхности V т, разность 
между конечным и начальным значениями этого вектора есть 
бесконечно малая величина не второго, как обычно [7], а по 
крайней мере третьего порядка. 
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Нетрудно видеть, что абсолютные линии кривизны являются 
в данном случае геодезическими на V m  тогда и только тогда, 
когда направление градиентного вектора скалярного поля а со­
впадает с данным абсолютно главным направлением. 

Так как здесь уравнение й) 1  — О вполне интегрируемо, то кон-
груенция абсолютных линий кривизны на поверхности V m  яв­
ляется нормальной. 

§ 2. т — сопряженная система абсолютно главных направлений 

4. Рассмотрим класс поверхностей Vm, несущих т полей не­
асимптотических одномерных абсолютно главных направлений 
таких, чтобы каждое абсолютно главное направление имело 
(т — 1)-мерное сопряженное направление. Здесь в силу резуль­
татов предыдущего пункта получится m-сопряженная система [3] 
абсолютно главных направлений. Обозначим такие поверхности 
через Ст. 

Если единичные векторы репера выбрать в абсолютно глав­
ных направлениях, то таким же образом, как в п. 3, можно по-
казать, что 6„А е  = 0, 6„» = 0 (4.1) 

при ау^Ъ. Отсюда видно, что риманов тензор R abcd равен нулю 
и, следовательно, на поверхности С т  господствует в малом евкли­
дова геометрия. 

Выберем единичные векторы репера ет + а  так, чтобы 1  Ьш^ 
= a aem + a  I (о), где а а  — нормальная кривизна поверхности Ст  

в направлении вектора е а. В этом репере поверхности С т  явля­
ются интегральными многообразиями системы Пфаффа 

со а  = 0 (а > т) 

со/ =0 (р > 2т) (4-2) 

(О а
т + Ь  = Õa

babO)b. 

Из системы ее ковариантов получим, что 
о)а = c a

ba aG) a  — cb
aab o)b 

= cb
aaao)a — ca

babü)b 

daa = sao)a + 2(aa) 2ca
co)c 

— ka COa, 
(4. 3) 

где c a
a  — 0 и не происходит суммирования по а и Ь. Поверхности 

С т  существуют в пространстве R n  (п > 2т) с произволом 
т (п — т) функций одного переменного. 

При помощи выражения дифференциала вектора е а  

de a  = (c a
ba ao) a  — cb

aobcob)eb~\- aacoa€m+a \ (a) 

1  Обозначение «|(я)» значит: «В последнем соотношении не происходит 
суммирования по индексу а». 
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и (4. 1) приходим к выводу, что (т— 1)-мерные подповерхности 
поверхности С т, ортогональные к абсолютным линиям кривизны, 
соответствующих вектору е с, являются поверхностиями CV-i 
тогда и только тогда, когда не больше одного из величин с а° от­
лично от нуля. 

Своеобразный вид имеет индикатриса нормальной кривизны 
поверхности С т. Она является (т— 1)-мерным симплексом, ко­
торый описывается концом вектора 

2 ( р а ) 2 Ь а а  {=  2 { р а ) 2 а а е т + а )  

2 ( р ' У= \ ,  < 4 " 4 )  

отложенного из точки М поверхности Ст. Вершины симплекса 
совпадают с концами векторов Ь а а. 

Нетрудно видеть, что все направления касательной плоскости 
Rm, симметричные друг с другом относительно плоскостей, опре­
деляемых абсолютно главными направлениями, соответствуют 
одной и той же точке симплекса-индикатрисы. 

В [1] касательное направление (р), в котором вектор нор­
мальной кривизны приобретает стационарную длину, называ­
ется главным направлением поверхности. При помощи (4.4) 
можно установить, что касательное направление (р) поверхно­
сти С т  является главным тогда и только тогда, когда оно па­
раллельно вектору 

Р* =>2е а-^е а, 
а а 

где е а  — 0, 1, —1. Отсюда видно, что поверхность Ст  носит 
2 С т

а2 а~ 1  полей главных направлений поверхности. 
а 

Все главные направления, симметричные друг с другом отно­
сительно плоскостей, определяемых абсолютно главными на­
правлениями, имеют одно и то же сопряженное направление, ко­
торым является ортогональное дополнение плоскости этих глав­
ных направлений до касательной плоскости R m. 

5. Скаляры а а  — модулы векторов нормальной кривизны по­
верхности С т  в абсолютно главных направлениях — определяют 
т скалярных полей. Рассмотрим случай, когда направления гра­
диентных векторов этих скалярных полей совпадают со соответ­
ствующими абсолютно главными направлениями. Это равно­
сильно условиям 

da a  •==• sao)a. 

Обозначим соответствующие поверхности через Ст'. 
Из (4. 2) и (4. 3) получим, что 

(О, ,»=&>Д» = 0 (5.1) 
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и что поверхности CV существуют в пространстве R n ( n  ̂  2т) с 
произволом т{п — 2m-f-l) функций одного переменного. 

Поверхности Ст расслаиваются абсолютными линиями кри­
визны на вполне геодезические подповерхности С/. 

Нетрудно убедиться, что все подповерхности V a  поверхности 
Ст, пересекающие соответствующие абсолютные линии кри­
визны под постоянным углом — геодезические. 

В силу (4.2), (5.1) и того, что здесь репер является голо-
номным, получим 

de a  = a aoj aem + a  = a adu a€m + a  | {a). 

С другой стороны, 
, ß2M . а  , д 2М , h U  X ae a  => - dtt* -4 —-r dub (а), 

(ди а)з 1  v  ;  

где афЬ  я  М  — радиус-вектор точки М поверхности Ст. От­
сюда следует, что 

д 2 М,  
ди ади ь  

О 

при аф Ь, т. е. поверхность Ст' можно задать векторфункцией 
вида 

М =  2  М а ( и а ) ,  

она является поверхностью переноса относительно всех ее под-
по в е р хно с т е й  С/ .  

6. Рассмотрим в пространстве R 2 m  случай, когда скалярные 
поля модулей векторов нормальной кривизны поверхности С т  в 
абсолютно главных направлениях — постоянные, т. е. когда 

da a  = 0. 

Обозначим такие поверхности через Ст". 
Нетрудно установить, что поверхности Ст" существуют с про­

изволом только постоянных. 

Обозначим М* = М 2 ет + а. Так как здесь 
а а 
dM* = О, 

то поверхность CV' находится на гиперсфере S 2 m-i. Радиус-век­
тором центра гиперсферы является И*, а радиус ее равен 

2 

Обозначим символ дифференцирования в направлении век-

а 2 £а ~ €а через õ. Тогда 
а а 

& ( 2 £д ' ~ Во) — 2 &а ~ (О а  (d) €т+а 2 £а ~ @т-\-а 
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и 

б {2 £а —&т+а) =' • • • . . . = 21 £а ~ & a0S. 
а а 

Отсюда следует, что все линии кривизны поверхности Ст" — 
окружности. Линии кривизны, направляющим вектором которых 

— 1 
является 2—е а  — большие окружности гиперсферы Sm-ь со-

а 
держащей поверхность Ст". Назовем их основными линиями кри­
визны поверхности Ст". 

Абсолютные линии кривизны расслаивают поверхность Ст" 
на подповерхности Cd'. Каждая не абсолютная линия кривизны 
поверхности Ст является основной на одной из подповерхно-
стей С а". 

Из составления системы Пфаффа, определяющей поверхность 
Ст", и из полной интегрируемости этой системы следует, что 
дифференциальные окрестности всех точек М поверхности 
Сщ" — конгруентны. Также следует, что поверхность С т" и ее 
положение в пространстве Rm однозначно определены, если за­
даны дифференциальная окрестность и ее положение хотя бы 
одной точки поверхности Ст'. Отсюда видно, что в пространстве 
Rm существует m-параметрическая группа вращений, системой 
импримитивности которой является поверхность С т". Обозначим 
эту группу через Т. 

Находим все одномерные системы импримитивности груп­
пы Т. Для этого вычислим дифференциал вектора М -j- х ае а  -|-
_|_ хт+а€т+^ Где ха и хт+а — ПОСТОЯННЫЕ. 

d (M  - f -  Х а € а  - j -  х т + а ет+а )  =  2  [  ( 1  —  а а х т + а )  е а  - f  a a x aem+ a]o) a. 

Необходимым и достаточным для того, чтобы точка с радиус-
вектором М  + x°€ a  + х т + а €т + а  оказалась точкой одномерной си­
стемы импримитивности группы Т, является коллинеарность век­
торов 

r a= (1 — aaxm+a)€a -j- aaxa€m+a | (о). 

Для каждого значения а получим 

{ут+Ь ^ 
*• ~  а ь  

х ь  = 0 {Ьфа ) .  

Отсюда видно, что все искомые однопараметрические системы 
импримитивности, вместе взятые, заполняют m вполне ортого­
нальных двумерных плоскостей, проходящих через центр гипер­
сферы S 2m-i, содержащей поверхность С т". Каждая из этих 
плоскостей параллельна плоскости одной из абсолютных линий 
кривизны. Если пересечь эти плоскости семейством гиперсфер, 
имеющих общий центр с гиперсферой Sm-\, то получим все од­
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номерные системы импримитивности группы Т. В пересечении 
этих плоскостей с гиперсферой S^m-i получим т больших окруж­
ностей / д  этой сферы. 

Из вышеизложенного следует, что поверхность Ст" па гипер­
сфере S2т—I как. в (2т— 1)-мерном эллиптическом пространстве 
является еквидистантной поверхностью прямых 1 а, т. е. много­
мерным обобщением поверхности Клиффорда [2]. Основные ли­
нии кривизны поверхности С т" в пространстве R^ m  являются пря­
молинейными образующими m-мерной поверхности Клиффорда 
в эллиптическом пространстве 

§ 3. Двумерные абсолютно главные направления 

7. Рассмотрим поверхности Vm  с полем двумерных абсолютно 
главных направлений. Обозначим такие поверхности через Вт. 

Выберем ортонормированный репер так, чтобы векторы е, и е 2  

лежали в двумерном абсолютно главном направлении. Усло­
вия (2. 1) должны быть выполнены инвариантно относительно 
преобразования репера 

е/ = cos a + sin а е? 
< е/ = — sin а «1 + cos а е 2  (7.1) 

; сА' = еА (А, В, . . . = 3, . . .  ,  т ) .  

Нетрудно убедиться, что 

Ь\\ = sin 2а Ь\2 -}- cos 2а • (^п — B^) -j-  (^11 ^22) 

-< b^ :=  — sin 2а b\2 — cos 2а • (6ц — b^) -j—^ (^п ~Ь ^22) 

b\2 = cos 2 a bxv — sin 2а-у (6ц — Ь 2 2). (7. 2) 

Из инвариантности соотношений (2. 1) при преобразовании 
(7. 2) получим 

Ь 22 | =  ^11 и b 1 2 2  — 6112. (7. 3) 

Если абсолютно главное направление трехмерно, то таким же 
способом получим еще 

^33 = — Ь Ц ,  6 3 3
2  = 6 1 3

2, 
Ьзз— Ь 2 2>, 6 3 3

2  = &2з 2, 

что вместе с (7. 3) дает равенства b^ = 0(<р, | = 1, 2, 3), являю­
щиеся равносильными тангенциальному вырождению поверхно­
сти в этом направлении. Это относится и к более чем трехмерным 
абсолютно главным направлениям. 
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Учитывая (7. 3) и вычисляя выражения и для ьм', Ъ 2А и 6а в л  

при преобразовании (7. 1), получим 

6 и' = sin 2а öi2* + cos 2а 6 n  

6 2 2
z  — — sin 2а b l 2  — cos 2а b u  

b\2 = cos 2a 6 1 2  + sin 2a 6ц 
6м' — cos a 6,a + sin a 62a * 
Ь^д' '== — sin a &ia -}~ cos a 62A 
6ABz — ÖAß. 

Соотношение 
Ь пЬвс + 6Дс-О 

(см. (2. 1)) должно быть инвариантным при преобразова­
нии (7.4). Отсюда в силу (2. 1) получим 

ЬцЬвс = Ь 2 )вЬ 2с и Ь 1 2Ьвс = 0. 

Из инвариантности последнего соотношения следует 
ЬцЬвс — Ь 2вЬ 2с = Ь\вЬ\с — 0. 

Отсюда при В = С получим 6,в = 62,51= 0. 
Учитывая полученные в этом параграфе результаты и (2. 1), 

можно утверждать, что направление векторов ^ и является 
двумерным абсолютно главным направлением тогда и только 
тогда, когда 

{62*2 — — 6ц ЬиЬвс = 0 
611612 = 0 6 1 26вс = 0 (7.5) 
6„2 = 6i2 2  6 tß = б^В = 0. * 

Уравнение для нахождения сопряженных направлений на­
правления вектора 

р'6ц 4~ P 2b\2 -j- P a6ia = 0 

удовлетворяется тождественно при р х  — р 2  = 0. Отсюда следует, 
что двумерное абсолютно главное направление и его ортогональ­
ное дополнение до касательной плоскости Rm  составляют сопря­
женную систему [3]. 

Пусть репер выбран так, чтобы 6 Л  '= aem + l; b 1 2 l\= aem + 2  и пло­
скость векторов €а (а = ш -f- 3, ... , г) совпадает с плоскостью 
векторов 6ав. Тогда поверхности В т  являются интегральными 
многообразиями системы Пфаффа 

->2 (о™ + х  — а со 1  

о)™+ 2  = аса 2  

(о* = 0 

wf = 0 

aco z  

О)' 0) т+2 

ю™+ 2  — а со 1  

< = 0 

со?2 = 0 

г (0 а  — (о? = 0, 

ео™ + 1  = 0 

о)™+ 2  = 0 
А 
= *Л8 ОУ (7. 6> 

где е = 1, :.. , л. 
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При продолжении этой системы получим ряд необходимых 
условий существования искомых поверхностей: 

da = а\0) {  + «2<ы 2  о-в а> в  

2 c oi — К+1 = ßß(oB 

l_ 
а 

СО 

cof — — aAcol  -j- /?лсо2 

(O^—ßACO^ — aACO2 

= 0 -
(7. 7) 

—: 60t zn+l m+2 

<+ l=<,f to'+ ! ,2® 

<+2 = 0?®1 O^to2 

2 алЬлв — 2 ßA^AB = 0. 

Нетрудно видеть, что двумерные абсолютно главные направ­
ления огибают двумерные подповерхности тогда и только тогда, 
когда ßA = 0. Эти подповерхности являются минимальными по­
верхностями, индикатрисы нормальной кривизны которых явля­
ются окружностями. 

8. В силу (7. 5) последнее из условий (7. 7) приобретает вид 

2 ClA^Aa — 2 ßA^Aa — 0. 
А А 

Это означает, что направление, определяемое векторами 2 а Ае А  

А 
и 2 ßA*A, является сопряженным относительно всех направлений 

А 
касательной плоскости R m. Следовательно, поверхность В т  тан­
генциально вырождена в этом направлении. 

Если ад — 0, т. е. градиентный вектор скалярного поля а ле­
жит в двумерном абсолютно главном направлении, тогда при 
продолжении уравнений 

f 0)1 A  '= ßACO2 

\ to/ '= — ßACO1 

получим 
dßA — ßc(OAC = 0. 

Это означает, что векторное поле 2 ßA*A имеет абсолютный 
А 

параллелизм во всех направлениях, ортогональных к двумер­
ному абсолютно главному направлению [7]. 

Рассмотрим случай ал >= ßA — 0. Это имеет место всегда, 
когда поверхность В т  не вырождена тангенциально. Немного 
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сильнее условие в данном случае такое, чтобы существовала ка­
сательное направление поверхности В т, ортогональное к дву­
мерному абсолютно главному направлению, не имеющее трех­
мерного сопряженного направления. 

Произведем преобразование репера е А, = А% e A f  e k, ~ А%'ßk 
(k = \, 2) такое, чтобы репер стал голономным. Здесь ы А' — 
— duA' и, следовательно, 

D(du A / )  ~  [du k / ( o A ' ]  - f  [ d u c ' ( o £ , ]  > =  0 .  

В силу со А', = A k
k,А А' (ü£ = 0 получим 

o>£'. = r£:B,du>>' 

и так же 

Следовательно, 

co™+ k  = 0 и ы а
А, = b a

A, c, du c'. 

de a, = r%cdu c'e B, + b"- c,du c'e a. 

С другой стороны 

de A, - д' м  du'-' + д т  du"' 
А  ~~ди А ' ди с '  + ди А ' ди к '  '  

где М — радиус-вектор точки М поверхности Вт. Отсюда полу­
чим 

д 2М 
ди А '  ди к '  

0 

и, следовательно, 
М •= М* (и и, и 2') -f- М** (и 3', ..., и" 1'). 

В итоге можем сформулировать следующую теорему: 
Пусть а — модуль вектора нормальной кривизны поверхности 

Вт  в любом под направлении двумерного абсолютно главного 
направления. Если градиентный вектор скалярного поля а лежит 
в двумерном абсолютно главном направлении и если эти двумер­
ные направления огибают двумерные подповерхности поверхно­
сти Вт, тогда Вт  является поверхностью переноса двух вполне 
ортогональных поверхностей, причем одна из переносимых по­
верхностей является минимальной поверхностью V?, индикат­
рисы нормальной кривизны которой являются окружностями. 

Нетрудно видеть, что предположения теоремы необходимы и 
достаточны для того, чтобы полученные подповерхности были 
геодезическими в В т. 

В частности, поверхности В 3  существуют в пространстве R n  

(п > 5) с произволом 3 (п — 5) функций одного переменного. 
Если направление, ортогональное к двумерному абсолютно глав­
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ному направлению, является асимптотическим, то такие поверх­
ности В 3  являются конгруенциями прямых и существуют в про­
странстве Rn{n > 4) с произволом 2(п — 3) функций одного пе­
ременного. Они могут и не расслаиваться на двумерные подпо,-
верхности. 

Если поверхность V^m носит полную систему неасимптоти­
ческих двумерных абсолютно главных направлений, то, оче­
видно, она не вырождена тангенциально и, следовательно, вполне 
расслаивается на подповерхности У 2 а  такого же вида. Относи­
тельно этих подповерхностей она является поверхностью пере­
носа. 
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ABSOLUUTSETE PEASIHI VÄLJADEGA PINDADEST 

R. Mullari  

Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Eukleidilise ruumi R n  m-mõõtmelise pinna V m  punktis M antud iga ühe­
mõõtmelise puutujasihiga saab siduda pinna puutujatasandis olevate ortogonaal-
setä sihtide (erijuhul mitmemõõtmeliste) süsteemi. Selle süsteemi sihte nimeta­
me peasihtideks antud puutujasihi suhtes. Kui antud siht osutub peasihiks kõigi 
puutujasihtide suhtes, siis nimetame teda pinna absoluutseks peasihiks. 

Enam kui kahemõõtmelise absoluutse peasihi olemasolu on samaväärne pinna 
tangensiaalse kõdumisega selles sihis. 

Kahemõõtmeliste absoluutsete peasihtide välja kandvad tangensiaalselt kõdu­
mata pinnad osutuvad translatsioonipindadeks. 

Eri juhuks pindadest, millel absoluutsed peasihid moodustavad kaassihtide 
täieliku süsteemi, on sfääril S9 m - 1  kui elliptilises ruumis olev m-mõõtmeline 
Clifford! pind. 
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ON SURFACES WITH FIELDS OF ABSOLUTE PRINCIPLE DIRECTIONS 

R. Mullari 

S u m m a r y  

At the point M of zn-surface V m  of Euclidean n-space R n  every one-dimen­
sional tangent direction can be connected with a system of orthogonal tangent 
directions (in special cases many-dimensional). The directions of this system are 
called principle directions relative to the given direction. If the direction proves 
to be the principle direction relative to all the tangent directions, we call it the 
absolute principle direction of the surface. 

The existence of a more than two-dimensional absolute principle direction is 
equal to the tangent degeneration of the surface in this direction. 

The tangent non-degenerated surfaces with the field of two-dimensional 
absolute principle direction prove to be transportation surfaces. 

A special case among the surfaces, of which the absolute principle directions 
form a complete system of conjugate directions, is the m-dimensional Clifford 
surface on the sphere S9w_, as existing in the elliptic space. 

* 
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ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ, ЛИШЕННЫЕ 
НЕТРИВИАЛЬНЫХ ВЫПУКЛЫХ ПОДГРУПП 

Е. Габович 

Кафедра геометрии 

Группа G называется частично упорядоченной, если она яв­
ляется частично упорядоченным множеством и из а > b следует 
с-\- а ~\- d ̂  с b-\- d для любых а, Ь, с, d е G. 

Подгруппа В частично упорядоченной группы G называется 
выпук л ой ,  е с л и  и з  a ,  b  еВ ,  с  е  G и  а  >  с  >  & с л е д у е т  с е  В .  

Минимальная выпуклая подгруппа В частично упорядочен­
ной аддитивной группы G, содержащая элемент а, должна, 
кроме элементов вида па (п = 0, + 1, + 2, содержать эле­
менты Ь, удовлетворяющие соотношению 

п х а  <  b  <  п 2 а  ( 1 )  

при любых целых числах п\ и п 2. Множество В' всех элементов 
b е G, удовлетворяющих соотношению (1), само является вы­
пуклой подгруппой. Действительно, из b u  Ь 2  е В\ с е G, Ь\ < с < Ь 2  

и п ха < b\ < m xä, п 2а < Ь 2  < т 2а следует 

( п х  + п 2 ) а  <  b i  - f  b 2  <  (m i  +  m 2 ) a ,  
—  m x a  <  —  b  1  <  —  n \ a ,  n x a  <  b \  <  с  <  b 2  <  m 2 a ,  

откуда bi -f- b 2, — buc e В' и, следовательно, В '  = В .  Таким об­
разом наименьшая выпуклая подгруппа частично упорядоченной 
группы G, содержащая элемент а, состоит из элементов Ь, удов­
летворяющих соотношению (1), и только из них. 

В случае отсутствия нетривиальных выпуклых подгрупп в ча­
стично упорядоченной группе G ее любая выпуклая подгруппа 
В,.образованная каким-нибудь элементом а ф 0 из G, совпа­
дает со всей группой G. 

Если такая группа упорядочена тривиально, то любая ее под­
группа является выпуклой и, следовательно, группа не имеет 
собственных подгрупп, т. е. является циклической группой по­
рядка р, где р — простое число. 

В дальнейшем будем предполагать, что наша группа упоря­
дочена нетривиально. В этом случае в G отсутствуют отличные 
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от нуля элементы конечного порядка, ибо в противном случае 
в G нашлась бы конечная подгруппа, которая, ввиду того, что 
конечные группы поддаются только тривиальному упорядочению, 
является выпуклой, но не совпадает с группой G, ввиду нетри­
виальной упорядоченности последней. 

х  Частично упорядоченная группа G называется архимедовски 
упорядоченной, если из a, b е G при о следует существование 
такого целого числа п, что па > Ь. 

Покажем, что необходимым и достаточным условием архиме­
довости частично упорядоченной группы G является отсутствие 
в ней нетривиальных выпуклых подгрупп. Достаточность этого 
утверждения вытекает из второй половины условия (1). Из ар­
химедовости группы G следует для a, b е G (а ̂  0) b < па и 
— b ̂  та, откуда —та < b < па, т. е. выпуклая подгруппа, 
порожденная элементом а, совпадает с G, что доказывает необ­
ходимость условия. 

Мичиура и Жаффар [2, 3, 4] рассмотрели нетривиально ча­
стично упорядоченные группы без нетривиальных выпуклых 
подгрупп, наложив дополнительно условие полузамкнутости: из 
пх > 0 при натуральном п следует х > 0 (см., [4]). Однако да­
же коммутативная частично упорядоченная группа без нетри­
виальных выпуклых подгрупп не всегда полузамкнута, как пока­
зывает следующий пример. 

Рассмотрим аддитивную группу Z целых чисел. К подгруппе 
Z+ положительных элементов отнесем все натуральные числа, 
кроме единицы. Полученная частично упорядоченная группа не 
имеет собственных выпуклых подгрупп. Действительно, любая 
собственная подгруппа А группы Z имеет вид nZ, где п — наи­
меньшее положительное число из Л, а из соотношений 

2 < 5 < 8, 3<5<9, /1</г + 2<2/г (л > 4) 

следует невыпуклость подгрупп 2Z, 3Z и вообще nZ при лю­
б о м  п ,  т .  е .  в с е х  п о д г р у п п  г р у п п ы  Z .  Н о  в 2 и з п = Ь п > 0 н е  
следует 1 > 0, т. е. группа Z не является полузамкнутой. 

Теорема. Коммутативная нетривиально частично упорядо­
ченная группа G, лишенная нетривиальных выпуклых подгрупп, 
изоморфна подгруппе D* частично упорядоченной аддитивной 
группы D действительных чисел-, из а b следует а<р ^ Ьср, где 
ср — изоморфизм между G и D*. 

Определим отображение группы G в группу D, поставив в со­
ответствие элементу b из G действительное число Ь*, определен­
ное следующим образом заданным дедекиндовым сечением. 
Пусть а 5> 0 — фиксированный элемент группы G. Рациональ­

ное число ~ (п > 0) отнесем к верхнему классу сечения, если 

найдется такое натуральное число k ,  что ( km )  а ^>  ( k n ) b ,  и 
к  нижнему ,  е с л и  н ай д е т с я  т а к о е  k ,  ч т о  ( km ) а  <  (kn ) b .  
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Одно из этих условий обязательно выполняется ввиду того, 
что для та — nb?£ 0 всегда существует такое целое k, что 
k(ma — nb) — (km) а—(kn) b^> О, т. е. любое рациональное 
число попадает в один из классов сечения. Каждое рациональное 

число > 0) попадет только в один класс. Действительно, 

если при одном натуральном k  будет ( km ) a ^>  ( k n ) b ,  а при дру­
гом k' — (k'm)a < (k'ti)b, то, умножив эти соотношения на k' и k 
соответственно, получим 

( k k 'm ) a  >  (k ' k n ) b  >  (k ' km ) a ,  

что является очевидным противоречием. 
Убедимся в том, что выполняются и остальные свойства се­

чения. Ввиду (1) число п\ принадлежит нижнему, а число п 2  

(в случае Ь^п 2а) — верхнему классу сечения (k = 1). Если же 
b = п 2а, то, поскольку среди элементов па нет равных (а — эле­
мент бесконечного порядка), но есть сравнимые с п 2а, найдется 
целое число т такое, что или та > b — п 2а, или та <С Ь. В пер­
вом случае число т, а во втором число 2п 2  — т принадлежит 
верхнему классу сечения (k = 1), и, следовательно, ни один класс 

не пуст. Если ~  (q^>0 )  принадлежит верхнему, а ( п  >  0) —  

нижнему классу сечения, то k p a  >  kqb  и k'ma < k'nb (k, k' > 0), 
откуда 

kk'mqa < kk'nqb < kk'npa, 

т. e. mq <^np и Таким образом все свойства сечения 

доказаны. 

Если и — ( п ,  q  0) принадлежат верхним классам сечений, 

которыми определены соответственно числа Ь* и с*, то 
kna > knb, k'pa > k'qc й kk'mqa > kk'nqb, kk'npa > kk'nqc, 
откуда 

kk' (mqa -f npa) > kk'(nqb -f- nqc) 

и, ввиду коммутативности группы G, 

kk'(mq -f- np)a > kk'nq(b -f- c), 

mq -f- np m , p 
т. е. дробь = — -j- -у относится к верхнему классу сече­

ния, определяющего число (б-j-c)*. Проведя аналогичное рас­
с ужд ени е  д л я  нижних  к л а с с о в ,  п ри х о дим  к  р а в ен с т в у  ( Ь  +  с )  *=  
= Ь* -|- с*. 

Таким образом построенное нами соответствие является го­
моморфизмом, а множество D* всех действительных чисел, соот­
ветствующих элементам группы G, является группой. При этом 
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гомоморфизме элементам 0, а и па из G соответствуют числа 0,1 
и п из D*. 

Легко убедиться, что из b > с следует Ь* > с*. Действитель­
но ,  и з  ( km ) а  У -  ( k n ) b  с л е д у е т ,  в в и д у  ( k n ) b  >  (kn ) c ,  ( km )  а  >  

2> ( k n ) c ,  т. е. любое рациональное число — из верхнего класса 

сечения, определяющего число Ь*, принадлежит верхнему классу 
сечения, соответствующего числу с*. И наоборот, если рацио­
нальное число взять из нижнего класса сечения, соответствую­
щего числу с*, то оно окажется в нижнем классе сечения, опре­
деляющего число Ь*. 

Покажем, что из b > с следует Ь* > с*. Пусть cL = b — с. Из 
b > с имеем rf>0 и, следовательно, d > 0. Если d — па, то 
d* — n^> 0. Если dy^na, то найдутся, с одной стороны, такие 
п х  и п 2, что 

п х а  <  d  <  я 2 а ,  

с другой — такие т х  и т 2, что 

miß? < n2a < m2ßf. 

Предположив, что d *  =  0, откуда (m 2 d )  * •= 0, получим 

0  =  d*  <  (п 2 а )  *  С  (m 2 d )  *  =  0 ,  

т. е. (п 2а)* — п 2  = 0. Но это является противоречием, поскольку 
из d > 0 и /г 2а > с? следует п 2  > 0. Этим доказано, что порядок 
группы G переносится на группу D*. 

Построенный нами гомоморфизм является изоморфизмом, 
ибо, как мы сейчас покажем, из Ь* — с* следует b = с. Убедимся 
сперва, что число нуль соответствует только нулевому элементу 
группы G. Пусть d* = 0 и d^0. Тогда найдутся такие т х  и т 2, 
что m xd < а < m 2d, откуда 0 = m xd* < 1 < m 2d* — 0, что яв­
ляется противоречием. Следовательно, d — 0 и из Ь* — с* дейст­
вительно, ввиду Ь* — с* = 0 = (Ь — с) * и b — с — 0, следует 
Ь Е= С. 

Теорема доказана. 
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OSALISELT JÄRJESTATUD RÜHMAD, MILLEDEL PUUDUVAD 
KUMERAD PÄRISALAMRUHMAD 

J. Gabovitš  
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Michiura [4] ja Jaffard [2, 3] üldistasid Hölderi teoreemi ([1], lk. 312) 
poolkinniste (seosest nx > 0 «>0 korral järeldub, et x > Of osaliselt järjes­
tatud rühmade juhule. 

Autor üldistab Hölderi teoreemi kommutatiivsetele osaliselt järjestatud 
rühmadele, mis ei tarvitse olla poolkinnised. On toodud üks näide rühma 
kohta, mis on kommutatiivne, aga ei rahulda Michiura teoreemi nõudeid. 

TEILWEISEGEORDNETE GRUPPEN OHNE NICHTTRIVIALE 
KONVEXE UNTERGRUPPEN 

J. Gabovitsch 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Holders Theorem ([1], S. 312) war von Michiurs und Jaffard auf den 
Fall der halbgeschlossenen (aus nx > 0 und n > 0 folgt x > 0) teilweise­
geordneten Gruppen verallgemeinert. 

Der Autor macht dasselbe für die abelschen Gruppen ohne diese Bedin­
gung und bringt als Beispiel eine dieser Gruppen, die nicht halbgeschlossen ist. 
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ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ ^-ГРУППЫ 

Е. Габович 
Кафедра геометрии 

П. Дж. Хиггинсом [4] дано понятие группы с многоместными 
операторами (^-группы). Частными случаями ß-групп являются 
группы, группы с операторами, обычные, дифференциальные и 
лиевы кольца и алгебры, линейные векторные пространства и не­
которые другие алгебраические системы. 

На случай ß-групп переносятся (П. Дж. Хиггинс [4], А. Г. Ку-
рош [2]) некоторые результаты теории групп и колец, однако 
теория групп с многоместными операторами еще далека от за­
вершения. В данной работе некоторые, большей частью извест­
ные для частично упорядоченных групп, результаты обобщаются 
на случай вводимых ниже частично упорядоченных /2-групп. 

§ 1. Основные понятия 

Следуя Хиггинсу [4], будем говорить, что множество G до­
пускает систему Ü финитарных операторов, если для любого опе­
ратора со e Q существует такое натуральное число п =п(ы), на­
зываемое весом оператора ы, что каждому упорядоченному мно­
жеству а и  Ü2, ... j а п  элементов множества G оператор со одно­
значно сопоставляет некоторый элемент а ха 2  ... а псо, принадле­
жащий множеству G. Аддитивную группу (полугруппу с ну­
лем) G будем называть ^-группой (/^-полугруппой), если выпол­
няются условия 

Ш. множество G допускает систему Q финитарных операто­
ров; 

Q2. если 0 — нулевой элемент группы (полугруппы) G, то 
для каждого оператора со е Q имеет место равенство 

0 0  . . .  О с и  =  0 .  

Оператор со е Q называется дистрибутивным, если для любого 
i = 1, 2, ..., п имеет место 

01^2... CLi-i tot -j- b) öj+i... an(о ;= 
=  ö j ö 2 . .  •  a n ( o  - j -  a [ t t < 2 . . .  £ Z t — •  •  •  o i n O j  

при  любых  b  e  G,  a t  e  G ( i  —  1 ,  2 ,  . . . ,  n ) .  
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ß-группа называется дистрибутивной, если все операторы 
со е Q дистрибутивны. Если в дистрибутивной ß-группе по край­
ней мере один из элементов a L  (i = 1,2, ..., п) равен нулю, то 
и элемент й\а 2  . .. а псо = 0. 

/2-группа (^-полугруппа) G называется частично упорядочен­
ной, если G — частично упорядоченная группа (полугруппа) и 
выполняется условие 

Ш. из ü i ^ b i ,  a j  > 0 ( i ,  /  =  1, 2 ,  . . . ,  t v ,  i ^ b j )  для 
любого оператора weß при каждом i следует 

а х а 2 . . .  а п с о  >  а х а 2 .  . .  a L - x b i a i + l  . . .  а п о ) .  

Если группа (полугруппа) G упорядочена линейно, то 
/^-группа (£?-полугруппа) G называется линейно упорядоченной. 
Отображение ср\ g-*~g' = g(p частично упорядоченной ß-группы 
G на частично упорядоченную ̂ -группу G' называется гомоморф­
ным, если для любых gieG, g{ = gicp е G' (i = 1, 2, ..n) и 
со e Q выполняются условия 

1 )  ( g l  +  g 2 ) c p  =  g \  +  g z ' ,  

2 )  { g x g 2 . . .  g n c o )  c p  • —  g l ' g 2 '  . . .  g n o j ;  

3) если g i  > 0, то и gV > 0; 
4) если g i '  > 0, то найдется по крайней мере один элемент 

gi такой, что gi > 0 и gi = g xcp. 
При выполнении условий 1)—3) отображение <р называется 

слабо гомоморфным. Если (слабо) гомоморфное отображение 
взаимно однозначно, то будем говорить о (слабом) изоморфизме 
частично упорядоченных 12-групп. Отметим, что в силу условий 
1) и 2) отображение ср является обычным гомоморфизмом 
/2-групп. 

Подгруппа (содержащая нулевой элемент подполугруппа) 
А ß-группы G называется ^-подгруппой (.^-подполугруппой), 
если А замкнута относительно всех операторов из Q. 

^-подгруппа А частично упорядоченной группы G называ­
ется выпуклой, если А, как подгруппа частично упорядо­
ч е н н о й  г р у п п ы  G ,  в ы п у к л а ,  т .  е .  е с л и  и з  a ,  b  е  A ,  c e G n a ^ c ^ b  
следует, что с е А. 

В дальнейшем предполагается знакомство читателя с поня­
тием идеала (см. [4]) ß-группы. Для дистрибутивной ^-группы 
G идеал J можно определить, как аддитивную подгруппу группы 
G, удовлетворяющую условиям 

J1. — g + а + g е / для любых а е /, g е G; 
J2. g x g 2  . . .  g i - l a g i+ 1 . . .  g n c o  е  J  всякий раз, когда со eQ, 

ae J, gi, g 2, ... , gn e G, и при любом i— 1, 2, ..., п. 

§ 2. Упорядочение фактор-групп 

В дальнейшем понадобится следующий признак упорядочи-
ваемости дистрибутивных ß-rpynn. 
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Теорема 1 . Д л я  то г о ,  чтобы  ди стриб утивную  Q- г р упп у  можно  
было частично упорядочить, необходимо и достаточно, чтобы 
в этой Q-группе G нашлась Q-подполугруппа G +, удовлетворяю­
щая следующим условиям: 

U1. — a -j- G+ -(- а = G +  для любого ae G; 
U2. если ae G +  и — а е G +, то а — — а — 0. 
Н е о б х о д и м о с т ь .  П у с т ь  G —  ч а с т и ч н о  у п о р я д о ч е н н а я  

ß-группа. Ее элемент а называется положительным, если а > 0. 
В качестве G +  выберем множество всех положительных элемен­
тов ß-группы G, относительно которого известно (см. [1]), что 
оно является аддитивной подполугруппой с нулем в группе G 
и удовлетворяет условиям U1 и U2. 

Покажем, что G+ является £?-полугруппой. Действительно, 
условие Q\ выполняется: если а,- е G +( / = 1, 2, ..., п), т. е. a t  > 0, 
то для любого оператора ы е Q по определению частично упоря­
доченной ^-группы имеем 

a\a<i... а по) ̂  0 а% ... а по) == 0 

(последнее равенство ввиду дистрибутивности оператора ы), 
т. е. а ха 2... а пы е G +  и G +  допускает систему & финитарных опе­
раторов. Следовательно, G +  является ^-подполугруппой, по­
скольку Ü2 выполняется для всех со е Q ввиду того, что G — 
42-группа. 

Д о с т а т о ч н о с т ь .  П у с т ь  в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  т е о р е м ы .  Б у ­
дем считать, что а > b тогда и только тогда, когда а — b е G +. 
Как известно (см. [1]), при таком определении порядка группа 
G превращается в частично упорядоченную группу. 

Проверим, выполнено ли условие Ш. Для любого оператора 
со е Q из ai > Ьи а\ > 0 {а и  b t  е G, /, 1,2, ..., п; i ф /) или, 
что то же, из ai — b t  е G +, о/ е G+ следует 

а — а ха 2. . .  a , - - i  ( а , -  —  b t) а м  ... а псо е G+, 

ибо G +  — ß-полугруппа. Отсюда, поскольку оператор со дистри­
бутивен, для любого i следует 

а  =  a\ Ü 2 . . .  а п с о  — а\а%... ai—\biUi+\ ... а по) € G+, 

а это по определению значит, что 

. . .  а п о )  ̂  а \а% . . .  a i — \ b j ö i + i • . . .  а п с о .  

Q3 выполнено и G является частично упорядоченной ^-группой. 
Известно, что всякая подгруппа А частично упорядоченной 

группы G сама является частично упорядоченной группой, полу­
группой А +  положительных элементов которой является пересе­
чение А с G+ — полугруппой положительных элементов группы 
'G. Поскольку Ш, будучи выполнено для G, выполняется и для 
А, то из вышеупомянутого факта следует, что всякая ß-под-
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группа частично упорядоченной ^-группы сама частично упоря­
дочена и ее ^-подполугруппой положительных элементов явля­
ется пересечение этой 42-подгруппы с ß-подполугруппой положи­
тельных элементов всей ̂ -группы. 

Возможность упорядочить фактор-группу (см. [4]) частично 
упорядоченной ß-группы G по ее выпуклому идеалу J вытекает 
из следующего факта: отличный от самого J смежный класс 
J а с положительным представителем не содержит элементов 
Q-группы G, меньших нуля. Действительно, при а > 0, b е / про­
тивное предположение 0 > b -j- а влечет — b~j> а и — а > Ь, т. е. 
— а > 0 > — а > Ь, откуда,, ввиду выпуклости идеала /, 
а б /, что противоречит условию. 

Пусть J — выпуклый, а А — какой-нибудь идеал дистрибу­
тивной частично упорядоченной ^-группы G. Будем говорить, 
что фактор-группа G/J упорядочена по идеалу А, если смежный 
класс считается положительным тогда и только тогда, когда он 
содержит хотя бы один положительный элемент, принадлежа­
щий идеалу А. 

Фактор-группа G/J, упорядоченная по идеалу А, является ча­
стично упорядоченной ̂ -группой. Действительно, считая / -j- а > 
> / -j- b в случае а — 6 > 0, а — b е А, мы сводим проверку ак­
сиом I—IV частичной упорядоченности группы (см. [3], 
стр. 147) и аксиомы Ш для GJJ на проверку этих же аксиом в А, 
для кото pro они выполняются. 

В случае А = G будем говорить, что G/J упорядочена макси­
мально. ß-группа G/J окажется тривиально упорядоченной тогда 
и только тогда, когда А +С/; в частности, если Л С/. Действий 
тельно, в этом и только в этом случае единственным положитель­
ным смежным классом будет сам идеал J. Все остальные воз­
можные упорядочения G/J по А занимают промежуточное поло­
жение между тривиальной и максимальной частичной упорядо­
ченностью, каждое из них определяется каким-нибудь идеалом 
^-группы G, не содержащимся целиком в Л. 

§ 3. Теоремы о гомоморфизмах 

Роль, аналогичная той, которую в теории £?-групп играют 
идеалы, принадлежит в теории частично упорядоченных ß-rpynn 
выпуклым идеалам. 

Теорема 2. Ядро J любого слабо гомоморфного (а, следова­
тельно, и любого гомоморфного) отображения <р частично упо­
рядоченной Q-группы G на другую частично упорядоченную 
Q-группу G' является выпуклым идеалом. 

Известно (см. [4]), что J — идеал. Пусть a, b е, J, с е G, с'<= cq> 
и а > с> 6. Тогда а<р = 0^ сср — с' ̂  Ьср — 0, откуда с' — 0 и, 
следовательно, се/, т. е. / выпукл. 
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В дальнейшем все частично упорядоченные ß-группы предпо­
лагаются дистрибутивными. 

Теорема 3. Если фактор-группа G/J частично упорядоченной 
Q-группы G по ее выпуклому идеалу J максимально упорядочена, 
то естественное гомоморфное отображение G на G/J является 
гомоморфизмом (а,' следовательно, и слабым гомоморфизмом) 
частично упорядоченных Q-групп. Обратно, если частично упо­
рядоченная Q-группа G (слабо) гомоморфно отображается на 
частично упорядоченную Q-группу G', то G' (слабо) изоморфна 
максимально упорядоченной фактор-группе G/J Q-группы G по 
ядру J рассматриваемого гомоморфизма. 

Проверим, выполняются ли для естественного гомоморфного 
отображения G-^G/J условия 3) и 4) определения гомомор­
физма частично упорядоченных ß-групп. Если в G g ̂  0, то по 
определению максимальной упорядоченности фактор-группы G/J 
смежный класс, соответствующий элементу g, будет положитель­
ным. Наоборот, если какой-либо смежный класс в G/J положите­
лен, то в силу того же определения найдется положительный 
элемент, принадлежащий этому классу. Первая половина тео­
ремы этим доказана. 

Как известно (см. [4]), соответствие g' g, где g r  — 
образ элемента g й-группы G при рассматриваемом гомомор­
физме ep: G~> G', является изоморфизмом /2-групп G' и G/J. По­
кажем, что оно сохраняет порядок. Из положительности / -(- g 
следует существование gi е / + g такого, что gi > О, gi = gcp. 
Если (р: G-+-G' — слабый гомоморфизм, то g f  •= g\q> > 0. Если 
Же G G' — гомоморфизм частично упорядоченных ß-групп, то 
для g r  > 0 найдется g > 0 и, следовательно, / -j- g положителен. 
Теорема доказана. 

Первая теорема об изоморфизме, которую можно было бы 
сформулировать следующим образом: 

если Ли/ — ß-подгруппы частично упорядоченной ß-группы 
G, причем / является выпуклым идеалом в ^-подгруппе {Л, /}, 
то пересечение А л / будет выпуклым идеалом в Л и имеет место 
следующий изоморфизм максимально упорядоченных фактор­
групп 

А/УпАЫ/, Л}//, 

как показывает сконструированный Е. П. Шимбиревой [3] при­
мер, не переносится на случай частично упорядоченных £?-групп, 
хотя выпуклость идеала /П Л в Л легко проверяется: 

и з  a ,  b e J ( \ A ,  с е  А ,  а ^ с ^ Ь  следует, ввиду выпуклости 
и д е а л а  / ,  ч т о  с е / ,  о т к у д а  с е  J  Г | Л .  

Однако фактор-группа Л//пЛ отображается на {Л, /}// слабо 
изоморфно. Действительно, если какой-нибудь смежный класс 
первой фактор-группы положителен, то он содержит по опреде­
лению максимального порядка положительный элемент a Q-
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группы А. Но тогда соответствующий этому смежному классу 
смежный класс второй фактор-группы (им является / -j- а) будет 
также положительным. 

Легко понять, почему имеет место лишь слабый изоморфизм: 
если смежный класс J а положителен, не исключена возмож­
ность того, что все элементы соответствующего смежного класса 
другой фактор-группы не сравнимы с нулем. 

Следствием этого является следующее утверждение: 
Первая теорема об изоморфизме имеет место для линейно 

упорядоченных Q-групп. 
Действительно, в этом случае из положительности J ~\- а 

всегда следует «положительность соответствующего смежного 
класса другой фактор-группы, поскольку теперь все элементы 
смежного класса Jа положительны. 

В частном случае, когда А является идеалом Q-группы G, 
максимально упорядоченная фактор-группа Л//п А изоморфна 
упорядоченной по идеалу А фактор-группе {/, А}//. Это утверж­
дение является непосредственным следствием определения упо­
рядочения фактор-группы по идеалу. 

Теорема о соответствии между подгруппами при гомоморф­
ном отображении, или, как ее еще называют, вторая теорема об 
изоморфизме, переносится на случай частично упорядоченных 
/2-групп. 

Теорема 4. Произвольный гомоморфизм (p\G-^G r  одной 
частично упорядоченной G-группы на другую устанавливает 
взаимно однозначное соответствие между Q-подгруппами А 
группы G, содержащими ядро J этого гомоморфизма, и Q-под­
группами А' группы G r, причем А' изоморфна максимально упо­
рядоченной фактор-группе A/J. Если Г — выпуклый идеал в G', 
то соответствующий ему идеал I в G является выпуклым и имеет 
место следующий изоморфизм максимально упорядоченных фак-
тор-грипп 

G/I ~ G'/V. 

Поскольку <р\ G G' является, в частности, обычным гомо­
морфизмом £?-групп, взаимно однозначное соответствие действи­
тельно имеет место (см. [4]). При этом индуцированный на А 
гомоморфизм ср (А): А А' переносит порядок из А в А'. По­
скольку ядром гомоморфизма ср (А) служит идеал /, то А' ̂  A/J. 

Пусть a, b е I, с е G, а > с > Ь, т. е. а — с > 0 и с — £ > 0. 
Тогда (а — с)(р = а<р — сер ̂  0 и (с~ b)cp = cq> — bep ^ 0, откуда 
сир > сср > bq> в /'. Ввиду выпуклости идеала V, сср е Г и, следо­
вательно, се/, т. е. идеал / выпукл. Частично упорядоченная 
ß-группа G гомоморфно отображается на G', эта в свою оче­
редь — на G'/I'. Ядром гомоморфизма G -> G'/Г является идеал I, 
поэтому по теореме 3 

G/I s* G'lV. 
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OSALISELT JÄRJESTATUD ß-RÜHMAD 

J. Gabovitš 
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

P. J. Higginsi [4] poolt sissetoodud ß-rühmade jaoks defineeritakse osa­
line järjestus. Faktorrühma kumera ideaali järgi järjestatakse mingi teise ideaali 
abil. Osaliselt järjestatud ß-rühmade jaoks tõestatakse teoreem homomorfis-
midest ning esimene ja teine teoreem isomorfismidest. 

PARTIALLY ORDERED ß-GROUPS 

J. Gabovitch 

S u m m a r y  

Partially ordered ß-groups are considered. A necessary and sufficient 
condition is given for ordering ß-groups. A rule is given for ordering factor-
groups. The theorem about homomorfisms and first and second theorem about 
isomorfisms are proved. 
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О ПРИБЛИЖЕННОМ РЕШЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИИ 

Э. Тамме и Р. Юрге"нсон 

Кафедра математического анализа 

Дифференциальные уравнения часто решаются путем замены 
данного уравнения более простым уравнением, которое в неко­
тором смысле близко к решаемому уравнению. Важной пробле­
мой является исследование точности такого метода. Некоторые 
оценки близости решений линейных дифференциальных уравне­
ний получены в работах И. М. Власова [1, 2, 3]. В настоящей 
статье даются аналогичные оценки для линейных и нелинейных 
задач. Эти оценки в практике часто оказываются более просто 
применимыми и более точными, чем оценки, полученные 
И. М. Власовым. 

При решении проблемы дифференциальное уравнение рас­
сматривается как операторное уравнение в пространстве, обоб-
щенно-нормированном посредством векторного пространства, 
и используются общие результаты, полученные в таких про­
странствах. Эти результаты приведены в § 1. Таким путем полу­
чаются более точные оценки, чем можно получить использова­
нием обычной нормы банахового пространства, но сложность 
оценок не увеличивается. 

В §§ 2—4 сформулированы результаты о близости решений 
дифференциальных уравнений в таком виде, чтобы при пользо­
вании ими не надо было владеть аппаратом функционального 
анализа. 

§ 1. Уравнения в обобщенно-нормированном пространстве 

1. В**- п р остр а нство м называется полуупорядоченное про­
странство Банаха U (см. [8]), в котором 

a) для каждого элемента и существует элемент и' > 0 такой, 
что и' > и; 

b) из соотношений 0 < и п' < и п  (п — 0, 1, ...) и lim и п  = О 
следует, что lim и п' = 0; 

c) каждый ряд с положительными членами и ограниченными 
(по упорядоченности) частными суммами сходится. 
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Пусть линейное пространство X нормировано посредством 
5++-пространств a U (см. [8]), а А и М линейные непрерывные 
операторы, действующие соответственно в пространствах X и &. 

О существовании обратного оператора в пространстве X 
имеет место следующая 

Лемма 1. Если 1  \А\ < М и существует положительный обрат­
ный оператор (I — М)~ х, то существует обратный оператор 
(Е — А)~\ причем 

ф  | ( £ - A ) - i | <  ( 1 - М)- \  

где Е и I — единичные операторы соответственно в пространст­
вах X и U. 

Эта лемма доказывается на основе результатов работы [8] 
(см. такжб [6]). 

2. Пусть даны два уравнения 
х = Ах + у, (1) 

х = Вх z, ( 2 ) 4  

где А я В — линейные непрерывные операторы, действующие 
в пространстве X. 

Лемма 2. Если уравнение (2) имеет решение х 0, выполнены 
неравенства 

М < «о, \у — г\ < V, IА\ < М, \А — В\ < L 

и существует положительный обратный оператор (I — М) - 1, то 
уравнение (1) имеет единственное решение х*, причем 

—  x k \  <  ( /  —  M ) - m k { L u 0  +  v )  ( £  =  0 , 1 , . . . ) ,  ( 3 )  

где 

Xk — Xq 2 Az[ (А — В) хо -j- у — z\. (4) 
i=0 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н а  о с н о в а н и и  л е м м ы  1  с у щ е с т в у е т  
обратный оператор (Е — А) - 1  и уравнение (1) имеет единствен­
ное решение х* = (Е — Л)~ ху. Из тождеств 

X* = Ах* -f у, Х 0  = Вхо + 2 

получается после несложных преобразований 

%* —  х 0 = (Е  —  А) - 1[(А — В)х 0-\- у — 2]. 

Следовательно, 
X*  —  x k =  { Е — А)->А*[(А — В)х 0  + у —  г ] ,  .  

из чего следует оценка (3). 

1  Символом \А\ < М обозначается соотношение, определенное в [8]. 
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П р и м е ч а н и е  1 .  Е с л и  | z |  <  w, |ß| < N и существует поло­
жит ел ьный  обр а тный  опер а т ор  ( /  —  N ) ~ \  т о  | х 0 |  <  ( /  —  N ) ~ l w ,  
Следовательно, в таком случае можно в оценке (3) взять и 0  = 
=  (/  —  N ) ~ x w .  

3. Рассмотрим уравнение 

Р( х )=  0, (5) 

где Р дважды дифференцируемый оператор, действующий из 
пространства X в некоторое линейное нормированное про­
странство. Если существуют обратные операторы Fi — [P'{Xi)]~x, 
то для приближенного решения уравнения (5) применим обоб­
щенный метод Ньютона 

Хш = X k  —  r i k P { x k )  ( k  —  0 ,  1 ,  . . . ;  0  <  i k  < k ) , (6) 

где Xo — начальное приближение искомого решения. Отметим, 
что приведенный метод при 4 = k дает обычный и при 4 = О 
(k = 0, 1, ...-) модифицированный метод Ньютона. 

Лемма 3. Предположим, что в области \х — х 0| < и* опера­
тор Р дважды непрерывно дифференцируется, существует об­
ратный оператор Г 0= [Р'(х 0)]- 1  и [Г 0Р(х 0) | < Q 0, |Г 0Р"(х) \ < Q 2  

при \х — х 0\ < и*, где м* такое положительное решение уравне­
ния 

Q(u )  =Eiu — Qo — у Qiti 2  = О, 

при котором существует положительный обратный оператор 
( I — Q 2 U * ) - K  

Тогда уравнение (5) имеет в области \х — xQ\ < ы* единст­
венное решение х*, к которому сходится полученная из (6) по­
следовательность приближений {xk), причем справедливы оценки 

\х* — Xk\ < w* — uk (k = О, 1, . . . ) ,  

где U Q — 0, uk+x = uk—[Q'(u ik)YxQ{uk). 

Эта лемма получается частным случаем из результатов, 
сформулированных в [8] (ср. также [5]). 

4. В следующих параграфах изложим некоторые примене­
ния приведенных результатов к приближенному решению диф­
ференциальных уравнений. При этом в качестве обобщенно-нор-
мированного пространства X выберем пространства непрерывно 
дифференцируемых функций C ( k )  [а, Ь] и C<'>(D), нормирован­
ные посредством векторного пространства U. 

Элементами пространства С ( А )  [a, b ]  ( k  = 0, 1, ...) являются 
функции x(s), к раз непрерывно дифференцируемые. Это прост­
ранство нормируем посредством (k -j- 1) -мерного векторного 
пространства U, определяя 

\х\ < и = (м<°), . . . , Ы< А>) , 
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если при а < s < b 
\xW (s) j < uW (i = 0, 1, ..., k). 

Элементами пространства C ( 1 )  (D )  являются функции двух 
переменных х (s, t), непрерывные и имеющие непрерывные част­
ные производные первого порядка в замкнутой области D. При 
этом считаем 

М ^ И — (UQQ, мю, moi), 

если в D 

d i + i  

ds'dt ' 
x ( s ,  t )  -С  Щ ( i ,  j  —  0 ,  1 ;  i  ~ г  j  ̂  1 )  •  

Нетрудно проверить, что С^ [а ,  Ь ]  и Cd)(D )  являются про­
странствами, нормированными посредством /^-пространства 
в смысле [8]. 

§ 2. Линейные обыкновенные дифференциальные уравнения 

1. Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 

*<"> + 2 pk(s)xW = f(s) (7) 
k=0 

с краевыми условиями 

UM =0  ( i  =  1, 2, п ) ,  (8) 

где 2  

Ui ( x )  —  2  [ a i t x M  ( а )  +  Ьцх^ (Ь ) ] .  
i=o 

Пусть известно решение x 0 ( s )  уравнения 

* ( л )  + 2  qk ( s ) xW =  g ( s ) ,  (9) 
k=0 

удовлетворяющее условиям (8), и функция Грина G( s ,  t )  (см. 
[7]) уравнения 

+ 2  rk ( s ) xM =  0 (10) 
k—Q 

с краевыми условиями (8). 

2  Частным случаем такой общей краевой задачи является и задача Коши 
(при b i }  = 0). 

Отметим, что требование однородности краевых условий не является су­
щественным ограничением. Если дана задача с неоднородными линейными 
краевыми условиями и z 0  — некоторая функция, п раз непрерывно дифферен­
цируемая на отрезке [а, Ь] и удовлетворяющая этим условиям, то заменой 
переменной z = х — z0  для z получается аналогичная краевая задача с одно­
родными краевыми условиями. 
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Предположим, что функции f ( s ) ,  g { s ) ,  p k ( s ) ,  q k { s )  и r k { s )  
(k = 0, 1, n—1) являются непрерывными на отрезке а < 
< s < b, и обозначим оценки 

|g(s)l < ß ,  \ f { s )  — g ( s ) \ < : 0 ,  \ P i ( s )  —  n ( s ) \ <  a u  
IqL{s) — rt{s) j < ßit \pi{s) —qi{s) \ < <?„ 

|*0
(<>(s)| < ̂  f Xö(s, t) 

•' ds l  

dt < 
(U) 

где / = 0 ,  1 ,  . . . ,  a z  —  1  h ö O O '  
Тогда имеет место 3  

Теорема 1. Если задача {(9), (8)} имеет решение XQ ( S ) и 
П—1 

г) = 2 mai < 1, 
7—0 

то задача {(7), (8)} мжеег единственное решение x*(s), причем 
на отрезке .а < s < b 

|i««(s)-H,W(j)|<8 P i  (t = 0,l, ... , «-1), (12) 

где 

е = т4-SVy + d). 
1 г/ /=0 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И с п о л ь з ' у я  о с н о в н о е  с в о й с т в о  ф у н к ­
ции Грина, мы можем задачи {(7), (8)} и {(9), (8)} заменить 
эквивалентными интегро-дифференциальными уравнениями 

x ( s ) = f G ( s ,  t ) n 2 l r k ( t ) - p k ( t )  ( t ) d t + b !  G ( s ,  t ) f ( t ) d t ,  
a k=0 a  

x ( s )  = /  G ( s ,  t )  2  [ r k ( t )  —  ( * ) < #  +  /  G ( s >  0 ^ ( 0 ^ -
о /г=0 a 

Для доказательства теоремы рассмотрим эти уравнения как опе­
раторные уравнения в обобщенно-нормированном пространстве 

6], и применим лемму 2. 
Обозначим 

Ax  =  fG ( s ,  t ) n 2 [ r k ( t )  - p k ( t ) - ] xW( t ) d t ;  
a  k = 0  

Bx  =  j  G ( s ,  t ) 2 [ r i ( t )  -  q k ( t ) - \ xM( t ) d t ,  
a 6=0 

y = f G( s ,  t ) f ( t ) d t ,  z  =  f G( s ,  t ) g ( t ) d t  

(13) 

3 Для удобства пользования этой и следующими теоремами в конце статьи 
приведена таблица оценок (ik функций Грина некоторых задач. 
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и найдем нужные оценки. Очевидно 4  

М < М = "о, \у — Z\ < ((lid) — v. 

Так как для всех \ х \  < и = ( u ( i ) )  имеют место соотношения 

\ А х \  <  ( ц а с щ л Ю ) ,  \ ( А  —  В ) х \  <  
ft=0 6=0 

то 
|Л| < {(пак) =М, \А — В\ < {fiiõk) — L. 

Нетрудно видеть, что 

( /  —  М)~ х и  —  и  ~ —  2  a k U { k )  ( f i i )  
1  
—  ?1 k-0 

и 
( /  —  М) - 1  (LUQ -j- v) = (e/ii). 

Таким образом из леммы 2 при k = 0 следуют все утвержде­
ния теоремы. 

П р и м е ч а н и е  2 .  Е с л и  

#= П 2цф ] <С 1, 
/=о 

то в силу примечания 1 можно взять 

*i= (/ = 0, 1, , Л— 1) 

и таким образом применить оценки (12) и до фактического вы­
числения решения x 0(s) задачи {(9), (8)}. 

П р и м е ч а н и е  3 .  Р е з у л ь т а т ы ,  а н а л о г и ч н ы е  п р и в е д е н н ы м  
в теореме 1, получены И. М. Власовым [1, 2], который брал 
в уравнении (10) ^(s) = Qk(s) (/г = 0,1, , п—1). Тогда 
в оценках (11) ßj = 0 и ai — õi (i— 0,1, ... , п—1). Но часто 
удается подходящим выбором уравнения (10) значительно упро­
стить применение теоремы. Например, можно взять rk(s) = 0 
(& = 0, 1, ... , п—1). Если использовать в качестве {(10), (8)> 
задачу, данную в приложенной к статье таблице, то для приме­
нения теоремы фактически не надо найти функцию Грина этой 
задачи. 

П р и м е р .  Д л я  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  

* I V+T ( S+ 1 ) J C" =  C 0 ST 

4  Символом (*j) обозначается вектор с координатами x i  (t = 0, I,... п — 1) 
и  с и м в о л о м  м а т р и ц а  с  э л е м е н т а м и  ( i i a k  ( i , k  =  0 , 1 ,  . . .  ,  л — 1 ) .  
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с начальными условиями х< 1 )  (0) = 0 (/ = 0,1,2,3) найдем точ­
ное решение 

x 0 ( s )  =4^ ch y  —  y s i n y  —  c o s y )  

задачи 

jciv + lje"+ljc = ch-5-, *«>(0)=0 (<==0,1,2,3). 

Взяв в качестве (1-0) уравнение x I V  = 0, получим для отрезка 

[0, ^3 из таблицы до = щ, щ , р, 2  = ̂ , Дз = \ . Нетрудно 

вычислить хо = 0,0027; % 2  = 0,125; d = 0,063; do = ̂ ; <?2 = ̂> 

3 «2 = g ; £=0,1. На основании теоремы рассматриваемая задача 

имеет единственное решение x*(s), причем на отрезке 0 < s <-^ 

\х* (s) — XQ (s) I < 0,00027; |x*'(s) — x0'(s)\ < 0,0021; 
|x*"(s) — Xo"(s)\ < 0,0063; \x*"'(s) —x0'"(s)\ < 0,05. 

2. Если теорема 1 применима, но оказывается, что x 0(s) 
не является достаточно точным приближением искомого реше­
ния x*(s), то для получения более точных приближений можно 
пользоваться итерационным процессом (4), в котором опера­
торы А, В и функции у, z определены по формулам (13). Из 
леммы 2 следует 

Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то последо­
вательность функций {Xk(s)}, определенных формулой (4), и их 
производных до порядка п — 1 сходится равномерно на отрезке 
[а, Ь~\ соответственно к решению х* (s) задачи {(7), (8)} и его 
производным, причем для а < s < b справедливы оценки 

|х*<0 (s) — Xk { i )  (s) I < erjkiii (< = 0,1, ... , /г—1; & = 0,1, ...), 

где обозначения те же, что и в формулировке теоремы 1. 
Эта теорема обобщает теорему 1, их доказательства почти 

совпадают. 
П р и м е ч а н и е  4 .  П о л у ч е н н ы е  т е о р е м ы  п р и м е н и м ы  д л я  

оценки погрешности любого приближенного решения jc 0(s) за­
дачи {(7), (8)}, если это приближение дано аналитически и удо­
влетворяет условиям (8). Для этого составим уравнение (9), 
взяв 

Qk{ s )  =pk ( s )  (£ = 0, 1 , . . .  ,  n — l ) ,  

g ( s )  = x 0 ^ ( s )  2  p k ( s ) x 0 W ( s ) .  
k = 0  
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Тогда x 0(s) является решением задачи {(9), (8)}, а в оценках 

õi = 0 (i =0,1, ••• , ti — 1) и £= • Итерационным процес­

сом (4) можно пользоваться для получения приближенных ре­
шений требуемой точности. В рассматриваемом случае А — В — 0. 

Пример. Пусть требуется найти решение x*(s) задачи 

х" -f- х = s 3  -j- 5s, х (0) = х (1) = 0 

с прогрешностью 0,005. Исходя из начального приближения 
*o(s) = s 3  — s2, составим уравнение 

х" х = s 3  — s2 -|- 6s — 2, 

решением которого оно является. 
Используя функцию Грина задачи х" = 0, х(0) = х(1) = 0, 

получим на основании теоремы 2 оценку 

|**(s) —**(s)| < I (I)* (0< S <  1; 4 = 0, 1, ...), 

|x*(s) -x„(s)|<0,29; |x* (.s) — x, (s) | < 0,036; 
\x* (s) — x2 (s) I < 0,0045. 

Несложные вычисления дают 

x , ( s )  = -1 (s 4  + 10s 3  — lis), 

x2(s) =350 (-s6 + 3s5 + 355s3 — 357s). 

Так как точным решением изучаемой задачи является x* ( s )  =  
= s 3  — s, то можем вычислить действительные прогрешности: 

max \ х *  ( s )  —  x Q  ( S )  I = 0,25; шах \x* (s) — Xi (s) | = — ̂  0,026; 
0<J<1 o<$<i , 

max \x* (s) — x2(s) | = ^ °>00265-

§ 3. Нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения 

Пусть на отрезке [а, Ь] надо решить дифференциальное урав­
нение 

I  r k { s ) xW =  f ( s , x , x ' ,  . . .  ,  x < m > )  ( m  <  n )  , (14) 
k=0 

с краевыми условиями (8). Если при этих краевых условиях 
существует функция Грина G(s, t) уравнения 

Z r k { s ) x ^  i= 0, 
k=Q 
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то задачу {(14), (8)} можно заменить уравнением 

P(x)=ix(s) -J G(s,t)f[(t,x(t), x'(t), ... , *<»>(*)]<tt = 0. (15) 

Для приближенного решения полученного уравнения применим 
обобщенный метод Ньютона (6). 

Рассматривая уравнение (15) операторным уравнением в 
пространстве C( n~'> [a, ft], получаем.из леммы 3 следующий ре­
зультат о существовании, единственности и области расположе­
ния решения изучаемой задачи 5. 

Теорема 3. Пусть функция x 0(s) является на отрезке [а, ft] 
п раз непрерывно дифференцируемой, удовлетворяющей усло­
виям (8), и при а s < ft известны оценки 

|ir*(s)xo<*>(s) — f [ s , x 0 ( s ) ,  *o'(s), , Xo(m)(s)]| < у ,  
k—Q 

дх^ 
w f [ s , x 0 ( s ) ,  X O ' ( s ) ,  . . .  , Xo< m>(s)] < в/» 

/ I ^V) ds J  

d t  <  { l j  { j  =  0 , 1 ,  . . .  ,  m )  

и в области (16) 
d 2  

Предположим, что 

ЛГ< т> (s) 3 < У lk ( j , k  =  0,1, m) 

• 1) г] = 2  i< 1; /=0 , 

2) функции —y-r- w r*(s) (ä s= 0, 1, ... , /1 — 1) являются не-
rn\s> 

прерывными на отрезке а < s < b, а функция f(s, х, х',..., je< m>) —  
— непрерывной по s (а < s < ft) м два раза непрерывно диф­
ференцируемой по xW (i — 0, 1, ..., т) в области 

k ( 0(s) — *o (0(s) I  < yzr^i (i = 0, 1, ..., m); (16) 

у 
3) h = ™xõ ftjßkYjk <C 7Г \l — n)j,k=Q 1 

Тогда задача {(14), (8)} имеет в области (16) единственное 
решение x*(s). Последовательности,функций \xk(s)}, вычислен­
ных при помощи формулы (6), и их производных до порядка 

5  Частный случай этой теоремы для задачи х" = f(s, х), х(0) = х(1) =0 
дан в работе [4]j. 
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n — 1 сходятся равномерно на отрезке [а, Ь] соответственно к 
решению х* (s) и его производным, причем справедливы оценки 

\x*W(s) —**<'•> (s) I < {£* — &) lit 
( i  =  0 ,  1 ,  . . . ,  п  —  1 ;  k  —  O ,  1 ,  . . . ;  а  <  s  <  b ) ,  

где 
t : * = l - / l - 2  h 

io — 0, |fe+i = £k -f~ 

h l — v' 

At 2 л I / У V 
2 1 — ?? \1 — ??/ 

y  1 — 7/ *'a 

П р и м е ч а н и е  5 .  Н а  о с н о в а н и и  л е м м ы  3  м ы  м о ж е м  у л у ч ­
шить оценки yjk, заменив область (16) областью 

|**(0(s) _x 0C)(s)j < (i= 0, 1, ..., m). 

§ 4. Уравнения с частными производными 

Результаты § 1 применимы также при приближенном реше­
нии уравнений с частными производными. В качестве примера 
приведем результат, аналогичный теореме 1. 

Пусть требуется найти решение эллиптического уравнения 
второго порядка 

S  +  ̂r  +  Pio ( s > ^T s  +  Po i ( 5 >  ^+A) o ( s ,  t ) x= f ( s ,  t ) (17) 

внутри замкнутой области D, удовлетворяющее условию 

х — 0 на границе области D. (18) 

Пусть известно решение x 0(s) уравнения 

1 5 + S  + ̂ i o 0 ^  + ?oi|; + ?oo( s, t)x = g(s, t) (19) 

с краевым условием (18) и функция Грина G ( s ,  t \  о ,  т) урав­
нения Лапласа 

д 2х I д 2х л  

äF ' W~ 

при условии (18). 
Предположим, что используемые функции являются непре­

рывными в замкнутой области D и что в этой области известны 
оценки 

\ f ( s ,  t )  — g { s , t )  I  <  õ ,  I  P u i s ,  t )  I  <  a n ,  
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II 

I Puis, t) —qu(s, 01 <&/, 

d l+i 

d'+i 

17¥x° ( s ' l )  

ds l  dt> 
G (s, и, т) 

< %i/, 

cfoflfr < ß n  ( i ,  / =0, 1; i+7 < 1). 

Теорема 4. Если задача {(19), (18)} имеет решение x 0(s, t) 
и 

V = ßOOOOQ + |Mi0«10 + ßoittoi 

го задача {(17), (18)} «жеет единственное решение jc*(s), при­
чем в области D справедливы оценки 

d'+j Л'+У ! 

1ШХ () 

< s f i i j  ( i ,  j  =  0 ,  1 ;  i  +  j  <  1 ) ,  

где 

£ = (doo^oo ~h c?io^io ~f" ^oiXoi ~h 

Эту теорему получим из леммы 2, взяв в качестве X прост­
ранство С ( 1> (D). Ее доказательство весьма аналогично доказа­
тельству теоремы 1. 
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Приложение 
Таблица оценок функции Грина 6  

  Уравнение Краевые условия 
с д< 

Оценки / —G(s,  t)  dt^f^i  ( а  < s  <  6 )  
J ds 
а 

1 х<»> = 0 

( п =  1 ,  2 ,  . . . )  

х(0 (а) = 0 

( i  =  0 ,  1 ,  . . . ,  п —  1 )  
{b-af- 1  

( /  =  0  !  я_ i) 
( я  —  / ) !  

2 

о
 

II ч
 

Т ч
 

о
 

II "а ч
 

^ o  =  y ( ^ - D  

3 х" + г 2х = 0 

{°< Г< 61а) 

х(я) = х'(а) = 0 . 2  
3 i n2 P /( ö™ d)2  

A*o ^2 s i n  2 ^ 2 ' 

~ max (sin q , 2 — sin (>)< b — a 

4 X" — г 2х = 0 х(а) — х'(а) — 0 
t*o r 2 2 » /^1 ~ P 

5 х" — rx f  = 0 x(ti) = xz(o) = 0 
("0 = — 1  — P)> ßi = у ( e &  — 1 )  

6 х" = 0 ах (а) + ßx(b) — 0, 

ух'(а) -j- õx'(b) = 0 

_ ( &  — а ) 2 ( Ы  +  И )  

^ 2\a + ß\ |y  + õ\ '  ' '  l ^ l ) '  

^ 1 =  , y  +  d |  m a x ( H -  И )  

6  Для краткости обозначается r ( b  — о) = £> 



  Уравнение Краевые условия 
Г d< 

Оценки / —G (s, 0 dt  < /z (a <s <! 6) 
J ds l  

а 

7 jt" = 0 ах (а) + ßx'(a) — 0, 

yx(b) + õx'(b) = 0 

( 6 -

(b-
ßi = 

- ti)3|«y| +4(ö — a)2(|atf| + |/5y|) + 8(6 —a) |/5d| 

8 1 (b — a)ay -j- ad— ßy\ '  

-af \ay\  + 2{b — a) max( |a<5| ,  \ßy\)  ,  
2 |(& — a) ay + ad — ßy\ 

8 

1 

x" + r2x = 0 

( 0 < r < » - < . )  

x(a) — x(b) — 0 2 . , p (6 — a)2  

/*0 = Sin3 -J- < -——-• , 
о 4 о 0 r- cos 8 cos 

1 у 
с ,  = T i g T  

9 x" — r 2 x =, 0 
1 

x(a) =x{b) =0 _ 2 f> 1 .. P -
I  И 0 ~  .  и &  4  •  -  r  t h  2  
i r 2 c h T  1 

IQ x" + r 2 x = 0 

[°< Г<Ь-а] 

x'(a) = x'(6) =0 1 
ßo = 

1 , Q 
. Vi - r  tg 2 

11 x" — r2x = 0 x'(ti) = x'(6) =. 0 1 
j"0 — r2 

1 ,h  P 
=  7" "2 

12 x" — rx' = 0 x(ü) = x(ö) = 0 1 
("0 — r2 

Ä = i( 

(ec_i 'V-i ')' 



  Уравнение Краевые условия 
Г d l  

Оценки J —. G (s, 0 dt  < /x i  (a <s < 6) 

13 х" — /•*' = 0 x(a) = x'  (b)  = 0 
  = 1  + p)?  — ~(1  — 

14 x" — rx'  = 0 x'(a)  —x(b) = 0 
«o = -^-(e ( >  — 1  — p)> Mi = y(eP— О 

15 xiv = 0 x(a) — x'{a) = 0, 
x{b) = x'(b) = 0 «о = у ( 6  — с) 4» ßi = ~jf(d ~ c)3 ' 

  = 0 — я) 2. ,«3 = у ( ö  — я) 

16 *iv = о x(a) — x'{a) — 0, 
x"{b) = x'°(b) ?= 0 *"°=  T ̂  ~~ t i^ 4 '  i" 1  ~ T ̂  ~ a^ 3* 

  = у (b — a ) 2 > ßi — b — a.  

17 x i v ^ o  
x(a) = x"(a) = 0, 
x (b) = x"(6) == 0 

1 44 
-"ö —30(b — o)*, ßi ~Т2^Ь~ a) 3 '  

M2 = -£~( b~ a)2 ' = у (6 — i) 



DIFERENTSIAALVÕRRANDITE LIGIKAUDSEST LAHENDAMISEST 

E. Tamme ja R. Jürgenson 
Matemaatilise analüüsi kateeder 

R e s ü m e e  

Praktikas leitakse sageli diferentsiaalvõrrandi ligikaudne lahend tema 
mingi lähisvõrrandi lahendamise teel. Käesolevas artiklis on uuritud selle 
meetodi täpsust. 

Tõestatakse näiteks järgmine tulemus. 
Olgu vaja lõigul [o, b] lahendada alg- või rajatingimustega ülesanne 

{(7), (8)}. 
Oletame, et meil on teada ülesande {(9), (8)} lahend x0(s) ja ülesande 

{(10, (8)} Greeni funktsioon G(s, t) ning et võrrandite (7), (9), (10) korda­
jad ja  vabal i ikmed on pidevad lõigul  [a,  b].  

Teoreem 1. Kui ülesandel  {(9), (8)} on lahend x 0 (s)  ja 
n—l 

r j  = 2 Hjüj  <  1, 
/=o 

si is  ülesandel  {(7), (8)} on ainus lahend x*(s), kusjuures  lõigul  a  < s< b keh­
t ivad hinnangud 

|x*(0(s) — x0(z ')(s)| < ep i  (i  = 0,1, ..., n— 1), 

kus 
1 n— 1 

£=•- ( 2 djXj + S) 
l — V  j — 0  

ning d,  aj, õj, Kj ja fij on määratud võrratustega (11). 
Analoogilisi tulemusi on antud ka mittelineaarsete ja osatuletistega dife-

Tentsiaalvõrrandite jaoks (teoreemid 3 ja 4). 
Artiklis on näidatud ka iterat)siooniprotsesse, mis võimaldavad täpsus­

tada otsitava lahendi x* (s) alglähendit x0(s). 

ÜBER ANGENÄHERTE LÖSUNG VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

E. Tamme und R. Jürgenson 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Oft wird die Näherungslösung einer Differentialgleichung als Lösung 
einer der Grundgleichung nahen Differentialgleichung gesucht. Die vorliegende 
Arbeit beschäftigt sich mit der Genauigkeitsuntersuchung dieser Methode. 

Es wird z. B. folgendes Resultat bewiesen. 
Es sei im Intervall [a, b] die Anfangs- oder Randwertaufgabe {(7), (8)} 

zu lösen. 
Wir nehmen an, daß die Lösung x0(s) der Aufgabe {(9), (8)} und die 

Greenische Funktion G(s, t) der Aufgabe {(10), (8)} bekannt sind und daß 
die Koeffizienten und Störungsfunktionen der Gleichungen (7), (9), (10) im 
Intervall [a, b] stetig sind. 

Dann gilt der 
Satz 1. Wenn die Aufgabe {(9), (8)} die Lösung x0(s) hat und die 

Bedingung 
/2—1 

T ]  =  2  f i j t t j  <  1  
/=о 
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erfüll t  is t ,  dann hat  die Aufgabe {(7), (8)} die einzige Lösung x*(s) .  Dabei 
wird im Intervall  a < s < b der Abstand zwischen x0(s)  und x*(s)  mit  ihren 
Ablei tungen durch Ungleichung 

Jx*(0 (s)—x0(0 (s) I < eHj (i = 0,l n—1) 

geschätzt ,  wo 

1 «—1 
e  —  ( 2,' сf j X j  4 < * > )  

1 — П /=0 1 1 

is t und die Größen ö,  «y,  ö- r  Xj,  'Hj durch (11) bestimmt sind.  
Analogische Ergebnisse sind auch für nichtlineare und partielle Differen­

tialgleichungen gegeben (Sätze 3 und 4). 

In der Arbeit werden noch einige Iterationsverfahren betrachtet, die die 
Möglichkeit zur Verbesserung der Anfangsnäherung x0(s) der gesuchten. 
Lösung x*(s) ergeben. 
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О ТОЧНОСТИ МЕТОДА МОМЕНТОВ 

Э. Гамме 

Кафедра геометрии 

В § 1 настоящей статьи даются результаты (теоремы 1 и 2), 
аналогичные центральным теоремам общей теории приближен­
ных методов JT. В. Канторовича (см. [3], гл. XIV). В следующих 
параграфах эти результаты применяются для исследования точ­
ности метода моментов при приближенном решении бесконеч­
ных систем и интегральных и дифференциальных уравнений: 
Использование обобщенной нормы уточняет . результаты (ср. 
[7]). 

§ 1. Общие результаты 

Пусть X — пространство типа Вк, нормированное посредст­
вом KB-пространства U (см. [4]). Обобщенной нормой эле­
мента хеХ является элемент ||л;|| пространства U. Линейным 
ограниченным оператором называется регулярный в смысле [4] 
оператор. Будем говорить, что некоторый оператор имеет обрат­
ный, если он имеет линейный ограниченный обратный оператор. 
Оператор в полуупорядоченном пространстве называется поло­
жительным, если он преобразует все положительные элементы 
в положительные. 

В частности X может быть банаховым пространством. Тогда 
норма \\х\\ — вещественное число. 

Пусть А и В — линейные ограниченные операторы, действую­
щие из пространства X в то же пространство. Имеет место 

Лемма1 1. Если существуют обратные операторы А~ х  и 2  

(7—IIА~ Х(А — ß)ll)-1>0, то существует обратный оператор 
В~ х, причем 

Ц5-ЧК (/-х||Л-'(Л-8)||)-1||Л-'||.. 

1  В случае банахова пространства этот результат хорошо известен (см. 
напр. [3], стр. 159). 

2  Через J обозначается единичный оператор в пространстве U, а через 
Е — единичный оператор в X. 
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Утверждения этой леммы легко доказываются на основании 
тождества В = А[Е — А - 1  (А— В)] и теоремы из [4] (стр. 462). 

Лемма 2. Пусть уравнение Ах = у имеет решение х*. Если 
существует А - 1, то 

| |^-х||<||Л-1||||Лх-г/||< 

< ||А-1|[ (||А - В||||х|| + \\y~z\\ + \\Вх - z||). 

Если существует В~\ то 

II** - *11 < llß-'IKIIA - в\\ ||**|| + IIу - г\\ + IIВх - z||). 

Эти оценки следуют из очевидных тождеств 

А  ( х*  —  х )  —  у  —  Ах  = —  ( А —  В)х  - \ -  у  —  z  —  ( Вх  —  z ) ;  
В(х*  —  х )  =  —  ( А —  В)х*  - j -  У —  z  —  ( Вх  —  z ) .  

Пусть X является подпространством пространства X и Р — 
линейным ограниченным оператором, проектирующим X на X, 
т. е. таким, что Р 2  = Р и Р(Х) = X. Через Х 2  обозначим прост­
ранс т во ,  н а  ко торо е  Е —  Р  проек тиру е т  X ,  т .  е .  (Е  —  Р)  (X )  =  Х 2 .  

Лемма 3. Пусть Вi — линейный ограниченный оператор из 
X в X и В 2  — из Х 2  в Х 2. Оператор 

В  =  В Х Р  В 2 ( Е  —  Р )  е ( Х - ^ Х )  

имеет обратный тогда и только тогда, когда существуют 

Вг 1  е (Х^-Х) и B 2~ l  е (Х 2  Х 2). При этом 

В- 1  = Вг'Р + В 2~ 1  (Е — Р). 

Докажем необходимость. Если существует В~\ то уравнение 
Вх = у при любом у е X имеет единственное решение х 0  = В~ 1у. 
О т с ю д а  в ы т е к а е т ,  ч т о  у р а в н е н и я  В х х  =  Р у  и  В 2 х  =  ( Е  —  Р ) у  
имеют  е динс т в енные  р ешения ,  с оо т в е т с т в енно  Рх 0  и  (Е  —  Р) х 0 .  
Следовательно, существуют Вг 1  и В 2

- 1. 
Для доказательства достаточности проверим, что, если су­

ществуют Вг 1  й В 2
- 1, то уравнение Вх = у при любом у е X 

имее т  е динс т в енное  р ешение  х 0  = В х ~ х Ру  - f -  В 2 ~ х  (Е  —  Р) у .  
Лемма доказана. 
Рассмотрим два линейных уравнения: 

первое в пространстве X 

Ах = х — Кх = у (1) 

и второе в пространстве X * 

Ах = х — Кх=у. (2) 

Определим оператор 

B  =  Ä P  +  E  —  P  =  E  —  K P e ( X  +  X ) ,  
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и образуем в пространстве X уравнение Вх = у, имеющее те же 
решения, что и уравнение (2). На основании лемм 1—3 очевид­
ным образом получим следующие результаты. 

Теорема 1. Если существуют обратные операторы А~ 1  и 
(J — \\А-Ц\\\К — КР\\)~ 1  > 0, то существует А~\ причем 

' j|Ä-'|| < цв-41 < (/-ЦЛ-Ч1IIк- №||)-Ч|А-Ч|. 

Теорема 2. Если существуют обратные операторы А - 1  и 
(J — ||В_1||||/( — ̂ Р||)-1 > 0, то существует Л - 1  и справедливы 
оценки 

р-чк (1 *- IIS-'IIIIÄ- КР\\У*\\в-% 

Ik*-ill < ||ß-'||(||tf- || ||**|| + IIу-у\\ + ||ЛЯ-У||), 

II** —*11 < 1И-Ч1 \\Ах — у\\ < 

< 1И-Ч1 (\\К - №|| 11*11 + IIУ - у|| + 1И* -у||), 

где В' 1  = A~ lP + Е — Р, х е X и х* = А~ 1у — решение уравне­
ния  ( 1 ) .  

З а м е ч а н и е  1 .  В  т е о р е м е  2  з а  л ;  м о ж н о  в з я т ь  к а к о й  у г о д н о  
элемент пространства X, но практически применимые оценки 
получим только тогда, когда за л: возьмем точное или прибли­
женное решение уравнения (2). Оценки теоремы 2 дают воз­
можность сравнительно просто учитывать погрешность решения 
уравнения (2). Если х — точное решение этого уравнения, то 
\\Ä~x — ~y\\ = 0. 

З а м е ч а н и е  2 .  В  с л у ч а е ,  е с л и  X  —  г и л ь б е р т о в о  п р о ­
странство и подпространства X и Х 2  взаимно ортогональны, то 

||В-'*1Р = ||Л-Ф*1Р-Н1(Е-Я)*1Р, 

откуда видно, что 

||ß - 1|| = max (||Л-1 | |, 1). 

З а м е ч а н и е  3 .  Т е о р е м ы  1  и  2  п р и м е н и м ы  т а к ж е  в  с л у ­
чае, когда приближенное решение уравнения (1) находят реше­
нием. уравнения 

Ах=^х — Кх = у (К е. {X X)) (3) 

в пространстве X, которое не является подпространством про­
странства X. Предполагаем только, что существует линейный 
ограниченный оператор сро, отображающий некоторое подпро­
странство X пространства X na X к имеющий обратный опера­
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тор фо~ [. Тогда уравнение (3) равносильно уравнению (2), в ко­
тором К= <ро~ 1Кфо и у = (рб~ {у. Поэтому теоремы 1 и 2 можно 
формулировать  для уравнений (1)  и  (3 ) ,  заменив только К ,  А ,  

А - 1, у их соответственно на фо~ 1Кфо, <р<Г 1А(ро, (ро~ 1А~ 1(р 0, фо~ 1у и 
(ро~ 1 Х. 

З а м е ч а н и е  4 .  П р и в е д е н н ы е  р е з у л ь т а т ы  а н а л о г и ч н ы  р е ­
зультатам Л. В. Канторовича (см. [3], гл. XIV). Существенным 
различием является то, что условия Л. В. Канторовича I и II 
заменены требованием, что известно оценка для нормы || К — /(Р||. 
Таким образом получим более простые и точные результаты, но 

. сферу их применения ограничивает более сильное предположе­
ние. Ниже покажем на примере метода моментов, что приведен­
ные теоремы вполне эффективны. Конечно, эти результаты при­
менимы и для исследования точности других приближенных 
методов. 

§ 2. Метод моментов 

Пусть в пространстве X даны последовательности элементов 
{ipk )  ( f c  =  1 ,  2 ,  . . . )  и  л и н е й н ы х  о г р а н и ч е н н ы х  ф у н к ц и о н а л о в  { g k )  
таких, что 

j 1 при i  = k, 
№ = 0  п р и  (4) 

З а м е ч а н и е  5 .  Е с л и  в  X  д а н ы  с и с т е м ы  л и н е й н о  н е з а в и ­
симых элементов {%k) и линейных ограниченных функционалов 
ihk), не удовлетворяющих условиям биортогональности (4), то 
преобразованиями 

k-\ 
ipk = Xk — 2 (giXk)ipi, 

i—l 

= lh" -£(/>*)£,] (* = 1,2, ...) 

получаются (если hkipk 0) системы i ipk) и (g*), уже удовлетво­
ряющие условиям (4). 

Для приближенного решения уравнения (1) пользуемся ме­
тодом моментов. Приближенное решение ищем в виде 

х = 2 (5) 
k-\ 

причем числа ^ найдем из системы 

gi( x  —  К х  —  у )  =  0  ( <  =  1 ,  2 ,  . . .  ,  п ) .  

Обозначим 
r)i = giy> Kik = giKtpk. (6) 
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Тогда эта система приобретает вид 

ii — 2 Kikšk = Tji ( г  = 1 , 2 ,  . . .  ,  п). (7) 
k — l 

Для оценки погрешности приближенного решения, получен­
ного методом моментов, Пользуемся теоремой 2, учитывая заме­
чание 3. 

За X примем л-мерное векторное пространство с элементами 

х = (|н |г, • •. , In) и за X — множество элементов пространства 
X, выражающихся в виде (5). Определим операторы Р и <р 0: 

РХ = 2 (gkX)lpk, <Ро(2 iklpk) = (11, ... , Ira). 
fc=l 

Тогда фо - 1  (11, ... , Ira) = ̂  Ia^ä. 
£=1 

Систему (7) можно рассматривать как уравнение (3), в ко­
тором 

У = Ы, К= (xža) (/, k = 1,2, ., n). 

Тогда 

У = (ро~ 1У = 2 rjktpk, 
k—\ 

КРх = (р 0~ 1К(роРх = 2 X i k{ g kX ) i p i  
: i,k=\ 

и А = Е — К, где Е — единичная матрица порядка п. Обратный 
оператор А~ х  существует тогда и только тогда, когда существует 

обратная матрица Ä~ l  = (yik). При этом 

В~ 1у = 2 y'ih{gky) Ь + У — 2 (giy) Ipi. 
/ ,  k — l  i = l  

Пусть X — банахово пространство. Обозначим оценки 3: 

II/С — КР\\ < а, ЦВ- 1!] < у, \\у\\ < õ, х 
\\У — У\\ < б 2, \\Äx — y\\ < ei, (8) 

\\Ах — у\\ < е, \\х\\ < ß. 

Из теоремы 2 следует 

3  ei характеризует погрешность решения х = (рох системы (7). Если 
последняя решается точно, то ei = 0. 
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Теорема 3. Если ay \, то уравнение ( 1 )  имеет единствен­
ное решение х* е X и справедливы оценки 

| |х* — *11 < + у02 + yet, (9) 

II** - 4 < f5vy < т^ у  (aß + ä2 + e,). (10) 

З а м е ч а н и е  6 .  В  с л у ч а е ,  е с л и  X  —  г и л ь б е р т о в о  п р о с т р а н ­
ство, {ipk) — ортонормированная система элементов и gkX — 
— (х, \p k), то Tji = (у, ipi), кос = (Ktpk, ipi) и оценки с, õ2 и ß най­
дем из 

\\Äx -  jj\\» = 2 I^ -  2 Xikh -  гц\ 2  < ei 2, 
i=i k=\ 

НУ - y\\ 2  = Иг/Il2 - i Ы2 < <?22,1MI2 = 21|,|2 < ß*. 
i=l i'=l 

На основании замечания 2 ||B - 1 | | = max (||Л~Ч|, 1), где ||А - 1 | | — 
норма матрицы А - 1  в эвклидовом пространстве Я п- Поэтому 
оценку у можно, например, найти из 

llß-'IKmax ((2 \ул\2У1ш, 1) <у 
i,k= 1 

или ИЗ 

ЦВ-'II < 1 + (2 \ßik\ 2) l!> < у, где ßik = ytk - õik. 
i,  k=l 

§ 3. Бесконечные системы 

Пусть требуется решить бесконечную систему 

ii — 2xikik = r}i (i= 1 , 2 ,  . . . )  ( 1 1 )  
fe=i 

в некотором пространстве числовых последовательностей X. Эту 
систему можно рассматривать как. операторное уравнение (1), 
причем 

*  =  (I/),  У  =  W ,  К  = М (i>k=  1,2, ...). 

Возьмем ipk = (õik), gkX = ik (k = 1,2, ...). Тогда giy — rju 
giKtpk^Xik. Приближенное решение x = (põ~ xx= (|i, |2, •. • , in, 
0,0, ...) системы (11) найдем как решение усеченной систе­
мы (7), т. е. при таком выборе {ipk) n,{g>} метод моментов пред­
ставляет собой т. н. метод редукции. 
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А/ k — 

ai  k 
j у ih 

1  Õ i k  

Для оценки погрешности метода редукции найдем: 

У =  [Г ] \ , Г } 2 ,  Г ) п ,  0 , 0 ,  . . . ) ,  

KP  =  ( Ä i j f c ) ,  В->= ( а » ) ,  

где 
Xik при i, k — 1, 2, —, п. 
О в остальных случаях, 

yik при i, k= 1, 2, ..п, 

õik в остальных случаях. 

Получаемые оценки зависят от выбора метрики пространства X. 
а) Возьмем X = т, т. е. ||х|| = sup ||,|. Тогда оценки (8) име­

ют следующие конкретные значения 

||/С— КР\\ = sup ( 2 \xik\, 2 \xjk\) < а, 
1=1 ,  . . . ,  п А=я+1 k = l 
j=n+l, . . . 

IIB" 1  II = max ( 2 \yik\, 1) < y, 
1=1, ..., П 6 = 1 

\\y\\ = sup \rji\ < õ,  IIу — y\\ = sup \rj j\  < 4 
i= 1,2,... y-zz+1, ... 

* л 
||Ax — z/|| = max || t- — 2 x i k lk  — r]i\ <  £i, 

i=l, ..., n k=\ 

Ikll = max || t-| < ß,  
i=i,.... zi 

И* — У\\ < sup (e b  |J Xjkik + m\) = е-
/=я+1, ... A? = l 

Очевидно можно взять e = max (ej, aß + õ 2 ).  
Если ay < 1, то теорема 3 утверждает существование един­

ственного ограниченного решения х* = (|;*) системы (11) и да­
ет оценки (9) и (10) для 

\\х* — х\\= sup (Iii* —|i|, Il/l). 
1=1, ..., n 
/=л+1,... 

б) Более точные оценки получаются, если нормировать X 
посредством двухмерного векторного пространства, опредляя 
обобщенную норму 

11*11 — ( max II,-), -sup Il/l). 
i'=l, . . . ,  П j—n+l,  . . .  

Найдем оценки 

max 2 |и,*|<а 2, sup 2 \x j k\ < a 3, 
1 = 1 n k=n+\ /=л+1, ... k = \ 
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sup 2  \x i k I  <  « 4 ,  max 2  \ y i k \  <  
/—n+l,... 6=/z+l г=1,...,я 6 = 1 

max |j7 (-| < õi, 
i=l, n sup 1^1 < <?2 /=1+1,... 

и si, ß так же, как и в пункте а). Из теоремы 2 "следует 
Теорема 4. Если а 4  •+ а 2азу\ <С 1, то система (11) имеет един­

ственное ограниченное решение х* = (|;*), причем 

Iii* — lii < + y iS i  (/= 1, 2, . .., п),  I 

(/ = «+ 1, л+2, ...), J ( 1 2 )  

где # Д  
азУЛ + ̂2 или ft = gag + * 2  + <Wi 

1 — ß4 — «з^зУ! 1 — a4 — «2«3/i 

' 00 
в) Возьмем X — l2, т. е. ||л;|| 2  •= 21  | |б|2. Найдем оценки e b  /? 

6=i 
и у  на основании замечания 6, а а, и <? 2  так, чтобы было 

\\К - КР\\ 2  < I Ы 2  - 2 Ы 2  < а 2, 
/, 6=i 1,6=i 

2  = 2 м < d 2, IIу — у||2 = i \гц\ 2  < d 2
2. 

i= 1 /=и+1 

При ау< 1 теорема 3 дает оценки (ср. [1]) для 

||**-*|| 2  = 1 [|<*-{ ( | 2  + 1 II,I 2. 
1 = 1 /=Я+1 

П р и м е р .  Д л я  п р и б л и ж е н н о г о  р е ш е н и я  с и с т е м ы  

I i  - 2 5 4~ k + 1ik = 5~ i + l  (i= 1 , 2 , . . . )  
6= i  

пользуемся методом редукций при я = 2. Из системы двух урав­

нений найдем приближенное решение |г = ̂  , 1г = ̂  • Оценим 

погрешность этого приближения: 
99' 

оценка (9) оценка 
(12) 

оценка (54) 
из [3], стр. 
502; Л^/ 2  

действитель­
ная погреш­

ность 4  X — m  X — P  
оценка 
(12) 

оценка (54) 
из [3], стр. 
502; Л^/ 2  

действитель­
ная погреш­

ность 4  

max Iš/* —šz-| < 
1=1, 2 

sup 1 £.*К 
/=3,4.... 7  

0,07 

0,07 

0,072 

0,072 

0,0007 

0,053 

0,17 

0,17 

0,00054 

0,051 

24 
4  Точным решением этой системы является | t* = jg • 5 • 
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§ 4. Интегральные уравнения 

Интегральное уравнение Фредгольма 

x(s) = f K(s, t)x(t)dt '-\-y(s) (13) 
а ' 

& 
является операторным уравнением в виде (1), причем 

Кх>— / K(s, t)x(t)dt. 
а 

Пусть даны две последовательности функций {^(s)} и 
{^(s)} таких, что 

b  

/ ipi(s)xk(s)ds = õik,  ipkeX 

b 
и gkX = fx(s)%k(s)ds — линейные ограниченные функционалы 

в пространстве X. Приближенное решение х уравнения (13) 
ищем в виде (5), причем коэффициенты найдем из системы 
(7), в котором 

ъ ьь  
Y]i= / y(s)xi(s)ds, Kik — ff  К (s, t)ip k(t)xi{s)dtds. 

a aa 

Для оценки точности приближенного решения х надо оценить 
норму операторов 

(К — KP)x = J [K{s, t) — 2 xikipi{s)xk(t)~\ x(t)dt,  
a  i ,  k = l  

B~ l y = у ~f 2 ipi(s) / 2 ß i k  Xk(t)y(t)dt ,  
i = l e 4 = 1 

ГДе ßik = =  yik — Õik-
а) Если K(s, t) и y(s) непрерывны при а < s, t < b, то можно 

взять X = C[a, b], т. е. \\x\\ = max |x(s)|. Найдем оценки (8): 

\\K — КР\\ = max / \K(s, t) — 2 xikipi{s)xk{t)\dt  < а, 
a<s<b а fe=l 

\\B~ l W < 1 + max / I 2 ßikipi(s)xk(t)  \  d t  < у, 
a<s<b а и k~\ 

п 
\\У\\ = max \у (s) |< Õ, \\у — у\\ = max |*/(s) — 2 r]iipi(s)  |  < õ 2 t  

a^s<b a s^b i= 1 
„ n n 

J)Ax — y\\ = max | 2 (&• — 2 x i k h — rji)ipi(s)  |  < eb 
a < s < b  i'=l & = l 
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При ay  <С 1 уравнение (13) имеет единственное непрерывное ре­
шение х* (s) }  причем для 

\ \ х*  — *|| = шах \ х*  ( s ) — 2  i i i p i ( s )  |  
a < s < b  i=l 

имеем оценки (9) и (10). 
З а м е ч а н и е  7 .  Н е т р у д н о  в и д е т ь ,  ч т о  T e o p e i f a  3  о с т а е т с я  

в силе, если коэффициенты щь и свободные члены rji системы (7) 
не вычислены по формулам (6), а являются соответствующими 
величинами некоторого другого приближенного метода. Функция 

x ( s )  =  2  i i i p i ( s ) , где коэффициенты найдены из системы (7), 
/= 1 

есть решение интегрального уравнения Фредгольма с ядром 
п _ п 
2  x i k i p i ( s ) x k { t )  и свободным членом у  = 2  r ) i i p i ( s ) .  Таким обра-
i, & = 1 t=l 

зом получим в данном случае теорему из [5] (стр. 157) о замене 
ядра интегрального уравнения вырожденным. Оценка погреш­
ности в последней работе совпадает с оценкой (9) при ei = 0. 

б) Взяв X =  L 2 (a ,  b ) ,  т. е. ||х|| 2  = / |x(s)| 2ds, и % k ( s )  =  fk{ s ) ,  

найдем оценки ei,Ö2, ß и у на основании замечания 6, а а из 

\ \K-KP\\ 2 <I f \K( s ,  t ) \ 2 d td s -  2  \x i k \ 2  < а 2. 
a a  i ,  k  =  1 

При ay  < 1 теорема 3 дает оценки (ср. [1]) для 
'о п 

\ \ х*  —  х \ \ 2  = / \ х*  (s) — 2  Š i i p i ( s )  I2 d s .  
a  i'=l 

§ 5. Дифференцальные уравнения 

Рассмотрим уравнение 
( A 0 - T ) x  =  f ,  (14) 

где Aq И Т  — линейные (неограниченные) дифференциальные 
операторы, действующие из некоторого гильбертова простран­
ства X в то же пространство. 

Пусть оператор А 0  — положительно-определенный, т. е. су­
ществует такая постоянная с > 0, что (A Qx, х) > с 2  \\х\\ 2  при 
всех х из области определения D оператора А 0. Введением нового 
скалярного произведения [х, у~\ — (Аох, у) определяем гильбер­
тово пространство X Q  (см. [6], стр. 274), в котором норму обозна­
чим |[х]| = V [*, *]• 

Предположим, что оператор А 0
- 1Г имеет расширение К, яв­

ляющееся линейным непрерывным оператором из Х 0  в Х 0, и что 
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любое решение уравнения (1), где у  =  A  0 ~* f ,  есть также решение 
уравнения (14). 

Пусть дано последовательность {ipk) такой, чтю ipk^D и 
[ ip i ,  ipk]  = (Aqi p i ,  ipk)  = õ i k .  Приближенное решение х уравнения 
(14) ищем в виде (5), причем (k — 1, 2, ... , п) найдем из 
системы (7), в котором 

т = [ у>  4pi\ = ( f ,  Ip i )  > K ik = [К Ipk,  Ip i ]  = {Tlpk,  Ip i )  .  

Для оценки погрешности этого метода (метода Галеркина) най­
дем ei, Õ2 ß и у на основании замечания б, а õ и а так, чтобы 
было 

  =  ( f , A o~ 4 ) < õ ,  |[/С — КР~\ \ < а ,  

где КРх= 2 Xik[x,  ipk] ip i^= 2  Xik{x,  A 0 i pk) ip i .  
i, k=z\ i, k=1 

При ay  <C 1 теорема 3 утверждает существование единственного 
решения х* е Х 0  уравнения (14), дает оценки для \[х* — х]\ и, 

с л е до в а т е л ьно ,  т а кже  д ля  \ \ х *  —  х \ \  <  у \ [ х *  —  х ] \ .  

П р и м е р .  Р а с с м о т р и м  г р а н и ч н у ю  з а д а ч у  

—  х "  —  p ( s ) x '  —  q ( s ) x  =  f ( s ) ,  x ( a )  — x ( b ) —  0, (15) 

где функции p ( s ) ,  q ( s )  и f ( s )  непрерывны на отрезке а  < 5 < Ь .  
Возьмем X — L2(a, b), А 0х<= — х" и Тх — p(s)x' + q(s)x, причем 
область определения D оператора А 0  состоит из дважды непре­
рывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих гранич­
ным условиям задачи (15). Тогда все сделанные предположения 
выполнены и 

Ао~ 1У = / G(s, t)y(t)dt, 

где 

(s — a )  ( b  —  t )  

G ( s ,  t ) = <  
b  — а 

при S < t ,  

( t  — a)  (b  — s)  „  4.  ,  Г 2-- при s > t. 
b — a r  

Величину а  можно найти из 

aa а 
b 

- i ы= = Re |p(s)P - 2И7) -
i  k —  \  0  —  a  I ,  K  —  I  A  

( b — s ) q ( s ) ]  f  ( t  —  a ) q ( t ) d t } d s —  2  \ % i k \ 2  <  a ? .  
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При ay  1 задача (15) имеет единственное непрерывное ре­
шение x*(s) и теорема 3 дает оценки для 

\ [ х *  — х ] \ 2  —  / |x*z(s) — I  š i i p i ' ( s )  I2 ds. 
a i=l 

Но, так как (см. [2]) 

max \ x * ( s ) — ^(5)| <|y ö— a  | [ jc* —  x ] \ ,  
a < s < b  ^  

то получим оценки и для максимальной абсолютной погрешно­
сти. 
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MOMENTIDE MEETODI TÄPSUSEST 

Е. Tamme 
Geomeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis tõestatakse teoreemid (teoreemid 1 ja 2), mis on ana­
loogilised põhiliste teoreemidega L. V. Kantorovitši üldises lähendusmeetodite 
teoorias (vt. [3], pt. XIV). Neid teoreeme kasutatakse veahinnangute saa­
miseks taandamismeetodi (lõpmatute võrrandisüsteemide korral), momentide 
meetodi (integraalvõrrandite korral) ja Galjorkini meetodi (diferentsiaalvõr­
randite korral) jaoks. 

ÜBER DIE GENAUIGKEIT DER MOMENTENMETHODE 

E. Tamme 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im vorliegenden Aufsatz werden die Sätze (Sätze 1 und 2) bewiesen, 
die analogish mit den Grundsätzen in der Kantorowitchschen allgemeinen 
Theorie der Näherungsmethoden sind (s. [3], Kap. XIV). Mit Hilfe dieser 
Sätze werden Fehlerabschätzungen für das Reduktionsverfahren (bei unend­
lichen Gleichungssystemen), für die Momentenmethode (bei Integralgleichun­
gen) und für das Galerkinsche Verfahren (bei Differentialgleichungen) herge­
leitet. 
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О ТОЧНОСТИ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 
РАЗЫСКАНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

И СОБСТВЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Э. Тамме 
Кафедра геометрии 

§ 1. Нелинейные уравнения 

Пусть Z — пространство типа В к ,  нормированное посред­
ством /Cß-пространства U (см. [3]). 

Рассмотрим уравнение 

F ( z )=  О,  ( 1 )  

где F  — оператор, действующий из пространства Z  в некоторое 
линейное пространство W. Из результатов работы [2] неслож­
ным образом получается 

Теорема 1. Пусть F(z) — в области 1  | |z—z 0 | | < и* дважды 
непрерывно дифференцируемый оператор, Г — линейный опера­
тор из W в Z, имеющий обратный, и 

| |/T(zo)||<Qo, \\rF'{Zo) -Е\\ <Q b  

\\rF"{z)\\ < Q 2  при \\z — Zoll < и*, 

где и* — наименьшее положительное решение 2  уравнения 

Q( u )  ~И — Qo — Q\u — у Q 2U 2  = 0. (2) 

Тогда уравнение (1) имеет в области \\z — z0 | | < и* един­
ственное решение z*, к которому сходится последовательность 

z n+\ = z n  —rF{zn) (п = 0,1, ...) (3) 
со скоростью . 

| |z* — z„|| < и* — и п  (п = 0,1,...)» 

где и 0  = 0, и п+ х  <=u n--Q (и п) . 

1  Символом ||z|| обозначается обобщенная норма элемента z е Z(||z|| е U}. 
2  Предполагаются существования и* > 0. 
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Эта теорема успешно применима при исследовании точности 
приближенных методов решения нелинейных уравнений (напр. 
метода моментов). Если оказывается, что точность вычисленного 
приближения недостаточна, то для получения более точных при­
ближений можно пользоваться итерационным процессом (3). 

В следующих параграфах теорема 1 применяется для иссле­
дования точности приближенных методов разыскания собствен­
ных значений и собственных элементов линейных операторов. 
При этом задача о собственных значениях заменяется ей равно­
сильным нелинейным уравнением. 

§ 2. Задача о собственных значениях 

Пусть К — линейный оператор 3, действующий из банахова 
пространства X в то же пространство. Рассмотрим метод при­
ближенного решения задачи о собственных значениях опера­
тора К, при котором фактически вычисляют собственные значе­
ния и элементы некоторого другого линейного оператора К, дей­
ствующего из банахова пространства X в то же пространство. 

Предположим, что существует подпространство X простран­
ства X и линейный оператор щ, отображающий взаимно одно­
значно X на X и имеющий линейное распространение ф на все X. 
Тогда существует ф 0~ 1. 

Введем пространства Z, Z и Ž, элементами которых являются 
соо т в е т с т в е н н о  п а р ы  z  =  ( х ,  Я ) ,  г  =  ( х ,  Я )  и  z  —  ( х ,  Я ) ,  г д е  х е Х ,  
х е X, хеХ и Я — комплексное число. Эти пространства норми­
руем посредством двухмерного векторного пространства, опре­
деляя 

11*11= (М. Ш), 1Й1 = (1М1. |Л|). 

Оператор <P 0z = (фох, Я) отображает Z на Ž, Фг = (фх, Я) яв­
ляется его распространением на все Z и Ф<г'z = (фо~ ]х, Я). 

Обозначим через Яо точное или приближенное собственное 
значение оператора К и через х 0  — соответствующий ему соб­
ственный элемент, нормированный условием fx Q  = 1, где f — ли­
нейный функционал 4  в пространстве X. Тогда z 0  = (XQ, ЯО) яв­
ляется (точным или приближенным) решением уравнения 

F ( z )  = (Кх  — Ях, f x  —  1) =0. 

3 Под линейным оператором понимается линейный непрерывный оператор. 

4  В качестве / можно взять собственный элемент сопряженного опера­
тора К*, соответствующий собственному значению А 0. 
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Пусть Яо — искомое собственное значение оператора К и Хо— 
соответствующий собственный элемент, нормированный усло­
вием fx 0— 1, где f = f<p. Тогда z 0  = (х 0, Я 0) можно найти как 
решение уравнения 

F ( z )  = ä  ( Кх  —  l x ,  f x  —  1 )  ' =  0 .  

В качестве приближений к Я 0  и х 0  возьмем Я 0  и х 0  — (р0~1х0. Для 
оценки их погрешностей пользуемся теоремой 1. 

Обозначим Zq = ф 0
_ ,2: 0= (х 0, Яо) и Az = {Ах, АХ). Тогда 

F(Zq) = (Kxq — Я 0х 0, 0), 

F ' ( z 0 )A z  =  (КАх  —  IqA x —  A I xq,  f A x ) ,  

F"(z0)'Az2*=— 2 (AMx, 0). 

Оператор Г конструируем следующим образом. Обозначим 

G = 0 o-IF'{z q) Ф — Я 0(£ — Фо-'Ф), 
где 

F /(z 0)Az = (КАх — \qAx — АЯх 0, fAx), Az= (Ах, АХ). 

Предположим, что существует [F z(z 0) ] - 1  = Г е (Z-> Z) и что 
Яо Ф 0. Тогда на основании леммы 3 из [5] существует 

G- 1  = Фо^ГФ — Я 0
- 1  (е — Ф 0- ]Ф). 

Возьмем Г  =  G~ x ,  и введем обозначения Г, и Г, (/==1,2,3,4), 
определяя 

rz = (г\х гзЯ, 7 1гх г<Я). 

rz = (J 1  iX -J- 7 13Я, ГгХ -j -  Z 74Я). 

Нетрудно проверить, что 

Г\ = (po~ lTi(p — Яо" 1  (5 — фо~ 1(р), 

Г 2  = Г 2(р, Гз = (ро~ [Гз, Г* — /V 

Обозначим оценки 

||Л|| < Уи НЛЦ < У2, \\К — <ро~1К<р\\ < а, \\Кх 0  — Я 0х 0 | | < е, (4) 

и найдем величины, необходимые для применения теоремы 1: 

Qo = ( уи  У2)е ,  Q\U =  (уи  у 2 )аи и  

Q 2 u 2  = 2(уи  у 2 )щи 2 ,  где  и  =  (и и  и 2 ) .  

Следовательно, уравнение (2) представляет собой систему 

J — у\ [В —{- АЩ -)- U\U 2 ) ,  

1 И 2 — У2 (£ "j-  CTLL 1 -j- U\U 2 )  ,  
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которое имеет положительное решение 

Mi* = i/i с, и 2* = угс, 

где 
2е 

1  — «7i + v (1 — ау\) 2  — 4/i72e '  

лишь только -j- 2 V С 1. 
Таким образом, из теоремы 1 следует 

Теорема 2. Пусть Яо Ф 0, fx 0  = 1, существует Г и имеют ме­
сто оценки (4). Если 

ay 1  +  2  V  < 1 ,  ( 6 )  

то оператор К имеет единственное собственное значение Яо и со­
ответствующий ему единственный собственный элемент х 0, при 
которых  f x 0  = 1 ,  

|Яо — Я 0 | < У2С, \\х 0  — (Po'^XQW < у хс, 

где постоянная с определена формулой (5). 
З а м е ч а н и е  1 .  О ч е в и д н о  

\\KXq — Яо^о|| с \\к — (po~ lK<p\\ \\Х0\\ ~f- 11( p õ ~ x  ( Кхо — Яо-^о) 11. 

Следовательно, если известны оценки 

INI  <  ß ,  \ \ < P o - 4 K X o - h X o ) \ \ < E u  

то можно взять £ = «/? + ei. При этом Е\ характеризует погреш­
ность, которой фактически вычислены собственное значение Яо 
и собственный элемент Хо оператора К. Если Яо и х 0  найдены 
точно, то ei = 0. 

З а м е ч а н и е  2 .  Е с л и  в з я т ь  X — X и К = К, т. е. а = 0 и 
£ = £ь то теорема 2 дает оценки погрешностей 

|Я* — А 0 | < УгС', \\х* — х 0 | | < ViC', 

2 с  
где с' — 1  Я* — точное собственное значение опе-

_1 + v 1  — 4ziy2fi 
ратора /Сих* — соответствующий точный собственный элемент, 
нормированный условием fx* — 1. Если эта погрешность оказы­
вается слишком большой, то для ее уменьшения можно пользо­
ваться итерационным процессом (3). Первый шаг дает прибли­
жения 

Äi = Ао — Г2(Kxq — Я 0х 0), X! = х 0  — Г\ (Кх 0  — Я 0х 0), 

причем 

|Ä* — Äi| < у 2(с' —ei), ||х* — Xi|| < у\{С — Ex). 
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З а м е ч а н и е  3 .  Р е з у л ь т а т ы ,  а н а л о г и ч н ы е  т е о р е м е  2 ,  п о л у ­
чены Е. А. Троицкой в работе [6]ц но теорема 2 более проста 
и точна. 

Отметим, что изложенная методика применима также для по­
лучения более общих результатов. Например, теорема 2 обоб­
щается и для случая конечнократных собственных значений ли­
нейного уравнения в виде Кх— ХМх = 0 (ср. [4]). Использова­
ние обобщенной нормы в пространстве X открывает возможность 
для дальнейшего уточнения результатов. 

§ 3. Замена линейного оператора матрицей 

В вычислительной практике для приближенного разыскания 
собственных значений и элементов часто пользуются методами, 
укладывающимися в следующую схему (ср. [1]). Вычисляются 
собственное значение Яо конечной матрицы К = (ш) (<", k = 
= 1, 2, ... , п) и соответствующий ему собственный вектор х 0  = 

— (|to), нормированный условием fxo^üfkiko^ 1. В качестве 
k=i 

приближений к собственному значению Яо и к собственному эле-. ~ » п 
менту х 0  оператора К принимают Яо и х 0  <= где ipi (i — 

i—i 
= 1, 2 , . . .  ,  ti) — заданные линейно независимые элементы про­
странства X. Займемся вопросом, как применить теорему 2 для 
оценки погрешности методой такого типа. 

Пусть известны такие линейные' функционалы g i  ( i  =  
— 1,2, ... , п) в простанстве X, что 

{1 при i  =  k 
О при iy^k. 

Элементами пространства X считаем векторы х = (|i, . г. , | л) 
И элементами пространства X — все элементы пространства X, 

выражающиеся в виде х>= 2 šcipi. Определим операторы ср 0  и <р: 
i =  1 

п ^ 
фо{2 š i lpi)  = (£b • • • » ^п) 1 <рх = (glx, . . . , gnx) • 

i=l 

Нетрудно найти, что 
п п 

fx = fcpx = I fk (gkX), <po~ lK(px = 2 Kik (gkX) ipi, 
k — \  i , k = 1  

1 ^ n n 
(po~ x  (кхо — яо*о) =  2 (2 kikiko — яо|ш) v ' '  

i=i k=i 
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(XLI —Ao X12 K\N —£LO 

' у • : 
X«1 %n2 • • • Xnn — Aq £n0 

f 1 /2 fn 0 

В теореме 2 предполагается существование обратной матрицы 

Г=[/ : ,(5о)]- 1= Ы (i, k~ 1,2, ... , я+1). 

Тогда 

Л — (y i k ),  Т 2= (yn+i,k) {i, k — 1, 2 ,  . . .  ,  п), 

Г*2х == 2 уп+i, k (gk^) j , , 
k=\ 

П П 
Г ix = 2 yik (gkX) ipi + Ao™ 1  2 (giX) f i  — Ao-1x = 

i, k—\ i=l 

n 
•— 2  ßik (gfeX) Ipi  Ao 'X, ГДе ßik = =  yik Ao ^Õik'  

I, Ä —1 

Легко видеть, что, если : 

\\gi\\ < 11 Vii I < т» (/=1, 2 , . . .  ,  n), 

то можно взять 

Fl = |Äo| 1  + 2 \ßik\  Tidk,  y2  = 2 \yn+i,  k\  ök,  
i ,k= 1 6 = 1 

n я _ n 
£1 — 2 \ 2  Xikik0 — Ao|to| ft, ß =  2 ||io| t£. 

i= 1 ft=l 1=1 

(7) 

З а м е ч а н и е  4 .  Е с л и  X  —  г и л ь б е р т о в о  п р о с т р а н с т в о ,  
{ipi} — ортонормированная система элементов и gix=(x,ipi) 
(скалярное произведение), то оценки ß, ei, у\ и у 2  найдутся сле­
дующим образом (ср. [5]): 

IN| 2  = i |i,-ol 2  <ß\ 
i= 1 

l l^xf1  (юсо — ao^o)\\ 2  >= 2  \ 2  xikško — яо£ю| 2  с £i2 ,  ; 
i=i  k=i  

ш\* = 2\уп+1,к\ 2<уг 2, 
k=\ 

ЦГ1Ц = max (ЦАЦ, М - 1) <y i ,  

где ЦАЦ — норма матрицы Г\= (yik) (i,k= 1,2, ... , t i) 
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в эвклидовом пространстве R n .  Можно, например, взять 

у х 2  = max (2 \y i k\ 2, |Яо|~ 2). 
i , k=) 

З а м е ч а н и е  5 .  О т м е т и м ,  ч т о  в ы ч и с л е н и е  о б р а т н о й  м а т ­
рицы Г открывает возможность не только для оценки погреш­
ности, но на основании замечания 2 также для уточнения соб­
ственного значения и вектора матрицы К до требуемой точности. 

З а м е ч а н и е  6 .  П р и м е р о м  п р и б л и ж е н н о г о  м е т о д а  р а с ­
сматриваемого типа является метод моментов, при котором 
хт = giKipk ( i ,k = 1, 2 ,  . . .  ,  п).  

Ниже покажем некоторые применения изложенных результа­
тов (ср. [5]). 

§ 4. Бесконечные матрицы 

Пусть задача о собственных значениях бесконечной матрицы 

К =  Ы  ( i , k =  1 , 2 , . . . )  

решается методом редукции, т. е. приближенные собственные 
значения и векторы найдутся как соответствующие величины ко­
нечной матрицы 

К = (xik) ( i , k — 1,2, ... , п). 

Возьмем tpi = (õik) , giX = ii  и применим теорему 2. Получае­
мые оценки зависят от выбора метрики пространства бесконеч-

- ных последовательностей. 
а) Если X = т, то оценим: 

\\К —  <ро~ 1К(р\\ = sup ( 2 \xik\ ,  2  \x jk\)  <  а, 
i=l, ..., п А=л+1 Л = 1 
/=/2+1, ... 

||ri|!= max (2 \y i k\, |Л 0| - 1) < уi, 
1=1, . . . , п k=\ 

IIA II *= 2 \yn+i, ä| С у 2, j 
k=\ 

^ _ п „ 1 

ll^o™1 (KXO — XqXq ) II = max | 2 xiklm — Ao!/o| < ei, 
1 = 1, ..., n k = \ 

INI = max lliol < ß,  
i=l  n 

_ _ n 
||/Uo — XQX 0 \\  < sup (ей I 2 Xjkho|) < e .  

/=zi+i, . . .  k=\ 

Очевидно можно взять e — max (еь aß).  
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Если выполнено условие (6), то теорема 2 дает оценки по­
грешностей приближенного собственного значения Яо и собствен­
ного вектора х 0  бесконечной матрицы К-

б) Если X = / 2, то найдем ß, ei, 71 и ^ на основании замеча­
ния 4, а а так, чтобы было 

\\к— (po~ l k(p\\ 2  < 2 1  \xik\ 2 — 2 \xik\ 2  < а 2, 
i, k— 1 i, k — \ 

§ 5. Интегральные операторы 

Пусть приближенные собственные значения и функции инте­
грального уравнения 

ь 
Кх  — l x  = 0, где /О = / K"(s, t ) x ( t ) d t ,  

вычисляются как соответствующие величины интегрального 
уравнения с вырожденным ядром 

K( s ,  t )  >=  2  X ik i p i ( s )%k ( t ) ,  
i ,  k  =  1 

где функций ^t(s) и ^(s) удовлетворяют условию 
ь * 

/  1 p i { s ) X k ( s ) d s  =  Õ i k .  

Если Яо — собственное значение матрицы 
К =  (x i k )  ( i , k>=  1,2, , п )  

и х 0  = (£;о) — соответствующий собственный вектор, нормиро-
п 

ванный условием 2 fkŠko = 1, то Яо является также собственным 
k=i 

значением ядра K( s ,  t )  и x 0(s) = 2 Šioipi(s) — соответствующей 
i=i 

собственной функцией. z  

Возьмем 
ь 

gix = fxi{s)x(s)ds. 
а 

Тогда 

ф 0- 1К(рх = f K{s, t)x(t)dt, 
а 

I\x = / 2 ßikipi(s)x k { t ) x ( t ) d t  —  l o ~ l x (s), 
a  i ,  / e = l  

6 n 
Г<2.x = =  / 2 y n+i, k %k (t)x(t) dt. 

a  k — \  
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а) Если ядро K(s, t) непрерывно в квадрате а < s, t < b и 
X •— С[о, ft], то найдем а, õi и т,- из условий 

||/С - фо-'^Н = max i \K{s,  t) -  K(s, t) \ dt < a, 
a<s<ba 

b 
IWI =f\%i( s)\ d s  < IM= max 1^/(5)1 < Xi (г =1,2, . . .  , n), 

a  a - ^ s < b  

a pi, y 2, £1 и ß вычислим по формулам (7). 
б) Взяв X = L 2(a,b) и ^i(s) = rpi(s) (i— 1,2,  ... , «), най­

дем ß, Е\, уI и на основании замечания 4, а а так, чтобы было 

| |/С -  фсГ'ад 2  < ff\K(s, t) -  K(s, t) p dtds <a 2 , 

и применим теорему 2. 
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ОМА VÄÄRTUSTE JA OMAELEMENTIDE LIGIKAUDSE LEIDMISE 
MEETODITE TÄPSUSEST 

E. Tamme 
Geomeetriakateeder * 

R e s ü m e e  
Käesolevas artiklis tuletatakse veahinnang, mis võimaldab hinnata teata­

vat tüüpi meetodiga arvutatud omaväärtuste ja omaelementide lähendite täp­
sust. Vaadeldakse selle veahinnangu kasutamist lõpmatu maatriksi ja Fred-
holmi integraaloperaatori juhul. 

ÜBER DIE GENAUIGKEIT DER METHODEN ZUR ANGENÄHERTEN 
BERECHNUNG VON EIGENWERTEN UND EIGENELEMENTEN 

E. Tamme 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im vorliegenden Aufsatz wird eine Fehlerabschätzung für die mit einer 
angenäherten Methode berechneten Eigenwerte und Eigenelemente gegeben. 
Es werden die Anwendungen dieser Fehlerabschätzung bei unendlichen Matri­
zen und Fredholmschen Integraloperatoren betrachtet. 
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ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ДВОЙНЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ 

М. Левин 
Кафедра геометрии 

В этой статье выводятся некоторые формулы для приближен­
ного вычисления двойных интегралов. 

Пусть дана функция F ( x ,  у ) ,  интегрируемая в квадрате 
L — [— 1 < х < 1, — 1 < г/ < 1]. Выберем точки (x t-, yi) из 
L [i — 0, 1, ... , п) так, что Xk Ф х,- при k Ф /, и такое число t, 
ч то  F ( t ,  z / t )  ф 0  ( i  —  0 ,  1 ,  . . .  ,  п ) .  Построим  в  L для  F ( x ,  у )  
приближение 

Ф(х ,  у )  =  F( t ,  у )  2 с ц х {  ( 1 )  

так, чтобы было Ф(х,-, yi) — F(Xi, yi) (i = 0,1, ... , n). Легко убе­
диться, что при данных условиях функция Ф (х, у) существует, 
единственна и имеет вид 

П  I Л .  Х — Х Ь \ F(X:,  У А 
< P ( x , y ) = F ( t , y ) 2   0 — Л ( 1 а )  

1=0 \ k = 0  X i  X k J  Г  v» У  о  

где 

дсо х~ хь _ ~ * о )  ~ X l )  ''' fizil~ ~ Х п )  

k = 0  X i xk ( X i — x °)  ( X i  -  *«) • • • (*« — *i-l) ( X i  — X i+l  )•••(*,- *«) '  

Нетрудно видеть, что, если t  одно из чисел х, (/ = 0, 1, ... , п ) ,  
то для любого значения у 

Ф( г ,  у )  F ( t , y ) .  

Действительно, пусть t  —  х р ,  где 0 < р  < п .  Тогда по (1) 

Ф(^, УР) — Fit,  У Р )  SaitK 
i-О 

Так как Ф(^, у р )  =  Ф(х р ,  у р )  =  F( x p ,  у р )  =F ( t ,  у р ) ^ 0 ,  то 

2 ait 1  ь= 1, что и доказывает наше утверждение. 
1=0 

338 



Исходя из (la), можно получить формулы для приближен­
ного вычисления двойных интегралов, заменяя подинтегральную 
функцию ее приближением: 

1 1  1  1  п  j  п  % —  Х и \  F  ( х  •  V • )  
I  / F ( x , y ) d x d y  =  J  F ( t , y ) d y  j  2  П<0  )  " ' dx. 

—l—i —1 -i/=o\ft=o x i  x kJ Г\ 1>У0 

Введя обозначение 
1  я X — х-

Cf n )  = / 1W — ^ - d x ,  
'  - 1  Ä = 0  Xi  — Xk 

получим приближенную формулу 

1  1  1  n  F i x - ,  v )  
f  f  F ( x ,  y ) d xd y  —  f  F ( t ,  y ) d y  2  C,(") . (2) 

-1 -1 -1 /=0 Г  V» У0 

Если интеграл, стоящий в правой части (2), вычислять прибли­
женно, интерполируя F(t,y) полиномом в узлах ув\ у/, . . . , у т\ 
то (2) примет вид 

1 1  т  n  F ( X -  V - )  

f  J  F ( x ,  y ) d xd y  =  [ 2  C/WF( t ,  y / ) ]  2  (2a) 
-l-i j-о i=zo r (t, vi) 

где 
1 m у — у > 

c/<">= S 
-1 А—О У j Vk 

Возьмем, к примеру, в (2а) m — n — 2,  t — O,  х 0  = у 0 '  =— и, 
Xi = ух — Ух =0, х 2  = у 2  = у2 = Уо —и, где и = у 0,6. Тогда 
получим формулу 

1 1 ос i-
_/  ] { Р( х ,  y ) d xd y  = ̂ [1,6F(0,0) + F(0, а )  + F (0, - и ]  [l,6 + 

F (u ,  u )  +  F ( - u ,  и ) '  
F ( 0 ,  и )  (3) 

Легко проверить, что (3) точна для полиномов вида F ( x ,  у )  —  
= а00 ÜxqX -j- doxy -f- ü\xxy -j- ÜQ2y2  -J- üX2Xy2  -f- Ö30X3 -j- 003У^ ~t~ 
+ a l 3xy* + a 3xX 3y + a 0 4y\ если F(0, и) ф 0. 

П р и м е р ы .  —  

/, = / / Гл^ТЛТТГг = 0,04082. 
1  _i _i (х + у+10) 2  

Вычисление по (3) дает h = 0,04075; ошибка 0,00007. 
1 1 

/ 2  = / / V (2 — х) (2 — y ) d x d y  =  7,8256. 
— 1  — 1  

Вычисление по (3) дает Jо* — 7,8258, ошибка 0,0002. 
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Из (2) и (2а) легко получить формулы для приближенного 
вычисления двойных интегралов, когда область интегрирования 
произвольный прямоугольник. 

Пусть теперь область интегрирования единичный круг с цент­
ром в начале координат. Тогда 

I I  F ( x ,  y ) d xd y  =  
*Ч-у2< 1 

= У ! / ̂ TI/^l^Y^cos Л(ОУ + 1), sin л(ш + 1) j dvdw .  

По (2а) при т = п = 2, t = 0, v 0  = = — и, у, = зу, = W\ = О, 
Уа = ̂ 2 — ̂ 2Z = w0 = и получаем 

f f  F ( x , y )  = ф [1,6/=•(-! о) + 
x2+yü< 1 0/4 \ / / 

+ f(oi, «.) + f («ь —«2)1 [l,6 + "/> + у-» g<>] , (4) 

где 

ai= 0,379792; а 2  = —0,325203; а 3  = 0,673980; 
«4 = —0,577105; «5 = 0,085607; «6 = —0,073302; 
ßx = 1,774597; ß2 = 0,225403. 

П р и м е р .  

/ 3  = / / V 1 — х 2  — у 2  dxdy — 0,667л. 
•х 2+УЧ 1 

Вычисление по (4) дает / 3  = 0,674л:, ошибка 0,007л:. Если для 
сравнения вычислить этот интеграл по формуле из [1] (стр. 506), 
то получим /3 = 0,683л, ошибка 0,016л. 

Рассмотренный метод построения формул для приближенного 
вычисления двойных интегралов легко обобщается на случай 
интегралов произвольной краткости. 
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ÜHEST KAHEKORDSETE INTEGRAALIDE ARVUTAMISE MEETODIST 

M. Levin 
Geömeetriakateeder 

R e s ü m e e  

Artiklis tuletatakse rida uusi valemeid kahekordsete integraalide ligikaud­
seks arvutamiseks,, kui integreerimispiirkond on ruut või ring. 

A COMPUTING METHOD OF DOUBLE INTEGRALS 

M. Levin 

S u m m a r y  

The new formulae are deduced for the numerical evaluation of double 
integrals in the quadratic or circular integration regions. 
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К ИССЛЕДОВАНИЮ ПОСЛЕКРИТИЧЕСКОЙ СТАДИИ 
ПРЯМОГО УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ 

Ю. Лепик 
Кафедра теоретической механики 

В статье рассматривается в концепции Энгессера-Кармана 
задача о поведении прямого сжатого упруго-пластического 
стержня в начальной части послекритической стадии. Поставлен­
ная задача решается методом разложения решения по степеням 
малого параметра; материал стержня считается несжимаемым и 
имеющим линейное упрочнение. Доказывается, что критическая 
нагрузка по Энгессеру-Карману оказывается и максимальной 
нагрузкой, удерживаемой стержнем. 

§ 1. Постановка задачи и основные соотношения 

Рассмотрим сжатый продольной силой стержень, сечение ко­
торого обладает двумя осями симметрии. Пусть координатная 
ось х совпадает с касательной к оси стержня: для осей у и z вы­
бираем оси симметрии поперечного сечения. Предположим, что 
изгиб стержня при потере устойчивости происходит в плоско­
сти xz\ за положительное направление оси z примем направле­
ние прогибов. 

Имея в виду случай малых деформаций, но значительных 
углов поворота элементов стержня, можем уравнения равнове­
сия написать в виде 

V —  —  N x ,  N '  —  Тх ,  М '  М '  —  N .  ( 1 .  1 )  

. В этих формулах символами Т, N, М обозначены нормальное 
усилие, перерезывающая сила и изгибающий момент в стержне; 
х — кривизна центральной оси стержня, которая вычисляется по 

формуле х — г™ (здесь и в дальнейшем штрихами 
У 1 — w r i  

обозначены производные по х ) .  
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Первым двум соотношениям (1.1) можно удовлетворить, 
полагая 1  

Т = — Р V 1 — w'\ N = Pw'. (1.2) 

Учитывая соотношения (1.2), можем третье условие из (1. 1) 
после интегрирования по х представить в виде 

М — М 0*+ Pw. 

Здесь Мо — момент заделки; так как мы в дальнейшем рас­
смотрим только стержень со свободно опертыми концами, то 
Mq = 0. 

Будем понимать под символом о величину сжимающего на­
пряжения в рассматриваемом сечении; под символом е — отно­
сительное укорочение элемента стержня. В случае линейного 
упрочнения материала эти величины связаны соотношением 

о  —  G o  —  Е( \ —Я) ( е — е 0 ) .  (1. 4) 

Здесь обозначено А = 1 —о0 и е 0  — значения величин 

о и е в критическом состоянии. 
Обозначая символом е величину относительного укорочения 

среднего слоя z = 0, имеем по гипотезе плоских сечений (ср. 
[2], §47) 

e = g-z^-yzV.  (1.5)  

В дальнейшем предположим, что прогибы стержня настолько 
малы, что в выражении (1.5) можно последним членом прене­
бречь; это дает нам возможность заменить формулу (1.5) более 
простой е — & — zx. 

Величины тангенциального усилия Т и изгибающего момента 
М вычисляем по формулам (b(z) — ширина сечения, h — вы­
сота балки): 

+/Z/2 » +Л/2 

Т —  —  /  o b ( z ) d z ,  М =  —  /  o b ( z ) z d z .  (1. 6) 
—Л/2 . —Л/2 

При вычислении интегралов (1.6) нужно учитывать обстоя­
тельство, что при потере устойчивости в стержне возникает и 
зона разгрузки. Обозначим через z p  — zp(x, у) уравнение по­
верхности, разделяющей зоны нагрузки и разгрузки; эту вели­
чину вычисляем из условия 

õ e  —  Õ E  — Z p ö x  — 0. (1.7) 

В рассматриваемом случае зона разгрузки определяется не­

1  Нетрудно видеть, что Р — сжимающая сила, приложенная в концах 
стержня; 
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равенствами z p  < z < /z/2. Так как в этой зоне деформации про­
исходят упруго, то при значениях z p  <^z<^h/2 в формуле (1.4) 
следует взять Я — 0. 

Введем обозначения 
г р  

B i  =  J  b ( z ) z i ~ ] d z  ( i  —  1, 2,3). (1. 8) 
—Л/2 

Вычисляя на основании формул (1.4), (1.5), (1.8) интег­
ралы в (1.6), приходим к следующим соотношениям (F — пло­
щадь сечения, / — момент инерции сечения): 

Т — — FOQ — EF ( e  — eo) + ElB x  (e — eo) — EXB 2 x ,  ,  ̂  g ,  

M = Ein -f- EIB2{S — e0) — £ЯВ3х. 

§ 2. Разложение решения по степеням малого параметра 

Разложим все интересующие нас величины по степеням ма­
лого параметра f, за такой параметр принимаем прогиб в сере­
дине стержня: 

е = eo -f- £if -)- е 2/ 2  -f-. .. , Bi — B/o -f- Buf -}- B t-2/2 

X = Xif + X2f2 P = Po -j- Pif + P2t2 -f- . . • , (2. 1) 
w — W i f  w2 f 2  - ( " • • •  »  Г = To~\-T i f - {-T 2 / 2  ,  
z p  — Zq -j- Zif -{- z2f2 -j-..., M = Mif -f- M2f2 -f- . . . . 

На основании соотношений, выведенных в п. 1 настоящей ра­
боты, находим следующие зависимости между коэффициентами 
разложений (2. 1): 

1) Так как 
õ e  =  (ei -f- 2 e 2 f  Зез/ 2  õ f  

õ x  =  ( x i  -j- 2x 2 f  -j- Зхз/ 2  .  .  -)õ f ,  

то из условия (1.7) получаем, что 
. 1 

ei = z0x1, £2 — z0x2 -j- t tz ixi,  

,2  I (2-2)  

ез — Z 0 X 3 - f - Z i x 2  ~ r z 2 x i .  

w "  2)  Из определения кривизны x — — —- вытекает, что 

Xi = — Wi'\ Х 2  = — w 2", Хъ = — Ws" — у w x' 2wi". (2. 3) 

3) Коэффициенты разложения величины В, вычисляются на 
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основании (1.8) по формулам ч  

B i Q  = / ft(z)zf'ti?z, ßn = 6(z0)z0
t '-1zb 

-Л/2 (2.4) 

B i 2 —  b  (Zo)Zo i -1Z2 -f- у [Ö(Z 0)Z 0
l  ']Zi2. 

4) Из соотношений (1.2) и (1.3) следуют зависимости 

Г, = —Pi, T- 2  = -P 2  + -|Po®i' 2, 
(2. 5) 

Т\з = — "2" Plt^i'2  -{- РоW\W<L 

и 
Mi = PqW\, М 2 '= P 0 W 2  + Pi^i, 

Мз = Ро^З Р 1^2 Ч~~ Р2^1- (2. 6) 

3. Нахождение решения поставленной задачи в 
последовательных приближениях 

Будем искать решение задачи сначала в первом приближе­
нии; для того удержим в соотношениях (1.9) только члены с 
первой степенью параметра  f :  

Т1 = EF£\ —j™ EXBiqei — ЕЯВ20Х1, 
Al 1 = — EI к 1 EXB 2Q£\ — EXB^QXI. (3. 1) 

Будем считать, что потеря устойчивости происходит при не­
изменяемых внешних силах, следовательно Pi = 0. Учитывая 
еще, что Т х  = — Р\, х х  — — wx", е х  — z0xi, можем условие Р х  = 0 
на основании (3. 1) переписать в виде 

FZ q -j- l ( B 2 о — Bx0z0) — 0. (3. 2) 

Полученное уравнение (3.2) дает возможность, если сече­
ние стержня конкретно задано, определить единственную вхо­
дящую в него неизвестную z 0. 

Обозначим буквой К величину модуля Кармана: 

к = £[1+у (B 2 0 z 0  - Взо)]. (3. 3) 

Так как M x  =P 0 w x ,  то второе уравнение из (3. 1) принимает 
вид 

+ = 0. • (3.4)  
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Граничными условиями к этому уравнению являются 2  

ш,(0) =Wi (/) = w/( l/ 2) = 0, m{ lk) = 1. 

Решая уравнение (3. 4) при данных граничных условиях, на­
ходим, что 

П Х  г ,  п 2 К 1  , п  ^i = sin—, Я 0-—(3.5) 

Нетрудно видеть, что формулы (3. 2) и (3. 5) определяют 
критическую нагрузку упруго-пластического стержня и совпа­
дают с соответственными формулами, данными в монографии 
[1], § 18. 

Перейдем к вычислению второго приближения. Учитывая со­
отношения (2. 1) — (2.4) и (3.2) — (3.3) находим из формул 
(1.9), что 

Т 2  ~ -у Е (F —  I B \ Q )  Z \ W \ " ,  

(3.6)  
М 2  — — KIw 2" —у EaB^Wi". 

Докажем, что в формулах (3. 6) можно пренебречь членом 

^EXBzoZiWi". Для того нужно иметь в виду, что основные соот­

ношения, данные в п. 1 настоящей работы, не являются точны­
ми. Приблизительный характер этих выражений обусловлен сле­
дующими предположениями, использованными нами при по­
строении рассматриваемой теории: 

1) Относительное укорочение е является малой величиной. 
2) Последний член в формуле. (1.5) можно отбросить, сле­

довательно должно быть \гн\ <СС 1-
Учитывая еще, что z^h  и \к\  ' f / l 2 ,  можем требование 

hf 
\zx\ <С 1 заменить условием 1- Последнее обстоятельство 

дает нам возможность при следующих вычислениях вычеркнуть 
hf 

все члены, которые имеют порядок малости — по сравнению с 

единицой. 
Допустим, что порядок коэффициентов разложения величины 

Р не превышает порядка этих коэффициентов в упругом случае 
(такое предположение вполне естественно, так как из опытов 
известно, что в послекритической стадии сопротивление к про­
дольному изгибу упругопластического стержня не может быть 
большим, чем в случае упругого стержня). Следовательно коэф-

_ n  Eb 0h 3  
п  Ebnh 3  

фициенты ро и р 2  должны иметь порядки р—j t~> ^2 ——ß—> 

2  Граничное условие -w\ (V2)  — 1 вытекает из определения параметра 
f  —  w  ( Ч2)  •  
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и из первого уравнения системы (3. 6) мы находим, что z x  <— 
i  h \2 и " z i / Л/ />-- ! £ — I у j . Но так как -у-—— <С. 1, то член z x f  в разложении 

величины z p  не имеет существенного значения и его можно вы­
черкнуть. 

Так как z x  (у) 2, то на основании (3. 6) нетрудно видеть, 

что в выражении коэффициента М 2  второй член имеет порядок 

^у~ и что отношение величины у EhB 2oZ Xw x"f 2  к первому члену 

M\ f  в разложении изгибающего момента М дает величину по­
лу 

рядка у-. Следовательно во второй формуле из системы (3. 6) 

можно член ^EXB 2QZ xW x" опустить, что и требовалось доказать. 

Учитывая, что вторая формула из (3. 6) получает теперь про­
стой вид М 2  — — KIw2", приходим к следующему дифференци­
альному уравнению для определения коэффициента w 2: 

w 2" + уг аУг = 0. 

Единственным решением этого уравнения, удовлетворяющим 
граничным условиям до 2(0) = w 2( l/ 2) = w 2(l) == w 2  ( l/ 2) = 0 яв­
ляется тривиальное решение w 2~ 0. 

Следует еще отметить, что из условия z х  = 0 было бы непра­
вильно делать вывод, что всегда и Т 2  — 0 (в этом случае должно 

бы быть Р 2  — ^ P qWi2,  ЧТО неверно). Дело в том, что — как ука­

зано уже выше — равенство z x  — 0 является приблизительным 

и фактически означает, что величина z x  имеет порядок |у |  . Из 

/о cx т Ebo   Т 2Р lf\2 (З.Ь) теперь следует, что 7 2  ' —Д и ~~ ̂  . Так как про­

гиб стержня может оказаться настолько большим, что величину 

(у) нельзя пренебрегать по сравнению с единицей, то мы уже 

не можем в разложении усилия Т вычеркнуть член T 2 f 2  и следо­
вательно должно быть Т 2  ф 0. 

Таким же образом найдем и приближения более высокого 
порядка. Отбросив опять некоторые несущественные члены, на­
ходим для третьего приближения 

_  r v n  1  ts i 1 / 7t \ 2  п п тс z 2  = 0|,ft= T( T) Kl, Щ = - Г6\Т) cos- T*sin Tx; 

для четвертого приближения z 3  •= 0; Р 3  = 0; ау 3  = и и. т. д. 
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Зависимость осевой силы Р от прогиба f  определяется теперь 
формулой 

Р = Л>[1+|л 2(£) 2  + ---]- (3.7) 

Интересно отметить, что распределение зон активных и пас­
сивных деформаций при переходе от критической стадии в по-
слекритическую не изменяется (это утверждение следует из 
обстоятельства, что Z\ = z 2  « =  z 3  =  . . .  =  0) .  

Формула (3. 7) выведена для случая со свободно опертыми 
концами стержня, однако нетрудно поверить, что аналогичный 
результат остается в силу и при других условиях закреплений. 

4. Учет возникновения зон вторичных пластических 
деформаций в стержне 

Все выкладки в пп. 1—3 были выполнены в предположении, • 
что стрела прогиба f настолько мала, что в стержне не возни­
кает зон пластических деформаций от растяжения. Последнее 
требование, как следует из дальнейшего, в значительном мере 
стесняет применение формулы (3.7), так как вторичные пласти­
ческие деформаций в стержне возникают уже при сравнительно 
малых прогибах. Покажем, что это действительно так. 

Ограничиваемся опять случаем линейного упрочнения мате­
риала и допустим, что диаграмма ае, характеризующая поведе­
ния материала в процессах нагружения и разгружения, извест­
на. Условие для того, чтобы в рассматриваемой точке стержня 
не возникло пластических деформаций от растяжения, можно 
написать в виде 

е 0  —е <y(e 0 )e s .  (4.1) 

Здесь символом у (во) отмечен некоторой параметр у (во) > 1, 
величину которого можно определить из опытов. 

Учитывая, что первые пластические деформации от растя­
жения возникают в точке z — h/2, х = %, можем неравенство 
(4. 1) заменить условием 

£о — £  + у « < y ( e 0 ) e s .  (4.2) 

Вычисляя из первого уравнения системы (1.9) величину 
eo — ей применяя соотношение (3.7), получим вместо неравен­
ства (4.2) условие 

h/2F+X (В 2  - А/2 B t ) / 2  Po/ 3  /„./.) ,, 
F-lB t  ~¥ л~ 8 Eh* (F— ХВ г ) M -

e s  ' 2  

Символом pi здесь обозначено выражение \i = . 
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Преобразуем полученный результат; учитывая формулу 
(3. 2) и имея в виду, что до момента появления вторичных пла­
стических деформаций z p  = z 0, находим 

(у — zo) Л* — 8£/z2/2(/r_ 

Второй член, стоящий на левой стороне полученного неравенства, 
h f  

имеет относительно первого порядок —- и, следовательно, его 

можно опустить; сделав это, находим 

(т~ го (4. 3) 

Так как в нашем случае потеря устойчивости происходит за 
пределом упругости, то <7о > ее$, что равносильно условию 

[ л  П£̂ > • Кривизну к  в точке х= 1 / 2  определяем из условия 

*= (у) 

Х 7  .  Л 2 К 1  ^ я 2/ , Учитывая неравенства /г <_ и можем фор­

мулу (4.3) переписать в виде 

(4-4) 

Для случая прямоугольного сечения имеем в силу (3. 2) — 
(3.3): 

^ _1 Z- £о \ /,2. /А 5) 
E(h ß  —  z 0 )  h \  2  hf^-h' v '  

Так как влияние формы сечения стержня на значение мо­
дуля Кармана К в общем незначительно ([3], стр. 25), то фор­
мулу (4. 5) можно считать действительным и для сечений, от­
личных от прямоугольного. Учитывая еще, что всегда I <С xUh 2F y  

из неравенства (4.4) находим окончательно f <^у{ео) н1г. 
Из полученного результата следует, что такие состояния, при 

которых зоны вторичных пластических деформаций в стержне 
отсутствуют, возможны лишь при прогибах, не превосходящих 

высоту стержня h. В таком случае из условия ~~ < 1 выте­

кает, что и (у) 2  < 1; следовательно 1—w' 2  ̂  1, к ̂  — w", 
Т ̂  — Р и все зависимости, рассмотренные в п. 1, становятся ли­
нейными. 

Теперь можем упростить и уравнение (&7). Так как ( fh) 2 <^ 
<1, то второй член из уравнения (3. 7) отпадает и мы приходим 
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к условию Р — Ро = const. Имея в виду, что после появления 
зон вторичных пластических деформаций сопротивление стержня 
выпучиванию резко снижается, увидим, что если потеря устой­
чивости происходит за пределом упругости,то критическая на­
грузка оказывается одновременно и разрушающей. 
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SIRGE ELASTILIS-PLAST1L1SE VARDA PÄRASTKRIIT1LISE 
STAADIUMI ANALÜÜS 

Ü. Lepik 
Teoreetilise mehhaanika kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis uuritakse Engesser-Kärmani kontseptsiooni kohaselt 
surutud elastilis-plastiliste varraste tasakaalu pärastkriitilise staadiumi alg-
osas. Varda materjal loetakse kokkusurutamatuks ning lineaarselt kalestuvaks. 

Püstitatud ülesanne lahendatakse häiritusmeetodil. Tõestatakse, et Enges­
ser-Kärmäni poolt antud kriitiline koormus on ühtlasi ka suurim koormus, 
mida varras võib kanda. 

ZUR ANALYSE DES NACHKRITISCHEN STADIUMS 
ELASTISCH-PLASTISCHER DRUCKSTÄBE 

U. Lepik 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im vorliegenden Aufsatz wird auf Grund der Engesser-Kärmän-Konzeption 
ein Gleichgewichtsproblem gerader elastisch-plastischer Druckstäbe im 
nachkritischen Stadium behandelt. Es wird dabei angenommen, daß das 
Material des Stabes inkompressibel ist und eine lineare Verfestigung hat. 

Die gestellte Aufgabe wird vermittels der Störungsmethode gelöst. Es 
wird gezeigt, daß die Knicklast von Engesser-Kärmän gleichzeitig auch die 
obere Grenze der Belastungsfähigkeit des Stabes darstellt. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАСТИНОК РАЗЛИЧНОЙ ФОРМЫ, 
В ЧАСТНОСТИ ТРЕУГОЛЬНЫХ И ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ 

J1. Роотс 
Кафедра теоретической механики 

В настоящей статье исследуется задача нахождения крити­
ческой нагрузки для пластинок различной формы. Для решения 
этой задачи применяется метод Канторовича-Власова. В первой 
главе дается описание используемого метода. Во второй главе 
рассматривается задача ,об устойчивости свободно опертых пла­
стинок, равномерно сжатых по всему контуру. В третьей главе 
рассматривается нахождение критической нагрузки для тре­
угольных и трапециевидных пластинок при других условиях за­
крепления и нагружения. 

I. Описание метода решения 

Рассмотрим тонкую трапециевидную пластинку постоянной 
толщины, сжатую силами, действующими в ее плоскости 
(рис. 1). 

J 

л/ 

/ 

0 а & 

Рис. I. 
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Если ограничиться случаем упругих деформаций, то диффе­
ренциальное уравнение для прогиба w срединной поверхности 
выпученной пластинки имеет вид 

ОГш=7,^+Г 2д + 25^, (1.1) 

где 
T v =X x h-  Т 2  = У у к ;  S  =  X y h-

D — жесткость пластинки, h — ее толщина. Введем вместо 
прямоугольных координат хну новые координаты | и rj, опре­
деляемые формулами 

4 = — - (1.2) 

При такой замене переменных дифференциальное уравнение 
(1. 1) примет вид 

д*ы> . г} , 0  3r/ 2  -f 1 d^w . d 4w , 
7 wd~n F wch?~ §з7 dšdri* +  

•  ( г / 2 +1) 2  d 4 w .  ,  0  t j  d 3 w q 3r j 2  - j -1  d 3 w , 
' ~Õ7j r  •" |2 P didf" + • 

4. 12 ^3  + ̂  ž^l _ 24 -5- _i_ 12 3 ??2+ 1  d2^ , 
' d?/3  £3  £4  d?;'- . 

1  9 4  ± še _  I i  l^le. _ o l  _ L  
^ Š4 dri — D\d& Š д£д?/ 

. т? 2  d 2&' j 0  , T 2  d 2w , 
T jjT "^2" "Г ̂  |2 -щ) "Г -щ2 + 

(1.3) 

Несколько громоздкий вид уравнения (1.3) компенсируется 
легкостью подбора функций, удовлетворяющих граничным усло­
виям на краях пластинки. 

Для решения задачи о нахождении критической нагрузки мы 
воспользуемся методом приведения уравнения (1.3) обыкновен­
ному дифференциальному уравнению (метод Канторовича-Вла­
сова, см. [2J). Этот метод уже нашел применение при решении 
задач об изгибе пластинок [1, 2, 6, 7, 8, 9|], а также при решении 
задачи об устойчивости параллелограмной пластинки [5]. 

Применительно к нашему случаю этот метод состоит в сле­
дующем. Обозначим коротко уравнение (1.3) через L(w) = 0. 
Неизвестная функция в этом уравнении w задается в виде 
ряда 

W =  2  fm(Š ) g m ( r j ) ,  (1.4) 
т-1 

где функции gm (r]) выбирают так, чтобы они удовлетворяли гра­
ничным условиям на непараллельных краях пластинки и обра­

dhv rj d 2w 1 dteA 
aI57 —§2 dr]2 £2 1^1 
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зовали бы полную систему функции на отрезке [а ,  Д], а функции 
fm(i) определяют из условий 

/  L I S  Ы № т Ш & , Ш г 1 ^ 0  ( 1 . 5 )  
и т—\ 

(k = \, 2, 3, ...). 

Далее при удовлетворении граничных условий на параллель­
ных краях пластинки получают и уравнение для критической 
нагрузки. 

В данной статье ограничимся в большинстве случаев нахож­
дением первого приближения критической нагрузки, используя 
лишь один член из ряда (1.*4). Точность полученных результатов 
оценивается путем их сравнения с уже имеющимися решениями 
частных случаев. 

Если пластинка свободно оперта по всему контуру и сжата 
силами, равномерно распределеннными по всему контуру (рис. 2), 

т 

Рис. 2. 

то решение можно упростить. В таком случае, если сжимающее 
усилие равно Т, то дифференциальное уравнение устойчивости 
пластинки имеет вид 

V A w + - j jV 2 w = 0. (1.6) 

На контуре пластинки должны быть удовлетворены следующие 
краевые условия: 

d 2w л  

w = 0, и  

или 
w = 0, p 2w = 0. 

Введя новую неизвестную функцию М = f 7 2 w,  приведем (1.6) 
к виду 

+ •_ (1.7) 

с условием на контуре пластинки 
N1 = 0. ( 1 . 8 )  -

Дальше надо продолжать так же, как и при уравнении (1. 1). 
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II. Нахождение критической нагрузки для равномерно сжатых 
свободно опертых пластинок 

1 .  П р я м о у г о л ь н а я  п л а с т и н к а .  
Пусть размеры пластинки а  и b  (рис. 3). Применим метод, 

описанный в главе I. Исходя из уравнения (1.7), зададим М 
в виде ряда 

м = 2 sin fm (х), (2. 1) 

все члены которого удовлетворяют граничным условиям на 

Рис. 3. 

краях у  ==  0 ,  у  =  Ъ.  Функции f m  ( х )  определяются из условий 

Д(Р 2  +- jj) ~у~frn{ x)\= О, 

( £ = 1 ,  2 ,  3 ,  . . . ) ,  

которые после интегрирования примут вид 

/'"W + (^-^)/»W = o 

( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) .  

Общими решениями уравнений (2. 3) будут 

f k  ( х )  =  Ak cos akX + Bk sin akX, 
где 

«ä 2 _ L k2jl2 

M  =  2  sin ( A m  cos a m x  +  B m  sin a m x ) .  

(2.2) 

(2. 3) 

(2.4) 

D  t i 2  '  

Подставив (2.4) в (2.1), получим 

m=1 ~b 

Из краевых условий M(0, у )  =  0, М(а ,  у )  <=  0 вытекает, что 
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Am =0 ( m —  1, 2, 3, ...) и что при некотором k sin аьа = 0, от­
куда 

akCL =  пл\  

" V i - & 2л 3  

пл\  

т — a2k2 + Ьгп2 
2D 

1 — ач* ' 

Критической нагрузкой является наименьшее возможное зна­
чение Т. Это получается при k = п — 1, и оно будет равным 

= (2.6)  

Эта формула совпадает с известной формулой из [10]. 
2 .  К о с а я  п л а с т и н к а .  
Рассмотрим параллелограмную пластинку со сторонами 

а и b и острым углом а (рис. 4). 

Рис. 4. 

Применим и здесь метод Канторовича-Власова. Зададим 

„ (2.7) ,, " mnvг / \ 
М = 2 Sin —fm(tl), 

m=1 
где и, V означают косоугольные координаты, оси которых на­
правлены по краям пластинки (рис. 4) ; они связаны с х, у фор­
мулами 

У и  =  х  —  у  cot а ,  V  Sin а (2. 8) 

Так как в координатах и ,  v  оператор р 2  имеет вид 

= —( 
sin2  а \ 

д 2  

ды 2  

2 cos а 0 2  1 
д* \ 

dudv 1 dv2 / 

то условия, из которых определяются функции fm{u), имеют в 
рассматриваемом случае вид 

Л(£-»  cos а 
д 2  Т sin 2  «V " 

dudv 1 dv2 

f\ 2 . mnv , z X"1 . knv , „ 
D  j 2 sin sm -j-dv = 0 

(6=1,2, 3, ...). (2,9) 
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Интегрируя (3.3), получим 
oo 

h"(u)+ 4 cos a 2 + 
b (k2 — m2) m = 1 

m^zlk 

+ (-Г^-^)/»М= 0 (6=1,2,3,...). (2.10) 

Найдем первое приближение для 7^, используя лишь один 
член из ряда (2. 7), т. е. полагая 

M = sln^M«). (2.11) 

Для f k {u )  получим из (3.4) уравнение 

Л" (« )  +  f k ( u )  = 0. (2. 12) 

Аналогично п. 2 находим, что минимальное значение Т, по­
лучающееся при k=\, равно 

7^ = f + bl лЮ. * (2.13) 
р  а 2 Ь г  sin 2« х  ' 

Второе приближение для Tk p  получим, взяв из ряда (2. 7) 
два члена: 

M  =  s i n ^ M « )  + s i n ^ f 2 ( u ) .  ( 2 .  И )  

В этом случае получим из (3. 4) 

/ , "  ( и )  +  — 3 - р А '  ( « )  +  ( — ~  0  

Л "  ( » )  - ( « )  +  -  ^ 2 ) Л  ( « )  =  о  
(2. 15) 

Решая уравнения (2. 15) и удовлетворяя граничным усло­
виям 

f, (0) = 0, /, (а) = 0, / 2(0) = 0, Ыа)'=0, 

находим Г^р (второе приближение). Далее возможно, поступая 
аналогично, найти третье, четвертое и т. д. приближение, пока 
не будет достигнута необходимая точность. 

3 .  Т р а п е ц и е в и д н а я  и  т р е у г о л ь н а я  п л а с т и н к и .  
Рассмотрим пластинку, изображенную на рис. 1. Введем вме­

сто х, у новые координаты по формулам 

| = х, (2. 16) 

При этом уравнение (1.7) примет вид 

w~2jm+ tw1^+2?^+iM = 0- < 2 Л 7 >  
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Зададим 

М= I sin m * ( v _~ a ) f m (Š). (2.18) 
т.-1 (i cc 

Для fm{£) получим, согласно методу Канторовича-Власова, 
уравнения 

т д >  а *  ,  , «  +  1  а '  ,  о  п  а  ,  Л  
J L'dS2 5 Š2 дп^ Dl 

cc 

.д Si n  f m(I)]sin *'fa_- g )  dij  = 0 (2. 19) 

(*=.1,2,3, ...), 
или, после интегрирования, 

/*" (I) + 4 1 «л(D +H i bmfm(D + H-/*® — 0 (2- 20) s m=l s  m=l ^ 
( * = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,  

где 

a m  = < r« ü"-'^-d, если m^ *; 
(&2— m ^ i ß  —  a )  

1, если m = k, 

f 4*и (»2+ »,»)[(-l)*+"y-..] , , 
A = J  ™  I f - ' W - « )  '  ̂  '  

1 (3+«= + ̂  + /i=)6V , 
l ~ T  3 ( / 9 - B ) >  6 С Л И  

m - Ä '  

Найдем первое приближение для Tk P, используя лишь один 
член из ряда (2. 18), т. е. беря 

М = sin (2.21) 

Из (2.20) получим для /й(|) уравнение 

А"(I) + }/«'Ш + -fr') А © = °> (2. 22) 
где 

2 __ _1_ , (3-f ß2)k2n* 
Р  1  3 (ß  —  а) 2  

Общее решение уравнения (2.22) выражается через бессе-
левы функции следующим образом: 

/(I) = СЛ (|/^ Ž) + С д  W, (|/^ |) (2.23) 

(/ р  и jVp — бесселевы функции соответственно первого и второго 
рода порядка р). Удовлетворяя граничным условиям f(a) = 0, 

f(b) =  0, придем к уравнению для 7$, имеющему вид 

Jp [ v  i a ) N p { v i b )~Jp { y  ~ ь ) м р { у  l a ) ^ 0 .  (2.24) 
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В случае а = О, т. е. когда пластинка треугольная, из крае­
вых условий вытекает, что С 2  — 0; вследствие этого уравнение 
для критической нагрузки упрощается и принимает вид 

Jr(Vö b)=°- (2.25) 

Вычисления показывали, что минимальное значение Tkp по­
лучается  все гда  при k=\ .  

Используя два члена из ряда (2. 18), мы можем найти вто­

рое приближение Т^р. В этом случае 

M^sin /,(|) +  sin 2"Д~'' )Л(1); (2.26) 

из (2.20) получим уравнения для fi(|) и f 2(|): 

/,"(|)+|[/ 1 '(1)+^//(1)] + [^-

L /(3 + « 2  + «^ + /^ 2)д 2  I 40(ft + g) J_ f  ,м_ п. 

| 2 ' \  3 ( ß - a ) 2  '  2 / J y i ^  9 ( / 9  — « )  4 2 7 2 V S ; ~  '  ( 2 2 7 )  

Л" (?) + } [//(I) - (0 + [£ -

1 /(3 +  а 2  -j- c c ß ß 2 )  4 п 2  , 1 \1 г  / &ч 40 ( ß  +  а )  1 f / £ \  л 
— д 2 ' \  3 { ß - а ) 2  + 2 /J^2Vfe) 9 ( ß - c c )  £2 /l(5) — U. 

Решая эти уравнения и удовлетворяя краевым условиям 
f \ ( о )  =  0,  f i  ( b )  =  0,  f 2 {a )  =  0,  f 2 (6 )  =  0,  

получим уравнение для 
Вычисления проводились в следующих частных случаях*: 
1) Равнобедренный треугольник. Результаты вычислений для 

некоторых значений ß даются в таблице 1. 
Т а б л и ц а  1  

Угол при 
вершине ß  р 7^ 

треугольника 

0
 

со 

0,268 5,973 98,2 D 0,268 5,973 98,2 
Ъ 2  

60° 0,577 2,935 40,0 
90° 1,000 1,947 25,7 

120° 1,732 1,465 19,8 
150° 3,732 1,225 17,1 п 

Для сравнения заметим, что точное значение критической 
нагрузки для случая ß=\, приведенное в [10], будет 

l k p —  2 
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Следовательно, ошибка значения, найденного нами, составляет 

около 4%. Для равностороннего треугольника точное 

значение критической нагрузки дано в [11]; оно равняется 

7 к р  = 4я=-2-; 

наше значение отличается от этого около 1,3%. 
2) Равнобедренная трапеция. Результаты вычислений прове­

дены для некоторых случаев пластинки, острые углы которого 
равны 45°. Результаты вычислений представлены в таблице 2. 

Т а б л и ц а  2  

я — — ^
кр 

а (с  = b—  а)  

1,2 10,0 

1,5 10,5 . 
2,0 11,5 „ 

3) Прямоугольный треугольник, углы которого 30°, 60° и 90°. 
В этом случае было получено 

тП) по 7 J2_ * кр УО,1 g  . 

Это хорошо согласуется с найденным в [12] значением 

т — Q9 1 I кр 1  ^2 

(расхождение юколо 1,8%). 

III. Пластинки с другими условиями закрепления и нагружения 

1 .  З а щ е м л е н н а я  т р а п е ц и е в и д н а я  п л а с т и н к а .  
Рассмотрим случай, когда непараллельные края изображен­

ной на рисунке 1 пластинки защемлены. Из всех возможных ви­
дов нагрузки рассмотрим лишь такие, при которых во всей пла­
стинке S = 0. 

„  d w  „  N  

Граничные условия на краях г ]  —  а и г ]  —ß  ( w  =  0 ,  =  0 )  

будут удовлетворены, если задать 

w = [l - cos 2 f a/!_~ K )]/(0, (3. 1) 

где k некоторое натуральное число. Если напряженное состояние 
в пластинке однородно, то из условия (1.5) получим для f(|) 

359 



следующее дифференциальное уравнение: 

/ | У  (I) + j г (!) + [l -  "2(13+^+fф + 

+ [- г+ 8*V "8+ Ü+/ + 
Я] У ® + Гт -

4W(l+« a  + -<9 + <?2) I '6W 
3(ß — cc)2 + 45(/?- a)4l + ^ + 

+  a ß  +  ß * )  +  J T М)  =  §  / "  ( 5 )  +  

• г1 р/ьч . Г/ 1 ' 4W (g2 + «l + /?2)\7\ 
+  D ^ / ( s )  +  [ \ 6  9  ( / 9  -  « ) 2  / £ >  

-zw^Wwf®- < 3 ' 2 >  

Найти общее решение для (3. 2) в общем случае не удается, по­
этому приходится .прибегнуть к численным методам. В данной 
работе используем для нахождения критической нагрузки метод 
конечных разностей в применении к уравнению (3.2). 

Заменяя в (3. 2) производные на их приближенные выраже­
ния через разности функции f(|) по формулам 

ГШ = ̂  [ «)- -,)]; 

ЛЫ =4гУ(Ы -2№) + -,)]; 

ГШ = 5РГ [/(&•«) - 2 f ( i m )  +  2/(1М) -/(IM]; 

f , v(li) = TT [/(Ii«) - 4/(IM) + 6/(10 - 4/(1,-,) + /(IM)], 

получим систему уравнений 

(I+*)/&•>+[-.-f+(iТД^ ± д )р+ 

/ 1  8£ 271 2(1 + а 2  + «/?+/? 2) \ 2£ 2  • /1 4fe27t2(l + «2+ Ciß + ß2) 
\  '  3  ( 8  —  c e ) 2  I  £ ?  ' 1 2  3 (/? — a)2  ' £ t- :  

Ш 4л 4  /• 
45 (/? — a)4  \ 

e 2  ,  4k 2 n- (a 2  + <*ß 4" ß2)  

3(/9- a)2 

n *4 4- 7lf3 (' I D V (2-

g
2 \  Г 2 £ 2  4k 2 Л 2  6 2  b/gv  I 

6^.2 1  9 (^ — a)2  D 3(/?-«)2 5-2 J-/ VWT 

,  Г  4 , 2 e  ,  / ,  8 * 4 2 ( l  +  « «  +  i t f  +  ^ ) \  * 2  /  1  I  
+  l ~ 4  +  1 7  + v  +  ,  
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I 8£ 2я 2(1 + « 2  + «^ +/9 2) \ £3 I 7> 2  / £ 1 И г ( Ъ  \ I 
S ( ß - a ) *  / '  2£г-3 '  D  \  2£ (- ^JAst-lj-h 

+ (i—|r)/(!/-2) = o, (3.3) 

где £ = -—— (п — число делений, на которые разбит отрезок 

[ а ,  ь ] ) .  
Условие существования нетривиального решения системы 

(3. 3) дает уравнение для критической нагрузки. С увеличением 
числа делений найденные значения критической нагрузки при­
ближаются к точному значению. Если процесс будет сходиться 
быстро, то использованный в данной работе метод оправдает 
себя. 

Вычисления проводились в случае равнобедренных трапе-
циев, острые углы которых равны 45°, равномерно сжатых по 
всему контуру (7\ = Г 2  = — Т). Были найдены приближенные 
значения критической нагрузки при п= 12 и п = 13; затем вы­
числялись улучшенные значения Гк Р  по методу, изложенному в 
[13]. Результаты представлены в табл. 3. 

Т а б л и ц а  3  

b  

а  
1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 oo 

b—T 
D  k P  

1420 354 159 114 96,2 77,2 

2 .  Т р а п е ц и я ,  н е п а р а л л е л ь н ы е  с т о р о н ы  к о т о ­
р о г о  з а щ е м л е н ы ,  а  п а р а л л е л ь н ы е  с в о б о д н о  
о п е р т ы .  

Здесь также рассматривается случай 5 = 0. 
При таких краевых условиях можно w задать, как в преды­

дущем случае, формулой (3. 1); для /(|) получим тогда и в рас­
сматриваемом случае уравнение (3.2). Для нахождения крити­
ческой нагрузки и здесь придется использовать метод конечных 
разностей в применении к уравнению (3.2). 

Особенность данного случая в том, что здесь нельзя точно 
удовлетворить граничному условию для момента на основаниях 
трапеции, которое имеет вид 

d 2w Л , , , —— - 0, если £  —  а и | — о ,  о/г- ' ь  ь  ' 
или 

[d 2w 0  7j d*w , d?w , 0  v  dw] _ Л  

L д£ 2  2  £ dšdv + ̂ 2 д г )г d r j  J ̂  (3. 4) 
(š=b)  
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Условие (3. 4) придется заменить интегральным условием 

ß  
( '  d 2 w  Г «  2 к л ( т } - а )  I  ,  Л  f .  f .  и  

i ~М~ЛХ  ~ c o s  ß -  a  J dr} = °' если Š  = a  к š  = 
а 

Производя интегрирование, получим граничное условие в виде 

П!) -yf'(l) =0, если | = а и |=6. (3.5) 

Вычисления проводились для трапециев, у которых ß  —  
= — а = 1; был рассмотрен случай равномерного сжатия (7\ = 
= 7У=— Г). Аналогично предыдущему пункту были получены 
результаты, приведенные в табл. 4. 

Т а б л и ц а  4  

b  

а  
1,2 1,5 2,0 2,5 3,0 oo 

il 7  

D  k P  
364 99,2 55,2 48,5 47,5 50,2 

Удовлетворяя граничным условиям на основаниях трапеции 
интегрально, можно решить задачи устойчивости и для пласти­
нок, имеющих на параллельных краях другие условия закрепле­
ния (например, свободная кромка и т. д.). 

3 .  У с т о й ч и в о с т ь  т р а п е ц и и ,  о с н о в а н и я  к о т о ­
р о г о  з а щ е м л е н ы .  

При таком закреплении краев пластинки, изображенной на 
рис. 1, условия на основаниях трапеции следующие: 

w = 0 и^ = 0, если | = а и £ = Ь. 
дп 3 

Эти условия удовлетворены, если взять 

w = [\  —  c o s 2 k n
b

( ^ ~  a ) ] g { r j ) .  (3.6) 

Для случая однородного напряженного состояния при 5 = 0 
получим из условия (1.5) для g(rj) уравнение 

А ( t f  +  \yg n ( r t )  +BW + v)g " ' ( v )  +[С(Зт) 2+ 1) + 

+ F •  ̂ £ 1 = ]  g "  ( V )  +  ( H  +  K ^ )  V g '  ( V )  +  

4™ ( l - + •  N  ^  )  g ( r j )  = 0, (3.7) 

где 
а = c\\ 

b=12c,—^c 2; 
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л о 16/z7t , 8k 27l 2  С  =  1 2 c ,  — +  _ _ _ _ < 7 з .  

TT Q, ' 48^71 . 48£ 2л 2  , 32& 3я 3  

я  = 2 4 с> - jzi7 c2 + С з  + v=4> c*' 

J _ 16W 
—  (ö-a)^ 5 ' 

F  =  - c 6 ;  
is о I 4 kit 
К = — 2c6  + £_a c4; 

ДГ 4А 2л 2  

~ — (6^)1 fs ' 

6 
f 1 i\ 2/гттг — e)12 ,, 

C |  = / i r [ l -  c o s  - - — J  d l ;  

b  

Г 1 Г, 2&л (£ — a)~j . 2 k n  ( £  —  a )  
c2 = / "Tr 1 — COS —r^- Sin г 1 5- rf|; J  £ d  I  6  —  a I  b  —  a  3  

a r -

b  

С 1  Г1  2kn(q  —  a ) ~ \  2 k n ( §  —  a )  
c* =J IF 11 - cos ;i„ 'I COS > 1 я  r f f ;  

ь 

c* =/t[ 1  — c o s  s i n  

c5  =/[ 1 - coscos «i 

b  

С 1 I , 2&?r (£ — ö)~j2  

c« = J I? I,1 - cos -TT"J * ' 

Критическую нагрузку находим, применяя к (3. 7) метод ко­
нечных разностей. При этом, если непараллельные края трапе­
ции также защемлены, то можно пользоваться точными гранич­
ными условиями 

А dw „ „ w  = и и = 0, если г ]  =  а и r \  =  ß \  

но если эти края свободно оперты, можно граничным условиям 
удовлетворить только интегрально, т. е. заменяя их на 

w —  О, 
ъ 

Cd ° - w  Г .  2kn (£  —  a )  |  ,  _  
J  d ^ l 1  ~ C 0 S  b - a  J ^  =  Q '  е с л и  У =  а  и  r l  =  ß -
а 

Аналогичным образом следует поступать и при других усло­
виях закрепления на непараллельных краях. 
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4. З а м е ч а н и е  к  у с т о й ч и в о с т и  т р а п е ц и и  п р и  
у п р у г  о - п л а с т и ч е с к и х  д е ф о р м а ц и я х .  

Если исходить из теории малых упруго-пластических дефор­
мации и применить приближенный метод решения, предложен­
ный А. А. Ильюшиным, то получим в случае однородного состоя­
ния дифференциальное уравнение устойчивости пластинки в 
виде (5.110), приведенного в [3],. К этому уравнению можно 
применить тот жё приближенный метод решения, который в дан­
ной работе применялось к уравнению (1. 1). 

Это дает, например для критической нагрузки свободно опер­
той трапециевидной пластинки, равномерно сжатой со всех сто­
рон, уравнение 

j'\V%a)N>{V§ A ) M ] / f  а )=о- (з- 8 > 

где 
4 

^  ~~ 1 xp  +  3k '  
do  j 

15 
™ (mV^ r '  

o: 
(0 = 1 p— , 

eei 

а в частном случае для треугольной пластинки (т. е. когда а  —  0) 
уравнение 

J p[\/^b) = 0. (3.9) 
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KOLMNURKSETE JA TRAPETSOIDAALSETE PLAATIDE STABIILSUSEST 

L. Roots 
Teoreetilise mehhaanika kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis vaadeldakse kriitilise koormuse leidmist mitmesuguse 
kujuga plaatide jaoks, eriti kolmnurksete ja trapetsoidaalsete plaatide jaoks. 
Selle ülesande lahendamiseks kasutatakse osatuletistega diferentsiaalvõrrandi 
ligikaudset lahendamist Kantorovitš-Vlassovi meetodil. Esimeses peatükis 
antakse lahendusmeetodi lühike kirjeldus. Teises peatükis käsitletakse kriiti­
lise koormuse leidmist ühtlaselt surutud vabalt toetatud plaatide korral. 
Vaadeldakse ristkülikulise, rööpkülikulise ja trapetsoidaalse (erijuhul kolm­
nurkse) plaadi juhtu. Kolmandas peatükis vaadeldakse kriitilise koormuse 
leidmist kolmnurksete ja trapetsoidaalsete plaatide jaoks teistsuguste kinni-
tusviiside ja koormuse korral. 

ON THE BUCKLING OF TRIANGULAR AND TRAPEZOIDAL PLATES 

L. Roots 

S u m m a r y  

The article discusses the methods of determining critical loads for 
plates of various shape, particularly for triangular plates and plates tapered 
in planform. The problem has been solved by using the Kantorovich-Vlassov 
method of getting approximate solutions for partial differential equations. 
The method is outlined briefly in the first section. The next section deals 
with the finding of the critical load for simply supported plates in uniform 
compression. Cases of rectangular and oblique plates, as well as plates 
tapered in planform, and triangular ones in particular are considered. 

The third section deals with the problem of determining the critical load 
of triangular plates and plates tapered in planform for boundary conditions 
and loads of other kinds. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЗАЩЕМЛЕННОГО РАВНОБЕДРЕН­
НОГО ТРЕУГОЛЬНИКА ПРИ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКИХ 

ДЕФОРМАЦИЯХ 

JI. Роотс 
Кафедра теоретической механики 

В статье рассматривается задача об устойчивости жестко за­
щемленной пластинки, имеющей форму равнобедренного треу­
гольника. При решении применяется метод, изложенный в [1]. 
Используется задание w в виде тригонометрического ряда, ана­
логично решению для равнобедренного прямоугольного треуголь­
ника, данному в [3]. 

1. Метод нахождения критической нагрузки 

Рассмотрим пластинку, имеющую вид равнобедренного треу­
гольника, изображенного на рис. 1. Все края пластинки защем-

Рис. 1. 

лены, т. е. на них 

® = °. 4ÜR= 0- ( ,Л) 

Пусть на эту пластинку приложены силы в ее плоскости, под 
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действием которых в пластинке возникает однородное напря­
женное  состояние  с  компонентами напряжений Х х ,  Y y ,  Х у .  

Применим для нахождения критической нагрузки метод, 
предложенный А. А. Ильюшиным в [1]. Этот метод состоит 
в следующем: w задается в виде ряда 

W = 22С1гпп№тп {Х, у) , (1.2) 

где Wmn есть функции, удовлетворяющие краевым условиям на 
контуре пластинки и образующие полную систему функции для 
рассматриваемой треугольной области. Коэффициенты ат п  

в (1.2) определяют из условия минимума величины 

Еа 2// {(1 —» [*!2 + 2г*1аг2 -(- х 2
2  + 2 (1 — v) х 3

2] —|-(1 — tp  —  k ) x 2 }  d x d y  
1  ~ ~  — S f ( X x w 2  +  Y y W y

2  +  2 X y w x w y )  d x d y  
(1.3) 

где 

. 2  =  Ea_h— г ибкость пластинки, 

h — ее толщина, D — ее жесткость, 
X\  = w x x i  % 2  l = =  ^3 = =  w x i / ,  
x  = ( х х к \  -j- YyX2 2 х у х з )  :  o i ,  

Если положить в (1.3) v — -^r, получим формулу (5.105) 

в [1]. Применяя (1.3) в случае упругих деформаций, нужно по­
ложить k= 1, ip= 0; тогда получим известную формулу для 
критической гибкости упругой пластинки, данную С. П. Тимо­
шенко (см. [2]). 

Условие минимума г' 2  дает для коэффициентов ат п  систему 
уравнений 

^2=0 (р, Д =  1 , 2 , 3 ,  . . . ) ,  ( 1 . 4 )  
и ард 

которая является линейной и однородной в отношений этих коэф­
фициентов. Условие существования нетривиального решения 
этой системы дает уравнение для критической нагрузки в виде 

А = 0, (1.5} 

где А — определитель системы (1.4). 
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2. Нахождение критической нагрузки для защемленного 
равнобедренного треугольника 

В данном случае удобно пользоваться безразмерными косо­
угольными координатами I, rj, направление осей которых пока­
зано на рис. 1. Они связаны с х, у по формулам 

t = —  (х  —  у  cot а) ,  т] —  —г—, (2.1) 
а х  J  ' ' a sin а ' х  ' 

где а = 2/3. 
В координатах г\ (1.3) примет вид 

1 5 2  

/2 =  _ {Е Sin 2  а Я (С,^ ч  + C 2w^w^ + C 3w#w 4 V  + • 

+  C A w \ n  +  C b w l n w m  +  C 6 w 2
v r ] )  d l d r ) } :  

n 
: {/ /[(Xx  sin2  a — 2X„ sin a cos a + У у cos 2  а) до* + 

oo 
+ 2(X y  sin a — Y y  cos a ) w ^ w n  + (2.2) 

где 

=  3 ( 1    - 4 cot а ы, + 

+ 2 cot 2  а(Х хУ^ + 2X y
2 )  — 4 cot3  а А^У,, + cot 4  а У/], 

^  4 ( 1 — f t )  cot a 6(1 — у) (1 — ft — k )  гу  у  
2  sin 3  a o f  sin a x  y  

— cot a ( X x Y y  +  2X y 2 )  + 3 cot2  a  X y Y y  — cot3  a  Y y
2 ] ,  

r  2(1 — ft) (v + cot2  a )  3(1 — v )  (1 — ft — k )  r v  у  
3  sin 2  a o? sin 2  a x  y  

— 2 cot a  X y Y y  + cot2  a  Y y
2 ] ,  

p 2(1 — ft) (1 — v + 2cot2  a )  6(1 — v )  (1 — ft — k )  r v  2  
4  sin2  a ' of sin2  a y  

— 2 cot a XyYy + cot2  a Yy
2~\, 

Сь — — 4 'Lzi») c.gt£ — g-(kzl)I'. - *  -  k l  [ X S Y „  - cot a Y / ] ,  
ь  sin 3  a o f  sin 3  a L  y  y  y  

r>  1 ft 3(1 у) (1 ft k)  у  2 
6  sin 4  a 2cr t- 2  sin 4  a y  

Условия на контуре пластинки в случае жесткого защемления 
следующие: 

л A dw Л. если г ]  — 0, то w = 0 и = и, 

,  .  n  dw  п  

и <= | = =  1) м ДО — 0 ,, 0; 

*  „  d w  d w  / 0  о ч  

" У " w  ® " ~ЩГ d T j  • (2- 3) 
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Все эти условия будут удовлетворены, если положить 

ДО = =  4 IHamnWmn, (2. 4) 

где 

wm n  — sin sin щ (sin тл£ sin пщ -f-

+ sin sin тлц + 2 sin ( m  — *) sjn  (m ~ я) n ri — 

-2 s i n(m±^i sin (m+n^Y (2.5) 

(m -f- /г — четное). 
Подставив (2.4) в систему (1.4), получим для ат п  следую­

щую систему уравнений: 

22jümnD*mnpq == 0 (2. 6) 
( p , q  =  1, 2, 3, ..., 
т-\- п и р'-\- q четные), 

где 
D *  = D  4- D  4- D  4- D  4-mnpq mnpq 1  nmpq 1  mnqp I nmqp I 

4- 2 (D p—q P—q 4~ D P—q P—q 1  V  mn * nm 

Z) p+9 p—q — D P+q P+q 4~ 
m n  n m  " 2 " '  2 ^  

4- Dm~n m—n —I- D m—n m—n — 
^ — Pq^ 2 ' 2 q p  

— Dm+n m+n —Dm+n m.+n ) 4" 
2 ' 2 pq 2 ' 2 qP 

-}- 4 {Dm—n m—n p—q p—q — Dm—n m—n p+q p+q 
2 ' 2 ' 2 ' ü 2 ' 2 ' 2 ' 2 

— Dm+n m+n p—q p—q 4-Dm+n m+n p+q p+q ) ,  
2 ' 2 ' 2 ' 2 2 ' 2 ' 2 ' 2 

a 
Dmnpq ==   A mnpq ~f~ Ejt2 Sin2 05 Bmnpqy 

причем 

Amnpg = (X, sin2 a — 2A'(/ sin a  cos a  Y u  cos2 a)/«),/!,» + 

+ 2(X,sina-r, cos a)/g4 K,/g}/<3; 
D /"> /(4) /(2) I /(5) /(3) I /"• /(1) /(!) I U mnpq — W' mpi nq | ̂ ilmp' qn i" ^3' mp' qn "T" 

I r  /d) Г /(3) /< 5> I Г /С 2) /< 4> . "T u4' mp 1  nq I u5' nip' qn | Ug/ mp' nq t 

/(D _ 
I mp — 

m2-j- 1, если m — p-, 

—  j  ( m +  l ) 2 ,  „  m  —  p  — 2; 

—  y ( m — l ) 2 ,  „  m  =  p  +  2 ;  

. О в других случаях; 
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/<2> = 
1 mp — 

/(3) _ 
1 mp — 

f 3 , 
у, если т = р  =  1; 

1, „ m = р ̂  1; 

— у, „ т = р± 2; 

О в других случаях; 

32 тр(т 2-\-р 2— 2) 

г(4) 
mjp 

я(т 2  — р 2 )  [ (т 2  — р 2) 2  — 8(т2 + р 2  — 2)] 
О, если т -j- р четное; 

m 4-f6m 2-|-l, если т = р; 
1 

, если m -f- р нечетное; 

" У  ( m +  I ) 4 ,  „  

—  у ( т ~  О 4 ,  V  

О в других случаях; 

т = р — 2; 

т = р -f- 2; 

64тр(т 2  + ̂ Р 2  -f р 2  — 3) , 
—7—о о Чт7 9—к,—о/ а ! а—mi > если m 4- р нечетное; л{т 2  — р 2)[(т 2— р 2) 2  — 8{т2 + р 2  — 2)] 1  

г  ' 
О, если /л + Р четное. 

Уравнение для критической нагрузки получим, приравнивая 
нулю определитель системы (2. 6) 

л I — л is tnnpq I — v . (2-6) 

Вычисления проводились для прямоугольной треугольной 
пластинки, нагруженной на катетах сжимающими напряжения­
ми р и напряжениями сдвига q, на гипотенузе только сжимаю­
щими напряжениями р — q. В таблице 1 приведены парами зна­
чения р и q, образующие критические комбинации (а — катет 
треугольника). Вычисления проведены на электронной вычисли­
тельной машине «Урал» в вычислительном центре Тартуского 
государственного университета. 

Т а б л и ц а  1  

ti2 

ri'd р  

0,00 4,00 8,40 11,94 14,23 14,71 

а 1  

m q  

-30,38 —24,00 —16,00 —8,00 0,00 8,00 

а 1  

13,54 11,13 7,91 4,25 0,00 

а 2  

16,00 24,00 32,00 40,00 50,03 
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JÄIGALT KINNITATUD VÕRDHAARSE KOLMNURGA STABIILSUS 
ELASTILIS-PLASTILISTE DEFORMATSIOONIDE PIIRKONNAS 

L. Roots 
Teoreetilise mehhaanika kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas artiklis käsitletakse kriitilise koormuse leidmist võrdhaarse 
kolmnurga kujulise plaadi jaoks, mis on kogu kontuuril jäigalt kinnitatud. 
Vaadeldakse vaid juhtu, mil läbipaine w on sümmeetriline kolmnurga tipu-
nurga ipoolitaja suhtes. Läbipainde esitamiseks kasutatakse kahekordseid 
trigonomeetrilisi ridu. Lahendus on analoogiline W. A. Wittrick'u lahendusega 
võrdhaarse täisnurkse kolmnurga kujulise plaadi jaoks elastsete deformatsioo­
nide juhul [3]. 

ON THE BUCKLING OF ISOSCELES TRIANGULAR PLATES 

L. Roots 

S u m m a r y  

In this article the determining of the critical load for an isosceles 
triangular plate, clamped along the whole conture, is discussed. The buckling 
mode is assumed to be symmetrical with respect to the bisector of the 
vertical angle of the triangle. Double trigonometric series are used to 
describe the buckling mode. The solution is similar to Wittrick's solution 
for the isosceles rightangled triangular plate in the case of elastic strains [3]. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКИХ НАГРУЗОК 
РАВНОМЕРНО СЖАТЫХ ТРЕУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИНОК 

JI. Роотс 
Кафедра теоретической механики 

В настоящей статье рассматривается задача об устойчивости 
равномерно сжатой треугольной пластинки, контур которой сво­
бодно оперт. Для решения задачи используется метод Галер,-
кина. 

1. Уравнение для критической нагрузки 

Рассмотрим треугольную пластинку, длины двух из сторон 
которой а и Ь,  а  у глы,  с тоящие  против  этих  сторон ,  а и ß  

<г) 
Рис. 1. 

(рис. 1а). Предположим, что весь контур пластинки свободно 
оперт. 

Если рассматриваемая пластинка сжимается силами, равно­
мерно распределенными по всему контуру, то дифференциаль­
ное уравнение устойчивости ее можно привести к виду [1] 

j7 2Af+ ̂ ЛГ = 0 (1.1) 

с условием на контуре 
М = 0. (1.2) 

(Здесь М = p , 2w; Т — интенсивность сжимающих сил.) 
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Применяя безразмерные косоугольные координаты (рис. 16) 

!  =  —  (х  —  у  cot у )  
< а  п  (1.3) 

г) — \—Л- {? = а ß), '  b  sin у ХА  1 

получим из (1.1) следующее дифференциальное уравнение: 
д 2М п  д 2М I 9  д*М , а 2Т sin 2  у ,, Л  , < л  ч  - w-2fic°s Y l m  + v?w- + —õ-J LM = 0 (1.4) 

(ц — отношение длин сторон треугольника, параллельных 

осям координат). Краевое условие (1.2) примет вид 
М(|, 0) = М (  1, ? ] )  ( i ,  |) =0. (1.5) 

Условию (1.5) удовлетворяют все функции типа 
оУтл = sin sin пщ — sin пя£ sin тщ\ (1.6) 

эти функции образуют полную систему функций для треуголь­
ной области 0 < |< 1, 0 < ?? < |. Решая задачу методом Галер-
кина, зададим 

М = 2 am n{s'm sin пщ— sin пя£ sin mnr j ) . (1.7) 
т, n—l 

Согласно методу имеем для коэффициентов ряда (1.7) систему 
уравнений 

ГП [ Id 2  
0  д !  , 2  д 3  , а 2Г sin 2  у  \  

J J 11 ( dp P C 0 S  7  д£дг) dr) 2  D l'. 

• 2 amn(s'm тя1 sin пяг)— sin пя% sin тщ)\(8'т jjt£ sin кщ — 
m,n=l J 

— sin kjti sin jnr\) j dgdrj = 0 (/, k — 1, 2, 3, ...), 
или 

2 CLm nAmn\k = 0, (/, k — 1, 2, 3, ...), (1-8) 
m, n—\ 

где 

A„nik = (n2 + M2«2 - ('»U — i'1/б)-

_  ( +  0# -  5 ! ^ l t )  ( i w n i j  _  ; < • > , , )  _  

2[Attltl COS У (i tnrtkj imnjk ' nmkj "I -  ' r.mjk ) i (1-9) 
a 

(D  W/a? = ff sin sin sin nnri sin knridgdrj, 
00 

(2) 1 

imn jk  =  f f  cos cos /Vr| sin пщ sin knr jdgd r j ,  (1. 10) 

. 373 



Уравнение для критической нагрузки получим, приравнивая к 
нулю определитель системы (1.8). 

2. Симметрическая потеря устойчивости равнобедренной 
треугольной пластинки 

В случае равнобедренного треугольника /LI — 1; a  =  ß \  у  =  
= 2 а. 

Предположим в дальнейшем, что функция М имеет симмет­
рию относительно биссектрисы вершинного, угла треугольника. 
Это предположение кажется естественным, так как пластинка и 
нагрузка имеют такую же симметрию. 

В предположении симметричности М относительно этой бис­
сектрисы надо в ряду (1.7) учитывать лишь такие члены, при 
которых т-\~п нечетное число. В таком случае получим из 
(1.9) — (1. 10), что 

Amnjk = (т 2  + п 2  —  а  Т*т
2  

у  ) ümnjk — 2 cos 2a  m n  b mnjk, (2. 1) 
где 

Г 1 
ttrrlnjk 

bmnjk == 

4  , если т — j и п —  k \  

0 в других случаях, 

4 jk  
п 2 {т 2  —  к * ) ( п 2  —  j 2 )  

( 2 . 2 )  

Результаты вычислений, проведенных в рассматриваемом 
случае, представлены в таблице 1 (h = a sin а). 

Т а б л и ц а  1  

а 15° 30° 45ß 60° 75° 

^7(1) 
D кр 

учтен 
член 

m = 2, п = 1 16,5 18,8 24,7 42,3 138 

h-— т(2) 
D '*Р 

члены 
m —2, п— 1 
m —2, /2 = 3 15,3 18,3 24,7 39,8 107 

h -
П  т(3) 
D 1  кр 

члены 
m = 2, п = 1 
m — 2, zz = 3 
//2=4, /2 = 3 

14,8 18,1 24,7 39,7 104 

точное 
h 2  

Т D 1  КР — — — 24,7 39,5 
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Малое расхождение между 7 (
Кр и 7$ позволяет считать до 

30° < а < 60° результаты достаточно точными. При а — ̂ 5°, 60°, 
75° значения 7 (

Кр хорошо согласуются с приведенными в [2]. 
В случаях малых а наше решение дает меньшие значения Tk P, чем 
решение, приведенное в [2]. 

3. Прямоугольный треугольник 

В случае прямоугольного треугольника нужно при составле­
нии уравнения для Tk P  исходить прямо из формул (1.8) — (1. 10), 

заменяя в них а + У = у > /1 <= tan а. 

Первое приближение, которое можно найти, используя лишь 
один член (т = 2, п= \) из ряда (1.7), равно 

= -§-(1 + tan2«) 

Сравнение с имеющимися точными решениями [3], [4] показы­
вает, что в интервале 30° < а < 45° ошибка этого приближения 

не превосходит 7%. Некоторые значения 7кр приведены в таб­
лице 2. 

Т а б л и ц а  2  

a 15° 22°,5 30° 87°,5 45° 

z/2 
— r(l) 
Dji2 кр 2,78 2,93 3,33 3,97 5,00 

точное 
a 2  

Dji 2  7кр — — 3,11 - 5,00 
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ÜHTLASELT SURUTUD KOLMNURKSETE PLAATIDE 
KRIITILISE KOORMUSE LEIDMINE 

L. Roots 
Teoreetilise mehhaanika kateeder 

R e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse ühtlaselt surutud kolmnurkse plaadi kriitilise koor­
muse leidmist vabalt toetatud kontuuri korral. Lahendamiseks kasutatakse 
Galerkini meetodit. Arvuliste tulemusteni on viidud võrdhaarse plaadi juht 
(tabel 1) ja täisnurkse plaadi juht (tabel 2). 

THE BUCKLING OF TRIANGULAR PLATES UNDER 
UNIFORM COMPRESSION 

L. Roots 

S u m m a r y  

In this article the buckling of simply supported triangular plates is 
considered. The case of uniform compression is discussed. The problem is 

.solved by using Galerkin's method. 
Numerical results are obtained in cases of isosceles plates (Tab. 1) 

and rectangular plates (Tab. 2). 
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БОЛЬШИЕ ПРОГИБЫ ГИБКОЙ КРУГЛОЙ УПРУГО-
ПЛАСТИЧЕСКОЙ ПЛАСТИНКИ, СВОБОДНО ОПЕРТОЙ 

ПО КОНТУРУ 

Э. Ааренд, Ю. Лепик и JI. Лухт 
Кафедра теоретической механики 

В работе рассматривается осесимметричный изгиб гибкой 
круглой пластинки за пределом упругости. Контур пластинки 
считается шарнирно закрепленным и свободно смещающимся. 
Поставленная задача решается методом, указанным в [2]: при 
этом исходится из теории малых упруго-пластических дефор­
маций и считается материал пластинки несжимаемым и имею­
щим линейное упрочнение. 

Рассматриваемая задача решена при помощи вариационного 
уравнения Лагранжа; варьировались три параметра. Вычисле­
ния выполнены в Вычислительном центре Тартуского гос. уни­
верситета на электронной вычислительной машине типа «Урал» 
(программа составлена сотрудником Вычислительного центра 
А. Лауметсом). 

1. Канонические уравнения проблемы 

Как показано в работе [2], вариационное уравнение Лагран­
жа можно для рассматриваемого случая представить в виде 

f l ( i - ^ ( i l ) 6 p e - ± q 2 õ p e x +  

+ ̂ (1-4Й3)№,-^№]г* = 0. (1.1) 

К уравнению (1.1) относятся следующие граничные усло­
вия: 

1) при г = 0: Ci = е 2, х\ = л 2, и = 0, d w/ d r  = 0; частные и 
Уг d w !dr должны быть ограничены; 

1  Все обозначения, смысл которых не указан в настоящей статье, взяты 
из работы [2]. 
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2) при г  —  a :  w  —  О, T v = M v  = О. 
Введем безразмерные величины (h — толщина пластинки): 

а * w г * а ха ,, 
и* = жи, ®*=^. e = v> <? =£F- < l 2> 

Решение вариационной задачи будем искать в виде 

и* = £>(Ci -f- C2£>2-|- Сз£> 4), 
(1.3) 

да* = ау 0*(1 — У^9 2  + ̂ 9 4). 

Нетрудно видеть, что в случае разложений (1.3) все геомет­
рические граничные условия выполнены. Удовлетворим и ста­
тические краевые условия t v  = mv = 0 при 2  д = 1. Дадим этим 
условиям другой вид. На основании формул (1.4) — (1.5) ра­
боты [2] находим, что 

4 (1 ~ у ̂ i) (ei + у £2) —  4"^г(«1 + у иг), 

(1.4) 

£^3-^1 ~ (£1 + у £2) + (1 2"^з) («Г + у И2) . 

Так как m v  — м\ и t v  — tu то граничные условия для Mv 
и tv можно заменить более простыми требованиями 

£l 4 у £2 — 0, xl 4" у Я 2  = О при q = 1. (1.5) 

Компоненты деформаций е ь  е 2  и искривления х\ ,  х 2  имеют в 
случае разложений (1.3) виды: 

«•-=•£ [С, + 3CV + 5Сзе 4  + 4oW - 7) 2.], 

= -g- (С, -f- C2Q 2  Сзу 4), 

4 Л (!-6) 

x ä=—п^«"о*(з е
2-7). 

Из формул (1.6) вытекает, что условие х\  + '/2X2 = 0 выпол­

2  Так как эти условия оказываются относительно вариационной задачи 
(1.1) естественными краевыми условиями, то удовлетворение их не является 
обязательным; однако сходимость метода значительно улучшается, если 
функции и*(д )  и w*(g )  удовлетворяют всем граничным условиям. 
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няется при р — 1 автоматически; что касается условия ei + 
+ У2б2 — 0 при д = 1, то оно удовлетворяется лишь при 

C 3  = -l[3C, + 7C 2  + (lfy® 0* 2j. (1.7) 

Полученный результат обозначает, что в разложениях (1.3) 
независящими величинами следует считать только коэффици­
енты Ci, С 2, w 0*. 

Введем теперь обозначения 

( в )  =^(363-594^ + 279^), 

2(^) = Туав 4( 1573— 3080р2+ 1519р 4), 

ig) (1452— 1386p2  — 1320p4+ 1302p6), 

4 ( g )  =  ~  g 2 ( 5 9 2 9  — 7194p2  — 4840p4  + 7066p6  — 1089p8), 

5(e) =JL (41503 — 91157p2  + 57085p4  — 7623p6), 

( q )  = 

( Q )  =  

( q )  = 

( q )  =  

fio(p) = 

Формуль 

64 
(1.8) 

pp 4(2401 — 568V + 4252,35p4  — 1044p6  + 81p8), 

^ ( - 7 7  +  6 6 ^  +  6 3 ^ - 6 0 ^ ) ,  

p<?2(- 77 + 145e
2-70e

4), 

pe2(— 11319 + 25053p'— 1562 lß4 + 2079p6), 

fj (49-84ß2 + 39f?4). 

<(1. 11) работы [2] для определения величин z 0, z E ,  
Zs приобретают вид: 

zo — ~3/^wq* (/7C1 + + hw0*>), 

— 3/ l 0L0
s- (АС12 + /2С 2

2  + /ЗС,С 2  + 

~f~ f^ciwo* 2  -j- fsc 2Wo* 2  -|- fewo* 4), 

/X2 

(1.9) 

2V = 
2f l 0w^ 

/ \ 

Обозначим еще символами ai, /3/, у и Q значения следующих 
интегралов 

ai / (i—уО,)/,(е)е<*£> (/= 1, 2,... 6), 
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ß i  =  f  ß M e ) e d e  (< = 7,8, 9), 
и 

y  =  {  ( \ - \ q z ) i u { e ) e d e ,  (l. 10) 
0 z  

Q=I / ?* («) а - п о 2+n s">, j d e-

Учитывая введенные обозначения (1.8) и (1. 10), можем ва­
риационному уравнению (1.1) дать форму 

(2«1 С1 -(- (Z3C2 -J- U 4Wq* 2  ßjWo*) öCi -j~ 

+ (03С1 -J- 2a 2c 2  ~Ь Ö5^O*2  ~f~ ß&wo*) öc2 -j~ 

-f- [2(a4Ci -f- а,ьС 2  -f- 2абЩ* 2  + -у)Wo* -f-

+ ßlC\ ~"j"~ ß&C2 -j- 3ß9WQ*2 Q]^Z£*o* = 0. (1.11) 

Так как величины дС\, õC2, õw0* являются независимыми, то 
выражения, стоящие в формуле (1. 11) перед этими вариациями 
равняются нулю; последнее условие дает 

С, =-j- [ (ct3ßs — 2а 2 а 4 )  w 0* 2  + {афъ — 2a 2ß 7)  w 0 * ] ,  

С 2  = - j- [«3OS4 — 2«i«5) w0*2 + {аф7 — 2a\ß&)w0*], 

Q = 2 ((Z4C1 -j- 055C2 -f- 2«б^Уо*2 ~\ 2") ̂ 0* ^ 

~f~ ß j C \  - j -  ß & C 2  - j -  3 ß g W 0 * 2 .  

Формулы (1. 12) являются и каноническими уравнениями 
проблемы (символом л обозначено выражение л — аа\а 2  — аз 2); 
как показано в [2], их можно решить методом последовательных 
приближений. Для начального приближения целесообразно вы­
бирать упругое решение, которое в данном случае имеет вид 

С, = 0,1292 да 0* 2, С 2  = — 0,8936 w0*2, 

Q = 0,1318ay0*3  +0,6612да0*. (1. 13) 

2. Результаты проведенных вычислений 

Вычисления на электронной цифровой машине «Урал» были 
выполнены для следующих значений параметра \i, характери­
зующий гибкость пластинки: pi = 0,2; |х = 2; ц 5. Результаты 
этих вычислений представлены в таблице 1. Здесь символами Г 0* 
и м 0* обозначены следующие величины (безразмерное усилие и 

380 



безразмерный момент в центре пластинки): 

V = -ш т>(°>- мо* = ш м><°>' < 2 Л> 

Т а б л и ц а  1  

я w0* Ci с 2  
q то* М 0* п 

1 0,2 0,5 0,080 —0,299 0,117 0,025 0,439 7,16 
1,0 0,355 —1,265 0,136 0,056 0,414 16,28 

1 2 0,5 0,032 —0,223 0,347 0,065 1,909 0,67 
1,0 0,146 —0,919 0,777 0,230 3,515 1,42 
1,5 0,446 -2,217 1,236 0,468 3,844 2,36 
2,0 0,923 —4,161 1,687 0,725 3,677 3,47 

1 5 0,5 0,032 —0,223 0,347 0,065 1,909 0,27 
1,0 0,129 —0,894 0,793 0,258 3,818 0,56 
1,5 0,291 —2,011 1,437 0,581 5,727 0,88 
2,0 0,528 -3,592 2,364 0,991 7,368 1,23 

0,9 2 0,5 0,032 —0,223 0,347 0,065 1,909 0,67 
1,0 0,144 —0,916 0,779 0,233 3,546 1,42 
1,5 0,424 —2,188 1,259 0,484 4,053 2,33 
2,0 0,851 —4,065 1,765 0,772 4,152 3,40 

Величина интенсивности деформаций е,- в наиболее нагружен­
ной точке пластинки д = 0, z* — -{- 1 характеризовано в таблице 
отношением ti = 

^гггг777//////////////у/////777гп  ̂

zt,w//<>ww'ZZttŽZŽZäŽZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZZOi 

Фиг. I. 
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Все вычисления были выполнены главным образом для иде­
ально пластического материала (т. е. при я — 1). С целью оце­
нить влияние упрочнения были в случае /г = 2 выполнены и вы­
числения при Я = 0,9. Однако, как видно из таблицы 1, влияние 
упрочнения на механические характеристики пластинки вообще 
небольшое. 

Для случая /1 = 2 определено также распределение зон пла­
стических деформаций по толщине пластинки (фиг. 1); пласти­
ческие деформации на этом фигуре отмечены штриховкой. 

3. Сравнение теоретических результатов с экспериментальными 
данными 

Экспериментальное исследование гибких круглых пластинок 
за пределом упругости осуществлено в настоящее время во мно­
гих работах (см., например, [1, 3, 5, 6]. Сравним не­
которые из этих данных с теоретическими результатами, 
полученными нами выше. Найденные результаты представлены в 
таблице 2, где символом Q a  отмечено экспериментальное значе­
ние параметра нагрузки Q и õ = (Q — Q3) Q3

- 1. Случаи I и II со­
ответствуют пластинкам   8 и   3 из работы [3]; здесь попе­
речная нагрузка распределена равномерно по всей пластинке 
(т. е. д 1 = 1). Что касается случая III, то оно соответствует дан­
ным работы [5]., где равномерно распределенная поперечная на­
грузка приложена в центральной части пластинки с радиусом 3  

г 1 = agi «= 0,1а. 

Как явствует из таблицы 2, теоретические значения пара­
метра нагрузки q являются в общем несколько завышенными 
по сравнению с экспериментальными данными. На наш взгляд 
это обстоятельство объясняется главным образом принятой нами 
гипотезой о несжимаемости. Отметим еще, что в случае жесткой 
упругой пластинки неучет сжимаемости обусловливает при опре­
делении параметра нагрузки q погрешность около 30% в сто­
рону завышения этой величины (ср. [4], стр. 546). По мере раз­
вития пластических деформаций в пластинке неучет сжимаемо­
сти начинает играть меньшую роль, и расхождение между тео­
ретическими и экспериментальными данными уменьшается, как 
это и явствует из таблицы 2. 

Поступило 
30 III 1960 

3  Все экспериментальные данные взяты из графиков в работах [3] 
и [5]. 
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Т а б л и ц а  2  

WQ* Q qs 6 

Случай I 0,5 0,124 0,109 13,8% 
(Я = 1; // = 0,212 1 0,144 0,132 9,1% 

e*i = i) 1,5 0,179 0,174 2,9% 

Случай II 0,5 0,347 0,28 23,9% 
(Я = 1; FI= 1,46 1 0,712 0,59 20,7% 

0*1= 1) 1,5 1,020 1,10 - 7,3% 
2 1,318 1,43 - 7,8% 

Случай III 0,5 0,240 0,17 41,2% 
(Я = 1; (М — 0,46 1 0,303 0,26 16,5 % 

i
 

о
 

1,4 0,355 0,34 4,4% 
1,77 0,413 0,41 0,7% 
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ÜMMARGUSE, KONTUURIL VABALT TOETATUD PLAADI SUURED 
LÄBIPAINDED PLASTILISTE DEFORMATSIOONIDE PIIRKONNAS 

E. Aarend, U. Lepik ja L. Luht 
Teoreetilise mehhaanika kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös on vaadeldud ümmarguse nõtke plaadi telgsümmeetrilist 
painet plastiliste deformatsioonide piirkonnas. Plaadi servad on vabalt toe­
tatud ja võivad vabalt nihkuda plaadi tasapinnas. Püstitatud ülesanne lahen­
datakse töös [2] antud meetodi kohaselt; plaadi materjal loetakse kokku-
surutamatuks ja lineaarselt kalestuvaks. 

Ülesande lahendamisel on lähtutud Lagrange'i variatsioonvõrrandist, kus­
juures varieeritud on kolme parameetrit. Numbriline arvutustöö on teostatud 
TRÜ arvutuskeskuses elektronarvutusmasinal «Ural»; saadud tulemused on: 
esitatud tabelis 1. Leitud tulemusi on võrreldud eksperimentaalsete andmetega 
töödest [3] ja [5] (vt. tabel 2). 
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LARGE DEFLECTIONS OF CIRCULAR ELASTIC-PLASTIC PLATES, 
FREE SUPPORTED ON THE BOUNDARY 

E. Aarend, Ü. Lepik and L. Luht 

S u m m a r y  

The problem of finite axissymmetric bending of circular places in the 
case of a simply supported boundary is discussed beyond the elastic limit. 
The method of solution has been adopted from paper [2]; the material of 
the plate is regarded as noncompressible and linear strainhardening. 

The problem set up has been resolved by means of the variational 
equation of Lagrange. Numerical work has been done by the electronic 
computer "Ural" at the Computing Centre of the University of Tartu. The 
achieved numerical results are shown in Table 1. These results have also been 
compared with the experimental results of papers [3] and [5] (see Table 2). 
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ИЗГИБ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ 
ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО СЖАТИЯ 

В СЛУЧАЕ 

К. Велекер 
Кафедра теоретической механики 

В настоящей работе рассматривается изгиб упруго-пластиче­
ского стержня под влиянием поперечной нагрузки, где предвари­
тельно стержень сжат. 

В зависимости от возможности закрепления стержня по-раз­
ному, рассматриваемая проблема довольно обширна. Поэтому 
в работе ограничиваются при решении проблемы только одним 
способом закрепления — а именно способом, когда один ко­
нец стержня жестко защемлен, а другой оставляется совсем сво­
бодным. 

Задачей работы является составление дифференциальных 
уравнений равновесия и их решение. При этом изучаются и рас­
положение зон упругих и пластичных деформаций в балке при 
различных предварительных сжимающих усилиях. 

1. Постановка задачи 

Рассматриваем балку длиной /, толщиной h и площадью се­
чения F, сечение которого обладает двумя осями симметрии. 

Пусть координатная ось х совпадает с касательной осью 
стержня; для осей у и z выбираем оси симметрии поперечного 
сечения. Начало координат помещаем в центр тяжести сечения 
закрепленного конца стержня. 

В таком случае граничные условия следующие: 

w = 0 при х — 0, = 0 при х = О, 
(1.1)  

М — 0 при х — I,  Q = -^— =0 при х = I. 

Пусть на конце стержня х — I приложено сжимающее усилие Т. 
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Оставляя предварительное сжатие неизменным', приложим к 
стержню поперечную нагрузку интенсивностью q. 

Нагружая балку в указанном виде, решаем задачу при сле­
дующих предположениях: 

1° Материал балки несжимаем. 
2° Диаграмма напряжения-сжатия апроксимирована с двумя 

пересекающимися прямыми (материал с линейным упрочне­
нием) . 

3° Предел текучести материала на расстяжении и на сжатии 
одинаковый. 

4° Разгрузка в стержне происходит упруго. 
5° Прогибы стержня настолько малы, что можно считать 

6° Размеры сечения стержня настолько большие, что потери 
устойчивости стержня не происходит. 

7° Предварительное сжатие Т настолько большое (или на­
грузка настолько мала), что влиянием касательного напряже­
ния параллельно оси 2 можно пренебрегать. 

8° В стержне не возникают зоны вторичных пластических 
деформаций. 

Дифференциальное уравнение равновесия стержня имеет в 
рассматриваемом случае вид 

d 2 M .  т  d 2 w  л  о \  

Интегрируя это уравнение два раза по х и определяя постоян­
ные интегрирования, из граничных условий (1.1) находим 

М = --^x 2  + Q 0x — Tw + М 0. (1.3) 

Символами Qo и М 0  обозначены перерезывающай сила и изги­
бающий момент в конце стержня х — 0; соотношения этих вели­
чин следующие: 

Q» = »z + r(^),=,- (1 4) 

ль=-•£.- t(^) xj+tw x = 1.  

Дальнейший ход решения задачи зависит от того, начинается 
ли изгибание стержня при упругих деформациях или является 
начальное сжатие Т настолько большим, что пластические де­
формации в стержне возникают уже до приложения поперечной 
нагрузки q. В дальнейшем рассматриваем оба случая отдельно. 

За исключением слячая в параграфе 4. 
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В работе пользуются следующими символами: 
b(z) — ширина сечения балки, 

/ — момент инерции, 
е — относительное укорочение, 
о — сжимающее напряжение, 
Я — модуль упрочнения, 
с — относительное укорочение в слое z  —  0 .  

2. Случай, когда предварительное сжатие меньше предела 
упругости 

Здесь в начальный момент деформации происходят упруго, 

но после приложения поперечной нагрузки q  вблизи края z = ̂-

может возникать и зона пластических деформаций. При этом 
сжимающее напряжение определяется в различных зонах 
стержня различными формулами: 

а) в зоне упругих деформаций 

a  =  f ( 6  +  z 5 ) ,  ( 2 . 1 )  

б) в зоне пластических деформаций 

a = kas  +  E(i _A)  ( e  +  z f j - ) .  (2 . 2 )  

Применяя формулы (2. 1), (2.2) и (1.3) и переходя к безраз­
мерным величинам 

е-4« />(**) = щ»(г) = 

W *~2h W  F *~hbW) F  £4(0ув  1  

** = T Z  '* = [t) 3w) 

, . —  l \  D * /  * x  Z  2 \ i B i ( Z e )  Q * _  4 / B  
^ —) = T(ÕT ~~ £Л4&(°) °' 

получим из соотношений 
+2/A 

T = / ob( z )dz ,  
— А/2 

+ А/2 /О 4) 
М= J ob(z ) zdz  \  - )  

— Л/2 

следующие уравнения: 

Я £j * (ze*)] s —ЯВ2* (2f e*) ay*" + Я^ В,* (z e*), 
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— q * ¥  + Qo*<E —  4T * w *  + Mo* = [/* — Я В 3 *(z e *) ]w*"  

л 
л 2  

-£-ХеВ г *(г е *)+ХрВ г * . ( г е *) .  < 2 '  5 > 

Здесь 
Л/2 

Bi( z e )  —  f  b ( z ) z i ~ l d z  ( i  = 1,2,3). (2.6) 
ze  

Границу между упругой и пластической зонами определяем 
из условия 

es = e + z e^. (2.7) 

Переходя предварительно к безразмерным величинам, фор­
мулы (2. 5) и (2. 7) можно преобразовать в 

цр* — т* 
w к  ( г * )  '  

k2 ( ze*) _ - 9Š 2  + — 4 T*W* + м0* 
(г*) — fxf* — т* 

(2. 8) 

где символами k\ ( z e *)  и k 2 ( z e *)  обозначены выражения: 

k l  ( z e *)  =  [F* —  Я B l * ( Z e * )  ] z e * + Я B 2* (z e*) , 

k 2 ( z e *)  =  A B 2 *(z e *)z e * + / — Я B 3 *(z e *) .  (2.9) 

Путем интегрирования системы (2.8) можем определить ин­
тересующие нас величины z e * ( | )  и w*(£) .  

При этом надо иметь в виду, что изгиб стержня начинается 
при чисто-упругих деформациях, от чего и получим неравенство 

Г* OF*. (2.10) 

Кроме того должно быть выполнено условие, что в стержне 
не возникли бы зоны вторичных пластических деформаций. Ука­
занное условие выражается неравенством 

. Г 2А?! (г *)*! 
TJ- (2.11) 

Итак, уравнения (2.8) применяемы только в случае, когда 
неравенства (2.10) и (2.11) удовлетворены. 

Из соотношений (2.9) не трудно видеть, что k i ( z e *)  и k 2 ( z e *)  
в отношении z e* монотонно возрастающие функции. При том най­
дется некоторое значение z e* = z e* так, что k t(z e*) =0. 

На основании этих обстоятельств можно делать следующие 
общие выводы, действительность которых является почти оче­
видным: 
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1) Во всех сечениях стержня выполняется условие z e* > ze* 
(Фиг. 1). 

2) Толщина пластического слоя является наибольшей в точке, 
где величина \w*"\ имеет максимум. 

3) Зона пластических деформаций не может подойти до сво­
бодного конца стержня х = I. 

4) Толщина зоны пластических деформаций максимальна 
в конце стержня х — 0. 

Фиг. 1. 

3. Предварительное напряжение превосходит предел 
упругости 

В рассматриваемом случае изгиб стержня начинается при 
чистопластических деформациях, т. е. удовлетворено неравенство 

Т* > ßF*. (3.1) 

При изгибании у края стержня z — —у возникает зона раз­

грузки. 
Обозначаем координату границы между упругой и пластиче­

ской зонами символом z p. Кроме того пользуемся символами: 
0о — сжимающее напряжение в момент приложения поперечной 
нагрузки; е 0  — относительное укорочение в тот же момент. 
В ТОМ СЛуча^ U £П = So-

В зоне а^Т'вных пластических деформаций имеем соотно­
шение 

О  =  а о  +  Е ( 1 - Я )  ( е - е о  +  г ^ У  (3.2) 

При пассивных пластических деформациях (т. е. в зоне раз­
грузки) следует иметь в виду, что напряжение о в начале раз­
грузки может в некоторой мере превосходить значение оо. Если 
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обозначить значения величин о и е перед началом разгрузки 
символами ao ~Ь Ао и е -j- Ae, то имеем 

а = go—j _ у ao + е — е° ~dx^~) ' (3- 3) 

Применяя соотношение (3.2) и (3.3), найдем из соотноше­
ний (2. 4) формулы для сжимающего усилия Т и изгибающего 
момента М. В результате получим равенства 

Г = Го + E[F —  Я В ,  ( г р )  ]  ( е  —  е„) —  BtS2  (z„) -  4Г, 

(3. 4) 

где 

М = £[/ - ЛВ 3(2р)] ̂  - £А(е - 60)62(2,) — 4M, 

1 Р  

AT = -. / Aob(z)dz, 
1  —  л  —Л/2 

; Z p  

AM = r—r f zAob(z)dz, 
1 ™~ л  —Л/2 

+Л./2 

То = I„(Job ( z )  d z .  
— h / 2  

Границу зоны разгрузки z p  найдем из равенства 
i4u 
dx 2  

= Õ e  +  z p  = 0. (3.5) 

При нашем предположении, что сжимающее усилие при из­
гибании стержня не изменяется, Т — Т 0  и õT — 0.  

На основании равенств (3.4) нетрудно видеть, что и AT ~ 
= am = 0. 

Учитывая эти результаты и равенство (3.5), получим при 
варьировании первого уравнения системы (3. 4) тождество 

k x { z p *)  =  [F*- lB x *{z p *) ] z p *+ XB 2 *(z p *)  = 0. (3.6) 

Из этого тождества вытекает, что во всем стержне г р* = 
= z p* = const. (Фиг. 2). 

Второе уравнение системы (3. 4) можем, при помощи полу­
ченных результатов, с учетом равенства (1.2) привести к виду 

I 4 7* _ * <7* ы I <?0* £ I Mfu /Q 7\ 
M  +W) MV)1  + MV) I +WT' ( 3 '7 )  

решение которого нетрудно. 
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Фиг. 2. 

Решение полученного дифференциального уравнения выра­
жается в форме: 

®*=-(S^+i^)c o s e ž~iE£ s i n a l -

(3. 8) 
Я* £2 I go! & I Л*п* , 2д* 
k 2a z  ® ' k 2a 2  ' ' k 2a 2  ' k 2a 4  ' 

где 

« 2  = ̂ , Mo* = -^2- (cos а — 1), Qo* = sin а. 
K 2\ z p ) а  а . 

Тот же результат получим, если решим задачу при условии 
T* = /j,F*. Для того, чтобы устранить возможность появления 
вторичных пластических деформаций, должно быть удовлетво­
рено неравенство е 0  — е<^?(е 0)e s, где у(е 0) какой-то параметр, 
который определяется из опыта. 

Считая у(е 0 )  — 2  и имея в виду, что вторичные пластичные 
деформации возникают впервые у края стержня z* = — 1, мож­
но, пользуясь безразмерными величинами, указанное условие 
привести к форме 

2 u k z  ( г * )  
- q4 2  + Qo*<E - 4T*w* + Mo* < —4¥г • 

Z p г 1  

В результате мы нашли формулу (3. 8) для определения про­
гиба. Кроме того показали, что если сжимающее усилие Т не из­
меняется в процессе изгиба стержня, то при приложении попе­
речной нагрузки возникает в стержне зона разгрузки, толщина 
которой в любом сечении одинакова и которая не зависит от ве­
личины поперечной нагрузки. 
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4. О влиянии сложного нагружения 

Возвратимся еще раз к случаю Т* > /лР*, но теперь при пред­
посылке, что при изгибании сжимающее усилие Т не остается 
неизменным, как в прежних случаях, а возрастает вместе с вели­
чиной q  по данному закону Т —  Т 0  = f ( q ) .  

В таком случае уже нельзя считать вариацию õ T  равной 
нулю. Варьируя теперь соотношения (1.3) и (3.4) и переходя 
к безразмерным величинам, получим уравнения 

/ = - Щ '  '  < 4 Л >  

k 2^ zp I _ ̂  £2 ъ J_ ! 4W* 
k x  (г *) ST* ь  ST* s  1  л  ST* '  

где 
Sw* 

Имея в виду вышеполученные результаты для k\  ( z p *)  и 
k 2(z p*), видим, что при любом сечении выполняется условие 
z p* < zp*\ 

Также нетрудно видеть, что зона разгрузки не доходит до 
свободного конца стержня |= 1. 

Элиминируя в этой системе е — со и переходя к безразмер­
ным величинам, переписываем соотношения (3. 4) в новом виде. 

В результате получаем дифференциальное уравнение 

w*" = ( tn — q*£2 — 4T * w *  -j-"Qo*l + M o * )  < P i  ( z p * )  -j-
(4. 2) 

+ 1То* — Т* — р ]Ф 2 ( г р *) ,  
где 

P = —>* f Alß(z*)dz*, 
-1 

m  = f A l ß ( z * ) z * d z * .  (4.3) 

Величины 0x(z p *)  и Ф 2(2уЛ) определяем из равенств 
А 2  \Вп* (z *)1 2  

[0 , ( 2 / ) ] -> = /*-ЯВ 3 *(г р *)~ 

ФЛг Р *)=- ф - f a * ) -

Если закон нагружения Т—T 0 ^ = f ( q )  известен, можем и 
да* величину считать известной и наити интересующую нас ве-
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личину прогиба w*; при этом определим Q 0* и М 0* из равенств 
(1.4), переходя предварительно к безразмерным величинам 
(2.3). 

При чисто-пластических деформациях z p* — — 1. В таком 
случае уравнение (4.2) имеет форму: 

w*"4- w* = — f2  Ч — £ + -—уИ°-— (4 5) 
^  / » ( 1 -  )  / *  ( 1  —  я) ' i*(l —я) ' /*(1 —я) ^ ' 

Решение этого уравнения (4. 5) имеет вид 

w*,=== — i*(i <lx) îcos(v — vš) — /*(!?_ я) у2 š'  + 

2<7* „ . ,. , 2q* (4- 6) 
. 1* (1 — Я) у 3  Š s i n  У+ +. 7* ( 1_ ;;) у4 С 0 8У' 

где 

^0* = -^С- (cos у—\), 
у  (4.7) 

Qo* = sin у. 

Если сжимающее усилие Т возрастает довольно быстро в 
сравнении с поперечной нагрузкой q, в стержне разгрузки не 
возникает и стержень деформируется чисто-пластически. Теперь 
пользуемся для определения прогиба соотношением (4.6). 

Уравнения (3. 7) и (4.5) можно рассматривать как диффе­
ренциальные уравнения для крайних случаев закона нагруже­
н и я  Т  —  Т 0  —  f  ( q ) .  
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ELAST1LIS-PLAST1LISE VARDA PAINE EELNEVA SURVE KORRAL 

K. Velsker 
Teoreetilise mehhaanika kateeder 

R e s ü m e e  

Käesolevas töös on vaadeldud konsooltala paindumist ristkoormuse mõjul, 
kusjuures tala on otstest eelnevalt surutud. On leitud tala tasakaalu dife-
rentsiaalvõrrandid, mis on lahendatud kolmel erineval juhul: 1) tala pain­
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dumine algab puhtelastsete deformatsioonide korral, 2) tala paindumine algab 
puhtplastiliste deformatsioonide korral ja 3) talale rakendatud eelnev surve 
ei jää muutumatuks nagu kahel eelneval korral, vaid muutub koos rist-
koormusega etteantud seaduse järgi. 

Seejuures on ka uuritud erinevate eelnevate survete korral talas tekki­
vate elastsete ning plastiliste deformatsioonide piirkondade jaotust. 

DIE BIEGUNG EINES ELASTISCH-PLASTISCHEN STABES 
BEI VORANGEHENDEM DRUCK 

K. Velsker 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

In der vorliegenden Arbeit wird die Biegung eines axial komprimierten 
Trägers durch eine Querlast betrachtet. Die Differentialgleichungen des 
Gleichgewichts des Trägers wurden gefunden und für folgefide drei Fälle 
gelöst: 1) für den Fall, wo die Durchbiegung des Trägers bei ausschließlich 
elastischen Deformationen beginnt; 2) für den Fall, wo die Durchbiegung des 
Trägers bei ausschließlich plastischen Deformationen beginnt, und 3) für 
den Fall, wo die Axialkraft T des Trägers nicht unverändert bleibt wie in 
den beiden vorangehenden Fällen, sondern sich zusammen mit der Quer­
last q der gegebenen Gesetzmäßigkeit nach verändert. 

Dabei wurde auch die Verteilung der Bereiche der elastischen tmd der 
plastischen Deformationen im Träger bei verschiedenen Werten der Axialkraf^ 
erforscht. 
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