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Sissejuhatus

T66s anname detailse toestuse Rademacheri teoreemile. Teoreemi sonastus on jéarg-

mine:

Teoreem. Olgu f : R™ — R Lipschitzi funktsioon. Siis f on diferentseeruv L£"-
peaaegu koikjal.

Tulemus on oluline, sest Lipschitzi funktsioonide peamiseks uurimisvaldkonnaks
on nende seos diferentseeruvusega. Néahtavasti ei viita Lipschitzi funktsiooni de-
finitsioon mitte kuidagi voimalusele ldhendada funktsiooni f lineaarkujutusega.
Samuti on Rademacheri teoreem hea viis illustreertimaks Fubini-Tonelli teoreemi
omadust laiendada ithemootmelisi juhte mitmemootmelistele voi heaks tooriistaks

teiste teoreemide toestamisel.
Kaéesolev bakalaureuset6o koosneb kolmest peatiikist.

Esimeses peatiikis tutvume tokestatud muuduga funktsioonidega ning toestame,
et tokestatud muuduga funktsioonid on esitatavad kahe monotoonse funktsiooni

vahena.

Teises peatiikis toestame Lebesgue’i diferentseerimise teoreemi ehk néitame, et kin-

nisel 16igul defineeritud monotoonne funktsioon on diferentseeruv peaaegu koikjal.

Kolmandas peatiikis toestame Rademacheri teoreemi. Teoreemi toestuse oleme
omakorda jaganud kolmeks osaks, kus esimeses toestame iihe muutuja Lipschitzi
peaaegu koikjal diferentseeruvuse, teises naitame, et mitme muutuja Lipschitzi
funktsioonil eksisteerib suunatuletis peaaegu koikjal koos arvutuseeskirjaga ning

viimaks toestame diferentseeruvuse peaaegu koikjal.

T66 on valdavalt referatiivne ning tugineb Evansi [3], Tao [9] ja Weaveri [10] Ra-

demacheri teoreemi toestustel.



1 Tokestatud muuduga funktsioonid

Alustame tokestatud muuduga funktsioonidest. Meie eesmérk selles alajaotuses on
toestada, et tokestatud muuduga funktsioon on esitatav kahe monotoonse funkt-

siooni vahena.

Definitsioon 1. Ruumi R" osahulga K C R™ katteks nimetatakse osahulkade
K, C R" siisteemi, mille puhul K C |, K,. Katet nimetatakse lahtiseks, kui koik
kattesse kuuluvad hulgad K, on lahtised.

Definitsioon 2. Hulka K C R" nimetatakse kompaktseks, kui tema iga lahtine
kate sisaldab lopliku alamkatet.

Kompaktsetel alamhulkadel ruumis R™ on jargmine héasti tuntud kirjeldus.

Teoreem 1 (Heine-Borel). Olgu K C R™ Hulk K on kompaktne parajasti siis

kui ta on kinnine ja tokestatud.

Edasine selles alajaotuses tugineb alajaotusele 2 raamatus [6]. Olgu funktsioon ¢
defineeritud kompaktsel 16igul [a,b] ja olgu P = {xg,...,z,} suvaline alajaotus

16igust [a, b]. Defineerime ¢ muudu alajaotuse P suhtes kui

A(p, P) = Z |6(25) — d(im1)]

ja taismuudu kui
T (¢) = sup{A(¢, P) | P on léigu [a, b] alajaotus}.

Definitsioon 3 ([7]). Kompaktsel 16igul defineeritud funktsioon ¢ : [a,b] — R

on tokestatud muuduga, kui tema tdismuut on 16plik ehk 7 (¢) < occ.

Olgua =9 < x1 < -+ < x, = b l6igu [a,b] alajaotus P, tdhistame koigi 16igu

[a, b] alajaotuste hulga kui B([a,b]) ja defineerime suurused



n n

Ao, P)" = ZW(%) — o))", Ag, P)” = ZW(%) — ¢(xia)],

i=1 i=1
A(¢,P) = A(¢, P)" + A(¢, P)” = |(x:) — ¢(wi-1))
i=1
igat=1,..., n korral, kus

¢(x;) — p(wi—1),  kui ¢p(z;) — ¢(xi-1) >0,

0, kui ¢(ZE1) — ¢<$i_1) < 07
6(2s) — Slmi)]- = —(d(z:) — p(wi1)), ku.i P(xi) — d(zi1) <0,
0, kui ¢(z;) — d(wi—1) > 0.

A, PYF = A9, P)” = D _[o(ws) = dlzia)]* = Y _[o(w:) = olwia)]”
= (6 - o) 6w — olzin))
= () — p(xi1) = ¢(b) — ¢(a)

Tahistame

P(¢)= sup A(¢,P)7, N(¢)= sup A(¢,P)", T(¢)= sup Ao, P).
PER([a.b]) Peg(a.b) Pef(a.b)

Lemma 1 ([6]. Lemma 4). Kui ¢ on 16igul [a, b] tokestatud muuduga, siis

T(¢) =P(¢) + N(¢) ja ¢(b)—d(a) =P(¢) — N ().

Toestus. Iga 16igu [a, b] alajaotuse P korral
A(¢, P)T = A6, P)” + ¢(b) — ¢(a).
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Vottes supreemumi iile koigi 16igu [a, b] alajaotuste, saame
P(¢) = N(¢) + ¢(b) — é(a). (1)

Margime, et see vordus kehtib, sest kuna ¢ on tokestatud muuduga, siis on supree-

mumid loplikud. Kuna
A(¢,P) = A(¢, P)" + A, P)” = A(¢, P)" + A(¢, P)" — (8(b) — ¢(a))

ja ¢ on tokestatud muuduga, siis vottes taaskord supreemumi iile koigi P €

B([a, b)), kehtib

T(¢) =2 P(g) — (6(b) — 6(a)) 2 P(g) + N (9) < oo,
L]

Definitsioon 4. Olgu A C R, funktsioon ¢ : A — R ja B C A. Funktsiooni
¢p : B — R nimetatakse funktsiooni ¢ ahendiks alamhulgale B, kui

¢p(r) = ¢(x) igax € B korral.

Teoreem 2 ([6]. Teoreem 5). Olgu funktsioon ¢ : [a,b] — R tokestatud muuduga,

siis ¢ on kahe 16igul [a, b] monotoonse funktsiooni vahe.

Toestus. Olgu ¢ tokestatud muuduga 16igul [a,b] ja tdhistame g(x) = P(P.q)
ning h(z) = N(¢j44) iga = € [a, b] korral.

Néitame, et g on mittekahanev funktsioon, st kui u < v, siis g(u) < g(v).

Olgu P, = {a = ag, ay,...,a, = u} 16igu [a, u] suvaline alajaotus ja moodustame
16igu [a, v] alajaotuse nii, et P» = P, U {v} = {a = ag,a1,...,a, = u, a1 = v},
siis .

A(Cb[a,u], P)t = Z[¢(ai) - ¢(ai—1)]+

i=1

ja



Seega

A(¢[a,v]a P2)+ = A(¢[a,u}v P1)+ + [gb(an-i-l) - ¢(an)]+ > A(Cb[aﬂdv P1)+'

Vottes niitid supreemumi iile vastavate alajaotuste, saame

.g(u) = P(¢[a,u]) S sup A(¢[a,v]7 PU {’U})+ S P(¢[a,v}) = g(U)
PeP([a,u])

Analoogiliselt saame néidata ka funktsiooni A~ monotoonsust.

Kusjuures h(x) ja g(x) omandavad ainult 16plike védrtusi, sest
0 < P(¢[a,w]) < T(¢[a,a§]) < T<¢[a,b}) <00
ja
0 S N(¢[a,x]) S T<¢[a,x]) S T(¢[a,b}) < Q.
Lemma 1 pohjal aga ¢(x) = g(x) — (h(x) — ¢(a)) ja seega, kuna h(z) — ¢(a)

on monotoonne funktsioon, oleme néidanud, et ¢ avaldub kui kahe monotoonse

funktsiooni vahe. O

Miérgime toestuseta, et kehtib ka teistpidine implikatsioon. See tdhendab, et mo-
notoonsete funktsioonide vahe on tokestatud muuduga. Seda meil edasises t60s

vaja ei lahe.



2 Monotoonse funktsiooni diferentseeruvus

Antud alajaotuses toestame viite, et kinnisel 16igul monotoonne funktsioon on
diferentseeruv L-p.k. See on tuntud Lebesgue’i diferentseerimise teoreemina ning
on ka toestatud raamatus [6] alajaotuses 5.1 tuginedes Vitali lemmale. Kéesolevas

t60s toestame teoreemi tuginedes Botsko [2] antud alternatiivsele toestusele.

Lemma 2 (|2]. Lemma 1). Olgu f : [a,b] = R, P = {zg,21,...,2,} 10igu |a,b]
alajaotus, S C {1,2,...,n} mittetiihi ja A > 0.

1. Kui f(a) < f(b) ja
f(%) - f(%el) < _A

Ty — Xj—1

iga ¢ € S korral, siis

D flws) = fl@i)l > |f(0) = fla)] + AL,

kus L =, o(w; — zi-1).

2. Kui f(a) > f(b) ja
fxi) — f(xiq) -4

Ti— Ti-1

iga ¢ € S korral, siis

D (@) = fain)l > 1£(0) = fla)| + AL,

kus L = ZieS(‘ri — xi—l)-

Téestus. Toestame esimese véite. Kuna f(a) < f(b), siis



< =AY (flas) = fleim)) + ) (f(w) = i)

i€S i2S

< —AL+ Y |f(w) = flxia)],
=1
millest jareldame, et
D If (@) = flwia)| > | () = f(a)] + AL
=1

Toestame teise viite. Olgu g = —f, siis g(a) < g(b) ja 9@)=9@ie1) ~ _ A Seega

Ti—Ti—1

lemma eelmise punkti pohjal

D _lg(wi) = g(wia)l > lg(b) — gla)| + AL

kust absoluutvaartuse omadustest jareldub, et ka
D) = flaim)l > |f(b) = f(a)| + AL.
i=1

Lemma on toestatud. O

Definitsioon 5 ([5]. Def 2.2). Oeldakse, et kogum 2 € P(X) on (hulga X C R®
alamhulkade) o-algebra, kui

(a) 0, X €2,

(b) Ae = A e,

(c) ;e j=1,2,... = U A4 e
Siin A€ on alamhulga A téiend hulga X suhtes.

Definitsioon 6 ([5]. Def 2.4). Vahimat hulga X C R™ alamhulkade o-algebrat,
mis sisaldab kogumit & C P(X), nimetatakse kogumi £ poolt genereeritud o-
algebraks.



Definitsioon 7 ([5]. Def 2.5). Ruumi R™ lahtiste hulkade kogumi poolt generee-
ritud o-algebrat nimetatakse ruumi R™ Boreli o-algebraks Bgn». Ruumi R™ Boreli

o-algebra hulki nimetatakse selle ruumi Boreli hulkadeks.

Definitsioon 8 ([5]. Mérkus 5.5). Lebesgue’i mooduks hulgal R nimetatakse hul-
gafunktsiooni £ : Bg — [0, o], mis iga Boreli hulga A korral defineeritakse vordu-

sega

o

L(A) := inf {Z(bi —a;)

i=1

ai,bi € ]R, a; < bi, 1€ N, U(al,bz) D) A} .

=1

Definitsioon 9. Oeldakse, et alamhulga A C R” elementidel on mingi omadus
(P) L"-peaaegu koikjal, lithidalt £"-p.k, kui

L"{x € A : elemendil = pole omadust (P)} = 0.

Antud juhul votame n = 1. Mootu L™ kirjeldame viimases alajaotuses.
Lebesgue’i moodu definitsioonist jareldub vahetult jargmine omadus.
Omadus 1 ([2]). Hulga E C (a,b) moot on positiivne, kui leidub gy > 0 nii, et

Yo L(J;) > go iga J korral, kus J on loenduv lahtiste vahemike kogum, mis
katab hulga F ja iga i korral J; € J.

Alajaotuse pohiteoreemi toestuseks vajame abitulemusi (|2, Lemma 2, Méarkus 2]).
Esitame need jargmise lemmana. Me kaldume korvale Botsko toestusest kasutades

vahetult Lebesgue’i moodu regulaarsuse omadust.

Definitsioon 10 (|5]. Def. 3.6). Olgu £ C R. Oeldakse, et monotoonne hulga-
funktsioon p: € — [0, 00] on seest regulaarne hulgal £ C &, kui

p(E) = sup{p(C): hulga C C & sulund C on kompaktne ja C C E}.

Lemma 3. Olgu F vahemiku (a,b) positiivse méoduga alamhulk ning antud ka

€0 > 0 nagu omaduse 1 sonastuses. Kehtivad jargmised vaited.

1. Olgu J ldigu [a, b] lahtiste alamintervallide kogum, mis katab hulga F. Siis
leidub kogumi J 16plik 16ikumatute vahemike alamkogum Z = {I3, ..., Iy},

10



nii, et

2. Olgu P C la,b] loplik alamhulk ja J 16igu [a,b] lahtiste alamintervallide
kogum, mis katab hulga F \ P. Siis leidub kogumi J 16plik 16ikumatute
vahemike kogum Z = {Iy, ..., Iy} nii, et

Toestus. Toestame esimese véite. Kuna Lebesgue’i moot on seest regulaarne ([8,
Teoreem 2.20]), siis tilemise raja moiste kohaselt sisaldab E kompaktset alamhulka
K, mille korral
280
L(K)>—.
3
Kuna K C (J;c; I, siis J on hulga K lahtine kate ning kompaktsuse tottu saame
eraldada temast lopliku alamkatte Ji, ..., J,. Leitud alamkatte puhul voime veel

eeldada, et see on minimaalne selles mottes, et iga j = 1,...,p korral
Tz |

Pohjenduseks, kui mingi j korral J; C |, oy J;, siis jatame selle hulga kattest vélja
ja jatkame ellimineerimist seni kuni eelnimetatud minimaalne kuju on saavutatud.
Téahistame J; = (¢;,d;), kus ¢;,d; € (a,b) jai € {1,...,p}. Indeksite jarjekorda
vajadusel vahetades voime siis eeldada, et ¢; < ... < cpjad; <...<dp.

Eeldame, et p > 3 ja néditame, et kaks sama paarsusega indeksiga hulka on loikuma-
tud. Votame naiteks hulgad J; ja J3, muudel juhtudel on pohjendus analoogiline.
Kui J; N J3 # (), siis lahtisuse tottu peab ta sisaldama vahemikku, seega c3 < d.

Sellisel juhul aga J C J; U Js3, mis on vastuolus katte minimaalsusega.

Niisiis soltuvalt arvu p paarsusest saame vaadata loplikke alamkogumeid 16iku-
matutest intervallidest kujudel {Jy, J3, J5, ... } ja {Ja, Ju, Js, - . . }. Erijuhtudel, kui
p =1 v0i p = 2, saame vastavalt alamkogumid {.J;} ning {J;} ja {Jo}. Jarelikult,

11



kehtib kas

S

> L‘(Ji)zzﬁ(;i) WY L)) 5(2‘12').

i on paaritu 1 on paaris

Téahistame kogumi, mille korral vorratus kehtib stimboliga Z ning méargime, et

P L(J 2¢e €
Sz ST
i=1

1€l

Toestame teise véite. Tahistame elementide arvu |P| = m € N. Kui P sisaldab
16igu otspunkte, siis neid voime eirata, sest E C (a,b). Niisiis, iga « € P korral
voime eeldada, et © € (a,b), seega saame valida mingi J, > 0 selliselt, et kehtib
(x — 6y + 0;) C (a,b). Valime § > 0 selliselt, et

€0

0 <
24m

ja 0 <min{d, | z € P}.

Lisame kogumisse J vahemikud (z — §,z + §),z € P, ja tdhistame saadud ko-
gumit siimboliga 7', mis on niitid alamhulga E lahtine kate. Esimese osa pohjal
leidub Ioplik alamkogum Z loikumatutest intervallidest kogumist 7', mille pikkus-
te summa on suurem kui £¢/3. Kui me eemaldame kogumist Z koik juurde lisatud

intervallid, siis alles jadnud intervallide pikkuste summa peab olema viahemalt

€0 €0 €o €0 €0
IH—2 — =2 = - — = —,
D LD —2mi>F —dma == - o=
Iez
Lemma on toestatud. O

Jargmise lause kohaselt voime diferentseeruvuse uurimise kitsendada funktsiooni

pidevuspunktidele.

Lause 1. Olgu ¢ : [a,b] — R mittekahanev funktsioon. Siis funktsioonil ¢ on

iilimalt loenduv arv katkevuspunkte.

Téestus. Toestus tugineb lihikommentaarile ([1, 1k 159]) ning on tdestatud ka

12



raamatus [8]. Olgu ¢ € [a,b] ja tdhistame suurused

Olet) = lim é(z) ja ¢(e—):= lim ¢(x).
Mittekahanevuse tottu ¢(c—) < ¢(c+). Kui ¢(b) = ¢(a), siis ¢ on konstantne ja
— &

seega pidev. Oletame, et ¢(b) a) =: A > 0 ning vaatleme niitid hulki

K, = {c € [a,b] : ¢(c+) — Pp(c—) > %}, n € N.
Olgu n € N ja oletame, et |K,,| > n. Siis leiduvad m > n+1 ja punktid ¢4, ..., ¢, €
K, kusjuures voime eeldada, et ¢; < ... < ¢,,. Mittekahanevuse tottu kehtib
igai=1,...,m — 1 korral ¢(c;+) < ¢(¢;11—), kuid siis on meil rohkem kui n
1oikumatut lahtist alamintervalli pikkusega viihemalt 2 16igus [¢(a), ¢(b)], mis on
voimatu. Jérelikult, iga n € N korral |K,| < n. Pidevuse mdiste kohaselt peab
iga katkevuspunkt kuuluma vihemalt {ihte hulkadest K, seega katkevuspunkte

on ulimalt loenduv hulk. ]

Definitsioon 11. Olgu F C R ja f : E — R. Funktsiooni f {ilemiseks ja alu-

miseks piirvaartuseks hulga E kuhjumispunktis a nimetatakse vastavalt suurusi

limsup f(z) = 5lir51+(sup{f(x) cx € B, |x—a| <d})
ja
liminf f(z) = lim (inf{f(x) : z € E, |x —a| < d}).
T—a d—0+

Mérgime, et monotoonsusprintsiibi tottu on molemad piirvdartused olemas ning

liminf f(z) < limsup f(z).

z—a T—a
Kui kehtib teist pidi vorratus, siis on ka olemas vastav piirvaéartus protsessis r — a.

Definitsioon 12. Funktsiooni ¢ : [a,b] — R alumiseks ja iilemiseks tuletiseks

nimetatakse vastavalt suurusi

Do(x): = ligln_jgf bz + hi)z — 9(@) ja  Do(x): = lir}rllj[l)lp ¢z + ]72 - ¢(x)

13



Mairkus 1. Mérgime, et kui ¢ : [a,b] — R on mittekahanev, siis iga x € (a,b)
korral Do(z) > 0.
Téestus. Olgu = € (a,b) ja ¢ : [a,b] — R mittekahanev. Néaitame, et Dp(x) > 0.

Kuna ¢ on mittekahanev, siis iga h > 0 korral ¢(x) < ¢(z + h) ja seega

¢(z +h) — ¢(x)

> 0.
3 >0

Analoogiliselt, iga h < 0 korral ¢(z + h) < ¢(x) ja seega jélle

¢(x +h) = ¢(x)
h

> 0.

Iga 6 > 0 korral voime siis 6elda, et

inf{¢<x+h}i_¢(x) ‘O< |h| <6} >0

ning vorratus jaab ka kehtima protsessis § — 0, seega Do(x) > 0. [

Teoreem 3 (|2]. Teoreem 1). Olgu ¢ monotoonne funktsioon 16igul [a, b], siis ¢

on diferentseeruv L-peaaegu koikjal.

Téestus. Uldisust kitsendamata eeldame, et ¢ on mittekahanev.

Kuna mittekahaneval funktsioonil on lause 1 pohjal iilimalt loenduv arv katkevus-
punkte, siis
L({z : x € (a,b), ¢ el ole pidev punktis 2:}) = 0.

Et pidevus on tarvilik diferentseeruvuseks, siis

F'={z : x € (a,b), ¢ el ole diferentseeruv}
={z : z € (a,b), ¢ ei ole pidev punktis =}
U{z : x € (a,b), ¢ on pidev punktis = ja Dop(z) > Dé(x)}

ning meil piisab néidata, et hulga
F={x: x¢€(a,b), ¢ on pidev punktis = ja Dp(z) > De(x)}

14



moot on null. Kuna ratsionaalarvud asetsevad reaalarvudes tihedalt, siis saame

hulga F' esitada kujul

F=|JE.

r,s€Q

= U {z : x € (a,b), ¢ on pidev punktis = ja Dé(z) > > s > De(x)},

r,s€Q

Oletame, et leiduvad sellised ratsionaalarvud r > s nii, et £ := FE, ; on positiivse

mooduga ja olgu g9 > 0 selline, et ta rahuldab omadust 1.

Kui valida A = 552, B = £ ja g(z) = ¢(x) — Bu, siis

2

Dg(x) = limsup gle +h) = 9(@) = limsup ¢z +h) = $(z) = Bh = D¢(x) — B
h—0 h h—0 h

ning analoogiliselt saame néidata, et Dg(x) = Do(x) — B.
Kui z € E, siis Dg(x) > r > s > D¢(x), mistdttu

T+ s r— 35

Dg(z) =D¢(x) —B>r—B=r— = — A,
Qg(iv):Qd)(:c)—B<s—B:s_T;S:_T;S:_A'

Kuna ¢ pidevus punktis x on samavaérne g pidevusega punktis x, siis kehtib vordus
E={z: z € (a,b), g on pidev punktis x, Dg(z) > A ja Dg(x) < —A}.
Olgu P = {po,p1,-..,pn} 10igu [a, b] suvaline alajaotus, siis
Alg, P) = Z l9(pi) — 9(pi-1)]
i=1
= " |¢(p:) — Bpi — ¢(pi-1) + Bpii|
i=1

<> 6(p) = 6(pi1) + ) |Brii — Bpil
=1

=1

= ¢(b) — ¢(a) + B(b—a).
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Néeme, et g on tokestatud muuduga, seega leidub T = T (g) = supA(g, P) < oc.
P

Kuna A ja £y on molemad positiivsed reaalarvud, siis iilemise raja moiste kohaselt

saame valida alajaotuse Py = {xzg, x1,...,z,} selliselt, et
Ae
A(g, Py) > T — TO

Olgu z € E'\ Py, siis * € EN (x_1, ;) mingi k korral. Vaatame kahte varianti.

Esiteks, kui g(zx—1) < g(z), siis tingimuse Dg(x) < —A tottu saame valida mingid

punktid a, < x < b, ja vahemiku (a,, b,) C (xg_1, k) piisavalt véikese nii, et

9be) —9laa) __ (2)

b, — a,
Néitame, et selline vahemik eksisteerib.
Olgu Dg(x) = M. Olgu ¢; > 0 piisavalt véike nii, et M < —A — ;. Alumise

piirvadrtuse moiste kohaselt leidub h piisavalt véike nii, et

gle +h) —g(x)

h <—A—81.

Vaatame abifunktsiooni

G:(-1,1) >R, Gy = T

Olgu jada 7, — 0 antud, siis kehtivad koondumised
(I+v)h—=h#0 ja  gl@—"h) — g(x),

kus teine koondumine kehtib g pidevuse tottu punktis x. Piirvaartuse omadustest
jareldub siis, et G(7,) — G(0), seega oleme naidanud, et G on pidev punktis v = 0.
Valime « > 0 piisavalt viikese nii, et |G(y) — G(0)] < &1, siis

z+h) — gz —~h)

T <—A—-¢e1+e=-A

G(y) = 4

Seega, kui h > 0, siis piisab votta a, = x — vh ja b, = x + h ja olemegi saanud

vorratuse (2). Kui h < 0, siis valime lihtsalt a, = z + h ja b, = x — ~yh.
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Analoogiliselt, kui g(zy_1) > g(ay), siis Dg(x) > A tdttu saame valida punktid

a, < x < b, ja vahemiku (a,,b,) C (xx_1,zx) piisavalt viikese nii, et

bx_am

Valime siis iga x korral sellised vahemikud ning vaatame kogumit
J =A{(az,b;) |z € E\ Py}

See on hulga E'\ P lahtine kate ja lemma 3 teise punkti pohjal leidub temas 16plik

16ikumatute intervallide alamkogum Z = {1, ..., Iy} nii, et

€0
L(L) > —.
D LI > 7
Moodustame 16igul [a, b] alajaotuse

Q:{a:y07y17"'aym:b}7

kus y; on hulgast P, voi hulga Z intervallide otspunktide hulgast. Vaatame monda
osaloiku [zg_1, zx], mis sisaldab vihemalt {ihte hulga Z intervalli. See tdhendab, et

sellel osaloigul saame omakorda vaadelda alajaotust

Qr = {ikal = R05R1, -5 Rr = -Tk}

Kui g(zg-1) < g(zx), siis votame lemma 2 sonastuses S rolli nende indeksite hulga,

mille korral kehtib vorratus (2) ning jareldame, et

A(g[xk_l,a:k]a Qr) = Z 19(2i) — g(zi—1)| > |g(xr) — g(@p—1)| + AZ(Z&' — Zio1).

€S

Jareldame sama, kui g(xi_1) > g(zx). Sel juhul votame S rolli nende indeksite

hulga, mille korral kehtib vorratus (4).
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Niiiid aga jareldame funktsiooni ¢ muudu kohta alajaotuse () suhtes, et

N
Ag.Q) > Alg, o) + AY L) >T - % +A (%0) =T,
=1

kuid see on vastuolus arvu 7 valikuga. Jarelikult, hulga £ moot on null ja seega
ka hulga F' moot on null. O

Teoreem 4 (|2]. Teoreem 2). Kui ¢ on mittekahanev funktsioon 16igul [a, b], siis

¢' on loplik L-peaaegu koikjal.

Téestus. Kuna ¢ on mittekahanev ja mérkuse 1 pohjal on Dé(z) > Do(z) > 0 iga
r € (a, b) korral, siis meil piisab niidata, et Dp(z) < 0o peaaegu koikjal vahemikus

(a,b). Defineerime hulga
E = {x € (a,b) : Dé(x) = 0o, ¢ on pidev punktis x}

ja naitame, et ta moot on null.

Oletame vastuviiteliselt, et £ moot ei ole null. Olgu M suvaline suure vaartusega
reaalarv ja rahuldagu £y > 0 omaduse 1 tingimusi. Olgu € E, siis D¢(x) > M ja
leiduvad analoogiliselt teoreemi 3 toestuses defineeritud abifunktsiooni (3) pohjal
punktid a, ning b, nii, et a, <z < b, (a;,b;) C (a,b) ja

¢<bm> — ¢(aaz) > M.

br_a:v

Seega J = {(a,,b,) : = € E} katab hulga E ning lemma 3 kohaselt leidub 16iku-
matute intervallide 16plik alamkogum Z == {Iy, I, ..., Iy} nii, et 320 L(I;) > @,

Olgu I; = (a4, b;) iga i korral, siis ¢ mittekahanemise tottu
= €
6(b) = 6(a) 2 D _(6(bi) = d(a)) > D M(by — a;) > M,
i=1 ;

mis on vastuolus arvu ¢(b) — ¢(a) 1oplikkusega. O
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3 Rademacheri teoreem

Niiiid oleme valmis toestama Rademacheri teoreemi - st viite, et Lipschitzi funkt-

sioon R” — R on diferentseeruv L"-peaaegu koikjal.

Definitsioon 13. Funktsiooni f : R™ — R nimetatakse Lipschitzi funktsiooniks,
kui leidub konstant C' nii, et iga =,y € R™ korral

[f (@) = f(y)] < Cllz —yll

Teoreemi toestuse voime jamedalt 6eldes jagada kolmeks osaks.

3.1 Uhe muutuja Lipschitzi funktsiooni diferentseeruvus

Naitamaks, et Lipschitzi funktsioon ¢ : R — R on diferentseeruv £-p.k, piisab eel-
neva t66 pohjal naidata, et ¢ ahend igal kompaktsel loigul on tokestatud muuduga.

Seda on mugav teha kasutades absoluutse pidevuse moistet.

Definitsioon 14. Funktsioon ¢ : [a,b] — R on absoluutselt pidev 16igul [a, b] kui
iga ¢ > 0 korral leidub 6 > 0 nii, et mistahes paarikaupa loikumatute alaminter-
vallide (a;, b;) C [a,b],7=1,...,n, kus n € N, korral kehtib implikatsioon

> b —ail < 6= |6(bi) — d(a)| <e.
i=1 i=1

Lause 2 (|7|. Lause 7). Olgu ¢ Lipschitzi funktsioon kinnisel tokestatud loigul

la, b], siis ¢ on absoluutselt pidev.

Toestus. Olgu ¢ Lipschitzi funktsioon. See tdhendab, et leidub C' > 0 nii, et

|0(x) = ¢(y)| < Cle -y

iga x,y € [a,b] korral. Néitame, et sellest jireldub ¢ absoluutne pidevus. Olgu

e > 0 ja valime § = &. Siis mistahes paarikaupa ldikumatute (v;,y;) C [a,b],
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1=1,...,n,n €N korral, kus

Z |z — il <6,
i=1

saame hinnata
D o) — o) <D Clai =yl =C) i~y < C-d=c¢.
i=1 i=1 i=1
Definitsiooni kohaselt tdhendab see, et ¢ on absoluutselt pidev. O

Lause 3 ([6]. Lemma 11). Olgu ¢ absoluutselt pidev kinnisel tokestatud loigul
la, b]. Siis ¢ on tokestatud muuduga 16igul [a, b].

Toestus. Néaitamaks, et ¢ on tokestatud muuduga, piisab néidata, et tema muut
on tokestatud. Kuna ¢ on absoluutselt pidev, siis leidub ¢ > 0 selliselt, et mistahes
paarikaupa loikumatute alamintervallide (a;,b;) C [a,b], i = 1,...,n € N korral

kehtib implikatsioon

> b —ail < 5= |o(b) — p(a;)| < 1.
=1 =1

Valime 16igu [a,b] alajaotuse P’ := {a = ag,aq,...,a,, = b} selliselt, et iga i =
1,....,m —1 korral a; — a;,_1 = % ja @y — Qo1 < g. Sellest jareldub, et
2(b —
m < ( 5 a) +1 < o0.

Olgu niiid P := {a = by, by, ..., b, = b} suvaline 16igu [a, b] alajaotus. Moodusta-
me alajaotuse
P*:=PUP ={a=cyci,...,cy =b}

ning téhistame stimboliga P nende punktide hulka, mis kuuluvad 16iku [a;_1, a;],

kus ¢ =1,...,m. See tdhendab, et iga i = 1,..., m korral

Pi* = {cik € P* ‘ Ciy, S [aiflaai]}'
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Olgu igas hulgas P} elementide arv r; € N. Siis kehtivad vorratused
A(¢, P) = |¢(bi) = d(bi1)| < Ao, P7)
i=1

=33 6le,) — e,

i=1 j=1

<m.

Et alajaotus P on suvaline, siis funktsiooni ¢ muut on tokestatud. O]

Jareldus 1. Lipschitzi funktsioon ¢ : R — R on diferentseeruv L-peaaegu koikjal.

Toestus. Kui ¢ : R — R on Lipschitzi funktsioon, siis tema ahend igal kompaktsel
intervallil [-M, M|, M € N, on ka Lipschitzi funktsioon. Lausete 2 ja 3 pohjal on
ta sellel loigul ka absoluutselt pidev ja seega tokestatud muuduga, mistottu ta on

teoreemi 2 pohjal esitatav kahe monotoonse funktsiooni vahena.

Jarelikult teoreemi 3 pohjal on ¢ : [—M, M] — R diferentseeruv L-p.k. iga natu-

raalarvu M korral. See tdhendab, et iga M € N korral me saame vaadata hulka
Ay ={z |z € [-M, M], ¢(x) el ole diferentseeruv}

ja teame, et L(Ay) = 0. Defineerime hulga

A= U Ay

MeN

Kuna A on nullméoduga hulkade loenduv iihend ja Lebesgue’i mo6t on loenduvalt
subaditiivne, siis £(A) = 0. See tdhendabki, et ¢ on diferentseeruv peaaegu koikjal

kogu reaalteljel R. O

3.2 Suunatuletise arvutamine

Teise sammuna Rademacheri teoreemi toestuseks néitame, et Lipschitzi funktsioo-
nil on olemas koik osatuletised L£"-peaaegu koikjal ning et suunatuletist arvuta-
takse nendes punktides, kus gradient eksisteerib, tdpselt samamoodi nagu analiiiisi

kursustes oleme néainud.
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Kirjeldame koigepealt mootu L£".

Definitsioon 15 ([3]. Def 1.16). Olgu pu : X — [0,00]jav : Y — [0, 00] moodud.

Korrutismoot p x v @ 25*Y — [0, 0o] defineeritakse vordusega

(% v)(S) = inf {Zuwu(&)}

iga S C X xY korral, kus A; C X ja B; C Y, i € N on vastavalt - ja v-mootuvad
hulgad selliselt, et

i=1
Ruumi R™ n-mootmeline Lebesgue’i moot defineeritakse induktiivselt vordusega

Lr=L""xol =0 %o x .r.
——_————
n korda

Markus 2. Niitame, kuidas ruumis R” antud sirge alamhulki moota ithemoot-
melise Lebesgue’i mooduga. Olgu x € R™ ja v € R™ \ {0} ning antud sirge
L ={xz+tv |t € R}. Defineerime funktsiooni

Ve : R—=>R" 7. (t)=x+tveL.
Kuna 7, on pidev, siis ta on ka mootuv. Olgu niitid £ C R” ja vaatame hulka

A=y ENnL)={tcR|z+tve ENL}.

Muutuja vahetuse (|4]. Teoreem 7.23) pohjal saame

LYENL) :/

E

4(s) = [ xerula()dL @) = [ a'e) = £(a),
nL A A
Téhistame siis sellisel juhul £1(E N L) := L'(A).
Jargnevat teoreemi nimetatakse Fubini teoreemiks. Sonastame selle meile tarvis

erijuhu jargi.
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Teoreem 5 ([5]. Teoreem 3.6). Olgu f : R® — R L™-integreeruv. Siis funktsioon

ffR=R, f(y) = fz,y),

on L-integreeruv peaaegu iga r € R"! korral (st £"'-p.k) ning kehtib vordus

- fac" = /Rn1 (/R fxdﬁ) dcrt.

Toestuse kidigus on meil tarvis vahetada piirvaartuse votmise ning integreerimise
operatsioone. Seda voimaldab meil teha hésti tuntud Lebesgue’i domineeritud

koonduvuse teoreem.

Teoreem 6 ([5]. Teoreem 3.4). Olgu funktsioonid f,, n € N, integreeruvad ja
f: X — R sellised, et

(a) fn— fpks;

(b) leidub integreeruv funktsioon g selliselt, et iga n € N korral |f,| < g p.k.

Siis ka f on integreeruv, kusjuures

[ =t [ 5

Monikord on raske otse néidata, et kaks funktsiooni on vordsed peaaegu koik-
jal. Selleks on hea kasutada jargmist tulemust, mida kasutatakse ka koikides vii-
datud allikate Rademacheri teoreemi toestustes. Tulemus on niiteks sonastatud
tilesandena 2.2.5 raamatus [9] ning tihti nimetatakse seda ka variatsioonarvutuse

pohilemmaks.
Meenutame, et stimboliga C°(R™) tdhistatakse kompaktsel kandjal 1opmatult di-

ferentseeruvate (st siledate) funktsioonide hulka ruumis R”.

Lemma 4. Olgu F' : R" — R (Lebesgue’i mottes) integreeruv igal kompaktsel
alamhulgal. Kui iga g € C2°(R") korral



siis F' = 0 L"-peaaegu koikjal.

Definitsioon 16 ([3|. Def 1.10). Funktsioon f : R™ — R on Boreli mottes moo-
tuv, kui iga Boreli hulga U C R korral f~'(U) C R™ on Boreli hulk.

Meenutame, et funktsiooni f : R™ — R suunatuletiseks nimetatakse piirvaartust

D, f(z) == lim flo+tv) - fz)

t—0 t ’

kus x € R"™, v on iihikvektor ja t € Q.

Monikord defineeritakse gradient diferentseeruvate funktsioonide jaoks. Kéesole-
vas t00s moistame gradiendi all mingis ette antud punktis selles punktis antud

osatuletiste vektorit, eeldusel, et see eksisteerib.

Teoreem 7. Olgu f : R® — R Lipschitzi funktsioon ja v € R™ \ {0} thikvektor.

Siis eksisteerib suunatuletis D, f(x) L£"-peaaegu koikjal ning kehtib arvutuseeskiri

Dy f(x) =Vf(z)-v
nendes punktides, kus gradient eksisteerib.

Téestus. Olgu v € R™\ {0} iihikvektor ja defineerime

A, = {x € R" | D, f(7) ei eksisteeri} = {x € R" | D, f(z) < D, f(z)}.

Kuna f on pidev, siis ta on Boreli mottes mootuv ([5]. Teoreem 1.2) ning ([5].

Teoreem 1.6) pohjal on ka

bvf($): = lim sup [z +tv) — f(z)

)
t—0 t

kus t on ratsionaalarv, Boreli mottes mootuv.

Analoogiliselt on ka

D, f(z): — liminf LEF) = /(@)

t—0 t

Boreli mottes mootuv, mistottu on A, Boreli hulk.
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Vaatame iihte v-sihilist sirget L C R". See tdhendab, et L = {x + tv | t € R}, kus

x € R™. Saame iga z € R" korral defineerida ithe muutuja funktsiooni
O R—= R, ¢.(t) = f(x+tv), teR

Kuna f on Lipschitzi funktsioon, siis ¢, on ka Lipschitzi funktsioon ning seega

jarelduse 1 pohjal diferentseeruv £'-p.k.

Tapsemalt, markusele 2 tuginedes saame, et
LY A,NL) = /RXAUQL(Z‘ + tv)dL (t) = 0.
Fubini teoreemi 5 pohjal jareldame, et
£(A) = (€ % £(A) = [ AN L) ) =0

kus eelviimane vordus kehtib, sest koik sirged sihivektoriga v on parametrisee-
ritavad R"! kaudu. Kuna v on suvaline, siis ndeme, et ka eraldi osatuletised

eksisteerivad L"-p.k ja seega on ka olemas funktsiooni f gradient £"-p.k.

Olgu v = (vy,...,v,) ja g € CX(R"), siis

/nlf(fﬂrtv)—f(x)}g(x) dx:_/nf(@[g(x)—g(ff—tv)} e, (5)

t

~+

sest kasutades muutujavahetust y = x + tv on dy = dx ja

/n{f(aﬁﬁt)—f(m)}g(x) - [ f(y)g(i/—tv)dy_/w f(x)tg(x)dx

[ @l —t) — f(@)e()

R t

- [ st ate)]

t

:_/ f(x)[g(:v)—g(w—tv)} .

Xz

t
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Meenutame, et diferentseeruva (ka sileda) funktsiooni g korral

Dugle) = 0-g() = Y- 08 = 3 g ). )

i=1 =1

Et integraalialune funktsioon on nullist erinev kompaktsel hulgal, siis ta on tokes-

tatud ja seega domineeritud koonduvuse 6 teoreemist jarelduvad vordused

fz +tv) = f(z)
t

D, f(x)g(x) dx = lim . l

R t—0

}9(96) dzx (Teoreem 6)

=—lim [ f(x) {g(az) — ‘i(x — tv)] dx (Véordus (5))

t—0 Rn
=— | f(x)Dyg(z) dx (Teoreem 6)
Rn
=— f(z) Zvigzi (x) dx (Vordus (6))
R i=1
==Y v [ f(2)ga(z) du
=1 R
= Zvi fu,(x)g(2) da (Vordus (5))
i=1 R
— [ > uslelgta) ds
R™ 51
= / (v-Vf(x))g(x) de. (Vordus (6))
Kuna need vordused kehtivad iga g € C2°(R") korral, siis lemma 4 pohjal jarelda-
me, et
D, f(x) =v-Vf(z) (L"pk).
Teoreem on toestatud. O
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3.3 Lipschitzi funktsiooni diferentseeruvus

Definitsioon 17 (|3]. Def 3.2). Funktsioon f : R™ — R on diferentseeruv punktis
x € R", kui leidub pidev lineaarkujutus L : R™ — R nii, et

o 1) = (@)~ Ly = @)

ye [l = yll

=0.

Kujutust L nimetatakse sel juhul ka funktsiooni f tuletiseks punktis x ning téhis-
tatakse siimboliga D f(z).

Rademacheri teoreemi toestuse viimase sammuna néitame, et Lipschitzi funktsioon
on diferentseeruv L™-peaaecgu koikjal, kusjuures tema tuletis Df(z) on vordne

funktsiooni f gradiendiga L™-peaaegu koikjal.

Sonastame selle jargneva teoreemina.

Teoreem 8. Olgu f : R™ — R Lipschitzi funktsioon. Siis f on diferentseeruv £"-

peaaegu koikjal, kusjuures

Df(x) =V f(z) (L"pk).

Toestus. Olgu {v;}32, iihiksfaari S(1) == {z € R™ | ||z|| = 1} loenduv ja koikjal
tihe osahulk. Defineerime iga k € N korral

Ay ={x € R" | D, f(z) ja Vf(zx) eksisteerivad ning D,, f(z) = vy - Vf(x)}
ja
A=A
k=1
Mérgime, et L"(R™\ A) = 0, sest teoreemi 7 toestuses néitasime, et D, f(x) ja
V f(x) eksisteerivad L"-p.k.

Teoreemi toestamiseks néitame, et f on diferentseeruv iga z € A korral.

Fikseerime = € A ja olgu v € S(1), t € R, t # 0 ja defineerime

fx +tv) = f(z)
t

G(z,v,t) = —v-Vf(x).
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Niiiid olgu C' funktsiooni f Lipschitzi konstant, siis

i L&+ ) — f(2) o
t—0 t

< Tim Cllz +tv — z| _
t—0 |t|

mistottu, kui o' € S(1), kehtib

flz+tv) — f(x+tv)
t
< ‘f(x +1v) - flz + )

|G(x,v,t) — Gz, v, t)| = ‘ +(v—=1")-Vf(z)

+ (v =) Vf(z)]
()
< Cllv =+ V@) - flv =2

2

=1

= [lv =2

< Jlo = v'[[|C + v/nC|
= (Vn+1)Cllv =,

kus vorratus () kehtib Lipschitzi tingimuse ning Algebra I materjalidest tuttava

Cauchy-Schwarzi vorratuse tottu.

Fikseerime £ > 0 suvaliselt. Kuna {v; }32, on kéikjal tihe, siis me saame katta kogu

ithiksfaari lahtiste keradega, keskpunktidega vy, raadiusega

£

2(Vn+ 1)C"

Samal ajal tihiksfadri kompaktsuse tottu saame valida mingi piisavalt suure N nii,

et lahtised kerad keskpunktidega vy, ..., vy katavad dra kogu iihiksfdari.
Seega, kui v € S(1), kehtib

£
lo = vl < S—7=——=57

2(vn+1)C

mingi k € {1,..., N} korral.
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Niitid, kuna

(f(ﬂfﬂvk) — (=)

: —meﬂ¢0==D%f@)—WwVf@)=0

lim G(, vy, ) = lim
siis meil leidub ¢ > 0 nii, et

Gla, v, t)] < 5

iga 0 < |t| < § korral, kus k = 1,..., N. Niisiis iga v € S(1) korral leidub
ke {l,...,NY nii, et

|G<I7U7t)‘ = |G<I,Uk,t) + G(]J,U,t) o G(Ivvkvtﬂ
< |G(x,vg, V)| + |G(z,v,t) — G(x, v, T)]
€
< 5 + (Vn+1)C|lv -7
€ €
< — 1 —— =
S g HWrH DO oo e = e
kui 0 < [t] < 6.
Niiiid, valides suvalise y € R", kus y # x, siis saame defineerida v := ﬁ nii, et

y=x+tvjat:=|x—yl. Sellisel juhul

L) = f@) —te V@] () = f@) = V) - )

=0.

See téahendabki, et f on diferentseeruv punktis = ja Df(x) = Vf(z) iga x € A

korral. Teoreem on toestatud. O

Viimane teoreem lopetas ka meie Rademacheri teoreemi toestuse.

3.4 Uks niide

Meenutame, et alamhulk A C R™ on kumer, kui mistahes punktide z,y € A ja
A€ (0,1) korral Ax + (1 — A\)y € A (st sirgloik, mis iithendab punkte z,y sisaldub
hulgas A).

Kumeral hulgal A C R” defineeritud funktsioon f : A — R on kumer, kui mistahes
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z,y € Aja e (0,1) korral

fOz+ 1 =Ny) <Af(@)+ (1= N)f(y)

(st sirgloik, mis ithendab kahte punkti funktsiooni graafikul jaab funktsiooni graafi-

kust iilespoole). Kumerad funktsioonid on niiteks f(z) = |z| voi f(z,y) = 2%+ 3.

Naitamaks niiiid, et iga kumer funktsioon on diferentseeruv peaaegu koikjal, pii-
sab néidata, et kumer funktsioon on lokaalselt Lipschitzi funktsioon. Raamatu 3|

teoreemi 6.7 pohjal kehtib jargmine.
Teoreem 9. Olgu f : R" — R kumer. Siis f ahend igal kompaktsel alamhulgal

on Lipschitzi funktsioon.

Toestus. Néaitame koigepealt, et f on tokestatud igas kompaktses alamhulgas. Olgu
ruumis R"™ antud n-mootmeline risttahukas K = [— M, M|", kus M > 0. Tahistame
selle risttahuka tipud {vy,...,ven} = V. Olgu x € K|, siis saame ta esitada kujul

2"1
T = E Ak Uk,
k=1

kus 0 < Ay, ..., Agn < 1 on sellised, et > A\, = 1. Jarelikult

2”
) 32 Auf0) < e S0) < o0
seega eksisteerib S = sup, ¢ f(x). Teiselt poolt, olgu jille x € K, siis

£(0) < 3f(@) + 5 f(-2) <

1
2
millest jéreldub, et

f() > 2£(0) - 5.
Niisiis, f on tokestatud hulgas K.

Néitamaks, et f ahend kompaktsel alamhulgal on Lipschitzi funktsioon, piisab
néidata, et see kehtib kinnisel iihikkeral B(1), st

B(r)y={zeR":|z||<r}, r>0.
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Olgu z,y € B(1) nii, et x # y. Valime p > 0 selliselt, et

ly + p(z —y)|| = 2.

Téahistame z = y + p(x — y). Siis kehtivad

- 1 1
p=lzzul oy, x:—m+0——>y
|z =yl f 1

Votame C' = 2sup,epo) | f(s)] < 00, siis kumeruse pohjal saame, et

1 1
) < 2pe) + (1 - ;) i)
o %(f(z) W)
< fly) + Cllz =yl

kus viimane vorratus kehtib, sest ||y — z|| > 1 ning sellest omakorda jéreldame

[f (@) = f(y)] < Cllz —yll,

seega f ahend iihikkeral on Lipschitzi funktsioon, nagu tarvis. O

Mairkus 3. Kuna pidevus on lokaalne omadus, siis ndeme koigepealt, et kumer
funktsioon on pidev. Rademacheri teoreemist jareldub ka, et kumer funktsioon on
diferentseeruv peaaegu koikjal. Mérgime veel toestuseta, et kehtib veelgi tugevam
viide. Kumer funktsioon on kaks korda diferentseeruv peaaegu koikjal - see on

Aleksandrovi teoreem (vt [3, Teoreem 6.9]).
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Kokkuvote

T60s anti detailne toestus Rademacheri teoreemile. Tutvuti tokestatud muuduga
funktsioonidega ning toestati nende esitus kahe monotoonse funktsiooni vahena.

Samuti anti Lebesgue’i diferentseerimise teoreemi toestus.

Saadud tulemusi kasutati viimaks Rademacheri teoreemi toestamisel laiendades
ithe muutuja Lipschitzi diferentseeruvust mitme muutuja juhule ning naidati, et
mitme muutuja Lipschitzi funktsioonil eksisteerib suunatuletis peaaegu koikjal
koos arvutuseeskirjaga. Toestus lopetati Lipschitzi funktsiooni peaaegu koikjal di-

ferentseeruvuse néditamisega.

Lisaks illustreeriti Rademacheri teoreemi néitega, et iga kumer funktsioon on sa-

muti diferentseeruv peaaegu koikjal.
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