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Sissejuhatus

Kéesolevas magistritods arendatakse edasi ja iildistatakse t66s [3] saadud tulemusi.
Magistritdos vaadeldatakse 10igul [a,b] midratud funktsiooni u védrtuste ug,uy, ..., U,
interpoleerimist vorguga a = xy < xq < <x, = b seotud ruutsplainiga . Saadud

tulemusi kasutatakse lineaarse integraalvorrandi

u(x) = f}lx = yI"K (6, )u@)dy + f(x) (x € [a,b] ,0<a<1)
(1)

ligikaudsel lahendamisel. Eeldatakse , et f ja K on antud funktsioonid , mis on pidevad
vastavalt 16igul [a,b] ja ruudul [a,b] x [a,b] ning u on otsitav. Késitletakse vorrandi (1)
lahendi olemasolu ja iihesusega ning siledusega seotud kiisimusi. Integraalvdrrandi
lahendile u ldhendi u,, leidmiseks kasutatakse ruutsplanidega kollokatsioonimeetodit .
Uuritakse vaadeldava meetodi koonduvust ja vea u - u, kditumist , kui n — co. Saadud
teoreetilisi ~ tulemusi  vorreldakse testiilesannete lahendamisel saadud arvuliste
tulemustega.

Magistritod koosneb viiest osast. Esimeses osas on esitatud abitulemused.Teises osas
on késitletud ruutsplaini mdistet ja interpoleeriva ruutsplaini esitamist nii splaini esimest
jarku tuletise vaartuste kaudu kui ka B-splainide abil. Kolmandas osas on késitletud
Fredholmi teist liiki integraalvorrandi lahendi olemasolu, {ihesust ja sildedust. Neljandas
osas on vaadeldud integraalvorrandi (1) lahendamist kollokatsioonimeetodiga. On
toestatud kollokatsioonimeetodi koonduvus (Teoreem 11) ja hinnatud ldhislahendite viga
(Teoreem 12). Viimases osas on to0s vilja  tootatud ruutsplanidega
kollokatsioonimeedodit rakendatud konkreetsete integraalvorrandite  ligikaudsel

lahendamisel. Arvuliste tulemuste saamiseks on kasutatud paketti Mathcad.



1 Abitulemused

Esitame moned kédesolevas t60s kasutatavad mdisted ja abitulemused.

Olgu R reaalarvude hulk ja N naturaalarvude hulk. Stimboliga C™[a, b] (m € N)
tdhistame koigi 10igul [a,b] m korda pidevalt diferentseeruvate funktsioonide hulka. Kui
m = 0, siis C°[a,b] = C[a, b] on kdigi 15igul [a,b] pidevate funktsioonide hulk. Hulk

C[a, b] on Banachi ruum normiga

”x“C[a,b] = gg?gélx(t)l X € C[a' b] (11)

Olgu E ja F normeeritud ruumid. Tahistame siimboliga L(E,F) pidevate lineaarsete
operaatorite hulka ruumist E ruumi F.
Definitsioon 1. Olgu E ja F normeeritud ruumid. Operaatorit A: E — F nimetatakse
kompaktseks, kui ta ruumi E iga tdkestatud hulga teisendab suhteliselt kompaktseks
hulgaks ruumis F (vt [4], 1k 229). Hulka K normeeritud ruumis nimetatakse suhteliselt
kompaktseks , kui igast K elementidest moodudtatud jadast saab eraldada koonuva osajada
(vt [4], Ik 39).
Definitsioon 2. Hulka D c E nimetatakse pdhihulgaks normeeritud ruumis E , kui hulga D
lineaarne kate (s.o. hulga D elementide kdikvdimalike lineaarsete kombinatsioonide hulk)
on koikjal tihe ruumis E , s.t. L(D) = E(vt [4],1k 135) .
Definitsioon 3. Olgu E ja F normeeritud ruumid. Oeldatakse , et operaatorite jada
Ap:E = F koondub punktiviisi ehk kdikjal ruumis E , kui iga x € E korral jada A4, x
koondub ruumis F (vt [4], Ik 135).
Teoreem 1 (Banach-Steinhausi teoreem, vt [4], 1k 134-136).

Olgu E Banachi ruum, F normeeritud ruum ja D pohihulk ruumis E. Jada
A, € L(E,F) koondub punktiviisisi operaatoriks A € L(E,F) (st A,x > Ax iga x € E

korral) parajasti siis, kui on tdidetud jirgmised tingimused:
1) AM €R,||[A,l <M VneN;

2) Apx = Ax,kuin - oo iga x € D korral.



Teoreem 2 (vt [4] lk 223). Olgu E Banachi ruum ja olgu T: E — E lineaarne kompaktne
operaator. Vorrand x = Tx + f on iga f € E korral lahenduv parajasti siis, kui
homogeensel vorrandil x = Tx on ainult tiviaalne lahend. Sel juhul on vorrand x = Tx + f
iga f € E korral iiheselt lahenduv.

Definitsioon 4. Maatriksit A = (a;;);;=; nimetatakse domineeriva peadiagonaaliga

maatriksiks, kui

n

@l _Zlaijl >0, i=12...,n
=1
J#i

Olgu antud lineaarne algebraline vorrandisiisteem
Z?j=1 a;jxj = b; (1.2)

kus x4, X3, ..., X, on otsitavad ning a;; ({,j = 1,2,..,n) ja b; (i =1,2,...,n) on antud
suurused.

Teoreem 3 (vt [2], 1k 333). Kui vdrrandisiisteemi (1.2) maatriks A = (a;;){ =1 on
domineeriva peadiagonaaliga, siis on siisteem (1.2) iihiselt lahenduv ning tema lahendi

X1, X, ..., Xn korral kehtib hinnang
1
max|xj| < —max |b;|,
1<jsn q 1<i<n

kus

= min | |a;;| — a;il |.
a=min | laql = ) ||
Jj=1



Olgu E Bnachi ruum. Olgu f € E ja K: E — E pidev lineaarne operaator.
Vaatleme operaatorvorrandeid kujul
u=Ku+f (1.3)
ja
u, = P,Ku, +P,f , n € N, (1.4)

kus P, : E - E on projektorid, s.t. pidevad lineaarsed operaatorid omadusega B? = P,.

Teoreem 4 (vt [6], k 59). Olgu K lineaarne kompaktne operaator Banachi ruumis E.
Homogeensel vorrandil v = Kv olgu vaid null-lahend v = 0. Projektorid P, (n € N)
koondugu n — oo korral punktiviisi ithikoperaatoriks :

Pu - u, n— oo, (1.5)
stiga u € E korral

|B,u —u|lg = 0, kui n — oo.

Siis vorrand (1.3) on iga f € E korral iiheselt lahenduv ja leidub selline n, , et n = n,
korral on ka vorrandid (1.4) iiheselt lahenduvad. Vorrandite (1.4) lahendid u,, koonduvad

n — oo korral vorrandi (1.3) lahendiks u: ||u, —ullz = 0, kui n — oo. Kehtib veahinnang

lun —ulle < cllu =Rullg, n=mn,, (1.6)

kus konstant ¢ on mingi positiivne konstant , mkis ei sdltu arvust n ega vabalitkmest £.



2 Ruutspalainid

2.1 Ruutsplaini maoiste

Olgu antud 16ik [a,b] , kus-o<a<b<ow.Olgun €N = {1,2,...}. Valime
punktihulga
Ap={xg,..., xp1a = xg < x1 <...< X, = b}, (2.1
mida nimetame vorguks ehk 18igu [a,b] jaotuseks antud n korral .
Deninitsioon 5. Vorgule A, vastavaks ruutsplainiks nimetatakse funktsiooni

Sy = S2(X) =534, (%), mis rahuldab jérgmisi tingimusi :

1) s, on igal osaldigul [x;_q, x;] (i=1,...,n) ilimalt ruutpoliinoom, s.t.

S5(%) = co; + €% + c3;x?  kui x € [x;_1, x;];
2) syon pidevalt diferentseeruv 15igul [a,b], s.t. s, € C! [a,b] .

Edaspidi jaotuse A, punkte x;, x4, ..., X, nimetame splaini s, sdlmedeks ning kdigi
jaotusega A, seotud ruutsplainide hulga tdhistame suurusega S, (4,,) .

On lihtne ndha , et kui 32(1), 52(2) € S,(A,) on kaks suvalist spalini ning A ja 4 on

suvalised reaalarvud, siis ka s,_ 7\52(1) + ,usz(z)

€S, (A,). Seega S,(A,,) on vektorruum.
Osutub , et tema dimensioon on n + 2:

dim S,(A,) =n+ 2.

Tdepoolest, et ruutsplaini s, € S, (A,,) madravad &ra 3n parameetrit cg;, ¢4, C2;,
i=1,2,...n. Tingimus s, € C! [a,b] aga seab igas sdlmes x;, X5, ..., X,_; splainile s, (x)
kaks kitsendavat tingimust, sest nii s, (x) kui ka s5(x) peavad olema pidevad punktides
X1,X2,.--,Xpn_1. Seega saame kokku 2(n - 1) tingimust, mis kitsendavad parameetrite cy;,

C1j> C2; (1=1, 2, ..n) valikut. Niisiis, ruutsplain s, € S, (A,,) sisaldab iildiselt
3n-2(n-1)=3n-2n+2=n+2

vaba parameetrit. See ongi aluseks véidele , et dim S,(4,,) =n + 2.



Ruutsplaini s, € S,(4,) parameetrite mddramiseks seame tingimused, et
ruutsplain s, interpoleerib punktides zy, z4, ..., Z,, Zn4+1 €tteantud vairtusi

Ug, Uqy ey Uy, Upg1t

S,(z;)) = u;,1=0, 1, ..n+ 1, (2.2)
kus

Zo =Xy =a, (2.3)

Ziy1 = X; + 6;(xi31 — x;), 6; € (0,1), i=0,...,n-1, 2.4)

Zps1 = X = b. (2.5)

Rohutame , et suurused &y, dy,...,8,-1 on suvalised (kuid fikseeritud) arvud
vahenikus (0,1).
Edaspidi suuruseid ug,uq, ..., U4, tolgendame mingi 10igul [a,b] maédratud

funktsiooni u = u(x) vairtustena vastavalt punktides zy, 4, ..., Zn41:
u; =u(z), i=0,1,...,n+ 1. (2.6)

Interpolatsioonitingimusi  (2.2) rahuldavaid splaine s,€S5,(4,) nimetatakse

interpoleerivateks ruutsplainideks.

2.2. Interpoleeriva ruutsplaini esitus esimeste momentide kaudu
Olgu antud vork A,, ja funktsiooni ue C [a,b] vaértused u; = u(x;) ,
1i=0,1,...n.0lgu
h; =xi41 —x;,1=0,1,....,n-1.
Tingimusi (2.2) rahuldava ruutsplaini s, € C[a, b] saame konstrueerida jargmisel

teel. Tahistame
m; = sy(x;), i=0,1,...,n. (2.7)

Suurusi m,, ..., m, nimetatakse splaini s, esimesteks momentideks.

Kuna s;(x) on igal 16igul [x;, x;44] (i=0, 1,...,n- 1) lineaarne, siis ta avaldub kujul

X —X X—Xi
s3(x) = %mi + h_ilmi+1' (2.8)

kus x € [x;, x;+1]- Splaini s, (x) leidmiseks integreerime avaldist (2.8) :



X (X [Xit1—t ] t—x; ]
insz(t)dt—in[ PR ml+1] dt

ehk
(xi41—%)? h; (x—x)?
S2(%) = 55000) = My == S m g 2.9)
kus x € [x;, x;41]. VOttes siin x = z;,,, saame
(X' —7Z: )2 h: (Z' _x,)Z
$2(2i41) = 5(x) —my % +my =My %hll
Kuna
Zipr — X = 8;(xi41 — x;) = Gihy ;
Xiv1 — Zix1 = Xip1 — X — 6041 — X)) = hy(1 = 6y),
siis
hi(1-68;)? h; hi8;°
$2(Zi+1) = $2(x) —my ————+m; — + My ——.
Tingimuste (2.2) ja (2.6) tottu saame siit leida
hi(1-8;)2 h; h;&;
S2(xi) = u(Zigq) + My ———— =My 5 — My —— (2.10)
Arvestades seost (2.10), saame avaldise (2.9) kirjutada kujul
hi(1-68;)2 hy hi8;° 41—%)2 h;
52(%) = u(zi4) +m; 2 — mi— = Mg =~ — My (xl+21h.x) +my—+
l
(x—x1)?
+m;
i+17 5p,
ehk
Ri(1-8)%  (xjp1—%)2 (x—x)?  h&;°
500 = ulz40) + g M52 - BT oy | EX0 ROC] L (211)

X € [x;,%i41],1=0,1,...n- 1.

Paneme tihele , et kui vorduses (2.11) votta x =z; .4, siis saame

hi(1-8)% (xi+1—Zi+1)2] +m [(Zi+1_xi)2 _ hisiz]_
i+1 -

52(2i41) = U(zign) +m; M2 " o 2

hi(1—6i)2 hi2(1—5i)2
- n +miyg

(hi6)?  hisi®|_
2 2

= u(zi41) +my [ an; >

= u(z;4,1),i=0,...,n—1.
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Seega splain kujul (2.11) tdepoolest rahuldab interpolatsioonitingimusi (2.2).
Selleks, et s,(x) oleks pidevalt diferentseeruv tervel 16igul [a,b], on vaja, et s,(x)

ja s5(x) oleksid pidevad funktsioonid punktides x4, x5, ..., X,_1, s.t. peab kehtima

limy_y,_s;(x) =limy_ y.s,(x) ,i=0,1,...,n (2.12)

liMy - Sy (%) = limy 4 S5 (),1=0,1, ..., n. (2.13)

Kui (2.13) on esituse (2.11) korral automaatselt tdidetud, siis (2.12) kehtivust tuleb
esituselt (2.11) eraldi nduda.

Kasutades vordust (2.11) osaldigul [x;_1, x;], saame

hi—1(1-8;-1)% (xi_x)z]

limx—»xi— sp (%) = limx—»xi—[u(zi) +m;_y [ 2 2h;,

X —x;_1)% hi_16;_,° hi_1(1 = 8;_1)?
+mi ( Zh_lll) ol 121 1 l] =u(21)+mi—1[ i 1( z i 1) l+
ie
. \2 . .2 . _5. )2 . _5. .2
+m; [(;1}11—:)1 _ hl—ljl—l ] = u(z) + my_, [h1—1(1251—1) ] + m; [hl—1(1261—1 )]

Kasutades valemit (2.11) osaldigul [x;, x;,1], saame

] [hi(1—5i)2 _ (xig1=%)?

limy xy Sz (%) = limy 1 [u(zig1) +my 2 2h; ] +

(x—-x)?®  hi6; hi(1=8)%  (hy)?
+M41 [ 2hil - 121 ] =u(zi) +m; [ : Z;li ]"’
N hi8;°
m. J—
i+1 2

Seose (2.12) kohaselt peab seega kehtima
hi 1(1 8i- 1)2] +m [hl 1(1-8i )]

[h i(1-67)? (hl)z] n

u(z;) +m;—y [ 2h;

u(zi41) +my

L
+m;q |— > ,i=12,...,n—1.

Saadud seosed voime teisendada kujule

(1-8;_1)%hi_1 (1-8i_1)hi_1 +[1-(1-8)]ny 8i°hy _[u(zig)-u(z)]
2ty Tt 2(hi— +17) A Tmere LU el CR))

i=12,....n—1.
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Saime n - 1 vorrandist koosneva lineaarse algebralise vorrandisiisteemi suuruste

mg, my..., my leidmiseks. Kuna selles siisteemis on n+1 tundmatu

my, my..., myleidmiseks vaid n - 1 vorrandit, siis tuleb lisada kaks tdiendavat vorrandit.
Tingimuste s5,(zy) = u(zy) ja s5(zp41) = u(z,41) tottu saame leida vorranditele (2.14)

kaks vdrrandit lisaks. Tingimusest s,(z,) = u(z,) leiame esituse (2.11) abil, et
1-80)%—-1 8o’
u(Zo) = u(Zl) + my [% hol + mq [_%hol

ehk
1—(1-6p)° 502 . u(zy) — u(zo)

2 Mo ™57 = hy

Tuginedes vordusele s,(2,41) = u(z,41) , saame esituse (2.11) abil , et

2 _ 2
w(zy)) = u(zy) +my, . l(1—5n;) hn_ll+mn [(1 an; )hn_ll

ehk

(1- 6n—1)2 1- 6n—12 u(Zn+1) - u(zn)
Mt My = . .
n—1

Kokkuvottes saame jargmise vorrandisiisteemi suuruste mg,, m,..., m, leidmiseks:

1-(1-58¢)? 502 _

—2 mo + Tml —_ do,

1-8;_1)%h;_ 1-8;_12)hi_1 +[1-(1-8;)2]h; 5;2h;

( 13 1) 3 1mi—1 _I_( 1—1 ) i—1 [ ( 1)] 4 ; 3 3 mi+1 — di; (215)
2(hi—1+hy) 2(hi—1+hy) 2(hi—1+hy)
1-8,-1)2 1-8,_42

l( ; 2 my_q1 + ; . m, = dn'

kus
do = u(z1)—-u(zo)
ho
_ uzip)-u=)] . _ _
d;, = —(hi—1+hi) ,(i=12,...,.n—1. (2.16)

dn — U(Zp41)—u(zn)

hn—1

Esitame stisteemi (2.15) ka maatrikskujul:

Am=d,

12



kus A on n + 1 reast ja veerust koosnev ruutmaatriks kujul

1-(1-8,)2 8%

2 2 0 0 0 .. 0 0
(1-8)%hy (180" ho+[1-(1-8:)2Ihy 8:2hy
2(ho+hy) 2(ho+hy) 2(hg+hy) 0 0 .. 0 0
0 a-6)%h (1-8: ) +1-(1-6)2h, _8,°hy 0 0
2(hy+hy) 2(hi+hy) 2(hy+hy)
: . . . . (1_52)}1”_2+[1._(1_6)2]hn—1 ‘Szh'n—l
" ’ 0 0 0 2(hp-2thn-1) 2(hp—g+hp_q)
— 2 _ 2
0 0 0 0 0 (=851 1-6p1
2 2
(2.17)
ning
my dy
m; d,
m3 d3
— . -
m = : , d =
M1 dn—2
my dn

Siin otsivaks on vektor 71 ning vektori d komponendid on médiratud seostega (2.16).
Vdrrandisiisteemi (2.15) lahenduvuse uurimisel tugineme teoreemile 3.

Osutub , et maatriks (2.17) on domineeriva peadiagonaaliga .Tdepoolest, me saame :

1—(1=6)% &> 28,—28,°
%_%=%=50(1_50)>0;

(1=6iyDhis + 1= (A =6k (1=8i)*hiy  &°hy

2(hi—y + hy) 2(hi-y +h)  2(hi—g +hy)
(=6 +[1— (A= 6)%hy — (1= 6;-1)*hi—y — 6;°h;
B 2(hi—1 + hy) B
_ (28i-1=28i—1*)hi—1+(28;=28°)hi _ §i_1(1=8i_1)hi1+8;(1-8)h; >
2(hj—1+hy) (hi—1+h;) -
> min §;(1 —6;) > 0;

0<isn

1-6, 7% (=6, 26,1—28, 4
2nl _( 2n 1) — n-1 2 n-1 — n—1(1_6n—1)>0-

Teoreemi 3 podhjal on vorrandisiisteem (2.15) theselt lahenduv ning tema lahendi

mgy, my...,my, jaoks kehtib hinnang

13




max|m;| < ~max|d;],
0<isn q 0<isn

kus
q = min 6;(1 - §;)
O<isn
ja suurused d; (i=0,1,..,n) on madratud vordustega (2.16). Kuna suurused

mgy, My..., M, on vorrandislisteemist (2.15) iiheselt méiératud , siis on tiheselt méératud ka

splain s, (x) kujul (2.11).

Mirkus 1. Kui §;= % (1=0, 1, ..., n), siis suuruste my, m,..., m, jaoks kehtib hinnang

max|m;| < 4max|d; 218
Osisnl il Osisnl il (2.18)

kus suurused d; (i = 0, 1, ..., n) on médratud vordustega (2.16)

2.3. Ruutsplaini esitus baassplainide kaudu

Olgu A, seosega (2.1) antud vork punktidega xg, x;..., X,. Kuna S, (4,,) on vektrorruum,
mille dimensioon on n + 2, siis vdime valida ruumis S, (A,,) baasi , see tdhendab mingid
n + 2 splaini BY, B3, ...,B*! € S,(A,,) , mis on lineaarselt sdltumatud 18igul [a,b] ning

esitada S,(A,,) suvalise elemendi s, baassplainde lineaarse kombinatsioonina:

n+1

S,(x) = Z chZj(x) ,x € [a, b].

j=o
Siis ¢y, €q,--+,Cnyq On mingid konstandid .

Funktsioone BY, B, ..., BI*! nimetatakse vorgul A, antud teist jirku baassplainideks.

Teist jarku baassplainidena ehk  B-splainidena hakkame kasutama funktsioone

BY, B2, ..., B2 (vt niiteks [2], [5], [9]):

(x1—x)?
Bg(x) ={ (x1—x0)?
0 mujal ,

X € [xg,%1), (2.19)

14



(2 =x)(x—x0)
(x2—x0) (x1—x0)

(x—x9)(x1—%)
(x1—x0)2
(x2—x)?

(x2=x0)(x2—x1)

By (x) =

0 mujal ,

( (x—x;_5)?
(ci—xi—2)(xj—1—xi—2)
(x=xi—2)(xi—x)

(Xjp1=x)(x—xi_1)

X € [x1,x3),

(i1 =xi-1) (xi—x4-1)

Bi(x) = { CGri=xi—2)(xi~xi-1)

(xi11—x)?
(Xip1=2xi—1) (Xj41—%7)
\ 0
{ (X—xn—z)z

(en=xn-2)(xn-1—%n-2)

B?(x) = (x—xpn_2)(xn—x) Gen—x) (X—%n_1)
(xn_xn—z)(xn—xn_l) (xn—xn—l)z
0
mxn-0)®
B;H'l(x) = {(n—xn-1)? x € [xn—l’xn]ﬂ
0 mujal .

15

x € [xg,x1),

(2.20)

x € [xi—Z'xi—l)'
X € [xi—llxi)’
x € [x;,xi41),

mujal ,

i=2,3,...,n-1 (2.21)

X € [xn—Zan—l)l

X € [Xp_1,Xn), (2.22)

mujal ,

(2.23)



3. Fredholmi teist liiki integraalvorrandi lahendi olemasolu,

iihesus ja siledus

Olgu antud integraalvorrand kujul
b -
u(x) = [, lx = yIm*K(x, y)u(y)dy + f(x), x € [a,b]. (3.1

Sin0<a<1,K € C([a,b] X[a,b]) jaf € Cl[a,b] on antud ning u on otsitav.
Kui 0 < a < 1, siis funktsiooni
H(x,y) = |x —y|I™*K(x,¥) (x,y € [a,b],x # )

nimetatakse ndrgalt singulaarseks tuumaks, sest sel korral

0<x<b

b
max.f |H(x,y)|dy < oo. (3.2)
a

Kui vorrandi (3.1) tuum on ndrgalt singulaarne, siis vOrrandit (3.1) nimetatakse norgalt
singulaarse tuumaga Fredholni teist liiki integraalvorrandiks.

Vorrandi (3.1) lahendi olemasolu ja {ihesus on kirjeldatav jargmise teoreemiga.

Teoreem 6. Olgu0 < a <1, f € Cla,b]jaK € C([a,b] X [a,b]) . Olgu vorrandile (3.1)

vastaval homogeensel inegraalvorrandil

b _
ux) = [, lx = yIm*K (x, y)u@y)dy (x € [a,b]), 3.3)
olemas vaid tiviaalne lahend u = 0.
Siis vorrandil (3.1) on parajasti liks lahend u , mis on pidev funktsioon
16igul [a,b], s.t. u € Cl[a, b].
Tdestus: Integraalvdrrandit (3.1) vaatleme operaatorvorrandina

u=Tu+f 3.4

Banachi ruumis E = Cla, b], kus operaator T on defineeritud valemiga

(Tv)(x) = fflx —yI™*K(x,y)v(y)dy, 0 <a <1, x€[a,b],ve Cla,b]. (3.5
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Valemiga (3.4) defineeritud operaator T on lineaarne ja kompaktne, kui operaator ruumist
Cla, b] ruumi Cla, b] (vt.[4], Ik 215).

Eelduse kohaselt on vorrandile (3.1) vastaval homogeensel vorrandil u = Tu vaid null-
lahend. Sel korral jireldub teoreemist 2, et vorrand (3.3) on iiheselt lahenduv ja tema

lahend u € C[a,b]. m

Teoreem 7 . Vaatleme vorrandit (3.1) , kus @ = 0, s.t. vorrandit

u(x) = [ K, y)u@)dy + f(x), x € [a,b]. (3.6)
Eeldame , et K € C™([a, b] X [a,b]) ja f € C™[a,b], kusm € N.

Olgu vorrandile (3.6) vastaval homogeensel vorrandil
b

M@=fK@JM@MyﬂEMﬁL

a

ruumis C[a, b] vaid null-lahend.

Siis vorrandi (3.6) lahendi # on m korda pidevalt diferenseeruv 16igul [a,b]: u €
C™[a,b].
Toestus: Teoreemist 6 jareldub , et vorrand (3.6) on iiheselt lahenduv ning tema lahend u
on pidev 1igul [a,b]: u € C[a, b]. Jirgnevas niitame , et m = 1 korral u € C1[a, b].

Samasuse

b
uG) = [ KGyuwidy + 1)
a
diferentseerimisel saame

u'(x) = = [ Ko y)u@)dy + f'(x) (3.7)

d
0K (x,y)

Kuna K € CY([a, b] X [a, b]), siis on olemas osatuletis . mis on pidev , kui

(x,y) € [a, b] X [a, b] ning seetdttu

d b b 9K (x,y)
I K yu@dy = [ == u@)dy, x € [a,b].

0K (x,y)
0x

Kuna integreeritav funktsioon u(y) on pidev ruudus [a, b] X [a, b] , siis

matemaatilise analiiiisi kursusest teame, et integraal

f” 0K (x,y)

7y v0)dy (x € la,b])

a

kui muutuja x funktsioon on pidev 16iugul [a,b].
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Seoese (3.7) pohjal saame niitid , et

, b 0K (x,y)
u (X) = fa [;;y

u(y)dy + f'(x) ,x € [a,b], (3.8)
kus vorduse (3.8) parem pool on pidev iga x € [a, b] korral. Jérelikult funktsioonil u
leidub u' € CJa, b] ja teoreemi vdide kehtib m = 1 korral.

Olgu niiiid m = 2. Niitame , et siis u € C?[a, b]. Lihtume saadud samasusest (3.8).

Samasuse (3.8) diferentseerimisel saame , et

w6 = [2 (L) KGoyuGddy + (), x € [a,b). (3.9)

Seejuures (3.9) parem pool on pidev funktsioon 1digul [a,b]. Jarelikult funktsioonil u’
leidub tuletis u''(x) € C[a, b] ning teoreemi vaide kehtib m = 2 korral.

Analoogiliselt jatkates ndeme , et teoreemi vdide kehtib mistahes m € N korral.m

Mirkus 2. Olgu 0 <a <1, K€ C™([a,b] X[a,b]) , f€C™ab], m €N. Olgu
vorrandil (3.3) olemas vaid triviaalne lahed u = 0. Siis Teoreemi 6 pdhjal on vorrandil
(3.1) olemas iihene lahend u € C[a, b]. Sel korral aga tildiselt u € C™{a, b] .

Tdepoolest , olgu lihtsuse mottes K(x,y) =1, m =1, f € C'[a, b] ja oletame , et

u € C'[a, b] on vorrandi (3.1) lahend. Kirjutame vdrrandi (3.1) kujul

u(x) = [X(x - y)“u@)dy + [ (y — 0)"u(@)dy + f (x)
ehk

ux) = fox_at‘“u(x —7)dt + fob_xr‘“u(x +t)dt + f(x), x € [a,b].

Diferentseerime viimast vordust x jargi. Me saame

Xx—a

u'(x) = (x — a)"%u(a) + f 7% (x — T)dt +
0

b—x
+(b —x)"%u(b) + f 7% (x + )dt + f'(x)

0

ehk

b
u'(x) = (x—a) *u(a) +(b — x)"%u(b) + f x —y|™*u'(y)dy + ', (3.10)
a
kusa < x < b.Kunau' € C[a, b], siis h(x) = fflx — y|~%u'(y)dy on pidev iga
x € [a, b] korral, st h € C[a, b]. Eelduse jargi f' € C[a, b] jau' € C[a, b].
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Me ndeme , et virdsuse (3.10) vasakul pool on funktsioon u’(x), mis on pidev iga

x € [a, b] korral , kuis selle vorduse paremal poolel olev funktsioon on pidev vaid

x € (a, b) korral ning on tokestamata, kui x — a ja /vdi x — b (eeldades , et u(a) # 0,
u(b) # 0). Saadud vastuolu niitabki, et tldiselt norgalt singulaarse integraalvorrandi lahendi

upuhul u € Cl[a, b].

Selleks , et iseloomustada integraalvorrandi (3.1) lahendi tuletiste kditumist 0 < a <1
korral, toome sisse kaaluruumi C™%(a, b).

Mis tahes m € N ja 0 < a < 1 korral defineerime hulga C"™%*(a, b), mis koosneb
funktsioonile u € C[a, b] N C™(a,b) , mille puhul

m

> sup oy V| < o,

- a<x<b
Jj=1

kus Weyj—1(x) = (@ =0)** "1 (b —x)*™t, a<x<b,j=12,..,m.

Hulk C™“%(a,b) (m € N, 0 < a < 1) on Banachi ruum normiga
m
il = Illcfas) + ) Sup Waus OO @], e C™(ab).
j=1a<x<b

Kui u € C™%(a,b) (me N, 0 <a < 1),siis u € C[a,b] ja u € C"(a, b) ning kehtivad
jargmised hinnangud :

1 1
(a — x)ati-1 + (b — x)@ti-1|

a<x<b,j=1,2,..,m,

[uP )| < cjla— )47 (b —x)1"% < ¢ [

kus ¢q,cy, ..., ¢ on mingid positiivsed konstandid (mis voivad sdltuda parameetrist a €
(0,1), kuid ei sdltu argumendist x ).
Paneme tdhele, et

C™[a,b] € C™%(a,b) c C™F(a,b) c Cla,b], mEN, 0 <a<f<1.

Toost [7] jareldub , et kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 8. Vaatleme integraalvorrandit (3.1) , kus K € C™([a, b] X [a, b]),
f€C™*(a,b),n €N, 0 <a < 1.0lgu vorrandile (3.1) vastaval homogeensel
homogeensel vorrandil (3.3) vaid triviaalne lahend u = 0. Siis vorrand (3.1) on iiheselt

lahenduv ja tema lahend u kuulub ruumi C™%(a, b).
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4. Kollokatsioonimeetod

4.1 Kollokatsioonimeetodi Kirjeldus

Vaatleme integraalvorrandit

u(x) = [71x — y|"*K (x, y)u()dy + f(x), x € [a,b], @.1)

kus0 <a<1,K€C([ab]x][anb]),f €Clab].
Olgu 13igul [a,b] antud vork A, (vt 2.1) ja olgu sellele vorgule vastavad ruut- baassplainid
BY,B}, ..., B}t esitatud kujul (2.19) - (2.23). Integraalvdrrandi (4.1) lihislahendit u, €

S, (A,,) otsime ruutsplainina kujul
un(x) = $J23 ¢;BJ (%), x € [a,b], 4.2)

kus ¢y, ¢4, ..., cpy1 otsitavad kordajad. Nende leidmiseks asetame valemiga (4.2)
médratud funktsiooni u,(x) vorrandisse (4.1) ja nGuame , et vorrand oleks rahuldatud

vordustega (2.3)-(2.5) méératud puntides zy, z4, ..., Zp41, S-t.

up(z) = f:lzi — Y7 K (z;, Y)u()dy + f(2z),i=0,1,., n+ 1.
(4.3)

Neid tingimusi nimetatakse kollokatsioonitingimusteks.

Esituse (4.2) tottu votavad tingimused (4.3) kujul

. b _ i .
1B () = T [ [Nz~ YK (2o IBI DAy | + F(z), 1=0,1 .0+ 1
ehk

. b _ 1 .
jary [BZJ (z) — |, |z — y|"*K(2;, y)B; (y)dy] ¢ =f(z),i=0,1,...,n+1. (4.4)

Vordused kujul (4.4) on lineaarne algebraline vorrandisiisteem suuruste ¢y, C1,...,Cns1

leidmiseks. Selle siisteemi voib kirjutada ka kujul

AT =d,
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ehk

ap,0 a0, . . a0,n  a0,n+l <o £(20)
a0 a1 e e al,n al,n+1 cl f(zl)

= 5
an,0  an,l o e an,n an,n+1 Cn f(zn)
an+1,0 an+1,1 - - an+1,n an+l,n+1 ) \ Cn+l f(Zn+1)

Co
milles ¢ = (

) on otsitav ning
Cn+1

; b _ - ..
a;j = B; (z;) — J, zi =yl “K(z;,y)BJ(dy, 1,j=0,1,.,n+1.

4.2 Kollokatsioonimeetodi koonduvus

Olgu S,(4,,) vorguga A, (vt (2.1)) seotud ruutsplainide hulk.
Toome sisse operaatori P,: C[a, b] = C[a, b] , mis igale pidevale funktsioonile

u € C[a, b] seab vastavusse funktsiooni P,u € S,(4A,,) € C[a, b] ja rahuldab tingimusi
Paw)(z) =u(z) i=0,1,..,n+1, (4.5)

kus interpolatsioonipunktid z; ( i = 0,1, ...,n + 1) on médratud seostega (2.3)-(2.5).
Punktis 2.2 nditasime , et ruutsplain s, = P,u € S,(A,) on tingimustega (4.5) iiheselt
méidratud ja avaldub kujul (2.11):

hi(1-8)% (xi+1—X)2] (x=x)?  hsi?
2 2h; t Mgy 2h; 2 |’ (4.6)

X € [x;,%xi41],1=0,1,..n- 1.

Pa) () = w(zipy) +my |

On ilmne (interpolatsioonitingimuste (4.5) lineaarsuse tottu), et operaator

P,: Cla,b] —» C[a,b] on lineaarne. Kuna funktsioon P,u € S,(A,) c Cla, b] kujul (4.6)
on iga u € C[a, b] korral tingimustega (4.5) iiheselt méiratud , siis B> = B, , st P, on
projektor.

Olgu E ja F Banachi ruumid. Téhistame siimboliga L(E,F) koigi pidevate lineaarsete
operaatorite A: E > F ruumi normiga [|Al| ;g r) = sup{llAllg: u € E, |lullg = 1}.

Lihtsuse mottes edaspidi hakkame vaatlema tihtlast vorku , mille tdhistame

21



siimboliga A, st A, vork on A, (vt (2.1)) , mille sdlmed avalduvad kujul

x;=a+th,i=0,1,..,n,

kus h = b% . Veel eeldame , et §; = % (i=1,2, ..., n), st et interpolatsioonipunktid

(vt (2.3)-(2.5)) avalduvad kujul zy = xy = a, zy,4;1 =x, =b,z;=x;—= ,1=1,2, ..n.

Sel korral kehtib jargmine lemma.

Lemma 1. Olgu B,: C[a, b] —» C[a, b] operaator, mis igale funktsioonile u € C[a, b] seab
vastavusse funktsiooni P,u € S,(A;) ja rahuldab tingimusi (4.5) . Siis
Bl (craplcrany < 9- (4.7)
Toestus: Kasutades esitust (2.11) , saame iga x € [x;,x;41] (1 =0, 1, ..., n - 1) korral
funktsiooni (P,u)(x) hinnata jargmiselt:
2 2
Ba00O! < huCar)l + g = S [E20

(xir1—x)* | (x—x)? E]
2h + 2h + 8

h
< s
< |[ull¢rep; + ggi«'gllmll [8 +

h? + 2(xj41 — )% + 2(x — xi)zl

= llull¢ra,p + (grsliasﬁlmil l o

Kuna funktsioon h% + 2(x;;; — x)? + 2(x — x;)? saavutab oma maksimaalse viirtuse

punktis

Xt X
X =—

siis saame

-h2+2(xi+1 xi+xi+1)2+2(xi+xi+1 xi)Z
|(B) (Ol < ltllcre) + max|m,| 2

2 2 2 2
2h

= lull¢fap + Q{asilm"l

[ [ xj+hy2 i Xj+h 2
h2+2(xi+h il ) +2(x‘+x‘ xi) ]

2

e v2(§) +2(3)
2h

= |lull¢rap + &?ﬁﬁmﬂ

= lullcrap) + ggiasﬁlmilh-

Vorratuse (2.18) abil saame niiiid ,et

1(Ba) )| < lullcpap) + 4h max [MED"CE)

0<isn
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< llullcra,p + 4h

2|lull¢a,p i
h[a L =9 Jullcrap), * € [, Xi41], i=0,,1...0-1,

millest jareldub hinnang (4.7).
Edaspidi vajame ka jargmist tulemust (vt [1],[2]).

Lemma 2. Olgu Q,,: C[a,b] - C[a, b] operaator , mis igale funktsioonile u € C[a, b]

seab vastavusse funktsiooni Q,u € S,(A;), mis on defineeritud valemiga

n+1
Xi_1 + X

Qnu = Z [_%u(xi—l) +2u (T) - %u(xi)] B,
i=0
Kus X_; = Xg,Xp41 = X ,X; €A, (1=0, 1, .., n) ja baassplainid B. on defineeritud
valemitega (2.19) - (2.23). Siis iga osaldigu [x;, x;41] (1=0,1,...,n- 1) korral
llu — Qnullcxxisa] < 4distix,_, 2y, (W T2), (4.8)
kus

pEm;
ja 1, on ruutpoliinoomide hulk.

Teoreem 9 Olgu P,: C[a, b] = S,(A,) (n € N) interpolatsioonioperaator, mis rahuldab
tingimusi (4.5). Olgu 0 < a < 1, siis iga u € C>%(a, b) korral

_ b—
lu = Pyullerap) < ¢h*™%,  h === (4.9)
Kui u € C3[a, b], siis
b_
llw — Pnu“C[a,b] = C2h3 ’ h = Ta-
(4.10)

Siin ¢; ja ¢, on mingid positiivsed konstandid, mis ei sdltu suurusest h.

Tdestus: Olgu u € C>*[a, b] antud. Siis u € C[a, b] lemmade 1 ja 2 pdhjal

llu — Pyullciap; = llu — Quu + Quu—Pyullciap
= llu — Qnullciap) + 1Q@nu—Poutllcla,p)
= [lu = Qnullciap) + 1P (Qnu — Wll¢ian) (4.11)
< llu — Quullciap + 1Bl cicapionap it — @nitllclap
< llu = Quullean (1 + 1Pl ccclaproyian)
< 10]lu = Qnullcia,p)-
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Jérgnevas hindame suurust [|[u — Qnullc[g,p]-

Olgu x € [x;, x;41], kus 1€ {0, 1,..,n—1}ja x_; =xy,Xp41 = X, . Vaatleme

-1t+Xit+2

Taylori valemit funktsiooni u jaoks punktis t; = al integraalse jadklitkmega (vt

nditeks [8] lk 224):

— 1 i 2,111
UG = Ty () +5 | G = 92" )y,

kus
W (t)

Tyo2i(x) =ult) +u'(t)(x —t;) + > (x —t;)%
Kuna T, , ; on ruutpoliinoom, siis saame

distiy, | x;,,) (W T2) < |lu = T2 ”c[
Hinnangu (4.8) pohjal

|lu — Qnu"C[xi,xiH] <4 ”u - Tu,Z,i ”C[

Xi—1.Xit2]’

,i=0,1,...,n—1. (4.12)

Xi-1Xi+2]

Hindame suurust ||u—Tu’2,l- ”C[x- xiral’ i=20,1,...,n-1.
i—-1Xi+

Olgux € [x;_1,t;],1=0, 1, ...,n— 1. Kasutades eeldust u € C>%(a, b), saame

teaoreemi 8 pdhjal, et

WM <clly—a) 2+ (b —-y)"*2],a<y<b,c=const > 0.
Seega

1 17
460 ~ Tz @] = 5| [ = 2wy | = 5 [ = 02 Dl
t; X
<[ -0 - ) 2+ (b —y) " 2dy

t; ti
Cc c
= Ef v —x)?(y—a)™*2dy + Ef(y —x)?(b—y)~**dy
X X
t; t;
C c
< Ef(y —x)"%dy + Ef(y —x)4(b—y)~*2dy
X X
< c'ht ¢,
Kui u € C3[a, b], siis
[ux) = oo (0| < 5|f5 G = 20" )y | < c"h®,

Siin ¢’ ja ¢’ on mingid positiivsed konstandid , mis ei soltu suurusest h.
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Analoogiliselt saame x € [t;, x;4,](1=0,1,...,n—1, x,,4 = X, ) korral , et kui
u € C3%(a,b), siis
|u(x) = Ty ()| < ¢ R
ning u € C3[a, b] puhul
|u(x) = Typu ()| < "1,

Kus ¢ > 0jac"" > 0 on mingid positiivsed konstandid , mis ei soltu suurusest h.

Seega

”u_Tu,Z,i” <ch'™% i=01,..,n-1

Clxi-1Xi+2]

kui u € C3>%(a, b) ning

lw = Tzl <chd i=01..n-1,

Xi—1Xi+2]
kui u € C3[a, b]. Ka siin ¢; > 0 ja ¢; > 0 on mingid positiivsed konstandid , mis ei sdltu
suurusest h.
Vorratusest (4.12) jareldub niitid hinnang

lu — Quullcpeyx;y,) < 4cih™%, i =0,1,...,n-1,
kui u € C*%(a, b) ning hinnangu

lu — Qnullcpeyn;y,) < 4c2h*, 1= 0,1,...,n-1,

kui u € C3[a,b]. Viimases kahest vorratusest ja vorratusest (4.11) saame ldpuks

hinnangud (4.9) ja (4.10).m

Teoreem 10. Rahuldagu operaator P, (n € N) lemma 1 tingimusi. Siis iga funktsiooni
u € Cla, b] korral
|Byu — ullcre,p; = 0, kui n — oo, (4.13)

Tdestus: lemma 1 kohaselt ||B, || z¢c[a,p)cla,pp < 9 igan € N korral. Kuna

C3[a,b] € C3>%(a,b) (0 < a < 1), siis teoreemist 9 pdhjal iga u € C3[a, b] pdhjal
|1Pyu — ullcrg,p; = 0, kui n — oo,

Kuna C3[a, b] c C[a, b] on tihe ruumis C|[a, b], siis teoreemi 10 viide (4.13) jireldub

Bnach-Steinhausi teoreemist 1.
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Teoreem 11. Ecldame , et integraalvorrandi (3.1) tuuma |x — y|~*K (x, y) korral
0 <a<1lja Ke€C([ab]xlab]).Olgu f € Cla,b] ja olgu vorrandile (3.1) vastaval
homogeensel vorrandil (3.3) olemas ainult trivialane lahend u = 0. Olgu kasutusel iihtlane

vork Ap, ning interpolatsioonipunktid z, zy, ..., Z,, +1, olgu antud seostega (2.3)-(2.5) , kus
6; = % (1=0,1,...,n-1). Siis vorrand (3.1) on iiheselt lahenduv ja tema lahend

u € C[a, b]. Leidub selline ny, et n > n, korral kollokatsioonitingimused (4.3) méaravad
tiheselt lahendi u lahendi u,, € S,(4;) kujul (4.2) ning leiab aset koondumine

llun — ullcap) = 0, kui n — oo, (4.14)
Tdestus: Kirjutame vorrandi (3.1) operaatorkujul (3.4), kus operaator T on defineeritud
valemiga (3.5). Kuna vorrandil u = Tu on olemas ainult triviaalne lahend, siis teoreemi 10
pdhjal lahtevorrand (3.1) on iiheselt lahenduv ja tema lahend u € Cla, b].
Kollokatsioonitingimused (4.3) on kirjutatavad kujul

u, = P,Tu, + B,f , (4.15)
kus P, :Cla,b] » Cla,b] on kéesoleva punkti alguses defineeritud
iterpolatsiooniprojektor.
Teoreemi 10 pohjal operaatorid P, (n € N) koonduvad n — oo korral punktiviisi
tihikoperaatoriks . Teoreemi 4 kohaselt leidub selline n,, et n > ny korral on vorrand
(4.15) iiheselt lahenduv ja tema lahendi u,, korral kehtib jirgmine veahinnang:
litn, = ullcian < cllu = Patllerap) n =g, (4.16)

kus u € C[a, b] on in tegraalvdrrandi (3.1) lahend . Koonduvus (4.14) jireldub teoreemist

10.

Teoreem 12 . Eeldame, et vorrandi (3.1) korral 0 < a < 1,K € C3([a, b] X [a, b]) ja
f € C*%[a, b]. Olgu vorrandile (3.1) vastaval homogeensel vorrandil (3.3) olemas vaid
triviaalne lahend. Siis leidub n,, et n = n, korral kehtib hinnang

lluy, — u”C[a,b] < ¢ h'™e, (4.17)
kus h =b%a , u on vorrandi (3.1) lahend ja u, on lahendi u ldhend, mis saadud

kollokatsioonimeetodil (4.2)-(4.3). Kui u € C3[a, b], siis
”un - u“C[a,b] < C2h3- (418)

.. . . e . . e N b-a
Siin c¢; ja ¢, on mingid positiivsed konstandid , mis ei sdltu suurusest h = —
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Tdestus: Teoreemi 8 kohaselt kuulub vorrandi (3.1) lahend ruumi C™%(a,b). Teoreemist
11 jareldub, et n = n, korral méidravad kollokatsioonitingimused (4.3) iiheselt lahendi u
lahendi u, € S,(A,) ning kehtib vorratus (4.16) .Rakendades teoreemi 9, saame

hinnangud (4.17) ja (4.18).m

27



5. Arvulised tulemused

Antud peatiikis esitame kaks ndidet kiesoleva to0s teoreetiliste tulemuste

testimiseks . Nendes iilesannetes on vaadeldud integraalvorrandi

u@) = [Plx = yI"K (6, Y)u()dy + f(x) (x € [a,b],0 < a < 1) (5.1)

lahendamist punktis 4.1 kirjeldatud kollokatsioonimeetodiga (4.2)-(4.3) iihtlasel vorgul Ay,

s0lmedega

x=a+ih, h==2,i=0,1,.,n (5.2)

Interpoleerimispunktid on méaratud seostega (2.3)-(2.5) , kus §; = %, i=1,2,..,n.

5.1 Niide 1
Vaatleme integraalvorrandit (5.1) 16igul [a,b] = [0,4]. Eeldame , et

a=0,K(x,y)=e*7, f(x) =e”".
Sel korral on vorrandi (5.1) lahendiks fuktsioon
u(x) = —éex .

Teoreem 12 pdhjal kehtib vaadeldaval juhul kehtib veahinnang

max |u,(x) — u(x)| < ch3, (5.3)
asxs<b

kus u,, on meetodi {(4.2), (4.3)} abil saadud vorrandi (5.1) lahendi u ldhend, ¢ aga mingi
positiivne konstant, mis ei solltu suurusest h . Paneme téhele , et vorratuse (5.3) parema
poole suhe n ja 2n korral on 8. Vorratuse (5.3) vasakul poolel oleva vea liigikaudseks

arvutamiseks toome sisse suuruse

en = (I [un (i) — uCra)l, 5.4)
0<k<10
kus
h b—a
xik:xi+k1—0,h= o i=2o01...,n-1,k =0,1,...,10. (5.5)
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Mboned saadud arvulised tulemused erinevate n véartuste korral on toodud tabelis 1, mille

esimeses veerus on osaldikude arv, teises veerus on viga &, ja kolmandas veerus on suhe

:i . Tabelis toodud tulemused on kooskdlas teoreetilise hinnanguga (5.3): osaldikude arvu
2n

. . . . & .
n suurenemisel viga &, viaheneb ja suhe g—" ldaheneb arvule 8.
2n

Tabel 1

Osaldikude arv &n En
n €2n

4 0,1651

8 0,0202 8,315

16 2,427 x 1073 | 8,233

32 2,948 x 107* | 8,138

64 3,623 x 1075 | 8,074

128 4,487 x 1076 8,039
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5.2 Naide 2

Vaatleme integraalvorrandit (5.1) 16igul [a,b] =[0,1]. Eeldame , et

1
a=-,KCy) =1

fl) =Vx—ZTx— O | ln(14 VT =x) 450

4 4(1+\/ﬂ)2 2
Vorrandi (5.1) lahendiks on
u(x) = Vx.
Teoreemist 12 jéreldub, et vaadeldaval juhul kehtib veahinnang
Crlrsl?é(blun(x) —u(x)| < ch'¢, (5.6)

kus u,, on meetodi {(4.2), (4.3)} abil saadud vorrandi (5.1) lahendi u ldhend, ¢ aga mingi
positiivne konstant, mis ei solltu suurusest h. Paneme tdhele , et vOrratuse (5.6) parema
poole suhe n ja 2n korral on V2 = 1,414. Véorratuse (5.6) vasakul poolel oleva vea

liigikaudseks arvutamiseks toome sisse suuruse

en = (20X [un (i) — u G, 67
0<k<10
kus
h b—a _
ka=x1+kE; h= n ] 1 = 0)11-.-pn_11k=0,1,...,10. (5.8)

Moned saadud arvulised tulemused erinevate n vaartuste korral on toodud tabelis 2, mille

esimeses veerus on osaldikude arv, teises veerus on viga &, ja kolmandas veerus on suhe

;i . Me ndeme , et tabelis 2 toodud tulemused on kooskdlas teoreetilise hinnanguga (5.6).
2n

Tabel 2
Osaldikude arv &n &n
n €2n
4 0,112
8 0,068 1,571
16 0,043 1,499
32 0,029 1,467
64 0,02 1,452
128 0,014 1,434
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Lisad
Programmide Kirjeldused

Lisas 1 on toodud paketis Mathcad koostatud programmid, mida kasutatakse
niidetes toodud integraalvdrrandi (5.1) lahendamisel ruutspalin-kollokatsioonimeetodiga.
Esmalt leitakse programmiga X(n,a,b) vorgu punktid (2.1) ja programmiga Z(n,a,b)
interpoleerimispuntid (2.3)-(2.5). Vaadeldava integraalvdrrandi tuum |x — y|~*K(x,y),
parameeter a € [0,1) ,vabaliige f(x), lahend u(x) ja 16ik [a,b] tuleb iga niite jaoks eraldi
ette anda. Avaldised B200(t,x,H), B210(t,x,H), B211(t,x,H), B220(j,t,x,H), B221(j,t,x,H),
B222(j,t,x,H), B230(n,t,x,H), B231(n,t,x,H) ja B240(n,t,x,H) méédravad baasruutsplainide
esitused (2.17)-(2.21). Programm M(n,x) arvutab vorrandisiisteemi (4.4) kordajate {cj}:,iol
maatriksi. Kasutades Mathcadi funktsiooni Isolve , leiame vorrandisiisteemi (4.5) lahendi
VSLAHEND(n,a,b). Integraalvdrrandi lahendi ja ldhislahendi arvutame vastavalt
programmidega LAHEND(n,m,a,b) ja LAHISLAHEND(n,m,a,b).Integraalvdrrandi
lahendi ja ldhislahendi erinevust lisasdlmedes (5.5) uurib programm MAXVIGA(s,m,a,b).

Kasutajal tuleb ette anda sdlmede arv s = n ja lisasdlmede arv m (nédidetes m = 10).
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Lisa 1

Vorgu (2.1) punktid x¢, X4, ..., Xp:

X(n,a,b) := | for jeO..n

b-a

Xj - a+j-

Interpoleerimispuntid (2.3)-(2.5) zg, Z1, «++r) Zn41 :
Z(n,a,b) := |x<« X(n,a,b)
b-a

Ruutspalinid (2.17)-(2.21):

(x1 -9
B200(t,x, H) :=
H2
B210(t,x,H) = (=20 ) N (2 - )(t — x0)
X, H) : ; -
H 2-H
2
B211(t,x, H) := (2 -1
2H
32
B220(j,t,x,H) := M
2H
B221(j,t,x,H) := (t —Xj_z)-(xj _t) + (Xj+1 —t)'(t _Xj—l)
T 21
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(41 -1)°

B222(j,t,x,H) = ~—2
21
2
t—Xp—
B230(n,t,x,H) := #
2-H

B2t e o L2 ln 1) (s 20t —xa1)
2.1 >

H

B240(n,t,x,H) :=

B20(t,n) := |x < X(n,a,b)
b-a

n

(xl —t)2

h2

h «

if xg<t<x

0 otherwise

B21(t,n) := |x <« X(n,a,b)

h « b-a
n

(o)) Gozitzx) o
h2 2~h2
2

(xz—t) if x]<t<xp

24
0 otherwise
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B22(j,t,n) := |x < X(n,a,b)
b—
h « 2
n
2
t—xj-2
% if xj2<t<y
2-h
(t-x-2) (5 1) + (41 -
2-h2
2
Xi+] —t
@ if xj <t < %41
2-h
0 otherwise

B23(t,n) := |x <« X(n,a,b)
h « b-a
n
2
m if xp—2<t<xp-]
247
(t —Xn—2)(Xn _t) + (Xn _t)(t —Xn—l) if xp—1 <t<xy
2-h2 h2
0 otherwise

B24(t,n) := |x <« X(n,a,b)
b-a
n

(t—xn_1)2

h2

h «

if xg—1 <t<xpy

0 otherwise
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Vorrandiststeemi (4.5) suuruste ¢;, j=0,1,..., n+1,kordajate maatriks:

M(n,x) := heﬂ
n

o=
2

x<—X(n,a,b)
z<Z(n,a,b)
forje0..n+1

1

,0B247.0 - | (|3-3) “K(7.y) B20ty.x hydy

T

&

2
1

1
Ij,1B2(7,1) - (I%ﬂ)_a-K(a,Y)-BN@y,X»h)dYJX ([5-9)"*K(7.y) B2t tyx.bdy
X

X0
forke2..n—1
—1 1
fj kB2t k.5.1) —rk (I%—ﬂ)_“K(%,Y)'Bzzoksy,x,mdy—r (|%->1)_O‘K(%,Y)~1-’»22(k,mh)dy—fk (I5-3)"*K(7.) B222k.y.x lydy
X2 el M
1
prenatzal- | (5-d) g mmsoy- | (l5-o) Kl aminsicns
*n2 X1

Bj,n+1 <B24z.1) —r‘ (I5-3)""K(z.y) B240n.y.xhydy
Xn-1

VSLAHEND (n,a,b) := |x<« X(n,a,b)

z<« Z(n,a,b)

A < M(n,x)
for ie0..n+ 1
Fi« f(zi)

F

Isolve (A, F)
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LAHISLAHENDh, m,a,b) :=

LAHEND(n,m,a,b) :

x < X(n,a,b)
b-a
n

C < VSLAHENDn, a,b)

h«

for ie0..n—1

for ke 0..m

n-1
un.mk < CO-BZO(xiJr k-E ,nj + C1-le(xi+ k-E ,n) + (Cj~B22(j JXi+ k-E ,njj + Cn-BZ3(Xi+ k-E ,n) + Cn+1~B24(xi+ k-E ,nj
m m m m m

j=2

un

= |x <« X(n,a,b)

b-a

n

h «

for ie0..n -1

for ke0..m

h
g -m+k < ul X+ k-—
m

MAXVIGA(s,m,a,b) := | for pe0..s

suhted(s,m,a,b) :=

2
n<—2p+

un < LAHISLAHENI(n,m,a,b)
u < LAHEND(n,m,a,b)

o < maxl Ju—un )

p+2

Sp(—z

(o)

M «s

M<1> y

M

mv < MAXVIGA(s,m,a,b)<1>

for ie0..s -1

mvj

suhg «
mvij+1

suhe
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