TARTU ULIKOOL
LOODUS- JA TAPPISTEADUSTE VALDKOND

MATEMAATIKA JA STATISTIKA INSTITUUT

Hans Rahi
Juhuslike jadade vordlemine kolmekaupa
Markovi mudeli korral
matemaatiline statistika

Bakalaureuset6o (9 EAP)

Juhendaja: PhD Joonas Sova

TARTU 2026



JUHUSLIKE JADADE VORDLEMINE KOLMEKAUPA
MARKOVI MUDELI KORRAL

Bakalaureusetoo

Hans Rahi

Liihikokkuvote

Too6s kirjeldatakse ja uuritakse kahe juhusliku jada vordlemist kolmekaupa
Markovi mudeli korral. Alguses tutvustatakse kolmekaupa Markovi mudelit
ja pikima iihisjada pikkuse sarnasusmootu. Seejarel kirjeldatakse varjatud
Markovi mudeli (VMM) erijuhtu kolmekaupa Markovi mudelist. Viimases
peatiikis uuritakse varjatud Markovi mudeleid, kus varjatud protsess on ju-
huslik ekslemine téisarvudel. T66 kiigus 1abi viidud simulatsioonid néitasid,
et positiivselt korreleeritud emissioonide saartega mudeli ning positiivselt ja
negatiivselt korreleeritud emissioonidega seisundites eksleva mudeli korral on
pikima tihisjada pikkus suurem kui izd-jadade korral.

CERCS teaduseriala: P160 Statistika, operatsioonanaliiiis, programmee-
rimine, finants- ja kindlustusmatemaatika

Marksonad: Juhuslikud protsessid, Markovi ahelad, jadad

COMPARISON OF RANDOM SEQUENCES IN THE CASE OF
A TRIPLET MARKOV MODEL
Bachelor thesis

Hans Rahi

Abstract
In this thesis, we describe and explore comparison of two random sequences

in the case of a triplet Markov model. At first, we describe the triplet Markov



model and the length longest common subsequence (LCS) similarity measu-
rement. Then we explore the hidden Markov model (HMM) as a special case
of the triplet Markov model. Finally, we explore HMM-s where the hidden
process is a random walk on the integer line. The simulations conducted
during this study demonstrated that for both the model with islands of posi-
tively correlated emissions and the model randomly walking between states
of positively and negatively correlated emissions, the length of the longest
common subsequence is greater than for i.i.d sequences.

CERCS research specialisation: P160 Statistics, operation research, prog-
ramming, actuarial mathematics
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Sissejuhatus

Kahe jada sarnasuse mootmine on uurimisprobleem, mis leiab rakendust
mitmes teadusharus. Uks olulisimaid valdkondi on bioinformaatikas DNA-
ahelate vordlemine, kus genoomide sarnasuse kaudu saab uurida kahe isendi

voi liigi sugulust.

Teoreetilises késitluses on enamasti uuritud olukordi, kus vorreldavad jadad
on teineteisest soltumatud voi moodustavad iihise Markovi ahela, ehk paa-
rikaupa Markovi mudeli. Paarikaupa Markovi mudelit saame iildistada kol-
mekaupa Markovi mudeliks, kus vorreldavatele jadadele lisandub varjatud

protsess, mis voimaldab modelleerida keerulisemaid soltuvusstruktuure.
Bakalaureuset66 koosneb kolmest peatiikist.

Esimeses peatiikis antakse iilevaade kolmekaupa Markovi mudelist ja pikima

iihisjada pikkuse sarnasusmoodikust.

Teises peatiikis tutvustatakse varjatud Markovi mudeli erijuhtu ning uuri-
takse simulatsioonide abil pikima iihisjada pikkuse kéditumist iihe konkreetse

varjatud Markovi mudeli korral.

Kolmandas peatiikis uuritakse varjatud Markovi mudeleid, kus varjatud prot-
sess on juhuslik ekslemine taisarvude hulgal ning uuritakse simulatsioonide
abil pikima iihisjada pikkuse kiditumist iihe konkreetse juhusliku ekslemise

tiitipi mudeli korral.



1 Juhuslike jadade vordlemise mudel

Eeldame, et kiesoleva t66 lugeja on tuttav Markovi ahelate teooria pohitead-
mistega, millega voib tutvuda néiteks opiku , Toendosusteooria algkursus®

(Parna, 2013) 5. peatiikis.

1.1 Markovi ahelate omadusi

Kéesolev peatiikk pohineb konspekti (Aldridge, 2021) 9. ja 10. peatiikil ning
opiku (Pérna, 2013) 5. peatiikil.

Olgu X = X, Xy, ... diskreetse ajaga homogeenne Markovi ahel, mis votab
vaartusi seisundite ruumis X. Téhistame toendosuse, et olles seisundis j, on

Markovi ahel £ sammu pérast seisundis ¢
pij(k) = P( Xk = j1Xn = 1),

ja toendosuse, et seisundist j lahtuv Markovi ahel naaseb sellesse seisundisse

esimest korda k sammu parast

f](k) = P(Xn+k = j7 Xn+k*1 7£ jv "'7Xn+1 7é j‘Xn = .7)

Tuletame meelde korduva seisundi definitsiooni

Definitsioon 1.1. Markovi ahela seisund j on korduv, kui
Fy=) filk) =1
k=1

Kui F; < 1, siis on seisund j mooduv.

Toome vilja ka alternatiivse tingimuse korduvuse kontrollimiseks
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Lause 1.1. Markovi ahela seisund j on korduv parajasti siis, kui

> pi(k) =0

Téestus. Opikus (Pérna, 2013, Teoreem 5.2). ]

Téahistame esimese aja, mil Markovi ahel X jouab esimest korda parast n.

sammu seisundisse j
T,(7) = min{k > 1| X, = 7}

Paneme téhele, et T),(j) on juhuslik suurus, kusjuures statsionaarse Markovi
ahela korral ei soltu 7,,(j) jaotus arvu n valikust. Kui X on korduv, siis
arvestades, et >~ | f;(k) = 1, saame esitada keskmise naasmisaja seisundisse

7 kujul
i = BT ()X =) =Y kP(Xjpn = §. Xig # J, ... Xo # j| X = j)

k=n
= Z kf] (n)7
k=n

kusjuures Markovi ahela X homogeensuse tottu ei soltu juhusliku suuruse
T, (7) tinglik jaotus tingimusel X,, = j arvu n valikust. Keskmise naasmisaja

jargi saame jagada korduvaid seisundeid kaheks.

Definitsioon 1.2. Olgu j Markovi ahela korduv seisund. Kui p; < oo, siis
J on posititvselt korduv (ingl. k. positive recurrent). Kui p; = oo, siis j on

null-korduv (ingl. k. null recurrent).

Toome vélja kaks piisavat tingimust, et kaasnevate seisundite klass oleks po-

sitiivselt korduv.



Lause 1.2. Kehtivad jargmised omadused:

(i) (Solidaarsusteoreem) Korduvas kaasnevate seisundite klassis S C X on

koik seisundid posititvselt korduvad voi koik seisundid null-korduvad.

(i) Kui S C X on loplik kaasnevate ja oluliste seisundite klass, siis klass

S on positiivselt korduv.
(Aldridge, 2021, Alapeatiikis 9.3)

Jargneva tulemuse pohjal saab positiivselt korduvuse kaudu teha kindlaks

statsionaarse jaotuse olemasolu.

Lause 1.3. Mittelahutuval Markovi ahelal X leidub statsionaarne jaotus
mx = (mx(1),7x(2),...) parajasti siis, kui X on positiivselt korduv. Seejuures

statsionaarsed toendosused on theselt madratud vordustega mx(j) = i

Toestus. Konspektis (Aldridge, 2021, Teoreem 10.1). ]

1.2 Kolmekaupa Markovi mudel

Uks lihtsamaid mudeleid, mida juhuslike jadade vordlemisel kasutatakse on

itd-mudel (inglise keeles independent and identically distributed)

Definitsioon 1.3. Kéesolevas t60s nimetame iid-mudeliks juhuslike jadade
X =X,X,,...jaY =Y1,Y,, ... paari, kus jadade X ja Y elemendid on iga
k € N korral soltumatud juhuslikud suurused jaotusega X ~ Be(0,5), Y ~
Be(0,5).

Kolmekaupa Markovi mudeliks nimetame homogeenset Markovi ahelat W =

Wi, Wa, ... = (X1,Y1,71),(Xs,Ys,Z5), ..., kus marginaalprotsessid X ja Y
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votavad vadrtusi vastavatest 1oplikest seisundite ruumidest X' ja ) ning mar-
ginaalprotsess Z votab véaértusi iilimalt loenduvast seisundite ruumist Z.
Markovi ahel W votab vdartusi ruumis W C X x Y x Z. Kui Z = (), saame
erijuhu, kus W = (X,Y") on paarikaupa Markovi mudel. Paarikaupa Markovi
mudelitest on pikemalt kirjutatud bakalaureuset6ds (Iher, 2021). Kasutame

edaspidi vektorite esitamisel tahistust

a1 = (g, ..., ap).

Kéesolevas t60s kasitleme olukordi, kus tédheldatakse ainult loplikke jadasid
X1, € X" ja Yy, € V" Protsess Z on varjatud ehk latentne protsess, millega

modelleerime erinevaid soltuvusstruktuure.

Jadade vordlemisel kasutame iihisjada moistet.

Definitsioon 1.4. Jada zi.,, osajadaks nimetatakse jada z.,, mille korral
leiduvad indeksid

1<y << .. <, €n

selliselt, et

x, =2z, =12 k.

Definitsioon 1.5. Jadade z1., ja y1., thisjadaks nimetatakse iihist osajada,

ehk jada zi.;, mille korral leiduvad indeksid

1<y << .. <, <n

ja

I<h<jp<.<jps<m



selliselt, et

Ty =Y; =2, =12,k

Uhisjadade kaudu on defineeritud laialdaselt kasutatav jadade vordlemise

sarnasusmoodik.

Definitsioon 1.6. Jadade x1., ja y1.,, pikimaks tihisjadaks nimetatakse nen-
de jadade iihisjada, mille pikkus on maksimaalne ehk millest pikemat iihisaja-

da el leidu.

Naiide 1.1. Jadade x1..o = HEINAMAADE ja y1.19 = HEERINGAV AAL
pikim tiihisjada on 2., = HEIN AAA.

Edaspidi uurime jadade X;., ja Y., pikima iihisjada pikkust, mida tdhistame

L, = L(Xi.,, Y1) Esitame olulise tulemuse pikima tihisjada pikkuse kohta.

Teoreem 1.1. Olgu W statsionaarne, mittelahutuv ja positiivselt korduv

ruumis W. Siis leidub konstant ~ nui, et

Ly,
lim — =~ p.k, (1)
n—oo M
Jja
E(L, E(L,
lim (£n) = sup (£n) = . (2)
n—oo N n n

Toestus. Kuna pikima iihisjada pikkus on superaditiivne funktsioon, saab
antud eeldustel saab rakendada Kingmani subaditiivset ergoodilist teoreemi

ja Fekete lemmat. (Vt detaile magistritoost (Sova, 2015, Jéreldus 1.1)) O

Eelnevas teoreemis kirjeldatud konstanti v nimetatakse Chvatal-Sankoffi kons-
tandiks. On teada, et iid-mudeli korral on v vadrtus ligikaudu 0,812 (Bukh ja
Cox, 2022). Kui W on mittelahutuv ja positiivselt korduv, siis lause (1.3) jargi
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leidub sellel statsionaarne jaotus my . Seega, vottes W algjaotuseks statsio-
naarse jaotuse, on protsess W statsionaarne ja taidab teoreemi (1.1) eeldusi.
Samuti on teoreemi eeldused taidetud, kui W on 16plik ja W on mittelahutuv,

sest lause (1.2) jargi on W positiivselt korduv.

Molemad eelmises loigus kirjeldatud eritingimused siilitasid eelduse, et W
on mittelahutuv. Statsionaarse, kuid lahutuva Markovi ahela korral ei pruugi

L,,/n koonduda konstandiks.

Naide 1.2. Olgu W paarikaupa Markovi mudel seisundite ruumil W =
{(0,0),(1,0)}. Votame W algjaotuse vektoriks

Tw = (P(Wl = (an))7P(W1 = (LO))) = <0’5’ 075)

ja iileminekumaatriksiks

Seega W on lahutuv Markovi ahel, mis jadb kordama alguses voetud seisun-

dit. Ndeme, et W on statsionaarne, sest

mwP =(05-14+0,0+0,5-1)=(0,5; 0,5) = my.

Seejuures iga n € N korral

P(L,=0)=P(X, #Yi,.. Xpn #Y,) = PW; = ... = W, = (1,0))
= P(W, = (1,0)) = 0,5,
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ning analoogiliselt

Jarelikult

L L
lim — = — = Be(0,5).
n

n—oo M,

Teoreemi (1.1) abil voime toestada tulemusi ka mittejuhuslike jadade kohta.

Jareldus 1.1.1. Olgu z1, x5, ... ja y1,Y2, ... naturaalarvude jadad, molemad

perioodiga k. Siis jada (L(Z1.4,,Y1.m)/n) koondub.

Téestus. Olgu (x,) ja (y,) naturaalarvude jadad perioodiga k. Siis leiduvad
naturaalarvud aq, as, ..., ar ja by, bo, ..., b nii, et Tppri = a; ja Ympri = b; iga
m € NU{0}, 7 € {1,2,...,k} korral. Vaatame jadasid paarikaupa Markovi
mudelina W = (X, Y), mis votab védrtusi 16plikul hulgal {(a;, b;)|1 <@ < k}.

Kasutame arvupaaride jaoks tahistust ¢; = (a;, b;), i € {1,2, ..., k}. Votame

uleminekumaatriksiks
W ¢ ¢ c3 ¢4 Ck—1 Cg
cl 0O 1 0 O 0 0
Cy 0O 0 1 0 0 0
P = (3)
-1 10 0 0 0 .. 0 1
Cr, 1 0 0 0 .. 0 0

Markovi ahel (X,Y’) on mittelahutuv ja lause 1.2 (i) jargi positiivselt kor-
duv. Kuna p., = kiga i € {1,2,...,k} korral, omab (X,Y) lause 1.3 jérgi

statsionaarset algjaotust m = (%, %, e %) Kui votta algjaotuseks 7, on see
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Markovi ahel statsionaarne. Seega on teoreemi (1.1) eeldused téidetud ja jada

(L(X1.m, Y1:n)/n) koondub peaaegu kindlasti.

Veendume, et jada (L(x1.,, y1.,)/n) koondub. Oletame vastuvéiteliselt, et see
jada ei koondu. Sellisel juhul ei koondu ka Markovi ahel W algseisundi

Wy = (z1,y1) = ¢1, korral. Kuna

P(Win = (T1m, Y1:n)) = PWa = (T, Yn) (W1 = (Tn—1, Yn-1))..-
o P(Wa = (22,42)[Wh = (1, 11) P(W1 = (21, 91))

= P(W1 = (21,1)) = 7(c1) = %7

on jada (L(Xi.,, Y1.n)/n) koondumise toendosus iilalt tokestatud

L(X1, Y. 1
P(limwzy)gl—z<l, kus v € [0,1].

n—o0 n

Saadud tulemus on vastuolus asjaoluga, et (L(X.,, Y1.,)/n) koondub peaae-

gu kindlasti. Seega jada (L(x1.,Y1.n)/n) koondub. O
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2 Varjatud Markovi mudel
Kasutame tahistusi
U={(z,y): (z,y,2) € W}

ja

U — Ul, Ug, ces — (Xl,}/i),(XQ,}/Q),

Vaatame niinimetatud varjatud Markovi mudelit, kus Z,, soltub ainult Z,,_-

st ja U, soltub vaid Z,-st. Esitame ka formaalse definitsiooni.
Definitsioon 2.1. Markovi ahelat W nimetame varjatud Markovi mudeliks

(VMM), kui tema iileminekutoenéosused faktoriseeruvad kujul

QW(uv Z‘ula Z/) = QZ(Z‘Z/>]£<U’3)’

kus

> flulz) =1

ueU
ja

qw(u, z|u', 2"y = PWy = (u, 2)|Wiy = (W, 7)), k=2,3,...

on Markovi ahela W {ileminekutoendosused.

2.1 Varjatud Markovi Mudeli omadused

Esitame olulised tulemused varjatud Markovi mudeli tileminekutoenéosuste

kohta.

Lause 2.1. Olgu W warjatud Markovi mudel. Siis kehtivad jargmised oma-
dused:
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(i) Iga k > 2 korral

P(Wy, = (u,2)| Zy—1 = 2') = qz(2]2") f (u]2). (4)

(i) Mis tahes k > 2 korral kehtivad vordused

qz(2|2") = P(Z), = 2|Zy1 = 2), (5)
f(ulz) = P(Ux = u|Z), = 2). (6)

1) Juhuslik Z)T’OtSBSS Z on homogeenne Markovi ahel tileminekutoendosus-
t6g(l qZ(2|Z/)

Toestus. (i) Olgu k > 2, (u,z) € W, ja v’ € U suvalised. Vordus (4) kehtib,

sest

P(Wy = (u, 2)| Z—1 = 2') ZPWk (u,2), Uy = | Zy—1 = 2)

u' et
=3 P(Wi = (u,2)|[Wiey = (,2))P(Up—y = /| Zjoy = 2)
u' €U
= Z qw (u, z|u', 2" )P(Uy—1 = | Zj—1 = 2')
u' el
=az(2[) f(ul2) Y P(Upor = /| Zjy = 2') = 2 (2]2) f (u]2).

u' €U

(ii) Olgu k > 2. Nédeme, et iga z, 2’ € Z korral

P(Zy = 2|Zy1 =) = Y P(Wi = (u,2)|Zy_y = )

ueld

—ZZPWk (u,2),Up_1 = U | Zp_1 = 2)

uel u' el

14



= Z Z P(Wy = (u, 2)|[Wi1 = (W, 2"))P(Up—1 = | Z—1 = 2)

ueld u' el
- Z Z qw(u, Z|u/7 Z,)P(Uk—l - u/|Zk‘—1 = Z,)
uel u' el
=>4z ful2) P(Ukr = | 2y = 2)
uweld u' eU
=qz(z[) Zf(u|z) Z P(Up =21 = )
ueU u' el

=qz(212) Y flul2) = qz(2|2).

uel

Seega vordus (5) kehtib. Toestame vorduse (6). Paneme téhele, et iga (u, z) € W,

2 € Z korral
P(W, gz %P (Wi, = (u, 2)|[ Wiy = (u/,2")) P(Wi—y = (', "))
—2%% 2|2) f(ulz) P(Wiy = (o', 2))
= f(ulz) ;qmlz’) %P(Wk-l = (v, 7))

= f(ul2) %qz(zlz’)P(Zk-l = 2/)
= f(ul2) %P(Zk = 2| Zpr = 2 VP(Zpoy = 7')
= ful2)P(Z; = ).
Jarelikult
PU = w2y = o) = LWe=(2) _ fl)PZe=2) _ 0
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(iii) Olgu n € N suvaline. Ndeme, et iga z1., € Z™ korral

P(Zy=2n, Zr=2)= Y P(Wy=(un,z), ... W1 = (u1,21))

ul:neun

= > P(Wa = (un, 2) Wt = (s, 20m))

UL EU™

P(Wz = (U2,22)|W1 = (Ulyzl))P(Wl = (ulazl))

= Z qw (Uns 2n|tn-1, Zn—1)-.qw (U2, 22|u1, 21) P(Wy = (uy, 21))

UL EU™

= D az(zalz-)f (wnlzn) - qz(z2]2) f (sl 20) f (i |21) P(Z) = =)
UL €U

= gz (2l 2n-1)-qz(22]20) P(Z1 = 21) Y flun|za)... f(ui]21)

UL, €EU™

= qz(2n|2n-1).--qz(22|21) P(Z1 = 21),

Kuna vorduse (5) pohjal on z — gz(z|2') toendosusjaotus iga 2’ € Z korral,

on Z homogeenne Markovi ahel. O

Markovi ahelat Z nimetatakse ka varjatud Markovi mudeli reziimiks, jada
U elemente nimetatakse varjatud Markovi mudeli emissioonideks. Varjatud

Markovi mudeli korral voime vaikimisi eeldada, et W on méaratud ruumis
W={(u,z) € X x Y x Z: f(ulz) > 0}.
Kasutame edaspidi tahistusi

pzZ’z(n> = P<Zk+n = Z|Zk = Zl)?

pglvz/)(w) (n) := PWiyn = (u, 2)|W;, = (v, 2")),

kus k on suvaline naturaalarv. Tdestame abitulemuse tdenéiosuste pZ_(n) ja
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Plar (2 (1) kohta.

Lemma 2.1. lga (u,z2), (v, 2") € W,n € N korral

pE/Z’,z’)(u,z) (n) = f(u‘z)pgz(n) (7)

Toestus. Olgu (u, z), (v, 2") € W ja n € N suvalised. TéistGendosuse valemi
jargi iile koigi voimalike jada Wi, Wiiq, ..., Wiin, (k € N) realisatsioonide

summeerides saame

p}/g’,z’)(u,z)(n) = P(W/H-n = (U, Z)|W/€ = (ulv Z/))

= Z P(Wk+n = (U, Z), Wk+n—1 - (un—lu Zn—l)u

((ulvzl) ~~~~~ (Unflyznfl))ewn_l

s Wien = (un, 21) Wy, = (v, 21))

- Z P(Wign = (u, 2)[Wign—1 = (Up—1, 2p—1))...

((w1,21)5eeey(Un—1,2n—1))EWN—1
o P(Wiiq = (ug, 21)|[Wy = (W, 2'))

= Z QW(uaz"u’nfluanl)"'qW<u17z1’u/7z/)
((u1,21)ye s (Un—1,2n—1))EWP—1

= f(ulz) Z qz(2|2n-1).-.qz(z1]2) Z fun—1]zn-1)...f (wa]z1)

Zl:(n—1)€Zn71 ul:(n—l)eZ/{n71

=fulz) Y az(lzn)az(2]2) = f(ul2)pZ.(n) > 0.

21:(n—1) gzn-t
Arvestades, et

. flunalzma)flwlz) =

Up (1) EUNTL

= D flwlz) Y flusln) o Y flunalz)

uleuzl uzGUZ2 un71€uzn71
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= Z f(u]z1) Z f(ug|ze) ... Z J(tn1|zn1) = 1,

u1 €U u2 €U Up—1€EU

saalne

flz) Y azlzlza)az(al?) D Flunoalzn)of (w]2)

Zl:(n—l)EZn_l /U‘I:(n—l)ez/{n_1

=fllz) Y azzlze)az(2l2) = flul2)pZ.(n).

21:(n—1)EZ"T1

Seega vordus (7) kehtib. O

Kui eeldada, et Z on mittelahutuv, saame toestada W kohta taiendavaid

omadusi.

Lause 2.2. Olgu W varjatud Markovi mudel nii, et Z on mittelahutuv ruumsis

Z. Siis Kehitvad jargmised omadused

(i) W on mittelahutuv;
(i) W on korduv parajasti siis, kui Z on korduv;
(i1i) W on positiivselt korduv parajasti siis, kui Z on positiivselt korduv;

(iv) W on statsionaarse jaotusega
mw(u,2) = f(ulmz(z), (u2) €W, ®)

kus wz(2) on Markovi ahela Z statsionaarne jaotus.

Toestus. (i) Olgu Z mittelahutuv. Siis iga k € N, (u, 2), (v/,2) € W korral

leiduvad n,m € N nii, et pZ_(n) > 0 ja pZ,(m) > 0. Lemma (2.1) jirgi

p?@j’,z’)(u,z)(”) = f<u|z>pzz’z(n) > 07
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p?’u/,z)(u’,z’) (m) = pzZz’<m)f<u/|2/) > 07

seega W on mittelahutuv.
(ii) Kasutame toestuses lause (1.1) poolt antud tingimust.
Tarvilikkus. Eeldame, et W on korduv. Olgu (u, z) € W. Siis iga n € N korral

u'eU u'eUu

Markovi ahela W on korduvusest jareldub, et

S ) = S () =
n=1 n=1

Seega Z on korduv.

Piisavus. Olgu Z korduv. Siis

Sl n (1) = D Flul2)pZ(n) = Ful2) Y p?(n) = 0

Jarelikult W on korduv.

(iii) Kasutame lausest (1.3) teadmist, et Markovi ahel on positiivselt korduv

parajasti siis, kui sellel leidub statsionaarne jaotus.

Tarvilikkus. Olgu W positiivselt korduv. Siis leidub protsessil W statsionaar-
ne jaotus, mis on médratud toendosustega my (u, z), kus (u, z) € W. Naitame,

et vordustega
Z) = Z 7TW<U’7 Z)

méaaratud toendosused moodustavad protsessi Z statsionaarse jaotuse, ehk
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taidavad tingimust

mz(z) = Z qz(z|2") w7 (2).

ZeZ

Néeme, et iga z € Z korral

z(z) = Z mw (u, 2)

ueU

= Z Z Ww(U/,ZI)QW(u7Z|u/7Z,)

uel (u',z")ew

= >3 w2 )gz(2]2) f(ul2)

ueU ' eU 2’ €Z

=30 3> mw szl (ul2)

ZeZueld ueld

=D az(:1) Do mw( ) Y flul)

2'eZ u' eU ueU

= Z qz(z|2") Z mw (U, 2)

Z'eZ u'eUu

= Z qz(z]2 w7 (2).

Z'eZ

Seega protsess Z omab statsionaarset jaotust ning on jarelikult positiivselt

korduv.

Piisavus. Olgu protsess Z positiivselt korduv. Siis leidub sellel statsionaarne

jaotus 7. Piisab néidata, et toendosused
mw (u, z) = flulz)mz(2)
moodustavad protsessi W statsionaarse jaotuse. Ndeme, et

mw(u, z) = f(ulz)mz(2)

= f(ulz) Y az(zl)ma(2)

Z'eZ

20



= flul2) Y az(zl2)mz(2) Y f(u]2)

Zez u'ed

= > Rzl (D ()2

(u,z")ew

= Z qw (u, z|u', 2")mw (W, 27).

(u’,2")ew

Seega protsess W omab statsionaarset jaotust ning on jarelikult positiivselt

korduv.

(iv) Alajaotuses (iii) nidgime, et Markovi ahelal W leidub statsionaarne jaotus
parajasti siis, kui Markovi ahelal Z leidub statsionaarne jaotus, kusjuures

toendosused my (u, z) on médratud vordusega (8). O

Eelnevalt négime, et varjatud Markovi mudeli W reziim Z on Markovi ahel.

Emissioonide jada U kohta see {ildjuhul ei kehti.

Naide 2.1. Olgu varjatud Markovi mudel W méaératud ruumil
W ={(0,0,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)},

kusjuures Markovi ahela Z iileminekumaatriks on

0,9 0,1
0,3 0,7

reziimi algjaotus on statsionaarne jaotus

(m2(0),72(1)) = (0,75, 0,25)
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ja emissioonide tinglikud esinemistoendosused on

£((0,0)[0) = f((1,1)[1) =0,9;  f((1,1)[0) = f((0,0)[1) = 0,1.
Sellisel juhul

P(Us = (0,0)|Uy = (0,0),U; = (0,0))

 P(Us = (0,0), Uy = (0,0),U; = (0,0))
P(UQ = (070)7 Ul = (070))

_ Dgezs T2(21)4z(22]21) 42 (28] 22) £ (0, 0)[21) £ ((0, 0)|22) £((0, 0)] 25)

a > e eze Tz(21)qz(22]21) £((0,0)]21) £((0,0)]22)

_ 045676 0.81274,

0,562

samas

P(US = (070)7(]2 - (070))

P(Us = (0,0)|Us = (0,0)) =

P(Uy; = (0,0))
_ Yoy maez T2(22)qz(23]22) ((0,0)[22) £((0, 0)]23)
ZzQEZ WZ(Z2)f((O7 0)|Z2)
= @ ~ 0,80286.

?

Seega jada U ei tdida Markovi tingimust, sest

P(U3 = (070)‘[]2 = (070)>U1 = (070)) # P(U3 = (an)’UQ = (an))'
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2.2 Soltuvuse saartega mudel

Vaatame kiesolevas ning jargmises alapeatiikis varjatud Markovi mudelit W,

kus W = {0,1} x {0,1} x {0, 1} ja Markovi ahela Z {ileminekumaatriks on

0 1
p=V( r 1=pr), (9)
1\1—gq q

kus p,q € (0,1). Lause (1.2) pohjal on Z positiivselt korduv ning lause (1.3)
jargi saame anda sellele statsionaarse algjaotuse 7z = (m2(0),7z(1)), mis on

leitav valemitega

_ L=p
2—q—p

I—gq

0 = s =

7Tz(1)

Emissioonijaotuse f(u|z) moodustame selliselt, et X}, ja Y on Zi-st soltuma-
tud Be(0,5) jaotusega juhuslikud suurused, mis Zx = 0 korral on teineteisest

soltumatud ning Z;, = 1 korral positiivselt korreleeritud.

f(ul0) = éll iga u € U korral,
i_ kui

Full) = 5 —a, kuize{(0,0),(1,1)}, e [0’ }l) |
a, kui z € {(0,1),(1,0)},

Emissioonide X}, ja Y} kovariatsioon on statsionaarse jaotuse korral

cov(Xy, Vi) = E(X,Y3) — E(X)E(Y:)

= E[E(XyYi|Z1)] — E(Xi)E(Yz)

— 7(1) (% - oz) + im(o) - % — (1) (5 - a) - =AU
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Arvestades, et DX = DY, = 0,25, on X ja Y}, vaheline Pearsoni korrelat-

sioonikordaja
COV(XkYk)

P DX, DY,

Uheks huviks sellisest mudelist saadud vaatluste Xi., ja Y1., tolgendamisel

= 4COV(XkYk)

on varjatud jada Zi., jarjestikuste O-ide ja 1-de saarte pikkuste tuvastamine.

Definitsioon 2.2. Olgu Z jada, mis votab véédrtusi iilimalt loenduval hulgal
Z, olgu z € Z. Jada Z z-ide saareks nimetame osajada (Zy, Zyi1, -y Zrsi),
kus k,l € N ja

Z; = ziga k <1 < [ korral,

kusjuures

Zyp1 4 zvoi k=1

ning

Ztit1 7# 2.

Tuletame jérjestikuste 0-ide ja 1-de saarte pikkuste jaotuse.

Viide 2.1. Olgu Z Markovi ahel ileminekumaatriksiga (9). Siis

(i) 0-ide saarte pikkused on juhuslikud suurused jaotusega Geom(1 — p).

(i1) 1-de saarte pikkused on juhuslikud suurused jaotusega

Geom(1 — q).

Toestus. Toestame ainult véite (i), teise véite toestus on analoogiline. Olgu

T? esimese nullide saare esimene indeks, ehk

T7 := min{t € N|Z, = 0}
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Olgu k > 2, siis k-nda nullide saare esimese indeksi T} saame defineerida

induktiivselt
T =min{t > Ty ||Z; 1 = 1,7, = 0}.
Iga k € N korral on k-nda nullide saare pikkus defineeritud jargnevalt:
Ny =t Zpo=0,Z7041 = 0,00, Zpoyy 1 = 0, Zgoyy = 1.

Veendume, et mis tahes ¢ € N korral P(Ny = t) = p'~!(1 — p). Toepoolest,

P(NY =t) = P(Zpo = Zgo1 = . = Zposy 1 = 0, Zpo 4y = 1)

= Z P(ZT,S = Zrogr = o = Zppiy1 = 0, 4704 = 1T =m)P(T} = m)
meN

=Y P(Zn=Zni1 = . = Zims11 = 0, Zynyy = 1|TY = m) P(T} = m)
meN

=Y P(Zn=Zms1r = . = Zinsr1 = 0, Zypsy = 1T =m0, Z,y = 0)...
meN

P(Zy = 0|T) = m)P(T = m),

kus teine vordus tuleneb taistoendosuse valemist ja neljas vordus asjaolust, et
siindmus {Z,,, = 0} jareldub siindmusest {7y = m}. Arvestades, et siindmuse
{TY = m} toimunine on iiheselt miiratud juhuslike suuruste Z, Zs, ..., Z,,

poolt, saame Markovi omaduse ja toendosuste korrutamise lause pohjal

> P(Z=Zni1 = .. = Zmpr1 = 0, Zysy = 1T} = m, Z,, = 0)...

P(Z = 0|T}) = m)P(T} = m)

= Z P(Zmsr = Zmyor = oo = Zinyt1 = 0, Zynys = 1| Z,, = 0)P(T) = m)

meN
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=Y P(Zps1 = 01Zp = 0)P(Zyso = 01Zpi1 =0)...

meN

---P<Zm+t71 = 0|Zm+t72 = O)P(Zm+t = 1’Zm+t72 = O)P(T]g = m)

=p ' (1—p) Y P(TY =m)=p"'(1—p).

meN

Samamoodi saab veenduda, et P(Z, = 1,Z,,1 = 1,Z,.2 = 1,...) = 0.
Jarelikult P(T? < oo) =1 ja seega P(Ny =t) = p'~ (1 — p). O

Simuleerime iiht konkreetset néidet soltuvuse saartega mudelist.

Naide 2.2. Vaatame VMM-i, kus p = 0,9, ¢ = 0,8 ja o = 0,025. Siis reziimi

uleminekumaatriks on

ja emissioonide toendosused on

iga z € U korral,

RN

f(ul0) =

0,475, kuiu 0,0),(1,1)},
) € {(0,0),(1,1)}
0,025, kuiwu € {(0,1),(1,0)}.

Ulal kirjeldatud Markovi mudelit simuleeriti, kuni reziimi olek vahetus 10
000. korda. Joonisel (1) on kujutatud jadade X ja Yi.60 graafikuid, kus
valge taust tdhistab reziimi 0 ja hall taust reziimi 1. Joonisel ndeme, et Z;, = 0
korral votavad X, ja Y, sama vaartuse ligikaudu pooltel juhtudel ning 7, = 1
korral on enamik X ja Y vdartustest vordsed. Naite koostamiseks kasutati

programmi VMM _naide.R (Lisa 1).
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Reziim

. 0
1
Jada
ol
10 20 30 40 50 6

0 Y

Emissioon

Samm

Joonis 1: Soltuvuse ja soltumatuse saartega VMM-i esimesed 60 olekut.

Simulatsiooni jatkamisel, kuni reziim oli muutunud 10 000 korda, ehk jarjes-
tikuste 0-ide ja jérjestikuste 1-de saari oli molemaid tekkinud 5 000 tiik-
ki. Saadudu saarte pikkuste empiirilise jaotuse vordlemisel Geom(0,1) ja
Geom(0,2) jaotustega ndeme, et simulatsiooni tulemused on viitega (2.1)

kooskolas. (Joonis 2)

Nullide saared Uhtede saared

0.20 1 M

o
[
3

Jaotus
I:I Empiiriline
D Teoreetiline

Toenaosus
o
S
o

©
o
a

mmmmmmmﬂmmm mmm[ﬂmmmmmﬂ

123456 7 8 9101112131415>15 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15>15
Saare pikkus

Joonis 2: Jarjestikuste 1-de ja 0O-ide saarte empiirilised ja teoreetilised jaotu-

sed.

2.3 Simulatsioonid

Eelnevas alapeatiikis kirjeldatud VMM W on lause (2.2) jargi mittelahutuv ja
positiivselt korduv ning sellele saab anda statsionaarse algjaotuse 7y . Seega

tdidab mudel W teoreemi (1.1) eeldusi ning L,,/n koondub peaaegu kindlasti
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mingiks konstandiks ~.

Hindame simulatsioonide abil, kuidas soltub v parameetrite p ja ¢ vadrtus-
test, kui a = 0,025. Késitleme nelja mudelit, mille parameetrid p ja g, reziimi
statsionaarne jaotus 7y, emissioonide kovariatsioon cov(X,Y’) ja korrelat-
sioon pyy ning 0O-ide ja 1-de saarte pikkuste N} ja N} keskviirtused on

toodud tabelis (1).

Tabel 1: Ulevaade simuleeritavatest soltuvuse saartega mudelitest.

Mudel | p q 7z  cov(X,Y) pxy E(N?) E(N})
1 08 08 (3.3) 01125 045 5 5
2 09 09 (3,3) 01125 045 10 10
3 0,9 08 (33) 0,075 0,3 10 5
4 095 09 (2,1) 0,075 0,3 20 10

Mudelid 1 ja 2 viibivad reziimis 1 kauem, kui mudelid 3 ja 4, seega peaks ka
~ vaartus olema esimese kahe mudeli korral suurem. Lisaks saab mudeleid 1
ja 2 ning mudeleid 3 ja 4 omavahel vorreldes nidha, kas sama « ja 7z korral
ning jarelikult ka sama 7y korral mojutavad erinevad reziimi 0-ide ja 1-de
saarte pikkused v vaartust. Simulatsioonide labiviimisel kasutati programme

VMM _simulatsioonid.R ja NW2.cpp (Lisa).

Simulatsioonid viidi 14bi jargnevalt:

e Iga mudeli ja n € {100, 250, 500, 1000, 2000, 3000, 4000} korral generee-
riti valim 100-st jadade Xj.,, Y;., paarist.

e Needleman-Wunschi algoritmiga leiti iga genereeritud jadade paari kor-

ral L, vaartus.
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e Iga mudeli jan € {100, 250, 500, 1000, 2000, 3000, 4000} korral salvesta-
ti andmestikku valimikeskmine 4,,, standardhélve &, alumine kvartiil

do25 ja ilemine kvartiil ¢ 75.

Simulatsioonide tulemusel saadud valimikeskmised ja kvartiilide vahemikud
on toodud graafikul (3). Ndeme, et koigi mudelite korral L,,/n koondub ning
n = 1000-st edasi ei esine margatavaid valimikeskmiste koikumisi. Naeme, et
mudelitel 1 ja 2 on 4, vaartused suuremad, kui mudelitel 3 ja 4. Lisaks on
sama statsionaarse jaotusega mudelite korral 4,, vaartus suurem, kui 0-ide ja

1-de saared on pikemad.

0.86 1
1 1 -3
T L ad
0.84 1 + T B T
T -+ 1 1
R by 3
<= 1 i L
0.821 L ! h ;
0.80 1
T T T T T T T
100250 500 1000 2000 3000 4000

n

Reziim - p=08;9=08 - p=0,99=09 - p=09,g=08 -e= p=0,959g=0,9

Joonis 3: 4, vadrtused ja valimi kvartiilid.
Tabelis (2) on toodud 4, ja &, véidrtused n = 4000 korral. Tabelisse on

lisatud ka ligikaudne vy vaartus #d-mudeli korral. Nédeme, et soltuvuse saarte

lisamine suurendab 4, vaartust.
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Tabel 2: 4, vaartused ja valimi standardvead n = 4000 korral

Mudel 1 2 3 4 7id-mudel
A 0,838 0,848 0,822 0,831 0,812
6n 1 4,32-107% 490-107% 3,29-102 4,60-1073
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3 Juhusliku ekslemise tiitipi mudelid

Selles peatiikis vaatame varjatud Markovi mudeleid, mille reziim Z on juhus-
lik ekslemine téisarvude hulgal.
3.1 Lihtne juhusliku ekslemise tiitipi mudel

Kasitleme kdesolevas alapeatiikis lihtsat juhusliku ekslemise tiiiipi mudelit,

kus reziim on madratud juhuslike suurustega
Z1 =51, Zrx=Zr 1+ Sk, k=23, .., (10)
kus Si,Ss, ... on soltumatud juhuslikud suurused jaotusega
P(Sy=1)=p, P(Sp,=-1)=1-p, pe(0,1), (11)
ja emissioonid on méaratud vordusega

(1,1) kui Z, >0,
Uy = k=1,2,.. (12)

(2,3) vastasel korral,

T&histame

M, =|{1 <k<n:Z >0}, (13)

ehk M, on juhusliku ekslemise Z positiivsetes seisundites oldud sammude arv

esimese n sammu jooksul. Veendume, et antud mudeli korral M, /n = L,/n

Lemma 3.1. Olgu Markovi ahela W dleminekud mddratud seostega (10),
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(11) ja (12). Siis L,/n on proportsionaalne aeg, mil Z, > 0, ehk
Ly _ M (14)

Toestus. Vorduse (12) jargi on M, jadades Xj., ja Yi., esinevate 1-de arv.
Kuim =0, siis X; =2jaY; =3igat=1,2,...,n korral, seega L,, = M, = 0.
Kui 1 < M, < n, siis leiduvad indeksid 1 < ;3 < ip < ... < iy, < n,
mille korral X;, =Y, =1 (k = 1,2,...,M,). Seega jadadel Xy, ja Yi.,
leidub iihisjada pikkusega M,,. Arvestades, et X = {1,2} ja Y = {1,3},
saavad jadade X1., ja Y7., Uihisjadad koosneda vaid 1-dest, mistottu L, < M,,.
Jarelikult L,, = M, ja vordus (14) kehtib. O

On teada, et Z on siimmeetrilise juhusliku ekslemise (p = 3) korral null-
korduv ja mittesiimmeetrilise juhusliku ekslemise (p # %) korral moéduv
(Aldridge, 2021, Peatiikk 8). Uurime esmalt piirvaértust lim, .. (L,/n) mit-

testimmeetrilise juhusliku ekslemise korral.

Viide 3.1. Olgu Markovi ahela W idileminekud mddratud seostega (10), (11)

ja (12). Kehtivad jargmised vdited:
(a) kuip > %, siis (Lp/n) — 1 p.k;
(b) kuip < %, siis (L,/n) — 0 p.k.

Téoestus. Juhusliku ekslemise Z sammude S; (i € N) keskvédrtus on
E(S)=1-p—1-(1-p)=2p—1
Tugeva suurte arvude seaduse jargi leiab aset koondumine
lim liSz =2p—1 pk.
nee
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Arvestades, et

saame peaaegu kindlasti koondumise definitsiooni jérgi

P<lim lZn:2p—1) =1

n—oo M

Olgu M,, defineeritud vordusega (13) ning olgu M/ juhusliku ekslemise Z
mittepositiivsetes seisundites oldud sammude arvu esimese n sammu jooksul,
ehk

M, :=|{1<k<n|Z, >0}, M :=|{1<k<n|Z, <0}

On selge, et M,, =n — M/ . Seega lemma (3.1) jargi kehtivad vordused

L, M, - M
B DT W (15)
n n n

(a) Oletame, et p > % Olgu T varaseim aeg nii, et Z; > 0 iga k > T korral,
ehk

min{N eN:n>N=27,>0}, kui{NeN:n>N=27,>0}#0

00 muidu.

Veendume, et T' < 0o (ehk T € N) toendosusega 1. Toepoolest,
1>2PT<o0)=P(EneN:k>2n= Z,>0)
:P(HnEN:k>n$%>0)
Z
> P ElnEN:k}n:>2(2p—1)>?>0 (16)

:P(EInEN:kEné

7
f—(?p—l)‘ <2p—1)
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2P<V€>OEIn€N:k:>n: k

é—(210—1)‘ <5) (17)

1
:P(lim —Zn:2p—1) =1.

n—oo N,

Seejuures vorratused (16) ja (17) kehtivad toendosusmoodu monotoonsuse
tottu. Kui T' < oo, siis 0 < M, < T —1, seega piirvddrtuse keskmise muutuja
omaduse ning seose (15) teise vorduse jargi

n— M/ n n—T+1

. Ly, . . .
lim — = lim “=1lm—=lim — =1 p.k.
n—oo M n—oo n n—oo N n—oo n

(b) Oletame, et p < % Olgu T varaseim aeg nii, et Z, < 0 iga k > T korral,
ehk

mn{NeN:n>N=27,<0}, kui{NeN:n>2N=27,<0}#0

00 muidu.

Veendume, et T' < 0o (ehk T" € N) toendosusega 1. Toepoolest,

1>PT <o0)=PEneN:k>2n=2,<0)

:P<lim lZn:2p—1) = 1.

n—oo 1M

Kui T < oo, siis 0 < M, < T — 1, seega piirvadrtuse keskmise muutuja
omaduse ning seose (15) esimese vorduse jargi
M, 0 T—-1

. n . . .
lim — = lim — = lim — = lim
n—oo N n—oo n n—oo 1 n—oo n

=0 pk.

]

Eelnevast tulemusest jareldub, et konstant v voib leiduda ka mudelil, mis
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teoreemi (1.1) koiki eelduseid ei téida.

Naiivselt voiks arvata, et konstant v leidub ka stimmeetrilise juhusliku eksle-
mise ehk p = % korral. Kuna siimmeetriline juhuslik ekslemine on null-korduv,
ei ole teoreemi (1.1) eeldused téidetud ning selgub, et Z koondub L, /n jao-

tuse jargi arkussiinusjaotusega juhuslikuks suuruseks, mitte konstandiks.
Definitsioon 3.1. Juhuslik suurus X on arkussiinusjaotusega, ehk

X ~ Arcsin(0,1), kui tema jaotusfunktsioon avaldub seosega

;

0, kui x <0,

F(x) = § Zarcsin/z, kuix € [0,1],

1, kui z > 1,

\

ja tihedusfunktsioon avaldub seosega

ﬁ, kUILUG (0,1),

0, mujal.

Vaide 3.2. Kuip = %, letab aset koondumine

L, _
o d Aresin(0, 1). (18)
n

Toestus. Tekstis (Ackelsberg, 2018) toestatakse, et

LN Aresin(0, 1),

==

kus suurus M,, Lemma (3.1) jérgi on see samavidrne vaitega (18). O

Kontrollime seda tulemust ka simulatsioonide abil. Programmiga Arcsin _juhuslik _ekslemine.R
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(Lisa 1) Genereeriti 10000 realisatsiooni juhusliku ekslemise Z esimesest
n = 5000 olekust. Iga jada korral voeti vastavalt lemmale (3.1) L, /n vadr-
tuseks positiivsetes seisundite osakaal M, /n. Saadud L, /n vaartuste empii-

riline jaotus sarnaneb arkussiinusjaotusega. (Joonis 4)

Tihedus

- /x(1-x)

0.00 025 050 0.75 1.00
La/n

Joonis 4: L, /n vadrtuste histogramm koos arkussiinusjaotuse tihedusfunkt-

siooniga.

3.2 Positiivselt korduv juhusliku ekslemise tiiiipi mudel

Eelmises alapeatiikis kirjeldatud mudel ei taitnud teoreemi (1.1) eeldust, et
W on positiivselt korduv, sest iihegi p € (0,1) korral ei olnud Z positiivselt

korduv.

Kéesolevas alapeatiikis koostame positiivselt korduva juhusliku ekslemise Z,
mis ei triiviks jaddavalt nullist eemale. Jatame esialgu seisundi Z; jaotuse

ning emissioonide Uy, tinglikud jaotused méiiramata. Uleminekud méadrame
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vordustega

Zi—1+ Sk, kui Zj_1 >0
7, = k=23, .. (19)

Zg_1 — Sk, muidu,

kus S5, S3, ... on soltumatud juhuslikud suurused jaotusega

Antud juhusliku ekslemise tileminekud on kujutatud joonisel (5).

IL—p L—=p I—p p P p

- BOSOEmON
\/QD/_\_:CD/\ ~_
p p 1—p 1—p 1—p 1—p

Joonis 5: Juhusliku ekslemise (19) {ileminekute diagramm

Jargnevalt toestame, et p € (O, %) korral on juhuslik ekslemine Z positiivselt
korduv. Kuna Z on mittelahutuv, piisab toestada, et seisund 0 on positiiv-
selt korduv. Kuna seisundi positiivselt korduvus on defineeritud keskmise
naasmisaja kaudu, huvitab meid erinevate juhusliku ekslemise Z voimalike
teekondade arv, mis algavad seisundist 0 ning naasevad 2n sammu pérast
esimest korda seisundisse 0. Sellised teekonnad rahuldavad iiht kahest jérg-

nevast tingimusest

1. 29 =129, =1,jaz, > 1igak €{2,3,...,2n} korral;

2. 29 =29, =—1,jaz < —ligak € {2,3,...,2n} korral.

Iga esimest tingimust rahuldava teekonna toendosus on p™(1 — p)™ ning iga
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teist tingimust rahuldava teekonna toensiosus on p"~!(1 — p)"*1. Téhistame

P(le(n+l) = Zl:(n+1)|Zl =2)>0

NZSO(CL) = 21:(n+1) € Zn+1 : Zl = a, Zn+1 =q

Z; £ 0Vi€{2,3,..,n}

Ehk N7°(a) on erinevate voimalike n sammu pikkuste juhusliku ekslemise Z
seisundis a algavate ja loppevate ning vahepeal seisundit 0 mitte kiilastavate
teekondade arv. Seisundist 0 algavate ning esimest korda 2n sammu pérast

seisundisse 0 naasvate teekondade arvu annab jérgnev abitulemus.

Lemma 3.2. Kehtivad jargmised seosed

Vit = 5 (%) (21)

B 2n—1\n
N3 (0) =2-Njp (1) (22)
1/2(n—1)
#0 _ A0 _
N3p1y(=1) = NJ, (1) = E( n_ 1 ) (23)

Toestus. Vordused (21), (22) ja seose (23) teine vordus on toestatud tekstis
(Alm, 2006, Alapeatiikk 4.1). Seose (23) esimene vordus tuleneb siimmeetri-
ast. [

Kasutame edaspidi teadmist, et arvjada {N;?g_l)(l) ° , puhul on tegemist

Catalani arvudega.

Definitsioon 3.2. (Guichard, 2025, Alapeatiikk 3.5)Catalani arvudeks ni-

c, = (2"> neNU{0}

n+1l\n

metatakse arve

On selge, et NP0

2(n—1)(1) = N,

71y (—1) = Cy ning N3,’(0) = 2C,_y. Seega

saame esimest korda esimest korda 2n sammu jarel seisundisse 0 naasmise
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toendosuseks
P(T =2n|Zy = 0) = Coma(p"(1=p)" +p" (1 =p)""") = Coap” (1 = p)",
kus T" on aeg, mil Z naaseb esimest korda seisundisse 0, ehk

T =min{k >1: Zy, = 0}.

Jargnevas toestuses kasutame genereeriva funktsiooni moistet

Definitsioon 3.3. Arvjada {a,}>2, genereerivaks funktsiooniks nimetatakse

astmerida

o0
= Z a,x".
n=0
Votame teadmiseks, et funktsioon

Mic

on Catalani arvude jada {C,}>2, genereeriv funktsioon ning funktsioon

1 = [2n\ ,
V1 —dx _nzz (n)x
on arvjada {(2")} _, genereeriv funktsioon (Wilf, 1994, Alapeatiikk 2.5).

Kuip = %, on tegemist siimmeetrilise juhusliku ekslemisega, mida kasitlesime

eelmises alapeatiikis. Jargmises toestuses vaatame vaid olukordi, kus p # %

Vaide 3.3. Olgu juhusliku ekslemise Z tileminekud mddratud seostega (19)
ja (20). Kehtivad jirgmised vdited:

1. Kuip> —, stis Z on mooduv.
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2. Kuip< %, sus Z on posititvselt korduv.

Toestus. Solidaarsusteoreemi pohjal piisab veenduda, et seisund 0 on moo-
duv, kui p > % ja positiivselt korduv, kui p < % Kuna Z on homogeenne,
eeldame tldisust kitsendamata, et Z; = 0. Naitame esmalt, et Z on méoduv,

kui p > %, ja korduv, kui p < % Seisundi korduvuse definitsiooni jargi peame

naitama, et
Y P(T=n|Z=0) <1, kuip> >
n=1

= 1
Y P(T=nlZ=0)=1kuip< 5
n=1

Arvestades, et juhuslik ekslemine ei saa paaritu arvu sammudega samasse

seisundisse naasta, saame
Y P(T=n|Zi=0)=) P(T=2nZ1=0)=) Cpip"'(1-p)"
n=1 n=1 n=1
=(1-p))_ Culp(1—p))".
n=0

Rakendame Catalani arvude jada genereerivat funktsiooni, kus x = p(1 —p),

siis
Y P(T=n|Z=0)=(1-p)) Culp(l-p)" =
n=1 =0
_A-pA =14 -p) 1-@p -1
2p(1 —p) 2p
- p-1 ) 5E<L kuip> g
) & : =1, kui p < 1.



Esimene véide on toestatud. Olgu p < % Niitame, et Z on positiivselt kor-
duv, ehk
E(T|Z, =0) < >

Naeme, et
E(T|Z; = 0) = ZQnP =2n|Z; =0)=2(1-p) > (n+1)Cy(p(1 - p))"
n=0
2n n
=2(1—p) Z ) —p))
n=0

Rakendame jada {(:)} _, genereerivat funktsiooni. Vottes z = p(1 — p),

saalne

Btz -0 =20-pY (1) e -p)

n=0
2(1 — — —
1-p) _20-p) _2-2p .
1—4p(l—p) 2p—1] 1-2p 1—2p
Seega juhul p < % on Z positiivselt korduv. O]

Oletame edaspidi, et Z on varjatud Markovi mudeli W reziim ja p < % Lause
(1.3) jérgi leidub juhuslikul ekslemisel Z statsionaarne jaotus, mille votame
algseisundi Z; jaotuseks. Sellisel juhul on reziimiga Z VMM W statsionaarne,
mittelahutuv ja positiivselt korduv, mistottu teoreemi (1.1) jargi koondub

sellise mudeli korral L, /n peaaegu kindlasti mingiks konstandiks ~.

Mudelil W voivad olla mis tahes emissioonijaotused f(u|z), kuid konkreetsuse

mottes vaatame olukorda, kus X = Y = {0,1}, W = X x Y x Z ning
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emissioonide tinglik jaotus on maaratud jargnevalt:

2z+1

1 arctan :
_+—4, kui u € {(an)a(lal)}7
fal =4 2
1 arctan 22tL .
1 ——=——, kuiue{(0,1),(1,0)}.

Kuna arctan(x) on rangelt kasvav funktsioon piirvaartustega

. m . . ™
lim arctan(z) = —, ja  lim arctan(z) = ——,
T—+00 2 T——00 2

saame emissioonitoendosuste piirvaartusteks

I fulz) =g, D f(ulz) =0, kuiue{(0,0), (1,1}
Zli_)rglo f(ulz) =0, Zgr_noof(u|z) = %, kui u € {(0,1),(1,0)}.

Seega emissioonitoendosusi (24) kasutades saame mudeli W, kus X}, ja Yy on
negatiivse reziimi korral negatiivselt korreleeritud ning mittenegatiivse rezii-
mi korral positiivselt korreleeritud, seejuures korrelatsiooni tugevus soltub 7,
absoluutvairtusest. Kuigi paaride (X, Y%) tihisjaotused on Zy-st séltuvad, on
Xy ja Yy Zg-st soltumatud juhuslikud suurused jaotusega Be(0,5). Tabelis
(3) on esitatud emissioonide toendosused, X}, ja Y} tinglikud kovariatsioonid

ning Pearsoni korrelatsioonikordaja viartused —3 < z < 3 korral.
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Tabel 3: f(u|z), cov(X,Y|Z = 2) ja px,y|z=. vadrtused —3 < z < 3 korral.
z -3 -2 -1 0 1 2 3

f((0,0)]2)

0,107 0,148 0,211 0,289 0,352 0,393 0417
f((L1)]2)
f((0,1)]2)

0,393 0,352 0,289 0,211 0,148 0,107 0,083
f((1,0)]2)

cov(X,Y|Z =2) | —0,143 —-0,102 —-0,039 0,039 0,102 0,143 0,167

PXY|Z=2 ~0,572 —0,408 —0,156 0,156 0,408 0,572 0,668

Naide 3.1. Vaatame iihte simuleeritud néidet mudelist W. Kuigi mude-
lil W leidub statsionaarne jaotus, oleks selle leidmine keeruline. Selleks, et
jada simuleerimisel statsionaarsuse eeldust rahuldada, voime alustada si-
mulatsiooni fikseeritud reziimi alguspunktist Z; = 0 ning eemaldada saa-
dud jada algusest mingi arvu vaartuseid (nn burn-in perioodi). Joonisel (6)
on toodud néide sellise mudeli realisatsioonist. Emissioonid X} ja Y, vo-
tavad enamjaolt positiivse reziimi korral samu véédrtuseid ning negatiivse
reziimi korral erinevaid védartuseid. Néaite koostamiseks kasutati programmi

PK juhuslik ekslemine naide.R (Lisa 1).

Reziim

Emissioon
BN

10 20 30 40
Samm -X

Joonis 6: Positiivselt korduva juhusliku ekslemise reziimiga VMM-i 40 olekut.
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3.3 Simulatsioonid (2)

Hindame simulatsioonide abil, kuidas soltub eelmises alapeatiikis kirjelda-
tud mudeli korral v vidrtus parameetri p véartusest. Vorreldi kolme erineva
p vaartusega mudelit: p = 0,25, p = 04, p = 0,48. Vaikse p korral viibib
mudeli reziim seisundites 0 ja —1 voi nende ldhilimbruses, seega emissioo-
nid X}, ja Zi on enamasti norgalt korreleeritud. Suure p korral triivib reziim
tihedamini 0-st eemale ning seega on toenéoliselt ka suurem osa emissiooni-
dest tugevalt korreleeritud. Simulatsioonide labiviimisel kasutati programme

PK Juhuslik ekslemine simulatsioonid.R ja NW2.cpp (Lisa 1).

Simulatsioonid viidi labi samamoodi, nagu alapeatiikis (2.3):

e Iga mudeli ja n € {100, 250, 500, 1000, 2000, 3000, 4000} korral generee-
riti valim 100-st jadade Xj.,, Y., paarist.

e Needleman-Wunschi algoritmiga leiti iga genereeritud jadade paari kor-

ral L, vaartus.

e Iga mudeli jan € {100, 250, 500, 1000, 2000, 3000, 4000} korral salvesta-
ti andmestikku valimikeskmine 4,,, standardhélve &, alumine kvartiil

do,25 ja ilemine kvartiil ¢p 75.

Simulatsioonide tulemusel saadud valimikeskmised ja kvartiilide vahemikud
on toodud graafikul (7). Ndeme, et koigi mudelite korral 4,, koondub ning
n = 2000-st edasi ei esine margatavaid valimikeskmiste koikumisi. L,, /n koon-
dumisele vihjavad ka kahanevad kvartiilide vahemikud. Naeme, et suurema

p korral on ka 7, vadrtus suurem.
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0.850

0.825

T - —=
<= o 1
0.800 - -

0.7754

|

100250 500 1000 2000 3000 4000
n

ReZiim —e- p=025 —» p=04 p=0,48

Joonis 7: 4, vadrtused ja valimi kvartiilid.

Tabelis (4) on toodud hinnangute 4, ja valimidispersioonide & vadrtused n =
4000 korral. Tabelisse on lisatud ka ligikaudne ~ vaartus ¢d-mudeli korral.
Néeme, et mudeli W saavutatav 4, vaartus on p = 0,25 korral ligikaudu
sama, mis d-mudelil, ning suuremate p vaartuste korral iiletab 4, vaartus

1id-mudeli oma.

Tabel 4: 4, vaartused ja valimi standardvead n = 4000 korral

Mudel | p=10,25 p=04 p=0,48  did-mudel

Yn 0,809 0,817 0,830 0,812
& 2,14-107% 3,90-1072 1,08-102
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Kokkuvote

To6s anti iilevaade pikima iihisjada pikkuse sarnasusmoodikust L,,, kolme-
kaupa Markovi mudelist ning juhuslike jadade vordlemisel kasulikest varjatud

Markovi mudeli omadustest.

Lahemalt késitleti varjatud Markovi mudelit, mille emissioonid (X, Y)) on
soltumatud reziimi seisundi Z; = 0 korral ning positiivselt korreleeritud re-
ziimi seisundi Z;, = 1 korral. Simulatsioonidega leiti, sellisel mudelil on L,,/n
piirvaartus suurem, kui #2d-mudelil, kusjuures pikima iihisjada pikkus on suu-
rem siis, kui reziimi seisundi 1 statsionaarne toenéosus on suurem ja reziimi

saared on pikemad.

Samuti kasitleti varjatud Markovi mudeleid, mille reziim Z on juhuslik eksle-
mine. Kirjeldati erijuhtu, mille korral L, /n koondub jaotuse jargi Arcsin(0,1)
jaotusega juhuslikuks suuruseks. Koostati positiivselt korduva juhusliku eks-
lemise reziimiga mudel, mille emissioonid (Xj, Y)) on Z; < 0 korral negatiiv-
selt korreleeritud ning 7, > 0 korral positiivselt korreleeritud. Simulatsioo-
nidega néidati, et ka sellise mudeli korral voib L, /n koonduda suuremaks

vaartuseks, kui 7id-mudeli korral.
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Lisa 1. Kasutatud programmid

Simulatsioonide labiviimiseks ja nende tulemustest jooniste koostamiseks
kirjutati programmid keeles R (R Core Team, 2026). C++ keeles kirjuta-
tud Needleman-Wunschi algoritmi iihildamiseks R-ga kasutati paketti Repp
(Eddelbuettel ja Balamuta, 2018). Simulatsioonidest saadud andmete t66t-
lemiseks kasutati pakette tidyr (Wickham, Vaughan ja Girlich, 2025) ja
dplyr (Wickham et al., 2026). Jooniste koostamiseks kasutati paketti ggplot2
(Wickham, 2016). Programmide loetelu ja lithikirjeldused on jérgnevad:

e VMM naide.R - Niites (2.2) kirjeldatud soltuvuse saartega varjatud

Markovi mudeli simuleerimine ja jooniste koostamine.

e VMM simulatsioonid.R - Alapeatiikis (2.3) soltuvuse saartega mudeli

simuleerimine ja graafiku koostamine.

e Arcsin_Juhuslik ekslemine.R - Siimmeetrilise juhusliku ekslemise re-

ziimiga mudeli simuleerimine ja joonise (4) koostamine.

e PK Juhuslik ekslemine naide.R - Néites (3.1) kirjeldatud positiiv-
selt korduva juhusliku ekslemise reziimiga varjatud Markovi mudeli si-

muleerimine ja jooniste koostamine.

e PK Juhuslik ekslemine naide.R - Alapeatiikis (3.3) positiivselt kor-
duva juhusliku ekslemise reziimiga mudeli simuleerimine ja graafiku

koostamine.

e NW2.cpp - C++ keeles kirjutatud Needleman-Wunschi algoritmiga pi-

kima tihisjada pikkuse leidmise programm magistritoost (Sova, 2015).
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