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Sissejuhatus

Kolme keha tilesanne (inglise keeles tuntud kui three body problem) on kuulus iilesanne, milles
iiritatakse leida kolme keha liikumisvorrandeid, kui need alluvad Newtoni gravitatsioonisea-
dustele. Sisuliselt on tegu diferentsiaalvorrandite lahendamisega. Ajalooliselt tegelesid sellega
Newton, Lagrange, Euler, Poincaré ja mitmed teised suured matemaatikud. Poincaré joudis
tulemuseni, et selline diferentsiaalvorrandite siisteem on tugevalt kaootiline ehk viiksemadki
muudatused algandmetes muudavad tulemust suurel mééaral. Just kolme keha iilesanne oligi

ajendiks, mis viis Poincaréd looma kaoseteooriat.

Kolme keha iilesande téhtsus tavaelus oli Kuu, Maa ja Péikse kui iihtse slisteemi uurimine
eesmargiga ennustada Kuu litkumist téhistaevas, et merel seilates oleks voimalik lihtsamalt

ja tdpsemalt médrata pikkuskraade. |7]

Teine téhtis praktiline kiisimus, mida N keha iilesanne (iildistus kahe ja kolme keha tilesandele)
iritab lahendada, on see, kas Paikesesiisteem on stabiilne. Kas ta piisib sellises paigutuses
nagu ta praegu on voi siis nditeks moni planeet lahkub Paikesesiisteemist voi toimub suur
kokkuporge, nagu Maa algusaastail toimus? Piikesesiisteemi saab mudeldada kui 10 keha
iilesannet, kus on iiks suur keha ja 9 viiksemat. Stabiilsuse uuringud sellistes diinaamilistes
siisteemides viisid KAM teooria loomiseni 20. sajandi keskel Kolmogorovi, Arnoldi ja Moseri

poolt. [3]

Esimeses peatiikis sonastame Newtoni teise ja kolmanda seaduse ning gravitatsiooniseaduse.
Jadvusseaduste alapeatiikis toestame impulsi, energia ja impulsimomendi jadvuse seadused.
Teises peatiikis tuletame kahe keha tlesande tildlahendi trajektoori ja seejuures Kepleri iiles-
ande iildlahendi trajektoori. Kolmandas peatiikis piistitame kolme keha iilesande ning uurime
Euleri ja Lagrange’i lahendeid. Neljandas peatiikis tutvustame kaheksakujulist lahendit ja

vordleme selle trajektoori algebralisi 1ahendeid.



1 Kehade liikkumine gravitatsioonijou mojul

Selles peatiikis vaatame moningaid tulemusi, mis jarelduvad Newtoni seadustest ja tutvume

N keha iilesandega. See peatiikk pohineb Knudseni ja Hjorthi kirjutatud raamatul [6].

1.1 Newtoni gravitatsiooniseadus

Newtoni gravitatsiooniseadus iitleb, et kehale mojuv gravitatsioonijoud on vordeline tema
massiga ja teise keha massiga ning poérdvordeline nende kehade vahelise kauguse ruuduga.

Niisiis punktmassi 7 moju punktmassile ¢ on leitav valemiga

o mim;ri; mim;(x; — x;)
K3 1, (2 K3
Fy=c¢™" g % ’
ro. ro.
ij ij

kus G on gravitatsioonikonstant, m; on keha ¢ mass, m; on keha j mass, Z; keha ¢ kohavektor,
z; keha j kohavektor ja r;; kehade ¢ ja j vaheline kaugus. Newtoni teisest seadusest saame,
et kui kehale ¢ mojub joud E, siis tema impulsi tuletis aja jargi valjendub kujul

dp; =

= _F
dt

kus p; on keha i impulss. Olgu meil mass fikseeritud, siis me saame siit valemist avaldada

odt dt A2

Kui kehale ¢ mojuvad ainult gravitatsioonijoud, siis kogu temale mojuv joud F; on temale
mojuvate gravitatsioonijoudude summa
F = ZGmimj(ff — &)

rs.

i#j ij

Seega saame diferentsiaalvorrandite siisteemi

o (T A2z
ZGmlmJ(? Z) _ m; dtil, i=1...,N. L)
i#j "

Definitsioon 1.1. N keha iilesandeks nimetatakse iilesannet, milles meile antakse ette alg-

—

tingimused ;(0) ja %(0), kus i = 1,..., N ning peame lahendama diferentsiaalvorrandite

stisteemi (1), et leida litkumisvorrandid z; iga i jaoks.



1.2 Jaavuseseadused

Olgu meil n keha ja nendevahelised joud Eg, kus i,7 € {1,2,...,n} ja ]7‘; on keha j méju
kehale 7. Newtoni kolmas seadus iitleb, et kui keha 7 avaldab kehale j joudu 171; , siis keha j

avaldab kehale ¢ joudu —F_'z-; ehk F_']; = —1724; .

Kasutades Newtoni teist seadust saame, et keha ¢ impulsi muutumise kiirus avaldub kujul

dpz — Z Fz]

Jaﬁz

Kui me liidame kokku koikide kehade impulsside muutumise kiirused, siis me saame

— n 1'71_”> n N n i—1
CZZZ - 2 sz ZZEJ_Z ZFUJF Z Fy :ZZEJ+Z Z i
=1 =1 j=1 i=1 \j=1 Jj=i+1 i=1 j=1 1=1 j=i+1

JFi

n n n n
Vahetame summas Z Z I*T; tahistused iimber ja saame Z Z F_’]; . Muudame summee-

i=1 j=i+1 Jj=li=j+1
n i—1
rimisjdrjekorda, et saada Z Z F}j;. Asendame selle tagasi vorrandisse ja saame
i=1 j=1
n 1—1 n t—1 n 1—1 n 1—1
Y S YN Y () =YX (R ) <o
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Seega kui kehade siisteemile ei moju véliseid joude, siis kehade impulsside summa muutumise

kiirus on 0.

Teoreem 1.2 (Impulsi jadvuse seadus). Kui kehade sisteemile ei moju viliseid joude, siis

selle stisteemi koguimpulss on konstantne.

Defineerime massikeskme.

Definitsioon 1.3. Massikese on punkt, mille kohavektor Rojps on defineeritud vorrandiga

SN T om;T;
Rey = S5—— 2
CM ZZL:I m; ) ( )

kus Z; on i-nda keha kohavektor ja m; tema mass.

Vétame vorrandist (2) tuletise aja jargi ja saame




kus vcps on massikeskme kiirus ja v; i-nda keha kiirus. Teoreemist 1.2 teame, et kui siis-
n n

teemile ei moju viliseid joude, siis E p; on konstant. Kuna E m; on samuti konstant, siis
i=1 i=1
massikeskme kiirus on seda ka.

Jareldus 1.4. Kui kehade stisteemile ei moju vdliseid joude, siis selle stisteemi massikese

liigub tihtlase kiirusega.

Jargmiseks iiritame nédidata energia jaavuse seaduse kehtivust, kui kehadevahelised joud Fj;

on ainult gravitatsioonijoud. Votame diferentsiaalvorrandite siisteemi (1) ja korrutame igat

—>

~ ) . dz; .
vorrandit vastava kiirusega v ning saame

m;—— =G _— , t=1,...
Cdt dt? Z z -z dt ’
i#] J

Liidame need vorrandid kokku
& dz, &%z, B mim;(x; — x;) dz;
Zml dt iz ZZ dt

i=1 j=1 ’3”]_5”
J#i

Eelnevat vordust saab kirjutada teisiti kujul

dz;

d (1

2
)= 6y Y o] (3)

i=1 j= H—l
Veendume selles. Esiteks leiame vasaku poole

_yo L, d (4 ) N e
2 Yde \ dt dt _,1 Ydt dt?

1=

da;Z
dt

d (<=1
i (S

Niiiid leiame parema poole

d = mim; T
o GZZ ]@'ﬁ GZ Z dt <|x]—i’z\) N

i=1 j=i+1 =1 j=i+1
G o d m;m; mzmydt (z; $z)(@_ﬁ)) _
=L Y\ e Gy Y - =
i=1 j=i+1 AN i 1] it 2V/(z; — ) (7] — 7)
_Gi i mam; (T — 73) 4 (T} — ) GZ Z mim;(T; — 77) <d95j df;) _
= - i = = =
i=1 j=i+1 |z; — 7] 01 it 77 — 7] dt dt
mimj(T; — x;) dz;  mim;(x; — T dxz> mim; (T — i) (z; — ;) dz;
0% 3 (PR ) os S R
J#Z



Seega vorrand (3) kehtib ja integreerides seda saame seose

n

> ol

d:ﬁZ

SL)IP IR Ape ()

=1 j= z+1| J

i=1
kus E on integreerimiskonstant. Kui K = Z —m; dz; | jalU = Gzn: Zn: G siis
Hdt i=1 j=it+1 j7j — @]’

saame seose K —U = FE. Suurust K kutsume kmeetlhseks energiaks, suurust —U potentsiaal-

seks energiaks ja suurust F mehaaniliseks koguenergiaks.

Teoreem 1.5 (Energia jaavuse seadus). Kui kehade sisteemile ei maju viliseid joude ja nende

vahel on ainult gravitatsioonijoud, sis stisteemi mehaaniline koguenergia on konstantne.

Viimaseks néditame, et meie siisteemi puhul kehtib impulsimomendi jédavuse seadus.

Definitsioon 1.6. Me nimetame keha impulsimomendiks vektorit
L=7x P =
kus 7 on keha kohavektor, p impulss, ¥ kiirus ja m mass.

Vottes keha impulsimomendist tuletise aja jérgi, saame

AL _d e oo AT o o AP s O
dt dt P)="g4 "7? dt P dt

Kuna v ja p on kollineaarsed, siis nende vektorkorrutis on 0. Newtoni teisest seadusest teame,

dp =
et diztj = F', seega saame, et
dL -
— =7 xF=M,
dt

kus suurust M nimetatakse joumomendiks.

Teoreem 1.7. Keha impulsimomendi muutumise kiirus on vérdne sellele kehale mdjuva jou-

momendiga.

Vaatame niilid kehade siisteemi. Olgu meil selline siisteem, kus on n keha ja nendevahelised
joud. Newtoni kolmandast seadusest teame, et kehade i ja 7 (i # j) puhul kehtib J*TZ; = —Z*Tj; .

Keha ¢ impulsimomendi muutumise kiirus véljendub kujul

déizM?:ZW:ZﬁXﬁ-

J#i J#i



Liidame koik impulsimomendi muutumise kiirused kokku, kiitume analoogselt impulsi jaddvuse

seaduse tOestusega ja saame

n df’ n n n i—1 n
- = T x By = 7 x Fi; + 7 x Fy;
dt - r; X - T i T ij | o
=1 i=1 j;l i=1 \j=1 j=i+1
VD

n n n n n 1—1 n n
d — — N — N — . —
% E L; E E XFZ]+ E T XFij: E E T XFij+ E E Tj XFJ'Z',

i=1 i=1 j=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1 j=1li=j5+1

Nimetame eelmise vorrandi viimases summas muutujad iimber ja muudame liidetavate jarje-

korda. Nii tehes saame

n n n " .
Ci(ZE) ZZ”XF”—FZZTJXF—};_ ZF{XF—‘Z; ZZF; Fij,
=1 11_71 i=1 j=1 i=1 j=1 =1 =
n
_ZZ z]
i=1 j=1

&‘g‘

e
Kuna vektorid r; — 7; ja Fj; on kollineaarsed, siis

g ;

Teoreem 1.8 (Impulsimomendi jadvuse seadus). Kui sisteemile ei maju vdliseid joude, siis

kehade impulsimomentide summa ehk siisteemi impulsimoment on konstantne.

Oleme niiiid ndidanud, et kehtivad impulsi, energia ja impulsimomendi ja&vuse seadused ja

saame neid kasutada jargnevates peatiikkides.



2 Kahe keha tilesanne

See peatiikk pohineb Knudseni ja Hjorthi kirjutatud raamatul [6].
Kahe keha iilesanne, nagu nimigi iitleb, on N keha iilesande erijuht, kus N = 2. Seega meil

on kahe vorrandiga diferentsaalvorrandite siisteem

A2z mima (T3 — Z7)
mi =G 3 y

dt? iy
d2§3_2> Gmlmg(._ff— .@3)
meo =
dt? 3

Kuna meie siisteemile ei moju viliseid joude, siis jareldus 1.4 védidab, et tema massikese kas
piisib paigal voi liigub sirgjooneliselt iihtlase kiirusega. Uldisust kitsendamata voime eeldada,

et nende kehade massikese on koordinaatide alguspunktis ehk

mi1z1 + maxs = 0.

See tdhendab, et me votame oma iilesandes taustsiisteemiks nende kehade massikeskme. Kui
uus taustsiisteem liigub absoluutse ruumi suhtes sirgjooneliselt ja tihtlase kiirusega, siis klassi-
kalises mehaanikas voime muuta oma taustsiisteemi selleks uueks taustsiisteemiks, sest New-
toni seadused kehtivad uues siisteemis samamoodi, nagu vanas. Tahistame 7 := I] — I3 ja

r:=r12 = ro; = |7|. Jagades molemad vorrandid ldbi vastavate massidega, saame

dZZLTf mg?
el e ,
dt? r3
dQJ/Tg> mq ?
dt? r3
Lahutame iihest vorrandist teise, saame
dzfle d2lTQ> . &7 . G(m1 + mg)?

dt? dt? dt? 73

Suutsime taandada algsed kaks diferentsaalvorrandit iiheks, mille kuju sarnaneb algsetele.
Oleme saanud kahe keha tilesandest Kepleri iilesande, kus esimese keha mass on my + ms ja

teise oma 1 massiiihik.

Definitsioon 2.1. Kepleri iilesandeks nimetatakse iilesannet, kus meil on iiks keha, mis
piisib statsionaarsena, ja teine keha, mis liigub esimese keha gravitatsioonivéljas. Eesmargiks

on leida teise keha litkumistrajektoor.



Olgu C := —G(my + mg), siis meie uus iilesanne on kujul

£TCF

ez~ r2p’
Lemma 2.2. Kepleri iilesanne on tasandiline tlesanne.

Toestus. Olgu meil Kepleri iilesanne, siis meil on algselt médratud punkt A, kus asub stat-

sionaarne keha, punkt B, kus asub liikuv keha, ja liikuva keha kiirusvektor v.

Olgu OA punkti A kohavektor ja OB punkti B kohavektor. Defineerime u := OB — O—A),
siis vektorid U ja @ méidravad iiheselt tasandi 7, kui nad ei ole kollineaarsed. Joud mojub
liikuvale kehale vektoriga @ samas suunas, seega selle jou poolt indutseeritud kiirendus on
samuti tasandil 7 ja seega U on ka alati tasandil 7. Kui ¥ ja @ on kollineaarsed, siis nad

asuvad lausa iihel joonel ja samal joonel olev kiirendus ei saa muuta kiirusvektori suunda. [J

Kuna kahe keha {ilesanne taandub Kepleri iilesandele, siis kehtib jargmine tulemus.

Jareldus 2.3. Kahe keha tlesanne on tasandiline tlesanne.

Kuna Kepleri iilesanne on tasandiline, siis lahme {ile polaarkoordinaatidele. Olgu koordinaa-
tide alguspunkt poolus ja olgu polaartelg suunatud vektoriga 7 samas suunas. Olgu 6 po-
laarnurk. Mérkigu tdpp muutuja kohal tuletist aja jargi ja kaks tappi kahekordset tuletist aja
jargi. Kiirenduse saame niiiid kirjutada kujul

&7
dt?

o 1d(r?0)_,
= (i —rf*e, + ~ (Zt )69,

—

—> r .. . . . . . —_ .. . . . . .
kus e, = — on iihikvektor suunatud pikki raadiust ja eg on iihikvektor, mis on risti raadiuse
r

vektoriga. Jargmisena saame kirja panna meie iilesande komponenthaaval

C

i —rf? = =1 (5)
Vorrandist (6) saame
.
d(;te) =5
r20 = L,
i=1 @



kus L on konstant. Asendame selle vorrandisse (5)

See diferentsiaalvorrand on analiiiitiliselt lahenduv, aga annab lahendiks polaarraadiuse sol-
tuvuse ajast ilmutamata kujul. Sellisel kujul on raske midagi ,méistlikku” sellest vorrandist
jareldada, seega uurime edaspidi hoopis keha trajektoori ehk polaarraadiuse soltuvust polaar-

nurgast:

,_dr _drdg drL
"T T dedr dor?

i d(dr LN _prd fdry 1 drd (1A
"Ta\aerz) T e \ag) 2 T agar \ 2 )| T

_p[Erddl e ldr] L2 [dr 2 (dry’ ®)
do? dt r2 do r3 dt dez  r \ do '

4

r

Olgu u(#) = 1/r(#). Paneme tahele, et
du_d (1N _ Ldr
o do \r)  r2do’

Pu_d( 1dr\_d( 1\dr 1d/dr)_ 1 1dr 2/dr\* o
oz do\ r2df) dO\ r2)do r2do\dd)  r2|do%2 r \do '
Asendades (9) vorrandisse (8) saame

r2 dez’

Selle abil saame uue diferentsiaalvorrandi

L*d*w L[* C

r2de2 3 2’

See on konstantsete kordajatega lineaarse diferentsiaalvorrandi. Leiame selle karakteristlikud

vaartused

Nrl=0= A =i, g = —i.

C
Veel paneme téhele, et sellel vorrandil on erilahend kujul v* = Iz Seega saame jareldada,

11



et selle vorrandi tildlahend on
1 C
== 0+ Coysinf — —.
U . 1cost 4+ Cysin 2

Proovime seda lahendit teisendada nii, et me saame tuttavama kuju. Olgu C; = Acosy ja

Cy = Asin . Sellest saame

1
;:Clcose—l—Cgsine—%:Acosapcosﬁ—i—AsinapsinH—%:Acos(e—go)—%,
1 1 -

"= c 2 - AL? < ’

Acos(0 — ) — 12 —%( —%cos(@—go)) — 5 cos(f — o)

p
- _ 1

N —T (10)

kus 6/ = 0 — ¢, € on ekstsentrilisus ja p fokaalparameeter. Analiiiitilisest geomeetriast on

AL?

teada, et tegu on iildise koonusloike vorrandiga polaarkoordinaatides [8]. Meie juhul € = ol
L2

p= el ja tdnu parameetrile ¢ on meie koonuseloige pooratud polaartelje suhtes ¢ vorra.

Poorame oma polaartelge ¢ vorra vastupaeva timber koordinaatide alguspunkti ja saame uues
polaarkoordinaatide siisteemis ilma ¢ variandi ehk votame ¢ = 0. Konstantidele L ja A on

voimalik leida fitisikalised tédhendused, aga meid huvitab hetkel ainult orbiidi kuju.

Veel teame analiiiitilisest geomeetriast, et ekstsentrilisusest soltub, kas meil on tegu ellipsi,

parabooli voi hiiperbooliga [8|.

1. Kui |e] < 1, siis meie kujuteldav keha liigub ellipsil. Erijuhuna, kui € = 0, siis on tegu

ringiga.
2. Kui [e| > 1, siis meie kujuteldav keha liigub hiiperboolil.

3. Kui |e| = 1, siis meie kujuteldav keha liigub paraboolil.

Leidsime lahendi Kepleri iilesandele, aga meie algne iilesanne oli kahe keha iilesanne. Meenu-

tame, et ¥ = 7 — T3 ja m1x] + maezs = 0. Sellest saame, et

-
N Y
T = — )
mi
-
— — moXx2 — mao\
=21 — T = — —ry=|—-1-——)xg,
mp mq
p
_p ™y
oy = l—ecosf __ 1+m1 _ D2
1+% 1—¢ccosf 1—ecosh’
T3 = (—rgcos6, —rysinf), (11)

12



ja

_
— mixy
T = — )
ma
miT] m
171 1
P=T T =T+ :(1+>x—1’,
my msa
P mT
r= 1—ecosf _ 1+'m2 _ pl
1+ 1—ccosf 1—ecosh’
ma
x1 = (r1cosf,rysind). (12)

71 on vektoriga 7 samasuunaline ja 1+ — korda lithem. z3 on vektoriga 7 vastassuunaline
ma

jal+ 2 Yorda lithem.

my
Kokkuvottes oleme nédidanud, et kahe keha iilesanne on analiiiitiliselt lahenduv selles votmes,
et me saame leida kehade trajektoori soltuvalt polaarnurgast, ja molemad kehad liiguvad

massikeskme suhtes mingil koonuseloikel.

Lopuks tiritame leida polaarnurga soltuvust ajast. Selleks saame kasutada vorrandeid (7) ja

(10). Neist saame diferentsiaalvorrandi
o L

it (p \¥
l—ecosf

See on eralduvate muutujatega vorrand

(13)

w1,
(1—ccosh)® p*

Lahendame selle vorrandi

do L L
= Sdt=t+ O,
/(1—5cos0)2 /p2 p? ?

kus Cy on integreerimiskonstant. Peame leidma integraali

/ db
(1 —ecosf)?

Kasutame muutuja vahetust



Selle ja teadmiste, et cos _—
! 2 1+ tan? g Cl J

0
a —cosh =1—2cos? 3 abil saame

/ do / 2C082g J / 2@ J
= y= y =
—coostl (e 2eo T (1 e (120 )

1+ZJ

B 2 B 2(1+y?) -
_/( 2 )2dy_/((1+5)(1+;/2)—2g)2dy_

1—|—y2) (1—|—5— Trg?

_ 2(1+y?) B
-/ EEETEe

B /< 1 N 2e >d—
B (I+e)((A—e)+y2(1+e))  (14e)((1—e)+y2(1+¢))? V=

2 / 1 n 2¢e d
T 122 Tte, 2 2 | Y
1—¢ 1+1_5y (1—¢) <1+%+§y )

kus € # 1 ega € # —1. Niilid meil tuleb vaadata nelja erijuhtu olenevalt € viértusest. Teame,

et e vadrtusest soltub koonusloike kuju.

1. Kui |e] > 1, siis

2 / 1 n 2e d
_ 22 1te, 2 2 | %Y=
1—¢ 1+ %5y (1-¢) (1+%§y2)

2e

1—52/ \/7y> 1-o <1—(\/Ey)2>2
o [artanh (\/> y) y artanh ( 1+5y>

dy =

= + + const =
_ 22 _ +1
l1-¢ / 1 e\ 1-55y2 Lie
9 artanh ( ;*iy) . ey . ,
= 5| — 5 const =
1—¢ /i_ii:(g_l) (1—5)+(5+1)y
9 artanh ( 1€ tan § ) e tan
= - + + const.
2 0
l—¢ [lte(c 1) (1—¢e)+(e+1)tan®§
Seega diferentsiaalvorrandi (13) lahend ilmutamata kujul on
9 artanh ( 1+E tan 3 ) ctan ? I
12 | + - 20 | = 2t 02
—¢ /;—ii(g_l) (1-¢)+ (e+1)tan* 5 D
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2. Kui [e| < 1, siis

9 arctan (\ / y> c y arctan ( Lte y)

= t =
—6 € 1—e
92 arctan ( %y) ey
= 3 + 5 | +const =
1—¢ V1= e (1-g)+(e+ 1y
2 arctan ( % tan g) ctan %
= + ~+ const.
_ 2 [
l—e¢ 1—¢? (1—¢e)+(e+1)tan?§
Analoogiliselt eelmisega saame siit leida diferentsiaalvorrandi lahendi.
3. Kui e =1, siis
/ 2(1+y°) dy_/2(1+y2)dy_/1+y2dy_
(1—e)+12(1+¢))” (242)* 2y
LS S —1—3y2+ . —1—3tan2g+ .
= ——% — — +const = ——— + const = —————= + const.
6y> 2y 6y? 6 tan® §
Analoogiliselt esimese juhuga saame leida diferentsiaalvorrandi lahendi.
4. Kui e = —1, siis
2(1 +y? 2(1 + y? 1+y?
/ (1+y%) 2dy_/(ﬂzy)dy_/ +ydy:
(L—e)+y*(1+e)) 2 2
3 3
3 3 tan + tan?
= % + % + const = % + const = 5 + const. (14)

Analoogiliselt esimese juhuga saame leida diferentsiaalvorrandi lahendi.

Esimesel kahel juhul diferentsiaalvérrandi lahendi ilmutatud kuju saamine tundub viga kee-

ruline kui mitte voimatu. Teisel kahel juhul see on voimalik, sest meil on kuupvorrandid, aga

see naeks veel palju keerulisem vélja, kui ta praegu on. See tdhendab, et ilmutatud kujul me

suvalise ¢ korral z7(t) ja z3(t) vorrandeid kétte el saa, aga iga polaarnurga puhul meil on

voimalik arvutada ajahetk, mil ta selles seisus on.

15



Koige lihtsam erijuht on ringjoone erijuht ehk kui € = 0. Sellisel juhul saame seose

14 [
9 arctan< l—_itan§> . etang :£t+C’2
1—¢e? V1—¢g? (1—¢)+(s+1)tan? 4 p? ’
L
b

See tédhendab, et nurkkiirus on iihtlane. Asendades see tulemus niiiid vorranditesse (12) ja

L L
= (—p1 cos <2t + Cg) , —p1 sin <2t + C’g)) ,
b p
L L
Ty = <p2 cos (th + Cg) , P2 Sin <pzt + Cg)) .

Seega kui valida kahe keha massid, asukohad ja kiirused parajalt nii, et ¢ = 0, siis saame leida

(11) saame

=l

lihtsalt lahendi.

3 Kolme keha iilesanne ja selle lihtsamad lahendid

Selles peatiikis tutvustame kolme keha iilesannet ja uurime Euleri ja Lagrange’i lahendeid.

See peatiikk pohineb Krishnaswami ja Senapati artiklil [7] ja Euleri artikli tolkel [1].

Kolme keha iilesandel puudub analiiiitiline lahend, mida saaks ,tavaliste funktsioonide” abil
avaldada. Kuid 20. sajandi alguses suutis noor matemaatiliste kalduvustega Soome astronoom
Karl Sundman leida lahendi astmereana ¢5 suhtes. See rida koondub iga t korral, vélja arvatud
juhul, kui stisteemi impulsimoment on 0. See tulemus oli viaga tahtis tol ajal, sest teised suured
matemaatikud nagu Newton, Euler, Lagrange ja Poincaré ei saanud selle iilesandega hakkama
ja arvasid, et selle lahendamiseks on vaja leiutada palju uut matemaatikat. Samas Sundmani
rida koondub viga aeglaselt. Et leida, kuidas kehad liiguvad mingis moistlikus ajavahemikus,

on vaja arvutada suurusjargus 1039°°°°0 Sundmani rea liiget.

Kolme keha iilesande diferentsiaalvorrandid on jargmised:

d*z3 mime(Z2 — T1 mims(x3 — =1

my 21 _ oM 2(32 1) L™ 3(33 1)’ (15)
dt T12 13
d>z3 mima(x] — To moms (T3 — To

- 22 _ oM 2(31 2) Lo 3(33 2)’ (16)
dt 5 T5a
d*z mims(z1 — T3 mams (T2 — T3

s 23 oM 3(31 3) L oM 3(32 3) (17)
dt T3 39
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Jargnevates alapeatiikkides esitame moned mainimisvéarsed lihtsamad erilahendid.

3.1 Euleri lahend

Olgu meil tasandiline kolme keha iilesanne ehk olgu 71, 73,73 € R2. Sarnaselt kahe keha

iilesandele eeldame, et koordinaatide alguspunkt asub kehade massikeskmes
miZ] + moZs + m?,ZC_:; =0. (18)

Euleri lahendid on sellised lahendid, kus kolm keha on alati {ihel joonel. See joon pdorleb

iimber nende massikeskme ja kehade omavaheliste kauguste suhted on konstantsed ajas

rig(ty)  ria(te)  ria(ty)  rie(te)  ris(ty) _ r13(t2) Vi, ty € R

ris(ty)  ris(t2)’ ros(ti)  res(te)’ res(ty)  ros(te)’

See eeldab, et kaks keha ei asu samas punktis, mis on aineliste kehade puhul méistlik eeldus.
Vastasel juhul on iiks kaugustest vordne nulliga. Kuna kehad on {ihel joonel ja nad ei tohi
iiksteisest 1labi minna, siis keskmine keha jaab alati keskmiseks ja ddrmised darmisteks. Olgu

keha number 2 keskmine keha ja oo € R™ selline, et

— —
_ ro3  |T3— T3]
— —

2 |T2 — x|

Kuna vektorid Z3 — 73 ja T3 — 77 on samasuunalised, siis saame

T3 — 23 = (T2 — 27). (19)
Vordusest (18) avaldame vektori
. —Mmix] — Moo
- 171 272 (20)
m3

ja asendades ta vordusesse (19), saame

— —>
—mixT1 — M2z _,

a(Zs — 1) = T5.
(zg — 1) - 2
Avaldame sellest vektori
—> amgz —1m —> —
Tro = 3 ! r1 = k:cl, (21)

(14 a)msz + ma

17



amsg — mq

kus k = . Asendame niiiid vorduse (21) vorrandisse (20) ja avaldame vektori
(14 a)ms + ma
_,  Tha—m (1igﬁb)2;;3ﬁlmg —
€r3 = x1,
ms3
— —amg—(1+a)mi_, _,
3 = 1= lea
(1 + a)mg + mo

s | = —9m2 — (I1+a)my

(1 + a)mg + mo

Niitid me saame vorrandi (15) jagada 14bi massiga m; ja asendada sisse T3 = k77 ja 73 = l77.

Saame
dQ.T_f mg(kl_‘f — I_l)) mg(lx_f — :LTI) mg(l — ki) 7713(1 — l) Ct?l’
dt |]<3561—IE1‘ |lm1—x1| |1—k‘| |1—l| |x1|

Uurime, kas k < 1 voi k > 1 (k # 1, sest muidu z7 = 73, mis tdhendaks, et kehad asuvad
samas kohas)
ams — mq —11 — Mo — 13

(1 + a)mg + ma (1+ a)mg + my

k<1

Seega |k — 1| = 1 — k. Jargmiseks uurime, kas [ < 1 voi l > 1 (I # 1, sest muidu 77 = 73, mis

tahendaks, et kehad asuvad samas kohas). Paneme téhele, et

—amg — (1 + a)my

<0<l
(14 a)ms + ma

Seega |l — 1| = 1 — [. Niitid saame jitkata vorrandiga (22)

dza?f_ mp(l—k)  mg(1—-1)\ z1 mo ms 1
dt?“G< TS e )@“G<<1—k>2+<1—02)w (23)

Vérrand (23) on samal kujul, nagu Kepleri iilesanne, kus C = —G < i T2k)2 + ( 1TSZ)2>'

Sellist iilesannet me oskame lahendada. Eeldame, et lahendasime ta &ra ja kehtib vorrand
(23). Kontrollime niiiid vorrandit

d*z3 mi(T7 — T3) m3(T3 — T3)
t |71 — 23] |Z3 — T3

18



Asendame sisse T3 = kx7 ja T3 = lT]

> -

kd%?f_G<m1(a?{—k:c_f) nallf k) _ (o) kD) T
1

d? 7 — kT iE - kE (I=kP k=1 ) lal

—_—  —>

Uurime kas k > [ voi k <1 (k # [, sest muidu 3 = k] = [z = 3, mis tdhendaks, et kehad

asuvad samas kohas)
ams —m —amy — (L +a)m;  a(mi +ma +ms3)

k—1= — = >0
(1 + a)mg + mo (1+a)m3+m2 (1+a)m3+m2

k>

Seega |k — I| = k — [. Jatkame vorrandi (24) kontrollimist

[y

d2§1>_(;'<m1(1—k)_m3(k—l)>H_G m_ o me \F o
[zl k

az ~ K\ (1—k3 (k-1 A—k2 (k—02) @

amsg — ma
(1 + a)ms + ma
Néeme vorranditest (23) ja (25), et kui kehtiks

(o) = (2 )

siis vorrandi (23) lahend rahuldaks ka vorrandit (25). Leiame tingimuse selleks

G mi m m2 m
x <<1—k>2 G —302) - ‘G<<1—k>2 T —3Z>2>’
ms3 _ mi _ mao + ms
k(k—102 k(1—k)? 1-k)?2 (1-0D%

mi(k — D21 = D2 +mok(k — D?(1 = 1)* +mak(k — 1)*(1 — k)* —m3z(1 — k)*(1 = 1)2 = 0.

Eeldasime siin, et k = # 0 ehk a # ™ Uurime seda juhtu hiljem.
mg

Asendame sisse k ja [, kasutades teadmisi, et

1 k=1— amz —m;q _ m1+ma+ms3
(I+a)mz+me (14 a)mz+my’
1] —oma— (14+a)mi (1 +a)(mi+ma +mg3)
(1+ a)mg +my (1+ a)mg + mo
p_]— _ 0ms—m ~—amg — (L+a)my _ a(mi +mo +ms3)
(1+a)yms+mg  (1+a)ms+my (1+a)ms+ms
Saame
(1+ a)?a?(my + mo + mg)* (1 + a)2a?(my + ma + m3)(ams — my)
mi ma +

(1 4+ a)ms + mg)* ((1 4 a)ms + mg)®
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a’(my +mg +ma)*(amg —my) o @)?(mq + ma +mg)?
((T+ a)ms +ma)? P (T a)mg + mo)

+ms =0.

(14 a)ms + mg)®
(my + mo + m3)4

Korrutame molemaid pooli avaldisega ja saame

m1(1 4 a)?a?((1 4 a)ms + ma) + ma(1 + a)?a?(ams — my)+

+msza?(amsz —my) —msz(1 4 a)?((1 + a)ms + ma) = 0.

Kui sulud avada, siis me saame jargneva vorrandi

mimsa® + mamsa® + 3mimsa® + 2mamsa® + 3mimsa® + mamsa’—

fmzmgoﬁ — 3m§oz2 — 2momsa — 3m§a — maoms — m% =0.
Jagame massiga m3 ja koondame liikmed, siis saame

(mq + mg)Oé5 + (3my + 2m2)a4 + (3my + mg)a?’—

— (mag + 3m3)a® — (2mg + 3ms3)a — (ma 4+ m3) = 0. (26)

Maérgime, et samasuguse poliinoomi voib leida ka Euleri enda to6st [1].

Teame téanu Descartes’ile, et kehtib Descartes’i méargireegel.

Teoreem 3.1 (Descartes’i mérgireegel). Reaalarvuliste kordajatega poliinoomi
f=f(X)=a X"+ a1 X" ' 4+ ... +a,1X +a, (ap # 0)

positiivsete juurte arv (kordsust arvestades) vordub margimuutude arvuga selle poliinoomi kor-
dajate jadas

ag,at, ..., 0n—1,0n

voi on sellest paarisarvu vorra viiksem.

Seega kuna poliinoomil (26) on iiks margimuutus ja meil ei saa olla vihem kui 0 positiivset
juurt, siis sellisel poliinoomil peab olema téapselt 1 reaalne positiivne juur. Jéarelikult see eeldus

m
on sobilik iga m1, ma, ms korral ning me saime vorrandi (24) kontrollitud juhul o # -1
m3
Uurime juhtu o # m
ms

Lemma 3.2. Polinoomi (26) korral o = m parajastt sus, kui mip = mg.
ms3
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m
Téestus. Esiteks ecldame, et a = —. Siis poliinoomist (26) saame

ms3
5 4 3
m m m
(m1 + TTLQ)% + (3m1 + 2m2)—}1 + (3m1 + mg)%*
ms mg m3

m% mq
— (mz + 377’L3)72 — (2m2 + 3m3)— — (m2 + m3) =0,
m3 ms

2,3

(

— (ma + 3mz)mim3 — (2mg + 3m3)mimi — (mg +mz)mj = 0,
(
(

2

(mq + mg)m? + (3mq + 2m2)m‘11m3 + (3mq + mg)mi’mg—
6 5 2 4 3
1+ (m2 + 3mg)m3 + (3m3 + 2mama)mi + mamzmy

mq +

— (mam3 + 3m3)ym? — (2mam3 + 3m3)my — (mamj +m$) = 0. (27)

Kui vaadelda vorrandis (27) m; muutujana ning mg ja ms konstantidena, siis saame poliinoo-
mi my jargi. Kasutades jélle Descartes’i mérgireeglit, saame, et sellel poliinoomil on ainult

iiks positiivne juur. Kusjuures see juur on msg, sest

5 1 3
m m m

(ms +mg)—2 + (3ms + 2ma)—5 + (3mz + ma)—5 —
m3 m3 m3

2
. (mg + 3m3)m73 — (2m2 + 3M3)@ — (m2 + mg) =
ms ms

= mg3 + mg + 3ms + 2mg + 3msz + mg — mg — 3msz — 2mgy — 3mz — mg — m3 = 0.

. m1
Seega m1 = mg ja sellest saame o = — = 1.
m3

Eeldame niiiid, et m1 = mg, siis

(my + mg)a5 + (3m1 + 2m2)a4 + (3mq + mg)ag—

— (ma + 3m1)a2 — (2mg + 3my)a — (ma +my) =

(mq +ma)(a® — 1) 4+ (2ma + 3m1)(a* — @) + (3my +ma)(a® — o?) =

(mq 4+ ma)(a® — 1) 4+ a(2ma + 3m1)(a® — 1) + o (3my +mso)(a — 1) =

(—1) ((m1 + mo)(at +a® +a? +a+1) + a2my + 3my) (o + a4+ 1) + o?(3my + ma)) = 0.

Teame, et sellel poliinoomil on ainult tiks positiivne juur. Ndeme, et selleks on o = 1 ehk
m
m3

m
Niitid teame, et kui o = —1, siis m1 = mg3 ja a = 1. Selle abil saame teada, et

ms3
T — xr1 = Tr1 = 0.

(14 a)ms + mo N 2ms + ma
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See tdhendab, et sellisel juhul keskmine keha piisib terve aeg massikeskmes. Kui niitid kont-

rollida vorrandit (16), siis saame samasuse

d*z;  G(z7 — 23) 1*m3 — ms
a2~ |5 - o 12

0 = my =0. (28)

Seega niitid oleme edukalt teostanud esimese vajaliku kontrolli.

Et ndha, kas kolmas vorrand (17) on ka rahuldatud, piisab néidata, et on rahuldatud nende
vorrandite summa, sest kui summa on rahuldatud ja kaks vorrandit on rahuldatud, siis peab
ka kolmas olema rahuldatud. Liidame kokku vorrandid (15), (16) ja (17). Selle summa vasak
pool on

d*z7 d*z3 d?73  d* (miT7 + maeTs + msx3)  d?(0)

a2 T Ty = a2 =z =0

vp 1= my

ja parem pool on

mima(Zs — T1) mims(x3 — 1) mima(Z] — T3) moms(Z3 — T3)

pp =G +G +G +G
7":132 7”:1))3 T%l 7“%3
mims(x] — T3 moms(xy — T3
Lqm 3(31 3) L ome 3(32 3) —o.
31 732

Seega vp = pp. Jarelikult peab kolmas vorrand ka olema rahuldatud.

Kuna tingimused T3 = k77 ja T3 = lz7 kehtivad terve aeg, siis peavad nad kehtima ka alguses.

Seega et selline lahend tekkida saaks, peavad algtingimused olema jargmised:

73 = ki1,

x5 = lzy,

4w _ i

d = dt’

4z _ i

dt — dt’

- —ams — (1
kus k = — 8 M , L= amsz — (1 + a)m ja a rahuldab vorrandit (26) ning 1 ja
(1 + a)mg + mo (1 + a)ms + ma

% on valitud meelepéraselt.

Kokkuvotteks saame Oelda, et Euleri lahendi puhul kolm keha liiguvad kollineaarselt 1abi-
des koonusloike trajektoori, sest esimene vorrand, mis me lahendasime, oli Kepleri {ilesan-
ne ja teiste kehade liikkumisvorrandid tulenevad esimese omast. Joonistel 1, 2 ja 3 voib né-
ha Euleri lahendeid. Nende animatsioone voib leida lehelt https://kodu.ut.ee/ erkikyla/

ThreeBodyAnimations.htm.
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Joonis 1: Euleri lahend, kus my =1,my =2,m3=3,G =1
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Joonis 2: Euleri lahend, kus mi =ms=m3=1,G =1
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® ml
1.0 A (] m?2
® m3
0.5 -
0.0 - —
—0.5 1
—1.0 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Joonis 3: Euleri lahend, kus m; =ms=m3=1,G =1

3.2 Lagrange’i lahend

Olgu meil tasandiline kolme keha iilesanne. Eeldame, et koordinaatide alguspunkt asub kehade
massikeskmes

mizT1 + maZo + m3373' =0. (29)

Lagrange’i lahendite korral asuvad kehad vordkiilgse kolmnurga tippudes ehk
d:=r12 =721 =T13 = T31 = T23 = T'32, (30)

kus d soltub ajast. Motleme vektoritest Z7, 73 ja z3 kui kompleksarvudest x1, x2 ja x3. Asugu
kehad tasandil nii, et kui lugeda kolmnurga tippe vastupéeva, siis nende paigutus on my, mo,

mg. Niiiid voime véita, et kehtib
x5 — 2 = €5 (zg — 21), (31)

sest x3 — x1 ja x2 — x1 voivad geomeetriliselt tdhistada vordkiilgse kolmnurga kiilgi ja g

nendevahelist nurka. Korrutades mingit kompleksarvu kompleksarvuga e, siis me pdorame

esialgse kompleksarvu kohavektorit komplekstasandil nurga [ vorra vastupéeva.
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Votame ette vorrandi (15)

d2x1 mimol(To — X1 mimsa\r3 — X1 Gm1
m—s =G (3 )—i-G (3 ): 5 (ma(z2 — 1) + ma(x3 — 71)) =
dt 3o 95 d
Gm1
=~ (maz2 — max1 +mazs — Max1 +mizy — M) =
Gm1
=~ ((mia1 +moxs +maz3) — (M1 +mz +ms)z1).

Jagame molemad pooled massiga m; 1abi ja kasutame eeldust (29)

dQCL’l G(m1 +m2+m3)x1
=— . 2
dt? d3 (32)
. . |z 2 .
Kui me defineerime §1 := (mq + mg + ms) 5 Siis saame kuju
dQl'l G51$1
T P (33)

Néiitame, et d; soltub ainult massidest. Motleme niitid kompleksarvudest x1,z9 ja z3 kui

vektoritest.

(m1 + mg +m3)T] = miT] + Mal] + M3Ti — MIT] — MaZs — M3T3 =

=mo(z1 — 3) + ms(x] — x3),

kus 71 — T3 ja T] — T3 on meie vordkiilgse kolmnurga kiiljed, seega nende pikkused on d ehk

me saame
7| |ma(r —3)  ma(71 — 73)
d |:E1 —ZL‘2| |l‘1 —l'3|
mz(iv_f - @) m3(17f - 37?:) mQ(le - 375) m3(ﬁ - 96_3))
- — — + — — I — — + — — -
|71 — 3 [z1 — 3| T |21 — 33 |71 — 3
= \/mg + 2m2m3cos% +mi = \/mg + mamg + m3,
P \/m% + maoms —l—m%
YT (ma +ma +mg)?
Seega vorrand (33) on samal kujul nagu Kepleri iilesanne, kus C = —Gd;. Oskame seda

lahendada ja lahendame selle.

Niiiid tuleb kontrollida, kas selle lahendi korral on vorrandid (16) ja (17) ka rahuldatud. Selleks
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avaldame x2 ja xz esimese keha asukoha kaudu. Avaldame zg vorrandist (29) ehk

—MM1T1 — MT2

T3 =
m3

Olgu A := e3°. Asendame vorrandi (34) vorrandisse (31) ja avaldame x5, Saame

—MmMi1Ty — MaT2

—x1 = AMxg — x1),

m3
mg(/\ — 1) —ma
= = kx;.
ma + msA e i
Avaldame kolmanda keha asukoha x3
ma(A—1)—mq
T3 = —m1 = ma ma+msA 1,
ms3
—miA —mo(A—1) ;
T3 = x1 =lz
3 My + T 1 1
A—1)— —MmiA — A—1
kusk::m3( ) —m jal = m ma( )
ma + m3A ma + ms\

Lihtsustame vorrandit (16) ning saame

d?zy mimea(x; — x2)

moms(x3 — x Gm
m omz (3 2): 2

+G 3

(mi(z1 — x2) + ms(zs — x2)) =

dt 7’51)’2 Thg d3
GWLQ
=B (myx1 — mixe + mars — myxa + Moy — Moxs) =
GTTLQ
=~ (M1 +mazs + mazs) — (m1 + ma + m3)zs)

Jagame vorrandi pooli massiga mo. Kuna kehtib (29), siis

d2$2 o G(m1 —+ mo + mg)iL‘Q
dt? d3 '

Analoogiliselt saame ka vorrandist (17)

d2x3 N G(m1 + mg + m3)$3
dt? d3 )

Niiiid saame kasutada fakti, et xo = kx1 ja x3 = [z1. Ja saame vorrandid

kdle _ _kG(ml + mo + mg)ml
dt? d3
d2$1 B lG(ml —+ mo + mg)xl
ez a3
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Kui £ = 0 voi [ = 0, siis saame molemale poole vastavat vordust 0 ning see vordus kehtib.
Kui k& # 0 voi [ # 0, siis saame vastava vorduse molemad pooled vastava konstandiga 1dbi
jagada ning saame vorrandi (32), mille me varem lahendasime. Seega on koik kolm vorrandit

rahuldatud.

Kuna tingimused xo = kx1 ja x3 = lz1 peavad kehtima kogu aeg, siis sobivad algtingimused

on jargmised

T2 = kxlu
€r3 = lﬂfl,
dm'g . kdwl
dt— dt’
daﬁg . d.iCl
dt — dt’
ms(e3t —1) —m —mye3t —mo(e3t — 1 dx
kus k = 3( ) — Lijal= L 2( — ) ning =1 ja =L on valitud meelepé-
meo + mses’ me + msge3’ dt
raselt.

Lagrange’i lahendite puhul nigime sarnaselt Euleri lahenditega, et kolm keha liiguvad koo-
nusloigetel, kuid Lagrange’i lahendite puhul kehad on alati vordkiilgse kolmnurga tippudes.
Moned Lagrange’i lahendid on joonistel 4, 5 ja 6. Nende animatsioone voib leida lehelt

https://kodu.ut.ee/ erkikyla/ThreeBodyAnimations.htm.

® ml
® m2
® m3

1.00 A

0.75 A

0.50 -

0.25 -

0.00 A

-0.25 ~

—0.50 A

—-0.75 A .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Joonis 4: Lagrange’i lahend, kus m; =my=m3=1,G=1
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1.00 +

0.75 A

0.50 A1

0.25 A1

0.00 A

—-0.25 A

—-0.50 A1
—-0.75 A

—-1.00 A1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Joonis 5: Lagrange’i lahend, kus m; =my=m3=1,G=1

1.00 - e ml

o
3
R

0.75 A

0.50 A

0.25 A1

0.00 A

—-0.25 A

—-0.50 A1

—-0.75 A

—-1.00 A

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Joonis 6: Lagrange’i lahend, kus m; = 1,my = 10,m3 =5,G =1
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4 Kaheksakujuline lahend

Aastal 1993 avastas Chris Moore 8-kujulise lahendi uurides palmikuid klassikalises mehaanikas
[11]. Aastal 2001 toestasid Chenciner ja Montgomery selle lahendi olemasolu kasutades topo-
loogia vahendeid ja variatsioonarvutust 2], [9]. Carles Sim6 defineeris samal ajal koreograafia

moiste ja leidis numbriliselt mitmeid erinevaid koreograafiaid [10].

Definitsioon 4.1. N keha koreograafiateks me nimetame selliseid vorrandisiisteemi (1) pe-

rioodilisi lahendeid, kus kehad liiguvad iihel ja samal kinnisel kaarel.
Kaheksakujulise lahendi trajektoori saame, kui valime iithikud nii ja eeldame, et

e siisteemi impulsimoment on 0;
e kehad asuvad iihel tasandil ja nende massikese on koordinaatide alguspunktis;

e siisteemi mehaaniline koguenergia on —5

. ~ . 1
e kehade massid on vordsed ja m :=mj = mo = mg = g;

e gravitatsioonikonstant on vordne {ihega G = 1;
e kehad asuvad ajahetkel ¢ = 0 x-teljel;

e kehade kiirusvektorid v7,v5 ja v3 ajahetkel ¢ = 0 on

175(0) ~ (0,7494421910777922289898659, 1,1501789857502275024030202),
— — ]- —
v1(0) = v3(0) = —51)2(0) ~

(—0,37472109553889611449493295, —0,5750894928751137512015101).

%

Kehade asukohad ajahetkel 0 on voimalik tuletada tehtud eeldustest. Kuna massikese on

nullpunktis ja massid on vordsed, siis

mla,Tf + m2.’L_'2> + mgfL_':): = 0,

71+ x5+ 23 =0.

Jargmiseks kasutame impulsimomenti L.

R
L =myx] X 01 + maZs X U3 + m3T3 X U3 =
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—> —>

—V2 —V2
=miT] X —= 5 —|—m1x2><v2+m1x3><7:
1 — — —> —
= —§m1 (Il — 2x9 + :Eg) X Vg =
1 W
=—5m (1 — 2(—21 —23) + 73) X 3 =

3 — —> —
=—5m (T1 +x3) xv2 =0

Seega vektorid Z7 + Z3 ja v on kollineaarsed ehk kas iiks neist on nullvektor voi leidub nullist
erinev skalaar c, mille korral 27 + T3 = cvs. Teame, et v5 pole nullvektor. Teame ka seda,
et vektorite 77 ja I3 y-koordinaat on 0, sest nad asuvad z-teljel. Seega on ka nende summa
y-koordinaat 0, kuid vektoril v3 see pole null ning ei leidu skalaari ¢ # 0, mis rahuldaks meie
tingimust. Jérele jaab ainult voimalus, et T + r3 = 0 ehk ] = —x3. Sellest saame veel
jareldada, et T3 = —x1 —x3 = —x1 +x1 = 0. Seega teine keha peab esialgu olema nullpunktis.

Otsime sellist positiivset reaalarvu a, et 77 = (—a,0) ja z3 = (a,0)

Stisteemi mehaaniline kogueneriga leitakse valemiga E = K — U, kus K on kineetiline ja —U

potentsiaalne energia nagu nideme valemis (4). Kineetilise energia saame leida valemiga

3 — 9 — 19 —19 —19 — |2 — |2 —19
m1|v2| m1|v1| m2|v2| mg‘U3| 1 V2 —>12 V2 |’U2|
K = = = — _— _— = .
2 2 T3 T At LR 4
Potentsiaalse energia saame leida valemiga
Sy (e s )
el [T —ai| |73 —Ta| |73 - 2]
1 1 1 5 5
— —_Gm? = Gm?= = -
" <\<a,o>\ o) * <2a,o>|> "% 18

Meil on teada koguenergia E ja teise keha kiirusvektor vs. Tahame leida reaalarvu a. Kuna

E =K —U, siis

Avaldame a ja saame

10

= m ~ 0,2860315545848572677868786248. (35)

Niiiid meil on olemas algandmed, et joonistada soovitud lahendi trajektoor.
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0.2 A
—— 8-kujuline

-04 -0.3 -0.2 -0.1 0 1 0.2 0.3 0.4

_0.2 .

Joonis 7: Kaheksakujuline lahend

Kui seda poorata sobiv arv kraade, siis saame joone, mis on siimmeetriline nii z- kui ka y-telje

suhtes.

—— 8-kujuline

Joonis 8: Péoratud kaheksakujuline lahend

Selle lahendi kohta on teada, et kolm keha asuvad vahepeal {ihel sirgel, mida kutsutakse Euleri
konfiguratsiooniks, ja vahepeal vordhaarse kolmnurga otstes. Me téhistame Euleri konfigurat-
siooni, mille keskel on keha i, siimboliga EUL; ja vordhaarset kolmnurka, mille tipus on keha

4, siimboliga ISOSC;. Uhe perioodi T" jooksul vahelduvad need konfiguratsioonid jirgmiselt

EUL2 — ISOSCl — EUL3 — ISOSCQ — EUL1 — ISOSCg — EUL2 — ISOSCl —
— EUL3 — ISOSCy — EUL; — ISOSC3 — EULs,

millest esimene asetus on ajahetkel 0 ja viimane ajahetkel T'.
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Olgu esimene keha sinine, teine punane ja kolmas roheline, siis joonis 9 illustreerib eelnevat

konfiguratsioonide jarjestust.

0 T2 2T/12
1 1 1 Y
1 1 I rd
EUL2 ISOSC1 EUL3
3T:’1 2 4T/12 5T/12 \
T T T 7
ISOSC2 EULT ISOSC3
6T/12 7T/12 8T/12
1 1 1 Y
T T f 7
EULo ISOSC1 EUL3
9T/12 10T/12 17/12
1ISOSC?2 EUL1 ISOSC3

Joonis 9: Kaheksakujulise lahendi konfiguratsioonide jargnevus
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4.1 Kaheksakujulise trajektoori algebraline kuju

Selles peatiikis on kasutatud Jannsensi artiklit [4].

Kaheksakujulisel trajektooril puudub minu teadmiste pohjal algebraline kuju, mida me teaks,
kuid on olemas sarnaseid jooni, mida me voime vorrelda numbrilise lahendiga. Kasutame selles
osas polaarkoordinaate, sest Pythonis on nendega lihtne jooniseid teha. Jargnevas tahistavad

0 polaarnurka, r polaarraadiust ja a mingit reaalarvu.
Esiteks saame leida moned omadused, mis meie otsitaval joonel peaks olema:
1. stimmeetrilisus z-telje ja y-telje suhtes;

2. puutujate tousunurgad punktis (0,0) on +0,7477583670166642.

Puuduvate konstantide vaartusi leian kasutades vahimruutude meetodit. Kaheksakujulise tra-
jektoori punktid on esitatud polaarkoordinaatides kujul r = r(6), seega kui r9(6) on funkt-
sioon, mida iiritame kasutada ldhendajana, ja © polaarnurkade hulk, millele me oleme leidnud

vastavad raadiused kaheksakujulisel trajektooril, siis me minimiseerime summat

> (r(6) —2(6))%.

0cO

Mirgime ira, et |©] = 10°.

4.1.1 Gerono lemniskaat

Gerono lemniskaat on defineeritud polaarkoordinaatides vorrandiga

9 5 C0s 20
=aqa T
cos* 6
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90°

—— 8-kujuline
—— Gerono lemniskaat

180°

270°

Joonis 10: Gerono lemniskaat ja 8-kujuline trajektoor

Néeme, et Gerono lemniskaat on meie otsitava funktsiooniga vorreldes liiga nurgeline. Uurime

jargmist joont.

4.1.2 Bernoulli lemniskaat

Bernoulli lemniskaat on defineeritud vorrandiga

r? = a? cos 26.
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90°

—— 8-kujuline
—— Bernoulli lemniskaat

180°

270°

Joonis 11: Bernoulli lemniskaat ja 8-kujuline trajektoor

Bernoulli lemniskaat on veidi kitsam ja korgem kui meie otsitav joon. Peale selle, puutujate
tousunurgad punktis (0,0) on :t% ~ £0,785398. Meil on vaja leida selline joon, mille puutuja

tousunurka saab muuta konstandi abil.

4.1.3 Procluse hippopede

Procluse hippopede on defineeritud vorrandiga

r? = a®(1 — k?*sin? ),
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kus k on reaalarv. Leiame k vadrtuse sellise, et kehtiks omadus (2).

r? = a?(1 — k?sin” 0)
02 = a®(1 — k?sin® 0,7477583670166642)
(ksin 0,7477583670166642) = 1

ksin0,7477583670166642 = +1

1
==
sin 0,7477583670166642

Seega saame vorrandi

9 9 sin 6 2
r =a"(1-— - .
sin 0,7477583670166642

90°

—— 8-kujuline
—— Procluse hippopede

180°

270°

Joonis 12: Procluse hippopede ja 8-kujuline trajektoor
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See on silmaga vaadates péris ldhedal otsitavale funktsioonile, aga meil oleks vaja natuke

laiemat ja madalamat joont. Selleks muudame veidi eelmist vorrandit.

Esiteks saame muuta polaarraadiuse astendajat. Saame uue vorrandi kujul

NENPCY sin 0 2
- sin 0,7477583670166642 ’

kus [ on reaalarv.

90°

—— 8-kujuline
—— Modifitseeritud Procluse hippopede

180°

270°

Joonis 13: Modifitseeritud Procluse hippopede ja 8-kujuline trajektoor

Néeme, et siin on punase joone kuma veel ndha. See tdhendab, et péris téapselt need jooned ei

kattu. Proovime monda muud modifikatsiooni. Muudame siinuste liikme astendajat ja saame
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vorrandi

T2:a2(1—

kus m on reaalarv. Lisasime ka absoluutvéaartuse méargid, sest kui m pole téisarv, siis voib

sin 6 m
sin 0,7477583670166642 ’

juhtuda, et me ei oska sellest liikmest vastavat juurt leida.

90°

/\
—— 8-kujuline
—— Teine modifitseeritud Procluse hippopede

180°

270°

Joonis 14: Modifitseeritud Procluse hippopede 2 ja 8-kujuline trajektoor

See tundub olevat koige ldhedasem esitus otsitavast joonest, sest silmaga pole kaht joont enam

voimalik eristada.
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4.1.4 Joonte vordlus

Meil tuleb valida mingit sorti meetrika, mille abil me viga saame modota. Valin selleks mak-
simaalse erinevuse kahe joone polaarraadiuste vahel esimeses veerandis, sest iilejadnud kolm

veerandit on siimmeetrilised esimesega.

Joon Puutuja tousunurk alguspunktis | Maksimaalne erinevus
8-kujuline +0,7477583670166642 0
Gerono t7/4 0,13
Bernoulli +7/4 0,081
Proclus +0,7477583670166642 0,060
Proclus mod. 1 £0,7477583670166642 0,0019
Proclus mod. 2 +0,7477583670166642 0,00050

Néeme, et joonte graafikute vaatlusel tehtud méarkused kehtivad. Koige paremini sobituv joon
on teine modifitseeritud Procluse hippopede ja koige kehvemini sobituv joon Gerono lemnis-

kaat. Parim joon on teisest parimast umbes 4 korda parem ja halvimast 260 parem.
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Kokkuvote

To6s vaadeldi kehade liikumist Newtoni gravitatsiooniseaduse alusel. Kahe keha iilesande ja
Kepleri iilesande puhul leiti kehade trajektoorid. Kolme keha iilesande puhul vaadeldi kolme
erilahendi klassi: Euleri lahendid, Lagrange’i lahendid ja kaheksakujuline lahend. T66s toodi
impulsi, energia ja impulsimomendi jadvuse seaduste toestused. Peale selle naidati, et Euleri
ja Lagrange’i eeldused viivad kolme keha iilesande lahenditeni. Lopuks uuriti kaheksakujulist
lahendit ja vorreldi erinevaid kaheksakujulisi jooni, mis voiks sobida esitatud kaheksakujulise

lahendi lahendiks.

Tulevikus voiks jatkata sobiva ldhendi otsinguid, vottes arvesse rohkemaid kaheksakujulise la-
hendi omadusi. Potentsiaalseid kandidaate leidub veel palju, mida pole veel joontena uuritud.
Teine huvitav suund oleks uurida kolme keha iilesande keerukusklassi. Naiteks seda, kas ta

kuulub NP tiielike tilesannete klassi.
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