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Abstract
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Sissejuhatus

Matemaatilise hulgateooria rajaja, saksa matemaatik Georg Cantor sonastas 1877. aastal
kontiinumihiipoteesina tuntuks saanud véite [Can77|. Cantor oletas ja proovis pikki aas-
taid toestada, et naturaalarvude hulga N ning selle potentshulga P(N) suuruste vahel ei
leidu kolmandat voimsust. Hilberti 1900. aastal esitletud kahekiimne kolme vastuseta ma-
temaatilise kiisimuse seas oli kontiinumihiipotees esimesel kohal. Péarast Zermelo-Fraenkeli
valikuaksioomiga hulgateooria (ZFC) piistitamist selgus, et klassikalisest hulgateooriast ei
piisa kontiinumihiipoteesi toesuses veendumiseks ei iihte- ega teistpidi. 1940. aastal néitas
Kurt Godel, et kontiinumihiipoteesi eitust pole ZFC-teoorias voimalik toestada [G6d40]. 1963.
aastal toestas Paul J. Cohen samasuguse tulemuse kontiinumihiipoteesi jaoks [Coh63; Coh64].*

Kontiinumihiipotees osutus klassikalisest hulgateooriast soltumatuks vaiteks.

Godeli ning Coheni meetodid erinevad oluliselt teineteisest. Teatud tdhenduses leidis Godel
antud mudeli seest iiles viaiksema mudeli, konstruktiivse hierarhia, samas kui Cohen laiendas
olemasoleva mudeli suuremaks mudeliks, joustamislaiendiks. Erinevalt Godeli toimimisviisist
saab Coheni meetodiga toestada kontiinumihiipoteesi kogu soltumatuse. Sel pohjusel uurime
just Coheni leiutatud joustamismeetodit (van forsseerimine [Wik13|). Tépsemini anname
tilevaate tihest voimalikust joustamisteooria kujust, toetudes eeskitt Weaveri [Weal4| ning
Kuneni [Kun80; Kunl13] toédele. Samuti selgitame teooria iilesehitamiseks ning teemast

arusaamiseks vajalikku matemaatilist loogikat ja hulgateooriat.

Esimeses peatiikis tutvustame formaalset vordusega esimest jarku predikaatarvutust. Tule-
tuste ilmestamiseks valime Gentzeni sekventsiaalse slisteemi, kus sekventsi antetsedendis on
tapselt iiks valem. Rédgime meta- ning objektteooriast. Nimetame Zermelo-Fraenkeli vali-
kuaksioomiga hulgateooria omaaksioomid ning mainime nende vahetuid jareldusi. Seletame,
kuidas saab puhtas hulgateoorias kasutada périsklasse. Toome sisse transititvse hulga moiste.

Transitiivse hulga erijuhtudena radgime naturaal- ning ordinaalarvudest. Toestame, et igal

*Allika [Jec02, 1k 199] jérgi teatas GOodel oma avastusest 1938. aastal [G6d38], avaldas toestuse idee 1939.
aastal [G5d39] ning pohjalik selgitus ilmus 1940. aastal [God40]. Coheni artiklid valmisid 1963. aasta siigiseks
[Coh63; Coh64], neist hilisem [Coh64] avaldati 1964. aasta 1. jaanuaril.



hulgal X leidub transitiivne sulund TC(X). Defineerime potentselt requlaarse seose moiste
ning toestame viga iildised potentselt regulaarse induktsiooni ning rekursiooni meetodid.
Ehitame Zermelo — von Neumanni kumulatiivse hierarhia (V,)acora ja toestame Tarski-Scotti

votte.

Teises peatiikis on kesksel kohal valemi epsilontokend ja absoluutsus. Toome segaduse vélti-
mise eesmérgil sisse epsilon-kvaasimudeli moiste. Toestame epsilon-kvaasimudeli korrektsuse
ning pohiliste hulgateoreetiliste omaduste ning konstruktsioonide absoluutsuse. Maératleme
epsilonisomorfismi moiste ja toestame Mostowski-Shepherdsoni transitiivse kollapsi teoreemis-
keemi. Anname Lévy-Montague’ peegeldumisprintsiibi pohjenduse. Laiendame teooria ZFC
uueks teooriaks ZFC*, milles padseme ligi aksioomide hulga Ax(ZFC) epsilon-kvaasimude-
lile. Toestame, et ZFCT on algse ZFC-hulgateooria konservatiivne laiend. Naitame, kuidas
teooria ZFC* abil saab tuletada véite ¢ soltumatuse ZFC-hulgateooriast. Gentzeni toestus-
teoreetilise siisteemiga saame anda tdpsemad toestused epsilon-kvaasimudeli korrektsuse

metateoreemiskeemile ning ZFCT-teooria metatulemustele, kui muus kirjanduses on kombeks.

Viimases peatiikis kirjeldame Coheni joustamismeetodit. Defineerime olulised moisted,
nagu joustamis- ja tingimuskogum, geneeriline ideaal, (Weaveri) P-nimed, P-nime kandjad,
joustamislaiend, joustamisseos. Avame, mis tdhenduses voib vaheldumisi kasutada tavalisi
P- ja Weaveri P-nimesid, samuti juureta ning juurega joustamiskogumeid. Joustamise pohi-
metateoreemiskeemi jaotame kolmeks. Esimese jao toestame taielikult, suuremal maaral teise.
Kolmanda osa, toesuslemma ning defineeritavuse lemma, esitame toestuseta. Pogusalt vihjame,

kuidas toestatakse joustamismeetodiga kontiinumihiipoteesi soltumatus ZFC-hulgateooriast.

Autor usub, et bakalaureuset66d onnestub tulevikus kasutada range hulgateooria 6ppema-
terjalina. Vahemalt nendel, kes on loogika ja naiivse hulgateooriaga juba korra voi parem
kaks korda kokku puutunud.



I peatukk

Loogika ja hulgateooria taust

Zermelo-Fraenkeli hulgateooria (ZF, valikuaksioomiga ZFC) on formaalne aksiomaatiline
teooria. See rajaneb tédpselt kokku lepitud aksioomidel ning teoreeme toestatakse rangete
tuletusreeglite jargi. Need tuletusreeglid périb ZF vordusega esimest jarku siintaktilisest
predikaatarvutusest. Pole esmatéhtis, kuidas predikaatarvutus iiles ehitatakse: peaasi, et ta on
korrektne ja téielik standardse predikaatarvutuse semantika suhtes. Korrektsuse, taielikkuse
omadused on néiteks olemas kahel tuntud loogilisel raamistikul — Hilberti siisteemil [Kul64,
lk 147] ning Gentzeni metoodikal [PP04, lk-d 2, 97, 99; Pra04, 1k 133|.

Teooriat arendame lihtsuse eesmérgil vabas, mittetehnilises vormis. Erandkorras, kui loogi-
lise raamistiku niianssidesse siilivimisest ei padse, valime ldhemaks selgitamiseks Gentzeni

sekventsiaalse predikaatarvutuse.

1. Formaalne esimest jarku predikaatarvutus

Formaalne aksiomaatiline teooria piistitatakse jargmiselt. 1) Valitakse lubatud stimbolite
metahulk ehk tdhestik. 2) Médratakse esimest jarku valemi rekursiivne definitsioon. 3) Fiksee-
ritakse teoorias tuletatavate objektide ehk tuletiste liik. 4) Lepitakse kokku, millised tuletised

on aksioomid. 5) Loetakse kehtivaks metaloplik kogus tuletusreegleid.

1.1. Siimbolid ja loogilise valemi definitsioon

Esimest jarku loogika tahestik koosneb loogiliste tehete mérkidest, signatuurist, indiviidmuu-
tujaist ning kirjavahemérkidest. Valime teooria loogilisteks baasteheteks V, = ja =. Ulejésnud,

nagu 3, A\, V, <, olgu avaldatud esimeste kaudu traditsioonilisel viisil. Signatuur ¢ on jarjes-

7
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tatud kolmik (Cons, Func, Pred), kus Cons, Func, Pred on vastavalt konstant-, funktsionaal-
ning predikaatsiimbolite metahulgad, Pred # &. Signatuuriga kiib kaasas tiitip 7 ([HJ99,
1k 58]), mis omistab funktsionaal- ning predikaatsiimbolitele aarsused n, kus n > 1 on metana-
turaalarv. Tapsema signatuuri fikseerime alles hiljem. Indiviidmuutujate metahulk Indv olgu
suuruselt loenduv. Tiiiipiliselt kasutame eesti-ladina jarjestustdhestikku a, b, c, ..., z,y, kreeka
tahestikku a, 5,7, .. ., neile vastavaid triikitdhti voi indeksite, priimide, katustega tédiendatud
kujusid. Kontekstist on alati selge, missugune stimbol parasjagu indiviidmuutuja rolli taidab.

Kirjavahemérkidena lubame koma , ja timarsulgi (, ).

Valemi rekursiivne definitsioon toetub varasemale term: moistele. Olgu fikseeritud signatuur

o = (Cons, Func, Pred), tiiiip 7 ja indiviidmuutujad metahulgaga Indv.

Metadefinitsioon 1.1 (term, [PP04, 1k 49]). Termiks kutsutakse avaldist, mis on parajasti
saadud alltoodud eeskirja pohjal.

a. Iga indivildmuutuja € Indv on term.
b. Iga konstantsiimbol ¢ € Cons on term.

c. Kui funktsionaalsiimbol f € Func on aarsusega 7(f) =: n ning ¢y, ...,t, on termid, siis
f(ty,...,t,) on term.

Termi rakendatakse just valemi rekursiooni atomaarses sammus. Korraga defineeritakse valem

kui ka temas esinevate muutujate seotus.

Metadefinitsioon 1.2 (loogiline valem, vaba/seotud indiviidmuutuja, [Pra04, lk 79]). Vale-

meks nimetatakse avaldist, mis on parajasti saadud jargmise eeskirja pohjal.

a. Kui predikaatsiimbol P € Pred on aarsusega 7(P) =: n ning t,...,%, on termid,
siis P(ty,...,t,) on valem. Koik baasis ehk atomaarses valemis P(tq,...,t,) esinevad

indiviidmuutujad on vabad.
b. Kui F on valem, siis =F on valem. Vabad ja seotud indiviidmuutujad ei teisene.

c. Kui F ja G on valemid, kus iikski indiviidmuutuja pole korraga iihes valemis vaba ja

teises seotud, siis (F = G) on valem. Vabad ja seotud indiviidmuutujad ei teisene.

d. Kui F on valem, kus indiviidmuutuja x € Indv esineb vabalt, siis Vz(F) on valem.
Vabad ja seotud indiviidmuutujad ei teisene, v.a indiviidmuutuja =, mis valemis Vx(F)

on seotud.

Valemite metahulka teoorias T tahistame kui Form(T). Valemit kutsutakse kinniseks, kui temas

vabu muutujaid pole. Kirjutades valemi F asemel F(x), motleme, et x ei esine valemis F



KK 1. Formaalne esimest jarku predikaatarvutus

seotult. Kirjapilt F[z] tdhistab, et muutuja z esineb kindlasti vabalt, kujuga F[z] néuame,
et indiviidmuutuja z ei esine vabalt. Termi ¢ puhul tdhendab F|t], et koik termis ¢ esinevad
indiviidmuutujad on valemis F vabad. Analoogiliselt tolgendame téhistusi t[x] ja F[t](z).
Termi ¢ asendamist termiga u valemis F[t] tdhistame kui F[t/u]. Hoiatame, et asendamisel
saadud siintaktiline avaldis ei pruugi enam olla valem. Kirjapildiga F[z](x) saame néidata, et

indiviidmuutuja  puudub taielikult valemist F.

Stimbolijérjendite stintaktilist vordust (sealhulgas kokkuleppelist) tdhistame tappvordusega
=. Teooria arendamisel lubatakse peale tahestiku ka teiste, abisiimbolite kasutamist, kui
nende tdhendus ja kontekst on fikseeritud tdhestiku stimbolite kaudu. Niimoodi tuleb moista
tehtemérkide 3, A, V, < kasutamist. Néiteks valemite F, G korral F A G = —(F = —G). Eriti
kasulikuks saavad abisiimbolid hulgateooria juures. Umarsulge on lubatud éra jitta iildtuntud

kokkulepete jargi.

Valemi osa- ehk alamuvalemi ning peatehte definitsioon antakse rekursiooniga vastupidises
suunas valemi definitsiooniga vorreldes. Valemi peatehteks on valemi ehitamisel viimasena
kasutatud loogiline tehe (eitus, implikatsioon voi iildisuskvantor). Valemi osavalemiteks on

koik valemid, mis ehituse rekursioonis labi kiidi, nende hulgas ka valem ise.

Metadefinitsioon 1.3 (osa- ehk alamvalem, valemi peatehe, [PP04, 1k 50]). Valemi H osa-

ehk alamvalemid ning peatehe méaratakse jargmise eeskirja abil.

a. Valemi H osavalemiteks on H ise ja punktidega b.—d. méaratud ranged osavalemid.

Atomaarsel valemil pole peatehet.

b. Kui H = —F, siis valemi H rangeteks osavalemiteks on valemi F osavalemid. Valemi H

peatehteks on eitus ,,—".

c. Kui H = (F= @), siis valemi H rangeteks osavalemiteks on valemite F ja G osavalemid.

Valemi H peatehteks on implikatsioon ,,=.

d. Kui H = Va(F), siis valemi ‘H rangeteks osavalemiteks on valemi F osavalemid. Valemi H

peatehteks on iildisuskvantor ,,V*.

Alamvalemi moistet kasutame néiteks Lévy-Montague’i peegeldumisprintsiibi toestuse struk-

tuurses induktsioonis.

1.2. Tuletised, aksioomid, tuletusreeglid Gentzeni siisteemis

Gentzeni sekventsiaalses siisteemis voetakse tuletisteks sekventsid — siintaktilised objektid

tildkujuga I' - 2, kus I' ja {2 on valemite komaga eraldatud jarjendid. Sekventsi eesliiget I’
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kutsutakse antetsedendiks, tagaliiget suktsedendiks. Meie vaatleme siisteemi, kus suktsedent
koosneb parajasti ithest valemist, konsekvendist. Antetsedent voib erijuhul olla tiithi. Siimbolit -

voiks nimetada néiteks sekviks, lipuks voi allika eeskujul [Laa23, 1k 47| lingiks.

Olgu I', A valemite jarjendid ning F,G,H valemid. Tuletus ehk formaalne téestus on
sekventside siintaktiline puu aksioomidest tulemuseni, kus iileminekud pohjendatakse tuletus-
reeglite abil. Aksioomid, millest toestusi alustatakse, on Gentzeni predikaatarvutuses ainult

ithte tiiiipi: samasus- ehk identsusaksioomid iildkujuga
FEF.

Iga konkreetse valemi F korral saame iseseisva aksioomi, ja kindlat sekventsi uurides voime
alati veenduda, kas sekvents on aksioom voi mitte. Niisugust kontrollitavat reeglit, mis méarab
korraga rohkem kui iihe aksioomi kehtivuse, nimetatakse aksioomiskeemiks. Aksioomide meta-
hulk on puhtas predikaatarvutuses loenduv nagu valemite metahulkki, kuid nood aksioomid on
kirjeldatavad ainsa aksioomiskeemiga. Sarnaselt tuleb suhtuda terminitesse definitsiooniskeem,
lause- voi teoreemiskeem. Naiteks kokkulepe F A G = —=(F = —@G) liigitub definitsiooniskee-
miks, sest kehtib suvaliste valemite F ja G puhul. Edasises rohutame, kui véide on tegelikult

véiteskeem, aga definitsiooniskeemidest radgime ikka kui lihtsalt definitsioonidest.

Uhest voi kahest tuletisest jirgmiseni liigutakse toestuses tuletusreeglite abil. Reeglid jagune-
vad kahte iilemrithma: nn lausearvutuslikud ehk kvantoriteta reeglid ning predikaatarvutuslikud
voi kvantoritega reeglid. Lausearvutuslik reegel voib baasis —, =,V olla omakorda kolme tiitipi

ning kvantoritega reegel kahte tiiiipi, nagu nahtub tabelitest 1.1 ja 1.2.

Tabel I.1. Lausearvutuslikud ehk kvantoriteta tuletusreeglid, [PP04, 1k 88|

Paremale sissetoomine Paremalt eemaldamine Struktuurne reegel
I'Frg I'cF T+ (F=0) I'cF
—— (=" (+#) (S+)
I'c(F=29) r-g r,grr
rrFvGg I, Fr-gG I'+-—-F I'AJFEG
(F) —— A 0 (8~)
I'v--F I'-F I'F,A-G

t Reegli rakendamisel tuleb kontrollida, et siimbolijarjend (F = G) oleks valem, see tdhendab, et {ikski indiviid-
muutuja ei tohi olla korraga iihes valemis vaba ja teises seotud.

Kvantoritega reegleid on kokku kaks. Molemale kehtib kitsendus, kusjuures tarniga (*) reegli
ahendamine tuleneb loogika kaalutlustest [PP04, lk 98|, seevastu kui ristiga (1) kitsendus

johtub otseselt valemi metadefinitsiooni punktist d.
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Tabel I.2. Predikaatarvutuslikud ehk kvantoritega tuletusreeglid, [PP04, 1k 97]

Paremale sissetoomine Vasakule sissetoomine
I'Z) + Flz] I Fltl(z) G
— 0 (V)" (el
I'[Z] F Va(F) I Nz(Ft/z)) -G

* Valemite jaoks defineeritud kirjapilti [£] (vt metadef 1.2 jirg.
osa) on laiendatud jarjendile I'. Reegli rakendamiseks tuleb
kontrollida, et universaalkvantori muutuja ei esineks vabalt vale-
mijarjendis I'.

T Reegli rakendamisel tuleb kontrollida, et valemis F ei esineks

muutuja x seotult. Muus osas on termi ¢ valik piiramata.

Tuletuse pikkus kasvab ruttu, vihegi keerukama toestuse viimine aksioomideni pole prakti-
liselt moistlik. Sel pohjusel lubatakse toestuses algtipuna tulemusi, mis on ennist toestatud.
Peale varem toestatud sekventside ning aksioomide voib puu tipp olla tuletatav eelduse jargi,
naiteks struktuurses induktsioonis. Neid kolme juhtu tdhistame tuletuspuus isemoodi joontega,
vt tabelit 1.3.

Tabel 1.3. Jooned tuletuspuu algtippude jaoks

Aksioom Varasemast tuletatud Tuletatav eeldusest
(aks) — (var) = ==== (eeld)
rer I'vF I'+F

Pole keeruline ndha, et koik sekventsid kujul I', F, A - F on tuletatavad. Toepoolest, olgu
valemeid jarjendis A kokku n > 0, jarjendis I' kokku m > 0 valemit. Rakendame lisamise
reeglit (S+) jarjest n korda, seejérel korra asukoha vahetamise struktuurset reeglit (S~),
l1opuks taas m korda struktuurset reeglit (S+). Jouame samasusaksioomini F + F. Lisas A

toome néite, mis ilmestab tuletamist Gentzeni siisteemis: teeme ldbi abireegli

teatava ekvivalendi pohjendamise.

Defineerime veel formaalse aksiomaatilise teooria stuntaktilise vasturadkivuse moiste.
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Metadefinitsioon 1.4 (siintaktiline vasturaékivus, mittevasturaékivus, [Pra04, lk 105]).
Formaalset aksiomaatilist teooriat T nimetatakse suntaktiliselt vasturddkivaks, kui leidub

valem ¢ € Form(T), mispuhul on tuletatav nii valem ¢ kui ka selle eitus —¢, see tdhendab
Tht¢ ja Tk —g.

Teooriat kutsutakse stintaktiliselt mittevasturddkivaks, kui teooria pole siintaktiliselt vasturaa-
kiv. Siimboliga I tdhistame niisiis sobiva tuletuse leidumist, maha tommatud paarilisega |

tuletuse puudumist.

Klassikalisele predikaatarvutusele toetuvas siintaktiliselt vasturdékivas teoorias on koik
valemid ¢ € Form(T) tuletatavad [Kul64, 1k 40], s.o iga valemi ¢ € Form(T) korral T I F .
Niisugust standardse loogika ndhtust kutsutakse plahvatusprintsiibiks. Plahvatusprintsiibi
toestuseks rakendame koigepealt reeglit (- /) ja seejarel reeglit (-—), vottes jarjendi I rolli

tiihja jarjendi, valemiks F := ¢ ning valemiks G = ¢.

1.3. Vordusega predikaatarvutus

Senine formaalne siisteem pole eriti konkreetne. Néiteks teame, et predikaatsiimbolite hulk
Pred pole tiihi, kuid ei midagi kindlamat. Taolist iildist tausta andvat siisteemi kutsutakse
puhtaks loogikaks. Esimese sammuna teooria tdpsustamisel lisame signatuurile vordusmaéargi
kui poolloogilise stimboli, s.o kehtib = € Pred. Méargi = néol on tegu kahekohalise predi-
kaatsiimboliga. Vordusmargiga koos taiendatakse tiitipiliselt teooria aksiomaatikat, nimetades

kolm uut aksioomiskeemi.

Olgu F suvaline valem, t,t1,...,t,, uy,...,u, termid, f € Func funktsionaal- ning P € Pred

predikaatsiimbol. Aksioomiskeemid vordusega predikaatarvutuses on toodud tabelis 1.4.

Tabel I.4. Aksioomiskeemid vordusega predikaatarvutuses, [PP04, 1k 101]

. Vordusmargi Asendus funktsionaal- Asendus predikaat-
Puhas loogika .. .. . .. .
refleksiivsus stiimbolisse stimbolisse
]:F]: Et=t tlzul,...,tn:un}— tlzul,...,tn:unl—

l_f(tla”wtn):f(ulwuaun) |_(P(tlw"vtn):>P(u17~~'7un))

Tuntud vordusseose omadused nagu stimmeetrilisus ja transitiivsus on vordusega predikaat-
arvutuses tuletatavad, vt [PP04, lk-d 101-102|. Vordusega predikaatarvutusele rajame hiljem

Zermelo-Fraenkeli hulgateooria. Kahekohaliseks predikaatsiimboliks loeme veel mérgi € ning
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teooriat laiendame omaaksioomide ehk mitteloogiliste aksioomide vorra.

1.4. Objektteooria ja metateooria

Iga kirjalik matemaatiline arutelu eeldab lugejalt elementaarset lugemisoskust ning analiiii-
sivoimet. Ta peab moistma, et ihesugune stimbol ruumis nihutatuna viitab ikkagi samale
objektile, v.a juhul, kui tdhenduse muutus on kontekstist selge. Lugejal tuleb aru saada
termi ning valemi moistetest tasemel, mis voimaldab antud stimbolijarjendi puhul kindlaks
madrata, kas margijada nendeks liigitub voi mitte. Sarnaselt osaku lugeja veenduda tuletuste
korrektsuses. Nondasugust lihttasemel arusaamist kutsume minimaalseks taust- ehk metateoo-
riaks. Pangem téahele, et minimaalsesse taustteooriasse kuulub hulga voi metahulga moiste
tundmine. Seda elementaarsel tasemel, kus ,metahulk” on koigest siintaktiliste objektide

kogum, kusjuures saab méérata, kas element kogumisse kuulub voi ei kuulu. [Kle52, Ik 65]

Uldisemalt on taust- ehk metateooria on loogiline siisteem, milles analiiiisitakse teise teooria
meetodeid ja struktuuri [Ins09]. Nimetatud teiseks teooriaks voetakse harilikult pohiteooria,
milles tuletusi tehakse ja mida kutsutakse objektteooriaks. Arusaadavalt on meie pohiteooriaks
Zermelo-Fraenkeli hulgateooria koos valikuaksioomiga. Metateooria valik soltub vahenditest,
mida kasutada soovime. Moistliku ulatusega metateoorias saab riaakida naturaalarvudest,
kodeerida valemi ja tuletuse moéisted Gédeli nummerdusega, viia valemitel 1dbi (kodeeritud
kujul) struktuurset induktsiooni. Néiteks sobib metateooriaks Peano aritmeetika [Weal4,
1k-d 1, 4], aga metateooriaks saab votta ka objektteooria enda ehk ZFC. Formaalse metateooria

korral touseb varasem minimaalne metateooria taseme vorra korgemale, meta-metateooriaks

[Kle52, 1k 65].
Meie metateooriat rangelt ei formaliseeri, jéattes selle lugeja intuitsiooni tasemele.

Midrkus 1.5. Indiviidmuutujate, valemite ja aksioomide metahulkade loenduvust voib votta
ka kui potentsiaalset loenduvust. Naiteks indiviidmuutujaid pole kunagi ,pariselt” 1opmatu
kogus, kuid neid on alati piisavalt. Metanaturaalarvudest voib esimeses lahenduses moelda kui
kriipsudest, s.o 1 = |, 2 = ||, 5 = |||||, 0 = . Pohiline, et metanaturaalarvud oleksid iiksteisest
stintaktiliselt eristatavad ja oleks méistetév, mida tahendavad elementaarsed operatsioonid,
nagu 1+ 1, 3 > 0 voi max {1, 5}. Struktuurse induktsiooni kui ,lopmatu* meetodi voib samuti

asendada selle potentsiaalselt 1opmatu lihtsustusega.
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2. Zermelo-Fraenkeli hulgateooria

Fikseerime signatuuri (&, &, {=, €}). Paljas Zermelo-Fraenkeli teoorias pole konstant- ega
funktsionaalsiimboleid. Teooriasse kuuluvad iiksnes hulgalised objektid, st urelemendid ehk
aatomid puuduvad. Lepime kokku, et vordust ja hulka kuuluvust méargime prefikstahistuse
asemel infikstéhistusega, nditeks =(z,y) asemel kirjutame x = y. Hulgateooria aksioome on
loenduv kogus, seda ténu kahele aksioomiskeemile. Aksioomidega tutvume jark-jargult, et

holbustada nende sisu selgitamist.

2.1. Teooria omaaksioomid ja baasmoisted

Tutvustame ZF-hulgateooria aksioome, nende esmaseid jéreldusi ning defineerime edasiseks
tarvilikud abistimbolid. Toome vilja aksioomide predikaatarvutusliku kuju, samal ajal sel-
gitame tavakeeles nende sisu ja tdhendust. Toodud aksioomid moodustavad iihe voimaluse
mitmest, kuidas ZF-teooriat esitada. Paljuski, enamasti isegi iidini, langevad teooria toestata-
vad tulemused kokku, kuigi toestuste kéik ei pruugi iihtida. Meie valik tugineb allikatele [Jec02,
lk-d 6-13, 47, 63| ja [Kul64, k-d 212-213]. Uldlevinud kokkuleppe jirgi jitame aksioomides

liigsed sulud panemata.

[lma iihegi tdiendava aksioomita (isegi vorduse aksioomideta) voime toestada, et mingisu-
gune hulk peab leiduma: piisab mdelda sekventsile - 3X (X = X V =X = X). Tiihja hulga

voi iildse tdpsemate omadustega hulga leidumise kiisimus jadks aga lahtiseks.

@, Hulgad on vordsed parajasti siis, kui neisse kuuluvad samad elemendid.
FVXVWY (X =Y eVz(ze XezeY))

Ekstensionaalsusaksioom — oluline on sisu, ulatus, mitte mote voi moodustamise viis

Ekstensionaalsuse esimese ekvivalentsi =-suund kehtib tegelikkuses juba vordusega predi-
kaatarvutuses. Vastupidi taandub ekstensionaalsusaksioomi jargselt osa vorduse aksioomidest

ebavajalikku rolli. Néiteks refleksiivsus - X = X on ekstensionaalsuse najal tuletatav.

2. Olgu n > 0 metanaturaalarv ja pi,...,p, hulgad. Kui X on hulk ja S =
= S[x,Y,pl,...,pn](X, Y) valem hulgateooriast, siis leidub hulgast X eralda-
tud hulk YV :={x € X | S} ehk teisiti {z € X : S} on hulk. Koik aksioomid
kujuga

FVpy VP VX IYVz(z €Y ©a e X AS[e, Y, pr, ..., pa] (X, V).
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Eraldamisaksioomiskeem — moodus, kuidas uusi hulki luua, eraldades need vélja

olemasolevatest

Hulgad py,...,p, on parameetrite rollis (erijuhul n = 0 parameetreid pole). Tiitipilise eral-
damisaksioomiskeemi rakendamisel on hulgad p; fikseeritud hulgad, mis tdidavad kindlaid

lisatingimusi.

Eraldamisaksioomiskeem véldib Russeli antinoomiat [Jec02, lk 4], kuna reeglit S rakenda-
takse kindlale, juba olemasolevale hulgale X. Vigureid vormis z € Y < x ¢ Y ei saa luua,
sest indiviildmuutujat Y ei tohi valemis § vabalt esineda. Saab toestada, et leidub parajasti
tiks tithi hulk @, kus * = @ parajasti siis, kui Yy(y ¢ z) (pohjenduseks votta suvaline hulk
X ja valemiks S[z,Y] = z # =, ithesuseks rakendada ekstensionaalsust). Kéikide hulkade
hulka U ei leidu. Kui leiduks, oleks Y := {2z € U | 2 ¢ x } niisamuti hulk. Mélemad variandid,
nii Y € Y kui Y ¢ Y, annaksid vastuolu. Eraldamisaksioomiskeemiga defineeritakse hulkade

tihisosa ja vahe tldtuntud viisil.
Defineerime alam- ehk osahulka téhistava abisiimboli, X CY :=Vz(z € X =2z € Y).
@) Iga hulga X ja Y korral saab moodustada nende jirjestamata paari (hul-
gapaari) Z, s.o hulga Z = {X,Y}, mille ainukesed elemendid on X ja Y.
FVYXVY3IZVz2(z € Z e 2=XVz=Y)
Hulgapaari moodustamise aksioom — kahest hulgast saab moodustada nende
jarjestamata paari

Voiksime néuda vahemat, vottes aksioomiks hoopis - VXVY3IZ(X € Z AY € Z). Nii {it-
leksime, et X,Y € Z, rohutamata, kas hulka Z kuulub teisi elemente. Piltlikult vaidaks
alternatiivne hulgapaari moodustamise aksioom, et leidub hulk Z nii, et {X,Y} C Z. Konk-
reetselt hulgapaari leidumine ja iihesus johtuks eraldamisaksioomist ning ekstensionaalsusest.

Nondasugused méarkused kehtivad samuti ihendi ning potentshulga moodustamise aksioomide
juures. Kui X =Y, saame hulga {X, X'}, mida t&histame kui {X}. [Hall4, lk 9]

Kolmas viis olemasolevatest hulkadest uusi moodustada on ithendi votmise kaudu.

Iga hulga X korral saab moodustada selle elementidest Z iithendi Y, s.o
hulga Y = J X, mille elemendid on hulga X elementide Z elemendid z.

FVXIYVz(z €Y< 3AZ(ze ZNZ € X))
Uhendi moodustamise aksioom — hulga elementidest saab moodustada nende
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ithendhulga

Kahe hulga A; ja A, ithend A; U Ay saadakse hulgapaari ja ithendi aksioomi koosmojus,
Al U A2 - U{Ala AQ}

5. Iga hulga X puhul leidub selle potentshulk Y, s.o hulk Y = P(X), mille
elemendid Z on parajasti hulga X osahulgad.

FVYX3YVZ(Z €Y & Z C X)

Potentshulga moodustamise aksioom - hulga osahulkadest saab moodustada

koondhulga

Kazimierz Kuratowski jargi méaératletakse jarjestatud paar kui (a,b) = {{a},{a,b}}. Ak-

sioomidele 1-3 tuginedes Kuratowski paar leidub ja taidab jarjestatud paaride pohiomadust:
VavVbVeVd((a,b) = (¢,d) < a=cAb=d).

Potentshulga aksioomiga toestatakse, et iga hulga A ning B puhul leidub nende otsekorrutis
A x B. Idee seisneb sisalduvuses A x B C P(P(AU B)). Harilikult samastatakse hulgateoorias
seosed ja funktsioonid nende graafikutega. Binaarne seos R on suvaline paaridest koosnev hulk.
Seos hulkade A, B vahel on osahulk R C A x B. Seosega kiivad kaasas mddramispiirkonna

ning muutumispiirkonna moisted, vastavalt

domR = {aeJUR|3b(ab) € R},
ranR={be JUR|Ia(a,b) € R}.

Funktsioon ehk kujutus on seos f, mispuhul (z,y;) € f ja (z,y2) € f tdhendab vordust y; = ys.
Kirjutame f: X — Y, kui dom f = X jaran f C Y. Hulga A kujutis R(A) ning poordkujutis
R71(A) seosega R defineeritakse tavalisel moel, samuti funktsiooni f: X — Y injektiivsus,
sturjektiivsus ning biyjektitvsus. Kahe funktsiooni f ja g litfunktsiooni, kui ran f C dom g,
mérgime kui g o f voi lithemalt ¢gf. Funktsiooni f ahendit hulgale A tahistame kriipsuga f|,.
[Hall4, lk-d 22-33, 38-41]

Defineerime hulga z jarglashulga ™ maiste z+ := 2/ := x U {x}. Naturaalarvude leidmiseks
objekt- ehk hulgateooriast valime von Neumanni jérgi nime saanud toimimisviisi. Von Neu-

manni naturaalarvud ehitatakse iiles jarglashulga operatsiooni kordamisel. Niisiis 0 = @,
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1:=0% 2:=1%, 3:=2" ja nonda edasi. Samaviarselt

0=2,
1={o},
2={o{2}},
3={o{o}{z{z}}}

VOl

0=,
1= {0},

2 =1{0,1},
3=1{0,1,2},

Markame, et hulgas 0 on null elementi, hulk 1 sisaldab parajasti iihte elementi ja tildisemalt
on hulgas n kokku n elementi. Loendamist voib siin moista metateoreetilisena, kuigi kehtib
samamoodi (tautoloogiana) kardinaalarvude klassikalise definitsiooni méttes. [Hall4, lk-d 43—
44|

Kui soovime radkida naturaalarvude hulgast tervikuna, vajame téaiendavat hulga leidumise
aksioomi [Hall4, 1k 44]. Kui hulk A # & sisaldab iga elemendi a € A korral jarglast a™ € A,
nimetame hulka A induktiivseks hulgaks ehk koondjirglashulgaks. Induktiivset hulka, mis
sisaldab tiihja hulka, kutsume standardseks. Abivalemiga @ € A peame silmas valemit
Jda(a € AN a = ). Loeme selle iildiseks pohiméotteks: kui ¢ on mingi iiheselt leiduv hulgaline
objekt, siis valemiga ¢ € Y peame silmas valemit Jy(y € Y Ay = ().

Leidub hulk A, mille sisaldab elemendina tiihja hulka @ ja iga oma ele-

mendi a € A jarglast a™.
-JA(@ € AAVa(a € A=a" € A))

Lopmatu hulga leidumise aksioom — leidub standardseks induktiivne hulk

Alamhulgalise sisalduvuse mottes vihim tithja hulka sisaldav koondjarglashulk « ongi soovitud

von Neumanni naturaalarvude hulk. Lopmatu hulga leidumise aksioom nouab niisuguse hulga
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A olemasolu, mispuhul & C A. Alternatiivse ja pealtndha kitsama, kuid ZF-teooria raames

samavéaarse lopmatusaksioomi
F3B(B# @ AVb(be B=3c(ce BAbC ¢)))

leiab allikast [Kul64, lk 213].

Regulaarsuse aksioom on téhtis mudeliteoorias néiteks absoluutsuse juures. See aksioom
valistab muu hulgas lopmatult kahanevate €-ahelate voimalikkuse. Regulaarsuse aksioomi
kasutame hiljem oluliselt Tarski-Scotti vottes ning véites, et koik hulgad kuuluvad Zermelo —
von Neumanni hierarhiasse V, samuti epsiloninduktsioonis. Hulgateooriaga tavamatemaatika
tiles ehitamisel pole regulaarsuse aksioomi jirele vajadust [HJ99, 1k 259|. Seda pohjusel,
et paljud olulised hulgad, néiteks naturaalarvud ning ordinaalarvud, on juba regulaarsuse

aksioomita tugevalt regulaarsed.

7. Igas mittetiihjas hulgas X # @ leidub rangelt €-minimaalne element x.
FVX(X #@0=de(xe X A-Fz(z€ X Az €x)))

Regulaarsuse aksioom — hulk on tiihi voi sisaldab rangelt €-minimaalset elementi

Tooduga vahetult samavaéarne on kirjapilt

FVX(X#0=>qx(re XAX No=09)).

Teine 16pmatu aksioomide kogum on asendamisaksioomiskeem. See lubab olemasoleva hulga
elemendid funktsioonilise reegli abil asendada. Valemit @[z, y| nimetame tdisfunktsiooniliseks,
kui iga hulga x puhul leidub theselt médratud y nii, et @[z,y| kehtib. Teisisonu peab

taisfunktsioonilisuseks kehtima
Valy Pz, y] = Va(Iy(Plz, y] AV2(Plz, y] A Dz, y/2] =y = 2))).

Olgu n > 0 metanaturaalarv ning py,...,p, hulgad. Kui X on hulk ja
¢ = @[m,y,f/,pl,...,pn]()(, Y) on tédisfunktsiooniline valem hulgateooriast,
siis leidub hulgast X asendamise teel saadud hulk Y ={y | Jz(z € X A ?) }.
Koik aksioomid kujuga

-V 3Aly bx, y] = Vpr- - Vp VX IV Vy(y € Y & Ta(z € XAz, y, Y, p1, ..., pal (X, Y))).
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Asendamisaksioomiskeem — moodus, kuidas uusi hulki luua, asendades olemasolevas

hulgas elemente

Asendamisaksioomiskeemist jéreldub eraldamisaksioomiskeemi abiga n-6 osalise asendamise
vOl asendamise-kustutamise teoreemiskeem. Selles viites leevendatakse taisfunktsioonilisuse

tingimus osaliseks, noudes iiksnes, et
VaVyVz( Pz, y| A Pz, y/z] =y = 2).

Elemente z, mille korral sobivat elementi y ei leidu, pole millegagi asendada. Osalise skeemi
korral niisugused elemendid kustutatakse. Asendamise-kustutamise teoreemiskeemi toestuseks
laiendame esmalt valemit @ kohtadesse, kus element y puudus (néiteks vottes kujutiseks
alati tithja hulga). Seejirel rakendame asendamisaksioomiskeemi. Lopptulemuseni jouame
eraldamisaksioomiskeemiga, seades S[x, Y] := Jy P[z, y]. Sarnaselt nieme, et asendamisaksioo-
miskeemi rakendamiseks hulgale Y piisab teadmisest, et valem @[z, y] on taisfunktsiooniline
hulgal YV, s.o Va(z € Y = Jly Pz, y]).

Asendamisaksioomiskeemi abil tuletatakse viga rohkesti olulisi teoreeme. Sellele tugine-
des toestatakse transitiivse sulundi leidumine, tulemusi ordinaalarvude aritmeetikas ning
erinevate rekursioonide korrektsus, naiteks potentselt regulaarse rekursiooni teoreem. Paljude
hulgateoorias tuntud hulkade leidumist ei saaks asendamisaksioomiskeemita tdestada. Uheks

néiteks on Zermelo naturaalarvuhulk, vt [Kunl3, 1k 126].

Aksioome punktidest 1-8 nimetatakse Zermelo-Fraenkeli aksioomideks. Viimane puuduolev
aksioom on valikuaksioom, mis lubab iihekorraga ja eeskirjata ,valida® lopmatu koguse elemente.
Kui X on suvaline hulk, siis valikufunktsiooniks hulgal X (erividrtusega a) nimetatakse
funktsiooni 7: X — (|JX) U {a}, kus iga @ # x € X korral v(z) € z, lisaks @ € X puhul
v(9) = a.

Iga hulga X korral leidub valikufunktsioon v hulgal X \ {o}.
FVYX(3r: X\ {2} —>UX/\VI($ EXNr#£T=v(r) €x))

Valikuaksioom — igal hulgal X \ {@} leidub valikufunktsioon

Olgu a suvaline hulk. Valikuaksioomi kohese jareldusena leidub igal hulgal X valikufunktsioon v
erividrtusega a, vottes v .= v U {(&,a)}, kui kehtib @ € X. Zermelo-Fraenkeli hulgateooriat
koos valikuaksioomiga kutsutakse ZFC-teooriaks. Ekvivalentne ning pikalt vélja kirjutatud
valikuaksioom tuuakse allikas [Kul64, lk-d 212-213].
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Edasises jatame sekventsiaalse tahistuse dra, kui selle rohutamine pole oluline. Gentzeni
siisteemile viitame naiteks valemite absoluutsuse juures, epsilon-kvaasimudeli korrektsuse
metateoreemiskeemis ning ZFC"-teooriaga seotud tulemustes. Rohkesti kasutame tokestatud

kvantoreid Vx € y ja Jx € y, kus {ikskoik missuguse valemi F = F(y) jaoks

Vo € y(F) = Vo((z € y = F)),
Jr € y(F) = Jz(z € y A F).

Toodud aksioomide pisut teistsugustest vormidest, samuti parameetrite kohta eraldamis-

ning asendamisaksioomiskeemides, voib lugeda Lévy artiklist, vt [Lév74].

2.2. Klassid ja parisklassid hulgateoorias

Kujutlegem ette hulgateooriat, kus kehtivad koik ZFC aksioomid, kuid 16pmatusaksioomi
asemele on lisatud tema eitus. Niisuguses teoorias ZFC — Inf + —Inf on koik hulgad loplikud,
bijektsioonis unikaalse naturaalarvuga. Koigi naturaalarvude hulka « kui lopmatut hulka ei
leidu. Hulga o puudumine ei takista meid radkimast naturaalarvude kogumist ega nonde

omadustest.
Otsene ldhenemine siiski ei to6ta. Voiksime kiill kirjutada valemi Z[z], mis védidab, et hulk
x on induktiivne ja sisaldab tiihja hulka:

Iz =@ €xAVy(ly e x=y" €x).

Samuti saaksime anda valemi M [y], mis titleb, et y on C-vihim tiihja hulka sisaldav induktiivne
hulk,
M{y] =V (Z[z] =y C x).

Mure on selles, et kui standardset induktiivset hulka x ei leidu, voib hulga y rolli votta iikskoik
missuguse hulga. Kiill aga voib naturaalarvuks olemise defineerida valemiga N y], kus

Nly| =,y on ordinaalarv A—3z(z # 0 A ,,z on piirordinaalarv A z € y).

(Ordinaalarvu ning piirordinaalarvu moéisted defineerime ordinaalarvude jaotises.)

Teoorias ZFC — Inf + —Inf saame seega véljendada lauseid kujul ,iga naturaalarvu n pu-
hul ... valemiga Vn(N[y/n] = ...). Voime piltlikumalt vaadelda valemit A rahuldavaid
hulki méttelise kogumina V. Siis teiseneb varasem kujule Vn(n € N = ...) voi isegi vormi

Vn(n € w=...), vottes o = N. Kirjeldatud vaatenurgast on naturaalarvude kogum o
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parisklass, teooria objektidest véljapoole jadv kujundlik assotsiatsioon.

Teoorias ZFC on « loomulikult hulk, mitte périsklass, ent sarnaseid siintaktilisi trikke
tehakse siingi. Naiteks raédgitakse koigi hulkade klassist U (valemiga x = x), veel néiteks ordi-
naalarvude 0Ord, kardinaalarvude Card ja tugevalt regulaarsete hulkade klassist WF. Viimased

kolm périsklassi defineerime hiljem. Votame senise arutelu kokku tdpsema metadefinitsiooniga.

Metadefinitsioon 1.6 (klass, parisklass). Klassiks C voi Cy (defineeriva valemiga Nz],

pohimuutujaga =) nimetame mottelist kogumit, mispuhul
x € Cy = Nzl

Pirisklass on klass, mis ei ole hulk: ~3X (Vz(z € X < 2 € Cy)).

ZFC-teoorias on klassid niisiis omamoodi siintaktilised lithendid. Klassidel saab arusaadaval
moel defineerida seosed, sealhulgas klasside vorduse ja funktsioonid (funktsiooniline valem),
radkida iihisosast (klasside konjunktsioon) ning ithendist (disjunktsioon). Klassid lithendavad
arutelu, aga iga klasse sisaldava viite voime asendada viitega, mis klassidest ei radgi. On
olemas hulgateooriaid, mis lubavad hulkade korval toelisi klasse. Toelised klassid laiendavad
varem kirjeldatud klasside ulatust, selles kontekstis tuleks iilemistest parisklassidest rasakida
kui parameetritega defineeritavatest parisklassidest teoorias ZFC. [Jec02, 1k-d 5-6, 70| Koik
ZFC-teooria hulgad on klassid. Pohjendusena mérgime, et kui M on suvaline hulk, siis valime
lihtsalt M(x] :==x € M.

Toome néiite klasside terminoloogia rakendamisest. Nimelt saame klassi moistega anda
monele aksioomile alternatiivse esituse. Eraldamisaksioomiskeemi voime sonastada jargmiselt:

iga hulga X ja iga klassi C :=C Sl V](X.Y, korral on ka Y = X N C hulk. Isedranis mugava

\Y,P1,ee,Pn)
tolgenduse votab asendamisaksioomiskeem [Jec02, Ik 13|, mis véidab, et iga hulga X korral on

klass F(X) hulk, kus F:=Fy o1y, pny 12 F(X) on hulga X kujutis klassifunktsiooniga
F.

Selguse huvides kasutame klasside jaoks ka edaspidises tavapéarasest erinevat kirjatiiiipi.

2.3. Transitiivne hulk

Keskne moiste hulga- ja mudeliteoorias on transitiivne hulk. Hulka loetakse transitiivseks, kui

sisalduvusseos € hulgal on teatud mottes transitiivne.

Definitsioon 1.7 (transitiivne hulk, [Kun&80, lk 16]). Hulk X on transitiivne siis, kui iga

tema element on iihtlasi alamhulk. Valemina , X on transitiivne” = Vz(zx € X =z C X).
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Tiihi hulk on néide transitiivsest hulgast. Pole raske naha, et jargmised tingimused on

ekvivalentsed.
Lause 1.1 (hulga transitiivsuse teised kujud). Tingimused (i)—(iv) on samavddrsed:
(i) hulk X on transitiione,
(ii) Vu,v(uevAhve X =ueX),
(i) UX C X,
(iv) X € P(X).

Sarnasus seose transitiivsuse omadusega on koige selgem viites (ii). Esimese lause pohjendamise

jatame lugeja iilesandeks.

Hulga ja selle elementide transitiivsus pole otseses seoses. Kui hulk X on transitiive,
ei pruugi elemendid transitiivsed olla. Vastuniide: {@, {2}, {{@}}}. Kahtlemata on tegu
transitiivse hulgaga, kuid element {{@}} ise transitiivne pole. Teisipidine samuti ei kehti, st

hulga koigi elementide transitiivsusest ei jéreldu hulga enda transitiivsust. Vastunditeks sobib
{2,{2,{9}}}.

Varasema néite X = {@,{@}, {{@}}} pohjal ei tarvitse transitiivse hulga alamhulk
transitiivne olla, sest mittetransitiivne hulk {{@}} oli ka hulga X osahulk. Vaadeldes kogumeid
{{@}} ja P{{@}}) = {9,{{2}}}, markame, et kogumi hulkade transitiivsusest ei johtu

kogumi potentshulga transitiivsust. Puudub element {&}.

Eitavatest tulemustest hoolimata on transitiivsetel hulkadel ja nende kogumitel ka haid

omadusi.

Lause I.2. (1) Transitiivsete hulkadest koosneva hulga C ihend | JC on transitiivne.
(2) Transitiivsete hulkade kogumi C' # @ thisosa (C' on transitiivne.
(3) Kui kogum C koosneb transitiivsetest hulkadest, on seos €|c kogumil C' transitiivne.

(4) Transitiivse hulga X potentshulk P(X), ihend |J X ning X # & korral (ja requlaarsuse

aksioomi kasutades) tihisosa (| X on transitiivsed.

(5) Transitiivse hulga X jirglashulk X+ = X U{X} on transitiivne. Uldisemalt kui X on

transitiione ja x C X, siis X U {x} on transitiivne.

Toestus. Toestame néitlikustamiseks véite (1).

(1) Kui C = @, siis [JC = @, mistottu tulemus vahetu. Olgu C' # @ transitiivsetest
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hulkadest koosnev hulk, st kuuluvusest ¢ € C' jareldub ¢ transitiivsus. Tahame toestada,

et JC on transitiivne. Kasutame lause 1.1 tingimust (ii).

Valime suvalise v € |JC. Uhendi definitsiooni pohjal leidub ¢ € C, mispuhul u € c.
Samuti iihendi definitsioonist ¢ C |JC'. Kui niitid v € u, siis ¢ transitiivsusest v € ¢ ja
alamhulgalisusest v € |J C. |

Ordinaalarvud defineerime hiljem eritiiiipi transitiivsete hulkadena. Von Neumanni natu-
raalarvud ning koigi naturaalarvude hulk o on ka transitiivsed. Iga hulga X korral leidub
temast ,minimaalselt suurem” transitiivne hulk, nimelt transitiivne eelsulund tc(X), mille

koostame samuti hiljem.

2.4. Jarjestusseosed. Ordinaalarvud

Binaarset seost < kutsutakse osalise jdrjestuse seoseks, kui see on refleksiivne, antistimmeet-
riline ning transitiivne. Irrefleksiivset ja transitiivset seost < nimetatakse range jarjestuse
seoseks, mistottu kutsutakse osalise jarjestuse seost vahel ka mitterange jarjestuse seoseks.
Ettetuleva mitterange jarjestuse voime alati teha vorduse keelamisega rangeks, vastupidi
range seose muuta mitterangeks vorduse lubamise teel. Refleksiivset ja transitiivset seost
< kutsutakse eel- ehk kvaasijirjestuseks. Terutame, et need moisted sobivad nondasamuti

parisklasside kontekstis.

Defineerime minimaalsed-maksimaalsed, vihimad ja suurimad elemendid. Loomulik on

need moisted sonastada osalise jarjestuse jaoks, kuid meil ldheb tarvis iildisemat maaratlust.
Definitsioon 1.8 (E-ckstreemsed elemendid, [HJ99, 1k 251]). Olgu E suvaline seos klassil X.

a. Klassi X elementi & nimetatakse rangelt E-minimaalseks, kui & € X ja ei leidu sellele
E-eelnevat elementi klassis X, s.o Vo € X(—z E £). Analoogiliselt defineeritakse rangelt

E-maksimaalne element =.

b. Klassi X elementi m nimetatakse E-minimaalseks, kui m € X ja ei leidu sellele rangelt
E-eelnevat elementi klassis X, s.o Vo € X(z E'm = x = m). Analoogiliselt defineeritakse

E-maksimaalne element M.

c. Klassi X elementi mg nimetatakse E-vdhimaks, kui my € X ja see eelneb igale klassi X

elemendile, s.o Vo € X(mo E ). Analoogiliselt defineeritakse E-suurim element M.

Kui osalise jérjestuse seose koik elemendid on omavahel vorreldavad (kehtib trihhotoomia),

riadgitakse jarjestuse lineaarsuse omadusest. Eritiiiipi lineaarne jarjestus on potentne jarjestus.
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Definitsioon 1.9. Osalist jirjestust < hulgal P nimetatakse potentseks jarjestuseks, kui igas
mittetiithjas P alamhulgas leidub <-vdhim element. Samasuguse omadusega ranget jérjestust

kutsutakse rangeks potentseks jirjestuseks.

Madrkus 1.10. Eestikeelses kirjanduses kutsutakse potentset jarjestust tdaielikuks jdarjestuseks
[0ja06, 1k 63]. Eirame niisugust traditsiooni kolmel pohjusel. Esiteks, sona ,potentne* viitab
alamhulkadele potentshulga kontekstis, mispéarast kirjeldab see jérjestuse omadust hulkade
korral tédpsemini kui voreteooriast tuntud ,téaielikkus“. Teiseks on téielikkus jérjestusteoorias
iiledefineeritud, korraga mitmes eri tdhenduses, raskendades liikumist eesti ning inglise keele
vahel. Téielik jarjestus voib viidata potentsele jérjestusele (ingl complete order voi well-order),
aga ka lineaarsele jarjestusele (connected/total order), isegi reaalarvude pidevuse omadusele
(completeness). Kolmandaks, hiljem sénastame moiste potentselt requlaarne seos (well-founded
relation), mille erijuhuks on range potentne jarjestus. Usume, et loetletud pohjused kaaluvad

iiles terminoloogia muutusest tuleneva harjumatuse.

Olulised on funktsioonid, mis jarjestust séilitavad. Osalistele jarjestustele < ning < vastavaid

rangeid jarjestusi tdhistame kui < ning <.

Definitsioon I.11 (kasvav funktsioon, sarnasus, [0ja06, lk 61]). Olgu (P, <) ja (@, <)
osaliselt jarjestatud hulgad. Kasvavaks ehk jdrjestust sdilitavaks nimetatakse funktsiooni
f: P — @, mispuhul

Vay,xo € P(r) < 29 = f(21) < f(x2)).

Bijektsiooni f: P — @ nimetatakse kasvavaks isomorfismiks ehk sarnasuskujutuseks, vastavaid
hulki P, () sarnasteks, kui

v.%‘l,xz € P(Q?l < g <=~ f(lj) § f(SCQ))

Téahistame P ~ ().

Sarnasuskujutuse poordkujutus on sarnasuskujutus. Kui on antud kaks sarnasuskujutust,
mille puhul leidub liitfunktsioon, jaab kompositsioon samuti kasvavaks isomorfismiks. Siinset
kasvavat funktsiooni voiks tédpsemini nimetada ,,(<, <)-kasvavaks”. Néiteks holmab definitsioon
ka funktsioone, mida matemaatilises analiilisis kutsutakse kahanevateks: sobib votta P =
=Q =R, <=<[gja <=2

Toestame kaks lemmat, lause ja teoreemi, mis kirjeldavad potentse jarjestuse ning kasvavate

funktsioonide suhet.

Lemma 1.3 (|Jec02, 1k 18]). Kasvav teisendus f: W — W potentse jarjestusega hulgal (W, <)
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sisendit ei vihenda, s.o Yw € W(w < f(w)).

Toestus. Oletame vastuviitena, et X .= {x € W | x > f(z) } # @. Jarjestuse < potentsusest
leiduks hulgas X vihim element mg € X. Hulga X definitsioonist mg > f(my), funktsiooni f
kasvavusest f(mg) > f(f(myp)). Teist korda hulga X definitsiooni pohjal f(mg) € X, mis on

vahekorra mg > f(mg) kaudu vastuolus elemendi my minimaalsusega hulgas X. |

Osalise jarjestuse puhul saame radkida eellaste hulgast.

Definitsioon 1.12 (mitterange, range segment, |Hall4, lk 56; Jec02, 1k 18]). Olgu (P, <)

osaliselt jarjestatud hulk, vastav range jarjestus < ja x € P.

a. Hulka 25 == {y € P |y < 2z} = < '({z}) nimetame elemendi = (mitterangete) ecllaste

hulgaks ehk mitterangeks segmendiks.

b. Hulka 2=~ == {y € P|y < } = < }({z}) nimetame elemendi x (rangete) eellaste

hulgaks ehk (rangeks) segmendiks voi eelsegmendiks.
Lemmast 1.3 jareldub jargmine
lause 1.4. [Jec02, 1k 18] Olgu (W, <) potentselt jarjestatud hulk.
(1) Hulk W ei saa olla kasvavalt isomorfne oma elemendi range segmendiga.
(2) Ainus kasvav automorfism f: W — W on identsusteisendus Idy .

(3) Kui leidub kasvav isomorfism hulgast (W, <) potentselt jirjestatud hulka (V, <), siis see

isomorfism on theselt madratud (hulkade W ja V' jdarjekorra tapsusent).

Toestus. (1) Selge, kui W = @. Las W # &, sealjuures oletame vastuvéitena, et mingi
x € W korral W é x<. Médramis- ja muutumispiirkonnast tulenevalt f(z) € x<, st

eelsegmendi definitsioonist f(z) < x. Vastuolu lemmaga 1.3.

(2) Valime w € W. Lemma 1.3 rakendamisest automorfismile f johtub, et w < f(w). Péord-
funktsiooni f~! kasvavusest seega f~!(w) < w. Lemma 1.3 kasutamine péordfunktsiooni
kui automorfismi jaoks annab w < f~!(w). Antisiimmeetriast f~!(w) = w ehk f = Idy.

(3) Kui f,g: W — V on kasvavad isomorfismid, siis funktsioonid g~'o f ning fog~! peavad

olema punkti (2) alusel vastavalt identsusteisendused Idy ja Idy. Jéarelikult f=! = g=*

ja f=gy. |
Potentselt jarjestatud hulkade sarnasuskujutus siilitab rangete eellaste hulki.

25



I PEATUKK. LOOGIKA JA HULGATEOORIA TAUST SK

Lemma 1.5. Olgu (W, <) ning (V, <) potentselt jirjestatud hulgad, kusjuures W L V. Siis
iga w € W puhul leidub tapselt iks v € V nii, et w< ~v=. Tdapsemini v = f(w).

~ . . .. f1,f
Téestus. Alustame iihesusest. Olgu w € W ja vy,v € V niisugused, et w< ~=& vE, 5.

Uldisust kaotamata ja lineaarsust kasutades oletame, et v; < vy, kust vf - v; Samal ajal
ofs—1
V7 fl:fQ vy. Lause 1.4 osa (1) jérgi ei saa v, olla kasvavalt isomorfne oma range segmendiga.

Jarelikult v; = vy. Uhesus sai pohjendatud.

Flw L .
Injektiivsuse alusel kehtib w=< |2< f(w<), kus f(w<) on hulga w< kujutis funktsiooniga f.

Seega edasises piisab toestada, et f(w<) = f(w)=. Pohjendame kumbagi pidi sisalduvust.
Kui wy € w= ehk w; < w, siis funktsiooni f kasvavusest f(w;) < f(w), s.o f(wy) € f(w)=.
Teisipidi, vottes z € f(w)=, jireldub sarnaselt f~!(z) € w<. Hulga kujutise méiratlusest

F(f7H2) = 2 € f(wT). .

Oleme valmis toestama teoreemi, mis seob koik potentsed jarjestused trihhotoomiaga kokku.

Teoreem 1.6 (potentsete jarjestuste vordlusteoreem, [Jec02, 1k-d 18-19]|). Potentselt jdrjesta-
tud hulkade (W, <) ning (V, <) korral taitub tapselt iks kolmest tingimusest:

(1) hulk W on sarnane hulgaga V',
(2) hulk W on sarnane mingi hulga V' range segmendiga,
(3) hulk V' on sarnane mingi hulga W range segmendiga.

Olukorras W = @ voi V = @ on tulemus ilmne. Olgu niisiis W ja V' mittetiihjad. Uldisust
kaotamata (vajadusel W ja V timber nimetades) oletame, et korraga kehtivad (1) ja (2)
bijektsioonidega f: W — V ja g: W — v=, v € V. Niimoodi saaksime, et V on sarnane oma
range algsegmendiga, V' géfl)lﬁ. Vastuolu lause 1.4 osaga (1). Samuti ei saa liheskoos kehtida
viited (2) ja (3) sarnasuskujutustega t: W — v= ning u: V — w<, kus v € V, w € W. Siis
oleks t|, < ou: V — v= C V kasvav teisendus. Lemma 1.3 jargi v < ¢(u(v)), kuid t(u(v)) € v=

annab rangelt t(u(v)) < v. Vastuolu antisiimmeetriaga.

Korraga kehtib niisiis tilimalt {iks tingimustest (1)—(3). Jaab néidata, et alati on vihemalt
iiks alamvéidetest tuletatav. Selleks ehitame sarnasuskujutuse S, millel iiks omadustest alati

leidub.

Teoreemi 1.6 toestus. (Trihhotoomia rangus toestusele eelnenud arutelust.) Konstrueerime
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hulgas W x V seose S, mis koondab endasse sarnaseid eelsegmente. Olgu
S={(w,v) €W xV |wS~v>}

Seos S kas on kogu hulgal W maératud voi ei ole. Kui mitte, siis leidub <-vdhim element
wo € W, mille puhul S ei ole méédratud. Vahima elemendi definitsioonist dom(S) = wp <.
Samamoodi saame arutleda seose S muutumispiirkonna ran(S) jaoks. Jérelikult on kokku

neli varianti:

kus hulk vy on elemendi wy € W analoog hulgas V.

Seos S on funktsioon. Kui (w,v1) € S ja (w,ve) € S ning iildisust kaotamata v; < vy,
siis v; # v, tdhendaks, et v, on sarnane oma range segmendiga v,=. Peegelpildis liheb
samavaarne mottekaik 1dbi iiksiihesuse pohjendamisel, niisiis S on injektiivne funktsioon.
Kujutus S on kasvav. Toesti, las (wy,v1), (we,v2) € S ja wy < wy ehk w; € wy>. Olgu
[ we= — v9™ sarnasuskujutus. Et w;< ~ v, siis lemmast 1.5 saame v; = f(w;). Samas

f(wy) € v9=, seega S(wy) = vy < S(wy) = vy.

Kokkuvottes sobib S juhtudel i)-iii) sarnasusfunktsiooniks, kust i) = (1), ii) = (2) ja
iii) = (3). Toestuse 1opetamiseks vilistame juhu iv). Kui variant iv) téituks, oleks wo™~ =~ vp=
ehk definitsiooni jérgi (wg,vo) € S. Tekib vastuolu nii wy kui vy valikuga — nende korral pidi

S olema méaaramata. [ |

2.4.1. Naturaalarvud. Naturaalarvude hulk

Lopmatusaksioom tagab mingisuguse standardse induktiivse hulga ehk koondjarglashulga
A leidumise. Aksioomide juures mainisime, et hulga A seest saame leida naturaalarvude
hulga o kui C-vihima standardse induktiivse hulga. Selgitame mottekiiku iiksikasjalikumalt.
Kui A # @ koosneb iiksnes standardsetest koondjarglashulkadest, on [].A samuti stan-
dardne koondjarglashulk. Jarelikult hulga A standardse induktiivsuse korral on standardselt
induktiivne ka (.4, kus

A={C € P(A)|,C on standardne koondjarglashulk® }.
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Kui B on suvaline standardne koondjarglashulk, siis A N B on standardne koondjéarglashulk,
sealjuures A N B C A, seega A N B € A. Lopuks (1A € A N B C B. Alamhulgaline
sisalduvus ().A C B tdhendab B suvalisuse tottu, et ().A on C-vahim induktiivne hulk
standardselt induktiivsete hulkade klassis Ind. [Hall4, 1k-d 44-45| Toonitame, et lopmatusak-
sioomi kasutati siin arutelus selleks, et nouetele vastav A # & leiduks (konkreetset, hulgast A

soltunud hulka A ei saaks l6pmatusaksioomita isegi koostada).

Téahistame » = [).A. Selle hulga elemente kutsutakse (von Neumanni) naturaalarvudeks.

Hulga « definitsioonist ehk C-vihimisest jareldub koheselt hésti tuntud induktsiooniteoreem.

Teoreem 1.7 (naturaalarvulise induktsiooni teoreem, [Hall4, 1k 46|). Kui S on naturaalarvude

hulga o osahulk ja samas koondjirglashulk, siis S = w. See tihendab, kui
1) SCo,
2) g es,
3) Vs e S(st €89),

5118 S = .

Naturaalarvude vallas toestatakse oluline osa teoreemidest vahemasti kaudselt induktsiooni-
teoreemi abil. Mainime paari sonaga monda niisugust omadust. Need omadused saab toestada

regulaarsuse aksioomita.

Lause 1.8 ([Hall4, 1k-d 47, 49]). (1) Ukski naturaalarv pole iihegi oma elemendi alamhul-
gaks.

(2) Naturaalarv ei ole kunagi iseenese element, s.o seos € on hulgal o irrefleksiivne.
(3) Naturaalarvude hulk o pole iseenese element.
(4) Naturaalarv on transitiiune hulk. Jérelikult seos €|, on hulgal o transitiivne.
(5) Naturaalarvude hulk o on transitiivne.
(6) Naturaalarvude hulk on ihendi votmise suhtes pisipunkt, s.o » = |J .
Pohjendame toodud viiteid 6ige napilt, piirdudes kohati iiksnes teoreemi 1.7 mottes hulga
S madramisega.
Toestus. (1) Viide on, et VnVk(n € w Ak € n=—n C k). Seega tuleks votta S = {n €

€ w|Vk(k € n=-n Ck)} jakontrollida induktsiooniteoreemi 1.7 eeldusi.

(2) Kui oleks n € n, siis alamhulgalisus n C n annaks vastuolu jaotisega (1).
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(3) Kui kehtiks o € w, siis oleks hulk o naturaalarv. Vastuolu jaotisega (2).

(4) Transitiivsuse definitsioonist lahtudes vaadelda hulka S :== {n € © | Vk(k € n=k Cn) }.

Seose €|, transitiivsus lause 1.2 osast (3).
(5) Vastavalt lause 1.1 tingimusele (ii) vaadata hulka S = {v € & |Vu(u € v=u € w) }.

(6) Jaotise (5) jérgi on hulk o transitiivne. Lause 1.1 tingimuse (iii) jargi |Jo» C w. J&éb
niidata, et » C (Jw. Uldiselt kehtib X C | J X parajasti siis, kui Vo € X3y € X (z € y).

Suvalise naturaalarvu n korral aga ilmselgesti n € n™ € w. ]

Téahistame sisalduvusest saadud mitteranget seost kui €, soa€b:=a€bVa=0>.
Lause 1.9. (1) Seos € on naturaalarvude hulgal lineaarne jirjestusseos.

(2) Seosed € ja C on naturaalarvude hulgal samavddrsed.

(3) Naturaalarvude hulk on seose € jdrgi potentselt jarjestatud.

Kuigi lauset 1.9 saaks induktsiooni abil otse toestada, jareldame tulemused hoopis allpool
ordinaalarvude iildistest omadustest. Lugejale, kes soovib naturaalarvudega rohkem tutvu-
da, néiteks rekursiooniga, aritmeetikaga voi loplike hulkadega, soovitame allikaid [Hall4],
[HJ99], [Jec02]. Meie tuletame rekursiooniteoreemi {ildisemast versioonist, nimelt potentselt

regulaarsest rekursioonist.

2.4.2. Ordinaalarvud

Sissejuhatavas hulgateoorias kardinaalarvude moistet ei defineerita. Radgitakse voimsusest,
tipsemini asjaolust, millal hulkadel on sama voimsus. Oeldakse, et hulgad X ja Y on (véimsuse

mottes) ekvivalentsed, ja kirjutatakse X ~ Y, kui leidub bijektsioon hulkade vahel,
X~Y =4dbij f: X =Y.

Sarnaselt ei defineerita ordinaalarvu moistet, vaid rédgitakse jdrjestustiitibist ning sarnasusest.
Sealjuures on ordinaalarv ja jarjestustiilip samasuguses vahekorras nagu kardinaalarv ning
voimsus. Ordinaal- ning kardinaalarvude vahelist analoogiat avab tdpsemini tabel 1.5. Jarg-
nevas valjume sissejuhatava hulgateooria raamest selles mottes, et fikseerime konkreetselt
ordinaalarvu moiste. Ordinaalarvu méaéaratleme erilise transitiivse potentselt jarjestatud hul-
gana. Kardinaalarv defineeritakse spetsiaalset laadi ordinaalarvuna. Siin bakalaureuset6os

kardinaalarve ei defineerita (vt siiski jaotist I11.2.3).

Definitsioon 1.13 (ordinaalarv, [Jec02, 1k 19]). Hulka a kutsutakse (von Neumanni) ordi-
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Tabel 1.5. Moistete vordlus kardinaal- ning ordinaalarvude korral

kardinaalarvud — ordinaalarvud
voimsus - jarjestustiiiip
bijektsioon B sarnasuskujutus
(hulkade isomorfism) (jarjestust sailitav isomorfism)
X~Y - X~Y
X=Y - X=Y

naalarvuks ehk jargarvuks, kui « on transitiivne hulk ja seose € suhtes potentselt jarjestatud.

Muu hulgas on € jarjestusseos, s.o hulgal « refleksiivne, antisiimmeetriline ning transitiivne.
Kuna ordinaalarv on definitsiooni jéargi € suhtes potentselt jarjestatud, siis € mottes on tegu
range potentse jarjestusega. Jarelikult on € ordinaalarvude klassil irrefleksiivne regulaarsuse

aksioomi kasutamata.

Ordinaalarvu téhistame reeglina kreeka vaiketdhega téhestiku algusest, s.o a, 3, 7, ...Ordi-

naalarvude klassi tédhistame kui Ord.
Kehtivad jargmised ordinaalarvude omadused.
Lause I1.10 ([Jcc02, Ik-d 19-20]).
(1) Kui o on ordinaalarv, siis ka jarglashulk o™ = a U {a} on ordinaalarv.
(2) Ordinaalarvu B iga element o € B on ordinaalarv.
(3) Kui « ja B on ordinaalarvud, siis « C =« € .
(4) Kui v ja B on ordinaalarvud, siis vilistavalt o C B voi f C « véi o = .
(5) Ordinaalarv o on esimene ordinaalarv pirast ordinaalarvu o, st o on vihim ordi-
naalarv, mispuhul sisaldab elemendina arvu o.
Toestus. Toestame néitena viite (2).

(2) Olgu f suvaline ordinaalarv, @ €  mingi element. Definitsiooni jargi tuleb néidata, et
« on transitiivne ning seose € suhtes potentselt jarjestatud. Kui o = &, pole viites

kahtlust. Olgu o # @. Element « on potentselt jarjestatud, sest arvu g transitiivsus
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annab tingimusest o € # alamhulgalisuse o C (3, kus S oli potentselt jarjestatud.

Pohjendame ordinaalarvu « transitiivsust. Las v € a. Kui 7 = @, siis korras. Muidu
olgu 0 € ~. Hulga [ transitiivsusest nii v € § kui § € 3. Seose € kui range jérjestuse
transitiivsus hulgal § annab sisalduvuste § € 7 € a tottu § € a. Ordinaalarvu «

transitiivsus jareldub lausest 1.1 osast (ii). |

Lausest .10 jareldub, et ordinaalarvude korral on seosed C ning € samavéirsed. Vasakult
paremale kasutada jaotist (3). Paremalt vasakule piisab ordinaalarvu transitiivsusest ning
seose € irrefleksiivusest klassil Ord. Lepime kokku, et ordinaalarvude korral téhistab <

seost €. Vordvéarselt tahistab < seost C.
Uhendi ning iihisosa suhestumisest ordinaalarvudesse kirjeldab
lause 1.11 ([Jec02, 1k 20]). Olgu C' suvaline ordinaalarvudest koosnev hulgaline kogum.

(1) Uhend \JC' on ordinaalarv, sealjuures |JC = sup C.
€
(2) Kui C # @&, on ihisosa (C ordinaalarv, sealjuures ()C = irelfC.

Supreemum ja infiimum defineeritakse loomulikul viisil. Néiteks kirjapildiga (| C = infe C
peame silmas, et iga a € C korral (| C € «, s.o [1C < a ehk [ C on arvu « alumine toke.
Ja kui  on kéigi arvude o € C' alumine toke, siis z < () C. Teisisonu on (| C hulga C' suurim

alumine toke jarjestuse € mottes.

Toestus. Pohjendame viite (2).

(2) Valime a € C # @. Uhisosa () C on selgesti a osahulk, st (JC' C a. Kogumi C' olemuse
jargi liigitub « ordinaalarvuks, mistottu lause 1.10 osast (3) kehtib mitterange sisalduvus
N C € «. Vorduse korral ilmne, et [|C on ordinaalarv. Muidu kasutada lause 1.10
jaotist (2).

Négime juba, et iga o € C' puhul [ C < . Olgu x niisugune, et z < « iga a € C korral.
Ordinaalarvu transitiivsusest z C « iga o € C puhul. Uhisosa definitsioonist = C (\C.
Kokkuvottes [ C = infe C. |

Tegelikkuses on infiimum infe C isegi hulga C' vihim element. Lausete .11 ja 1.10 jaotiste (1)
pohjal moodustame ordinaalarvud (supc C') ning (supe C)*. Viidame, et C' C (supc C)*.
Toesti, kui a € C, siis a € |JC = supc C, kust lause 1.10 osa (3) abil kehtib o € sup. C'.
Jérelikult a € (supc C)*. Kuna @ # C C (supc C)* ja (supc C')" on potentselt jérjestatud,

peab hulgas C' sisalduma vdhim element my € C. Vahima elemendi leidumise korral aga

31



I PEATUKK. LOOGIKA JA HULGATEOORIA TAUST SK

vahim element ja infiimum iihtivad, m = infc C'.
Vahemarkusest tuleneb

jareldus 1.12. Suvaline ordinaalarvudest koosnev transitiivne hulk T on ordinaalarv.

Toestus. Eelduse jiargi on 7 transitiivne. Seega piisab nédidata, et 7 on seose € suhtes
potentselt jarjestatud. Olgu @ # C C 7 suvaline alamhulk (kui mittetiihja osahulka pole,
siis tulemus vahetu). Hulga C' vihim element on () C. Toepoolest, lause 1.11 osast (2) ja
vahemarkusest (| C' = infe C' = minc C'. n

Lause 1.10 osa (1) pohjal on iga naturaalarv ordinaalarv (formaalne toestus induktsiooni-
teoreemiga 1.7). Naturaalarvude hulk o koosneb niisiis ordinaalarvudest. Lause 1.8 jaotise(5)
jargi on hulk o transitiivne. Jéareldusest [.12 saame, et » on samuti ordinaalarv. Sellega

pohjendasime lause 1.9. Naturaalarvude hulk lause 1.8 osa (3) alusel iseendas ei sisaldu, osa (6)

jargi o = (J . Jérelikult lause I.11 osa (a) supreemum ei pruugi olla maksimum.

Koigele lisaks tuleneb jareldusest 1.12 fakt, et klass Ord on périsklass [Jec02, 1k 20]. Eeldame
vastuvéiteliselt, et Ord eksisteerib hulgana. Lause 1.10 osa (2) jargi on koik ordinaalarvude
elemendid jatkuvalt ordinaalarvud, seega Ord oleks transitiivne hulk. Loomulikult koosneb
klass Ord iiksnes ordinaalarvudest. Jarelduse 1.12 tottu kuuluks klass Ord ise samuti or-
dinaalarvude sekka. Definitsioonist johtuks Ord € Ord, vastuolu seose € irrefleksiivsusega

klassil Ord. Burali-Forti antinoomiat ei teki.

Ordinaalarvude koik elemendid olid ordinaalarvud. Niisiis ordinaalarv on transitiivne hulk,
mis koosneb ainult transitiivsetest hulkadest. Regulaarsuse aksioomist jareldub ka vastupidine:

kui hulk A on transitiivne ja koik elemendid a € A on transitiivsed, siis A on ordinaalarv.

Lause 1.13. Ordinaalarv on parajasti niisugune transitiive hulk, mille koik elemendid on

samuti transitizvsed.

Toestus. Selgitame <=-suuna kehtivust. Las olla A transitiivne hulk, mille elemendid on
transitiivsed. Piisab nédidata, et A on potentselt €-jarjestatud. Sisulisel juhul A # @. Valime
mittetiihja alamhulga @ # B C A. Regulaarsuse aksioom iitleb, et hulgas B esineb rangelt

€-minimaalseid elemente. Olgu iiks neist m € B.

Kui m oleks koigi B elementidega seose € mottes vorreldav, siis oleks otsitav viahim element
kéies. Vastasel juhul vaatleme hulka
—(bemVmebvb=m)

C = {be B|,b pole m-iga vorreldav" },
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kus vastuvéitelise oletuse pohjal C' # @. Niisiis leidub selleski rangelt €-minimaalne element,
naiteks ¢y € C. Hulk ¢y ei tohi olla hulgaga m vorreldav, kuid koik ¢y elemendid peavad olema
hulgaga m vorreldavad. Kui d € ¢y, on vilistatud d = m, muidu kehtiks m € ¢y ehk m ja
co oleksid vorreldavad. Sarnaselt on véalistatud m € d, sest sisalduvusest ¢y € A saaksime ¢

transitiivsuse kaudu taas m € cy. Jarelikult d € m ehk ¢y C m.

Selgesti on m ka hulgas D = {b € B |3V € B,b pole b'-iga vorreldav‘ } C B rangelt
€-minimaalne element ning ¢y € D. Eelmise 16iguga analoogne argument annab seega, et
m C ¢g. Kahepoolsest alamhulgalisusest johtub vordus ¢y = m, mis on vastuolus hulkade ¢

ja m vorreldamatusega. Kokkuvottes C' = @, st m oligi €-vdhim hulga B element. ]

Lause 1.13 ekvivalentsi kasutame ordinaalarvuks olemise absoluutsuse toestamisel.
Ordinaalarvud sobivad potentselt jarjestatavate hulkade jarjestustiiiibiks.

Teoreem I1.14 (ordinaalarv kui potentse jérjestuse tiiiip, [Weald, 1k 14|). Olgu (W, <)
potentselt jarjestatud hulk. Leidub tiheselt mddaratud ordinaalarv o € 0rd nii, et W ~ «.

Vastavat ordinaalarvu tahistame iihekordse iilakriipsuga, s.o a = W.

Toestus. Alustame iihesusest. Olgu W ~ «; ja W ~ ay, kus ay,as € 0rd. Sarnasuse
siimmeetrilisusest ja transitiivsusest a; >~ as. Oletame vastuviiteliselt ja iildisust kaotamata,
et ay € ay. Jarelikult on oy ordinaalarvu ay range segment, nad ei saa olla sarnased (lause

[.4 osa (1)). Vastuolu, seetottu ikkagi oy = .

Toestame leiduvuse. Teoreemi 1.6 alusel on iga ordinaalarvu a korral kolm moeldavat olu-
korda. Kui o ~ W voi 8 € o puhul 5 = 3¢ ~ W, on tulemus toestatud. Vastasel korral leidub

iga ordinaalarvu « puhul erinev ja iiheselt maaratud w € W nii, et w< ~ «. Asendamisak-

sioomiga moodustame hulgast W hulga { w< | w € W }, sellest omakorda asendamisaksioomi
abil hulga {a|a € Ord Aw< ~ aAw € W} = {w<|w € W }. Vastuviite kehtivusel
{a|ael0rdANws ~aAw e W } =0rd. Vastuolu, sest ordinaalid moodustavad périsklassi,
mitte hulga. ]

Defineerime veel kaks moistet, jdrglas- ning piirordinaalarvu.

Definitsioon 1.14 ([Jec02, 1k 20]). Ordinaalarvu o € Ord nimetame jirg- ehk jarglasor-
dinaalarvuks, kui leidub ordinaalarv $ € Ord, mispuhul o = 7. Koiki teisi ordinaalarve

kutsume piirordinaalarvudeks.

Margime, et koik naturaalarvud alates iihest on jarglasordinaalarvud, samas kui 0 ning » on

piirordinaalarvud [Jec02, 1k 20].
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Potentselt jarjestatud hulkadel ning ordinaalarvude klassil tuntakse palju erinevaid indukt-
siooni- ning rekursiooniteoreeme. Néiteks réadgitakse ordinaalarvude kontekstis transfiniitsest
induktsioonist ja rekursioonist. Kuigi saaks ka teisiti, jareldame meie need tulemused veelgi

iildisematest versioonidest: potentselt regulaarsest induktsioonist ja rekursioonist.

2.5. Potentselt regulaarne induktsioon ja rekursioon

Leidub rohkesti erisuguseid induktsiooni- ning rekursiooniteoreeme. Koige tavalisem indukt-
sioon ja rekursioon kéib iile naturaalarvude hulga. Laiendatud analoog kehtib potentselt
jarjestatud hulga ning ordinaalarvude klassi jaoks. Alajaotise lopuks toestame véga tildise
printsiibi, mis koiki eelmisi avardab — potentselt requlaarse induktsiooni ning rekursioons

teoreemiskeemad.

2.5.1. Alumised naabertipud. E-transitiivsus, -transitiivne sulund

Jéarjestatud hulkade juures tutvusime eellaste hulga ehk segmendi moistega. Segmendi moistet
tildistab

definitsioon I.15 (alumiste naabertippude klass, [Jec02, Ik 67]). Olgu antud klass C ning
klassiseos E C C x C' . Kui z € C, kirjutame

z€extp(r) =2z€CANzEux,

kus klassi extg(z) kutsume tipu x alumiste E-naabertippude voi E-eellaste klassiks. Teisisonu

exty(z) =E ' ({z}).

Vahel tihistatakse veel extg(r) =: ext¢ g (7) = pred, () [Kunl3, Ik 44]. Uldjuhul ei tarvitse
eellaste klass olla hulk. Seost E nimetame hulgalaadseks klassil C, kui iga tipu x € C korral
klass extg(z) on hulk. [Kunl3, 1k 44| Kirjutame siis kuju extg(x) asemel extg(z).

Laiendame hulga transitiivsuse moistet klassile D ja klassiseosele E.

Definitsioon 1.16 (E-transitiivsus, [HJ99, 1k 253]). Olgu antud klass C, alamklass D C C ning
klassiseos E C C x C . Klass D on E-transitiivne, kui tingimustest v € D ja v E u jareldub, et

v € D. Teisisonu peab iga u € D korral kehtima extg(u) CD.

Juhul, kui C = U, D := D on hulk ning F = €, saame tavalise transitiivsuse. Margime, et kui
C' on E-transitiivsetest hulkadest koosnev hulk, siis | JC' on samuti E~transitiivne. Kui X on
E-transitiivne hulk ja extg(x) C X, siis ka X U {z} on E-transitiivne. Toestused analoogilised

tavalise transitiivsusega, vrd lausega [.2.
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Olgu = C C suvaline hulk. Hulk x ei pruugi olla E-transitiivne, aga on teatud mottes
niisuguseks hulgaks jatkatav. Vastavat vahimat jatku nimetatakse E-transitiivseks sulundiks.

Jargmises definitsioonis on seos E hulgalaadne.

Definitsioon I.17 (hulga E-transitiivne sulund, [HJ99, lk 253]). Hulga x E-transitiivseks
eelsulundiks nimetatakse C-vihimat E~transitiivset hulka 7', mispuhul 7' C C ning extg(z) C T.
Téhistatakse kui tcg (). Kui vahetada alamhulgalise sisalduvuse noue extg(z) C T tavalise

sisalduvusega = € T, saame hulga = E-transitiivse sulundi TCg(z).

Olukorras, kus E = € ja C = U, rédégitakse lihtsalt transitiivsest eelsulundist tc(z) ning
transitiivsest sulundist TC(z) [Jec02, 1k 64]. On lihtne nidha, et hulgalaadse seose puhul
TCg(z) = teg(x) U {z}.

Kui seos E on hulgalaadne, siis E-transitiivne eelsulund ja sulund alati leiduvad. Piisab

toestada, et leidub E-transitiivne eelsulund.

Teoreemiskeem I.15 (E-transitiivne eelsulund leidub, [Jec02, 1k 67; HJ99, 1k 253]). Olgu
C klass, E C C x C hulgalaadne klassiseos ning X C C suvaline hulk. E-transitiivne eelsulund
teg (X) alati leidub.

Toestus. Idee on ehitada jada (u,)ne,, mispuhul

uy = extg(X),
Un+ = U{ eXtE(:‘/) ‘ Y € un }7

kus koigepealt seatakse hulgaga wu, vastavusse asendamisaksioomiga {extg(y) |y € u, },
seejirel voetakse ithend. Otsitav E-transitiivne eelsulund on jadast (u,)ne., ehitatav jarjekordse
tihendiga teg (X) = Jran (un)new.-

Pohjalikum ja tehnilisem toestus on toodud lisas B. |

Jargmine lauseskeem iseloomustab kuuluvust transitiivsesse eelsulundisse tcg (z). Toodavat
samavaarset tingimust kasutame néiteks potentselt regulaarse rekursiooni teoreemiskeemi

toestuses ning lause 1.28 osas (4).

Lauseskeem 1.16 ([HJ99, 1k 256|). Olgu E hulgalaadne seos klassil C ning x C C suvaline
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hulk. Kehtib ekvivalentsus

y € tcg(x) < leidub hulkade 16plik jada (xg)g<m, kus y € C

T =yEx, 1E - -ExiEx=x9jamew, m>1.
Toestus. Pohjendus naturaalarvulise induktsiooni teoreemiga 1.7. Defineerime
S={neco|Yyecu,<yeljaleidub jada z,,1 =yEx,E -+ Ex1Ex=x)},

kus (uy)ne, on jada, mis périneb E-transitiivse eelsulundi olemasolu teoreemiskeemi .14
toestusest lisas B, s.o tcg(X) = ([Jran (uy,)ne,. Toestuseks piisab ndidata, et S = , kuivord

y € teg(z) < In € w(y € u,). Kontrollime induktsiooniteoreemi eeldusi.
1) Vahetult S C .

2) Kui y € uy, siis y € extg(z) ehk y € C ja y E (x). Jadaks sobib {(0,y), (1,z)}. Teisipidi
kui y € C korral on antud x; = y Ex = zg, siis y £ z, st y € extg(x) = up. Jarelikult
0eS.

3) Viimaks olgu n € S ning ¢’ suvaline. Kui ¢’ € w,,+, siis vastavalt hulga u,,+ definitsioonile
y € U{exte(y) | y € u, }. Téhendab, et mingi konkreetse y € u,, korral y' € extg(y).
Induktsioonieeldusest hulga y jaoks leidub jada x,y =y E x, E --- E 21 E © = x,
seetottu jada ithendiga pikendamisel x,+,y =y E y E x, E --- E 1 E © = x.
Teisipidi kui on antud x,+yy = ¢ Exp+ Ex, E -+ Ex1 Ex = 1 jay € C, saame
induktsioonieeldusest juhul y = x,+, et z,, = Tpy1 € up. Bt ¥ E 241 ja y/ € C, siis
y' € extg(x,41). Meenutades hulga u,+ definitsiooni, saame y' € | J{ extg(y) |y € u, } =
= u,+. Kokkuvottes n*t € S.

Jarelikult S = w, tulemus on toestatud. [ |

2.5.2. Potentselt regulaarne seos

Induktsiooni- ning rekursiooniteoreemiskeemide juures on keskne moiste potentselt requlaarne
seos. Niisugune relatsioon rahuldab parasjagu kahte tingimust. Neist esimene, klassi potentne
E-regulaarsus, annab induktsiooniga voi rekursiooniga alustamiseks lihtekoha. Teine tingimus
on hulgalaadsus, mis lubab elemendi eellased hulgaks rithmitada ja induktsiooni voi rekursiooni

sammu labi viia.

Definitsioon I.18 (potentselt regulaarne seos, [Jec02, 1k 67]). Utleme, et klassiseos E C C x C

on potentselt requlaarne, kui
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a. klass C on potentselt E-requlaarne, s.o kui x C C ja ,,x on hulk® korral kas x = @& voi

hulgas x leidub rangelt E-minimaalne element;

b. seos E on hulgalaadne ehk iga tipu z € C korral on E-eellaste klass extg(z) hulk, s.o iga
x € C puhul leidub X nii, et Vz(z € X & z € extg(x)).

Kui seos E'C €' x C on potentselt regulaarne klassil ' ja D C C, siis on E|, potentselt regulaarne
klassil D.

Vottes C := U ja E = €, kehtib extg(z) = {z € U| z € 2} = z. Vastava potentse €-
-regulaarsuse tdhendus iihtib siis regulaarsuse aksioomi tdhendusega. Seos € on ordinaalarvude
klassil Ord potentselt regulaarne ilma regulaarsuse aksioomita, jareldusena lause .11 osast (2).
Kui € := W on hulk ning votame lineaarse jarjestusseose E .= < C W x W, saame range

potentselt jéarjestatud seose moiste.

Kuigi definitsiooni .18 tingimus a. kaib klassi alamhulkade kohta, iildistub sama noue

alamklassidele.

Lemmaskeem 1.17 ([Jec02, Ik 67]). OlguE potentselt requlaarne seos klassil C. Igal mittetiihjal

alamklassil D C C leidub range E-minimaalne element.

Toestus. Et D # &, valime temast mingi elemendi d € D. Kui d on rangelt E-minimaalne
klassis D, pole midagi toestada. Eeldame seega, et d pole rangelt E-minimaalne klassis D.
Jarelikult extg(d) ND # &. Teoreemiskeemi 1.15 jérgi leidub E-transitiivne eelsulund tcg (d).
Kuna extg(d) ND # @ ja extg(d) C teg(d), siis ka teg(d) N D # @. Eraldamisaksioomi alusel
on tcg(d) N D hulk ning tcg(d) N D C C. Seose E potentsest regulaarsusest leidub hulgas

tcg(d) N D mingi rangelt E~minimaalne element, néiteks &.

Viidame, et € on klassi D rangelt E-minimaalne element. Vastasel korral leiduks d € D nonda,
et d E €. Kuivord € € teg(d), siis viimase E-transitiivsusest d € teg (d). Kokkuvattes oleks
dE ¢ jad € teg(d) ND, vastuolu elemendi € range €-minimaalsusega. Element ¢ ikkagi sobib

klassi D rangelt E-minimaalseks elemendiks. |

Kuna koik ordinaalarvud on vorreldavad, jareldub, et igas ordinaalarvude klassi Ord mitte-

tiihjas alamklassis leidub €-vihim element.

Toestame mone potentselt regulaarsete seoste omaduse. Potentselt regulaarne seos on

irrefleksiivne ja transitiivne, samuti ei leidu tsiiklilisi ega lopmatult kahanevaid E~ahelaid.
Lauseskeem I.18 ([HJ99, 1k 252]). Olgu E potentselt requlaarne seos klassil C.

(1) Iga x € C korral x E x (irrefleksiivsus).
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(2) Iga z,y € C korral, kui x E y, siis yE x (asiimmeetrilisus).

(3) Tstiklilist E-ahelat ei leidu. See tdhendab, ei leidu hulki xg, x1, . .., z, jada (x)k<, mottes
nit, et
$0EZL’1E' : 'El‘nEZL‘(),

kusn € w, n > 1.

(4) Lopmatult kahanevat E-ahelat pikkusega o > w, o € 0rd, ei leidu. See tdhendab, ei saa

olla jada (z,)acora, kus

o ExnE---ExgEaq E x.

Toestus. Koik vastuviiteliselt. Hulkadel (1) {z}, (2) {z,y}, (3) ran (zx)r<n = {x0,. .., Tn},

(4) ran () acw = {T0, - - -, Tn, - .. } poleks rangelt E-minimaalset elementi. |

Transitiivse eelsulundi ning sulundi kaudu defineeritakse kaks olulist moistet: tugev requlaar-
sus ning pdaranduv omadus. Tugeva regulaarsuse moiste tahtsus ja tdhendus avaneb Zermelo —

von Neumanni hierarhia kontekstis, kui regulaarsuse aksioomist loobuda, vt teoreemi 1.27.

Definitsioon I1.19 (tugev regulaarsus, [HJ99, 1k 256]). Hulka x kutsutakse tugevalt requlaar-

seks, kui seos € on hulgal tc(z) potentselt regulaarne.

Seose € potentne regulaarsus hulgal tc(z) ehk hulga x tugev regulaarsus on samavééirne
hulga tc(x) potentse €-regulaarsusega, sest y € tc(x) korral on hulgalaadsus exti)c(y) =¥
vahetu. Juhul kui hulk on transitiivne, langeb hulga = tugev regulaarsus lisaks iihte hulga x
potentse €-regulaarsusega. Seda pohjusel, et transitiivse hulga puhul z = te(x). Kui hulk z
pole transitiivne, jareldub hulga x tugevast regulaarsusest hulga x potentne €-regulaarsus, aga
regulaarsuse aksioomi puudumisel vastupidist toestada ei saa. Lauseskeemi .16 ja transitiivse
sulundi TC definitsiooni valguses pole raske moista, et tugeva regulaarsuse definitsioonis voib

transitiivse eelsulundi tc(z) asendada transitiivse sulundiga TC(x).

Tugevalt regulaarsete hulkade klassi tahistame kui WF. Regulaarsuse aksioomi korral on koik
hulgad potentselt regulaarsed hulgale ahendatud sisalduvuse € suhtes, seega on potentselt
regulaarsed ka koik transitiivsed eelsulundid. Jérelikult regulaarsuse aksioomi eeldusel on koik

hulgad tugevalt regulaarsed, WF = U.

Hulgal on paranduvalt mingisugune omadus, kui selle igal elemendil on vastav omadus,

omakorda nende koigil elementidel ja nii ,lopuni vélja®.

Definitsioon 1.20 (hulga paranduv omadus, [Cail8]). Olgu ¢[z] hulgateooria valem. Hulgal

x on paranduvalt omadus @[x] (omadus @|x] on hulgas x pdranduv), kui hulga z transitiivse
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sulundi TC(z) igal elemendil on omadus ¢[z], s.0

»x on paranduvalt p[z|* < Vz(z € TC(z) = ¢[z/z]).

Niiteks = on paranduvalt loplik, kui x on 16plik ja iga hulga = element on 16plik, nende
elementide elemendid on 16plikud ning nonda edasi. Niisiis hulk {0, 1, {{2}}} on péranduvalt
1oplik, samas {{{{w}}}} mitte. Seda néidet tildistades néhtub, et iildjuhul pole paranduvuse
kontrollimiseks vajalike sammude arv tokestatud. Transitiivsus on siinkohal eriline. Piisab
iiksnes kahe taseme kontrollist, st hulk x on paranduvalt transitiivne parajasti siis, kui x on
transitiivne ja koik tema elemendid on transitiivsed. Paranduvast transitiivusest tuleb kohe
hulga x ning selle elementide transitiivsus. Vastupidi, kui hulk = on transitiivne, siis piisab
toestada, et koik eelsulundi tc(x) elemendid on transitiivsed. Ent transitiivsusest z = tc(z) ja

hulga x koik elemendid on eelduse jéargi transitiivsed.
2.5.3. Induktsiooni- ja rekursiooniteoreemiskeemid

Oleme valmis induktsiooni- ning rekursiooniteoreemiskeemi sonastamiseks ja toestamiseks.

Teoreemiskeem 1.19 (potentselt regulaarne induktsioon, [Jec02, Ik 68|). Las olla E potentselt

requlaarne seos klassil C. Olgu ¢[x] niisugune vdide ehk hulgateooria valem, mispuhul
1) iga rangelt E-minimaalse elemendi £ € C korral kehtib o[z /€],

2) iga x € C puhul, kui koigi E-eelnevate z E x, z € C, korral kehtib p|x/z|, siis kehtib ka
pla].
Sellisel juhul kehtib Vx € C(p[z]).

Tingimustes 1) ja 2) voime noude 1) &ra jatta. Rangelt minimaalsel elemendil ei ole eellasi,

seega tingimus 2) on waikimisi téene. Tingimuse 2) saame ekvivalentselt sonastada nii:

2’) iga x € C puhul, kui kéigi z € extg(z) korral kehtib p[z/z], siis kehtib ka ¢[z].

Toéestus. Fikseerime teoreemiskeemi eeldusi taitva valemi ¢[x]. Oletame, et teoreemi viide
ei kehti: leidugu = € C' nii, et —p[z]. Jarelikult alamklass D C C, kus

deD=deCAN-plz/d],

on mittetiihi, D # @. Lemmaskeemi [.17 alusel leidub klassis D teatav rangelt E-minimaalne
element, naiteks ¢ € D. Element & ei saa olla klassi C rangelt E-minimaalne element, sest

eelduse 1) jargi kehtiks siis [z /], vastuolu kuuluvusega & € D. Niisiis leidub elemente z € C,
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mispuhul z E &.

Olgu z € C suvaline, mil z E £. Et £ oli klassis D rangelt E-minimaalne, peab vastuolu
véltimiseks olema o[z /z]. Niisiis iga E-eelneva elemendi z € C puhul p[x/z], kust tingimuse 2)
jargi peab kehtima o[z /€]. Vastuolu, sest £ € D pohjal —~[z/£]. Jareldame, et siiskiD = @. W

Induktsiooni teoreemiskeemiga toestatakse vaga oluline

teoreemiskeem I.20 (potentselt regulaarne rekursioon, [Jec02, 1k 68; HJ99, lk-d 115-117]).
Olgu E potentselt requlaarne seos klassil C. Olgu G klassifunktsioon klassil U x U. Leidub theselt

madratud klassifunktsioon F (taisfunktsioonilise valemiga F ), mispuhul

G(z, Floipwy):  kuix €C,
F(z) = (%)

1% mujal.

Potentselt regulaarse rekursiooni teoreemiskeem koosneb tegelikkuses kahest teoreemiskeemist.
Esimene véidab, et tdestuses toodav valem F[x,y| on taisfunktsiooniline, sealjuures tdidab
tingimust (x). Teine teoreemiskeem iitleb, et kaks omadust (%) rahuldavat klassifunktsiooni

on vordsed.

Toestus. Defineerime valemi

Flz,y] =F(x) =y =z € CA3If(,f on funktsioon* A
A ,,dom f C C on E-transitiivne A
A (Vz € dom f)(f(2) = G(2, flexpy(z))) A (1)
ANf(x)=y)V
Ve ¢gChy=0a.
Toestame esmalt, et valem F|x,y] on téisfunktsiooniline. Kui z ¢ C, on asi selge: y = & alati
leidub ja on iiheselt méadratud. Fikseerime niisiis « € C. Sellisel juhul on kujutise y leiduvus ja

iihesus seotud vastava funktsiooniga f. Alustame iihesusest, niidates, et kujutus f on teatud

mottes Gtheselt méadratud.

Nimelt kui leiduvad tingimust () rahuldavad funktsioonid f ja g, siis iga z € dom f N dom g
korral f(z) = g(z). Pohjendame potentselt regulaarse induktsiooniga teoreemiskeemist 1.19.

Arusaadavalt dom f N dom g C C, mistottu on seos E potentselt regulaarne hulgal dom f N
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N domg. 1) Olgu £ € dom f N dom g iikskoik milline rangelt E-minimaalne element. Siis
f(&) =G(&, flp) =G(E,2) =G(&, glp) = 9(&), kus & = extg (€). 2) Kehtigu véiide f(b) = g(b)
mingi a € dom f N dom g jaoks iga b € extg(a) korral. Jarelikult f |ext5 (@) = lexe, (a)» Kust
fla) =G(a, flesty @) = G(a: Gloxi, @) = 9(a). Kokkuvittes funktsioonid f ja g iihtivad oma
médramamispiirkondade iihisosas. Vahetult jareldub, et kui F(x) = y; ja F(x) = ys, siis

kindlasti y; = ys.

Valemi F taisfunktsioonilisusest on puudu teadmine, et elemendi x € C korral leidub alati
hulk y, mispuhul F(x) = y. Selleks néitame, et leidub sobiv kujutus f. Pohjendame kujutuse f

eksistentsi taas potentselt regulaarse induktsiooniga skeemist 1.19.

1) Kui £ € C on rangelt E-minimaalne, votame f := {(£,G(£, 2))}. Valitud f on selgesti
funktsioon, dom f = {£{} C C, dom f on vaikimisi E~transitiivne ja ainukese z = £ €

€ dom f korral f(z) = f(§) = G(§, @) =G(&, fly) = G(2, [lox, () Siin y = G(£, 2).

2) Leidugu induktsioonihiipoteesina mingi a € C jaoks iga b € extg(a) korral vale-
mi Flz/b,y] eksistentsikvantori-osa rahuldav f,. Arvestades lisaks varasemat iithesust,

johtub induktsioonieeldusest, et valem

P[b, f] == b € extz(a) A ,,f on funktsioon* A
A dom f = TCy(b) A
/\Vzedomf(f( zf!

ext E

Vb ¢extp(a) A f=0

on taisfunktsiooniline. Vérduse dom f = TCjy(b) saamiseks kasutasime mééramispiir-
konna E-transitiivsust: kuivord b € dom fy, siis C-vahimusest TCg(b) C dom f,. Eral-
damisaksioomiskeem annab soovitud vorduse. Valemi & taisfunktsioonilisus lubab
rakendada asendusaksioomiskeemi hulgale extg(a). Tulemuseks on hulk Y = { f | b €
€ extg(a) A Db, f] }. Otsitavaks funktsiooniks f sobib votta

panustab mé&dramispiirkonda
hulga UbeextE (a) TCk (b) elemendid

——
= (UY)U{la,6(a, (UY)]ex, )} -

TV
panustab méadramispiirkonda hulga a

Selge, et f on binaarne seos. Madramispiirkond on (Uyeexi, (o) TCx (b)) U {a}. Koigepealt
voetakse E-transitiivsete hulkade iihend, seega Jyceyi,y(q) TC2(0) on E-transitiivne. Kuna
extz(a) € Upeexts () TCE (D), siis ka (Upeexty ) TCe(D)) U {a} on E-transitiivne. E-transi-
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tiivse sulundi definitsioonist ja toigast a € C jareldub, et (Ub@m TCg(b)) U{a} CC.
Seos f on funktsioon, sest kokku kleebitakse funktsioone f, mis ldikuvates osades
iihtivad, ning a ¢ (Uycexi, ) TCr(b)). Vastasel korral lauseskeemist 1.16 leiduks ahel
Ty =aEx, 1 E -« ExiEb= 2y, kus bE a, b € C. Kuivord b E a, siis jarelikult
Tym=aEx, 1 E - Ex1Eb=20E a =z, Vastuolu lauseskeemi 1.18 osaga (3).

Olgu z € dom f = (Upeexts (@) TCe(b)) U {a}. Kui 2 = a, siis

f(z) = f(a) ( (U Y)|ext5 ) ( f|ext5 ) - G(Z, f|ext5(z))a

kus eelviimases vorduses kasutasime ahelat f |ext @ = (f |Ubeem (a>TcE(b)) ‘extg(a) -
= (UY)ex, (a)» Mis omakorda johtub teadmisest f|Ubeext W TCs () = UY ja asjaolust
a ¢ extg(a). Korras. Las olla niilid z # a ehk 2z € Upcep, (o) TCx(b). Jérelikult mingisu-
guse b, € extg(z) korral z € TCg(b,) ja hulga YV konstruktsmonl pohjal kehtib (b, f,.),
seega

f(2) = fo.(2) = G2, fo.
Sobib votta y == G(a, (UY )|, (a)-

extg (z ) = G(Z, f‘extg(z))'

Sellega on valemi F|x, y] taisfunktsioonilisus pohjendatud.

Valemi Fz,y] taisfunktsioonilisuse toestusest johtub tingimuse (x) kehtivus. Klassifunkt-
siooni F {ihesus toestatakse samuti potentselt regulaarse induktsiooniga 1.19. Olgu F ja F' klassi-
funktsioonid, mis rahuldavad nouet (*). Nende erinevus ei saa tulla véljaspoolt klassi C, kuivord
seal F(z) = @ = F/(z). Olgu niisiis z € C. Kui element z = £ on klassis C rangelt E-minimaalne,
siis klassi G funktsioonilisusest F(€) = G(&,Flexize)) = G(&,Flo) = G(&,Floiziey) = F(©).
Kehtigu klassifunktsioonide vordus hulga x jaoks iga z E xz, z € C, korral. Jarelikult
Floxtse) = Flexts (e), kust F(x) = G(2,Flexts r) = G, F stz ) = F ().

Tulemus on toestatud. [ |

Madrkus 1.21.  a. Seose E hulgalaadsus on oluline. Kui extg(z) pole hulk, ei ole rekursioo-
nisamm G(2,F|ex, () hésti defineeritud. [Kun80, 1k 104

b. Funktsioon G oli kahe argumendiga. Esimese argumendi 2 puudumise korral oleks rekur-
sioon kitsam, sest kehtiks alati F(z1) = F(x2), kul extg(z;) = extg(z3). Isedranis oleks
F(&) = F(&) koigi rangelt E-minimaalsete elementide &; ja & korral. Kahe argumendi-
ga funktsioonist saame iithe argumendiga versiooni, kui esimene muutuja klassis G on
fiktiivne. [Jec02, 1k 68|

c. Funktsioon G voib sisaldada parameetreid. Toestuses pole neid ilmutatult rohutatud.
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Seda seetottu, et ilmutatud parameetritega toestus laheb ldbi sama moodi kui ilmutamata
parameetriteta. Parameetrit tuleb toestuses lihtsalt kaasas kanda, muud midagi. [HJ99,
lk 117]

d. Tdestust saaks lithendada, eriti valemi (1) funktsiooni f iihesuse osas, vottes vale-
mis (7) kohe dom f = TCg(a). Leiduvuse osas tuleks lisaks nédidata, et TCg(a) =
= (Ubeexts(a) TC(0)) U {a}, mis jareldub E-transitiivsuse omadustest ja E~transitiivse
sulundi definitsioonist. Muutusega kaasneks aga valemi (1) stintaktilise keerukuse kasv.

Autor ei tea, kas keerukuse kasvul oleks negatiivseid tagajérgi.

e. Toestatud teoreemiskeemidest 1.19 ja 1.20 jarelduvad eri tiilipi induktsiooni- ja rekur-

siooniteoreemid.

1) Juhul, kui E' = €|, nimetatakse meetodeid epsiloninduktsiooniks, epsilonrekur-
stooniks. Seose € globaalne potentne regulaarsus johtub regulaarsuse aksioomist.
Epsiloninduktsiooni ning -rekursiooni kasutatakse tihti, kui klass C on transitiivne.
Transitiivse mittetiihja klassi ainus rangelt €-minimaalne element on tiihi hulk &.

[Jec02, 1k 66| Niisugust epsiloninduktsiooni kasutame naiteks lause 1.29 toestuses.

2) Kui C C Ord ja E = €|, rddgitakse transfiniitsest induktsioonist ja rekursioonist.
Teoreemi 1.14 valguses kutsutakse samamoodi induktsiooni- ning rekursiooniteo-

reeme suvaliste potentselt jarjestatud hulkade korral.

3) Erijuhul, kui C = o, saame naturaalarvulise induktsiooni ning rekursiooni [Jec02,
Ik 66]. Rohutame, et naturaalarvuline induktsioon ei jireldu siin potentselt re-
gulaarsest induktsioonist, sest viimase toestuses kasutatakse esimest (transitiivse

eelsulundi olemasolu teoreemi kaudu, vt lisa B).

4) Struktuurne induktsioon ja rekursioon on piisava metateooria kontekstis niisamuti
potentselt E-regulaarse versiooni alamjuhud. Néiteks struktuursel induktsioonil
mo6oda valemi struktuuri sobiks votta C := {I jarku valemid} ning F E G parajasti

siis, kui valem F on valemi G range osavalem.

f. Potentselt regulaarset induktsiooni-rekursiooni voib kutsuda Noetheri-Montague’s in-
duktsiooniks ja rekursiooniks matemaatikute Amalie Emmy Noetheri [Wik23; Ham13]
ning Richard Merritt Montague’i [Mon55| auks. Montague andis esimesena siinse teoree-

miskeemi koige iildisema versiooni [Mon55].

Sonastame tahtsad transfiniitse induktsiooni rekursiooni variandid, mis jérelduvad skeemi-
dest 1.19 ja 1.20. Selles versioonis eristatakse jarglas- ning piirordinaalarvusid. Jéreldusskee-

mi [.22 kasutame néiteks Zermelo — von Neumanni hierarhia definitsioonis ja skeemi 1.21
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mitmes toestuses, naiteks lause 1.25 juures.

Jareldusskeem 1.21 ([Jec02, 1k 21]). Olgu ¢|x] valem, mispuhul

1) kui x =0, siis p[z],
2) kui jargordinaalarvu x = S+ korral plx/p), siis plx],

3) kui piirordinaalarvu x # 0 jaoks koigi f < x korral p[z/B], siis p[z].

Sel juhul kehtib vordus Vo € Ord(p[x]).

Toestus. Teoreemiskeemi 1.19 tahistuses E = € = <, C := 0rd. Oletame, et kehtib imp-
likatsiooni eeldus potentselt regulaarse induktsiooni alternatiivsest tingimusest 2’) hulga =

jaoks, st iga z < x korral p[z/z]. Kui ithtegi z < z ei leidu, siis x = @ ja siinsest eeldusest

1) jareldub ¢[z]. Vastasel korral on « kas jargordinaalarv voi nullist erinev piirordinaalarv

Esimesel rakendada fakti, et 5 < z, ja eeldust 1). Teisel juhul piisab vahetult eeldusest 3). H

Vastav rekursiooniskeem on
jareldusskeem I.22 (|Jec02, 1k 22; HJ99, 1k-d 115-117]). Olgu Gy, G5 ja G5 klassifunktsioonid
klassil U tdisfunktsiooniliste valemitega Gi[f,y|, Golf, yl, Gs|f,y]. Siis leidub iheselt mddratud

klassifunktsioon F nii, et ordinaalarvude korral

F(0) =G1(0),
F(a™) = Ga(F(a)),
F(a) =G5(F|a), kul a # 0 on piirordinaalarv,

ning mujal F(x) = &.
(Tegelikuses on jalle tegu kahe kokkupandud jéareldusskeemiga.)

Toestus. Teoreemiskeemi 1.20 jaoks defineerime klassifunktsiooni G klassil U x U valemiga
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Glf,y](z) jirgmiselt:

Glf ul(@) = F=0NGI[f 4|V
V . f on funktsioon“ A Ja € Ord(dom f = ot A Gy[f(),y]) V
V ,,f on funktsioon* A o € Ord(dom f =a #0A

A ,,a on piirordinaalarv A Gs[f,y]) V

V (,,f pole funktsioon V | f on funktsioon“ A dom f ¢ Ord) Ay = @.

Argument x on valemis G[f, y](z) fiktiivne (formaalselt voib ta lisada tingimusega = = )
ja y on funktsiooni vaartus kohal f. Vahetult on kontrollitav, et saadav G on toepoolest
klassifunktsioon. Kirjutame G(f) = y, kui kehtib G[f, y](x). Teoreemiskeemist 1.20 saame
E := € ja C := 0rd korral iiheselt méaaratud klassifunktsiooni F, mispuhul

G(, Floy. () = G(Fl,), kuiz e 0rd,
F(z) =

%] mujal.

Oleme arvestanud, et alati exte(z) = .

Toestuse, et F rahuldab noutud tingimusi, 16petab juhtude léabivaatus. Néiteks = 0 korral
F(0) =G(F|,) =G(F|,) =G(@) =G(2) =G1(0). Kul z = o™ mingi ordinaalarvu « korral, siis
Flat) =G(F| ) = G2(F| .+ () = G2(F()). Analoogiliselt {ilejaanud kaks juhtu, kasutades
valemi G[f, y](x) méadratlust. |

Jareldusskeem [.22 annab iihe voimaliku tee ordinaalarvude aritmeetika defineerimiseks.

Huvitatud lugeja suuname allikasse [Jec02, 1k 23].

2.5.4. Astakufunktsioon

Lubame edasises klassifunktsiooni defineerimisel vabamat tahistust, n-6 tiikati defineerimise
vormi, selmet vélja kirjutada vastav valem. Samuti jatame téisfunktsioonilisuse pohjenduse

reeglina lugeja intuitsiooni tasemele ja noudlikumale lugejale ise toestamiseks.

Potentselt regulaarse seosega E C C'x C kaib kaasas rekursiivselt defineeritav astakufunktsioon

rank;: U — Ord, mispuhul rankg(z) = sup { (rankg(z))" |z € C,2E z }, kui z € C.

Teoreemiskeem 1.23 (astakufunktsiooni leidumine, [Jec02, 1k 68|). Olgu E potentselt regu-
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laarne seos klassil C. Leidub funktsioon F: U — 0rd, mispuhul
VZ,e € CCEx=F(Z) <F(x)) (1)

ning F(x) = rankg(z) = sup{ (rankz(2))* |z €C,zEx }, kui x € C.

Toestus. Defineerime klassifunktsiooni

U{y" |y €ranf}, kui,f on funktsioon®, ran f C Ord, f # @,

1% mujal.

Teoreemiskeemi 1.20 ja mérkuse 1.21 osa b. pohjal leidub tiheselt méaératud klassifunktsioon
F:U — 0rd nii, et

G(Floxiy(y):  kuiz €C,

F(z) =

1%/ mujal,

kus fiktiivse argumendi jatsime ara. Téahistame funktsiooni F kui rankz. Niisiis x € C kor-
=G{(z,y) € rankg | z € C,z E x}). Kogum {(z,y) €

€ rankg | z € €,z E x } on hulk tdnu seose E hulgalaadsusele, asendusaksioomiskeemile ning

ral rankg (-T) = G( rankg ‘extg (z))

klassifunktsiooni rank; alusvalemi taisfunktsioonilisusele.

Toestame potentselt regulaarse induktsiooniga 1.19 korraga klassifunktsiooni muutumispiir-
konna alamklassilisuse ran(rank; ) C 0rd ning vorduse rankg (z) = sup { (rankg(z))" | z € C,

zEx}, kui x € C. Selge, kui z ¢ C. Kui £ € C on rangelt E-minimaalne, siis

rank;(§) = G(rankg| )) =G(rankg|,) =G(0) = @ € Ord

extE (E

ja sup @ = &. Oletame niitid, et mitte minimaalse elemendi z jaoks kdigi z E x, z € C, korral
rankg(z) € Ord. Taolises olukorras on rankg|. ) = {(2,y) Erank; |z €C,zEx} # @

funktsioon ja
ran({(z,y) €Erank; | 2 €C,zEz}) = {rankg(2) |z €C,2Ex } # &

mittetiihi ordinaalarvudest koosnev hulk, nii ka sellest asendusaksioomiga saadud jarglasordi-
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naalide hulk { rankg(2)" | zE x }. Jéreldame, et

rankg(z) = G(rankg |, ) = U{ (rankg(2))" |2 €C 2Ex} =

= sup { (rank(2))" | 2z € C,2zE 2} € Ord.

Viimane vordus ning sisalduvus tulevad lause 1.11 osast (1).

Lopuks veendume tingimuses (1). Rangelt E-minimaalse elemendi 2 = £ korral kehtib (1)

vaikimisi. Olgu niitid Z E x, Z € C. Vahetult definitsioonist

rankg(Z) < (rankg(2))" € { (rankz(2))* |2 €C,2Ex} <

< sup { (rankg(2))" | 2 € C, 2z E x } = rankg(z).
Tulemus on toestatud. [ |

Teoreemiskeemi 1.23 tingimust (1) rahuldav funktsioon pole tiheselt méédratud. Astakufunkt-
siooni asemele voib votta funktsiooni, mispuhul jarglase kohale pannakse jarglase jarglane voi
iildisemalt liidetakse suvaline ordinaalarv a > 1. Astakufunktsioon on aga véértuste mottes
vahim funktsioon, mis nouet (1) tdidab. Toestus vahetult potentselt regulaarse induktsiooni

ja supreemumi definitsiooni pohjal.

Teoreemiskeemile 1.23 leidub osaline pooérdlauseskeem, mis annab piisava tingimuse klassi C

potentseks E-regulaarsuseks.

Lauseskeem 1.24. Olgu E niisugune seos klassil C, et leidub funktsioon F: U — 0rd omadu-

sega

Vz,o0 € C(zEx=F(z) <F(x)).

Siis klassi C igas alamklassis & # D C C leidub rangelt E-minimaalne element. Eriti on klass C

potentselt E-requlaarne.

Toestus. Vaikimisi toene, kui € = @. Olgu C # @, kust F(C) # @. Seos € on klassil Ord
range potentne jarjestus, jarelikult potentselt €-regulaarne seos. Olgu ¢ iiks klassi F(C) rangelt
€-regulaarsetest elementidest (tegelikult isegi & = (F(C) rangelt €-véhim, lause 1.11 osa (2)
tildistus). Olgu ¢ € C suvaline, mispuhul F(c) = £. Véidame, et ¢ on kindlasti klassi C rangelt
E-minimaalne element. Kui nii poleks, siis leiduks z € C, mispuhul z E ¢, kust eelduse jargi

F(z) < F(c) = £. Vastuolu hulga ¢ minimaalsusega klassis F(C).

Klasside jaoks on tulemus toestatud. Koik hulgad olid klassid, sestap johtub klassi C potentne
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E-regulaarsus. |

Taielikku poordlauseskeemi ei leidu, sest lauseskeemi 1.24 eeldused ei taga seose hulgalaadsust.
Votame €=U ning z £z =2 = {{G}} A z # z. Funktsioon F: U — Ord,

o, x#{{a}}
{2}, == {{a}},

F(x) =

rahuldab lauseskeemi 1.24 eeldust. Kui z, x € U, siis z E z tdhendab, et z # {{D}} ja
x = {{@}}. Jarelikult F(z) =@ =0< 1 ={@} =F(z). Ent {{@}} € Ujaext;({{2}}) =
=U\ {{{@}}} ehk tegu pole hulgaga.

2.6. Zermelo — von Neumanni kumulatiivne hierarhia

Olgu antud klassifunktsioon ¥: 0rd — U v6i (W, )acora €hk hierarhia. Hierarhiat (W,)acora
kutsutakse kumaulatiivseks, kui Wy = @, iga o € Ord korral W, C W,+ C P(W,) ja piirordinaal-
arvulise a puhul ¥, = |J <o Ws. Kumulatiivsest hierarhiast voib moelda kui jérkjargulisest
hulkade ,loomise” protsessist. Alustame tiihjast hulgast, Wy = @. Jargordinaalarvulisel sammul
jadvad varasemad hulgad alles, W, C W+, samuti lisatakse hulki juurde. Uusi hulki voetakse
ainult varasemate hulkade alamhulkade seast, st W,+ C P(W,). Piirordinaalarvulisel sammul

kogume varasematel sammudel saadud hulgad kokku, W, = (J;_, Ws. [Jec02, Ik 171]

Kumulatiivse hierarhia (W, )acora iga aste W, on mittetiihi, kui o > 1, ning alati transitiivne.
Esimene véide tuleneb rangest sisalduvusest W, C W+ ja nullist erinevate piirordinaalarvude
korral iihendi definitsioonist. Transitiivsus on ilmne, kui o = 0, ja vahetu mujal, sest x € I/,
korral x € P(W,) ehk x C W,. Klassist ¥ =

tle hierarhia (W,)acora-

acora Wo rédgitakse kui kumulatiivsest universumist

Zermelo — von Neumanni kumulatisvne hierarhia on kumulatiivse hierarhia moiste erijuht.
Alamhulgalise sisalduvuse mottes on Zermelo — von Neumanni hierarhia suurim kumulatiivne

hierarhia. Definitsioonis 1.22 rakendame jareldusskeemi 1.22.

Definitsioon 1.22 (Zermelo — von Neumanni hierarhia, universum, [Jec02, 1k 64]). Hierarhiat
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(Vo) acora nimetatakse Zermelo — von Neumanni (kumulatiivseks) hierarhiaks, kui

(

Vo =g,

Vo+ = P(Vy),

V. = U Vg, kui o # 0 on piirordinaalarv.
\ B<a

Vastavat {ihendklassi V = J,corq Va kutsutakse Zermelo — von Neumanni (kumulatiivseks)

universumiks. Vahel kirjutatakse V, ja V asemel R, ja R [Kun&0, 1k 95] .

Toestame Zermelo — von Neumanni hierarhia kohta mone lihtsama vaite.

Lause 1.25 ([Jec02, Ik-d 64-65; Weal4, 1k-d 15-16]). (1) Kui hulk x saadakse kdtte sam-

mul a, siis koik tema elemendid on mingist varasemast sammust < « juba olemas.

See tihendab, et iga x € V,, jay € x korral leidub B < « nii, et y € Vg.

Zermelo — von Neumanni hierarhia on kumulatiivne. Iga sammu koondhulk V, on

transititone.

Varasema sammu elemendid ei lihe kaotsi: kui < o, siis Vg C V.

Iga o € 0rd korral o C V.

Iga a € 0rd korral o € Vs \ V.

Kui hulga X koik elemendid x on teataval sammul o, € 0rd katte saadud, siis hulk X

kuulub samuti mingisse hierarhia astmesse Vg. Predikaatarvutuse keeles

VX (Ve € X3a € Ord(z € V,) = 30 € Ord(X € Vy)).

Toestus. (1) Kasutame transfiniitset induktsiooni [.21 valemi

vla] =Vr,y(r e Vo Ay ez =38(B <any e Vp))

korral. Tulemus on selge piirarvuliste o vaartuste jaoks: kui o = 0, vaikimisi toene, muul
juhul johtub alamhulgalisus iihendilisest definitsioonist UB <o V3. Kehtigu niiiid vdide
ola/v] jargarvulise v© = « jaoks. Siis véide ¢[a] kehtib, sest eeldusel z € V, = P(V,,)
saame = C V., ehk kui y € z, siis y € V,,. Sobib votta 8 = 7.

(2) Vahetult kokkuleppest Vo = @ ning a € Ord korral V,+ C P(V,). Jddb néidata, et

V, € V,+. Mitterange alamhulgalisus V,, C V,+ = P(V,) on lause .1 osa (iv) jargi hulga
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V, transitiivsus. Transfiniitse induktsiooniga. T1iihi hulk on transitiivne, transitiivsete
hulkade kogumi {ihend on transitiivne ning transitiivse hulga potentshulk on transitiivne,
vt lause 1.2 jaotisi (1) ja (4). Vorduse V, = P(V,) vilistab Cantori teoreem [H.J99,
1k 96|, ei leidu injektsiooni hulga potentshulgast algsesse hulka.

Transfiniitne induktsioon valemi p[a] = V(8 < a = Vs C V,,) korral. Tulemus on
ilmne piirarvuliste o vidrtuste jaoks. Jargarvulise a puhul v+ = « oletame, et vaide
¢[a/~] kehtib. Néitame, et jéreldub viide ¢[a]. Kuna iga 5 < « korral Vg C V,, piisab
naidata, et V, C V.« = P(V,). See on juba teada jaotisest (2). Kui eelduses kehtib

vordus, s.0 f = «, on tulemus ilmne.

Transfiniitne induktsioon valemiga ®[a] = o C V,. Kehtigu viide o € Ord korral.
Vaja, et o™ = aU{a} C V,+. Eeldusest @ C V,,, potentshulga votmisest jarelikult
a € Vy+. Osa (3) jargi, sest a < at, saame V, C V,+. Jarelikult eeldusest a C V,,
ka at C V,+. Edasi vaatleme piirordinaalarve. Juhul o = 0 asi klaar, kuna & on iga
hulga osahulk. Kehtigu niitid mingi piirarvulise o # 0 jaoks véide koigi arvude § < «
korral. Naitame, et o C V,,. Olgu v € «, s.0 v < a. Kuna « on piirordinaalarv ja v
on jargordinaalarv, siis ka 7" < «, lause 1.10 osa (5). Induktsiooni eeldusest y* C V. +.
Jaotisest (3) V..« CV,. Et v € 4T, siis v € V,.

Eelmise jaotise pohjal a C V,, mistottu potentshulga votmisest a € V,+. Seetottu
toestame, et a ¢ V,. Transfiniitse induktsiooniga ja vastuviiteliselt. Kehtigu véide
a ¢ V, mingi a € 0rd korral, st a ¢ V,. Kui oleks a™ € V,+, siis at C V,, kust
a € V,, vastuolu. Liigume piirordinaalarvude juurde. Tiihja hulga korral mittesisalduvus
ilmne, 0 ¢ Vo = @. Kehtigu tulemus mingi piirarvulise o # 0 jaoks iga ordinaalarvu
B < «a korral. Oletame vastuvéiteliselt, et o € V,,. Piirarvulisel astmel voetakse ithend,
seega leiduks mingi v < « nii, et o € V. Transitiivsusest o C V,. Kuid v < a, st 7 € a,

jarelikult v € V. Vastuolu induktsiooni eeldusega.

Kehtigu implikatsiooni
VX (Vx € X3a € Ord(z € V,) = 35 € Ord(X € Vp)).

eeldused ja las X # @. Kuivord igale elemendile = € X vastab «, € 0rd (neid voib olla
mitu), mispuhul x € V,,_, leidub ka vdhim niisuguse omadusega ordinaalarv. Vastavat

omadust kirjeldab valem

Plr,al =z eV Nx ¢V,
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Valjendusviis on korrektne, kuna Vo = &, piirordinaalarvulisel sammul o« # 0 koondatak-
se ithendiga tiksnes juba varem saadud hulki; ja kui juba x € V5, A € Ord, siis x € V,,
iga ordinaalarvu v > d korral — jaotis (3). Valem @[z, a] on hulgal X téisfunktsiooniline.

Leiduvus tuleneb implikatsiooni eeldusest, iihesus arvu a vahimusest.

Asendamisaksioomiskeemi alusel leidub hulk Yy = {«a |z € X A ®[x,a] }. Et z € X
ja @[z, a] korral just x € V,+, mitte = € V,, siis rakendame korra veel funktsioonilist
asendust jargarvude elemendiviisiliseks votmiseks, Y :== { a® | @ € Yx }. Hulk Y koosneb
ordinaalarvudest, mistottu lause I.11 osa (1) abil jareldame, et ka | JY on ordinaalarv,

sealjuures (JY = sup. Y = f'.

Asendamisaksioomiskeemi kolmandal rakendamisel saame hulga {V, |y < p'}. J&-
relikult saame votta sellest hulgast iihendi, kusjuures iilesehituse viisi tottu on X
tema osahulk, st X C |J _g V,. Jaotise (3) jérgi iga v < ' korral V., C Vg, kust
U <p Vy C Vg ja millest omakorda X C Vg. Hierarhia jirgmisel sammul joutaksegi
seega hulgani X, sest X € P(Vg) = V( gyt Teoreemi implikatsiooni véitesse sobib votta

B=(8)". u

Hulka X kutsusime tugevalt regulaarseks, kui seos € oli tolle transitiivsel eelsulundil tc(X)
on potentselt regulaarne. Jargmine lemma {itleb, et Zermelo — von Neumanni hierarhia
astmed V, on tugevalt regulaarsed. Astmete V, transitiivsuse tottu on viide samavédrne

nende hulkade V, potentse regulaarsusega. Toestus ei kasuta regulaarsuse aksioomi.

Lemma 1.26 (|[HJ99, 1k 258|). Zermelo — von Neumanni kumulatiivse hierarhia iga aste V.,

on tugevalt regulaarne.
Toestus. Vaatleme sisulist juhtu V, # @ ja @ # B C V,,. Kuivord BNV, # &, leidub
B=min{f<a|BnNVs#a}.

Eriti B N Vg # @. Ukskoik milline selle iihisosa element sobib algse hulga B rangelt e-
-minimaalseks elemendiks. Olgu & € B N Vg suvaline. Kui £ poleks €-rangelt minimaalne
hulgas B, leiduks £ € ¢ N B. Lause 1.25 osa (1) jargi, kuna & on olemas sammul 3, peab &
olema kiitte saadud varasemast sammust 3 < 3, s.0 £ € V. Siis aga e Bn Vs # 9 ja

3 < B < a. Vastuolu arvu /8 valikust tuleneva range minimaalsusega. |

Kehtib klasside vordus WF = V, st Zermelo — von Neumanni universum koosneb para-
jasti koigist tugevalt regulaarsetest hulkadest. Seda ka regulaarsuse aksioomi puudumisel.

Regulaarsuse aksioomi kontekstis WE = U, jérelikult sel juhul on Zermelo — von Neumanni
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kumulatiivne hierarhia koikeholmav ehk V = U.

Teoreem 1.27 (WF =V, [HI99, 1k 258|). Zermelo — von Neumanni universum V' koosneb
parajasti tugevalt requlaarsetest hulkadest ehk WE =V, st

VX (,,X on tugevalt regulaarne“ < Jo € Ord(X € V,,)).

Toestus. Pohjendame kumbagi suunda, alustades poordimplikatsioonist.

(,<*) Las X € V,,, a € Ord. Hulk V,, on lemma [.26 jérgi tugevalt regulaarne, jarelikult
potentselt regulaarne. Tugeva regulaarsuse definitsioonile jargnenud arutelu jargi on
hulk X tugevalt regulaarne, kui vastav transitiivne sulund TC(X) on potentselt regulaar-
ne. Piisab néidata, et TC(X) C V,. Toodud alamhulgalisus jéreldub transitiivse sulundi
C-vahimusest transitiivsete hulkade seas, mis sisaldavad hulka X: hulk V, rahuldab

loetletud omadusi.

(,=) Oletame vastuvaiteliselt, et mingi tugevalt regulaarne hulk X ei kuulu tihessegi
hierarhia astmesse. Lause 1.25 osa (6) jéargi peab leiduma x € X nii, et iga a € Ord
korral x ¢ V,. Vaatleme hulka

Z = {z€te(X)|Va € 0rd(z ¢ V) }.

Et X C te(X), siis ¢ € Z ehk Z # &. Olgu ¢ hulga Z rangelt €-minimaalne element
— selline leidub, sest hulk X on tugevalt regulaarne. Kuna £ € 7, ei saa olla ¢ = &,
sest @ € Vi. Kui € € ¢, siis sulundi transitiivsusest & € tc(X). Seetdttu peab &
kuuluma mingisse hulka V,, muidu oleks f € Z ja vastuolu £ range minimaalsusega.
Lause 1.25 osa (6) jargi taas £ kuulub mingisse astmesse V. Vastuolu kuuluvusega £ € Z.

Kokkuvottes peab X ikkagi Zermelo — von Neumanni universumisse kuuluma. ]

2.6.1. Hulga astak

Regulaarsuse aksioomist jareldus, et koik hulgad on tugevalt regulaarsed. Teoreemi [.27 pohjal

on Zermelo — von Neumanni hierarhia koikeholmav. Valem

DX, 0] =X eVar AX ¢V,

q

on seetottu taisfunktsiooniline sarnase aruteluga nagu lause 1.25 punktis (6) (tdisfunktsioonili-

sus on siin kogu universumis, mitte ainult hulgal X, leiduvuses kasutatud induktsioonieeldust
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asendab regulaarsuse aksioom). Suvalise hulga X korral téhistame

a = Rank(X) = 9[X, a].
Ordinaalarvu Rank(X) kutsume hulga X astakuks. Suurus Rank(X) on esimene ordinaalarv,
mispuhul X € Vg . yy+: iga 8 < Rank(X) korral X ¢ V. [Jec02, Ik 64]

Jargmine lause sonastab kolm lihtsamat astaku omadust [Jec02, 1k-d 64-65] ja iihe pisut

keerukama omaduse.

Lause 1.28 ( |Jec02, Ik-d 64-65]). Olgu X suvaline hulk ja o ordinaalarv.
(1) Rank(a) = «
(2) X €V, & Rank(X) < «

(3) Kuiz € X, siis Rank(z) < Rank(X).

(

4) Kui x € tee(X) = te(X), siis Rank(z) < Rank(X).

Toestus. (1) Hulga astaku definitsioon ning lause 1.25 osa (5).

(2) Kui X € V,, siis astaku vdhimusest Rank(X )" < « ehk Rank(X) < «. Vastupidi
kui Rank(X) < a, siis Rank(X )" < «a. Astakufunktsiooni definitsioonist ja lause 1.25
osast (3) X € Vpx)+ C Vo

(3) Astaku méaéaratlus ja lause 1.25 osa (1).

(4) Lauseskeemi 1.16 jargi kehtib ekvivalentsus

z € te(X) < leidub hulkade 16plik jada (fx)k<m, kus
fm=x€ fn1€ ---€efLeX=fjamew,m=>1.

Tulemuse saab niisiis toestada naturaalarvulise induktsiooniga 1.7 hulgal
S={mew|m=0Vm=1Aigay,Y jalopliku jada (fi)r<m korral, kus

fm:yefmfle €f1€YZf07
kehtib Rank(y) < Rank(Y') },
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see tahendab

S = {me(o lm=0Vvm= 1/\‘v’y,Y,f(,,f on funktsioon“ A dom f = m™* A
ANfm)=yAnf0)=Y A
AVIOL LS m—1= f(") e f0) =
= Rank(y) < Rank(Y)) }.

Kontrollime teoreemi 1.7 eelduste kehtivust. Selgesti S C w ja 0 € S. Olgu niitid m € S.
Niitame, et m* € S. Valime vabalt hulgad §, Y ja funktsiooni f, kus dom f = m*t+,
f(m*) =4, f(0) =Y jaiga 0 < £ < m puhul f(¢*) € f(¢). Induktsioonieeldusest
juhul y = f(m), Y =Y ja f = f|,n+ saame, et Rank(f(m)) < Rank(Y). Et § €
€ f(m), siis osast (3) johtuvalt Rank(f) < Rank(f(m)). Jérjestuse transitiivsusest

Rank(7) < Rank(Y'). Seega m™ € S, teoreemist 1.7 tuleneb vordus S = w. |

Sisalduvusseos € on regulaarsuse aksioomi tottu koigi hulkade klassil U potentselt regulaarne

seos. Teoreemiskeemi [.23 jargi leidub astakufunktsioon rankc: U — Ord, mispuhul
ranke (z) = sup{ (rankc(2))" |z € 2 }.

Minuskliga ranke ja majuskliga Rank on klassifunktsioonidena vordsed. Seesugune teadmine

laheb kiiku hulga astakufunktsiooni Rank absoluutsuse toestamisel.

Lause 1.29 (|[Kun80, lk 104]). Sisalduvuse astakufunktsioon ranke ning hulga astakufunkt-

stoon Rank ihtivad, s.o ranke = Rank.

Toestus. Toestame tulemuse epsiloninduktsiooniga klassil U. Hulkade klassi U kui mittetiihja
transitiivse klassi ainus rangelt epsilonminimaalne element on tiihi hulk. Tiihja hulga sisendil

klassifunktsioonid iihtivad:
Rank(&) = 0 = sup { (ranke(2))" | 2 € @ } = rank(9),
sest @ € V;. Kehtigu vdide mingi hulga X korral iga x € X jaoks. Siis

rankc(X) = sup{rankc(z)" |z € X} =
= sup { Rank(z)* |z € X }.

Jérelikult X C Viani, (x), kust Rank(X') < ranke(X). Lause 1.28 osa (3) jérgi iga « € X puhul
Rank(r) < Rank(X), kust Rank(z)"™ < Rank(X). Supreemumi moistest lahtudes ranke(X) =
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= sup { Rank(z)* | x € X } < Rank(X). Kokkuvottes ranke (X) = Rank(X). |

2.6.2. Tarski-Scotti vote

Tarski-Scotti votte eesmérk on etteantud péarisklassist C saada selle klassiga piisavalt sarnane
hulgaline , kehastus® C. Konstruktsioon kasutab regulaarsuse aksioomi, kuid valikuaksioomi
pole tarvis. [Jec02, 1k 65; Pro22, 1k-d 909-910] Votte sisu aitab selgitada

lemmaskeem 1.30. Olgu C mingi klass, las n € C. Jargmised vdited on samavddrsed:
(i) iga ¢ € C korral Rank(n) < Rank(c),

(ii) n on klassi C vihima astakuga €-minimaalne element.

Toestus. (,=) Lause 1.28 osa (3) ja eeldusena antud vorratuse vahetu jéreldus.

(,<") Vastuviiteliselt eeldada, et hulk D, C C, kus
D, = {d € C'| Rank(d) < Rank(7n) },

on mittetiihi (tegu on hulgaga, sest on eraldatav hulgast Vg, (,+). Rakendada regulaar-

suse aksioomi ning lemmaskeemi 1.17. ]

Liihidalt eldes koosneb hulk C klassi C koigist vahima astakuga €-minimaalsetest elementi-

dest. Tapsemini saadakse klassi C hulgaline kehastus ¢ C (C jargmiste sammudega.
1) Antud on klass C # @, soovime selle hulgalist vastet ¢ + O,

2) Moodustame klassi kujutise Rank(C), mis on samuti klass. Koik klassi € kuuluvad hulgad
on tugevalt regulaarsed ténu regulaarsuse aksioomile, vt néiteks arutelu definitsiooni 1.19
jarel, seega C C V ja Rank(C) # @. Lisaks Rank(C) C Ord.

3) Kuivord klassi C néol on tegu ordinaalarvude klassi mittetiihja alamklassiga, leidub
klassis Rank(C) kindlasti €-vdhim element «g. Pohjendus leitav lemmaskeemile 1.17

jargnenud osast.

4) Defineerime klassi C kui hulga {ap} originaali ahendatuna klassile C. Vastavalt konst-
ruktsioonile kindlasti C #* .

C = Rank ' ({ap}) NC'= {n € C | Rank(n) = ayg }.

Elemendi «q valiku alusel n € C parajasti siis, kui n € C ja iga ¢ € C korral kehtib
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vorratus Rank(7n) < Rank(c). Lemmaskeemi 1.30 jérgi koosnebki ¢ tépselt koigist klassi

C minimaalsetest elementidest seose € jargi. Arusaadavalt
C= (Vag \Vao) ﬂC:VO{g NnC,

sest V,, N C'= &. Niisiis on klass C saadav hulgast Vaar eraldamisaksioomiskeemi kaudu.
Jirelikult on C hulk.

Tarski-Scotti votet rakendatakse naiteks siis, kui tahetakse defineerida ekvivalentsiseost,
aga otsene méaaratlus viib parisklassini. Niisugune on lugu néiteks kardinaalarvude naiivse
defineerimiskatse korral. Hulkade vordvoimsuslikkus on teatavasti ekvivalentsiseos @ide
hulkade klassil U, ent vastav klass [:D]N pole kunagi hulk, kui © # @. Teame, et [:D]N on
hulk, ning osutub, et taolistele klassidelilastaval seosel on kiillaldaselt palju haid omadusi,
et kutsuda saadavat ekvivalentsiklassi [:I:]N hulga = voimsuseks. Erinevalt klassikalisest von
Neumanni kardinaalarvude definitsioonist ei vaja kirjeldatud konstruktsioon valikuaksioomi,

aga kasutab oluliselt regulaarsuse aksioomi. [Jec02, 1k 65; Pro22, lk-d 909-910)|

Meil 1dheb Tarski-Scotti votet tarvis hoopis mujal, Lévy-Montague’i peegeldamisprintsiibi

toestamiseks.
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IT peatiikk

Valemi tokestamine ja absoluutsus.
Laiend ZFC™

Hulgateoreetiline viaide ¢ on ZFC-hulgateooriast soltumatu, kui ZFC | + ¢ ja ZFC | - —¢.
Ekvivalentselt voime 6elda, et teooriad ZFC + ¢ ja ZFC + —¢ on vastastikku siintaktiliselt
mittevasturadkivad. Naiivses metateoorias toestatakse niisugust soltumatust mudelite abil
[Pra04, 1k 132|. Peaksime leidma mudelid M, ning M_,, kus piltlikult

{ M, [ ZFC, {MW = ZFC,
Ja
Mgo ':90 Mﬁw ':_‘90-

ZFC on hulgateooria, sestap voiksime proovida niisuguseid mudeleid leida teooriast endast.
Peaksime otsima ZFC seest nii-6elda miniversumeid, mis rahuldaksid ZFC aksioome, kuid

taiendavalt kehtiks neis veel lisatingimus ¢ voi —p.

Niisugune protseduur oleks aga vastuolus Godeli teise mittetéielikkuse teoreemiga. ZFC on
usutavasti rekursiivselt loetletav teooria, kusjuures Peano aritmeetikat etendab naiteks von
Neumanni naturaalarvude hulk. Seetottu ei suuda ZFC klassikalises mottes vdidet Con(ZFC)

toestada, kui ZFC on stintaktiliselt mittevasturaékiv.

Onneks on kirjeldatud takistus teatud méttes iiletatav. Meie selgitame edasises jargmist

meetodit.

1) Selle asemel, et toestada teooria ZFC + ¢ dldist kodeeritud mittevasturddkivust, toes-
tatakse suhteline stintaktiline mittevasturddkivus. Naitame, et kui teoorias ZFC pole

vasturddkivust, ei saa vasturdékivust olla ka laiendis ZFC + ¢. Muu seas Weaveri [Weal4,
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lk 27| jargi defineerime selleks teatava vahelaiendi ZFC*. Teoorias ZFC-pluss on juures

konstantstimbol M ning loenduv kogus aksioome, mis viidavad midagi hulga M kohta.

2) Moisted nagu M, = ZFC jétame defineerimata. Nende asemel kasutame valemi tokendi
moistet ¢|,. Intuitiivses tdhenduses iitleb tokend ¢|,, kas ¢ kehtib, kui selle tdhendus
on tokestatud konteksti M. Kui valemi semantiline sisu ,heade” klasside M puhul on alati

iiks ja seesama, Oeldakse, et valem ¢ on heade klasside suhtes absoluutne.

Siin peatiikis defineerime valemi tokendi moiste, paneme kokku teooria ZFC" ja uurime

molema omadusi.

1. Valemi tokestamine. Valemi absoluutsus kvaasimudeli

suhtes

1.1. Tokestamise ja epsilon-kvaasimudeli definitsioon

Kui tahame veenduda, et mingi klassi C korral valem ¢ kehtib, peame valemi sisu esmalt
Ltolkima™ just vastava klassi konteksti. Selleks defineerime tokendi, tdpsemini epsilontokendi
ehk epsilonahendi moiste. On voimalik uurida iildisemat tokestamist [Jec02, 1k 161], kuid

meil pole selle jarele tarvidust.

Metadefinitsioon II.1 (epsilontokend, [Jec02, 1k 161]). Valemi ¢ € Form(ZFC) epsilonto-
kendiks ehk epsilonahendiks klassile C (defineeriva valemiga C[q]) nimetatakse rekursiivsete

asenduste teel saadavat valemit ¢|,, kus
a. kui ¢ on atomaarne, siis |, on lihtsalt valem ¢ ise, s.0 ¢|, = ¢;

b. tokendi votmine on lausearvutuse tehetega kooskolas, s.o kui ¢ = —¢, siis @[, = —¢|,,

kui ¢ = (91 = ¢2), siis |, = (d1], = d2,);

c. kvantorid tuleb asendada tokestatud kvantoritega, s.o kui ¢ = Vz(¢[z]), siis ¢|, =

= Va((Clg/z] = ¢lz]|)) ehk ¢l =V € C(¢]],)-

Vajadusel tuleb metadefinitsiooni II.1 kasutades veenduda, et klassile ahendades ei teki
vastuolu loogilise valemi maaratluses muutujatele tehtud kitsendustega. Vahetu kontroll néitab,
et epsilontokendi méaéaratlus on korrektne ses tdhenduses, et kooskola teiste lausearvutuse
tehete ning eksistentsiaalkvantori suhtes jareldub toodud nouetest. Naiteks mittevélistava

disjunktsiooni puhul

<¢1 \% ¢2)|c = ((_‘¢1 = ¢2))’c = (_‘¢1‘c = ¢2‘c) = ¢1’c v ¢2|0'
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Valemijérjendi I" epsilonahendiks nimetame jarjendit I'|,, kus koik valemid on asendatud
vastavate epsilontokenditega. Tiihja jarjendi tokendiks loeme tiihja jarjendit. Margime, et kui
klassi M pohimuutuja ¢ ei esine antud valemijarjendis I" vabalt, ei esine see muutuja vabalt ka

tokestatud jérjendis I'|,.
Epsilontokendi abil defineeritakse epsilon-kvaasimudelt moiste.

Metadefinitsioon I1.2 (epsilon-kvaasimudel, [Kun80, 1k 112|). Valemite metahulga ¥ C
C Form(ZFC) epsilon-kvaasimudeliks teooria T suhtes nimetatakse klassi M, mispuhul iga
valemi ¢ € ¥ korral kehtib 1|, teoorias T, s.o

iga valemi ¢ € ¥ korral T I+ ¢|,.

Ulemist kirjapilti tuleb méista nii, et klassi M definitsioon on fikseeritud ning sedagi tohib ka-
sutada sekventsi I- 1|, toestuses. (Vahel riadgitakse teooria S epsilon-kvaasimudelist (teoorias T
voi teooria T suhtes), kui valemite hulga ¥ rollis on teooria S omaaksioomid, nt [Kun80,
lk 119].)

Markus 11.3. Teoorial T lubame lahkneda teooriast ZFC kahel viisil.

a. Teoorias T voib olla konstantstimboleid, st Cons(T) # @. Tépsemini lubame iilimalt {ihe

konstantstimboli lisamist, kuivord rohkemaks pole meil tarvidust.

b. Teooria T omaaksioomid voivad olla erinevad: neid voib olla asendatud, ara voetud voi
juurde lisatud. Nouame, et omaaksioomid on tiihja antetsedendiga. Voime iildisust kao-
tamata eeldada, et omaaksioomid on koik kinnised valemid (vabade muutujatega valem
ning selle universaalsulund on samaaegselt tuletatavad). Terutame, et T omaaksioomid

tohivad sisaldada lisatud konstantsiimbolit.

Niisugust teisendatud teooriat kutsume edasises ZFC asendusteooriaks voi lihtsalt asendus-
teooriaks. Rohutame, et metadefinitsioonides I1.1 ja I1.2 voivad klasside C ning M kirjeldused
sisaldada asendusteooria T konstantsiimbolit. Réédkides teooriast T N Form(ZFC), peame silmas

teooria T seda osa, millel pole pistmist konstantsiimboliga.

Markus I1.4. Termini epsilon-kvaasimudel toome sisse tapsuse huvides. Moistel mudel on
mitu kiillalt sarnast, kuid detailides erinevat tdhendust, moni neist vajab aksiomaatilise
teooria eelnevat kodeerimist ning pohjalikku eeltood. Meie epsilon-kvaasimudel on rohkem
toestusteoreetilisemat laadi. Taiendsona epsilon- viitab asjaolule, et definitsioon kasutab just

epsilontokendit, mitte mingit iildisemat valemi ahendit.

Piisavalt voimekas epsilon-kvaasimudel saab oma teooriaga hésti 1abi. Kui lause on teoorias
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kindlatel eeldustel tuletatav, saab samas teoorias eelduste tokenditest toestada lause tokendi.

Metateoreemiskeem II.1 (epsilon-kvaasimudeli korrektsus, [Kunl3, 1k 101]). Las olla
teooria T asendusteooria. Olgu p ZFC-hulgateooria kinnine valem ning I' ZFC-teooria kin-
niste valemite jarjend, sealjuures T N Form(ZFC) I+ I' + . Kasutagu sekventsi I' + ¢ mingi
toestus T teoorias T N Form(ZFC) parasjagu omaaksioome, mille konsekvendid pdrinevad
metahulgast A, = { A, ..., A,} C Form(ZFC). Leidugu valemite metahulgal A, epsilon-kvaa-
simudel M teooria T suhtes, kusjuures klass M olgu mittetiihi teoorias T. Eeldame, et klassi M

kirjeldus M[q] ei kasuta kuskil indiviidmuutujaid, mis esinevad toestuses .

Sellisel juhul kehtib ka TI- I'|, + o],

Toestus. Pohjendus kiib struktuurse induktsiooniga mooda toestuse 7 tuletuspuud. Baasis
vaadatakse puu juuri ehk aksioomide ahendeid. Eeldusena voetakse, et teoreem kehtib eel-
nevate tippude jaoks, sammus néidatakse, et tulemus kehtib siis ka kdesoleva tipu korral.
Tipust tippu liikumisel tuleb analiiiisida, kuidas valemi tokestamine suhestub tuletusreegli-
tega. Lausearvutusliku reegli analiiiis on lihtsam kui predikaatarvutusliku reegli uurimine.
Kvantoriga reegli késitlemine on kergem, kui tokestamine viib lokaalses mottes konsekvendi
norgestamiseni. Kitsendust klassimuutujate kohta kasutatakse selleks valemi ahend oleks
ikka valem ning valemijarjendi ahend oleks valemijarjend. Samuti saame siis kitsendusega

tuletusreegleid vabalt kasutada.

Taispikk toestus on toodud lisas C. |

1.2. Valemi tidhenduse invariantsus. Valemi absoluutsus

Eelmises jaotises sonastasime valemi tokendi méiste. Tokendit ¢|, voib moista kui teatavat
valemi tdhenduse ahendamist tildisemast kontekstist (klassis U) kitsamale juhule, nimelt
klassile M. Kui valemi tdhendus teatud mottes ei muutu, 6eldakse, et valemi ¢ tihendus on

klassi M suhtes absoluutne voi lithidalt, valem ¢ on klassi M suhtes absoluutne.

Metadefinitsioon II.5 (valemi invariantsus, absoluutsus, [Kun80, lk 117]). Olgu ¢ €
€ Form(ZFC) ja vabad muutujad Free(yp) = {zy,...,x,} (erijuhul neid polegi). Olgu C ja D

klassid, kusjuures C C D. Las olla T asendusteooria.

a. Utleme, et valemi ¢ tihendus on klasside C ja D vahel invariantne (teoorias T), st

valem ¢ on (C<>D)-invariantne (teoorias T), kui

TIFEYay, ..., 2, GC(go[xl,...,xn]]C <:>90[x1,...,:cn]|p).
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b. Valemi ¢ tihendus on klassi C suhtes absoluutne (teoorias T), eriti lithidalt ¢ on C-abso-

luutne (teoorias T), kui valem ¢ on (C<> U)-invariantne (teoorias T).

Sealjuures klassile U tokestamine valemit sisuliselt ei muuda, kuivord tilimalt lisatakse valemisse
tingimusi z = z, kus £ € Indv on indiviidmuutuja. Klasside C ja D definitsioonid voéivad

sisaldada asendusteooria T konstantsiimbolit. Sisalduvus C C D olgu toestatav teoorias T.

Juba siintaktiliselt lihtne valem ei pruugi olla lihtsa hulga suhtes absoluutne, isegi mitte
téisteoorias ZFC. Néiteks ¢[y] = Vz(x ¢ y), mis madrab theselt tithja hulga y = @, pole
absoluutne hulga € := C' := {{@}} suhtes. Hulga C arvates on tiihi hulk ka {@}, kuna hulgas C
pole iihtegi elementi, mis oleks omakorda hulga {@} elemendiks. Pole raske tuua néidet, kus
mone hulga arvates leidub rohkem kui iiks ,mittestandardset* tiihja hulka. [Kun80, 1k 118§]
Hiljem ndeme, et transitiivse klassi voi piisavalt voimeka transitiivse epsilon-kvaasimudeli C

korral on olukord parem.

Valemi (C' <» D)-invariantsuseks piisab néidata invariantsust iikskoik missuguse sellega

ekvivalentse valemi jaoks, kui klassid C ja D on kiillaldaselt voimekad.

Metalemmaskeem I1.2 ([Kun80, lk 119]). Olgu teoorias T N Form(ZFC) toestatav ekviva-

lentsi ¢ < 1) universaalsulund, st

T N Form(ZFQC) I + \@1’7‘.""’75: (et Tns iy Vi) W1, - k) &

@w[yl,...,yk,a:jl,...,a:jb}(xl,...,ajn))

(kus koik vabad muutujad on ndidatud ja indiviidmuutujate metahulgad ei loiku, {x1, ..., x,} N
Ny, k=9, 1<i1 < <i, <k>20,1<j1 < <jp<n=0) Olgud ACCD
sulundatud ekvivalentsi mingis toestuses T kasutatud teooria T N Form(ZFC) omaaksioomide A,
epsilon-kvaasimudelid teoorias T. Siis teoorias T on valemid ¢ ja v samaaegselt (C <> D)-

-invariantsed.

Selgitame kirjapilti, kus valemi koik vabad muutujad on nurksulgudes naidatud, kuid iimar-
sulgudesse on pandud tédiendavad indiviidmuutujad. Niimoodi tagame, et iimarsulu muutujad

ei esine valemis seotult. Voinuksime kirjutada pikemalt, et

go[xla"'7$n7yi17'"7yia7g17"'7.7jk]<y17"'7yk>7

kuid peaksime ikkagi ndudma, et koik vabad muutujad on niidatud. Klassi C mittetiihjus

olgu toestatav teoorias T.

Toéestus. Vajadusel klasside C ja D indiviidmuutujaid timber nimetades on téaidetud koik
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metateoreemiskeemi I1.1 eeldused. Nimetatud teoreemiskeemi kahekordsel rakendamisel saame

teoorias T toestused sekventsidele

e (Plen T Y B W) S

S Yy, Yk Ty T (21, ,xn)|c),
l_Vxl,...,anD

YY1,y €D (@['xl? s Ty Yigsy - 7yia](y17 s 7yk)|1] g

S Yy, Yk Ty T (21, ,xn)|p).
Sisalduvuse €' C D alusel seosest (1)

- :’Zi::;:é? (w[xla s Ty Yigy e 7yia](y17 s 7y/€)|1) A

S VYL, Yk Ty T (@1, T) )
Oletame, et valem ¢ on (C+<+D)-invariantne, sidudes kokku veel ¢|, ja ¢|,:

+ vvyfi::z:fecc (Qﬁ[fﬁl, s Ty Yigy - - 7yia](y17 s 7yk)|g =

(*)

<:>S0[$1>"'7'%‘nvyila~..7yia](y17"'7yk)|1))'

Ekvivalentsi jaoks kehtib asendamisomadus, mida kasutame edasises toestuseta. Saame

jargmised iileminekud.

g (Pl T Y Y ()| )
(% tottu)
= QO[(L’l, s Ty Yigy - 7yia](y17 SR 7yk)’1))
=t (O [TV N [ €N o | AR5 )
(* tottu)
= Sp[l'ly oy Ty Yigy oo 7yia](y17 <. 7yk)’D)
VX, yey®j, €C
|_ v;i_“,y;%c (¢[y17 et 7yk7xj17 et 7‘rjb](x17 e 7In>|6‘ A (i t(N)ttu)
<:>w[y17 s 7yk7xj17 s 7Ijb](xl> s 7xn)|p)
Téiesti analoogiliselt tehakse vastupidises suund, kus valem 1 on (C<D)-invariantne. |

Lausearvutuslikud tehted séilitavad (C <> D)-invariantsust. Meil ei lahe tiihjale klassile
ahendamist niikuinii kunagi tarvis, seega eeldame kahes jargmises lauseskeemis, et klass C

on mittetiihi, kuigi toestusteks mittetiihjuse nouet tarvis pole (invariantsuse sekvents algab

62



KK 1. Valemi tokestamine. Valemi absoluutsus kvaasimudeli suhtes

universaalkvantoritega, toestustes ei rakendata metateoreemiskeemi I1.1).
Lemmaskeem I1.3 ([Kun80, 1k 118]). Olgu (& # )C C D klassid. Valemid
olry, o xn)(yr, - uk), Yy, -yl (2, ..., x,) € Form(ZFC)

olgu (C<+D)-invariantsed. Siis ka valemid = ja (¢ = ) on (C<>D)-invariantsed.

Téestus. Olgu x1,y1, ..., o, yr € C fikseeritud. Lubame jargnevas vabamat kirjapilti (jattes

universaalkvantorid ning esinevad muutujad mérkimata).

e Predikaatarvutuses kehtib samavéérsus ¢|, < ¢|, = =(¢|,) © ~(¢l|,). Tokendi koos-
kolalisusest eitusega johtuvad —(pl,) = (—¢)|, ja —(¢l,) = (—¢)|,, mistottu ka
()|, € ()], Eitusega korras.

e Predikaatarvutuse jareldumisest

(90’0 A 90‘1)) A (¢‘C <:>w|o) F (Sp‘c jw‘c) And (90‘1) = Wp)-

Tokendi kooskolalisusest implikatsiooniga tulenevad (¢|, = ¢|,) = (¢ = ¢)|, ning
(o], =v|,) = (p=1)|,, millest (¢ = ¢)|, < (¢ = ¢)|,. Implikatsiooniga korras. W

Tokestatud kvantorid siilitavad (C'<»D)-invariantsust, kui klass C on transitiivne.

Lemmaskeem II.4 (|[Kun80, Ik 118|). Kui klass (& # )C on transitisvne, C C D ja valem

olry, ..., 2| (2,y) € Form(ZFC) on (C<+D)-invariantne asendusteoorias T, siis ka valem

dx € y(plzy, ..., zl(x,y))

on (C<D)-invariantne asendusteoorias T. Siin Free(p) C {x1,...,Tn, z,y}.

Téestus. Olgu y,xy,...,xz, € Csuvalised. Lubades vabamat kirjaviisi, saame jargmise ekvi-
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valentside ahela:

(Fz € yplar, ...,z )(x,y)|, ©Fx(z cy Az eCAQlar, ..., z)(2,9)],) & (tokendi def)
S Ix(reyAplr,...,z)(z,y)|,) & (C trans., y € C)
S dx(zeyholm,...,z)(z,y)],) & ((C<»D)-invar.)

C trans.

Sdr(xeyNz eDANoplxy, ..., x,|(z, & 7
(weunaednpln.mlwiy) e (50 )
& (Fr e yplzr, ...,z (2, 9))|,- (tokendi def)
Rohutame, et vabu muutujaid x,...,x, ei pruugi iildse olla, mis on kodeeritud juhuga
n = 0. |

1.3. Ag- ning AJ-valemid. Hulgateooria valemite Lévy hierarhia

ZFC keeles nimetatakse valemit Ag-valemiks, kui koik valemis esinevad kvantorid on tokestatud

(kvantorid voivad iildse puududa).

Metadefinitsioon I1.6 (Ag-valem, [Kun80, 1k 118]). ZFC-hulgateooria valemit nimetame

Ap-valemiks, kui see on saadav jargmiselt.
a. Koik atomaarsed valemid on Ag-valemid.
b. Ap-valemite hulk on kinnine lausearvutuse tehete suhtes.

c. Ag-valemite hulk on kinnine tokestatud kvantorite suhtes. Kui ¢(z,y) on Aj-valem,
z,y € Indv on indiviidmuutujad, siis Va((z € y = ¢(z,y))) on Ap-valem, s.o Vx €
€ y(p(z,y)) on Ap-valem.

Ag-valemitest pannakse kokku Lévy siintaktiline hierarhia.

Metadefinitsioon I1.7 (hulgateooria valemite Lévy stintaktiline hierarhia, [Hab22]). Defi-

neerime rekursiivselt valemite metahulkade hierarhiad
a. Yo = Qg ja Iy == Ay;
b. ¢ € ¥,1 parajasti siis, kui ¢ = 3Z([Z]), kus [Z] € I1,;
c. o € Il,41 parajasti siis, kui ¢ = VZ([7]), kus ¢[7] €

Oeldakse, et niimoodi joutakse hulgateooria valemite (siintaktilise) Lévy hierarhiani. (Vektor-

tahistusega moeldakse, et kvantoreid voib olla rohkem kui iiks.)
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Veendumaks, missugusesse astmesse valem kuulub, piisab valemi siintaktilisest uurimisest.
Selles tdhenduses on metadefinitsioon 1.7 lokaalne. Praktikas kasutatakse rohkem niisugust
Lévy hierarhiat, milles kuuluvust hinnatakse ekvivalentsi tédpsuseni [Jec02, lk-d 183-184;
Hab22|.

Metadefinitsioon I1.8 (hulgateooria valemite Lévy hierarhia, [Jec02, lk-d 183-184; Hab22|).
Olgu T asendusteooria. Utleme, et ZFC-hulgateooria valem ¢ on I'’T, kus I on ¥ voi II, kui
teoorias T N Form(ZFC) on tuletatav valemi ¢ ekvivalents I, valemiga universaalsulundi
mottes. See tdhendab, kui kehtib

TN Form(ZFC) I = b (o2, ooy Ty Yiys - Yia) (Y1, -3 Yk) &

YY1, Yk

S Yy, Yk Ty Ty (T, ,xn))
mingisuguse ¢ € I, korral (kusjuures koik vabad muutujad on niidatud ning {xy,...,z,} N

Ny, k=9, 01 <+ <i, <k>=0,75 < -+ <j,<n>0). Eraldi defineeritakse

Al'=xTn’.

Tavaliselt ridgitakse vabamalt, et omadus on I'T, kus I on ¥, TI voi A, moeldes sellega, et

omadust viljendav valem ¢ on I'[-valem [Jec02, lk-d 183-184].

Meil liheb edasises tarvis just A/ -valemeid. Rohutame, et omaaksioome ei pruugi iildse olla,
mispuhul saame AJ-valemid. Need on hulgateooria signatuuri valemid, mis on ekvivalentsed
Ag-valemiga juba vordusega predikaatarvutuse raames. Ag- ja A/ -valemite olulisus seisneb

teoreemiskeemis 1.5 ning metateoreemiskeemis I1.6.

Teoreemiskeem IL.5 (Ap-valemite absoluutsus transitiivse klassi suhtes, [Kun80, 1k 119]).
Olgu (@ # )C transitiivne klass asendusteoorias T. Iga Ag-valem @|xq, ..., x,] on absoluutne

klassi C suhtes ehk (C+>U)-invariantne asendusteoorias T. Tdhendab, sel juhul
Vg, ...z, € Clplxr, ..., 20|, © @z1, ..., 20])
asendusteoorias T.
Toestus. Toestame tulemuse struktuurse induktsiooniga Ag-valemi definitsiooni moédoda.

Olgu x1,...,x, € C suvalised ning lithiduse huvides jatame sulgudes need indiviidmuutujad

markimata.

e Atomaarse valemi ¢ korral ilmne, sest tokend {ihtib valemi endaga.
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e Olgu niiiid ¢ = — ning tulemus valemi ¢ jaoks teada. Rakendub lemmaskeem II.3
(juhul D := U. Kokkuvottes ¢ < ¢|,.

e Kehtigu vordus ¢ = (¢ = 12) ning olgu tulemus valemite v, ning 1y jaoks teada.
Rakendub lemmaskeem II.3 (juhul D := U). Kokkuvottes ¢ < ¢|,.

e Olgu p = Vx € y(¥(x,y)), kus y on indiviidmuutuja. Samaviarselt ¢ = -3z €
€ y(—(x,y)). Tulemus jareldub juba varasem vaadeldud induktsioonisammudest ning

lemmaskeemist 11.4.

Teoreemiskeem on toestatud. [ ]

Metateoreemiskeem I1.6 (A]-valemite absoluutsus transitiivse epsilon-kvaasimudeli suhtes,
[Kun80, 1k 119]). Olgu T asendusteooria. Las olla @lxy,. .., x,] € AJ, kusjuures kasutagu
sealse ekvivalentsi p <1, kus ¥ € Ay, mingisugune universaalsulundi toestus T teoorias T N
N Form(ZFC) parajasti omaaksioome A, C Form(ZFC). Kui klass C # @ on transitiione ning
lisaks teooria T suhtes metahulga A, epsilon-kvaasimudel, siis valem [y, ..., x,] on klassi C

suhtes absoluutne ehk (C<U)-invariantne teoorias T. See tihendab, sel juhul
Vi, ...,€C(plxr, ..., x|, © @lr1,...,2,))

teoorias T.

Toestus. Vajadusel klassi C muutujaid timber nimetades voime eeldada, et indiviidmuutuja-
tega ebasobivaid kattuvusi pole. Sisalduvus € C U on ilmne. Eelduse jargi on ¢ teoorias T
ekvivalentne Ag-valemiga. Ag-valemid olid teoorias T transitiivse klassi C suhtes absoluutsed
teoreemiskeemi I1.5 alusel. Vastav absoluutsus kandub iile valemile ¢ tdnu metalemmaskeemi-

le I1.2, vottes sealses tahistuses D := U. Tulemus on toestatud. [ |

1.4. Hulgateooria pohikonstruktsioonide absoluutsusest

Oleme toestanud, et A/ -tiiiipi omadused on ,head” ehk absoluutsed. Tépsemini, kui klass M
= @& on teoorias T transitiivne ning piisavalt voimekas epsilon-kvaasimudel, siis omadus klassi /
sees tdhendab sama nagu universumis U. Siin jaotises néitame, et arvestatav osa hulgateooria

pohikonstruktsioonidest on A -valemiga viljendatavad, seega metateoreemiskeemi I1.6 alusel

head ehk absoluutsed.
Lepime kokku jargmises tiahistuses [Kunl3, lk 17; Lév74]:

e ZF tdhendab endiselt teooriat ZFC, kust on eemaldatud valikuaksioom:;
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Z tahendab teooriat ZF, kust on eemaldatud asendusaksioomiskeem;

e T —S on teooria T, kuid eraldamisaksioomiskeemita;

e 7 — U on teooria T iihendi moodustamise aksioomita;

e 7 — P on teooria T, kuid potentshulga leidumise aksioomita;

e T — Inf on teooria T, aga 1opmatu hulga leidumise aksioomita;

e [~ on teooria T, ent regulaarsuse aksioomita;

e ¢ on niitidki teooriat, kus omaaksioome pole, st vordusega predikaatarvutust.

Jargmine teoreemiskeem annab paljude (kuigi mitte koigi) hulgateooria aluskonstruktsioonide
absoluutsuse piisavalt heade epsilon-kvaasimudelite suhtes. Teoreemiskeemis toodud teooriad

ei pruugi olla ,minimaalse tugevusega“, meile pole see oluline.

Metateoreemiskeem II1.7 (hulgateooria pohikonstruktsioonide absoluutsus piisavate ep-
silon-kvaasimudelite suhtes, [Jec02, 1k-d 164-165; Kun80, 1k-d 119-120, 121, 126; Kunl3,
lk-d 96, 118-119]). Olgu T asendusteooria, mida tapsustame allpool. Toodavad valemid (oma-
dused, objektidega vordumised) on viljendatavad Al -valemiga ehk on teoorias T N Form(ZFC)
ekvivalentsed Ag-valemiga. Teisisonu — metateoreemiskeemi I1.6 valguses — on need valemid
(omadused, objektiga vordumised) teoorias T absoluutsed valemite metahulga Ax(T) N Form(ZFC)

suvalise transitiivse mittetihja epsilon-kvaasimudeli M suhtes.

1) Teoorias T=@:1) v € y ja x Jil)x =y jax i) x Cy;iv) x = J; v) ,,x on
) Y yJ Y Y

transitiivne®.
(2) Teoorias T=72"—S—U—P —Inf:i) x = {u,v} ja z = {u}; i) z = (u,v).

(3) Teoorias T=7Z"—U—P—Inf:i) Z=XNY;il) Z=X\Y jaZ =X (tiiend
hulga Y suhtes).

(4) Teoorias T=72"—-S—P—Inf:i) Z=JX;il) Z=XT=XU{X};iii) Z=XAY,
iv) Z=JUX.

(5) Teoorias T=272 —Inf:i) Z = X xY;ii) Z = dom R ja Z = ran R; iii) ,,R on seos"
ja ,f on funktsioon“; iv) x Ry jay = f(x); S = R|x ja g = f|x (seose, funktsiooni
ahendid hulgale X ); v) Z = R™Y(Y) (seose vdi funktsiooni originaal hulgast Y ); vi) ,seos
R on (ir)refleksiivne/(anti-, a)stimmeetriline/transitiivne (hulgal X)*; vii) ,,R on osalise
jarjestuse seos / ekvivalentsiseos (hulga X suhtes)”; viii) ,,£ on hulgas X (rangelt)

R-minimaalne/-maksimaalne /-vihim /-suurim element; ix) ,,f on injektiivne“, ,,f on
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stirjektiivne (hulga Y suhtes)” ja ,,f on bijektiivne (hulga Y suhtes)®.

(6) Teoorias T =72 — P: 1) ,x on ordinaalarv®; ii) ,x on jargordinaalarv® ja ,x on piirordi-

v il A i Vi) T = w.
naalarv®; iii) ,,x on (von Neumanni) naturaalarv; iv) r =
(7) Teoorias T = Z: ,x on loplik®.

Loomulikult jadvad metateoreemiskeemi I1.7 jareldused kehtima, kui votta tugevam asendus-
teooria T' D T, noudes iiksnes, et klass M on valemite metahulga Ax(T) N Form(ZFC) epsilon-
-kvaasimudel teoorias T'. Rakendustes kasutame koige sagedamini olukorda, kus T’:= ZFC*.
Praeguses sonastuses on iihisosa votmine valemite metahulgaga Form(ZFC) {ileliigne, sest
Form(T) = Form(ZFC). Uldistuses teooria T’ jaoks on kitsendus oluline, sest asendusteooria T

voib sisaldada konstantsiimbolit.

Toestus. Toestused on kiillalt sarnased. Vastav valem (omadus, objektiga vordumine) tuleb
teooria piirangute raames esitada ekvivalentse Ag-valemiga. Kuna ekvivalentsid on usutavalt
toesed, esitame need pikema toestuseta. Kirjutame mone juhu jaoks vilja Ag-valemi voi

anname olulise vaheidee.
(1) Teooria T = &

iv) Tihjaks hulgaks olemine x = @ oli definitsiooni jargi Yy(y ¢ x), mis pole Ag-valem.

Kiill aga on tegu Af-valemiga, sest vordusega predikaatarvutuses

Vyly ¢ x) = Vy € x(y #y).

(2) Teooria T=72"—S —P — Inf

i) Sellises teoorias on paari leidumine ithese objektina toestatav. Sealjuures on oluline,
et hulgapaari moodustamise aksioomis on ekvivalents, mitte implikatsioon, sest
eraldamisaksioomiskeemi teooriale T seatud piirangu tottu kasutada ei tohi. Paariks

olemine x = {u, v} tdhendab, et
uerANveETAVyex(ly=uVy=n),

mis on Ag-valem.

ii) Jérjestatud paariks olemine z = (u,v) oli defineeritud Kuratowski jérgi, st z =
= {{u}, {u,v}} ehk see on avaldatav kujul

Jyex(y={u}) NIz € (2 = {u,v}) AVw € z(w = {u} Vw={u,v}),
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mis on taas Ag-valem.
(5) Teooria T= 7~ — Inf

Otsekorrutis on vahetum. Teiste jaoks on kasulik esimese vahesammuna toestada, et
z € dom R ja z € ran R on absoluutsed. Rohutame, et siin me ei noua, et R oleks

tingimata seos, kuid kui R on seos, peavad tdhendused kattuma. Votame, et

z€dom R < Ja € RIb € ada € fa = (z,q)),
zeranR< da € RIb€adceb(b={c} Na= (c,z)).

Teise, eelmisest soltumatu vahesammuna mérgime, et kui ¢ on A/-valem, siis koik neli

kombinatsiooni (V, 3z € dom R, ran R)¢ on absoluutsed. Toepoolest,

(Vz e dom R)p < Vo € RVy € aVz € yVu € y(z = (z,u) = ¢),

(3z € dom R)p < —((Vz € dom R)—p),

(Vz e ran R)p < Vo € RVy € 2Vz € yVu € y(x = (u, 2) = ¢),
)y <

(3z € ran R —((Vz € ran R)—y).

(Rohutame, et teises vahesammus ei saa absoluutsuseks kohe rakendada tulemusi
z € dom R ja z € ran R jaoks rakendada, sest otseselt poleks kombinatsioonid (V, 3z €
€ dom R, ran R)p varasemas mottes ahendid indiviidmuutujaile. Téhendab, lemmaskee-

mid 1.3 ega I1.4 poleks otse kasutatavad.)
Antud alampunkti tilejadnud véljendused on vahesammude abiga juba kergemad. Néiteks
i) Z=domR<Vz e Z(z € domR) A (Vo € dom R)(x € Z).
(6) Teooria T=272—P

i) Lause .13 jargi on ordinaalarv parajasti selline transitiivne hulk, mille koik ele-

mendid on samuti transitiivsed.

iii) Esitada naturaalarvuks olemine piirordinaalarvu moiste kaudu, vt klasside osa
valemit Ny

iv) Kasutada piirordinaalarvu méistet ning eelmise punkti naturaalarvuks olemise

moistet.
(7) Teooria T =27

Loplikkuse-osa toestame pérast metalemmaskeemi I1.8. |
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Loplikkuse absoluutsuse toestamiseks kasutame

metalemmaskeemi I1.8 (|[Kun80, lk-d 126-127]). Olgu M # & metahulga Ax(Z) transitiivne

epsilon-kvaasimudel teoorias T O Z. Kehtivad kaks jargmist vdidet:
(a) kui x CM on loplik, siis v € M,

(b) kui f:n —M, kusn € w, siis f € M.

Toestus. (a) Olgu = C M bijektsioonis naturaalarvuga n € w. Kui n = @, siis v = @. Et
x = & on klassi M suhtes absoluutne, siis ka klassi M arvates © = &. Teooria Z on enam
kui piisav naitamaks, et Jly(y = &), sestap ka Iy € M(y = @), kuna M on teooria Z
mittetiihi epsilon-kvaasimudel. Nonda z = @ € M. Edasi naturaalarvulise induktsiooniga
(teooria Z on selleks piisav). Oletame, et mingi n jaoks on tulemus teada. Kui x C /|
x ~n't siisa’ = x\{z} ~ nteatava z € x C M korral. Induktsiooni eeldusest 2" € M, sest
x' C M. Teooria Z téestab, et hulk x = 2’ U {2} leidub. Epsilon-kvaasimudeli eeldusest,

tihendiks ja paariks olemise absoluutsusest, kuivord /', z € M, siis ka x = 2/ U {z} € M.

(b) Kui f:n —M, siis f Cnx M, kus M CM on loplik. Osa (a) jargi M € M. Teooria Z
toestab naturaalarvude hulga o leidumise, transitiivsusest ja absoluutsusest «» C M ja
naturaalarvuks olemine on absoluutne. Sestap n € M. Teooria Z toestab otsekorrutise
leidumise n x M. Sisalduvustest n, M € M ning otsekorrutise absoluutsusest n x M € M.
Alamhulgalisuse absoluutsusest ja transitiivsusest seega f C n x M C M, osast (a)
kokkuvottes f € M, sest f on loplik. [ |

Metateoreemiskeemi I1.7 osa (7) toestus. Olgu M # & teooria Z epsilon-kvaasimudel

teoorias T D Z. Teatavasti

1/)()‘,&96)1i
¢

., on loplik* <dndf (;n on naturaalarv A, f: n — x on bijektsioon?).

Téhistame parempoolset valemit kui In3fy(f, n,z). Siin on kaks tokestamata kvantorit,

seega peame veel vaeva ndgema. Absoluutsuseks tuleks néidata, et
VeeM  (3neM3f eMy(f,n, )|, < IndfY(f,n,x)).
Arvestades valemi ¢ (f, n,z) absoluutsust klassi / suhtes, piisab néidata, et

Ve eM (In eM3f e Mp(f,n,x) < InIf(f,n,x)).
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Sisalduvusest ¥ C U johtub kohe implikatsioon suunaga vasakult paremale. Vastupidises

suunas metalemmaskeemi I1.8 osa (b) jargi f € M ja tolle tdestuse sees nigime, et n € M.

Tulemus on toestatud. |

Hilisemat arutelu lihtsustavad objekti absoluutsuse ja tokend: moisted. Muu hulgas lepime
kokku viisis, kuidas objekti 0 puhul ridkida tokestatud objektist 0. Hoiatame, et jirgmise

metadefinitsiooni raames kasutatakse looksulge ka péarisklasside jaoks.

Metadefinitsioon I1.9. (objekti absoluutsus, tokend [Kun80, lk-d 128-129; Jec02, 1k 182])
Defineerime absoluutsuse moisted klassi, seose, funktsiooni ning konstandi jaoks. Olgu T

asendusteooria.

a. Klass C defineeriva valemiga C[z| € Form(ZFC) on klassina absoluutne (klassi M suhtes

teoorias T), kui valem C[x] on vastavalt valemina absoluutne, s.o
T+YzelM (C]|, < Clx]).

Kui piltlikult kirjutada C* = {x € M|C[z]|, }, voib klassi absoluutsuse tingimust
viljendada vormis C* =C N M.

b. n-aarne klassiseos R defineeriva valemiga R[x1, ..., x,| € Form(ZFC) on seosena absoluut-
ne (klassi M suhtes teoorias T), kui valem R|xy, ..., z,| on valemina vastavalt valemina

absoluutne, s.o
TEVzy, ..o,z €M Rlzy, ... 20|, ©RBz1,. .., 24)).

Kui piltlikult kirjutada B = {(z1,...,2,) € M |R[zy1,...,2,]|, }, voib ndude kirja
panna kui B =R NM". Siin n > 2.

c. n-aarne klassifunktsioon F koikjal klassis U™ téisfunktsionaalse defineeriva valemiga
Flzy, ..., 2,,y] € Form(ZFC) on funktsioonina absoluutne (klassi M suhtes teoorias T),

kui

funktsiooni F defineeritus ehk tokestatud va-
lemi F[z1,...,2n,y]|, niisugune téisfunkt-
sionaalsus klassil ¥, kus ka vastav yeM

TIFF ,Vxl,...,a:n eMilyeM F[xl,...,xn,y]\; A

ANVzy, .o,y €M (Floe, ..o xn, 9], ©Fl, oo 20, y]) .

~
absoluutsus (n+1)-kohalise seosena
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Kui piltlikult kirjutada F* = {(z1,...,2,y) € M| Flay, ..., 20,9]|, }, sils voime
tingimuse kirja panna kui F* = F|,, kus viimane F|, tdhistab funktsiooni F ahendit
klassile M funktsioonide ahendamise maottes. Kui funktsioon F pole esialgu koikjal klassil U™
madratud, moeldakse funktsiooni F" absoluutsusest radkides reeglina vastava tuhilaiendi F

absoluutsust. Tiihilaiend F on nondasugune:

Flay, ... z,), kui JyFlxy, ..., 20,9,

10 mujal.

Siin n > 1. (Kui kehtib eitus =3yF[x1, ..., z,,y|, on tithja hulga & votmine eriti loomulik

valik siis, kui valem x = @ on M-absoluutne ja @& € M.)

d. Konstant ¢ defineeriva valemiga c[z] € Form(ZFC) (ehk kehtib J'z(c[x]) vastava unikaalse

elemendiga c) on konstandina absoluutne (klassi M suhtes teoorias T), kui

konstandi ¢ defi-
neeritus klassil ¥

——lN—
T+ S € Mcld]],) AV € M(clz]], < clz]).

Réhutame, et teoorias T defineerib valem c[z] konstandi, kui teoorias T kehtib Jlz(c[z]).
Konjunktsiooni tagumise osas voib tldisust kaotamata asendada ekvivalentsusmargi
implikatsiooniga (eelduse jargi Jlxc(z]). Jarjendi Vo € M saab asendada jarjendiga Vz.

Téiesti samavaarselt voiksime nouda, et
Tk + 3z € Mc|x])

chk et ¢ € M. Kui téhistada ¢”-iga unikaalset klassi M elementi x, mispuhul c[x]|,, siis

tilemise konjunktsiooni tagumine pool viidab, et ¢ = c.

Konstantideks on piisavas teoorias muu hulgas @ = 0, 1, 2, naturaalarvude hulk w, ka {w} ja
nii edasi. Binaarseteks funktsioonideks on néiteks iihisosa y = x1 N x4, thend y = x1 U x5,

otsekorrutis y = 21 X x5, kahekohaliseks seoseks naiteks z; € | 2.

Toome naiteid hulkadest, konstantidest ning funktsioonidest, mis on objektidena absoluutsed

piisava teooria mudelite suhtes.

Metateoreemiskeem I1.9 (objektide absoluutsus piisavate epsilon-kvaasimudelite suhtes,
[Kun80, k-d 121-122, 126; Kunl3, 1k 120]). Olgu T asendusteooria, mida tapsustame allpool.
Toodavad objektid (funktsioonid, konstandid) on teoorias T absoluutsed (konstandina, funkt-

stoonina, seosena) valemite metahulga Ax(T) N Form(ZFC) suvalise transititvse mittetiihja

72



KK 1. Valemi tokestamine. Valemi absoluutsus kvaasimudeli suhtes

epsilon-kvaasimudeli M suhtes.

(1) Teoorias T=72-—U—P —Inf:i) &;1ii) (u,v) = {u,v} jau— {u};iii) (u,v) — (u,v);
V) (X,)Y) = XNY;v) (X,)Y)—= X\Y jo(X,Y)— X{ (titend hulga Y suhtes);
vi) X —» N X.

(2) TeooriasT=72"—P —Inf:i) X — [JX ;i) X — Xt = XU{X};iil) (X,Y) —» XAY;
iv)ze UUX X~ UUX;v) 1,2 3,..., 100 ja nii edasi.

(3) Teoorias T =27~ —Inf:1) (X,Y) — X xY;ii) R+~ domR ja R+ ranR; iii) = €
€ R7YY).

(4) Teoorias T=7Z — P: 1) w; ii) koik naturaalarvud (kdsitledes fikseeritud naturaalarvu kui

parameetrit).

Noolega > tahistame funktsiooni. Kui jarjestatud paar (z,y) asub siin noolest vasakul, on tegu
jarjestatud paariga metateoorias, kui noolest paremal pool, siis Kuratowski jarjestatud paariga
objektteoorias. Sarnaselt metateoreemiskeemiga II.7 voib votta tugevama teooria T' D T.
Tulemus j&&b kehtima, metahulka Ax(T) N Form(ZFC) muutma ei pea.

Toestus. Toestused on koigi puhul analoogilised. Valitud teoorias on objekti {ihene leidumine
toestatav. Et klass M on teooria mittetiihi transitiivne epsilon-kvaasimudel, on toestatav
tokestatud objekti leidumine klassis ¥ (metateoreemiskeem I1.1). Objekti ja tokestatud objekti
vahel pole erinevust, sest vastavaks objektiks olemine on absoluutne (metateoreemiskeem I1.7).
Ménel puhul peetakse silmas tiihilaiendit (ithisosa, muutumis- ning maaramispiirkond). Jaotise
(4) osas (ii) konstandi n € o juures moeldakse néiteks valemit c[z,n] = x = n, kus tuleb

arvu n € o votta kui juba fikseeritud parameetrit. ]

Jargmised maisted ei ole absoluutsed, isegi mitte valemite metametahulga Ax(ZFC) transi-
tiivse epsilon-kvaasimudeli suhtes teooria ZFC laiendis: potentshulgaga vordumine, Zermelo —

von Neumanni kumulatiivse hierarhia astmeks olemine, vordvoimsuslikkus, loenduvus. [Jec02,
1k 165]

Metalauseskeem I1.10 (mitteabsoluutsuse néiteid). Leidub teooria ZFC laiend (asendus-

teooria) T, kus
(1) T on ZFC konservatiivne laiend;
(2) kui ZFC on siintaktiliselt mittevasturddkiv, on stuntaktiliselt mittevasturddkiv ka T;

(3) leidub valemite metahulga Ax(ZFC) mittetiihi transitiivne epsilon-kvaasimudel M asen-

dusteoorias T, mille suhtes i) X = P(Y), ii) X ~ Y, iii) ,X on loenduv®, iv) X =V,
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et ole absoluutsed.

Metalause II1.10 pohjendame hiljem, vt jaotist ,Mitteabsoluutseid hulgateooria omadusi ja

konstruktsioonc®.

1.4.1. Potentselt regulaarse rekursiooni ja astaku absoluutsus

Potentselt regulaarse rekursiooni absoluutsuse kiisimus véérib eraldi alamjaotust. Rekursiooni
absoluutsusest johtub muu hulgas Zermelo — von Neumanni astaku absoluutsus, samuti

joustamises kasutatavate P-nimedega seotud omaduste ning konstruktsioonide absoluutsused.
Mugavuse huvides olgu siin toodud varem toestatud

teoreemiskeem I.20 (potentselt regulaarne rekursioon, [Jec02, Ik 68; HJ99, lk-d 115-117]).
Olgu E potentselt requlaarne seos klassil C. Olgu G klassifunktsioon klassil U x U. Leidub tiheselt

mddratud klassifunktsioon F (tdisfunktsioonilise valemiga F ), mispuhul

G(x,F|eXE o), kuiz el
Flz) = e (%)

10/ mujal.

Meenutame, et potentselt regulaarse rekursiooni teoreemiskeem koosnes périselt kahest teo-
reemiskeemist. Kui seos E, klass C ja klassifunktsioon G on fikseeritud, saab esimesest teoree-

miskeemist pohimotteliselt teoreem vormis

»E on pot. reg kl-il C“, Va1, 2oy (G(z1, 22) = y) - VeI ly(F(z) = y) A
(A)
A, F téaidab tingimust (),

kus klassifunktsioon F" on defineeritud teoreemiskeemi 1.20 toestuses, vt sealset valemit ().

Olgu T D ZF asendusteooria ja M valemite metahulga Ax(T) N Form(ZFC) transitiivne

epsilon-kvaasimudel teoorias T. Siis metateoreemiskeemiga 1.1 saame tingimusest (A), et

»E on pot. reg kl-il C%|,, Va1, vy € M3ly € M(G" (z1,22) = y) F Vo € My € M(F" (z) = y) A

A, F" tdidab tingimust (x)],“.
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Néue ,,F* tiidab tingimust (x)|,“ on kirjutatav kujul

M M
F'(z) = Gz, F |(extz(:c))”)’

a, kui z ¢ C",

kui z € ",

kus oleme arvestunud tiihja hulga ning ahendi M-absoluutsusi. Kui klassifunktsioon G on

ternaarse seosena absoluutne, siis

() Gz, F"
€T) =
%]

{(eXtE(m))M)y kUI xr 6 CM’

, kui z ¢ C".

Kui klass C on klassina absoluutne, siis C* = € N M. Seega, kui x € M, voime tingimust
,F" tdidab tingimust ()| ,“ veel lihtsustada:

M
Fl(z) = Gz, F |<ext5(x>)”>’

: kui x ¢ C.

kui z € C,

6]

Alumiste naabertippude osa lihtsustamiseks toestame jargmise metalemmaskeemi. Meta-
lemmaskeem on sonastatud kohe tugevama teooria T’ jaoks, mistottu voime iihisosa metahul-

gaga Form(ZFC) dra jétta.

Metalemmaskeem I1.11. Olgu T O Z= — U — P — Inf asendusteooria ja M # @ valemite

metahulga Ax(Z~ — U — P — Inf) transitiivne epsilon-kvaasimudel teoorias T. Olgu
1) ,,E on hulgalaadne kl-il C*

I

2) klass C klassina M-absoluutne,
3) seos E binaarse seosena M-absoluutne

teoorias T. Kehtigu lisaks iga x € C N M korral sisalduvus extg(x) C M. Siis klassifunktsioon

x +— extg(z) on funktsioonina M-absoluutne teoorias T.

Kui z ¢ C, siis noue extg(x) C M kehtiks vaikimisi: rakenduks tiihilaiendi eeldus, s.o saaksime
selgesti kehtiva sisladuvuse extg(z) = @ C M. Teades klassi C absoluutsust, on ithisosa C N M

. M
sama mis C".
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Toestus. Alumiste naabertippude klassifunktsioon on tiihilaindina mééaratav nonda:

y=extg(z) cx eCAVzey(zeCAzEx) ANVw(w eCANwExrz=w e y)V
Ve gChy=2a.

Kuivord ,,E on hulgalaadne kl-il C¢|,, siis teoorias T hulgalaadsuse ning ahendamise definit-

siooni jargi, samuti tiihja hulga absoluutsusest konstandina
Vo e M3y € My = extg(2))],.
Defineeritus kies. Tihistame vastavat objekti kui (extg(z))", millest

y=extg(z) cxeCNUANVzeynNMzeCAzEx)ANYw eM(w eCANwExz=wey)V

VegCnNMAy=0.

kus oleme arvestanud klassi C' absoluutsust klassina, seose E absoluutsust seosena ning
juba varem toestatud absoluutsuse tulemusi. Peame veel toestama, et iga x € M korral
extg(z) = (extg(z))" ehk

Vo, y € My = extg(2) &y = (extgz(x))").

Olgu x,y € M. Konjunktsioonidega x € C ja x € C N M ega nende eitustega pole muret, sest
x € M niikuinii. Vordus y = @ on molemas valemis samasugune. Teiste konjunktsioonidega
Vzey(z€CAzEx) ning Vz € y NM(z € CA z E ) on korras, sest M on transitiivne ja y € M.
Kolmandate konjunktsioonidega Vw(w € CAwE z=w € y) jaVw e M(w € CAwE x=w € y)
pole probleemi, sest extz(z) C M.

Tulemus on toestatud. [ |

13

Metalemmaskeemi II.11 eelduste kehtivuse korral saame tingimuse ,, F” tiidab tingimust ()| ¥

viia kujule

i
VeeM F'(z)= Gz, F ‘extz(w))’
@, kui z ¢ C.

kui z € C,

Teine metalemmaskeem annab piisavad tingimused, millal klassi C potentsest E-regulaar-
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susest jareldub tokestatud  klassi C potentne E-regulaarsus”|y.

Metalemmaskeem 11.12. Olgu T O Z= — U — P — Inf asendusteooria ja M # @& valemite
metahulga Ax(Z~ — U — P — Inf) transitiivne epsilon-kvaasimudel teoorias T. Olgu klass C

klassina M-absoluutne, seos E binaarse seosena M-absoluutne teoorias T. Siis
klass C on potentselt E-regulaarne” = klass €' on potentselt E-regulaarne”|,.
Toestus. Olgu klass C potentselt E-regulaarne, st
Ve(x #@Nx CC= 3 € x(Vy € C—(yEE))).

Et M C U, siis
VeeMaz#oNe CC=3F cax(VyeCnNM-(yEY))).

Transitiivsusest
VeeMaz#@Ne CCNM=3 cxnMVycCnNM-(yEE))).
Arvestades klassi C klassina M-absoluutsust, seose E absoluutsust binaarse seosena, saame
Vo eMaz# o Nr CC' =3¢ canMvy e C'-(yE" €))).

See aga ongi soovitud ,klass C on potentselt E-regulaarne”|,. |

Oleme valmis sonastama potentselt regulaarse rekursiooni absoluutsuse metateoreemiskeemi.

Rekursiooni absoluutsuseks peavad koik koostisosad olema absoluutsed.

Metateoreemiskeem I1.13 (potentselt regulaarse rekursiooni absoluutsus, [Kun80, lk 129;
Kunl13, lk-d 124-125|). Olgu T O ZF asendusteooria ja M valemite metahulga Ax(ZF) tran-
sitiivne epsilon-kvaasimudel teoorias T. Olgu E potentselt requlaarne seos klassil C. Olgu G

klassifunktsioon klassil U x U. Kui
1) klass C on klassina M-absoluutne,

2

klassiseos E on seosena M-absoluutne,

)
)
3) klassifunktsioon G on binaarse funktsioonina M-absoluutne,
4) ,,E on hulgalaadne klassil C“|,,

)

5) iga x € CNM korral extg(z) CH,
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siis metateoreemiskeemi 1.20 (iiheselt mdadratud) klassifunktsioon F on thekohalise funktsiooni-
na absoluutne klassi M suhtes.

Toestus. Metalemmaskeemi I1.12 eeldused on jous. Seega ,klass C' on pot. E-regulaarne”|,.
Et ,E on hulgalaadne klassil C*|,, siis ,,E on pot. reg kl-il C*“|y. Varasema arutelu pohjal saa-
me metateoreemiskeemiga II.1 potentselt regulaarse rekursiooni teoreemiskeemist sekvent-

si (A)|,, mille antetsedendid on praegu toesed. Jarelikult kehtib konsekvent, s.o

Vo € M3ly € MF" (x) = y) A, F" tdidab tingimust (*)],".

Defineeritus on kies. Ka metalemmaskeemi I1.11 nouded on rahuldatud, mistottu saame

tingimuse ,, F” taidab tingimust ()| 4 Vviia eespool toodud lihtsustatud vormi

G(x,F”’ kui z € C,

extg (x)) !

VeeM F'(z)=
, kui z ¢ C.

Absoluutsuseks peame veel pohjendama, et iga z € M puhul ¥ (z) = F(x). See johtub vahetult

potentselt E-regulaarse induktsiooniga. |

Metateoreemiskeemi II.13 rakendusena toestame hulga astaku Rank absoluutsuse funktsioo-

nina. Pohjenduses arvestame lause 1.29 véidet, et Rank = rank,.

Metalauseskeem I1.14 (|[Kung&0, lk-d 129-130]). Olgu T O ZF asendusteooria ja M valemite
metahulga Ax(ZF) transitiivne epsilon-kvaasimudel. Hulga astak Rank on funktsioonina M-

-absoluutne teoorias T.

Toestus. Lause 1.29 jérgi Rank = rankc. Funktsioon rankc on defineeritud potentselt
regulaarse rekursiooniga, metalauseskeemi toestamiseks kasutame metateoreemiskeemi I1.13.

Meenutame, et teoreemiskeemiga 1.23 defineeritakse ranke nii, et C:=U E = € ja

W{yT |yeranf}, kui,f on funktsioon®, ran f C Ord, f # &,

10 mujal,

kus klassifunktsiooni G esimene muutuja on fiktiivne. Kontrollime metateoreemiskeemi I1.13
eeldusi. Teooria T ja epsilon-kvaasimudel M sobivad. Seos € on potentselt regulaarne klassil U
regulaarsuse aksioomi tottu. Vottes arvesse klassifunktsiooni G fiktiivset muutujat, on tegu

klassifunktsiooniga klassil U x U. Edasi
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1) U on klassina M-absoluutne, sest x = = on absoluutne;
2) € on seosena M-absoluutne, sest = € y on absoluutne;

3) tingimused ,,f on funktsioon®, ran f C Ord, f # & ja nende eitused on omadustena
absoluutsed, funktsioonid X — (JX, R — ranR ja X — XT on funktsioonidena
absoluutsed, @ on konstandina absoluutne. Seetottu on ka G funktsioonina absoluutne,
sealjuures hulga { y* | y € ran f } saamiseks kasutatav asendusaksioomiskeemi aksioomi

valem @ on absoluutne just seetottu, et X — X on funktsioonina absoluutne;

4) kui z € M, siis exte(z) = x. Sellest ka (y = exte(2))], © y = exte(z) ja exte(z) € M

Toepoolest saime, et ,,€ on hulgalaadne klassil U“|,;

5) kui x € UNM =M, siis © = exte(x) ja epsilon-kvaasimudeli / transitiivsuse tottu
exte(z) CM.

Koik eeldused on tdidetud. Kokkuvottes ongi hulga astak Rank funktsioonina M-absoluutne

teoorias T. [

1.5. Epsilonisomorfism. Mostowski-Shepherdsoni transitiivne kollaps

Bijektsiooni nimetatakse monikord ,hulkade isomorfismiks®. Algebralisest seisukohast on
niisugune kirjeldus ootuspérane. Uks pohilistest algebra uurimisobjektidest on algebraline
struktuur, selle eri kehastused. ,,Algebraline isomorfism“ nouab peale struktuuri pohihulkade
bijektiivsuse veel tehete sdilitamist. Hulk on aga vaadeldav struktuurina, millel pole ainsatki

tehet, ning algebraline isomorfism lihtsustubki tavaliseks iiksiiheseks pealekujutuseks.

Hulgateoorias on kesksel kohal hulgad. Viga loomulik on uurida taiendavat tiitipi isomor-
fismi: bijektsiooni, mis austab hulgateoreetilist sisalduvust €. Sellist kujutust kutsutakse

epsilonisomorfismiks.
Definitsioon II.10 (hulkade epsilonisomorfism, [Weal4, 1k 22]|). Olgu X ja Y hulgad.
Bijektsiooni f: X — Y, kus

Vay, 20 € X(21 € 29 & f(21) € f(x2)),
kutsutakse epsilonisomorfismiks (hulgast X hulka Y ). Vastavaid hulki X ja Y kutsutakse
epsilonisomorfseteks ning kirjutatakse X ~ Y.

Hulkade {&, {{@}}} ning {&,{a}} vordlemine niitab, et ekvivalentsust ei saa reeglina

implikatsiooniga asendada. Epsilonisomorfismi péérdkujutus on samuti epsilonisomorfism
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ning hulkade epsilonisomorfsus, X = Y, on ekvivalentsusseos koigi hulkade klassil U. Ep-
silonisomorfsus on varem defineeritud sarnasusseose erijuht, kus range osalise jarjestusena
vaadeldakse sisalduvust €. Teisisonu on epsilonisomorfsus sarnasus iithe loomuliku hulkade

jarjestuse mottes.
Teatud mottes sailitab epsilonisomorfism X <+ Y -invariantsust.

Lauseskeem II.15 (|Weal4, lk 22|). Las ¢ € Form(ZFC), Free(yp) = {z1,...,x,} (erijuhul
neid polegi ehk n = 0). Puudugu valemist ¢ indiviidmuutujad vy, .. .,y,. Kehtib jargmine
vaide.

VXY, f<X ~Y = \\éyi’,’,yng/((yl = f(xl) N NYp = f(mn) =

= (o1, ozl el /v, - - ,xn/yn]\y))>

Toestus. Las X ja Y suvalised hulgad ning f: X — Y on epsilonisomorfism. Toestame
vaite esimese implikatsiooni struktuurse induktsiooniga valemite ehitamisviisi jargi. Baasis
on ainsad atomaarsed valemid kujul x; € z; ja x; = x;, kus voib olla ¢ = j. Kvantoreid pole,
seega tokestamine neid valemeid ei muuda. Teoreem véidab, et y; = f(x;) ja y; = f(x;) korral
kehtivad

xiExj<:>y¢€yj,

IZ:ZL’J@yZ:y]

Neist iilemine tuleneb otse epsilonisomorfismi kooskolalisusest sisalduvusega €. Alumise saame
funktsioonilisusest ning injektiivsusest. (Kui vabu muutujaid valemis ¢ pole, on ZFC keele

valemis kindlasti universaalkvantor, st tegu ei saaks olla atomaarse valemiga.)

Sammudes tuleb analiiiisida eituse, implikatsiooni ning universaalkvantori juhte. Eitu-
se ning implikatsiooni osas saab lisaks induktsioonieeldusele kasutada samasugust loogilist
samavaarsust ning jareldumist nagu lemmaskeemis I1.3. Po6rame seetottu tdhelepanu univer-

saalkvantorile.

Eeldame, et teoreemi véide kehtib valemi p|x1, .. ., z,] jaoks. Olgu x; € {x1,...,z,} suvaline

indivildmuutuja. Peame toestama, et kokkulepitud tahistuste ning eelduste kehtivuse korral

Ut X (g = fe) A Ay = [@) A Ay = [n) =
:>((ingo[xl,...,xn])[xl,...,@,...,xnﬂx<:> ,

& (Vaiglen, e/ B wfully) )
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kus katusega naitame, et vastav siintaktiline osa jarjendist puudub. Valime xq,...,7;,...,x, €

€ Xjayy,....U,...,yn € Y nondamoodi, et y; = f(:cl),...,yi/:m, o Yn = flzn).
Peame naitama, et

Vo, € X(plxr, ..., xallx) © Vo, € Y(olri/yi, .. xiy oo 20 /Ynlly)-

Selguse huvides toestame samavéaérse tulemuse

Vo, € X(lzr, ..., x0lly) ©Vy € Y(olzi/yi, o %i/Yis - o Tn/Ynlly)-

Pohjendame kumbagi pidi implikatsiooni.

(,=") Kehtigu Vz; € X(p[z1,...,2,]|y). Olgu y; € Y suvaline. Siirjektiivsuse alusel
leidub z; € X nii, et f(x;) = y;. Implikatsiooni eelduse jérgi ¢[z1,...,x,]|y. Sellele
rakendame induktsioonieelduse =--suunda, kust johtub ¢[z1/y1, ..., %i/Yi; -, Tn/Ynlly-

Kuna y; € Y oli suvaline, siis ka Vy; € Yo[z1/y1, ..., %i/Uis -, Tn/Ynl |y

(,<"*) Kehtigu Vy; € Y(¢[z1/y1,- ... 21/y1,- .., Tn/Ynlly)- Olgu x; € X suvaline. Funkt-
sioonilisuse alusel leidub y; € Y nii, et f(x;) = y;. Muus osas sarnane ekvivalentsi

=--suunaga, ainult induktsioonieeldusest votta kasutusele <=-suund.

Tulemus on toestatud. |

Epsilonisomorfismi moistet voib kahel moel iildistada. Esiteks, hulgad X ja Y saab asendada
klassidega X ja Y ning epsilonisomorfismi f: X — Y klassifunktsiooniga F: X — Y. Taiesti
analoogiliselt lauseskeemiga I1.10 on toestatav nimetatud asendustega iildistus. Meil taolist
iildistatud lauseskeemi tarvis ei ldhe. Teises epsilonisomorfismi {ildistusviisis asendatatakse

sisalduvused € suvaliste seostega R ja S.

Mostowski-Shepherdsoni teoreemiskeemi iildises variandis ldheb tarvis molemat tildistusviisi

sisaldava isomorfismi definitsiooni.

Definitsioon II.11 (klasside (B,S)-isomorfism, [Jec02, lk 69]). Olgu X ja Y klassid, olgu R
seos klassil X, S seos klassil Y. Bijektiivset klassifunktsiooni F: X — ¥, kus

Vo, zo € X(21 R 29 < F(21) S F(12)),

kutsutakse (B,S)-isomorfismiks (klassist X klassi ¥). Vastavaid klasse X ja ¥ kutsutakse (R,S)-
-isomorfseteks ning kirjutatakse (X,R) ~ (¥,S). Kui R =S = €, rddgime lihtsalt klasside

epsilonisomorfismist.
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Jargnevas kasutame just (R,€)-isomorfisme ning klasside epsilonisomorfisme. Jaotise 16pus
ndeme, et  heade klassi C ning seose E korral leidub tiheselt méadratud transitiivne klass (C),
mis on algse klassiga (R,€)-isomorfne. Vastav teoreem kannab Mostowski ning Shepherdsoni

nimesid.

Kui kaks transitiivset klassi on epsilonisomorfsed, on need klassid tegelikult vordsed ning

epsilonisomorfism on samasusteisendus.

Lemmaskeem I1.16 ([Jcc02, Ik 69]). Olgu T; ja Ty transitiivsed klassid ning F: Ty — T

epsilonisomorfism. Siis Ty =Ty jaF: Ty — T1 on identsusteisendus.

Téestus. Toestame epsiloninduktsiooniga klassil T; (kasutame regulaarsuse aksioomi) véite,
et F on identsusteisendus. Transitiivse hulga ainus rangelt €-minimaalne element on &, mille
jaoks epsilonisomorfismi eeldus iitleb selgesti, et F(@) = &. Oletame, et mingi ¢ € T; puhul

on vordus F(t') = t' olemas iga t' € ¢ jaoks. Tdestame, et siis ka F(t) = t.

Naitame kahtepidi sisalduvust. Kui ¢’ € ¢, siis sisalduvuse austamise néudest ja induktsioo-
nieeldusest t' = F(t') € F(t). Jarelikult t C F(t). Kui u € F(t), siis klassi Ty transitiivsusest
u € Ty, kuna F(t) € T,. Stirjektiivsuse jargi leidub u; € Ty, mispuhul F(u;) = u. Seega
F(uy) € F(t). Kooskolalisusest sisalduvusega u; € t. Induktsioonieeldusest ja elemendi u,
valiku jargi u = F(uy) = uy € t. Nonda F(t) C t.

Kokkuvdttes F(t) = t. Markuse 1.21 jaotise e osa 1) alusel on F identsusteisendus. Ulejiznud
tulemus johtub vahetult klassifunktsiooni F bijektiivsusest (klasside Ty, T, suhtes). |
Potentselt regulaarse rekursiooniga toestatakse Mostowski kollapsifunktsiooni leidumine.
Definitsioon I1.12 (Mostowski kollapsifunktsioon, [Jec02, Ik 68]). Olgu C klass ja E potentselt

regulaarne seos klassil C. Funktsiooni: U — U, kus iga x € C korral

Tz) ={n(2) | z€C,zEx} ={(2) | z € extg(x) },
mujal vordne tiihja hulgaga, nimetatakse Mostowsk: kollapsifunktsiooniks. Veel tahistatakse
T =T = mos¢ ; [Kunl3, lk 56]|.

Rekursiooniteoreemiskeemi 1.20 tdhenduses votta G(f) = ran f. Mostowski kollapsifunktsiooni
vaartus valjaspool konkreetset klassi € ei paku meile huvi. Edasises kasitleme Mostowski
kollapsifunktsiooni kui klassifunktsiooniT: C — (C). KlassiT(C) kutsutakse klassi C Mostowski-
Shepherdsoni (transitiivseks) kollapsiks.

Mostowski kollapsifunktsioon Tt: ¢ — T(C) on arusaadavalt siirjektiivne. Lisaks kehtib
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lemmaskeem I1.17 ([Jec02, Ik 68]). Olgu C klass ja E potentselt requlaarne seos klassil C.
(1) Mostowski-Shepherdsoni kollaps ™(C) on transitiivne klass.

(2) Mostowski kollapsifunktsioon on ,(E, €)-kasvav®, s.o

Vr,y € C (zEy=m(z) en(y)).

(3) Mostowski kollapsifunktsioon pole dldiselt injektiione klassil C. Kui aga Mostowski kol-

lapsifunktsioon on injektiivne klassil C, siis on see ka ,,(€,E)-kasvav®, st
Ve,y € C (zEy<=m(x) en(y)).

Niisiis, kui kollapsifunktsioon on injektiivne, on Mostowski kollapsifunktsioon (E, €)-

-isomorfism klasside C ning T(C) vahel.

Toestus. (1) Las olla y € w(C) suvaline. Jarelikult leidub x € C nii, et ™(x) = y. Transitiiv-
suseks néitame, et y C(C). Olgu 3/ € y =7(x). Vastavalt Mostowski kollapsifunktsiooni
méératlusele on olemas z € C, kus z E 2 ja mispuhul ¢ = 7(z). Otse klassi 7(C)

maédratlusest y € W(C).
(2) Vahetu kollapsifunktsiooni definitsioonist.

(3) Olgu z,y € C. Kui () € T(y), siis definitsiooni jérgi leidub z E y, z € C, nii, et
T(2) = T(x). Injektiivsusest z = x, seega = E y ehk ™ on (€,E)-kasvav. Osa (2) ja
stirjektiivsuse pohjal ongi tegu (E, €)-isomorfismiga klasside C ning T(C) vahel.

Injektiivsuse vastunéiteks sobib klass (hulk) C:= C = {&,{{2}}} seosega E:= E =
= €l¢. Siis™(@) =1({{@}}) = @ jan(C) = {&}. |

Kui Mostowski kollapsifunktsioon on injektiivne, leidub klassis C tapselt iiks rangelt E-mi-
nimaalne element. Seda seetottu, et alati exty(£) = @, kui £ on rangelt E-minimaalne. Vas-
tupidine ei kehti, nagu néitab hulk € = C' = {&,{@}, {2, {{2}}}} seosega E := €|c. Ainus
€|c-minimaalne element on @. Siiski 7({@}) = ({2, {{D}}}) = {D}, sest ext¢,({D}) =
= exte ({2, {{@}}}) = {@}. Néide ning Mostowski kollapsifunktsiooni definitsioon viivad

loomulikul viisil ekstensionaalse seose definitsioonini.

Definitsioon I1.13 (ekstensionaalne seos, [Jec02, lk 68]). Olgu C klass ning E seos sellel
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klassil. Utleme, et seos E on ekstensionaalne (klassil C), kui

Vo, y € Clx # y = extg(z) # extg(y)).

Klassi C kutsutakse E-ekstensionaalseks.

Ekstensionaalsuse korral saab klassis C olla iilimalt {iks rangelt E-minimaalne element. Seose
ekstensionaalsus on Mostowski kollapsifunktsiooni: € — T(C) injektiivsuse jaoks tarvilik ning

piisav.

Lemmaskeem II.18 ([Jec02, 1k-d 68-69|). Olgu C klass ning E potentselt requlaarne seos
sellel klassil. Siis Mostowski kollapsifunktsioonT on injektiivne parajasti siis, kui seos E on

ekstensionaalne klassil C, s.o
;o € = 7(C) on injektiivne” < | E on ekstensionaalne® .

Toestus. (,=*) Kui extg(z) = extg(y), siis kollapsifunktsiooni definitsiooni pohjal

T(z) =7(y) ja injektiivsusest x = y.

(,<=*) Toestame potentselt E-regulaarse induktsiooniga injektiivsuse, st
Ve, y € Cm(z) =n(y) = = = vy).

Kui z € C on rangelt E-minimaalne, tulemus kehtib, sest @ =T(z) =T(y) tottu on y
rangelt E-minimaalne klassis C, ekstensionaalsusest johtus minimaalse elemendi tihesus
ehk z = y. Olgu niitid = € C mingi niisugune, mispuhul koigi z E x, z € C, jaoks tulemus
T(2) =T(y') = z = ¢ kehtib iga ¢/ € C korral. Las y € C jan(z) =7(y), tahame toestada,
et x = y. Ekstensionaalsuse tottu piisab nédidata, et exty(z) = extg(y). Kahtepidi
alamhulgalisusega. Kui z E z, siisT(z) € ®(z) =T(y). Seega leidub y' E y, v € C, nii, et
T(y") =7(2). Induktsioonieeldusest ¢y’ = z, seetottu z E y. Kokkuvottes z € extg(y) ehk
extg(z) C extg(y). Vastupidi analoogiliselt. [

Oleme eelneva aruteluga toestanud ka Mostowski-Shepherdsoni transitiivse kollapsi teoreemi.

Teoreemiskeem I1.19 (Mostowski-Shepherdsoni transitiivne kollaps, [Jec02, 1k 69]). Olgu C
klass ming E potentselt requlaarne ekstensionaalne seos klassil C. Leidub iiheselt mdadratud
transititune klass T nii, et klassid C ja T on (E, €)-isomorfsed. Isomorfism on samuti unikaalne.

Sealjuures T on Mostowski-Shepherdsoni transitiione kollaps ™(C), T =7(C), ja isomorfism on
Mostowski kollapsifunktsioonT: C —7(C), st (C.E) ~ [(C), €).
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Klassi € omadusena on €|¢-ekstensionaalsus samavéirne véitega, et klass C on ekstensio-
naalsuse aksioomi epsilon-kvaasimudel ehk tuletatav on ekstensionaalsuse aksioomi C-ahend.
Sellest périneb ka moiste terminoloogiline valik. [Weal4d, lk 23] Samavéérsuse pohjendus
on iisna vahetu, moistlik on kasutada ekstensionaalsuse aksioomi jargset méarkust =-suuna

ebavajalikkusest vorduse aksioomide kontekstis.

Meile pakub huvi eeskétt Mostowski-Shepherdsoni teoreemi jareldus hulkade jaoks. Seda

rakendame Lévy-Montague’i peegeldusprintsiibi toestuses.

Jareldusskeem I1.20 ([Weald, 1k 23|). Olgu X hulk, mis on iseendale tokestatuna eksten-

stonaalne. Leidub hulgaga X epsilonisomorfne transititone hulk T, s.o X ~T.

1.6. Lévy-Montague’i peegeldumisprintsiip

Algavas jaotises toestame Lévy-Montague’ peegeldumisprintsiibi. Printsiip véidab, et tikskoik
missuguse kinnise ZFC-keele valemi ¢ jaoks leidub {ilimalt loenduv ning transitiivne hulk M
nii, et ¢ < ¢|,,;. Meie kasutame peegeldumisteoreemiskeemi toestamaks, et teooria ZFC* on

teooria ZFC konservatiivne laiend.

Peegeldumisprintsiibi toestuses kasutatakse lemmaskeemi, milles ehitatakse fikseeritud
valemi jaoks teatud ,rahuldushulk® voi ,tunnistajate hulk®. Taielikus toestuses kasutame nii

regulaarsuse aksioomi kui ka valikuaksioomi.

Lemmaskeem I1.21 ([Weald, 1k-d 25-26; Jec02, Ik 169]|). Olgu ¢[z1, ..., 2n+1] € Form(ZFC)
ja{xy,...,xp1} =Free(p), n>0. Olgui € {1,... ,n+ 1} fikseeritud metanaturaalarv. Las
olla My “ilimalt loenduv hulk. Siis leidub mattetiihi tilimalt loenduv hulk M, kus My C M ning

YTy, TG, Tpyr € M(HIW[%, o T = 3w € Moplay, .. 7$n+1])'

Toestus. Kehtigu tiahistused lemmaskeemi piistitusest. Defineerime klassid Cy, 4, . 2., c],

kus x1,...,7;,..., Tyt on parameetrid ning

cc Czl,...,aai,...,an =l xife L gl

Regulaarsuse aksioomi kasutanud Tarski-Scotti vottega loome neist hulgad 530135

R SR )
sealjuures Cyp, 4, zniy 7 @, kWi oy 4wy 7 D. Muuseas kehtib
Czl ,,,,, Ljsens zn+17é@
~ 7 Y N
Ve, ..., Tiy ooy Tpgt (Elxi@[xl, oy T =30 €0 s Pl - ,xn+1]), (%)
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kuna C C C. Toodud implikatsioon on lemma vaitega kiillalt sarnane, kuid hulga dglxzxnﬂ

voimsus pole teada, samuti on teadmata sisalduvus M, C le,m,ggiw_ﬁxnﬂ.

Rekursiivse definitsiooni teoreemiga moodustame hulkade jada (M J’) jew, kus

M, = MyU{o},
e = MU Cortnimngn | 21, B g € M)

Téhistame dra jada (M;) e, ithendi, M" := [ Jran (M});c,. Konstruktsiooni, ihendi téhenduse
ning tingimuse (x) abil saab ilma valikuaksioomita ndidata, et M’ rahuldab peaaegu koiki

lemma tingimusi, v.a voib-olla iilimalt loenduvust.

Valikuaksioomi abil saame aga kokku panna koiki tingimusi rahuldava hulga M. Loome
hulga P(M’), vaatleme sellel valikufunktsiooni v erivdirtusega @. Defineerime uue hulkade
jada (MY)je., nonda, et

kdigepealt (M]')", siis asendusega

($11~~-7a,-~-1$n+1)'—>011 ,,,,, ft ,,,,, In_*_lmM,’
Mél = 2\407 viimaks hulga kujutis v-ga
-
4 Y
"o " / -~ "
o= MU v(Coy, i N M) [ 21,75 0 € MY}

Uhend M = (Jran (M}),e. tiidab koiki iilesande noudeid. Loomulikult My € M. Hulk M po-
le tiihi: darmisel juhul oleks My = @, lisaks koigi jada lilkmete M} ning x1,...,75,. .., Zny1 €
€ M} korral Cp, 4, . .2,., N M = @, ent isegi siis valikufunktsiooni erividrtuse tottu

geM ]”+ ja nii ka @ € M. Ulimalt loenduvust pohjendab niisugune skeem:

iilimalt
loenduv
"o
My = M,,
"o 1" ~ / ~ 1"
o= Mj U { V(Cxl,...,afi,...,xn+1 nM ) | T1yee ey Ljyonon, Tyl € Mj },
N -~ 7
iilimalt iilimalt sama suur kui (M/)",
loenduv

seega iilimalt loenduv

kus 16puks M = (Jran (M})e,, on iilimalt loenduvate hulkade (M}) loenduv iihend, seega
tilimalt loenduv. (Range toestus, et hulgad M 7 on iilimalt loenduvad, kéib naturaalarvulise

induktsiooniga.)

Pohjendamata on lemma implikatsioon. Olgu i € {1,...,n}. Valime z1,...,7;,...,Zy41 €
€ M nonda, et Jz;p[z1, . .., Tye1]. Tingimusest (x) tuleb, et Jx; € 5951,”_7@,”,7%“@[3:1, ey Tt
Olgu mingi selline x; € alezxnﬂ tahistatud kui . Jada (Mj’/)je@ konstruktsiooni pohjal
My € My C M} C ---, seetottu mingi J € o korral xy,...,7;, ..., 2,41 € M. Kuivord
alati M} C M}, eriti My C Mj, siis x1,...,75, ..., Zny1 € M) Seega ¢’ € M, nonda ka
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¢ € M'. Jarelikult valikufunktsiooni rakendamine kujul V(Exh._

mittetiihjuse tottu sisukas: 1/(533135%+1 NM)=/¢€ 51133

/ .. .
diranss (VM) on iihisosa

korral ¢ € M+, kust

iyl
dz; € My+p|xy, ..., Tpy1] ning viimaks Jz; € Mplxy, ..., o]
Tulemus on toestatud. n
Lemmaskeemi I1.21 saab tildistada suvalise metalopliku arvu valemite ¢1, . .., ¢,, jaoks, kus

m > 1 ja vdhemalt iihes valemis on vihemalt iiks vaba muutuja [Weal4, 1k-d 25-26; Jec02,
lk 169]. Kui muutujate kollisiooni ei teki ning tdhistame Free(¢py A« - Adp,) = {x1,..., Tpni1},
piisab votta ¢[x1, ..., Tpi1] = ¢1 A -+ A ¢y, Niisugust tildistust kasutame Lévy-Montague'i

peegeldumisprintsiibi toestuse struktuurse induktsiooni universaalkvantoriga osas.

Teoreemiskeem I1.22 (Lévy-Montague’i peegeldumisprintsiip, [Weald, 1k 26; Jec02, 1k-d 168,
170]). Swwalise kinnise valemi ¢ € Form(ZFC) korral leidub (tipselt) loenduv transitiivne
hulk M nii, et o < ¢|,,.

Hulka M kutsutakse valemit ¢ peegeldavaks hulgaks. Lévy-Montague’i peegeldumisprintsiibi
toestuses toome valemina ¢, sisse ekstensionaalsuse aksioomi, et hiljem rakendada Mostows-

ki-Shepherdsoni transitiivse kollapsi teoreemiskeemi.

Toestus. Olgu ¢, ekstensionaalsuse aksioom. Las olla ¢y,..., v, parajasti koik valemi-
te ¢ ja o osavalemid, korduvatele osavalemitele anname erinevad indeksid. Nende hulgas on
kindlasti atomaarne valem, mis sisaldab vaba muutujat, ning valemid ¢, ja ¢ ise. Vaatame
need m valemit muutujate kollisiooni véltimiseks tihehaaval 1dbi. Kui i, 7,k € {1,...,m} ja
valem ¢; sisaldab vaba muutujat z,, mis muus valemis ¢;, @ # j, esineb seotult, asenda-
me thtlaselt koigis valemites ¢y, universaalkvantori alla jaédvad muututuja x, esinemised.
Sealjuures valime asendusmuutuja nii, et see ei esineks tildse iiheski valemitest o1, ..., ©,,.
Uusi valemeid tahistame kui ¢; — ¢}, ...,¢m — @), muide ¢; = ;. Kordame protsessi
teiste probleemsete muutujate jaoks valemitega ¢, ..., ¢! , saades mingi metalopliku arvu K

sammu jarel kollisioonita valemid gogK), e ,gpgf ). Oluline on mérkida, et valemid ¢; ja goZ(K)

Z(K), mistottu on tuletatavad ekvivalentsid ¢; < QOEK)

on loogiliselt samavaarsed, s.0 ¢; = ¢
ja nende universaalsulundid, ¢ = 1,...,m. Samuti siilivad peatehted (implikatsioon jaab

implikatsiooniks, eitus eituseks ning universaalkvantor universaalkvantoriks) ja vabade, seotud

muutujate absoluutarvud. Edasises toestuses kasutame nii algseid valemeid ¢, ..., ¢, kui ka
uusi valemeid gogK), N gpgff ),
Rakendame lemmaskeemi I1.21 iildistust valemitele ﬂgogK), ceey ﬂcpff ). Eelmise 16igu pohjal

on lemmaskeemi rakendamine korrektne. Vottes mainitud lemmaskeemi mottes My = o,

tihistame saadavat tdipselt loenduvat hulka tihega N. Olgu o; = @i[z;,, ..., 7, |, Free(p;) =

87



IT PEATUKK. VALEMI TOKESTAMINE JA ABSOLUUTSUS. LAIEND ZFC* SK

= {ziy,. .z, }, kus 1 <y < ... <, > 0. Toestame, et iga i € {1,...,m} korral on ¢;
hulga N suhtes absoluutne, st

Vi, @, € N (@ilTiys 2, | € @ilTig, 0 2, ]

) (%)

Kasutame selleks struktuurset induktsiooni méoda valemite g ning ¢ ehitust. Induktsiooni
tehes voime piirduda valemitega ¢1,..., ¢, sest need ongi parajasti valemite g ja ¢

osavalemid.

Kui ¢; on atomaarne valem, siis tokestamine valemit ei muuda, tulemus kehtib. Las
@i =~y VoI @ = (05, = @), 1 # J2 € {1,...,m} \ {i}. Kui () kehtib valemite ¢},
ja @j, jaoks, saame tulemuse iile kanda valemile ¢; nagu lemmaskeemi II.3 toestuseski.
Uurime seega universaalkvantoriga valemeid. Olgu y;[vy,, ..., i, | = Vopp;(vi,, .. i, 7],

xp  {xi, . x, g €{L,...,m} \ {i}. Beldame, et ¢; jaoks (x) kehtib ehk
Vi, ooy iy s Tp € N (@5[Tiys - ooy Ty Tp] & 0[T0,-- ’xiwmpHN)'
Niitame, et siis ka
Vo, T, €N (Y, (@], - ) iy s Tpl) & YV, € N(pj[wiy, - - - ,mini,xp]}M)).

Varasema ekvivalentsi pohjal ning metalemmaskeemi I1.2 jargi piisab toestada, et induktsioo-

nieeldusel
Vi, @iy B € N (8 [Ty, o 1) & @8 T, B )| )
kehtib
Vi, ..., € N (Vi (0 &, .. &0, &) € V3, € N (20, .. 30, Tyl ),

kus katusega on margitud asendamisel saadud indiviidmuutujaid. =-suund on ilmne: kasutada

induktsioonieeldust ning iileminekut universumilt U hulgale N, s.o sisalduvust N C U. Pohjen-

dame <-suuna. Olgu Z;,, ..., ;, , T, € N suvalised, kehtigu Vi, € N((,D;-K) [Tirs oo oy Ty > T IN)-
Oletame vastuviitena, et V@,((pg-m [Tiys - -+ Ty, Tp|) ei kehti. Siis Hip(—'gog.K) [Tiys o ooy Ti,» Tpl)-
Hulga N konstruktsiooni jéargi 3z, € N (ﬁgpgK) [Ziys - - s Ty, Tp]). Induktsioonieelduse ja ekvi-
valentsitehte olemuse pohjal saame, et 37, € N (ﬂcpg-K) [Tiys -+ Ti,,,, Tp| ). Vastuolu eeldusega
Vi, € NS Ziy o, s Bpllv).

Niisiis kehtib véide () iga ¢; jaoks, i = 1,...,m. Muude seas on see viide toene valemite ¢
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ning ¢ korral. Valemid ¢y ja ¢ on kinnised, nende jaoks lihtsalt @< @y ja @< |- Esimene
ekvivalents ¢y < gl iitleb, et hulk N on iseendale tokestatuna ekstensionaalne. Rakendub
Mostowski-Shepherdsoni transitiivse kollapsi teoreemiskeemi jareldusskeem II.20: saame tran-
sitiivse hulga M, mispuhul M ~ N. Sestap hulk M on tépselt loenduv ning lauseskeemi II.15

alusel (kinnise valemi ¢ jaoks) johtub, et ¢|y < ¢|,,. Ekvivalentsi transitiivsusest ¢ < ¢|,,.

Kokkuvottes hulk M rahuldab teoreemiskeemi noudeid. Tulemus on toestatud. [ |

Lévy-Montague’i peegeldumisprintsiip iildistub samuti metalopliku arvu valemite ¢4, . .., ¢,

jaoks, vottes ¢ = @1 A - -+ A ¢, kui indiviidmuutujate kollisiooni pole.

2. Laiendamine teooriaks ZFC*

Laiend ZFC" on asendusteooria. ZFCT périb koigepealt kogu teooria ZFC, sealhulgas signatuuri,

aksioomid ja tuletusreeglid. Seda téiendatakse kolmes osas:
a. lisatakse konstantsitimbol M,
b. lisatakse koigi ZFC omaaksioomide ahendid hulgale M,
c. lisatakse viide, et M on loenduv ja transitiivne.

Teooria ZFC* kasulikkus peitub faktis, et hulk M ise ja temast hiljem koostatavad joustamis-
laiendid M|G] on aksioomide metametahulga Ax(ZFC) epsilon-kvaasimudelid. Seega saame
ligipdaasu konkreetsetele hulgalistele epsilon-kvaasimudelitele. Ilmutamata kujul avaldub sellise
ligipadsu tahtsus néiteks metateoreemiskeemis 11.25. Teooriat ZFCt vaatame Weaveri [Weal4,
lk 27| ning Joseph R. Shoenfieldi [Kun&0, lk-d 233, 235| eeskujul.

Teooriat ZFC, kuhu on lisatud konstantstimbol M, kuid pole lisatud iihtegi omaaksioomi,
tahistame kui ZFC'. Tahistust ZFC' kasutame ainult jirgmise metateoreemiskeemi toestuses.
Skeem viidab, et laiend ZFC' ei muuda nende vaidete tuletatavust, mis on kirja pandavad

ZFC keeles. Toestuses kasutatud deduktsiooni-metateoreemiskeemsi sonastus on toodud lisas D.

Metateoreemiskeem I1.23 (ZFC™ kui ZFC konservatiivne laiend). ZFC* on ZFC konserva-
tiivne laiend, st
VI € Form(ZFC)**!" Yy € Form(ZFC) ZFC I+ I' F ¢ parajasti siis, kui ZFCT I- I" - .

Téestus. =-suund on selge, sest ZFC' on ZFC laiend ehk ZFC-teooria on ZFC'-teooria alam-
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teooria. Toestame <-suuna. Oletame, et ZFCT |- I" ¢, olgu 7 sekventsi I" I ¢ mingi toestus.
Tuletus 7 saab peale ZFC vahendite kasutada teadmist, et M on loenduv ja transitiivne, ning
metaloplikku arvu M-tokestatud ZFC omaaksioome ¢, ..., ¢! . Nimetame omaaksioomides
Oy, ¢ seotud muutujaid imber nii, et need ei kattuks valemi ¢ vabade muutujatega.
Olgu saadud valemid ¢4, ..., @,,. Puudugu indiviidmuutuja M toestusest 7 ja erinegu koigist

muutujatest valemites ¢, ..., ¢n,. Defineerime abivalemi CT,, . [M], kus
CTy,.. om|M] = ,M on loenduv A ,M on transitiivne A ¢1|,; A -+ A @y,

Indiviidmuutujate kollisiooni olla ei saa, sest valemite ¢; néol on (sisuliselt) tegu ZFC-

-hulgateooria aksioomidega, tdhendab kinniste valemitega.

Valemi CT konstruktsioonist seega ZFC' 4 CTy, ... [M/M] IF I' F . Deduktsiooni-meta-
teoreemiskeemist johtub, et ZFC' I+ I',CTy,, . .. [M/M] I ¢. Struktuurne induktsioon moésda
tuletusreegleid annab ZFC' |- I',CT,, ... [M] - ¢ (iga reegel, mis sobib konstandi M jaoks, so-
bib indiviidmuutuja M jaoks). Edasi tuletusreegli (3+)* abil ZFC' I+ I",IM(CTy, . o, [M]) I ¢.
Arusaadavalt siis ZFC' IF I" - (3M(CTy, .., [M]) = ¢). Viimaks

(peegeld., aksioomid)

- 3M(CTy,....o.
I'+3M(CT,,

[M])
(len(I') x (S+)) (eeld) 7
o M) I+ (3M(CTy,,..., [M]) = )

I'-¢

kus vasakpoolne haru kasutab Lévy-Montague’i peegeldumisprintsiipi 11.22 valemi o1 A - - - Ay,
korral, samuti teadmist, et ©; A -+ A @, on teoorias ZFC' tuletav, kuna valemite o1,..., @,

naol on sisuliselt tegu ZFC aksioomidega.

Jarelikult ZFC' IF I' - . Kuivord ZFC' oli lihtsalt ZFC koos konstantsiimboliga M, johtub

(taas struktuurse induktsiooniga méoda tuletusreegleid) soovitud tulemus ZFCI- I'+- . B

Kui teoorias ZFC pole siintaktilist vasturdakivust, ei saa stintaktilist vasturddkivust olla
teoorias ZFC™.

Metajareldus I1.24 ([Weal4, 1k-d 27-28]). Kui teooria ZFC on siintaktiliselt mittevasturddkiv,

on stintaktiliselt mittevasturddkiv ka ZFCT.

Téestus. Oletame, et ZFCT on siintaktiliselt vasturaakiv. Plahvatusprintsiibi tottu on tuleta-
vad koik keeles kirja pandavad valemid, eriti on tuletatav - ¢ A ~¢ mingi (iga) ¢ € Form(ZFC)
korral. Metateoreemiskeemi 11.23 alusel oli ZFC* teooria ZFC konservatiivne laiend, sestap

ZFC I+ ¢ A . Niisiis on stintaktiliselt vasturdakiv ka teooria ZFC. ]
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Kontiinumihiipoteesi soltumatuse toestus tugineb jargmisele metateoreemiskeemile. Taas

rakendame deduktsiooni-metateoreemiskeemi.

Metateoreemiskeem I1.25 (viite ¢ soltumatus, [Weald, 1k 28]). Olgu ¢ € Form(ZFC) kinni-
ne valem. Leidugu valemite hulgal Ax(ZFC)U{@} mittetihi epsilon-kvaasimudel N teoorias ZFCT.

Siis kui teooria ZFC on stintaktiliselt mittevasturddkiv, on stintaktiliselt mittevasturdadakiv

ka ZFC + ¢.

(Teisisonu, lause ¢ on teooriast ZFC soltumatu.)

Toestus. Olgu teooria ZFC + ¢ stintaktiliselt vasturdakiv. Plahvatusprintsiibist muu seas
ZFC+ ¢ IF+ ¥ A=V mingi (iga) kinnise valemi ¥ € Form(ZFC) jaoks. Deduktsiooni-meta-
teoreemiskeemist ZFC |- ¢ - W A = ¥. Kuna ZFC" on ZFC laiend, siis ZFCT |- ¢ - ¥ A=W,
Metateoreemiskeemi T1.1 jargi, vottes T := ZFCT, I' := ¢, ¢ := ¥ A =¥, M = N ning vajadusel
epsilon-kvaasimudeli ¥ muutujaid timber nimetades, saame ZFC* IF ¢|, - (¥ A = ¥)|,. (Meta-
teoreemiskeemis II.1 noutakse valemi ¢ = ¥ kinnisust.) Eelduse jérgi oli ZFC* I I ¢|,,
niisiis reegli (- =)' kaudu ZFC* I+ + (¥ A —¥)|, ehk ahendamise definitsiooni pohjal
ZFCt I - ¥|, A= ¥|,. Téhendab, teooria ZFCT on siintaktiliselt vasturdékiv, metajirel-
dusest 11.24 oleks siitaktiliselt vasturaskiv ka teooria ZFC. |

2.1. Mitteabsoluutseid hulgateooria omadusi ja konstruktsioone

Oleme valmis pohjendama varasemat metalauseskeemi I1.10. Raédkides ,yvélisest seisukohast”,
kasutame moistete ja seoste tdhendusi n-6 tavalises, universumi U vaatenurgast lihtudes. Kui
iitleme sisemisest seisukohast®, siis motleme samu moisteid ja seoseid ahendatuna hulgale M.
Vilisest seisukohast radkides oeldakse tihti ,meie”, sisemisese seisukoha korral radgitakse
,nendest” voi ,M-elanikest®. [Kun80, 1k 141; Weal4, 1k 45]

Metalauseskeem I1.10 (mitteabsoluutsuse néiteid). Leidub teooria ZFC laiend (asendus-

teooria) T, kus
(1) T on ZFC konservatiivne laiend;
(2) kui ZFC on siintaktiliselt mittevasturddkiv, on stuntaktiliselt mittevasturdadikiv ka T;
(3) leidub valemite metahulga Ax(ZFC) mittetihi transitisvne epsilon-kvaasimudel M asen-
dusteoorias T, mille suhtes i) X = P(Y), ii)) X ~ Y, iii) ,X on loenduv”, iv) X =V,
et ole absoluutsed.

Toestus. Teooria T rolli sobib ZFC*. Viited (1) ja (2) on vastavalt metateoreemiskeem I1.23
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ja metajareldus 11.24. Teooria ZFC™T iilesehituse pohjal on hulk M valemite metahulga Ax(ZFC)

transitiivne epsilon-kvaasimudel, arusaadavalt mittetiihi, niiteks o™ = » € M.

i) Uurime hulka X = PM(oM) = PM(w) € M. Transitiivsusest PM(w) C M, ja kuna
villisest seisukohast on M loenduv, siis on P™(w) universumi méttes iilimalt loenduv:

meie arvates leidub bijektsioon hulkade ¢ ning P™(e) vahel. Cantori teoreemi tottu
on P(w) mitteloenduv. Johtub, et PM(w) # P(w).

i), iii) Hulk PM(w) on universumi méttes ka vihemalt loenduv. Iga naturaalarvu n € o
korral n™M = n € M (transitiivsus ja metateoreemiskeem I1.9 jaotis (4) osa ii)). Sestap
{n} € M. Kuivérd {n} C  ja alamhulgalisus on absoluutne, siis {n}™ = {n} € PM(w)
iga n € » puhul (metateoreemiskeem I1.9 jaotis (1) osa ii)). Jareldame, et ,vilisest
seisukohast* lihtudes on P™(w) vihemalt loenduv, kokkuvottes osa i) pohjal tépselt
loenduv. Sisemisest seisukohast pole PM(w) loenduv, pohjenduseks Cantori teoreemi
ahendus ning metateoreemiskeem I1.1. Jarelikult ei saa loenduvus ega vordvoimsuslikkus
M-absoluutsed olla.

iv) Néiteks Vyank(p(w))+ on mitteloenduv, aga Vg:nk(PM(w))Jr on valisest seisukohast loenduv.
Seega VRank(P(co))+ # VRI\,/aInk(’PM(w))Jr' .

Ehkki tegu pole absoluutsete omadustega, voime mitteabsoluutsust ositi ohjeldada.

Metalause I1.26 (|[Kun80, lk 130]). Olgu T D ZF asendusteooria. Olgu M valemite metahul-
ga ¥ C Form(ZFC) mittetihi transititvne epsilon-kvaasimudel teoorias T, kus metahulka W

tapsustame allpool. Kehtivad jiargmised vdited.

(1) Valemihulgaga ¥ = Ax(Z — P): klass M on potentshulga moodustamise aksioomi epsilon-
kvaasimudel parajasti siis, kui iga X € M korral P(X) NM e M.

(2) Valemihulgaga ¥ = Ax(Z): iga X € M korral on hulk P(X) klassina absoluutne kvaasi-
mudeli M suhtes, st P(X)" = P(X) NN

(3) Valemihulgaga ¥ = Ax(Z~ — Inf): vordvoimsuslikkus on klassist M dilespoole absoluutne,
stiga X,Y €M korral (X ~Y)|, =X ~Y.

(4) Valemihulgaga ¥ = Ax(ZF): iga o € O0rd N M = 0rd” puhul on Zermelo — von
Neumanni kumulatiivse hierarhia «. aste klassina absoluutne kvaasimudeli M suhtes, st

V., =V, nM
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Toestus. (1) Meenutame potentshulga moodustamise aksioomi I peatiikist:
FVX3IYVZ(Z €Y & Z C X).
Selle ahend klassile M on, arvestades metateoreemiskeemi 11.7,
FVX eMY eINZ eM(ZeY & Z CX).

Viite ekvivalentsi toestamiseks tuleks ndidata molemas suunas, et tokestatud potentshul-
ga moodustamise aksioomi méttes sobib votta Y := P(X) N M. Mérgime, et hulga P(X)
iihese leidumise tagab siinkohal asjaolu, et T 2 ZF O Z.

(,=*) Kehtigu potentshulga moodustamise aksioom. Teoorias Z on toestatav po-
tentshulkade iihene leidumine. Klass M on valemihulga Z mittetiihi transitiivne
epsilon-kvaasimudel teoorias T. Metateoreemiskeemi II.1 mottes lidheb potents-
hulga {ihese leiduvuse toestus ldbi klassis M. Jarelikult iga X € M jaoks on hulk
Y = P(X)" korrektselt mésratud, sealjuures

VZ eMZ e P(X) & Z C X).
Kvaasimudeli M transitiivsuse alusel ekvivalentselt
VZ(Z e P(X)' = ZCXNZeM).
Samal ajal VZ(Z € P(X) NM< Z C X A Z € M) thisosa ning potentshulga

médratlustest. Ekstensionaalsusaksioomist P(X)" = P(X) NM.

(,<") Valime X € M. Votame Y := P(X) NM. Kuuluvus Y € M eeldusest P(X) NM € M.
Viide VZ e M(Z € P(X) NM< Z C X) kehtib selgesti iihisosa ning potentshulga

definitsioonide pohjal.
(2) Toestatud jaotise (1) tarvilikkuse osas, s.0 =-suunas.

(3) Vahetu, sest ¥ C U, bijektiivseks funktsiooniks olemine on absoluutne klassi M suhtes, vt

metateoreemiskeemi I1.7 jaotise (5) osasid osasid iii) ja viii).

(4) Olgu a € Ord N M. Transitiivusest tuleneva sisalduvuse V,,” C M tottu piisab toestada, et
iga x € Mkorral 2 € V," & € V,. Teoorias ZF on toestatav viite z € V,<Rank(z) < a
universaalsulund, lause 1.28 osa (2). Metateoreemiskeemi II.1 jargi on toestatav selle

universaalsulundi M-ahend, kust tuleb hulga astakufunktsiooni absoluutsuse ning sisaldu-
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vuste o, 2 € M pohjal viide z € V,” < Rank(z) < a. Jirelikult téesti € V, &z € V,".
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IIT peatiikk

Joustamine

Hulk M on valemimetahulga Ax(ZFC) mittetiihi epsilon-kvaasimudel teoorias ZFC*, sealjuures
loenduv ja transitiivne. Metateoreemiskeemi II.1 mottes lahevad hulgas M labi koik teoreemid
ning konstruktsioonid nagu universumis U, kuigi mitteabsoluutsete votete ja elementide
puuduse tottu ei pruugi tokestatud tegevuse tulemus iihtida tokestamata tegevuse tulemiga.
Palju tuttavaid objekte on kvaasimudelis M siiski tuvastavad, kas voi @, o, »?, pohjenduseks

metateoreemiskeem I11.9.

Transitiivsusest ja valisest loenduvusest johtub, et hulk M sisaldab, meie universumi sei-
sukohast lahtuvalt, liksnes tilimalt loenduvaid elemente. Teiste seas on pariselt loenduvad
P(w)™ = P(0) N M (metalauseskeemi I1.10 jaotise (3) osade (i-iii) tdestus ja metalause I1.26
osa (2)) ning XM kus R; on viiksuselt teine 16pmatu kardinaalarv. Ei saa jireldada, et kontii-
numihiipotees kvaasimudelis M kehtib: iikski bijektsioon f: P(w)M — N M ei pruugi hulka M
kuuluda. Metateoreemiskeemist 11.1 selliste bijektsioonide ehitamisel abi pole, sest funktsiooni
[ Plw)™ = ¥;M konstruktsioon sisaldab konstantsiimbolit M. Metateoreemiskeemi néuete
seas oli toik, et valemid on just ZFC-keeles. Uleiildse defineerisime valemi ahendamise ainult
ZFC-keele valemitele. M-kodanikud ei tea, et neil on erinevaid hulki ja funktsioone puudu,

meie aga kiill.

Oletame, et toesti tikski bijektsioon f: P(co)M — ¥, M ei kuulu hulka M, f ¢ M. Meta-
teoreemiskeemi 11.25 néol tahaksime kontiinumihiipoteesi kooskolalisuse toestamiseks leida
valemihulgale Ax(ZFC) U {¢} mittetiihja transitiivse epsilon-kvaasimudeli V, kus ¢ véidab, et
P(w) ~ N;. Koige naiivsemad katsed kvaasimudeli I ehitamiseks nurjuvad. Katsetame néiteks

varianti N :== M U { f}. Niisuguse valikuga on vihemalt kolm muret.

1) Hulk ¥ ei ole ilmtingimata transitiivne. Probleemi voime lahendada, vottes hoopis
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N:=TCMU{f}). Selline hulk & on muide vélisest seisukohast loenduv, sest hulgad M

ja {f} on regulaarsed ja paranduvalt iilimalt loenduvad.

Koigest iihe elemendi f lisamine ega transitiivse sulundi rakendamine ei taga, et N
jadks valemimetahulga Ax(ZFC) epsilon-kvaasimudeliks N. Niiteks, kas vastavalt nduetele
kehtib sisalduvus [J(w? x f2) x f x PY(R5") € N? Kui iihehaaval voimalikke puuduolevaid

elemente veel lisada, satume tagasi punktidesse 1) ja 2) ehk astume tsiiklisse.

Eeldame, et kavala nipiga onnestuks lisada funktsioon f: P(oo)M — XM eV nii, et ¥
on jatkuvalt valemimetahulga Ax(ZFC) transitiivne epsilon-kvaasimudel. Ikkagi langeme
16ksu, kuivord objektid P(w)" ja N;¥ ei pruugi iihtida algsete hulkadega P(w)™ ja XM,
Uues kvaasimudelis ¥ aga just olekski tarvis bijektsiooni g: P(w)" — R,* € N. [Weal4,
1k 30]

Seega laiendamist voi iildisemalt, transitiivse epsilon-kvaasimudeli ¥ koostamist tuleb teha

vaga suure hoole ning tosise tdhelepanelikkusega. Joustamise meetod (van forsseerimine
[Wik13], ingl forcing [Wik22|) seda voimaldabki. Lihtsustatult 6eldes

hulk &/ := N ehitatakse hulga M laiendina, tdpsemini N = MJ[G].

Vajaliku objekti otsese lisamise asemel vaadeldakse hulka @ # P € M, mis koosneb
puudu olnud objekti n-6 osalistest voi potentsiaalsetest konstruktsioonidest, ldhen-
dustest. Lidhendused on M-kodanikele ndhtavad, sest P € M. Hulka P kutsutakse

tingimuskogumaks.

Léhenduste-tingimuste kogum G C P on ,heade omadustega®, kui tegu on geneerilise
ideaaliga. Sealjuures kuigi G C P, on reeglina G ¢ M. Seega geneeriline ideaal G tuleb
juurde votta, lisada. Hoolimata sellest, et ldhendused ise on hulgas M olemas, sest
G C M.

Tagamaks, et on saadav N on jatkuvalt valemimetahulga Ax(ZFC) transitiivne epsilon-
kvaasimudel, ei saa piirduda hulga G lisamisega ega sellejargse 1opliku lappimisega.
Lisamist tehakse hoopis kahe potentselt regulaarse rekursiooniga. Esimese potentselt
regulaarse rekursiooniga tdhendatakse iiles koik ,potentsiaalsed hulga N elemendid
(P-nimed). Teises rekursioonis ,leitakse iiles“ hulka N = M|G] kuuluvad elemendid
(P-nimede kandjad).

Joustamise pohimetateoreemiskeem iitleb, et kirjeldatud konstruktsioon on korrektne

ning sisukas.

Selgub, et M[G] on C-véhim aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne epsilon-kvaa-
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simudel, kus M C M[G] ja G € M[G] [Kun80, 1k 189]. Kvaasimudelist M puuduva G
lisamise soov on loppeks niisiis vorreldav algebras tehtavaga, kui ehitatakse korpuse laiendeid.
Alustades naiteks korpusest R, lisatakse element i nii, et saadav IV oleks ikkagi korpus ning
i? = —1. Teame, et N = R[i] = C. Joustamine kui laiendamisprotsess on komplitseeritum kui
korpuse laiendamine, sest ZFC on korpuseteooriast aksioomide mottes keerulisem. Algebralisest

analoogiast périneb ka téhistus M[G].

Vahetult jargnevas defineerime vajaminevad moisted tapsemalt. Seejarel teeme lébi tingi-
muskogumi ja geneerilise ideaali tdhendust ilmestava naite. Toestame osaliselt joustamise
pohiteoreemi koos tarvilike eeltulemustega. Kontiinumihiipoteesi soltumatuse toestuses, mil-
lest meie anname iiksnes tldsise iilevaate, laiendatakse hulk M kaheks uueks loenduvaks,
transitiivseks epsilon-kvaasimudeliks N; ja Ny. Peale hulgateooria aksioomide mudeldaksid
need N, ning N, vastavalt valemeid ¢ ja —¢, kus ¢ tahistab kontiinumihiipoteesi. Tapsemini
leitakse kaks hulka @ # P, P, € M ja geneerilist ideaali G; C P;,Gy C P, mille abil
moodustatakse joustamisprotseduuriga sobivad Ny = N; == M[G4] ja Ny == Ny = M[G4].
Meie kontiinumihiipoteesi soltumatust toestada ei joua, piirdume iiksnes sobivate hulkade P,

ja Py valja toomisega ning viidetega kirjandusele.

Joustamise defineeris esimesena matemaatik Paul Joseph Cohen 1963. aastal [Coh63; Coh64].
Teooriat tdiendasid, avasid voi lihtsustasid Dana Stewart Scott, Robert Martin Solovay ning

Joseph Robert Shoenfield [Kun80, Ik 235|, samuti Petr Vopénka ning Petr Hajek [Jec02, 1k 224].
Meie teooriakésitlus tugineb eeskidtt Nik Weaverile [Weal4|, Herbert Kenneth Kunenile [Kun&0;
Kunl3] ja ldbi nende Joseph Robert Shoenfieldile [Kung80, 1k-d 235-236].

1. Joustamise pohimoisted ja -konstruktsioonid

Joustamise teooria arendamiseks on eri voimalusi. Meie kasutame Weaveri [Weald| jérgi
1deaale ning jarjestusena osahulgalist iiksnes alamhulgalist sisalduvust C. Rédgime edasises

taas abstraktsemalt epsilon-kvaasimudelist M, mitte konkreetsest kvaasimudelist M.

1.1. Joustamiskogum. Geneeriline ideaal
Defineerime kvaasimudelist M puuduvate objektide ldhendamisega seotud moisted.

Metadefinitsioon III.1 (joustamiskogum, tugevus, geneeriline ideaal, [Weald, lk 30]).
Olgu M valemihulga Form(ZFC) loenduv transitiivne epsilon-kvaasimudel asendusasendus-
teoorias T O ZFC.

a. Suvalist hulga M mittetiihja elementi @ # P € M kutsutakse tingimuskogumiks. Paari
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(P,Cp) € M nimetatakse joustamiskogumiks. (Siin Cp:i= { (z,y) € Px P |z Cy}.)
e Tingimuskogumi P elemente p € P kutsutakse joustamistingimusteks.

e Kui p,q € P on joustamistingimused ja p C g, siis litleme, et ¢ on tugevam kus
p voi p on norgem kui q. Rohutame, et tugevus on defineeritud mitterangena
ehk refleksiivsena, iga tingimus on muuseas iseendast tugevam. Vo6ib moelda, et
tugevam joustamistingimus annab ldhendatava objekti kohta rohkem teavet kui
norgem tingimus [HJ99, k-d 275-276].

e Kaks joustamistingimust p,q € P on tuhitatavad ehk teineteisega kooskolas, kui
leidub mélemast tugevam tingimus r € P, s.o p,q C 7. Uhitavate tingimuste

jagatav teave pole vastuoluline.
b. Tingimuskogumi P alamhulki D C P kutsutakse alamkogumiteks.

o Alamkogum T C P on P suhtes tugev (tihe), kui igal joustamistingimusel p € P
leidub temast tugevam tingimus ¢ hulgas 7', g € T

e Olgu G C P alamkogum, mis tdidab allpoolseid noudeid 1) ja 2).

1) G on norgemate tingimuste suhtes kinnine. See tdhendab, iga joustamistingi-
muse ¢', g € P korral, kui g € G ja ¢’ C g, siis ka ¢ € GG. Teisisonu peab iga
tingimuse p € G korral kehtima ¢g5” C G, st ¢ N P C G ehk P(g) N P C G.

2) G sisaldab oma elementide kooskdlalisuse tunnistajaid. Teisiti Geldes on G
C-suunatud hulk. Pikemalt viljendatuna peab iga tingimuse ¢, go € G korral

leiduma molemast tugevam joustamistingimus h € G.

Noudeid 1) ja 2) tditvat alamkogumit G C P kutsutakse (joustamisteooria) ideaa-
liks.

e Ideaali G C P nimetatakse geneeriliseks ideaaliks, kui see 16ikub iga tingimusko-
gumi P suhtes tugeva M-nadhtava alamkogumiga T'. Téhendab G N T # &, kui
T € M on P suhtes tugev alamkogum.

(Hulga M elemente m € M kutsume aeg-ajalt M-ndhtavateks.)

Joustamisteooria ideaalil on pohimotteliselt sama tahendus nagu ideaalil jarjestusteoorias
osaliselt jérjestatud hulga (P, Cp) kontekstis. Uks erinevus on fakt, et jirjestusteoorias noutak-
se ideaalilt veel mittetiihjust, st G # @. Meile pole ideaali tiihjus-mittetiihjus otseselt oluline,
kuivord tegutseme genereerilise ideaaliga, mille jaoks on mittetiihjus toestatav. Pohjenduseks

méargime, et tingimuskogum P ise on P suhtes tugev, kust G N P # @ annab, et G # &. Teine,
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sarnane erinevus on meie noue, et P # @& mis vastupidi puudub jérjestusteooria ideaali defi-
nitsioonist. Lahknevust selgitab taas joustamisteooria keskendumine genereerilisele ideaalile.
Olukorras P = & ei leiduks {ihtegi genereerilist ideaali, samuti jareldub jéirjestusteooria ideaali
mittetiithjusest kohe hulga P mittetiihjus. Kolmandaks, joustamisteooria ideaali definitsioon
on formaalselt antud valemihulga Form(ZFC) loenduva transitiivne epsilon-kvaasimudeli M
kontekstis, milleks jarjestusteooria iildisemas kéasitluses pole tarvidust. Viimaks kasutatakse
jéarjestusteoorias sisalduvuse Cp asemel iildisemat mitteranget eeljarjestust < hulgal P. M-
-nahtavaid eeljarjestusi < € M voib kasutada ka joustamisteoorias, kuigi tdiendavat voimekust
vorreldes sisalduvusega Cp ei lisandu, vt [Weal4, 1k-d 121-122].

Joustamisteooria ideaali ning hulgateooria ideaali vordlus on ilisna identne joustamis- ja
jarjestusteooria ideaalide korvutamisega, kui jarjestusteooria eeljarjestuseks votta C. Arutelu
lahkneb teise erinevuse koha pealt. Hulgateoorias alustatakse suvalisest hulgast S ja seejarel
voetakse P = P(S), mistottu P # & on vahetu jéreldus. Tingimuskogum P aga ei pruugi
olla iihegi hulga potentshulgaks, vilises mottes ei saakski olla, kui P on vélises mottes
loenduv — jareldus Cantori teoreemist. Margime, et tiihi hulk kuulub hulgateooria ideaali,
sest @ € P(S). Joustamisteoorias kutsutakse niisugust tingimushulka P, mispuhul & € P,
Juurega tingimuskogumiks. Juurelisuse eeldamine on teatud kontekstis kasulik ega vii iildisuse
kaoni, vt jaotist I11.1.5.4. Teine muutus on kooskolalisuse tunnistaja osas. Nimelt noutakse
hulgateooria ideaali puhul kooskélalisuse tunnistajana just iithendit. Tahendab, tingimus 2)
asendatakse tugevama noudega, et iga g1, go € G korral g; U go € G. Meil pole nii spetsiifilist
kooskolalisuse tunnistajat tarvis. Uldise topoloogia ideaal on hulgateooria mottes ideaal, kus

lisaks noutakse kogu ldhtehulga S puudumist, S ¢ G.

Soovitame lugejal alati veenduda, missugust ideaali (filtri) méadratlust on autor kasutanud.

Eelnenud vordluses kasutatud definitsioonid on toodud lisas E.

1.2. Moistete sisu selgitav naide

Tegemist on joustamisteooria klassikalise néitega [Jec02, Ik 202; Weal4, 1k-d 31-32; Kung&0,
lk-d 192-193], kuid mille sisu oleme kirjandusest pohjalikumalt avanud.

Vaatleme konkreetsuse mottes valemihulga Form(ZFC) loenduva transitiivse epsilon-kvaasi-
mudeli osas hulka M. Négime, et M ei sisalda koiki funktsioone f: P(oo)M — XM, On palju
teisigi funktsioone, mis vélisest seisukohas peavad hulgast M puuduma. Néiteks ei tohi vélise
loenduvuse tottu hulgas M olla kaiki funktsioone hulgast o™ =  hulka {0, 1}™ = {0,1}.
Teatavasti kodeerivad niisugused funktsioonid naturaalarvude hulga « alamhulki, mida on

vélisest (ja sisemisest) seisukohast ldhtudes mitteloenduv kogus, kuid vilisest vaatenurgast

99



III PEATUKK. JOUSTAMINE SK

peab hulka M kuuluma loenduvalt palju naturaalarvulisi alamhulki (sest P(w)™ = P(0) N M

oli loenduv).

Naturaalarvude hulk  ja kaheelemendiline {0, 1}, samuti » x {0, 1}, on konstantidena
M-absoluutsed. Iga funktsioon g: @ — {0,1} on hulga » x {0,1} osahulk, ¢ C » x {0,1}.
Osahulgaks olemine on M-absoluutne, ka funktsioonilisus. Loetletud faktidest ei piisa koigi
funktsioonide g: » — {0, 1} kuulumiseks hulka M, absoluutsus seda ei taotlegi. Absoluutsuse
definitsioon algab tokestatud kvantoritega, seega raigib see just hulga M elementidest.
Absoluutsus véidab, et kui g € M, siis meie universum U ja M ndustuvad hinnangus, kas g
on funktsioon hulgast o hulka {0,1}. Olukorras (¢: @ — {0,1}) ¢ M — viline loenduvus
iitleb, et niisuguseid funktsioone on mitteloenduv kogus — ei teki absoluutsusega vastuolu, just
pohjusel, et g ¢ M. Kui ZFC on siintaktiliselt mittevasturdékiv teooria, ei 6nnestu toestada

koigi kujutuste g: o — {0, 1} funktsioonilist absoluutsust.

Oletame, et tahame juurde lisada iiksk6ik millist puudunud funktsiooni g: w — {0, 1}.
Kirjeldame, kuidas voiks taolise ldhte- ning sihthulgaga ,,geneerilist” (‘konkreetsemalt tépsus-
tamata’) kujutust geneerilise ideaaliga ,ldhendada“. Vtame joustamiskogumiks (P, Cp), kus

tingimuskogumiks on
P={h:A—{0,1} | AC A ,A on loplik" }.

Selgesti P # &, kuna @ € P. Korrektsuseks peame toestama, et P € M. Eelmise 16igu arutelu

pohjal annaks seotud objektide ja omaduste absoluutsuse kasutamine, et PM € M, kus
PM={(h: A—{0,1}) e M| ACwA ,A on Iplik},

millest meile a priori ei piisa. Oleks tarvis, et PM = P. Selgesti PM C P. Toestame vastupidise
sisalduvuse PM D P. Olgu h € P suvaline. Pohjenduses teeme sisuliselt 1ibi metalemmaskee-
mi I1.8 (b) osa tdestuse funktsiooni h: A — {0, 1} jaoks. Naturaalarvuhulga  absoluutsusest
ja hulga M transitiivsusest » C M. Kui A C o, siis A C M. Metalemmaskeemi 1.8 osa (a)
pohjal A € M, sest A on I6plik. Seega otsekorrutise absoluutsusest A x {0,1} € M, hulga M
transitiivsusest A x {0,1} € M. Arusaadavalt h C A x {0,1} € M. Kuna h on 16plik, siis
uuesti metalemmaskeemi 11.8 osa (a) jirgi h € M. Kokkuvottes PM D P, kust PM = P ja

P € M, nagu soovisime.

Tingimuskogumi P elemendid ehk tingimused on siin koéikvoimalikud 16plikud funktsioo-
nid h: A — {0,1}. Funktsiooni g: v — {0, 1} ldhendamist v6ib moista nii, et voetakse itha
pikemaid funktsioone (l16plikke jadasid), mis jadaga g: w — {0, 1} igal vorreldaval kohal iih-
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tivad. Uks tingimus ho on tugevam tingimusest hq, kui Ay C ho. Teisisonu on hsy funktsiooni hy
jatk ja vastupidi, h; funktsiooni hy ahend. Tingimused hq, hy € P on iihitatavad voi teine-
teisega kooskolas, kui neile leidub iihine jatk hio € P, kus hy, ho C his. Niisugune laiend hqo
leidub parajasti siis, kui hy, he on funktsioonidena thitatavad, st iga n € dom(hy) N dom(h,)
korral hi(n) = ha(n). Sealjuures sobib kooskolalisuse tunnistajaks ka funktsioonide ithend
hi U hy.

Koik tingimused pole iihitatavad, kaugeltki mitte. Nullide-iihtede jada (h(k))ren pikkuse-
ga dom(h) = n € o on thitatav parajasti n+ 1 hulga P funktsiooniga, mille mdaramispiirkond
sisaldub arvus n. Koiki funktsioone hulgas P mé#ramispiirkonnaga iilimalt n on 27! — 1.
Vastav suhe (n+1)/2n+1 _ 1) 1dheneb 16pliku jada pikkuse kasvades selgesti nullile. Asiimptoo-
tiline tihedus on null, selles mottes on iihitatavaid funktsioone koigi hulga P jadade seas
koigest tithine kogus. Tingimuste kooskolalisus pole ka ekvivalentsiseos. Transitiivsust ei ole,
kuna voime paarikaupa kooskolalisust sailitades ,vahetada™ binaarse rekursiooni haru: 00 on

kooskolas 0-iga, mis on kooskolas 01-ga. Tipud 00 ja 01 iihitatavad pole.

Antud juhul on kooskélalised parajasti niisugused funktsioonid, mis tekivad binaarse re-
kursiooni iihes ,fikseeritud* harus. Uks niide kooskolaliste funktsioonidega alamkogumist on
ideaal. Ideaali teine tingimus — kooskolalisuse tunnistaja olemasolu ideaalis — tagab otseselt
ideaali kuuluvate jadade iihitatavuse. Kinnisus norgemate tingimuste suhtes tagab, et kui
funktsioon h kuulub ideaali, siis kuuluvad sinna ka koik funktsiooni h ahendid. Selles mottes
méletab ideaal endasse kuuluvate funktsioonide konstruktsiooni binaarses rekursioonis. Ma-
inime praegu tdpsemalt selgitamata, et kinnisusest norgemate tingimuste suhtes jarelduvad
tugevuse abitulemused ning tuleneb hiljem defineeritava joustamisseose koherentsus. Paraku
ei ldhenda ideaal ilmtingimata tihtegi taisfunktsiooni g: & — {0, 1}, kuna ideaali ei pruugi
kuuluda kuitahes suure pikkusega jadasid. Ideaal saab olla ka auklik, sisaldamata naturaalar-
vu n € o korral ithtegi funktsiooni, mis oleks kohal n méératud. Aukude puudumisel poleks
pikkuse probleem voimalik, kuna funktsioonide hy, kus £ = 0,...,n € » ja k € dom(hg),

kooskolalisuse tunnistaja on vihemalt pikkusega n + 1.

Ideaali jauklikkuse probleemi” lahendaks tdiendav geneerilisuse omadus. Pohjus seisneb

asjaolus, et hulgad T,,, kus n € © ja
T, ={ueP|necdomu} CP,

kuuluvad hulka M ning on hulga P suhtes tugevad. Kuuluvus hulka M johtub teadmisest, et
P € M, hulgale M tokestatud eraldamisaksioomiskeemist ning valemi n € dom u absoluut-

susest. Tugevus hulga P suhtes tuleneb juhtude ldbi vaatamisest. Olgu h € P suvaline. On
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kaks varianti: kas n € dom h voi n ¢ dom h. Esimesel juhul h € T,, ja tugevuse refleksiivsuse
tottu asi korras. Teisel juhul voime funktsiooni A laiendada funktsiooniks u, vottes néiteks
u:=hU{(n,0)}, ning u € T}, on tugevam kui h. Ideaali geneerilisuse implikatsiooni eeldus on
tdidetud. Seega kui G C P on geneeriline ideaal, siis iga n € o korral T,, N G # @. Jarelikult
auke ei saa geneerilises ideaalis olla, iga n € o korral leidub h € G, mispuhul n € dom h.

Kuna auke pole, ei saa olla pikkuse probleemi.

Geneerilise ideaali G C P poolt ldhendatava funktsiooni ¢g: & — {0, 1} kohta voime veel
delda, et g = |JG. Uhend kleebib siin koik g osalised konstruktsioonid kokku, aukude puu-
dumise ja liimitavate loplike jadade tihitatavuse tottu on tegu taisfunktsiooniga hulgal .
Reaalarvude binaarsest esitusest kantuna kutsutakse niisugust funktsiooni g Coheni geneerili-
seks reaalarvuks. Teisest vaatenurgast lisab G uue loenduva ,geneerilise” naturaalarvuhulga,
sest {n € ©|g(n) =1} on funktsiooni g abiga absoluutselt eraldatav. Sona ,,geneeriline
viitab siin meie teadmatusele sellest, missugune on lisatav funktsioon g. Néiteks pole teada (ja
antud juhul polegi voimalik teada saada) kujutuse g vadrtust iithegi sisendi korral. Véiksime

algset tingimuskogumit muuta, vottes tingimuskogumiks Fy, kus
Py={heP|0cdomhAh(0)=0}.

Nonda jatkates saaksime jadad gp,,, ,, mille kohta teame koiki vaartusi kohani n € , kuid
kirjeldus on ikkagi osaline, mitte téielik. Alles olukorras, kus joustamiskogum on jargmise
jaotise metalause I11.2 mottes triviaalne, saab kirjeldus olla taielik, kuid siis pole laiendamisel
motet: juba alguses kehtiks G € M.

Funktsiooni g vaédrtuste teada saamise voimatus johtub Rasiowa-Sikorski lemmast, mis
iitleb, et iga p € P korral leidub geneeriline ideaal G C P nii, et p € G. Antud néite kontekstis
tdhendab see, et iikskoik mis valikuid oleme binaarses rekursioonis seni teinud, jaab ikka
alles ,yalikute komplekt”, mis viib geneerilise ideaalini. Jargmises jaotiseses tehtavast jareldub
muide, et siinne G ei kuulu hulka M, s.o G ¢ M, vt 1k 105.

Tépsuse huvides mainime veel, et toodud tingimuskogumi P enda elemendid pole tava-
mottes saadavad mitte binaarse, vaid ternaarse rekursiooniga, kus nulli voi iithe votmise
asemel on kolmandaks variandiks ,mitte millegi* valimine, valimata jatmine (ehk funktsiooni

defineerimata jatmine vastaval sisendil).

1.3. Geneerilise ideaali leiduvus ja kuuluvus

Ukskdik millise tingimuskogumi P korral leidub alati ideaal G C P, nimelt tiihi hulk. Vastama-

ta on kiisimus, kas geneerilisuse omadusega ideaal {ildse leidub. Rasiowa-Sikorski lemma véidab,
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et geneeriline ideaal on alati olemas, sealjuures voime nouda lisatingimuse kehtivust. Teise
kiisimusena uurime, millal kuulub geneeriline ideaal G algsesse epsilon-kvaasimudelisse M, st
millal kehtib G € M.

Teoreem III.1 (Rasiowa-Sikorski lemma, [Weal4, lk 32|). Olgu K dlimalt loenduv hulk,
PeK jaod # P CK. Iga pyg € P jaoks leidub geneeriline ideaal G C P nii, et py € G.

asendusteoorias T O ZFC aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivse ja loenduva epsilon-
kvaasimudeli K := M ning tingimuskogumi P € M korral on Rasiowa-Sikorski lemma eeldused
loomulikult taidetud. Ent hulga M kui epsilon-kvaasimudeli omadusi pole siin {ildse tarvis,
mistottu pole me seda teoreemi sonastuses noudnud. Geneerilise ideaali leiduvust voiks siin
samuti moista niisuguses iildisemas kontekstis. Toestuses ei kasutata transitiivsust, sest oleme

taiendavalt noudnud alamhulgalisust P C K.

Hulga K iilimalt loenduvus on aga méédrava tahtsusega. See on iiks tulemus, mille jaoks on

tarvis meie kvaasimudeli M loenduvust. Toestuses pole valikuaksioomi vaja.

Rasiowa-Stkorski lemma toestus. Hulk K on iilimalt loenduv, seega hulga P suhtes
tugevaid alamkogumeid hulgas K on samuti iilimalt loenduv kogus, iiks neist P € K ise.
Olgu (Tk)keo tugevate hulkade ammendav loend (kordused lubatud), kusjuures Ty = P.
Et P # @, siis iga k € o korral T, # @. Iga k € » puhul T, C P C K, jarelikult
tihend T" := | Jc,, Tk = Uran (Tk)ree on iilimalt loenduv. Nummerdame hulga 7" elemendid

ammendavalt jadana (7g)gecw, kus kordused on lubatud.

Paneme téhele, et hulk 7" on potentselt jarjestatav: saame jarjestuse naturaalarvuhulgalt
iile kanda ja véltida valikuaksioomi kasutamist. Nimelt kahe elemendi ¢1,ts € T korvutamiseks
vordleme vahimaid indekseid ki, k2 € o, mispuhul 7, = t;, 7, = t2. Geneerilise ideaali
komplekteerimiseks ehitame kujutuse (u,)ne,. Jada n™. sammul valime P suhtes tugevast
hulgast T),+ vihima elemendi, mis iihtlasti on tugevam jada eelmisest liikmest u,,. Tépsemini

u: o — T, kus

Ug = Do,
up+ = G(nt,uln)),

milles G: w x T — T ja

G(k?,[t) :t@tETk/\HEEQ)(t:Tg/\Tg DR VAN
AVM € ot =T AT 2 =1 < m)).
Funktsiooni G definitsioon on korrektne: noutav arv £ € w ja element t = 7; € Ty, alati leiduvad,
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sest T}, on P suhtes tugev. Jada u,, ehitust voib pohjendada néiteks jareldusskeemi .22 varian-
diga, milles fiktiivne muutuja = on hoopis aktiivne ja py on parameeter. (Siin on G vaadeldav
ka hulgafunktsioonina, mitte ainult klassifunktsioonina. Kasutame ikkagi klassitahistust, et

valtida segadust geneerilise ideaaliga G.)

Geneeriliseks ideaaliks sobib votta

G = P(ran(up)neo) N P =

= (ran(un)new)g}’ =

={peP|Incovpu,)}

Selgesti G C P. Kehtib lisatingimus pg € G, sest P 3 py C ug. Alamhulgalisuse C transi-
tiivsusest johtub G kinnisus norgemate tingimuste suhtes. Tingimuste ¢, ¢ € G, kus g C u,,
9" C Uy, kooskdlalisuse tunnistajaks sobib tmax {nny, sest kujutus (up)ne, on konstruktsiooni
tottu C-kasvav. Kokkuvottes on G ideaal. Geneerilisus on vahetu, sest (T)re., oli ammendav

loetelu P suhtes tugevatest hulkadest ning uy € Ty iga k € o korral. ]

Rasiowa-Sikorski lemma rakendamisel kasutame hulga M transitiivsust selleks, et saada

alamhulgaline sisalduvus P C M.

Kui K on sisemisest seisukohast lahtudes iilimalt loenduv, saaksime Rasiowa-Sikorski
lemma iile kanda epsilon-kvaasimudelisse M metateoreemiskeemiga II.1. Samas rangelt me-
tadefinitsiooni I11.1 mottes geneerilist ideaali hulgas K := M me niimoodi ei saa. Hulk M
ei ole sisemisest vaatenurgast ehk M-kodanike jaoks loenduv. Hulk M pole M-kodanikele
isegi hulk, vaid périsklass U. Hulga M sees ei pruugi olla toestuses vaja ldinud tugevate
hulkade jada (Tk)kew, seega ka mitte jadasid (7% )kee €8a (Un)new- Eriti kehtib toodud arutelu
juhul M = M.

Missuguste tingimuskogumite P korral leidub M-né&htav geneeriline ideaal G € M? Vastuse

annab jargmine

metalause II1.2 (geneerilise ideaali kuuluvus kvaasimudelisse, [Weal4, 1k 33]). Olgu M
aksioomide metametahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusasen-
dusteoorias T D ZFC. Utleme, et joustamistingimus p € P on triviaalne, kui koik sellest

tugevamad tingimused hulgas P on omavahel kooskdlas. Kehtib tulemus

Vo #£ P e M(Elp € P(,p on triviaalne*) <
< 3G € M(,G C P on geneeriline ideaal”)).
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Toéestus. Anname toestuse idee.

(,=") Kui p € P on triviaalne tingimus, sobib votta
G={geP|3Ise P(p,gCs)},

sealjuures G € M, sest defineeriv tingimus 3s € P(p,g C s) on M-absoluutne, P € M

ning M on eraldamisaksioomiskeemi epsilon-kvaasimudel.

(,<*) Triviaalse tingimuse puudumisest johtub, et hulk P \ G on P suhtes tugev. Kui
oleks G € M, siis hulkade vahe M-absoluutsusest funktsioonina P \ G € M. Ideaali
geneerilisus nouaks voimatut 16ikuvust G N (P \ G) # @, vastuolu. |

Reeglina joustamiskogumis triviaalset tingimust ei leidu, seega tavaliselt G ¢ M ning

laiendamine on oma olemuselt sisukas.

Jaotise 1.2 ndite jdtk, [Kun80, lk-d 192-193]. Meenutame, et tingimuskogumiks P € M
oli
P={p: A—-{0,1} | AC wA ,,A on loplik“ }.

Niisugusel tingimuskogumil pole kunagi geneerilist ideaali G € M, sest triviaalne jousta-
mistingimus puudub. Kui p € P on suvaline, siis max A + 1 ¢ domp = A. Tingimused
g = pU{(max A+ 1,0)} ja ¢ = pU {(maxA + 1,1)} on tugevamad kui p, kuid pole

omavahel kooskdlas (mélemast tugevam tingimus ei oleks funktsioon).

Saime, et G ¢ M. Kas on mdeldav, et sellest hoolimata g :=|J G € M? Vastus on eitav.
Nimelt alamkogum T := {q € P | =(q C g) } on P suhtes tugev. Kui p € P ja A := domp,
siis

¢ :=pU ({(max A+ 1,0), (max A+ 1,1)} \ {(max A + 1, g(max A + 1))})
on tugevam kui p ning ¢ € T. Samal ajal G N'T = &, sest olukorras ¢’ € G arusaadavalt
¢ C UG = g. Kui oleks g € M, annaks M-tokestatud eraldamisaksioomiskeem, et 7' € M.
Ideaali geneerilisusest tuleneks G N'T # &, vastuolu. A

1.4. Tugevuse abimoisted ja -tulemused

Sonastame kaks metatulemust, mida on mugav kasutada joustamise pohimetateoreemiskeemi
toestuses [Weald, lk-d 38-39|. Metatulemuste endi pohjenduseks kasutame omakorda abi-
metalemmat. Abimetalemma iitleb, et geneeriline ideaal 16ikub ka teatud hulkadega, mis ei

tarvitse olla P suhtes tugevad.
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Abimetalemma III.3 (|[Weal4, lk-d 38-39]). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) tran-
sitiione ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T 2O ZFC. Las olla P € M tingimusko-
gum, G C P geneeriline ideaal. Olgu D € M alamkogum D C P, mispuhul iga G element on
mingi D elemendiga thitatav. Siis G N D # @.

Toestus. Vaatleme hulka

Tp = {7 € P|,7 on tugevam kui mingi D element* V

V,,7 pole iihegi D elemendiga iihitatav* }.

Selgesti Tp C P. Lisaks Tp € M, sest see on eraldatud M-nahtavast hulgast P eraldamisak-
sioomi abil, kusjuures eraldamiseks kasutatav valem on M-absoluutne ning parameeter D on

samuti M-nahtav.

Alamkogum Tp on hulga P suhtes tugev. Toesti, olgu p € P. On kaks voimalust. Kui p
pole ithegi Tp elemendiga kooskolas, siis kohe p € T ja tugevuse refleksiivsuse tottu korras.
Kui p on iihitatav mingi D elemendiga d, siis p ja d kooskolalisuse tunnistaja ¢ 2 p,d on

tugevam kui d € D, sestap q € Tp, korras. Ideaali geneerilisusest johtub, et G N Tp # @.

Valime g € G N Tp. Abilemma eelduse jérgi on g € G hulga D mingi elemendiga kooskolas,
seega g € Tp kaudu kehtib hulga Tp defineerinud disjunktsiooni esimene pool. Tahendab, g
on tugevam kui teatav D C P element d'. Ideaal on norgemate tingimuste suhtes kinnine,
kust d' € G ja vimaks d € GN D # @. [

Lemmade sonastamiseks on moistlik defineerida paar tdiendavat tugevusega seotud moistet.

Definitsioon ITI.2 (hulga tugevus, iilitugevus, taielik iilitugevus, [Weal4, lk 30]).

a. Alamkogumit 7" C P nimetatakse tingimuse p suhtes tugevaks, kui hulgas T leidub

tingimusest p tugevam element.

b. Alamkogumit 7' C P nimetatakse alamkogumi E C P suhtes tugevaks, kui T on

iga e € E suhtes tugev. (Varem oli defineeritud tugevus konkreetselt P suhtes.)

c. Utleme, et alamkogum 7' C P on tingimuse p suhtes tlitugev, kui T" on hulga
{q epP ‘ »(q on tugevam kui pu } _ p:_) AP

suhtes tugev (kogum p= on périsklass, p= # p<). Erijuhul sisaldab T koiki tingimu-

sest p tugevamaid elemente, p2 N P C T. Sel juhul riigime alamkogumi T tédielikust
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tlitugevusest p suhtes.

Téielikust iilitugevusest tingimuse p suhtes johtub iilitugevus iga tingimusest p tugevama
elemendi suhtes. Ulitugevusest p suhtes jireldub tugevus koigi tingimusest p tugevamate

elementide suhtes.
Sonastame ja toestame metalemmad. Molema toestuses rakendame abimetalemmat I11.3.

Metalemma II1.4 (|[Weal4, Ik-d 38-39|). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne
ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum,
G C P geneeriline ideaal. Kui alamkogum T C P on M-ndhtav ja tkskoik millise ¢ € G
suhtes tlitugev, siis G N'T # .

Toestus. Eelduste pohjal T C P, T' € M ja T on tingimuse ¢’ suhtes iilitugev. Abime-
talemma III.3 tarbeks néitame, et ideaali G iga element on {ihitatav mingi 7' elemendiga.
Las g € G. Ideaali definitsiooni pohjal leidub ¢ ja ¢’ kooskolalisuse tunnistaja ¢q. Hulk 7" on
tilitugev ¢’ suhtes, jarelikult tugev ¢ suhtes. Tugevuse tunnistaja 7 € T, kus 7 D ¢, tunnistab
ka elementide ¢ ja 7 {ihitatavust. Abimetalemma I11.3 néuded on rahuldatud, vottes D =T,
seega G NT # @. |

Teine metalemma {itleb, et iga alamkogum H O G on mingi G elemendi suhtes téielikult

iilitugev.

Metalemma II1.5 ([Weal4, Ik-d 38-39|). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne
ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum,
G C P geneeriline ideaal. Kui alamkogum H C P on M-ndahtav ja G C H, sits H on mingi

tingimuse g € G suhtes taielikult ilitugev.

Téestus. Kuna G C H, siis G N (P \ H) = @. Viltimaks abilemma III.3 rakendumist
hulgale D := P\ H ja seega vastuolu tingimusega G N (P \ H) # @, peab leiduma niisugune
g € G, mis pole ithegi P\H elemendiga kooskolas. Isedranis ongi H tingimuse g suhtes téielikult
tilitugev. Kui iikskoik milline elemendist g tugevam ¢ ei kuuluks hulka H, kehtiks ¢ € P \ H

ja q sobiks tingimuste g ja ¢ kooskolalisuse tunnistajaks, vastuolu g valikuga. ]

1.5. P-nimed, Weaveri P-nimed. P-nimede kandjad. Laiend M |G|

Uldiselt jéi geneeriline ideaal G C P viljapoole loenduvast epsilon-kvaasimudelist M. Meta-
lause IT1.2 jargi kuulus G € M parajasti siis, kui tingimuskogumis P leidus triviaalne tingimus.

Tavaliselt triviaalset tingimust ei eksisteeri, seega peame kvaasimudelile M geneerilise ideaali G
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lisama. Sealjuures tuleb tagada, et saadav M[G] oleks jatkuvalt valemimetahulga Ax(ZFC)

transitiivne epsilon-kvaasimudel teoorias ZFC*. [Weal4, lk 33|

Mudeldamise sailitamiseks peame joustamislaiendis arvestama ,uute hulkadega®, mis kvaa-
simudelis M olid ndhtamatud. Kui M-kodanik saaks ilmutuse geneerilisest ideaalist G ¢ M,
voiks niisugune kodanik moodustada kvaasimudeli M hulkade X € M varem tundmatuid
alamhulki:

RYG) ={zeX|IpeC((z.p) R},

kus R C X x P on suvaline M-nahtav seos. Paraku on uusi M-hulki palju rohkem. Kui uus
Y € M on kies, voib hulga X asendada néiteks hulgaga Y voi P(Y X Y)M ja poordseoste
moodustamist korrata. Vajame meetodit, kuidas iithekorraga uusi hulki kirjeldada. [Weal4,
1k 34]

Osutub, et uute hulkade leidmise protsessi saab jagada kahte ossa [Wecal4, 1k 34|.

1) Kéigepealt moodustame seoste hierarhia (VflD )acora, mida kutsutakse P-nimede hierar-
hiaks. Hierarhia moodustamine ei soltu geneerilisest ideaalist G, kuid viiakse ikkagi 1abi

meie universumis.

e Weaveri [Weal4, lk 34| eeskujul eraldame P-nimede hulgast tlespoole C-kinniste
P-nimede hierarhia. P-nimeks ja iilespoole kinniseks P-nimeks (W.)ocgra olemine
on absoluutne. Niisuguses tdhenduses saab epsilon-kvaasimudeli M aru, kas selle

element on (iilespoole C-kinnine) P-nimi voi mitte.

2) Saadud seostest ehk P-nimedest moodustame poordseosed, saadav hulk on joustamis-
laiend M|G]. Vastavaid poordseoseid kutsume P-nimede kandjateks. Protsess toimub
tiitipiliselt véljaspool epsilon-kvaasimudelit M, sest reeglina G ¢ M. [Kun80, lk-d 188—
189

Madrkus II1.3. Bakalaureusetoos toodud Weaveri P-nimi ja Weaveri [Weal4, lk 34] mottes
P-nimi 16puni ei kattu. Weaveri [Weal4, lk 34] P-nimi oleks meie mottes M-tokestatud
Weaveri P-nimi, vt metadefinitsiooni II1.6. Niisugususe muudatuse tegime, et paremini avada
tavaliste ning Weaveri P-nimede omavahelist seost, mis on kahe nimevariandi paralleelseks
rakendamiseks tarvilik. Molemat variandi tundes saame valida sellise P-nime, mille kasutamine
on parasjagu lihtsam. Mérgime ka, et ainult Weaveri [Weal4, 1k 34| definitsiooniga piirdudes
poleks varasemate absoluutsuse tulemuste kasutamine voimalik, sest vastav definitsioon poleks

antav teooria ZFC keeles, sisaldades konstantsiimbolit M.

Jargnevas viies alamjaotises 1.5.1-1.5.5 ning jaotises 1.6 defineerime nimetatud moisted

rangelt ja toestame nende kohta kiivaid pohilisi omadusi.
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1.5.1. P-nime definitsioon ja absoluutsus

Alustame P-nimede definitsioonist ehk seoste hierarhiast. P-nimed ehitatakse transfiniitse
rekursiooniga (jéreldusskeem 1.22, tingimuskogum P on parameetri rollis). Tingimuskogumi P
definitsioonist johtuvalt on koik tingimuskogumist radkivad definitsioonid ning tulemused
tegelikult metadefinitsioonid ning metatulemused. Kui aga epsilon-kvaasimudeli M pole

sonastuses ega definitsioonis tahtis, jatame tdiendsona meta- tapsust kaotamata éra.

Definitsioon III.4 (P-nimi, nimeastak, [Wik22; Kun80, 1k 188]). Olgu P tingimuskogum.

Hierarhiat (V2),cora nimetatakse P-nimede hierarhiaks, kui

VP = P(VE x P),

ve = Vg , kui @ # 0 on piirordinaalarv.
\ B<a

Vastavat iithendklassi V& = J,copq V5 kutsutakse P-nimede klassiks. Elemente 7 € V7

kutsutakse P-nimedeks. Hulga x nimeastak defineeritakse jargmiselt:

a, kuizeVE AzgVE,
nRank(z) =
g mujal.

Weaveri [Weald, 1k 34| jargi defineerime tlespoole C-kinnised P-nimed, nimeastaku.

Definitsioon IIL.5 (iilespoole C-kinnine ehk Weaveri P-nimi, [Weald, lk 34]). Olgu P

tingimuskogum. Hierarhiat (WY),corq nimetatakse P-nimede hierarhiaks, kui

(
W o =a,

WPy = {7 ePWE x P)|,r on iilespoole C-kinnine* },

Wl = U Wg , kui o # 0 on piirordinaalarv,
\ B<a

kus
,7 on iilespoole C-kinnine* := (Vo € dom7)(Vp,q € P) ((a, p)ETAPC q=(0,q) € 7').

Vastavat iihendklassi W = |J, copq WE kutsutakse iilespoole C-kinniste P-nimede klassiks.

Elemente 7 € WX kutsutakse tilespoole C-kinnisteks P-nimedeks. Lithemalt raagime Weaver:
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P-nimedest. Hulga x Weaveri nimeastak defineeritakse jargmiselt [Weald, lk 34]:

o, kuizeW: Ax¢ W,
nRank(z) =
2 mujal.

Vordle nimeastakute definitsiooni hulga astaku moistega.

Jargmine lause valgustab (Weaveri) P-nimede struktuuri ning tavaliste ning Weaveri P-

-nimede omavahelist seost.
Lause I11.6. Kehtivad jirgmised vdited.

(1) Tidhi hulk @ on (Weaveri) P-nimi (Weaveri) nimeastakuga 0. Iga 1 > o € 0rd puhul
geVlnwy.

(2) Kui T on (Weaveri) P-nimi ja x € T, siis x = (o,p), kus o on mingisugune (Weaveri)

P-nimi, p € P ning (nRank(c) < nRank(7)) nRank(c) < nRank(7).
(3) Iga ordinaalarvu o, § korral, kui oo < B, siis VE C VE [Van16, 1k 21] ja WY C WS

(4) Kui hulk T koosneb paaridest (o,p), kus o on P-nimi ja p € P, siis T on P-nimi. Kui
hulk T koosneb paaridest (o,p), kus o on Weaveri P-nimi, p € P, ja T on tlespoole

C-kinnine, siis T on Weavert P-nimi.
(5) Iga o € Ord korral WY C VP,

(6) Iga T korral kehtib implikatsioon
,,7 on Weaveri P-nimi“ = ,,7 on P-nimi*.

Vastupidine implikatsioon reeglina ei kehti.

(7) Iga hulga T puhul nRank(7) < nRank(7). Kui 7 on Weaveri P-nimi, siis iRank(7) =
= nRank(7).

Toestus. Pohjendame naitlikustamiseks véite (3) Weaveri P-nimede ning véite (4) P-nimede

jaoks.

(3) Induktsioonihiipoteesi tugevdamiseks toome sisse abimuutuja 7 ning toestame véite

[]

(Vy € 0rd) V3, a(a < B <y=W, gwg).

€
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Kasutame teoreemiskeemi 1.19 iihe eeldusega transfiniitset versiooni valemile ¢[y].
Oletame, et mingi v € 0Ord jaoks kehtib iga 6 < v korral véide ¢[y/d], s.o ekvivalentselt

votame induktsioonieelduseks
VLo (o < B < 6=W CWE),

ja nditame, et siis kehtib ka ¢[v]. Olgu § < 7. Véide ¢[y] on vahetult iithendi definit-
sioonist tuletatav, kui 3 on piirordinaalarv. Olgu sestap 8 = b*. Kui niitid « < b, siis
induktsioonieeldusest W, C W/, vottes o/ := «, 8 := b ning § := b*+. Jérelikult piisab
toestada, et Wf - W{;.

Las 7 € WY, siis 7 on iilespoole C-kinnine ning leidub ' < b nii, et 7 C WY x P. Taas
pea identselt induktsioonieeldusest W5 C W{: , millest 7 C W{; x P C Wf x P. Seetottu

7€ {o€PW x P)|,o oniilespoole C-kinnine* } = W}’

Kokkuvéttes W) C W/, nagu oli tarvis.

Toestame tulemuse iiksnes P-nimede jaoks, Weaveri P-nimede korral on toestus analoo-
giline. Koosnegu 7 paaridest (o, p), kus o on P-nimi ja p € P. Asendusaksioomiskeemiga

moodustame hulga
nRank(dom 1) = {« € Ord | 3o, p((0,p) € T A @ = nRank(0)) }.

Lause 1.11 osa (1) ning lause 1.10 osa (5) jérgi on (|JnRank(dom 7'))+ =: ( ordinaalarv,
sealjuures suurem kui koik ordinaalarvud hulgas nRank(dom(7)). Osa (3) ja nimeastaku
definitsiooni pohjal 7 C Vg x P, kust hiljemalt 7 € V;;. Seega 7 € VP ehk tegu toesti
P-nimega. |

Jéarelmise lause pohieesmérk on toestada, et omadus ,,7 on (Weaveri) P-nimi“ on absoluutne

piisava epsilon-kvaasimudeli suhtes. Selleks ehitame vastavale omadusele karakteristliku klas-

sifunktsiooni. Kasutame potentselt regulaarset rekursiooni. Seoseks z £ x votame z € |JJz.

P-nimeks olemise absoluutsus tuleneb potentselt regulaarse rekursiooni absoluutsusest, meta-

teoreemiskeemist 11.13.

Lause III.7 (P-nimeks olemise absoluutsus). (1) Seos z E z = z € |J|Jz on potentselt

requlaarne klassil U.
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(2) 1) OlguGy: U xU— {0,1} klassifunktsioon [Kun80, lk 188|, kus

1, kui,7 onseos A (Vo € dom7)(f(o) =1)A
Gi(r, f) = A (Vp € ranT)(p € P),

0 vastasel korral.

Tahistame klassil U seosega E osast (1) ja klassifunktsiooniga Gy labi viidud rekur-
siooni tihest tulemust kui Fy. Kehtib ekvivalents T € VP < Fi (1) = 1 [Kun80, 1k 188|

ehk
»7 on P-nimi“ < Fy(1) = 1.

ii) Olgu Gy: U x U — {0,1} klassifunktsioon, kus

1, kui,7 onseos“ A (Vo € domT)(f(o) =1) A
Go(7, f) = A (¥p € ranT)(p € P) A,7 on iilespoole C-kinnine®,

0 vastasel korral.

Tihistame klassil U seosega E osast (1) ja klassifunktsiooniga Go 1abi viidud rekur-
siooni iihest tulemust kui Fy. Kehtib ekvivalents 7 € WP < Fy(1) =1 ehk

,7 on Weaveri P-nimi“ < Fy(1) = 1.

(3) Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZF) transitiivne epsilon-kvaasimudel asendusteoo-
rias T D ZF, sh tingimuskogum kuulugu klassi M, s.o P € M. Omadused ,,7 on P-nimi*

[Kun80, 1k 188] ning ,,7 on Weaveri P-nimi“ on M-absoluutsed.

Lause II1.7 osa (3) on tegelikult omaette metalauseskeem.

Toestus. (1) Seos z E z = z € [J|Jz on hulgalaadne, sest extz(z) ={z€U|zEz} =
= JUJx on hulk. Péhjendame, miks klass U on potentselt E-regulaarne. Kui x # @, siis
saame regulaarsuse aksioomi kasutades valida vihima astakuga Rank elemendi £ € x.
See ¢ sobib rangelt E-minimaalseks elemendiks hulgas x. Vastasel korral leiduks £ € x nii,
et & € |JUU¢E. Eriti siis & € tee(€) = te(€), lause 1.28 osa (4) jargi Rank(£') < Rank(§).

Vastuolu elemendi £ valikuga.

(2) Toestame tulemuse iiksnes Weaveri P-nimede jaoks, tavaliste P-nimede korral on toestus

analoogiline.

ii) Selgesti on Go(7, f) klassifunktsioon klassil U x U, seose E potentne regulaarsus
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klassil U osast (1). Rekursioon on korrektne (teoreemiskeem I.20). Olgu rekursioonist

saadud iiheselt médratud klassifunktsioon Fy. Toestame, et kehtib ekvivalents

,7 on Weaveri P-nimi“ < Fy(1) = 1.

Potentselt regulaarse induktsiooniga seose E jargi. Oletame, et mingi hulga 7 jaoks
kehtib ekvivalents koigi o € |J|J 7 korral. Néitame, et sellest jéreldub ekvivalents 7
jaoks. Vaatleme kahte juhtu.

(<) Fa(r) = 1. Siis Go(7,F2(7)|yy-) = 1. Jarelikult 7 on {ilespoole C-kinnine

seos, mille elemendid (o, p) € 7 on sellised, et F3(0) = 1 ja p € P. Kuratowski
jarjestatud paari definitsioonist o E 7, induktsioonihiipoteesist on o Weaveri
P-nimi. Niisiis hulk 7 koosneb paaridest (o,p), kus ¢ on Weaveri P-nimi,
p € P, ja 7 on iilespoole C-kinnine. Lause IT1.6 osa (4) pohjal on 7 Weaveri

P-nimi.

(»=") Fao(1) = 0. Siis Go(7,F2(7)|yyr) = 0. Peab kehtima klassifunktsiooni Gy

konjunktsiooni eitus. Kui 7 pole iilespoole C-kinnine, pole vahetult definit-
sioonist tegu Weaveri P-nimega. Lause I11.6 osa (2) jargi on Weaveri P-nimi
seos, koosnedes sealjuures paaridest (o, p), kus ¢ on Weaveri P-nimi ja p € P.
Seega kui 7 pole seos voi kui leidub p € ran7 nii, et p ¢ P, ei saa 7 olla
Weaveri P-nimi. Viimane variant on, et leidub ¢ € dom 7, mispuhul (o) = 0.
Induktsioonihiipoteesist pole siis ¢ Weaveri P-nimi, kust ka 7 pole Weaveri

P-nimi.

(3) Toestame tulemuse taas Weaveri P-nimede jaoks. Osa (2) pohjal on hulk 7 Weaveri P-ni-

mi parajasti siis, kui Fo(7) = 1. Ekvivalentsi toestus on asendusteoorias T kenasti tehtav,
seega laheb see metateoreemiskeemi I1.1 mottes 1abi epsilon-kvaasimudelis M. Funkt-
siooni Fy defineerisime potentselt regulaarse rekursiooniga. Absoluutsuse toestamiseks

piisab niisiis ndidata, et funktsiooni Fy saamise rekursioon on M-absoluutne.

Kontrollime metateoreemiskeemi 11.13 eeldusi. Teooria T ja epsilon-kvaasimudel M sobivad.

1) U on klassina M-absoluutne, sest x = = on absoluutne;
2) E on seosena M-absoluutne, sest z € |J|Jz on absoluutne;

3) tingimused ,,7 on seos”, (Vo € domT)(f(c) = 1), (Vp € ran7)(p € P) ja nende

eitused on absoluutsed, lisaks P € M. Funktsioonid 7 + dom7, 7 — ran7 on
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funktsioonidena absoluutsed, 0, 1 on konstantidena absoluutsed. Seetottu on ka G

funktsioonina absoluutne;

4) kui x € M, siis (y =UJUx)|, ©y=UUz. Samuti JJz €M, sest x — |JJz on
funktsioonina absoluutne. Seega tGesti saame, et ,E on hulgalaadne klassil U“|,;

5) kuix € UNM =M, siis exte(z) = Uz € M ja epsilon-kvaasimudeli M transitiivsuse
tottu exte(z) CM.

Koik eeldused on taidetud. Kokkuvottes ongi omadus ,,7 on Weaveri P-nimi“ asendus-

teoorias T M-absoluutne. [ ]

Lause IT1.7 osa (3) viite iimbersonastusena voime delda, et klassid VF ja W” on M-absoluutsed

piisava epsilon-kvaasimudeli M suhtes, st

VA =vPnm, W =wPnum

Metadefinitsioon III1.6 (tokestatud (Weaveri) P-nimede klass). Olgu M aksioomide meta-
hulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T 2O ZFC. Las P

olla tingimuskogum hulgas M.

a. Tokestatud P-nimede klassiks MP [Kun80, 1k 189] kutsutakse hulka

M? = {7 € M|,ron Pnimi“|,, } = {7 € M|, 7 on P-nimi“ } =

VP nm=A)"
b. Tokestatud Weaveri P-nimede klassiks M, [Weal4, 1k 34] kutsutakse hulka

M == {1 € M | ,7 on Weaveri P-nimi“|,, } = {7 € M | ,7 on Weaveri P-nimi* }
M
=WrnM=W")".
P-nimedest ja Weaveri P-nimedest on koige olulisemad just tokestatud nimed. Toestame, et

lause IIL.6 osa (2) esimene pool kehtib analoogselt tokestatud (Weaveri) P-nimede jaoks.

Metalemma II1.8. Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-
kvaasimudel asendusteoorias T 2 ZFC, las olla P € M tingimuskogum. Kui T on tokestatud

(Weaveri) P-nimi ja y € T, siisy = (o,p), kus o on mingisugune tokestatud (Weaveri) P-nimi
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ning p € P.

Téestus. (Weaveri) P-nimeks olemise absoluutsuse tottu on tokestatud (Weaveri) P-nimed
ka périselt (Weaveri) P-nimed. Kui 7 on tokestatud (Weaveri) P-nimi ja y € 7, siis lause 111.6
osa (2) jargi y = (o,p), kus 0 on (Weaveri) P-nimi, p € P. Kuratowski jirjestatud paari
definitsiooni jirgi o € |J|J 7. Uhendi absoluutsusest funktsioonina | J|J 7 € M, transitiivsusest
UU7T € M, sestap o € M. Uuesti (Weaveri) P-nimeks olemise absoluutsusest tulenevalt

on o tokestatud Weaveri P-nimi. |

1.5.2. P-nime kandja definitsioon ja absoluutsus

Siin jaotises defineerime (Weaveri) P-nimede kandjad ehk moodustame seoste hierarhia
kaudu sobivad poordseosed. Olgu D C P suvaline alamkogum, rakendustes on hiljem D
geneeriline ideaal. Kui 71 on P-nimi ja 79 Weaveri P-nimi, tdhistame vastavaid kandjaid
kui valp(7i) ning valp(7z). Need hulgad ehitatakse potentselt regulaarse rekursiooniga
klassidel V¥ ning WP, piltlikult defineeritakse [Kun80, lk 189; Weal4, lk 35|

valp(@) = 9, ' valp(9) = g,
ja
valp(m) = {valp(oy) | o1 € 1~ 1(D)} valp(m) = {valp(os) | o2 € YD) }.

Siin téhistab 7,7 1(D) hulga D originaali seosega 7;, tihendab
o; € Ti_l(D) <~ Elp < D((O’Z,p> € Ti)-

Kandja saamise rekursioon on loogiline ses mottes, et kui 7; jaoks kandjat defineeritakse, on

,wvarasemad kandjad“ juba valmis, s.o
dp € D((04,p) € 7;) = nRank(o;) < nRank(7;)

tanu lause I11.6 osale (2).
Vastavate rekursioonide range vorm on toodud jargmises
lauses II1.9 ([Vs022]). Olgu D C P, kus P tingimuskogum.

(1) Seos o E 7 := 0 € 7= Y(D) on potentselt requlaarne klassidel V¥ ja W .
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(2) Olgu G: U x U — U klassifunktsioon, kus

ran f, kui, f on funktsioon",

G(r, f) =G(f) =

o vastasel korral.

(Muutuja T on fiktiivne.)
i) Tdhistame klassil V¥ seosega E osast (1) ja klassifunktsiooniga G libi viidud rekur-

stooni thest tulemust kui valp. Kehtib vdide

(Vr e VP) valp(7) = {valp(o) |oc € 7 (D)}

ii) Tdihistame klassil WX seosega E osast (1) ja klassifunktsiooniga G libi viidud rekur-

stooni thest tulemust kui valp. Kehtib vdide
(Vr e Wh) valp(r) = {valp(o) |c € 7 1(D)}.

Téestus. (1) Klasside VP ja WY potentse E-regulaarsuse tdestamiseks kasutame lauseskee-

mi 1.24. Piisab naidata, et leidub klassifunktsioon F: U — Ord nii, et
Vo, 7 e VP (0 ET=F(0) <F(1)).

Sobib votta F' := nRank, vastav range vorratus pohjendatud lausele IT1.9 vahetult eelnevas
osas. Klassi WX korral votta F := fiRank voi kasutada kohe Weaveri P-nimede p € WY

jaoks kehtivat vordust nRank(p) = nRank(p) (lause IIL.6 osa (7)).
Hulgalaadsuseks méargime, et
extyrp(7) = {0 € vr |cET} =
—{ocecV'|oer (D)} =
—{ocer (D) |ocecV'} =
= {ocerYD)|,o on P-nimi“}

on eraldamisaksioomiskeemi pohjal hulk. Analoogiliselt on hulk

extyrg (1) = {0 € 7 H(D) | ,o on Weaveri P-nimi“ }.
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(2) Toestame Weaveri P-nimede jaoks ehk alamosa ii), tavaliste P-nimede korral igati
analoogiline. Olgu 7 € WP, Teoreemiskeemist 1.20 (arvestades, et 7 on praegusel juhul

klassifunktsioonis G fiktiivne)

valp(r) = G(7, valplext,p () =
- G(EDEXTJW]D’E(T)) =
= ranvalples,, (r) =
={valp(o) | o € extyry(7) } =
={valp(o)|c e W ACET} =
={valp(o)|oeW Ao e YD)} =
= {valp(o)|oce (D) }.

Viimases vorduses kasutame tingimuse o € WY dra jitmiseks teadmist, et 7 oli Weaveri
P-nimi, sisalduvust D C P ning lause II1.6 osa (2)). [

Saame anda range (Weaveri) P-nime kandjate méaératluse.

Definitsioon III.7 ((Weaveri) P-nime kandja). Olgu P tingimuskogum, las D C P alamko-

gum. Olgu valp ja valp klassifunktsioonid vastavalt lause I11.9 osa (2) jaotistest i) ning ii).

a. Klassi valp(VF) elemente valp(r), 7 € VE, kutsume P-nimede D-kandjateks [Kun80,
Ik 189).

b. Klassi valp (W) elemente valp(7), 7 € W, kutsume Weaveri P-nimede D-kandjateks
[Weal4, 1k 35].

Kui hulk D on kontekstist selge, rddgime lihtsalt (Weaveri) P-nimede kandjatest. Kirjanduses
kohtab P-nime kandja valp(7) jaoks tihistusi val(r, D) [Kunl3, Ik 247|, 70 [Weal4, 1k 35]
ja 7p [Kun80, 1k 189]. Erandkorras, kui on tarvis réhutada tingimuskogumit P, kirjutame

kuju val asemel val®.

P-nime D-kandjate klassifunktsioonid valp ja valp on funktsioonidena absoluutsed piisava
epsilon-kvaasimudeli N suhtes, kui sealjuures D € N. Niisugune absoluutsus on oluline alles
hiljem, kui toestame joustamislaiendi M [G] vahimust. [Kun80, 1k 189]

Metalauseskeem IT1.10 (kandja klassifunktsioonide absoluutsus funktsioonina). Las ol-

la N aksioomide metahulga Ax(ZF) transitiivne epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O ZF.

117



III PEATUKK. JOUSTAMINE SK

Olgu P € N tingimuskogum, D C P alamkogum ning lisaks D € N. Siis

(1) klassifunktsioon valp on funktsioonina N-absoluutne [Kun80, Ik 189],

(2) klassifunktsioon valp on funktsioonina N-absoluutne.

Toestus.

Taiesti analoogilised, toestame Weaveri P-nime kandjate jaoks.

(2) Kontrollime metateoreemiskeemi I1.13 eeldusi. Teooria T ja epsilon-kvaasimudel N sobivad.
Edasi

1)

W” on klassina N-absoluutne, lause II1.7 osa (3);

2) E ehk o € 771(D) on seosena N-absoluutne, sest 0 € 771(D) < Ip € D((o,p) € 7)

3)

5)

ja dp € D((o,p) € T) on absoluutne;

tingimus ,,f on funktsioon“ ja selle eitus on absoluutsed. Funktsioon 7 — dom 7
funktsioonina absoluutne, @ konstandina absoluutne. Seetottu ka rekursioonist
parit G, kus

ran f, kui, f on funktsioon®,

%] vastasel korral,
on funktsioonina absoluutne;
kui 7 €N, siis (y = T‘l(D))|” &y = 7 YD), metateoreemiskeemi I1.7 jaotise (5)
osa (v). Samuti 771(D) €N, sest 7 — dom 7 on funktsioonina absoluutne ja

71 (D)={o cdomT|3IpecD(o,p) )}

on saadav eraldamisaksioomiskeemiga. Isedranis just N-ahendatud eraldamisaksioo-
miga, sest eraldamistingimus on absoluutne ning D € V. Seega toesti saame, et
.E on hulgalaadne klassil U“|,;

kui 7 € WP NN = Ny, siis extz(z) = 77(D) € N ja epsilon-kvaasimudeli ¥

transitiivsuse tottu extg(z) C .

Koik eeldused on téidetud. Kokkuvottes ongi valp on funktsioonina N-absoluutne. W

Kavatsetud rakenduses on alamkogum D just geneeriline ideaal GG. Piisab G kinnisusest

norgemate tingimuste suhtes, et niidata kandjaklasside vordusi valg(VF) = valg(WF) ja

valg(M?) = valg(M{;). Nende klasside vorduse tdestame jirgnevas alamjaotises genereeritud
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Weaveri P-nimede abil. Samuti 1aheb tarvis lihtsat

lemmat ITT.11 (|[Weald, 1k 35]). Olgu P tingimuskogum ning D C P alamkogum. Kui T on

Weaveri P-nimi, siis valp(r) = valp(T).

Toestus. Vahetu transfiniitne induktsioon iikskoik kumma nimeastaku jéargi voi potentselt

regulaarne induktsioon seosel o € |J|J 7. [

1.5.3. P-nime poolt genereeritud Weaveri P-nimi. Laiend M|[G]|

Toome sisse P-nime T poolt genereeritud Weaveri P-nime gW(7) moiste. Mote on defineerida

{gw(g) =g,
={

gW(r) ={(gW(0),q) |ge PATpe P((o,p) eTApCq)}.

Niisiis saadakse genereeritud Weaveri P-nimi algsest P-nimest rekursiooniga, varasemast
astmest voetakse kaasa juba loodud genereeritud nimed ning uuel astmel tagatakse {ilespoole

C-kinnisus.

Madérkus IIL.8. Siinne genereeritud Weaveri P-nimi on Weaveri [Weal4, lk 35| mottes
genereeritud P-nime iildistus. Lisaks méarkuses II1.3 kirjeldatud lahknevusele on erinevus
selles, et Weaveri definitsioon ei ole (ega peagi olema) rekursiivse iseloomuga, samas kui
meie méadratlus on ja peabki olema rekursiivne. Weaver [Weal4] ei kasuta iildse tavalisi
P-nimesid. Ta lahtub P-nime genereerimisel hulgast 7y, mille elementideks on paarid (o, p),
kus o on Weaveri P-nimi, kuid hulk 7y pole iilespoole C-kinnine [Weal4, 1k 35]. Seega piisab
Weaveri P-nime saamiseks votta hulgast 7y iiks kord lilespoole C-sulund”. Meie ldhtekohaks
on hulk 7, mille paaride esimene koordinaat voib olla tavaline P-nimi. Sestap peame ,jiilespoole

C-sulundit” votma korduvalt ja rekursiivselt.
Rekursiooni range kuju, omadused ja absoluutsus on kirjas

lemmas III.12. Olgu P tingimuskogum ning seos o E 7 = o € |JUT klassil V. OI-
gu G: U x U — U klassifunktsioon, kus

({x c€ranf x P | (Jo € dom7)(3g € P)((f(0),q9) =z A
A dp € P((o,p) GT/\qu))},

kui ,,7 on seos” ja ,,f on funktsioon®,

%)} vastasel korral.

\

(Muutuja T on aktiivne ning P on parameetri rollis.) Tihistame klassil VE seosega E ja

119



III PEATUKK. JOUSTAMINE SK

klassifunktsiooniga G labi viidud rekursiooni iihest tulemust kui gW. Siis
(vreVP)  gil(r) = {(gh(0)a) [a€ PATpe Pl(o.p) € TApC )}

Lisaks saame jirgmised vordused ja omadused.
(1) Iga P-nime T korral on gW(T) Weaveri P-nimi. Iga Weaveri P-nime T korral gW(T) = .
(2) Kehtib klasside vordus gW(VF) = WE.

(3) OlguM aksioomide metahulga Ax(ZF) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel asen-
dusteoorias T D ZF, sealjuures P € M. Klassifunktsioon gW: VP — WF on funktsioonina

M-absoluutne.
(4) Kehtib tokestatud nimedest koosnevate klasside vordus gW(MTY) = ME,, kus P € M.
Osa (3), metalemmaskeem, annab muuseas Weaveri P-nimedele alternatiivse kirjelduse gene-
reeritud Weaveri P-nimede kaudu.

Toestus. Olgu 7 € V¥ suvaline. Siis

gW(r) = G(T glyy-) =
= {z € ran (gW| ) X P | (30 € dom7)(3q € P)((gW(0),q) = = A
Adpe P((o,p)eTApCq))} =
={(gW(0).q) |[oe UJUTAge PA3pe P((o,p)eTApCq)}=

={(gW(0),q9) g€ PAIpec P((o,p) cTApCq)}.

Pohjendame konspektiivselt ka vordusi ning omadusi.

(1) Kui 7 on P-nimi, siis gW(7) on Weaveri P-nimi. Niiteks transfiniitne induktsioon
tavalise nimeastaku jargi voi potentselt regulaarse induktsiooni abil seosega o € | JJ 7.
Sammus kasutada lause II1.6 osa (4) ja pohjendada iilespoole C-kinnisust. Weaveri
P-nimede piisipunktilisus samuti transfiniitse induktsiooniga (Weaveri) nimeastaku
jargi voi samasuguse potentselt regulaarse induktsiooniga. Sammus 7 C gW(7) korral

kasutada lause 111.6 osa (2), suunas 7 O gW(7) nime 7 tilespoole C-kinnisust.
(2) Osa (1) pohjal.

(3) Taas metateoreemiskeemi I1.13 eelduste kontroll. Enamiku pohjendusi saab iile kanda

analoogilistest lausest I11.7 ja metalauseskeemist II1.10. Toestame iiksnes, et kéiesoleva
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lemma G on funktsioonina absoluutne.

3) Tingimused ,,7 on seos”, ,,f on funktsioon“ ja nende eitused on absoluutsed. Funkt-
sioonid 7 — dom 7, (f, X) + ran f x X on funktsioonidena absoluutsed (metateo-
reemiskeem I1.9), samuti P € M, seega f € M korral ran f x P € M. Klass ¥ mudeldab
eraldamisaksioomiskeemi ning vastav eraldamistingimus on metateoreemiskeemi I1.7
jargi absoluutne. Tiihi hulk @ on konstandina absoluutne. Kokkuvottes on ka G

funktsioonina absoluutne.
(4) Osade (1) ja (3) pohjal, vt ka tokestatud nimede metadefinitsiooni I11.6.

Tulemus on toestatud. [ |

Olgu D, norgemate tingimuste suhtes kinnine alamkogum. Siis iga P-nime 7 korral
valp, (1) = valp,(gW(7)) = valp,(gW(7)). Tdhendab, P-nime 7 ja selle poolt genereeri-
tud Weaveri P-nime gW(7) D.-kandjad iihtivad.

Lemma II1.13. Olgu P tingimuskogum ning D C P olgu norgemate tingimuste suhtes

kinnine alamkogum. Kehtib vdide
vr e VP valp, (1) = valp,(gW(T)) = valp,(gW(7)).

Téestus. Olgu 7 € V¥ suvaline. Lemma TI1.12 osa (1) jirgi on gW(7) Weaveri P-nimi.
Lemmast I11.11 valp, (gW(7)) = valp,(gW(7)). Jarelikult peame iiksnes pohjendama, miks
valp,(7) = valp,(gW(7)). Kasutame potentselt regulaarset rekursiooni seosega o € |JJ 7.
Kehtigu valp, (o) = valp,(gW(o)) iga o € J|J 7 korral.

e valp, (1) Cvalp, (gW(7)). Las x € valp,(7), siis * = valp,(0), kus 0 € 771(Dq).
Téhendab, et leidub p € D¢ nii, et (o,p) € 7. Kuna Dy C P, siis p € P, p C
C pija(o,p) € 7. Lemma III.12 vorduse alusel (gW(o),p) € gW(T). Seega leidub p €

€ D¢ nonda, et (gW(o),p) € gW(r), vastavalt kandja méératlusele valp (gW(o)) €
€ valp,(gW(7)). Induktsioonihiipoteesist valp (gW(o)) = valp, (o), mistottu ka = =
=valp (o) € valp,(gW(7)).

e valp (7) D valp,(gW(7)). Las © € valp,(gW(7)), siis « = valp,(gW(o)) ja leidub
q € Dq nii, et (gW(o),q) € gW(7). Sestap leidub p € P, mille korral (o,p) € 7 ja p C q.

Alamkogum D¢ oli norgemate tingimuste suhtes kinnine, jarelikult p € D,. Niisiis leidub
p € D, mispuhul (o,p) € 7. Seetottu valp, (o) € valp, (7). Induktsioonieeldusest
valp, (o) =valp,(gW(o)), mistottu ka © = valp,(gW(o)) € valp, (7). |
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Oleme valmis toestama kandjaklasside vordusi.

Metalauseskeem I11.14. Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv
epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Olgu P € M tingimuskogum ja G C P
norgemate tingimuste suhtes kinnine alamkogum. Siis valg(VP) = valg(WF) ja valg(MF) =
= valg(ME).

Téestus. Lause 1116 osa (6) pohjal VI D WY ja lause 111.7 osa (3) absoluutsusest M¥ D M.
Seetottu posrdsisalduvused valg(VP) D valg(WP) ja valg(MT) O valg(M{y) on ilmsed,
kuna Weaveri P-nimede 7 korral valg(r) = valg(r). Sisalduvus valg(VF) C valg(W?)
tuleneb lemmast II1.13, vottes D¢ = G, s.0 vordusest valg(7) = valg(gW(7)). Sisalduvuse
valg(MT) C valg(Mf) jaoks lisaks tarvis teadmist, et kui 7 € M, siis gh(t) € M —
lemma I11.12 osa (3). |

Anname joustamislaiendi M[G]| metadefinitsiooni. Metadefinitsioonis esinevad vordused
jarelduvad metalauseskeemist I1I.14, lemmast III.11 ning tokestatud nimede hulkade ma&rat-

lusest ehk metadefinitsioonist I11.6.

Metadefinitsioon III1.9 (joustamislaiend, [Weal4, lk 35; Kun80, 1k 189]). Olgu M aksioomide
metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T 2 ZFC.

Olgu P € M joustamiskogum ja G C P geneeriline ideaal. Asendusaksioomiskeemiga saadavat
hulka M[G],

M[G] = valg(M") = valg(ML,) = valg(Mi)) =
= {valg(7) | 7€ M A, on P-nimi“ } =

= {valg(r) | 7€ M A, 7 on Weaveri P-nimi“ },

kutsutakse joustamislaiendiks. Algset kvaasimudelit M nimetatakse sellises kontekstis jousta-
mislaiendi M |G| baas-kvaasimudeliks. Erandkorras, kui on tarvilik rohutada tingimuskogu-
mit P, kirjutame M[G] asemel MY [G].

Tokestatud P-nimede ja tokestatud Weaveri P-nimede kandjad iihtisid metalauseskee-
mi IT1.14 jargi. Téhendab, 16puks saadav joustamislaiend M |G| on neil iiks ja seesama. Selline
teadmine lubab edasisi joustamislaiendi M [G] kohta kéivaid toestusi lihtsustada: soltuvalt

olukorrast kasutame P-nimesid voi Weaveri P-nimesid.

Mérgime veel, et kui P-nimede korral o C 7, siis maistagi 0~ 1(G) C 771(G) ja seetottu
valg(o) C valg(r). Vastupidine implikatsioon reeglina ei kehti. Néiteks voib votta P =

={1,{w}}, G ={1}, 0 ={(0,1)}, 7 := {(0,1),(0,{w})}. Siis valg(o) = {valg((0,1))} =
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= {0} = {@} = valg(r), kuid 7 ¢ 0.

1.5.4. Juurega joustamis- ning tingimuskogum

Mones joustamisteooria aspektis ning rakenduses on kasulik eeldada, et tingimuskogum P
on juurega, s.0 @ € P |Weal4, lk 85; Kun80, lk-d 186, 239|. Naitame, et sellise eelduse saab

metalauseskeemi IT1.15 mottes teha iildisust kaotamata. Koigepealt sonastame definitsiooni.

Definitsioon III.10 (juurega joustamiskogum, tingimuskogum). Tingimuskogumit P kut-
sutakse juurega tingimuskogumiks, kui @ € P. Jarjestatud kolmikut (P, Cp, @), kus P on

juurega tingimuskogum, nimetatakse juurega joustamiskogumiks.

Selgesti iga p € P puhul @ C p ehk juurega tingimuskogumis on tiithi hulk C-vdhimaks

elemendiks.

Jargmise metalauseskeemi tdhenduses pole vahet, kas tingimuskogumilt juurelisust eeldada
voi mitte.
Metalauseskeem III.15 (juurega ja juureta joustamine, [Kun80, lk 239]|). Las olla M
valemihulga Form(ZFC) loenduv transitiivne epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T 2 ZFC.
Olgu P € M juureta tingimuskogum kvaasimudelis M. s.o @ ¢ P. Tdhistame @ .= P U {@}.
Stis

(1) kui P on juureta M -tingimuskogum, siis Q) on juurega M -tingimuskogum,

(2) G on geneeriline ideaal hulgas P parajasti siis, kui G U {@} on geneeriline ideaal

hulgas Q,
(3) wastavad joustamislaiendid on vordsed, MF[G] = ME1ZHQ].

Enne toestuse kallale asumist peame osa (3) jaoks tegema eeltéod. Sisalduvusega MY [G] C
C MEA12HQ] on olukord kergem, vastupidise sisalduvusega keerulisem. Leidub Q-nimesid,
mis ei ole P-nimed, sest parasjagu kehtib eeldus @ ¢ P. Tuleb néidata, et iga tokestatud
(Q-nime korral leidub tokestatud P-nimi, mille kandjad {ihtivad. Otsitava nime moodusta-
me klassifunktsiooniga rW, mis seab Weaveri ()-nimega vastavusse sobiva Weaveri P-nime.
Metadefinitsiooni ITI.9 raames voime pohjendused tuua Weaveri P-nimede kaudu. Weaveri

P-nimedega on mugavam toestada lemmat I11.17 ja seega ka metalauseskeemi IT1.15.

Klassifunktsiooni rW: W — W moodustamise idee on lihtne: suvalisest )-nimest tuleb
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rekursiivselt eemaldada paarid, mille teiseks argumendiks on tiihi hulk.

{rW(@) @,
rW(7) = {(xW(o),q) | (0,q) ETAq# D }.

Rekursiooni range vormi, omadused ja absoluutsuse leiab jargmisest lemmast (osa (3) on

metalemmaskeem).

Lemma II1.16. Olgu P juureta tingimuskogum ning QQ .= P U{@} juurega tingimuskogum.
Defineerime seose 0 E7:= o € |JJT klassil W2. Olgu G: U x U — U klassifunktsioon, kus

{:r; €7|(Jo €domr)(dq € P)((f(g),q) = x)},
G(r, f) = kui ,,7 on seos” ja ,, f on funktsioon®,

o vastasel korral.

(Muutuja T on aktiivne ning P on parameetri rollis.) Tdihistame klassil W9 seosega E ja

klassifunktsiooniga G libi viidud rekursiooni tihest tulemust kui *W. Siis
(vreW?)  z(r) = {(xW(0),q) | (0.q) ETNqg# D }.

Lisaks saame jirgmised vordused ja omadused.

(1) Iga Weaveri Q-nime T korral on rW(T) Weaveri P-nimi. Iga Weaveri P-nime T korral
W(T) =T.

(2) Kehtib klasside vordus tW(W?) = WE.

(3) Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZF) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel asen-
dusteoorias T DO ZF, sealjuures P € M. Klassifunktsioon tW: W — WP on funktsioonina

M-absoluutne.
(4) Kehtib tokestatud nimedest koosnevate klasside vordus rW(MI;C[),) =M}, kus P € M.

T&estuses kasutame muu hulgas fakti, et W& C W2. See on vahetult toestatav potentselt
regulaarse induktsiooniga, kasutades sammus lause 111.6 osi (2) ja (4) ning lisaks asjaolu, et

tithja hulga kohalolek ei saa kuidagi mojutada nime iilespoole C-kinnisust.
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Téestus. Olgu 7 € WY suvaline. Siis

rW(T) = G(T, rw|UU7') =
— {x €7 | (3o €dom7)(Jq € P)((rW(U)aQ> = x)} =

={(W(0),q) [ (0,9 eTAq# D}

Viimases vorduses oleme kasutanud @-nimede jaoks lause I11.6 osa (2) ja teadmist, et @ ¢ P.

Pohjendame lithidalt vordusi ning omadusi. Véga analoogiline lemmaga II1.12.
(1) Potentselt regulaarse induktsiooni abil seosega o € (J|J .
(2) Osa (1) pohjal, kasutades lisaks teadmist W2 C W€.

(3) Taas metateoreemiskeemi I1.13 eelduste kontroll. Sarnane lausega I11.7, metalauseskee-
miga II1.10 ja lemmaga I11.12. Lisaks, kuna P € M, @ € M ning iihend on funktsioonina
M-absoluutne, siis ) € M.

(4) Osade (1) ja (3) pohjal, vt ka tokestatud nimede metadefinitsiooni I1L.6. |

Vajame veel jargmist lemmat kandjate kohta. Siin tdidab D., # & ideaalisuse teist

tingimust, st igal kahel hulga D, elemendil leidub kooskolalisuse tunnistaja hulgas Dq,.

Lemma I11.17. Olgu P € M juureta tingimuskogum ning @ == PU{@&}. Olgu @ # Deyw C P

alamkogum, mis sisaldab oma elementide kooskolalisuse tunnistajaid. Siis
(1) iga Weaveri P-nime T korral val} (1) = valgcwu{@}(T),

(2) iga Weaveri Q-nime T korral vall (rW(r)) = Valgcwu{@}<7)'

Téestus. Osa (1) jireldub osast (2), sest W C WY ning lemma IT1.16 jaotisest (1) rW(T) = 7,
kui 7 € WP, Pohjendame osa (2). Jille kasutame potentselt regulaarset induktsiooni. Kehtigu

valgcw(rw(a)) = val%mu{@}(a) iga o € U7 korral.

e val} (rW(r)) 2 Valgcwu{z}(T)' Las z € val%cwu{@}(r), sils © = val%cwu{g}(a)7 kus
0 € 771Dy U {@}). Tdhendab, et leidub p € Dey, U {@} nii, et (o,p) € 7. Kuivord P

oli juureta tingimuskogum ja D # &, leidub & # p’ € D. Olgu ¢ € D tingimuste p, p’

koosolalisuse tunnistaja. Weaveri Q-nimede iilespoole C-kinnisusest (o, q) € 7, kusjuures
p' C q alusel g # @. Et (0,q) € 7, ¢ # &, siis lemma I[11.16 vorduse pohjal (rW(o),q) €
€ rW(7), kandjate definitsioonist val} (rW(c)) € val} (rW(7)). Induktsiooniceldusest

valy, (rW(o)) = Valgcwu{g}(a)’ mistottu ka x = val%cwu{z}(a) € valp_(xW(7)).
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e val}, (rW(r)) C val%cwu{@}(T). Las x € vall, (rW(r)), siis 2 = val)_(xW(0)) ja
leidub ¢ € Dy nii, et (rW(o),q) € rW(7r). Sestap I11.16 vorduse pohjal (o,q) € 7.

Kandja méaratlusest ning sisalduvusest Dey C Dy U {@} johtuvalt valgcwU (o) (o) €

€ val¥ (0) = val}_(rW(o)), mistottu ka

D U{o}
T = valgcw(rW(a)) € valp_ (7).

(7). Induktsioonihiipoteesist valgcwU (2}

Lemma on toestatud. |
Saame anda metalauseskeemi I11.15 toestuse.

Metalauseskeemi II1.15 toestus. (1) Et P € M, siis tiihja hulga @ M-absoluutsusest
konstandina ja tthendi M-absoluutsusest funktsioonina (metateoreemiskeem I1.9) jérel-
dub Q = PU{2} € M.

(2) Rutiinne geneerilise ideaali tingimuste kasutamine. Piisavuse-osas rakendada lisaks

eeldust, et P on juureta tingimuskogum.

(3) Kehtivad vordused

MP[G) = va1b (M) = (def)

= val5(rW(MQ)) = (lemma I11.16 (4))

= vald (M) = (lemma II1.17 (2))

= MY[G U {a}]. (def)

Tulemus on toestatud. |

Varem, metadefinitsiooni I11.9 iimbritsevas arutelus ndgime, et joustamislaiendi omadustega
tegeledes voime kasutada tavalisi P-nimesid voi Weaveri P-nimesid. Valiku teeme selle jargi,
kumb meetod on parajasti mugavam. Praeguse jaotise jareldusena voime lisaks nouda voi
jatta noudmata, et tingimuskogum P omab juurt. Néiteks eeldame tingimuskogumi juurelisust
kanooniliste P-nimede juures. Uldise mérkusena konstateerime, et t66 raamidest véljuva ite-
reeritud ehk jarkjirgulise joustamise puhul on samuti kombeks votta juurega joustamiskogum

[Weal4, 1k 85; Kun80, lk-d 239, 253].

1.5.5. Kanooniliste P-nimede definitsioon ja absoluutsus

Siin jaotises defineerime kahte tiitipi kanoonilised P-nimed [Kun80, Ik 190]. Hiljem toestame

nende abiga, et joustamislaiend on toepoolest laiend, s.o M C M][G], ning et alati G € M[G].
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Olgu P juurega tingimuskogum. Et oleme juba mitu sarnast definitsiooni ja rekursiooni

eelnevalt 14bi teinud, anname kohe kanooniliste nimede definitsiooni.

Definitsioon ITI.11 (kanoonilised P-nimed, [Kun&80, Ik 190]). Hulga x kanooniliseks P-nimeks

nimetatakse hulka can(x), kus

can(z) = { (can(y),9) |y € x }.

Kirjandusest leiab veel tahistusi & [Kun80, lk 190] ja encode(x) [Vanl6, lk 23|. Konstantseks

kanooniliseks P-nimeks kutsume hulka I', mispuhul

I':= {(can(p),p) |[p € P}.

Kanoonilised P-nimed on defineeritakse koigi hulkade jaoks ja potentselt regulaarse re-
kursiooniga. Kui aga kanoonilised P-nimed on kord defineeritud, on konstantne kanooniline

P-nimi saadav hulgast
{(p.p) e PxPt={zePxP|IpecP=I(pp)}

asendusaksioomiskeemi abil tdiendava rekursioonita. Asendatakse (p,p) — (can(p),p).

Kanooniliste P-nimede idee on ,margistada” koik hulga = elemendid geneerilise ideaali G C
C P elemendiga [Weal4, lk 35]. P-nime kandja definitsiooni jargi korjab valg(can(x)) siis iiles
koik kandjad valg(can(y)), kus y € x. Vahetu epsiloninduktsioon néitab, et valg(can(z)) = «.
T1ihi hulk on kindlasti G element, sest P oli juurega joustamistingimus ja G # & on kinnine
norgemate tingimuste suhtes. Uldist tulemust valg(can(z)) = 2 teades pole keeruline mdista,
et valg([') = G. Konstantne kanooniliste P-nimi I' mérgistab dra koik tingimuskogumi P
elemendid, aga iiksnes iseendaga [Weald, 1k 35|. Geneeriline ideaal korjab kandjatena iiles
ainult endasse kuuluvate teiste koordinaatidega P-nimed. Kanooniliste P-nimede korral on
madrava tdhtsusega nende absoluutsus funktsioonina, s.o kui x € M, siis can(z) € M, ja

I € M. Eriti pole voimalik kasutada I' méératluses hulka G, kuna reeglina G ¢ M.
Sonastame seni 6eldu rangelt lausena. Osa (3) on omaette metalauseskeem.

Lause II1.18 (|[Kun80, Ik 190]). Olgu P juurega tingimuskogum. Defineerime klassifunktsioo-
niG: UxU—TU, kus

ran f x {@}, kui,f on funktsioon®,

G(z, f) =G(f) = {

%) vastasel korral.
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(Muutuja x on fiktiivne.) Tahistame klassil U seosega € ja klassifunktsiooniga G libi viidud

rekursiooni thest tulemust kui can. Siis
(Ve €U)  can(r) = {(can(y), ®) |y €z }.

Lisaks saame jirgmised vordused ja omadused.

(1) Kanoonilised P-nimed on P-nimed. Iga hulga x puhul on can(x) P-nimi. Konstantne

kanooniline P-nimi I on P-nimi.

(2) Olgu @ € G C P alamkogum. Iga hulga x korral valg(can(z)) = x. Samuti valg(l') =
=G.

(3) Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZF) transitiione ja loenduv epsilon-kvaasimudel asen-
dusteoorias T D ZF, sealjuures P € M. Klassifunktsioon can: U — VE on funktsioonina
M-absoluutne. Samuti I' € M.

Toestus. Tegemist epsilonrekursiooniga, seose € potentne regulaarsus tuleneb regulaarsuse

aksioomist. Kui x on iikskoik milline hulk, siis

can(z) = G(z, can|ei () =
= G(can|e. () =
= G(can|,) =
— ran(can|,) x {@} =
={can(y) |y ez} x {2} =

={(can(y),9) |y €z }.

(1) Epsiloninduktsiooniga. Oletame, et iga y € = puhul juba teame, et can(y) on P-nimi.
Siis can(z) = { (can(y), @) | y € x } on P-nimi ténu lause I11.6 osale (4). Pérast seda
jareldub sama lause samast punktist, et I' = { (can(p),p) | p € P} on P-nimi.
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(2) Taas epsiloninduktsiooniga. Saame

valg(can(x)) = {valg(can(y)) | 3g € G((can(y), g) € can(x)) } = (~ def)
= {valg(can(y)) [y €z} = (2€a)
={ylyex}= (ind-eeldus)
=x. (hulk z)

(3) Metateoreemiskeemi I1.13 eelduste kontroll. Analoogiline lausega II1.7, metalauseskee-
miga II1.10 ning lemmadega II1.12 ja I11.16. Seetottu pohjendame koigest, miks I' € M.
Esiteks, kuna P € M ja otsekorrutis on funktsioonina M-absoluutne, siis P x P € M.

Eraldamisaksioomiskeemi mudeldamisest ja tingimuse dp € P(z = (p, p)) absoluutsusest
{(pp) e PxPy={xcPxP|IpecP=[pp)}ecl

Klassifunktsiooni can ja jarjestatud paari absoluutsustest funktsioonidena on ka

(z,y) = (can(z),y)

funktsioonina absoluutne. Asendamisaksioomiskeemi mudeldamisest sestap

{(can(p),p) |p € P} ={(can(p),p) | (p,p) € Px P} =T €M

Lause on toestatud. [ ]

1.6. Joustamislaiendi M[G] lihtsamad omadused

Niiiidseks oleme teinud piisavalt eeltood, et toestada joustamise pohimetateoreemiskeemi kaks

lihtsamat osa.

Metateoreemiskeem II1.19 (joustamise pohimetateoreemiskeem, I osa, [Kun80, lk-d 190
191; Weal4, 1k-d 35-36; Jec02, 1k 203|). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne
ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum

ning G C P geneeriline ideaal. Kehtivad jargmised vdited.
(1) M C M[G], G € M[G], M|G]| # &

(2) M DO MI[G] ja M = M[G] parajasti siis, kui G € M.
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(3) Olgu N aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiione epsilon-kvaasimudel asendusteoo-
rias T 2 ZFC, mispuhul M C N ning G € N. Siis M[G] CN.

(4) MI[G] on (vilisest seisukohast) transitiive ning loenduv.

Toestuses on olulisel kohal kanoonilised P-nimed, konstantne kanooniline P-nimi ning P-nime

kandja klassifunktsiooni val absoluutsus funktsioonina.

Toestus. (1) Las x € M. Kanoonilise P-nime kandja funktsiooni can M-absoluutsusest
funktsioonina can(x) € M. Joustamislaiendi metadefinitsiooni jargi valg(can(z)) €
€ M|G]. Lause I11.18 osast (2) valg(can(z)) = x, seega x € M|[G]. Analoogiliselt, kuna,
konstantne P-nimi I' € M, siis G = valg(l') € M|[G]. Arusaadavalt M[G] # &, kas voi
G € M[G], aga ka M C M[G] ja M # @.

(2) Osale (1) toetudes teame, et alati M C M[G]. Nonda piirdume véitega, et M D M|G]
parajasti siis, kui G € M. Kui G ¢ M, siis jéllegi osast (1) M C M[G], sest G € M[G].
Olgu niiid G € M. Kvaasimudel M rahuldab sel juhul metalauseskeemi I11.10 tingimusi,

mistottu val® on funktsioonina M-absoluutne. Kui x € M, siis valg(x) € M, kust
tulebki valg(MT) = M[G] € M, kuna M¥ C M.

(3) Kuna M C U, siis ka M P C N. Kvaasimudel N rahuldab metalauseskeemi I11.10 eeldusi.
Sestap valg(MT) = M[G] CN.

(4) Olgu x € MIG]. Definitsiooni jirgi leidub 7 € MT nii, et valg(r) = x. Kandja
médratlusest tulenevalt on koik hulga x elemendid y € x seetottu kujul y = valg(o),
kus mingi g € G korral (o, g) € 7. Metalemma IIL.8 ja jirjestatud paari pohiomaduse
pohjal on o tokestatud P-nimi, sestap y = valg(o) € M[G]. Transitiivsus vélisest

seisukohast ldhtuvalt on toestatud.

Pohjendame loenduvuse, arutelu lihtub vilisest seisukohast. MT C M, seega MT
on iilimalt loenduv. Kujutus M¥ > 7 + valg(r) € M[G] on siirjektiivne, jarelikult
ka MIG|] on ilimalt loenduv. Teisalt M C M[G] ning M oli loenduv. Kokkuvottes
on M[G] (vélisest seisukohast) loenduv. |

Jargmisena toestame, et joustamislaiend rahuldab viit lihtsamat ZFC-teooria aksioomi.

Metateoreemiskeem III.20 (joustamise pohimetateoreemiskeem, II osa, [Kun80, lk-d 191,
202; Weal4, 1k 36|). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-
kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum ning G C P geneeriline

ideaal. Joustamislaiend M |G| rahuldab (1) ekstensionaalsusaksioomi, (2) regqulaarsuse aksioo-
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mi, (3) hulgapaari moodustamise aksioomi, (4) thendi moodustamise aksioomi, (5) lopmatu

hulga leidumise aksiooms.

Aksioomi rahuldamise all peame silmas, et asendusteoorias T on tuletatav vastava aksioomi

epsilontokend hulgale M[G]. Sekventsimérgid jitame mugavuse tottu vélja toomata.

Toestus. Toestame vastavalt toodud nummerdusele. Toome koigepealt vélja aksioomid algsel

kujul.
(1) VXVY (X =Y &Vz(ze X &2 €Y))
(2) VX(X £ =Tx(zr € X N—=TFz2(z € X ANz €1)))
(3) VXVYIAZV2(z: € Z o 2=XVz=Y)
(4) VXIYVz(z €Y & 3Z(z € ZNZ € X))
(5) JA(Z € ANVa(a e A= at € A))

Kirjutame aksioomid iimber teisele kujule, kus tokestatud kvantorid on rohkem fookuses. Al-
ternatiivsed kujud on tiihja omateooria ehk vordusega predikaatarvutuse mottes ekvivalentsed

algsetega. Meenutame, et niisugust vahetust lubab teha metalemmaskeem II.2.
() VXW (X =Y eVzeX(zeY)AVzeY(z € X))
(2) VX(X #@=3dr e X(—-3z € X(z € 1))
(3) VXVYIZ(X e ZANY € ZANVze Z(z=XVz=Y))
(4) VXIYVz(z €Y< 3IZ € X(z € 2))
(5) JA(Z € AAVa € A(at € A))
Nende valemite epsilontokendid hulgale M[G] on jérgmised.
(1) VX, Y e M[G[(X =Y & Vz e X(z €Y)AVz €Y (2 € X))|yq
(2) VX € M[G](X # @ = 3z € X(=3z € X(2 € 2)))|pyq
(3) VXY e M[G]3Z e M[G)(X € ZNY € ZANVz€ Z(z=XVz=Y))|yq
(4) VX € M[G]FY € M[GIVz € M[G](z €Y < 3Z € X(2 € Z))| g
(5) 34 € M[G](@ € AAVa € A(a™ € A))|yq

Valemite (1')—(4") sulgavaldiste kdik koostisosad on absoluutsed iga mittetiihja transitiivse

hulga suhtes tdnu metateoreemiskeemi I1.7 osale (1). Lemmaskeemide I1.3 ja I1.4 jargi séilita-
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vad lausearvutuslikud tehted ning tokestatud kvantorid absoluutsust. Nimetatud sulgavaldistes
muud polegi. Kuna metateoreemiskeemi IT1.19 osa (4) jérgi on joustamislaiend M [G] mittetiihi
ja transitiivne, voime sulgavaldiste tokestamise neis dra jétta. Valemi (5°) puhul on tdiendava
koostisosana hulga a jarglaseks a™ = a U {a} olemine. Niisuguse absoluutsuse saame metateo-
reemiskeemi I1.7 osast (4). Eelnevalt peame aga teadma, et M[G] on teooria Z~ — S — P — Inf
aksioomide hulga epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T. Kui pohjendame ahendatud aksioomi-
de kehtivust {ilemise jarjekorra alusel, on punktini (5’) joudes see puuduv eeldus téidetud.
Jarjekorra kokkuleppest kinni pidades voime sestap ka valemis (5) sulgavaldise tokestamisest

loobuda.

() VX, Y e M[GI(X =Y &Vze X(zeY)AVzeY(z € X))

(2) VX e M[G(X # @ =3Jr e X(—Tz € X(z € x)))

(3) VX,Y e M[G]13Z e M[G)(X € ZAY € ZAVz€ Z(z=XVz=Y))
(4) VX € M[G|FY € M[GIVz € M|G](z €Y & 3Z € X(z € Z))

(5") 3A € M[G)(© € AAVa € A(a™ € A))

Viited (1') ja (2’) johtuvad kohe vastavalt tildistest, tokestamata ekstensionaalsuse ning
regulaarsuse aksioomidest. Viited erinevad aksioomidest iiksnes selle poolest, et tokestamata
iildisuskvantor on asendatud tokestatud iildisuskvantoriga, mis véite kehtivust ei mojuta.
Lopmatu hulga leidumise aksioomi alusel sobiks tokestatud varianti (5°) votta A == o, kui
oleks teada » € M[G]. Baas-kvaasimudel M rahuldab metateoreemiskeemi 11.9 osa (4) eeldusi,
jarelikult o € M. Teoreemiskeemi II1.19 osa (1) pohjal M C MG, seega » € M[G] nagu

soovitud. Jérele on jadnud vaited (3’) ja (4).

Toestame tokestatud hulgapaari leidumise aksioomi (3’) ehk
VX, Y e MIGI3Z e M|GI(X € ZANY € ZAVze€ Z(z=XVz=Y)).
Hulgapaari tdhistamise tavast tulenevalt piisab toestada, et
VX,Y € M[G]3Z € M|G](Z ={X,Y}),

kus kirjapildiga { X, Y} peame silmas meie universumi jarjestamata hulgapaari elementidega X
ja Y. Valime X, Y € M[G]. Joustamislaiendi definitsiooni jirgi leiduvad 7x, 7v € MT nii,
et X =valg(rx) ja Y = valg(ry). Jarjestatud ja jarjestamata paaride moodustamised on
funktsioonidena M-absoluutsed, sestap 7 := {(7x, @), (7v, @)} € M. Lause I11.6 osa (4) pohjal
7 € MFT. P-nime kandja méiratluse alusel valg() = {valg(rx),valg(ry)}, hulkade X, Y
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valiku pohjal {valg(7x),vale(ry)} = {X,Y}. Joustamislaiendi definitsioonist valg(7) =
={X,Y} € M|[G], mida soovisimegi.

Asume tokestatud iihendi moodustamise aksioomi
VX € M[G]IAY e MIGVz e M[G|(z €Y < 3Z € X(z € Z))
kallale. Siingi piisab, kui néitame, et
VX € M|G|]3Y € M|G|Vz € M[G|(Y =JX),

kuid tingimuses Y = [ J X kindlam veendumine taandub ikkagi pikema suluavaldise kontrollile.
Olgu X € M]G] suvaline. Mingi 7 € M, korral X = valg(7). Tahame leida tokestatud

Weaveri P-nime o, mispuhul

valg(o) = UX = Uvalg(r) =
= U{valg(o) [o e m1(G) } =
)| (3o € dom7)(r € o HG) Ao € TH@)) Y =
= {valg(nm) | (3o € dom7)(3g1,92 € G)((m,q1) € o A (0,92) €T) } =
)| (30 € domT)(3g € G)((m,9) € a A (0,9) €T) }.

= {valg(m

= {valg(m

Viimases vorduses kasutasime ideaali kooskolalisuse tunnistajate omadust ning Weaveri

P-nimede iilespoole C-kinnisust. Vaidame, et sobib votta

0={(m,p) e Jdom7 | (Fo € dom7)((m,p) € o A (0,p) € T) }.

Kuna (o, p) € 7 ja (m,p) € o, siis lause II1.6 osa (2) kahekordsest rakendamisest jareldub, et 7
on Weaveri P-nimi ja p € P. Jarelikult koosneb o paaridest (7, p), mille esimene koordinaat 7
on Weaveri P-nimi ja teine koordinaat p tingimuskogumi P element. Kui (7, p) € o ning
g € P on tugevam kui p, siis nimede o ja 7 iilespoole C-kinnisusest (7,q) € o ja (7, q) € T,
jarelikult lause II1.6 osa (4) pohjal on o Weaveri P-nimi. Seose méa#ramispiirkonna ning
tihendi absoluutsustest funktsioonidena, kuivord 7 € M, siis | Jdom 7 € M. Kvaasimudel M

mudeldab eraldamisaksioomiskeemi, sealjuures 7 € M, P € M, ja tingimuse

(3o € domT)((m,p) € o A (0,p) € T)
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absoluutsuse pohjal o € M{. Niisiis valg(o) € M[G]. Lopuks

valg(o) = {valg(r) | T €071 (G)} =
= {valg(m) | (39 € G)
={valg(r) | (Fg € G)

€0} =
€ Jdom7 A (Jo € dom7)((m,9) € o A(0,9) €T)) }.

Usy)

((
((

~—  —

Usy)
Kuna (7, g) € |Jdom 7 kehtib parajasti siis, kui (3o € dom 7)((7, g) € o), siis

valg(o) = {vale(m) | (3g € G)((m, g9) € UdomT A

A (Jo € domT)((m,9) € A(0,9) €T)) } =
={valg(nm) | (3g € G)(Fo € domT)((7,g9) E 0 A (0,9) €T
={valg(m) | (Jo € dom7)(Jg € G)((m,9) € d A(0,9) € T)

= Uvalg(r) =UJX.
Ule-eelviimases vorduses kasutasime samaliigiliste tokestatud kvantorite kommutatiivsust.
Tulemus on toestatud. |
Jaotise viimase tulemusena toestame, et nime kandja astak ei saa olla suurem kui vasta-

va nime astak. Taolist astakute vorratust rakendame pérast pohiteoreemiskeemis vorduse
0rd™ = 0rd™“ pshjendamiseks.

Lemma II1.21. P-nime kandja astak ei dleta nime astakut: iga 7 € VE korral kehtib

mitterange vorratus Rank(valg (7)) < Rank(7).

Lemma toestus ei kasuta GG ideaalisust ega geneerilisust.

Toestus. Potentselt regulaarse induktsiooniga klassil V¥ seosega o € 7~ 1. Korrektsus lau-

se TT1.9 osast (1). Oletame, et iga o € 7! korral Rank(valg(o)) < Rank(o). Siis

Rank(valg (7)) = sup{ (Rank(valg(o)))" | valg(o) € valg(r) } = (lause 1.29)

= sup { (Rank(valg (o))" | o € 771(G)} < (lause I11.9 (2) 1))

< sup { (Rank(0))" | o € 77 HG) } < (ind-eeld)

< sup{ (Rank(0))" |c e JUT} < (ilemhulk)

< sup { (Rank((o,p))* | (0,p) €7} = (lause 1.28 (4))

= RankT. (lause 1.29)

Kokkuvottes Rank(valg(7)) < Rank 7, nagu oli soovitud. |
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2. Joustamise pohimetateoreemiskeem

Las olla P tingimuskogum ja 71, ..., 7, tokestatud (Weaveri) P-nimed. Olgu ®[r,...,7,] €
€ Form(ZFC), sealjuures Free(®) = {7, ..., 7,}, n > 0. On loomulik kiisida, milliste geneeri-
liste ideaalide jaoks kehtib viide

(@]M[G])[Tl/valg(ﬁ), ooy Tn/valg ()]

voi kuidas niisuguse viite paikapidavuses veenduda. Struktuurselt koige lihtsam on juht, kui
itheainsa elemendi p € P kuuluvus geneerilisse ideaali p € G tagab koheselt viite kehtivuse
vastava joustamislaiendi M[G] jaoks. Kui toepoolest jareldub valemi @ kehtivus kuuluvusest
p € G, siis 6eldakse, et p joustab valemit @ ja kirjutatakse p I, @. [Weald, lk 37|

Metadefinitsioon IT1.12 (joustamisseos, [Weal4, 1k 37; Kun80, lk 194]). Olgu M aksioomide
metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T 2 ZFC. Olgu
P € M tingimuskogum. Olgu @[y, ..., 7,] € Form(ZFC), sealjuures Free(®) = {m,..., 7.},

n 2 0. Kirjutame

p e Olmi, ... o) =VGVY,, ...y, (G C P ALG on geneeriline ideaal* A
ANyp =valg(m) A+ Ay, =vale(m,) A
ApeG' = o[n/y,. .. >Tn/y;1]|M[G’]>

ja avaldist ,p , @11, ...,7,]" loeme kui tingimus p joustab valemit @7y, ..., 7).

Rakendustes on alati p € P ning 7,...,7, on tokestatud (Weaveri) P-nimed. Rohuta-
me, et joustamisseos |-, soltub epsilon-kvaasimudelist M, tingimuskogumist P ja vale-
mist @[ry,...,7,]. Vahel téhistataksegi joustamisseost kui I,,. Joustamisseose néol on
sisuliselt tegu stintaktilise kokkuleppega, nagu osutab mérk :=. Oleme kasutanud genee-
rilise ideaali tahisena G asemel G’, sest joustamise pohiteoreemiskeemi III osas tuleb seosele
p F» @[, ..., 7, omakorda timbris ,Iga genereerilise ideaali G...“ korral. Sarnane lugu
on iilakomadega indiviidmuutujate yi, ...,y juures. Joustamisseosest I, voib moelda kui

seosest metahulgal P x Form(ZFC) metateoorias.

Joustamise pohiteoreemiskeemi kaks esimest osa toestasime eelmises jaotises 1.6. Pohiteo-
reemiskeemi kolmas osa véidab lihtsustatult kahte asja [Weal4, lk 37]. Olgu G C P geneeriline

ideaal ja 7, ..., 7, tokestatud (Weaveri) P-nimed.

(1) Viite (&|yg)lmi/vala(mi),. ... 7/vala(r,)] kehtivus on tihedalt seotud joustamis-
seosega. Nimelt kehtib (&[/q)[m1/vala(m),. .., mn/vala(m)] parajasti siis, kui lei-
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dub valemit @[, ..., 7,] joustav tingimus p € G. Kirjeldatud ekvivalentsi kutsutakse
toesuslemmaks (ingl truth lemma). [Weal4, lk-d 41-42; Wik22]

(2) Teadmine, kas mingi p € P joustab valemit ®[r,...,7,] ehk kas p Ik, @[r,..., 7]
voi mitte, on olemas ja kittesaadav baas-kvaasimudelis M. Téapsemini leidub hulk
Foir, .7 € M nii, et p € Fg, -] parajasti siis, kui p I=» @[r1,...,7,], ning nduet
p € Fo[ry,.. 7, on voimalik véljendada M-ahendatud valemiga. Taolist viidet kutsutakse
defineeritavuse lemmaks (ingl definability lemma). [Weald, 1k-d 41-42; Wik22|

Kolmanda pohiteoreemiskeemi osa toestus on kiillaltki tehniline ja mahukas [Weald, lk-d 37—
42|. Ruumi kaalutlustel meie seda taispikkuses ei toesta. Jargmises jaotises toome siiski 111
osa range sonastuse ning anname toestuse struktuuri iildkirjelduse. Mainime veel, et teatud
mottes pole vahet, kas toestame pohiteoreemiskeemi joustamisseose I, koigi P-nimede voi

ainult Weaveri P-nimede jaoks.

Metalauseskeem I11.22. Las olla M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiione ja loenduv
epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum ning G C P
geneeriline ideaal. Votame ®|r,...,7,] € Form(ZFC), sealjuures Free(®) = {o1,...,04},

n >0 Olgu o1, ...,0, tavalised P-nimed ning 11 == gW(o1),..., 7, = gW(oy,).

Iga p € P korral kehtib ekvivalentsus

Dler Plon,....on S pike Plor/71,...,01/T1].

Toestus. Otse joustamisseose definitsioonist ning teadmisest, et valg(o;) = valg(gW(o;)) =

=valg(r),1=1,...,n. [

2.1. Toesuslemma ja defineeritavuse lemma

Peatselt toome toesuslemma ja defineeritavuse lemma tokestatud Weaveri P-nimede jaoks.
Toestuses kasutatakse jargmist méarkust. Koige tdhtsamad on punktid b ja c. Osa a kasutatakse

osa b pohjendamisel.

Madrkus I11.13 (,Saame nouda, et ... on tugevam kui ..., [Weal4, lk 38]). Olgu P tingi-

muskogum ja GG C P geneeriline ideaal.

a. Kui p € G ja g € G, leidub r € G, mis on tugevam kui p ja ¢. Niisiis, kui p on antud,

saame elementi ¢ valides nouda, et ¢ on tugevam kui p (vottes kohe ¢ := r).

b. Olgu antud (tokestatud) Weaveri P-nimi 7, (0,p) € 7 ja p € G. Elementi (o, q) € T,

q € G, valides saame nouda, et ¢ on tugevam kui p. See jareldub osast a ning Weaveri
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P-nimede iilespoole C-kinnisusest.

c. Kuiple, @[m,...,7,] ja ¢ on tugevam kui p, siis ka q |-, @[71, ..., 7,]. Pohjuseks ideaali
kinnisus norgemate tingimuste suhtes: kui ¢ € G ja p € P on norgem kui ¢, siis p € G.
Seega kui g € G ja mingi p € G korral p Ir, @[m,...,7,], saame nouda, et p on tugevam
kui g.

Omadust punktis ¢, kus tugevamad tingimused joustavad vihemalt samu valemeid nagu
norgemad tingimused, kutsutakse joustamisseose =, koherentsuse omaduseks (ingl coherence,

[Wik22]). Mérkuse osas b seisneb Weaveri P-nimede oluline lihtsustav eelis tavaliste P-nimede
ees |[Weald, lk-d 34-35, 38, 130].

Sonastame toesuslemma ning defineeritavuse lemma ehk joustamise pohiteoreemiskeemi 11

osa.

Metateoreemiskeem II1.23 (joustamise pohiteoreemiskeem, 111 osa, [Weal4, 1k-d 39, 41—
42]). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-kvaasimudel
asendusteoorias T O ZFC. Olgu P € M tingimuskogum. Olgu @[ry,...,T,] € Form(ZFC),

sealjuures Free(®) = {m,..., 7}, n = 0.
lga tokestatud Weaveri P-nime 11,...,7, € M‘I;, korral kehtivad jdrgmised vdited.

(1) Toesuslemma:

YGYY1, ..., Yn (G C P A,,G on geneeriline ideaal* A
ANyr =valg(m) A Ay, = valg(m,) =

= (9[r1/v1, .. T/ Ynll i) & 30 € Gp e O[11, ... ,Tn])))

(2) Defineeritavuse lemma: iga p € P korral

i) (p ke P11, ..., Th] & D E Fqs[ﬁ,,..,m]),

ii) Fopr,..r] € M ja tingimust p € Fgr, . 7,) on voimalik viljendada M -ahendatud

valemiga

Toonitame, et hulkadel F [, . -, on konkreetne definitsioon [Weal4, Ik-d 37-38, 41|, mida siin
t66s pole vilja toodud. Koigepealt defineeritakse potentselt regulaarse rekursiooniga F o[, . - |
atomaarse vorduse jaoks, kui @[r;, 7;] = 7, = 7; [Weal4, lk-d 37-38|. Viite (2) alamjaotis ii)
jéreldub metateoreemiskeemi II.13 abil. Jirgmisena sitestatakse, missugune on Fg . -

atomaarse sisalduvuse korral, kus @[r;, 7;] = 7; € 7; [Weal4, lk 41]. Seda tehakse rekursioo-
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ni kasutamata, rajades definitsiooni juba olemasolevale vordusele [Weal4, 1k 41|. Viimaks
defineeritakse FQ[TI7._.7TH} struktuurse rekursiooniga koigi iilejadanud, mitteatomaarsete valemi-
te @[1y,...,T,| jaoks [Weald, lk 41].

Téoestuse dldstruktuuri kirjeldus. Sarnaselt hulkade F g, j ehitamisega viiakse toes-
tus 1dbi kolmes staadiumis. Koigepealt toestatakse véited (1) ja (2) atomaarse vorduse korral
potentselt regulaarse induktsiooniga [Weald, lk-d 39-40]. Seejérel asutakse atomaarse sisaldu-
vuse kallale. Sisalduvuse korral pole induktsiooni tarvis, piisab tuginemisest juba toestatud
vorduse-osale [Weal4, lk-d 41-42|. Ulejisnud valemite jaoks toestatakse viited (1) ja (2)
struktuurse induktsiooniga, mil baasjuhud on vorduse ning sisalduvuse néol juba olemas.
Sammus tuleb vaadata kolme juhtu, kus eitus, implikatsioon voi universaalkvantor on vale-
mi |1, ..., 7,] peatehteks. [Weald, lk 42|

Toestuse staadiumite alamosade, samuti sammu alamosade toestused on iiksteisega kiillalt
sarnased. Toestuse igas osas kasutatakse méarkuse I11.13 osasid b ja ¢, lisaks seni kasutamata
metalemmasid 111.4 ja 111.5. [Weal4, lk-d 38—42]

Vorduse jaoks leiab lugeja pikema toestuse néiteks allikast Weaver [Weal4, lk-d 37-42|. B

2.2. Laiend M|[G] rahuldab teooria ZFC aksioome

Metateoreemiskeemis I11.20 négime, et M[G] rahuldas ekstensionaalsusaksioomi, regulaar-
suse aksioomi, hulgapaari ja ithendi moodustamise aksioome ning lopmatu hulga leidumise
aksioomi. Siin jaotises toestame, et joustamislaiend M[G] tédidab ka eraldamisaksioomiskeemi
ning potentshulga moodustamise aksioomi. Asendamisaksioomiskeemi ning valikuaksioomi
rahuldamise esitame toestuseta. Veel pohjendame, miks on baas-kvaasimudelil M ja jousta-

mislaiendil M [G] tihesugused ordinaalarvud.

Metateoreemiskeem II1.24 (joustamise pohimetateoreemiskeem, II osa jatk, [Weal4,
1k-d 42-43]). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiione ja loenduv epsilon-kvaa-
simudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum ning G C P geneeriline

ideaal. Joustamislaiend M|G] rahuldab eraldamisaksioomiskeemi.

Toestuses eeldame, et z,Y,p1,...,px, X,0,7,71,...,T, on siintaktiliselt erinevad indiviid-

muutujad.

Téestus. Olgu k > 0 metanaturaalarv ja S|z, Y, p1,... ,pi](X,Y) € Form(ZFC), kusjuures
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Free(S) C {x, X, p1,...,pxr}. Vastav eraldamisaksioomiskeem oli
Vpr - VpVX3IWVe(z €Y @ e X AS[z, Y, p1,...,pe] (X, Y)).
Absoluutsuse tulemusi arvestades tuleb meil toestada, et
Vpi, ..., X € M[G]3Y € M[GVa(z €Y & a € X AS[2,Y,p1, .0 (X,Y) | ariy) -

Joustamislaiendi definitsiooni tottu saame valida p; = valg(r;), X = valg(r), kus 7, 7; €

€ M{, jai=1,..., k. Peame toestama, et leidub ¢ € M}, mispuhul Y = valg(p), kus
Y = {'I € X | S[$7Yap17 s 7pk](Xa Y)'M[G] }
Viidame, et sobib votta

o={z€e€7|(Joedom)(Ip € P)(z=(0,p) Ap ks S[x/a,f/,pl/ﬁ, oo/ (X7 Y) }
={(o,p) €T |pir S/, Y, pr/71,- ., 0r) ) (X/7,Y) }.

Selgitame, miks o € M. Defineeritavuse lemma pohjal on

Pl Slz/o, Y, p1/, o/ (X/T,Y)

valjendatav mingi valemi M-ahendina. Kuna 7,7, € M ning M rahuldab eraldamisaksioo-
miskeemi, siis 0 € M. Hulk p koosneb jérjestatud paaridest, mille esimene koordinaat
on Weaveri P-nimi ja teine koordinaat hulga P element. Kui (o,p) € 7 ja ¢ € P on tu-
gevam kui p, siis 7 {ilespoole C-kinnisusest (¢,¢) € 7. Joustamisseose |5, koherentsusest
q ke Slz /o, Y p1/m, ... o/ ) (X/T.Y), sestap (0, q) € o. Jarelikult ¢ on iilespoole C-kinni-
ne. Lause I11.6 osa (4) alusel on ¢ Weaveri P-nimi. Kokkuvottes o € M.

Jaab néidata, et valg(p) = Y. Toestame kumbagi pidi sisalduvused.

e valg(o) CY .Olgux € valg(p). Siis leidub o € o~ (G) nii, et z = valg(o). Jirelikult

(0,9) € o mingi g € G korral. Esiteks, hulga ¢ definitsioonist (o, g) € 7, st o € 771(G)
ehk © = valg(o) € valg(r) = X. Teiseks, samuti hulga o definitsioonist, kehtib
g I Slz/o,Y pi/m1, . k7] (X/7). Kuivord g € G, jireldub joustamisseose =,

definitsioonist, vottes G' := G, n =k +2, 71 == T1,..., Tk = Tk, Thal ‘= O, Thio = T ja
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DIy, ..., Tn] = S[x/cr,f/,pl/ﬁ, e Pk (X /T Y )N (T =17), et

(S[x/g,f/,pl/ﬁ, oo k)T (X T Y )N (T = T)) [T1/p1,- - ,Tk/pk,U/.%,T/X]’M[G]?

kus yi = p; = valg(r)), j = 1,...,k, yp . = v = valg(0), Y, = X = valg(7).
Tehes vastavad asendused, saame

(8[9:/0/3:,?,]91/71/291,---,pk/Tk/pk](X/T/X7Y> A (X :X)>‘M[G}’

mis on suntaktiliselt sama kui
('S[wa Y/vapla SR 7pk](X7 Y) NX = X> ‘M[G}

Vorduse 7 = 7 toime sisse muutujate arvu kindlaks fikseerimiseks ja selle tulemusel tek-
kinud vorduse X = X voib éra jatta. Kokkuvottes kehtib S|z, Y, pi,... , 0] (X, Y) [ argay-

Varasemast x € X, mistottu ongi x € Y, nagu oli soovitud.

e valg(p) 2Y . Olgu x € Y. Hulga Y méératlusest + € X = valg(7), sestap leidub

o € 77YG) nonda, et x = valg(o). Jirelikult (o,p) € T teatava p € G puhul. Samuti
hulga Y definitsioonist kehtib S|z, Y.pi,..., Pr) (X, Y)|ar(q), mille voime kirja panna ka

kui

((S[x/a/x,f/,m/ﬁ/ph s Dk T /PR (XY )N X = X)<X/T/X)) ‘M[G]'

Toesuslemma ekvivalentsi =-suunast, vottes sobivalt
Blry, ... ) = S[x)o,Y 1/, i) TR (X/TY) AT =7,
jareldub vorduse 7 = 7 dra jatmisel, et mingi ¢ € G korral
q e Slz/o, Y, pi/7i, .. pe/TR)(X/7,Y).

Markuse II1.13 osa ¢ pohjal saame nouda, et ¢ on tugevam kui p. Weaveri P-nimede
tilespoole C-kinnisusest (o,q) € 7, sest (o,p) € 7. Jarelikult (o,q) € 7, kusjuures ¢
joustab valemit S[x /o, ?,pl/ﬁ, o, pk/ ) (X/7,Y). Hulga o definitsiooni pohjal (o, q) €
€ 0. Et g € G, siis x = valg(o) € valg(o) ehk x € valg(o), mida soovisimegi.

Eraldamisaksioomiskeemi tokestatud variandi kehtivus on toestatud. [ |
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Oleme valmis pohjendama, miks baas-kvaasimudelil M ning joustamislaiendil M[G] on

iithed ning samad ordinaalarvud.

Metateoreemiskeem III1.25 (joustamise pohimetateoreemiskeem, I osa jitk, [Weal4, 1k-d 35—
36; Kun&0, 1k 191|). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiivne ja loenduv epsilon-
kvaasimudel asendusteoorias T O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum ning G C P geneeriline

ideaal. Joustamislaiendil M|[G] ja baas-kvaasimudelil M on igas mottes samad ordinaalarvud,
Ord N M = 0rd™ = 0rd™“ = 0rd n M[q].

Téestus. Oleme ndidanud, et metateoreemiskeemi eelduste téitmisel on joustamislaiend M [G]
aksioomide hulga Ax(Z — P) mittetiihi transitiivne epsilon-kvaasimudel. Metateoreemiskee-
mi I1.7 osa (6) pohjal on ordinaalarvuks olemine jarelikult M[G]-absoluutne. Metadefi-
nitsiooni II.9 osa a pohjal on ordinaalarvude klass Ord klassina M[G]-absoluutne, s.o
0rd™@ = 0rd N M|G]. Loomulikult Ord N M = 0rd™. Jirelikult piisab toestada,
et O0rd N M = 0rd n MI[G].

Teoreemiskeemi II1.19 osa (1) jirgi on joustamislaiend M[G] baas-kvaasimudeli M laiend,
M C MIG]. Seega sisalduvus Ord N M C Ord N M|G] kehtib. Pohjendame teisipidi alamhul-
galisust 0rd N M 2 0rd N M|[G]. Valime valg(r) € 0rd N M[G], 7 € M?. Lemma I11.21
jargi ei saa nime kandja astak olla suurem kui algse nime astak, Rank(valg(7)) < Rank(7).
Ordinaalarvud on astakufunktsiooni piisipunktid, lause 1.28 osa (1). Seega Rank(valg(T)) =
= valg(7), mistottu valg(r) < Rank(7). Metalauseskeemi I1.14 pohjal on astakufunkt-
sioon Rank funktsioonina M-absoluutne, mistottu 7 € M{, C M alusel Rank(t) € M.
Kui valg(7) = Rank(7), jareldub kohe valg(7) € M. Kui valg(r) < Rank(7), jareldub
valg(7) € M hulga M transitiivsusest.

Tulemus on toestatud. |

Viimasena toestame, et joustamislaiend M |G| rahuldab potentshulga moodustamise ak-
sioomi. Metalause I1.26 osa (1) pohjal piisab naidata, et iga X € M|G] korral P(X) N
N M|G] € M|G]. Tegelikkuseks voime isegi piirduda toestusega, et leidub hulk Y € MI[G],
mispuhul P(X) N M[G] CY [Hall4, lk 19]. Oleme toestanud, et joustamislaiend rahuldab
eraldamisaksioomiskeemi ning hulgast Y saaksime hulga P(X) N M[G] eraldada absoluutse
tingimusega Z C X.

Oletame, et P on juurega tingimuskogum. Eeldus ei too kaasa iildisuse kadu, vt meta-

lauseskeemi II1.15. Olgu 7 mingi P-nimi. Toestuses kasutame selle pohjal moodustatud
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P-nime sub, kus

sub(7) = (P(1) N MP) x {2} =
= (PM(r)n V) x {@} = (metalause 11.26 (2), metadef I11.9)

={(0,9) |0 C 71 A,0 on M-tokestatud P-nimi“ }.

Kuna sub(7) koosneb paaridest, kus esimene koordinaat on P-nimi ja teine on hulga P element,
on tegu P-nimega. Kui 7 € M, siis PM(7) € M, P-nimeks olemise absoluutsusest P (7) N
N VP € M. Otsekorrutise absoluutsusest funktsioonina ja kuuluvusest {@} € M samuti
PM(1) N VP) x {@} € M. Jiarelikult kui 7 € MP, siis ka sub(7) € M? ja valg(sub(7)) €
€ M[G].

Teoreemiskeemis toestame, et M|[G] 2 X = valg(7) korral sobib votta Y := valg(sub(7)).
Téhendab, P(X) N M[G] C valg(sub(T)).

Teoreemiskeem II1.26 (joustamise pohiteoreemiskeem, IT osa jatk, [Weald, 1k 43]). Olgu M
aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitisone ja loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T O
D ZFC. Las olla P € M tingimuskogum ning G C P geneeriline ideaal. Joustamislaiend M |[G]

rahuldab potentshulga moodustamise aksioomi.

Toestus. Olgu X € M|[G]. Jirelikult leidub mingi 7 € M{,, mispuhul X = valg(7)
Eelnevale arutelule tuginedes toestame, et P(X) N M|[G] C valg(sub(7)). Las Z € P(X) N
N M[G]. Seega mingi ¢ € M¥ puhul Z = valg(o) ja Z = valg(o) C valg(r) = X

Defineerime hulga

o={(mp)eT|pler(r€o)}

Koordinaatide nouete, st lause IT1.6 osade (2) ja (4) pohjal on ¢ P-nimi. Metalauseskeemi 111.22
ning defineeritavuse lemma alusel on p Ir, (7 € o) esitatav M-ahendatud valemiga. Seega
0 € MF. Selgesti 0 C 7, kust (0, @) € sub(7). Tiihi hulk kuulub alati juurega tingimuskogumi

geneerilisse ideaali, sestap valg(o) € valg(sub(7)).

Toestuse lopetamiseks piisab néidata, et Z = valg(p) ehk valg(o) = valg(e). Uurime

kumbagi pidi sisalduvust.

e valg(p) Cvalg(o) . Olgu z € valg(p). Siis 2z = valg(o) teatava o € o~ 1(G) kor-

ral. Seetottu mingi p € G puhul (¢',p) € p. Hulga o definitsioonist p I, (¢ € o).
Toesuslemma ekvivalentsi <=-suunast ja sisalduvuse absoluutsusest valg(o') € valg(o).

Seega z € valg(o), korras.
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e valg(p) D valg(o) . Olgu z € valg(o). Et valg(o) C valg(r), siis ka z € valg(7).

Jarelikult mingisuguse o’ € 771(G) korral z = valg(o’). Tahaksime, et z € valg(o),
milleks toestame, et valg(o’) € valg(p). Selleks piisab leida p € G, mispuhul (¢, p) € o,
st (o/,p) € Tjaplk (o € 0).

Kuivord o' € 771G), leidub p’ € G nonda, et (¢/,p') € 7. Kuna z € valg(o), siis
valg(o’) € valg(o). Sisalduvuse absoluutsusest ning tdesuslemma ekvivalentsi =-
-suunast leidub ¢ € G, mille korral ¢ I, (0" € o). Mérkuse 111.13 osast ¢ johtuvalt saame
nouda, et ¢ on tugevam kui p’. Valime p := ¢. Seega p € G, p I+, (0’ € o) ning nime 7

tilespoole C-kinnisusest (0, p) € 7. Seda soovisimegi. [ |

Mérgime, et C-kinnisuse lihtsustav toime avaldub just toestuse viimases loigus. Lugeja voib
veenduda, et kehtib ka vastupidine alamhulgalisus, st P(X) N M[G] 2 valg(sub(7)). Kasuks
tuleb varasem teadmine, et P-nime kandja klassifunktsioon val on alamhulgalisuse suhtes
monotoonne. Tdhendab, kui o C 7, siis ka valg(o) C valg(7), mis on teada jaotise I11.1.5.3

lopust.

Toome toestuseta viite, et joustamislaiend M |G| rahuldab asendamisaksioomiskeemi ning

valikuaksioomi.

Metateoreemiskeem III1.27 (joustamise pohimetateoreemiskeem, II osa jatk, [Weal4,
1k-d 43-44; Kun80, 1k-d 201-202|). Olgu M aksioomide metahulga Ax(ZFC) transitiione ja
loenduv epsilon-kvaasimudel asendusteoorias T 2O ZFC. Las olla P € M tingimuskogum ning
G C P geneeriline ideaal. Joustamislaiend M|G| rahuldab (1) asendamisaksioomiskeems,

(2) valikuaksioomi.

Viide toestusele. Pohjenduse voib leida nt allikatest Weaver [Weald, lk-d 43-44] ja Kunen
[Kung0, 1k-d 201-202]. |

2.3. Kontiinumihiipoteesi soltumatus

Koige lopetuseks kirjeldame iildsonaliselt kontiinumihiipoteesi soltumatuse toestust ZFC-
-hulgateooriast. Piirdume véite sonastamisega, tingimuskogumite defineerimisega ning viidetega

kirjandusele.

Ldviordinaalarvuks kutsutakse ordinaalarvu «, mis pole iihegi vidiksema ordinaalarvuga
[ < « iiksiiheses vastavuses, s.o =(5 ~ a) [HJ99, 1k 129; Weal4, 1k 17]. Potentselt jirjestatava
hulga X kardinaalarvuks nimetatakse laviordinaalarvu «, mispuhul X ~ «a. Kardinaalarv

on konkreetse hulga X korral iiheselt maaratud. [HJ99, 1k 130] Cantori-Zermelo teoreem
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iitleb, et valikuaksioomi olemasolul on koik hulgad potentselt jarjestatavad, seetottu on
eelnevaga defineeritud iga hulga jaoks selle juurde kuuluv kardinaalarv [HJ99, 1k-d 137-138].

Kardinaalarvu tdhistame kahe tilakriipsuga [0ja06, 1k-d 62-63|, o = X.

Kardinaalarvude klass Card ei moodusta hulka. Loplikud kardinaalarvud on parajasti von
Neumanni naturaalarvude hulga  elemendid [Jec02, 1k 27|. Lopmatud kardinaalarvud véib
sittida teatavasse hierarhiasse, alefite hierarhiasse (Ny)acora [HJ99, Ik 131]. Kardinaalarv 8o =

= o on vahim lopmatu kardinaalarv, N; véiksuselt teine ja nonda edasi. Cantori teoreem

kardinaalarvude ja potentshulga vahekorrast [HJ99, lk 96| iitleb muu seas, et P(Rg) > No.

Tekib kiisimus, kus paikneb 16pmatu kardinaalarv N;. Kas kehtib Xy < 8y < P(Rg) voi
Ny < W = N;. Kontiinumihiipoteesiga (CH) pakuti, et W = N; [CanT77|. Osutus aga,
et ZFC-hulgateooria raames pole voimalik toestada ei kontiinumihiipoteesi ega selle eitust
[G6d40; Coh63; Coh64]. Vahemalt mitte siis, kui teooria ZFC on siintaktiliselt mittevasturadkiv.
Teisisonu, kontiinumihiipotees on ZFC-hulgateooriast soltumatu. Voi, kolmandas sonastuses,

nii ZFC + CH kui ZFC + —CH on vasturaékivustelt iihesugused teooriaga ZFC.

Kontiinumihiipoteesi soltumatuse ZFC-hulgateooriast saab toestada joustamismeetodi abil,
tuginedes metateoreemiskeemile I1.25 [Weal4, 1k-d 48, 52]|. Metateoreemiskeemi I1.25 té&his-
tuses tuleks votta ¢ := CH v6i ¢ := —CH ja hulga N := N rolli sobiva tingimuskogumi P
joustamislaiend M[G].

Metateoreem III1.28 (kontiinumihiipoteesi soltumatus, [G6d40; Coh63; Coh64d]). Kontiinu-

mihiipotees on ZFC-hulgateooriast soltumatu.

Téestuse tildskeem, |Weal4d, 1k-d 47-52|. Toestamaks, et ZFC + CH on vasturaékivuselt

ithesugune teooriaga ZFC, voib tingimuskogumiks P; votta

P ={(f: A— B) e M |,,f on bijektsioon“ A
ANACPMABCRMA
N ,,A, B on loenduvad®|y;}.

M-ahendatud eraldamisaksioomiskeemi ning absoluutsuse tulemuste pohjal P, € M. Olgu
G C P; geneeriline ideaal, mis leidub Rasiowa-Sikorski lemma pohjal. Tingimuskogumil P; on
olulise omadusena w-kinnisus, oieti M-tokestatud o-kinnisus. Selle omaduse abil toestatakse,
et Po)MA) ~ MG [Weald, k-d 47-48]

Toestamaks, et ZFC + —CH on vasturddkivuselt ihesugune teooriaga ZFC, saab tingimusko-
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gumiks P, votta

Py ={(f: A—{0,1}) € M |, f on bijektsioon” A
AACHxRMA
A ,,A, B on loplikud*}.

Sarnaselt P, € M ja Rasiowa-Sikorski lemma jargi leidub geneeriline ideaal G5 C P,. Niiiid

on madravaks omaduseks tingimuskogumi P, M-tokestatud loenduvate antiahelate omadus
—M|G5]

ehk (c.ac.c)|p;. Sellele omadusele toetudes saab ndidata, et P(w) > RMIE [Weald,
1k-d 49-52]
Pohjalikuma selgituse leiab lugeja néiteks allikast [Weald, 1k-d 45-52]. |
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Lisad

Lisa A. Naide tuletusest Gentzeni siisteemis

Toestame, et Gentzeni aksiomaatilises siisteemis kehtib konjunktsiooni abisiimboli A jaoks

vasakule sissetoomise reegel, kui F A G on korrektne valem:

rF.GrH

(AR
I' FANGFH

Oieti pohjendame, miks voib sekventsist I', F, G - H alati ,hiipata sekventsini I, F A G - H.

Toestuspuu ehitame suunaga alt iiles. Koigepealt kirjutame abiavaldise F A G méaératluse

pikemalt lahti.
I''~(F=-G)FH

I'FANGFH

Edasi rakendame juba tuntud lausearvutuslikke reegleid. Eituse paremalt eemaldamise reegel

(h=)

(F /) valmistab ette eituse paremale sissetoomist (-—). Eituse paremale sissetoomisega ja

struktuursete reeglite abil vabaneme implikatsioonist antetsedendis.

I'F,g+H
FF.G-HIH
[.G.-HFrH i:i
r—H,F,Gg+H r,—H,F,Gg+--H

I'=H,F+ -G
r—Hr+(F=-G
IoHAF =G - (F=9) .
I =(F==G),"HE (F=-0) I'~(F = =G), " H I+ ~(F = -G)
[, ~(F=—G)F——H
I—~(F=-G)rH
[FAGHH

)

(var)

(=)

(F=)*
)

(5+)

()

(-7)
(A=)

147



LIisSAD SK

Jaab iile toestada, et sekventsist I', F,G + H saame tuletada sekventsi I', —H + (F = —G).
Implikatsiooni sissetoomise (F=>)* jérel on uuesti rakendatav eituse paremale sissetoomine

(F—). Struktuursed reeglid annavad noutud 16ppkuju.

Muude abitehete, néiteks olemasolukvantori jaoks leiab tuletusreeglid allikast [PP04, 1k-d 88,
97].

Lisa B. Transitiivse eelsulundi teoreemiskeemi toestus

Pohjendame tdpsemalt, miks E-transitiivne eelsulund alati leidub. Tdestuse pohiidee toime

jaotises [.2.5.1 teoreemiskeemi .15 esmakordses sonastuses.

Teoreemiskeem I.15 (E-transitiivne eelsulund leidub, [Jec02, 1k 67; HJ99, lk 253]). Olgu
C klass, E C C x C hulgalaadne klassiseos ning X C C suvaline hulk. E-transitiivne eelsulund
teg (X) alati leidub.

Toestus. Loetavuse lihtsustamiseks jaotame toestuse alamosadeks.

(a) Abidefinitsioonid

Defineerime koigepealt taisfunktsioonilise abioperatsiooni y = |g)z, mida ldheb toestuses

tarvis.
y=lz=y=U{exte(2) |2 €2nC}

Olgu z € C. Hulgalaadsuse pohjal leidub iga 2’ € z N C jaoks E-eellaste hulk extg(z).
Asendamise-kustutamise teoreemiskeemiga ehitame hulgast z uue hulga {extz(2) | 2’ €
€ z N C}. Ekstensionaalsuse jérgi on viimane hulk iiheselt médratud. Uhendi leidumise
ning ekstensionaalsuse tottu leidub ka iiheselt madratud hulk (J{extg(2') | 2/ € 2N C}.

Niisiis ongi valem y = g)z téisfunktsiooniline argumendi z € C suhtes.

Edasi defineerime olulise abivalemi Recun, mis teeb toestusesisest naturaalarvulist
rekursiooni, sealjuures vajamata iihtegi varasemat rekursiooniteoreemi.
Recun[n,y,u,p1] == ,u on funktsioon“ A domwu = n" A (0,extg(p1)) € u A
AVMVz(m <n A (m,z) €Eu= (m",y) euny=lgz)

Abitdhistused on hulgateooria baaskeelele taandatavad. Valemi Recun[n, y, u, p1] defi-

nitsiooni sisse on kirjutatud tingimused n € domu, u(0) = extz(p1) ning n > 1 puhul

u(n) = lgu(n —1).
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Viimaks méérame valemile ®[n,y,Y, p1/X](Y) tihenduseks

[,y Y, p1/X](Y) = n € © A Su(Recun[n, y, u, p1/X]) v
Vné¢why=ga.

Meenutame, et X on jatkuvalt hulk, mille jaoks objekti tcg (X) leidumist tGestame. Kui
onnestub néidata, et @[n,y, Y.,p /X](Y) on taisfunktsiooniline, siis hulgast o tuleneb

asendamisaksioomiskeemiga hulk

N J/

Y = ran (up)neo = {extg(X), @extE(X),Lisj@extE(Xz, glele)exty (X),. .. }.

-~ -~

u(0) u(1) u(2) u(3)

Otsitav hulk oleks tcg (X) = (JY. Asume niisiis pohjendama valemi &[n,y, Y, p;/X](Y)

taisfunktsioonilisust.

(b) Valemi ®n,y, Y, p1/X|(Y) tiisfunktsioonilisus

Toestuses kasutame kaks korda naturaalarvulise induktsiooni teoreemi [.7. Lemmana
ldheb meil vaja teadmist, et kui n € » jaoks leiduvad u ning v nonda, et Recun|n, y, u, p1]

ja Recun[n, y,u/v, p1], siis © = v. Votame
Sy = {k € o | Vu¥o(Recun[n/k, y, u, pr/X] A Recunln/k, y, ufv, pr/X] = u = v) }.

Mboistagi 1) S1 C o, 2) 0 € Sy, sest leidub iilimalt iiks funktsioon w, mispuhul
(0,extg(X)) € u ja domu = 07 = {0}. 3) Olgu ntiiid k¥ € S; suvaline, s.0o k €
korral implikatsioon kehtib. Niitame, et k™ € S;. Oletame, et suvaliste vq, vy korral on
jous eeldused Recun[n/k™,y, u/vi, p1/X]| ning Recun[n/k™, y, u/vq, p1/X]. Néitame, et
v = vy. Votame induktsiooni eelduses u = vi|,+ ja v = va|,+. Induktsiooni eelduse
implikatsiooni jareldusena vi|,+ = va|.+, eriti vi(k) = vo(k). Kuna y = (g2 oli téisfunkt-
siooniline, siis ka v (k™) = lg)v1 (k) = [gJva(k) = va (k™). Kokkuvottes vy = vy, mistottu
k* € 5. Induktsiooniteoreemist 1.7 tuleneb S; = . Funktsiooni u iihesusest johtub
niisamuti védrtuse y ithesus. Kui mingi & € o korral leiduksid erisugused 1 # 1o, siis

oleksid ka vastavad funktsioonid u; ja us erinevad, kuna vaértused kohal k ei tihtiks.

Analoogiliselt toestatakse, et Sy = w, kus
Sy ={k € | Ju(Recun[n/k,y,u,p1/X] }.

Liithidalt 1) Sy C w, 2) 0 € Sy, sest sobib votta u := {(0,extz (X))}, 3) ning kui k € ©
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korral leidub w, siis k™ puhul voime votta v’ = v U {(k™, lgu(k))}.

Viimaks pohjendame, miks valem ®[n,y, Y, m /X](Y) on taisfunktsiooniline ehk miks
Vnaly' ®[n,y/y, Y, p1/X](Y).

Toestame otse. Kui n ¢ w, siis korras. Olgu n € o suvaline. Teame, et leiduvad iiheselt
médratud v ja y nii, et Recun([n, y, u, p1/X]|. Sobibki votta vastav y ehk y' := extg(X),
kuin =0, jay' == u(n) = gu(n — 1), kui n > 1.

Oleme valmis rakendama hulgale o asendamisaksioomiskeemi valemi ®[n,y, Y, p1/X](Y)

korral. Olgu saadavaks hulgaks Y, s.o
yeYednlneondn,yY](p/X)).

Alles niitid, kus hulk Y on olemas, saame defineerida liihitoestuses kasutatud jada

(Un)neew, VOttes

(tn)neo = { (n,y) € x Y | O[n,y,Y,p1/X]|(Y) }.

Vahetult Y = ran (uy,)ne,. Puudub ainult selgitus, miks (Y = tcg (X).

(¢) Vordus |JY = teg(X) ehk |Jran (un)nee = teg (X)

Kontrollime E-transitiivse eelsulundi nouete tditmist. Esiteks, kuna ug = extz(X),
siis extg(X) C (Y. Teiseks, alamhulgaline sisalduvus klassis, [JY C C, toestatakse
niisamuti naturaalarvulise induktsiooniga. Induktsiooni baasis exty(X) C C ja sammus
suvalise Z korral, kui Z C C| siis (g)Z C C. Kolmandaks, hulk | Y on E-transitiivne. Kui
xz € JY, siis x € u, mingisuguse n € w korral. Vottes z E x, kus z € C, saame z € [ JY.

Seda seetottu, et

z € extg(z) C U{extp(2) | 2 € up} =
= U{exte(?) | 2 €u, NC} =

= Lbjun = Up+ C UI‘&H (Un)new - UY

Olgu niitid T' C € suvaline E-transitiivne hulk, mispuhul exty(X) C T. Neljandaks
néditame, et siis |JY € T ehk |JY on C-vdhim niisuguste omadustega hulk. Piisab
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toestada, et iga n € w korral u,, C T'. Kasutame naturaalarvulist induktsiooni. Votame
S={new|u, CT},

selgesti 1) S C w, 2) 0 € S, kuna ug = extg(X) C T hulga T valiku jargi. 3) Olgu
niitid n € S, seega u, C T. Et T oli E-transitiivne, siis iga 2z’ € wu, korral extg(z") C
C T. Teisisonu jareldub, et u,+ = (J{extz(z') | 2 € u, N C} C T, nagu oligi tarvis.
Induktsiooniteoreem 1.7 annab vorduse S = w, hulga S olemusest ldhtuvalt saame

Uy CT.

Transitiivse eelsulundi iihesus tuleneb C-viahimusest ja ekstensionaalsusest. Teoreem on
toestatud. [ |

Lisa C. Epsilon-kvaasimudeli korrektsuse toestus

Metateoreemiskeem II.1 (epsilon-kvaasimudeli korrektsus, [Kunl3, 1k 101]). Las olla
teooria T asendusteooria. Olgu p ZFC-hulgateooria kinnine valem ning I’ ZFC-teooria kin-
niste valemite jarjend, sealjuures T N Form(ZFC) I+ I' + . Kasutagu sekventsi I' - ¢ mingi
toestus T teoorias T N Form(ZFC) parasjagu omaaksioome, mille konsekvendid pdrinevad
metahulgast Ay = { A1, ..., Ay} C Form(ZFC). Leidugu valemite metahulgal A, epsilon-kvaa-
simudel M teooria T suhtes, kusjuures klass M olgu mittetiihi teoorias T. Eeldame, et klassi M

kirjeldus M[q] ei kasuta kuskil indiviidmuutujaid, mis esinevad toestuses .

Sellisel juhul kehtib ka T I'|, F ¢|,.

Toestus. Kasutame struktuurset induktsiooni mooda toestuse 7 puud. Kirjapildiga I'; F ¢;

tahistame vastava puu mingit vaatluse all olevat tippu.

* Baas (aksioomid)

(a) Loogilised ja poolloogilised aksioomid
(1) Puhta loogika aksioomid

Oletame, et I'; - ; on puhta loogika aksioom, st I; = ¢; ehk ¢; - ¢;. Pérast
tokestamist jarelikult ¢;|, - ¢il,, seega tegemist endiselt aksioomiga ning
kehtib 1], F @il

(2) Vorduse aksioomid

ZFC keeles on kahte tiiiipi vorduseaksioome: refleksiivsuse aksioomid ning asen-
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dused predikaatsiimbolitesse. i) Refleksiivsus. Sekventsi I'; - ¢; korral oleks I
tiihi jérjend ning ¢; = x; = x; mingi x; € Indv korral, kusjuures z; ei esine
klassi M méaaratluses. Tegu oleks niisiis sekventsiga i~ z; = x;. Tiihja jarjendi
ahend ning atomaarse valemi ahend iihtivad algsega, mistottu taas I;|, F ¢,
ii) Asendus predikaatsiimbolisse. Sekvents I F ¢; on kas xj, = y;,,z;, =
= Y b (5 = 2j, = Y5 = Yjo) VOL 35, = Y50, T, = Yjp b (25, € 5, = Y5y € Yjy)
kus z;,, xj,, ¥j;, ¥j, on indiviidmuutujad. Molemal juhul on antetsedendis
ainult atomaarsed valemid, mis ahendamisel ei teisene. Konsekventides on
implikatsioonid, mille suhtes ahendamine distributeerub. Sellest {ihest sammust

piisab, et jouda atomaarsete valemiteni, mis ei teisene. Taas kord I5], - ¢4,

(b) Mitteloogilised aksioomid ehk omaaksioomid

* Feldus

Kui I'; F ¢; on omaaksioom, voisime eeldada, et antetsedent I' on tiihi (tegu
asendusteooriaga). Teoreemi tingimustest saame, et ¢; = A;, kus A; € A;. Seega
on vaatluse all sekvents i A;, mille tokend on i A;|,. Sekvents I A;|, on tuletatav,

kuna eelduse jargi on M valemihulga A; epsilon-kvaasimudel teooria T suhtes.

Kehtigu teoreemi viide toestuse 7 tipu I - ; jaoks iga sellele toestuses eelneva

sekventsi korral.

* Samm

Niitame, et tulemus kehtib siis ka tipu I'; - ¢; puhul.

(a) Lausearvutuslikud reeglid

Sirgjooneline. Tokestamine distributeerub kenasti iga lausearvutuse tehte suhtes.

Vahetult on niha, et struktuursete reeglitega on korras.

(b) Kvantoritega reeglid

Predikaatarvutuse reeglid tahavad tdpsemat kontrolli. Lihtsam on reegliga, kus
tokestamine viib lokaalses mottes konsekvendi norgestamiseni, keerulisem reegliga,

mis norgestab antetsedenti.

(1) (FV)* — norgestame viidet

Olgu I'; - ¢; tuletatud reeglist (-V)* ehk olgu see kujul I;[Z] - Vo (¥;[z]). In-

duktsiooni eeldus on jarelikult sekventsi I';[Z]|, F ¥;[z]|, tuletatavus. Toestada

r

152



KK D. Deduktsiooni-teoreemiskeemi sonastus

on tarvis sekvents I5[Z]|, F Vz((Mq/z] = ¥i[z]|,)).
77777777777777 (ind. eeld)
Lid]l, b Wlz]l,
S+)
Ll Mafol - il
L[]l - (Mg/z]) = Wilz][,) -
Ti[4])], - Vz(Mg/2] = i[z]],))

(2) (VH)' — norgestame eeldust

Olgu I + ¢; tuletatud reeglist (VF)" ehk olgu see kujul I'?, Va(¥;[y/z]) + @i,
kus y € Indv on indiviidmuutuja, mis voib olla ka x. (Teoorias T N Form(ZFC)
pole peale indiviidmuutujate teisi terme.) Induktsiooni eeldus on jarelikult
sekventsi 17| o Yilyl(@)], il tuletatavus. Toestada on tarvis sekvents

0
7

Vo ((Mg/z] = Gly/z)l,) F il

Muu seas ldheb vaja valemite kinnisuse ning epsilon-kvaasimudeli M mittetiih-

juse eeldust.
Laiuse tottu toome toestuse jéargmisel lehekiiljel.

Tulemus on toestatud. [ ]

Lisa D. Deduktsiooni-metateoreemiskeemi sonastus

Teoreemiskeem A.1 (deduktsiooni-metateoreemiskeem). Olgu T formaalne esimest jirku

sekventsiaalne teooria. Las olla F, G teooria T valemid ning I' valemite jarjend. Kui
a. T+ FIFT -G,

b. selle sekventsi mingis tuletuses ei rakendata valemi F vabadele muutujatele tarniga
reegleid (FV)*ega (IF)* mitte kuskil,

sis TIF T, F+G.

Viide toestusele. Vaata nt allikat [Pra04, 1k-d 125-126]. |
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KK E. Ideaali eri definitsioonid

Lisa E. 1Ideaali eri definitsioonid

Sonastame jdarjestusteooria, hulgateooria ning dldise topoloogia ideaali maédratlused. Nendele

viitasime metadefinitsioonile I11.1 jargnenud vordluses.

Meenutame, et eel- voi kvaasijarjestuseks hulgal P nimetasime refleksiivset ning transitiivset
seost < hulgal P.

Definitsioon A.1 (jirjestusteooria ideaal, [Gie+02, 1k-d 1-3|). Olgu (P, X) eeljirjestatud
hulk. Alamhulka G C P kutsutakse jarjestusteooria ideaaliks, kui

a. G # @,

b. G on viiksemate elementide suhtes kinnine. See tahendab, iga g, ¢’ € P korral, kui

geGijag < g, siis ¢ € G;
c¢. G on x-suunatud hulk. Kui g1, g2 € G, leidub h € G nii, et g1 < h ja g2 < h.

Definitsioon A.2 (hulgateooria ideaal, [Cie97, lk-d 14, 6]). Olgu S suvaline hulk ja P := P(S5).
Alamhulka G C P kutsutakse hulgateooria ideaaliks, kui

a. G # @,

b. G on C-vaiksemate elementide suhtes kinnine. See tdhendab, iga g, ¢’ € P korral, kui

geGijag Cg,siis ¢ € G;
c¢. GG on C-suunatud hulk, tunnistajaks sobib iithend. Kui g1, g2 € G, siis g1 U gy = h € G.

Definitsioon A.3 (iildise topoloogia ideaal, [Car37]). Olgu S suvaline hulk ja P := P(S5).
Alamhulka G C P kutsutakse dldise topoloogia ideaaliks, kui

a. S ¢ G;

b. G on C-vaiksemate elementide suhtes kinnine. See tdhendab, iga g, ¢’ € P korral, kui

geGijag Cg,siis ¢ € G;
¢. GG on C-suunatud hulk, tunnistajaks sobib iithend. Kui g1, g2 € G, siis g1 U gy = h € G.

(Allikas [Car37| on périselt toodud filtri definitsioon, kuid ideaal on filtri duaalne moiste.)
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Kaitsmisjargsetest muudatustest
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regulaarse induktsiooniga, 5) kasvava funktsiooni definitsioonile lisati hoiatus selle iildisuse kohta, 6) paari
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pohjendust laiendati, b) parandati viga metalauseskeemi I1.10 jaotise (3) osa (iv) toestuses, ¢) kolmanda
peatiiki metatulemuste terminoloogia tihildati varasema tekstiga, d) lisa B toestuses kirjutati iimber lause
algusega ,Margime, ct valemi Recun[n,y, u, p1] definitsiooni sissc .., sealhulgas vahetati vigane muutuja n
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