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Stereomeetria.

Eelmirkusi.
v
1. Sterecomeetrias késitellakse geomeetrilisi kehasid ja
ruumilisi kujundeid, mille k&ik punktid ei asetse iihel tasa-
pinnal. Ruumilisi kujundeid kujutatakse joonistel nii, et nad
silmas kutsuvad esile umbes samasuguse mulje kui kujundid
ise. Neid jooniseid valmistatakse kindlate reeglite jirgi, mis
pohjenevad kujundite geomecetrilistel omadustel.
Uhte ruumiliste kujundite kujutamise vd&tet tasapinnal
kdsitleme edaspidi (§ 54—66).

Esimene peatiikk.
SIRGED JA TASAPINNAD.

I. Tasapinna asendi mairamine.

2. Tasapinna kujutamine. Paljudel igapidevases elus
tarvitatavatel esemetel, mille pind meenutab tasapinda, on rist-
kiiliku kuju, néiteks: raa-
matu koide, aknaklaas, kirju-
tuslaua plaat jne. Seejuures,
vaadeldes neid esemeid kor-
valt ja suurest kaugusest,
ndib neil olevat rdopkiiliku
kuju. Seepidrast on saanud
kombeks kujutada tasapinda
joonisel roopkiilikuna. Tasapinda tdhistatakse tavaliselt iihe
kreeka tdhega, niditeks ,tasapind o« (joon. 1).

Joon. 1.



3. Tasapinna pohiomadused. Mainime jdrgmisi tasapinna
omadusi, mida tunnustatakse tGestuseta ja kasutatakse seega
aksioomidena.

1) Kui sirgjoone kaks punkti asetsevad mingis tasapinnas,
siis asetsevad selles tasapinnas ka selle sirge koéik teised
punktid.,

2) Kui kahel tasapinnal on iiks iithine punkt, siis need
tasapinnad l6ikuvad mééda sirget, mis Iibib seda punkti.

3) Libi kolme punkti, mis ei asetse iihel sirgel, saabp ase-
tada tasapinna ja nimelt iiheainsa.

4. Jdreld used. Viimasest lausest saab teha jargmisi
jéreldusiz

1) Libi sirge ja sellest viljaspool asetseva punkti saab
paigutada tasapinna (ja ainult ithe). TGesti, vdljaspool sirget
asetsev punkt koos mingi kahe punktiga, mis on voetud sellel
sirgel, moodustab kolm niisugust punkti, mille 14dbi saab juh-
tida tasapinna (ja ainult iihe).

2) Libi kahe Iéikuva sirge saab asetada tasapinna (ja
ainult iithe). TOoesti, vottes sirgete 13ikepunkti ja veel iihe
punkti kummalgi sirgel saame kolm niisugust punkti, mille
14bi saab juhtida tasapinna (ja ainult iihe).

3) Libi kahe paralleelse sirge saab paigutada ainult iihe
tasapinna. Tdesti, paralleelsete sirgete definitsiooni jargi kaks
paralleelset sirget asetsevad iihel ja samal tasapinnal; see-
juures on neid tasapindu ainult iiks, sest ldbi iihe sirge ja
libi punkti, mis on vdetud teisel sirgel, saab juhtida ainult
ithe tasapinna.

_ 5. Tasapinna pooramine sirge timber. Ldbi iga sirge

ruumis saab asetada lopmatu hulga tasapindu. Tdepoolest,
olgu antud mingi sirge a (joon. 2); vGtame viljaspool seda
sirget mingi punkti 4. Punkti 4 ja sirget a ldbib ainult iiks
tasapind (§ 4). Nimetame teda tasapinnaks a. Votame uue
punkti B viljaspool tasapinda a. Punkti B ja sirget a ldbib
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uus tasapind. Nimetame teda tasapinnaks B. See tasapind
ei voi iihtida tasapinnaga «, sest temal asetseb punkt B, mis
ei kuulu tasapinnale ¢. Meie vdime vOtta ruumis véljaspool
tasapindu « ja B jédlle uue punkti C.
Punkti C ja sirget a ldbib jidllegi uus tasa-
pind. Nimetame seda tasapinnaks y. Ta
ei saa iihtida ei tasapinnaga o ega ka tasa- :
pinnaga f3, sest temal asetseb punkt C, mis |3°

|

I

T

ei kuulu tasapinnale a« ega ka tasapinnale g
B. Jatkates jéarjest uute punktide vOtmist
ruumis saame jdrjest uusi tasapindu, mis )
labivad sirget a. Niisuguste tasapindade Y N
hulk on 10pmatu. KG&iki neid tasapindu '\}
voime aga kisitella ka kui iihe ja sama
tasapinna eri asendeid selle tasapinna poo-
ramisel {imber sirge a.

Jarelikult voime viljendada veel ithe tasapinna omaduse :
tasapind saab po6relda iga sedle tasapinna
sirge iimber.

6. Konstruktsiooniilesannetest ruumis; Ko&iki konstrukt-
sioone, millega tegeldakse planimeetrias, 6n vdimalik teostada
ithes ainsas tasapinnas kasutades selleks joonestamisvahendeid.
Ruumilisteks konstruktsioonideks aga joonestamisvahendeid
ei saa kasutada, sest on vGimatu joonestada kujundeid ruumis.
Peale selle esineb ruumilistes konstruktsiconides uus ele-
ment — tasapind, mille ehitamist ei saa teostada sama-
suguste lihtsate vahenditega, nagu sirgjoone ehitamist tasa-
pinnal,

Seepdrast on tarvilik tdpselt kindlaks midédrata,
mida mdista ndude all teostada iiks vdi
teine ruumiline konstruktsioon, eriti aga, mida
moista ndude all ehitada tasapind ruumis. Koigi ruumiliste
konstruktsiooniilesannete kohta eeldame jirgmist:



1) ndude all ehitada tasapind modistame nduet leida need
elemendid, mis mé&dravad tasapinna asendi ruumis (§ 3 ja 4),
see tihendab, et tasapinna ehitamise iilesande lceme lahenda-
tuks, kui on leitud need kolm punkti, v4i sirge ja punkt °
valjaspool seda sirget, voi need kaks 15ikuvat voi paralleelset
sirget, mida 1dbib otsitav tasapind;

2) kui on antud kaks tasapinda, siis on antud ka nende
16ikesirge, see tdhendab, et sirge ehitamise {ilesande loeme
lahendatuks, kui on leitud need kaks tasapinda, mille 15ike-
jooneks on otsitav sirge;

3) kui ruumis on antud tasapind, siis on temas teostatavad
koik meed tasapinnalised konstruktsioonid, mis olid teosta-
tavad planimeetrias.

Teostada mingi ruumiline konstruktsi-
oon tdihendab taandada see ilesanne 106p-
likuks hulgaks praegumainitud pdhikons-
truksioonideks. .

Nende eelduste ja kokkulepete pdohjal lahendataksegi
stereomeetrilisi konstruktsiooniilesandeid.

7. Ruumilise konstruktsiooniilesande niide. Ules-
anne. Leida antud sirge a
(joon. 3) ja antud tasapinna [
I6ikepunkt, Votame tasapinnal
B mingi punkti A. Labi punkti
A ja sirge a paigutame tasa-
pinna y. See tasapind 16ikab
tasapinda B modda mingit sir-
get b. Leiame itasapinnal y sir-
gete a ja b 1dikepunkti. See
punkt ongi otsitav punkt. Kui sirged a ja b osutuvad paral-
leelseteks, siis iilesandel lahendust ei ole.
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II. Paralleelsed sirged ja tasapinnad.

Paralleelsed sirged.

8. Eelmarkusi. Kaks sirget vdivad ruumis asetseda nii,
et ldbi nende ei saa juhtida tasapinda. VGotame nditeks
(joon. 4) kaks niisugust sirget AB ja DE, millest iiks 18i-
kab mingit tasapinda @, teine aga
asetseb sellel tasapinnal, kuid ei
14bi esimese sirge ja tasapinna a
16ikepunkti (C). L&bi kahe nii-
suguse sirge ei ole voimalik juh-
tida tasapinda. sest vastasel korral
ldbiks sirget DE ja punkti C kaks

£ h 2 S Joon. 4.
eri tasapinda: tasapind a, mis 10i-
kub sirgega AB, ja mingi teine
tasapind, millel asetseb sirge AB, — kuid see on voi-

matu (§ 3).

Kaks sirget, mis ei asetse iihel tasapinnal, ei saa muidugi
16ikuda; siiski neid ei nimetata paralleelseteks, sest see
nimetus sdilitatakse sirgetele, mis ei 15ika teineteist, kuid
asetsevad seejuures ihel ja samal tasa-
pinnal

Kaht sirget, mis ei asetse iihel tasapinnal, nimetatakse
kiivsirgeteks.

Sirge ja tasapinna roopseis.

9. Definitsioon. Tasapinda ja véljaspool seda tasapinda
asetsevat sirget nimetatakse paralleelseteks, kui nad
teineteisega ei 16iku.

10. Teoreem. Kui sirge(AB, joon. 5) on paralleelne
sirgega (CD), mis asetseb tasapinnal (a), siis ta on
paralleelne ka selle tasapinnaga.



Lidbi sirgete AB ja CD asetame tasapinna 8 ja oletame,
et sirge AB 13ikab kusagil tasapinda a. Siis oletatav 15ike-
punkt, asetsedes sirgel AB, peab kuuluma ka tasapinnale S,
millel asetseb sirge AB; samal ajal 15ikepunkt peab muidugi
kuuluma ka tasapinnale a. Tadhendab oletatav 1dikepunkt,
asetsedes iihtaegu nii tasapinnal « kui ka tasapinnal 3, peab
asetsema nende 1dikesirgel CD. Jérelikult sirge AB 16ikub
sirgega CD. Kuid see on vdimatu, kuna eelduse jargi
ABI|CD. Seega on vdimatu, et sirge AB 16ikaks tasapinda o,
ja seepdrast ABlla.

11. Teoreem. Kui ithel tasapinnal (8, joon. 5) aset-
sev sirge (AB) on paralleelne teise tasapinnaga (a)
ja tasapinnad loikuvad, siis see sirge on paralleelne
nende tasapindade loikesirgega.

[~
QD ~——— T

Joon. 5. Joon. 6. Joon. 7.

Tdepoolest, esiteks sirge CD asetseb sirgega AB iihel ja
samal tasapinnal f3; teiseks sirge CD ei saa 16ikuda sirgega
AB, sest 16ikepunkt oleks tasapinnal o, mis aga on vdimatu.

12. Jdreldus 1. Kui sirge (AB, joon. 6) on paral-
leelne kummagagi kahest léikuvast tasapinnast (a ja B), siis
ta on paralleelne nende tasapindade léikesirgega (CD).

Paneme tasapinna ldbi sirge AB ja 1dbi mingi punkti M
sirgel CD. See tasapind peab 13ikuma tasapindadega a ja 8
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mooda sirgeid, mis on paralleelsed sirgega AB ja ldbivad
punkti M. Kuid punkti M ldbib ainult iiks sirge, mis on
paralleelne sirgega AB'; see tdhendab, et abitasapinna ning
tasapindade « ja B kaks oletatavat 1Gikesirget peavad iihtima.
See sirge, asetsedes iihtaegu tasapinnal « ja tasapinnal S,
peab iihtima nende tasapindade IGikesirgega CD; seega
CD| AB.

13. Jareldus 2. Kui kaks sirget (AB ja CD, joon. 7)
on paralleelsed kolmanda sirgega (EF), siis nad on paral-
leelsed ka teineteisega.

Juhime tasapinna a ldbi paralleelsete sirgete AB ja EF.
Et CD| EF, siis CD|a (§ 10).

Juhime 1dbi sirge CD ja ldbi mingi punkti A sirgel AB
veel tasapinna B. Et EF|CD, siis EF||B. Jarelikult tasapind
. B peab ldikuma tasapinnaga « méoda sirget, mis on paralleelne
sirgega EF (§ 11) ja mis ldbib punkti A. Kuid tasapinnal «
ldbib punkti A ainult iiks sirge, mis on paralleelne sirgega
EF, nimelt sirge AB. Jéarelikult tasapinnad « ja B 16ikuvad
mooda sirget AB, seega CD| AB.

Paralleelsed tasapinnad.

14. Definitsioon. Kaht tasapinda, mis ei 18iku teinetei-
sega, nimetatakse paralleelseteks.

15. Teoreem. Kui ithe tasapinna (a, joon. 8) kaks
loikuvat sirget (AB ja AC) on vastavalt paralleelsed teise
tasapinna (pB) kahe loikuva sirgega (AB, ja A,C,), siis
need tasapinnad on paralleelsed.

Sirged AB ja CD on paralleelsed tasapinnaga B (§ 10).

Oletame, et tasapinnad a ja B 1dikuvad médda mingit
sirget DE (joon. 8). Niisugusel juhul AB|DE ja AC|DE
(§ 11). Seega ldbib tasapinnal o punkti 4 kaks sirget AB ja
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AC, mis on paralleelsed sirgega DE, mis aga on vdimatu.
Jérelikult tasapinnad « ja B8 ei 16iku.

o
oAel

16. Teoreem. Kui kahte paralleelset tasapinda
(a ja B, joon. 9) lbigatakse kolmanda tasapinnaga (v),
siis loikesirged (AB ja CD) on paralleelsed.

Joon. 8.

Joon. 9. Joon. 10.

TOesti, esiteks sirged asetsevad iihes ‘"tasapinnas (y);
teiseks nad ei saa 16ikuda, sest vastasel korral 16ikuksid
tasapinnad « ja 3, mis aga on vastuolus eeldusega.

17. Teoreem. Paralleelsete tasapindadega (a ja B,
joon. 9) piiratud paralleelsete sirgete lpigud (AC ja BD)
on ovordsed.

10



Juhime 1dbi paralleelsete sirgete AC ja BD tasapinna y;
see tasapind 1dikab tasapindu « ja B modda paralleelseid
sirgeid AB ja CD. Jdrelikult nelinurk ABCD on ro6pkiilik
ja seepdarast AC = BD.

18. Teoreem. Kaks nurka (BAC ‘ja B{A,Cy, joon. 10),
mille haarad on vastavalt paralleelsed ja iihtepidi
suunatud, on vordsed ja asetsevad paralleelsetes tasa-
pindades (a ja B).

Et tasapinnad « ja B on paralleelsed, oli juba iilal tdes-
tatud (§ 15); jddb tGestada, et nurgad 4 ja 44 on vordsed.

Votame nurkade haaradel vabalt valitud, kuid vastavalt
vordsed 16igud AB = AB; ja AC = A,;C, ning tdmbame
sirgléigud AA,, BB, CC,, BC ja B;C,. Et ldigud AB ja
A B, on vordsed ja parallecelsed, siis nelinurk ABB;4, on
roopkiilik; seetottu on paralleelsed ja vordsed ka 1digud
AA, ja BB;. Samal pohjusel on vordsed ja paralleelsed ka
loigud AA; ja CC,; jédrelikult BB,ICC; ja BB, = CC;.
Seepdrast BC = B,C; ja/A ABC > A\ A.B,C,; (kolme kiilje
jargi), jédrelikult £ A = £ A;.

Konstruktsiooniilesandeid.

19. Libi punkti (A, joon. 11), mis asetsep viljaspool
antud sirget (a), juhtida sirge, mis on paralleelne antud
sirgega (a).

Lahendus. Juhime tasapinna ¢ ldbi sirge a ja punkti
A. Selles tasapinnas ehitame 1dbi punkti A sirge b paral-
leelselt sirgega a. TGepoolest otsitav sirge peab asetsema sir-
gega a iihel ja samal tasapinnal.

Ulesandel on ainult iiks lahend. Samas tasapinnas peab
asetsema ka punkt A, mida peab ldbima otsitav sirge.
Téahendab see tasapind peab iihtima tasapinnaga . Kuid
tasapinnal o saab ldbi punkti A juhtida ainult iihte sirget,
mis on roobiti sirgega a.

20. Libi punkti (A, joon. 12) ehitada tasapind, mis on
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paralleelne antud tasapinnaga (a), mis ei 1dbi antud
punkti (A).

Lahendus. Juhime ldbi mingi punkti B tasapinnal «
mingid kaks sirget BC ja BD. Kujundame kaks abitasa-
pinda: 14bi punkti A ja sirge BC — tasapinna B ning ldbi
punkti A ja sirge BD — tasapinna y. Otsitav, tasapinnaga «
paralleelne tasapind, peab 16ikama tasapinda 8 mooda sirget,
mis on paralleelne sirgega BC, ja tasapinda y mdoda sirget,
mis on paralleelne sirgega BD (§ 16). Sellest jareldub nii-

/ D“‘L / :

Joon. 11. Joon. 12,

sugune konstruktsioon: juhime 1libi punkti A tasapinnal f3
sirge AC,||BC ja tasapinnal y sirge AD,||BD. Libi sirgete
AC, ja AD; juhime tasapinna §. See tasapind ongi ndutav
tasapind. Toepoolest, tasapinnas § asetseva nurga D,AC,
haarad on paralleelsed tasapinnas a asetseva nurga DBC
haaradega. Jérelikult 8lla.

Et tasapinnas B on ldbi punkti 4 vdimalik ehitada
ainult iiks sirgega BC paralleelne sirge, siis iilesandel on
ainult iiks lahend. Jérelikult on 1#bi védljaspool tasapinda
asetseva punkti vOimalik ehitada ainult iiks antud tasapin-
naga paralleelne tasapind.

21. L&pi antud sirge (a, joon. 13) ehitada antud sirgega
(b) paralleelne tasapind.

12



Lahendus. 1. juhtum: sirged a ja b ei ole paial-
leelsed. Libi sirge a mingi punkti A ehitame sirgega b paral-
leelse sirge by; ldbi sirgete a ja b; juhime tasapinna. See
tasapind ongi ndutav tasapind (§ 10). Ulesandel on sel juhul
ainult iiks lahend. :

2. juhtum: sirgeda ja b on paralleelsed. Sel juhtumil
iilesanne on méiramatu, sest iga tasapind, mis ldbib sirget a,
on paralleelne sirgega b. .

Joon. 13. Joon. 14.

22. Keerulisema Kkonstrukisiooniilesande ndide. On anfud kaks
kiivsirget (a ja b, joon. 14) ja punkt A, mis ei asetse kummalgi
nendest sirgetest. Ehitada libi punkti A sirge, mis léikab mélemat
antud sirget.

Lahendus. Et antud sirge peab ldbima punkti 4 ja 16ikama
sirget a, siis peab ta asetsema punkti 4 ja sirget a labival tasapinnal
(sest kaks tema punkti, 4 ja 16ikepunkt sirgega a, asetsevad sellel
tasapinnal). Just samuti veendume, et otsitav sirge peab asetsema
tasapinnal, mis 1dbib punkti 4 ja sirget b. Jarelikult see sirge peab
olema nende tasapindade 10ikesirge. Siit jareldub jdargmine konst-
ruktsioon. Asetame ldbi punkti 4 ja sirge a tasapinna @; 1abi punkti
A ja sirge b asetame tasapinna 5. Votame tasapindade o ja 8 13ike-
sirge ¢. Kui sirge ¢ ei ole paralleelne kummagagi antud sirgetest,
siis ta 10ikab molemat (sest ta asetseb kummagagi neist iihel tasa-
pinnal: a ja ¢ asetsevad tasapinnal «, b ja ¢ — tasapinnal f3). Sel
juhul sirge ¢ ongi otsitav sirge. Kui aga al ¢ vdi bl ¢, siis iiles-
andel pole lahendit. Sirged a ja ¢ on paralleelsed sel juhtumil, kui
punkti 4 ja sirget b labiv tasapind on paralleelne sirgega a. Ana-
loogiliselt: b|le, kui || b.

13



III. Tasapinna rist- ja kaldsirged.

Seame endale iilesandeks madidrata, missugusel juhul vGib
sirget lugeda ristuvaks tasapinnaga. TOoestame esmalt jirg-
mise lause.

23. Teoreem. Kui tasapinnaga loikuv sirge (AA,,
joon. 15) on risti selle tasapinna mingi kahe sirgega,

A

Joon. 15.

(OB ja 0C), mis libivad antud sirge ja tasapinna léike-
punkti (0), siis antud sirge on risti ka selle tasapinna
iga kolmanda sirgega (OD), mis libib sedasama loike-
punkti (O).

Votame sirgel A4, vabalt valitud pikkusega, kuid vordsed
16igud OA ja OA,, ja vGtame tasapinnal mingi sirge, mis
16ikab punkti O ldbivat kolme sirget mingites punktides C, D
ja B. Uhendame need punktid punktidega 4 ja 4,. Siis
saame rea kolmnurki. Vaatleme neid jirgemddda.

Esmalt vaatleme kolmnurki ACB ja A,CB; nad on
kongruentsed, sest neil on iihine kiilg CB, AC = A,C — kui
kaldldigud, mille aluspunktid on vdrdsetel kaugustel rist-
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16igu OC aluspunktist O, AB = A{B samal pdhjusel. Nende
kolmnurkade iihtivusest jdreldub, et <ABC = <A ,BC.

Seejdrel siirdume kolmnurkade ADB ja A{DB vaatlemi-
sele: nad saavad {ihtida, sest neil on iithine kiilg DB, AB =
= AB ja LABD = ~A.BD. Nende kolmnurkade iihtivu-
sest jareldame, et AD = AD.

Niiiid votame kolmnurgad AOD ja A,0D; nad on kongru-
entsed, sest nende vastavad kiiljed on vordsed. Nende kolm-
nurkade iihtivusest jireldame, et ZAOD = A ,0D; etneed
nurgad on aga korvunurgad, siis 44,1 0D.

24. Definitsioon. Oeldakse, et sirge ristub tasapinnaga,
kui ta l6ikudes tasapinnaga moodustab tdisnurga selle tasa-
pinna iga sirgega, mis ldbib seda 18ikepunkti. Sel juhul
oeldakse ka, et tasapind ristub sirgega.

Eelmisest teoreemist (§ 23) jdreldub, et sirge on risti
tasapinnaga, kui ta on risti selle tasapinna kahe sirgega, mis
ldbivad antud sirge ja tasapinna ldikepunkti.

Sirget, mis 16ikub tasapinnaga, kuid ei ole risti temaga,
nim-tatakse selle tasapinna kaldsirgeks. Sirge ja tasapinna
16ikepunkti nimetatakse ristsirge vdi kaldsirge aluspunktiks
. ehk jdlgpunktiks.

25. Ristloigu ja kaldloigu pikkuste vordlemine 1. Kui
iithest punktist 4 (joon. 16) on tasapinnani ehitatud ristldik
AB ja kaldloik AC, siis nimetame kaldldigu projektsi-
ooniks tasapinnal ¢ 16iku BC, mis iihendab ristldigu ja
kaldldigu aluspunkte. Niiviisi 16ik BC on kaldldigu AC pro-
jektsioon, 16ik BD on kaldldigu AD projektsioon jne.

26. T eoreem. Kui iihest ja samast punktist (4, joon.
16) vdljaspool tasapinda («) on selie tasapinnani juhi-
tud ristloik (AB) ja kaldloigud (AC, AD, AE,..)), siis:

1 ,Tasapinnani ehitatud ristldigu” ja ,tasapinnani ehitatud kald-
16igu” all mdtleme ristsirge 16iku antud punktist kuni ristsirge alus-
punktini ja kaldsirge 16iku antud punktist kuni kaldsirge aluspunktini.
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1) ovérdsete projektsioonidega kaldloigud on vordsed ;

2) kahest kaldloigust on suurem see, mille projektsi-
oon on suurem.

Poorates tdisnurkseid kolmnurki ABC ja ABD kaateti
AB iimber vdime nende tasapinnad viia iihtima kolmnurga
ABE tasapinnaga. Siis ristsirge ja koik kaldsirged asetsevad
ithes ja samas tasapinnas ning nende projektsioonid asetsevad
ithel ja samal sirgel. Seega on tGestatav teoreem taandatud
analoogilistele teoreemidele planimeetriast.

A A

Joon. 16. Joon. 17

Méirkus. Et ristldik AB on tdisnurkse kolmnurga kaate-
tiks ja iga kaldldik: AC, AD, AE,... on hiipotenuusiks, siis
ristloik on viiksem igast kaldloigust; tihendab punktist
tasapinnani ehitatud ristldik on lithim kdigist 16ikudest, mis
seda punkti iihendavad selle tasapinna mistahes punktidega,
ja seepdrast ristldiku loetakse punkti A kauguseks tasapin-
nast a. .

27. Poordteoreemid. Kui iihest ja samast punk-
tist viljaspool tasapinda on tasapinnani ehitatud rist-
l6ik ja kaldloigud, siis: 1) vordsetel kaldloikudel on
vordsed projektsioonid, 2) kahest projektsioonist on suu-
rem see, mis vastab suuremale kaldloigule.
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Jatame Opilastele endile tOestada need teoreemid (vastu-
vditeliselt).

Mainime veel jargmist teoreemi ristldikudest, mida vajame
edaspidi.

28. Teoreem. Tasapinnal (a, joon. 17) asetsev sirge
(DE), mis ldbib kaldsirge (AC) aluspunkti ja on risti
kaldsirge projektsiooniga (BC), on risti ka kaldsirge
endaga.

Votame tasapinnal meelevaldsed, kuid vordsed 16igud CD
ja CE ning ithendame sirgldikude abil punktid 4 ja B punk-
tidega D ja E. Siis saame, et BD = BE — kui kaldléigud
sirgele DE, mille aluspunktid D ja E asetsevad vordsel kau-
gusel ristldigu BC aluspunktist C, ning et AD = AE — kui
vordsete projektsioonidega BD ja BE kaldldigud tasapin-
nani ¢. Seetdottu /A ADE on vordhaarne kolmnurk ja seega
tema mediaan AC on risti alusga DE.

Seda teoreemi nimetatakse kolme ristsirge teoreemiks.
Tdepoolest see teoreem kisitleb kolme jdrgmise ristsirge
seost: 1) ristsirge AB tasapinnale «, 2) ristsirge BC sirgele
DE ja 3) ristsirge AC samale sirgele DE.

29. Poordteoreem. Tasapinnal (a, joon. 17) aset-
sev sirge (DE), mis libib kaldsirge (AC) aluspunkti
ja on risti kaldsirgega, on risti ka tema projektsioo-
niga (BC).

Teeme sama konstruktsiooni, mis otsesegi teoreemi tGes-
tamiseks. Votame meelevaldsed, kuid vordsed 16igud CD ja
CE ning iihendame sirgidikude abil punktid A ja B punkti-
dega D ja E. Siis saame, et AD = AE — kui kaldléigud sir-
gele DE, mille aluspunktid D ja E asetsevad vordsetel kau-
gustel ristldigu AC aluspunktist C, ning et BD = BE — kui
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vordsete kaldléikude AD ja AE projektsioonid. Seetottu
/A BDE on vdrdhaarne kolmnurk ja seega tema mediaan BC
on risti alusega DE.

IV. Sirgete ja tasapindade roopseisu ja
ristseisu seos.

30. Eelmirkusi. Sirgete ja tasapindade rédpseisu ning
nende ristseisu vahel valitseb monesugune seos. Nimelt
iihtede elementide roopseis tingib teiste elementide ristseisu,
ja imberpoordult, iihtede elementide ristseisust on voima-
lik jdreldada teiste elementide réopseisu. See sirgete ja tasa-
pindade roopseisu ja ristseisu seos vdljendub jdrgmistes teo-
reemides.

3l. Teoreem. Kui tasapind (a, joon. 18) on risti
iithega paralleelsetest sirgetest (AB), siis ta on risti ka
teisega (CD).

s

Joon. 18.

Vbotame tasapinnal o kaks

A ¢ punktist B viljuvat kiirt BE ja
BF ning punktist D vidljuvad kii-
red DG ja DH, mis on vastavalt
paralleelsed kiirtega BE ja BF.

6 / Siis saame, et LABE = ~CDG

B D ja LABF = ~CDH kui vastavalt

paralleelsete haaradega nurgad.

Kuid LABE ja LABF on tdis-
nurgad, sest AB | a. Jarelikult on
~Z£CDG ja LCDH samuti tdisnur-
gad (§ 18). Seega CDla (§ 24).

32. Poordteoreem. Kui kaks sirget (AB ja CD,
joon 19) on risti ithe ja sama tasapinnaga, siis nad on
teineteisega paralleelsed.

Oletame vastupidist, s. 0. et AB ja CD ei ole paralleel-
sed. Votame siis 1dbi punkti D sirge, mis on paralleelne
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sirgega AB. Tehtud oletusel see on mingi sirge DC,, mis ei
ithti sirgega DC. Otsese teoreemi jirgi sirge DC, on risti
tasapinnaga «. Lédbi sirgete CD ja C,D juhime tasapinna
ning votame tasapindade « ja B 1dikesirge DE. Et (eelmise
teoreemi jargi) C,Dla, siis L£C;DE on tdisnurk, kuid et
teoreemi eelduse kohaselt CD |, siis ZCDE on samuti
tdisnurk, Niiviisi selgub, et tasapinnas B on sirgele DE
tihest ja samast punktist D ehitatud kaks ristsirget DC ja
DC,. Et see on voimatu, siis on ka vdimatu et sirged AB
ja CD ei ole paralleelsed.

(” \ A I |
L\ |
s ot 4 e ;
i} 4 —!
8 / o /r/ G
= £ 8<__|
/3 A 0,
Joon. 19. Joon. 20.

33. Teoreem. Kui sirge (BB, joon. 20) on risti
ithega paralleelsetest tasapmdadest (a), siis on ta risti
ka teisega (B).

Ehitame ldbi sirge BB, mingid kaks tasapinda y ja §,
millest kumbki 16ikub tasapindadega « ja 8 modda paralleel-
seid sirgeid: iiks mooda sirgeid BC ja B,C, ning teine
modda sirgeid BD ja B(D,;. Eelduse kohaselt sirge BB, on
risti sirgetega BC ja BD, jirelikult ta on risti ka nendega
paralleelsete sirgetega B,C; ja B,;D, ning seepirast ta on
risti ka tasapinnaga @, milles asetsevad sirged B,C, ja B,D,.
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34. Poordteoreem. Kui kaks tasapinda (« ja B,
joon. 21) on risti iithe ja sama sirgega (AB), siis nad on
paralleelsed teineteisega.

Oletame vastupidist, s. o. et tasapinnad « ja B l6ikuvad.
Votame nende 15ikesirgel mingi punkti C ning juhime tasa-
pinna y 1dbi punkti C ja sirge AB. Tasapind 7y 15ikab tasa-
pindu « ja B vastavalt mooda sirgeid AC ja BC. Et ABaq,
siis AB|AC, ja et AB|p, siis AB|BC. Sel viisil saame

A
w2 |\\ />
/}’: ;
8 /
& |
T
Joon. 21.

tasapinnal kaks ristsirget AC ja BC sirgele AB, mis ldbivad
iihte ja sama punkti C. Et see on voimatu, siis oletus, et «
ja B 1dikuvad, oli vale. Jarelikult nad on paralleelsed.

Konstruksiooniilesandeid.

85. Libi antud punkti ehitada tasapind, mis on risti antud
sirgega AB (joon. 22).

Lahendus. 1. juhtum., Antud punkt C asetseb sir-
gel AB.

Juhime 1dbi sirge AB mingid kaks tasapinda a ja 8. Otsi-
tav tasapind peab 15ikama neid tasapindu mdédda sirgeid, mis
on risti sirgega AB (§ 24). Siit saame jargmise konstruktsi-
ooni. Votame lidbi sirge AB kaks meelevaldset tasapinda «
ja B. Kummaski tasapinnas ehitame 1dbi punkti C ristsirged
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sirgele AB (tasapinnas « — ristsirge CD ja tasapinnas 8 —
ristsirge CE). Sirgeid CD ja CE ldbiv tasapind ongi ndutud
tasapind 1.

2. juhtum. Antud punkt D asetseb viljaspool sirget
AB (jocn. 22). Ehitame 1dbi punkti D ja sirge AB tasa-
pinna a ning votame selles tasapinnas sirge DC risti sirgega
AB. Lébi sirge AB ehi-
tame veel meelevaldse
tasapinna S8 ning selles
tasapinnas votame sirge
CE risti sirgega AB.
Otsitav tasapind peab
16ikama tasapindu « ja
B mooda sirgeid, mis
on risti sirgega AB.
Siit saame jdrgmise
konstruktsiooni, Ehi-
tame tasapinnas « ldbi
punkti D sirge DC risti Joon. 22.
sirgega AB. Sirge DC
16ikab sirget AB mingis punktis C. Tasapinnas § votame
ldbi punkti C sirge CE risti sirgega AB. Sirgeid CD ja CE
ldbiv tasapind ongi ndutud tasapind .

Et kummaski tasapinnas a ja 8 on ldbi antud punkti v&i-
malik ehitada ainult iiks sirge, mis on risti antud sirgega,
si1ts molemal juhul on iilesandel ainult iiks lahend, s. 0. 1dbi
igaruumipunkti onvdimalik ehitada ainult
iiks tasapind, mis on risti antud sirgega.

36. Labi antud punkti O juhtida sirge, mis on risti antud
tasapinnaga a.

1. jubhtum. Punkt O asetseb tasapinnas « (joon..23).
Ehitame tasapinnas « ldbi punkti O mingid kaks teineteisega
ristuvat sirget OA ja OB. Libi sirge OA4 votame veel mingi
tasapinna f ja tasapinnal B echitame sirge OC risti sirgega
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OA. Libi sirgete OB ja OC juhime uue tasapinna y ja sellel
tasapinnal votame sirge OM risti sirgega OB. Sirge OB
ongi nodutud ristsirge tasapinnale o«. Kuna OA | OB ja

8 0
A &
" 4
Joon. 23. Joon. 24.

OA | OC, siis sirge OA on risti tasapinnaga y ja jdrelikult
OA | OM. Nii ndeme, et OM|OA ja OM | OB, jirelikult
sirge OM on risti tasapinnaga a.

2. juhtum. Punkt O asetseb viljaspool tasapinda a
(joon. 24). Votame tasapinnal ¢ mingi punkti 4 ja tecstame
sellest ldhtudes sama konstruktsiooni, mis eelmiselgi juhul.
Siis saame tasapinnaga « ristuva sirge AB. Secejdrel ehitame
labi punkti O sirge roobiti sirgega AB. See sirge ongi ndu-
tud ristsirge.

Ulesandel on mdlemal juhul ainult iiks lahend. Taesti,
kuna kaks sirget, mis on risti ithe ja sama tasapinnaga, on
paralleelsed, siis punktist O ei ole voimalik ehitada tasapin-
nale « kahte ristsirget. Jadrelikult 1dbi iga ruumi-
punkti onvoimalik ehitadaainult iikssirge,
mis on risti tasapinnaga.

37. Keerulisema iilesande ndide. On anfud kaks kiiosirget (a ja b,
joon. 25). FEhitada sirge, mis léikab mélemat anfud sirget ja on risti
mélemaga.
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Lahendus. Juhime ldbi sirge a tasapinna «, mis on paralleelne
sirgega b (§ 21). Sirge b mingist kahest punktist ehitame ristsirged
AAy ja BBy tasapinnale a. Uhendame sirge abil punktid 4y ja By ning

F

Joon. 25.

leiame sirgete 4{B; ja a 10ikepunkti ('y. Labi punkti 'y ehitame rist-
sirge tasapinnale «. Jatame Opilasile endile tOestada, et see sirge
1) 16ikab sirget b mingis punktis C' ja 2) on risti nii sirgega a kui ka
sirgega b.

Jarelikult sirge C'C'y ongi ndutud sirge.

Tédheldame, et 10ik CCy{ on vdiksem kui tikski teine 10ik, mis
ithendab sirge a punkte sirge b punktidega. Toepoolest vOtnud sirgel
a mingi punkti E ja sirgel b mingi punkti F, iihendame nad sirg-
106igu abil ja tdestame, et EF > C'(C'y. Ehitame punktist F° tasapinnale
« ristsirge FFy. Siis saame, et EF > FFy (§ 26).” Kuid FF; = CCjy,
jarelikult EF > C'Cy. Sel pdhjusel nimetatakse 16iku C'C'y lihimaks
kauguseks sirgete a ja b vahel.

V. Kahetahulised nurgad, sirge ja tasapinna
vaheline nurk, kiivsirgete vaheline nurk,
ruumnurgad.

Kahetahulised nurgad.

38. Definitsioone. Tasapinna osa, mis asetseb iithelpool
selle tasapinna mingit sirget, nimetatakse leheks. Kujundit,
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mille moodustavad kaks iihest sirgest (AB) vidljuvat lehte
(a ja B, joon. 26),nimetatakse kahetahuliseks nurgaks. Sir-
get AB nimetatakse kahetahulise nurga servaks ning lehti
a ja B — kahetahulise nurga tahkudeks.

Kahetahulist nurka tdhistatakse tavaliseit tema serva
juurde kirjutatud kahe tdhega (kahetahuline nurk AB). Kui
aga iithe serva juures on mitu kahetahulist nurka, siis iga-
ithte neist tdhistatakse tema tahkude tdhistega (nditeks kahe-
tahuline nurk y38) (joon. 27).

Kui serva AB mingist punktist D ehitada kummalgi tahul
ristsirged servale (joon. 28), siis nende vahelist nurka CDE
nimetatakse kahetahulise nurga joonnurgaks.

4"
A<
A < i
g :
\E'
—-—_//C
bt I
J /’V i\‘f :
N D i‘——l //
B S =7
N % s&
.
Joon. 26. Joon. 27. Joor 28.

Joonnurga suurus ei olene tema tipu asukohast serval.
Nii on joonnurgad CDE ja C,DE, vordsed, sest nende kiil-
jed on vastavalt paralleelsed ja iihesuunalised.

Joonnurga tasapind on servaga risti, sest ta sisaldab kahte
servaga ristuvat sirget. Seepdrast joonnurga leidmiseks pii-
sab; kui 1Gigata kahetahulist nurka tasapinnaga. mis on ser-
vaga risti.
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39. Vordsed ja mittevordsed kahetahulised nurgad.
Kahte kahetahulist nurka loetakse vordseks, kui nad teine-
teise sisse paigutamisel iihtivad; vastasel korral loetakse
vdiksemaks see nurk, mis moodustab osa teisest nurgast.

Nagu planimeetrias on k&rvunurki, tippnurki jms., saab
vastavalt ka kahetahulisi nurki lugeda kdrvunurkadeks, tipp-
nurkadeks jne.

Kui kaks kahetahulist k6rvunurka on vordsed, siis kumbagi
neist nimetatakse kahetahuliseks tdisnurgaks.

Teoreem. 1) Vordsete kahetahuliste nurkade joon-
nurgad on vordsed.

2) Suuremal kahetahulisel nurgal on suurem joon-
nurk.

Olgu af ja «;B; (joon. 29) kaks kahetahulist nurka. Pai-
gutame nurga «,8; nurga «f sisse nii, et serv A4,B, iihtib.

A ’ &<
P,

Joon. 29.

servaga AB ja tahk ¢, iihtib tahuga «. Kui need kahe-
tahulised nurgad on vérdsed, siis tahk B, iihtib tahuga B.
Kui aga nurk 4,B, on vdiksem kui nurk AB, siis tahk S,
satub mingisse asendisse B, seespool nurka AB.

Seda tdhele pannud, vGtame iihisel serval mingi punkti B
ja juhime 14bi selle tasapinna y risti servaga AB. Selle tasa-
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pinna 138ikumisel kahstahuliste nurkade tahkudega tekivad
nende nurkade joonnurgad. On selge, et kui kahetahulised
nurgad iihtivad, siis neil on iiks ja sama joonnurk; kui nad
aga ei iihti, s, o. kui nditeks tahk B, satub asendisse (s,
siis on suuremal kahetahulisel nurgal ka suurem joonnurk
(nimelt LCBD > £C,BD).

40. Posrdteoreemid. 1) Vérdsetele joonnurka-
dele vastavad vordsed kahetahulised nurgad.

2) Suuremale joonnurgale vastab suurem kahetahu-
line nuark.
Neid teoreeme on kerge tGestada vastuviiteliselt.

41. Jareldused. 1) Kahetahulise tdisnurga joon-
nurk on tdisnurk ja iimberpéordult.

Olgu afB (joon. 30) kahetahuline tdisnurk. See tdhendab,

et ta cn vordne oma korvunurgaga Ba,. Kuid niisugusel

korral on joonnurgad CDE ja

/A CDE, samuti vordsed; et nad

aga on kdrvunurgad, siis kumbki

peab olema tdisnurk. Umber-

poordult: kui joonnurgad CDE

8 ja CDE, on vordsed korvu-

nurgad, siis on vordsed ka kahe-

D tahulised  korvunurgad, s. o.

A kumbki neist on tdisnurk.
ToBIE 30 2) Koik kahetahulised tiis-
nurgad on vordsed, sest nende
joonnurgad on vdrdsed. :
Samal viisil cn kerge tGestada, et:
3) Kahetahulised tippnurgad on vordsed.

4) Paralleelsete ja samasuunaliste (v0i vastassuunaliste)
tahkudega kahetahulised nurgad on vérdsed.

5) Kui votame kahetahulise nurga mdotithikuks niisuguse
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kahetahulise nurga, mis vastab joonnurga mootiihikule, siis
voib oelda, et:
Kahetahulist nurka mooédab tema joonnurk.

Risttasapinnad.

42. Definitsioon. Kahte tasapinda nimetatakse teineteise
risttasapindadeks, kui nad teineteisega 15ikudes moodustavad
kahetahulise tdisnurga.

43. Teoreem (kahe tasapinna ristseisu tun-
nus). Tasapind (a, joon. 31), milles asetseb teise tasa-
pinna (p) ristsirge (AB), on risti teise tasapinnaga.

Joon. 31. ; Joon. 32.

Olgu DE tasapindade « ja B 10ikejoon. Ehitame tasa-
pinnal 8 BC|DE. Siis nurk ABC on kahetahulise nurga
af joonnurk. Et sirge AB on eelduse p&hjal risti tasapin-
naga B, siis AB|BC, tihendab nurk ABC on tdisnurk ja
seega ka kahetahuline nurk on tdisnurk, s. o. tasapind a on
risti tasapinnaga 8.

44. Teoreem. Kuikaks tasapinda (o ja B8, joon. 31)
on teineteisega risti ja iihele neist (8) on ehitatud rist-
sirge (AB), millel on iihine punkt (A) teise tasapinnaga
(«), siis see ristsirge asetseb terveni teises tasapinnas (a).

Oletame, et ristsirge AB ei asetse tasapinnas a (nagu
joonisel 32). Olgu DE tasapindade « ja B 16ikejoon. Ehi-
tame tasapinnas « sirge AC|DE ja votame tasapinnal S
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sirge CF | DE. Siis nurk ACF on tdisnurk kui-kahetahulise
. tdisnurga joonnurk. Seepdrast sirge AC, moodustades sirge-
tega DE ja.CF tdisnurgad, on risti tasapinnaga 8. Meil on
siis iithest ja samast punktist A tasapinnale B juhitud kaks
ristsirget — AB ja AC. Et see on vbimatu (§ 36), siis ole-
tus on vale, tihendab ristsirge AB asetseb tasapinnal «
(§ 36).

45. Jdreldus. Kui kaks tasapinda (a ja 3, joon. 33)
on risti kolmanda tasapinnaga (y), siis ka nende Ioikejoon on
risti kolmanda tasapinnaga.

OL\——' N
/ A
B D M,
O'LL N,

Joon. 33. : Joon. 34.

Taesti, kui tasapindade « ja B 16ikejoone mingist punktist
A ehitada ristsirge tasapinnale y, siis see ristsirge asetseb
eelmise teoreemi pdhjal tasapinnal B ja ka tasapinnal a,
tdhendab ta iihtib sirgega AB.

Kahe kiivsirge vaheline nurk.

46. Definitsioon. Nurgaks kahe kiivsirge (AB ja CD,
joon. 34) vahel, mille asukoht ja suund on antud, nimetatakse
niisugust nurka (MON), mis tekib sel teel, et ruumis vabalt
voetud punktist (O) ehitame antud kiivsirgetega (4B ja
CD) vastavalt paralleelsed ja samasuunalised kiired (OM
ja ON).
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Selle nurga suurus ei olene punkti O asukohast, sest kui
ndidatud viisil ehitame nurga M;0 N, tipuga mingis punk-
tis 04, siis LMON = LM ON,. sest neil nurkadel on vas-
tavalt paralleelsed ja samasuunalised haarad.

Nurk sirge ja tasapinna vahel.

47. Punkti ja sirgjoone projektsioon tasapinnal. Utle-
sime varem (§ 25), et kui iihest punktist on tasapinnale ehi-
tatud ristl6ik ja kaldloik, siis selle kaldldigu projektsiooniks
tasapinnal nimetatakse 16iku, mis iihendab ristldigu ja kald-
16igu aluspunkte. Niilid anname projektsiooni jaoks iildi-
sema definitsiooni.

. o

Joon. 35. Joon. 36.

1) Mingi punkti projektsiooniks (ka rist- ehk normaal-
projektsiooniks) antud tasapinnal (nditeks punkti M pro-
jektsiooniks tasapinnal «, joon. 35) nimetatakse punktist
tasapinnani juhitud ristloigu aluspunkti (M’).

2) Mingi joone projektsiooniks tasapinnal nimetatakse
selle joone punktide projektsioonidest koosmevat joont.

Erijuhul, kui projitseeritav joon on sir ge (nditeks AB,
joon. 35), mis ei ole risti tasapinnaga («), siis ka tema pro-
jektsioon sellele tasapinnale on sirge., Todepoolest kui
votame tasapinna B 1ldbi sirge AB ja ldbi ristsirge MM’, mis
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on juhitud projektsioonitasapinnale sirge AB mingist punk-
tist M, siis see tasapind peab olema risti tasapinnaga «; see-
pdrast sirge AB mistahes punktist (nditeks punktist V) tasa-
pinnale « ehitatud ristsirge peab asetsema tasapinnas 2
(§ 44), jdrelikult sirge AB iga punkti projektsioon peab aset-
sema sirgjoonel A’B’, kus 16ikuvad tasapinnad « ja #.
Umberposrdult: sirge A’B’ iga punkt on sirge AB mingi
punkti projektsiconiks, sest sirge A’B’ mistahes punktist
juhitud ristsirge asetseb tasapinnas B ja 16ikub jarelikult
sirgega AB. Seega sirge A’B’ on antud sirge AB punktidz
projektsioonidest koosnev joon, jdrelikult tema projektsioon.

Lithiduse pérast iitleme ,normaalprojektsiooni asemel
lihtsalt ,,projektsioon®.

48. Sirge ja tasapinna vaheline nurk. Juhul, kui sirge
on tasapinnaga kaldu, siis sirge (AB, joon. 36) ja tasapinna
(a) vaheliseks nurgaks nimetatakse teravnurka (ABA’) selle
sirge ja tema projektsiooni vahel.

Sellel nurgal on see omadus, et ta on vdikseim kdikidest
nurkadest, mis kaldsirge moodustab tasapinnal « asetsevate
ja kaldsirge aluspunkti ldbivate sirgetega. ToOestame nditeks,
et nurk ABA’ on vidiksem kui nurk ABD.

Selleks votame 16igu BD = BA’ ja iihendame punkti D
punktiga A. Kolmnurga ABA’ kaks kiilge on kolmnurga
ABD kahe kiiljega vastavalt vordsed, kuid kolmandad kiil-
jed ei ole vdrdsed, nimelt AD>AA’ (§ 26). Seetéttu nurk
ABD on nurgast ABA’ suurem. .

Ruumnurgad.

49. Definitsioonid. V&tame nurgad (jeon. 37): ASB,
BSC, CSD,..., mis on paigutatud jdrgemooda iiksteise
kiilge nii, et nad asetsevad iihes tasapinnas ja et neil on iihine
tipp S. Podrame nurga ASB tasapinda {imber haara SB nii,
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et see tasapind moodustaks tasapinnaga BSC mingi kahe-
tahulise nurga. Scejirel, muutmata saadud kahetahulist
nurka, poérame viimast timber sirge SC nii, et tasapind BSC
moodustaks tasapinnaga CSD mingi kahetahulise nurga. Jat-
kame sddrast jdrk-jdrgulist podramist iga iihise haara iimber.
Kui seejuures viimane haar SF {ihtib esimese haaraga SA,
siis tekib kujund (joon. 38), mida nimetatakse ruumnnurgaks..

S
A
F
3

8

E

&
0
Joon. 37. Joon. 38.

Nurki ASB, BSC, ... nimetatakse ruumnurga tasanurkadeks
ehk tahkudeks, haarasid S4, SB, . . . nimetatakse servadeks,

ning iihist tippu S nimetatakse ruumnurga tipuks. Ruum-
nurga iga serv on iihtlasi iihe kahetahulise nurga servaks,
seepdrast on ruumnurgal niimitu kahetahulist nurka ja nii-
mitu tasanurka, kuimitu serva tal on. Ruumnurga viikseim
tahkude arv on kolm; niisugust nurka nimetatakse kolme-
tahuliseks nurgaks. Ruumnurgad vdivad olla neljatahulised,
viietahulised jne.

Ruumnurka tédhistatakse kas tipu juures oleva iihe tdhega
S vbi tdhtede reaga SABCDE, milledest esimene tihistab
tippu, ning teised — jdrjestikku asetsevate servade punkte,
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Ruumnurka nimetatakse kumeraks, kui ta asetseb terveni
dihelpool iga tahu tasapinda. Selline on nditeks nurk, mis on
kujutatud joonisel 38. Kuid ruumnurka, mis on kujutatud
joonisel 39, ei vdi nimetada kumeraks, sest ta asetseb kahel-

Joon. 39. Joon. 40.

pool tahku ASB ja kahelpool tahku BSC. Kui tasapinnaga
1igata mitmetahulise nurga kdiki tahke, siis tekib hulknurk
(A,B,C,DE,). Kumeras mitmetahulises nurgas on ka sce
hulknurk kumer.

Meie kisitleme ainult kumeraid mitmetahulisi nurki.

50. Teoreem. Kolmetahulises nurgas on iga tasa-
nurk vdiksem kui teiste tasanurkade summa.

Olgu kolmetahulises nurgas SABC (joon. 40) tasa-
nurkadest suurim nurk ASC. Paigutame sellele nurgale
nurga ASD, mis on vdrdne nurgaga ASB, ja votame mingi
sirge AC, mis 15ikab sirget SD mingis punktis D. Vé&tame
16igu SB =— SD. Uhendades punktid B ja A teineteisega,
saame kolmnurga ABC, milles

AD + DC< AB + BC.
Kolmnurgad ASD ja ASB on kongruentsed, sest neil on iiks
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paar vordseid nurki vastavalt vordsete kiilgede vahel;
jarelikult
AD = AB.

Seega kui iilaltoodud vorratuses &ra jdtta vordsed liikmed
AD ja AB, siis saame, et
DC < BC;

Niiiid ndeme, et kolmnurga SCD kaks kiilge on vordsed
‘ kolmnurga SCB kahe kiiljega ja kolmandad kiiljed ei ole
vordsed; sddrasel juhul suurema kiilje vastas asetseb suurem
nurk, tihendab

ZCSD. <. -€CNB,

Lisades selle varratuse vasakule poolele nurga ASD ja pare-
male poolele temaga vordse nurga ASB saame vorratuse

ZLASC < £CSB + LASB,
mida pidimegi tGestama.
Meie toestasime, et isegi suurim tasanurk on vidiksem,
kui teiste tasanurkade summa.
Tédhendab teoreem on toestatud.

Jdreldus. Lahutades viimase voOrratuse molemast
poolest kord nurga ASB, kord nurga CSB, saame, et

LASC — ~ZASB < ~CSB
ja
ZLASC — £CSB < LASB.

Lugedes neid vorratusi paremalt vasakule, ning pidades
veel silmas, et ka nurk ASC kolmest suurimana on suurem
kui teiste nurkade vahe, jouame jdreldusele, et

kolmetahulises nurgas on iga tasanurk
suurem kui teiste tasanurkade vahe,

51. Teoreem. Kumera mitmetahulise nurga tasa.
nurkade summa on vdiksem Rkui 2x.

3 Geomeetria IX ja X kl. 33



Loikame kumera nurga SABCDE (joon. 41) tahke mingi
tasapinnaga; 16ikes saame kumera hulknurga ABCDE,

Rakendades eelmise paragrahvi teoreemi igale kolmetahu-
lisele nurgale, mille tipud asetsevad punktides 4, B, C D ja

E, saame, et y

ZABC < ~ZABS + ~SBC;
ZBCD < ~ABCS =+ ~SCIX;

S

Liidame need vorratused
litkmeti, Vasakul poolel saame
siis hulknurga ABCDE koikide
nurkade summa, mille suurus on
(n—2)n, ning paremal poolel
— kolmnurkade ABS, SBC, . ..
nurkade summa ilma nende nur-

Joon. 41. kadeta, mis asetsevad tipu S
juures. Tdhistanud nende vii-
maste nurkade summa tdhega x, saame liitmisel:

(n—2)a<nz—x
ehk

ng — 27 < ng—X.

Et vahedel nm —27 ja nm— x vdhendatavad on vordsed,
siis selleks, et esimene vahe oleks teisest vdiksem, peab lahu-
tatav 27 olema lahutatavast x suurem, tdhendab

2ni>ix,

x < 2x;.

Kolmetahuliste nurkade vordsuse lihtsaimad juhud.

52. Teoreemid. Kolmetahulised nurgad on vord-
sed, kui neil on
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1) itks paar vordseid kahetahulisi nurki vastavalt
vordsete ja iihteviisi asetsevate tasanurkade vahel voi

2) iiks paar vordseid tasanurki vastavalt vordsete
Jja iihteviisi asetsevate kahetahulisie nurkade vahel.

1) Olgu S ja S; kaks kolmetahulist nurka (joon. 42),
milledel

ZASB = ~A,S,B;,

ZASC = 2A . 8,C,
(seejuures need vdrdsed
nurgad asetsevad {iihtevii-
si) ning kahetahuline nurk
AS vordub kahetahulise C

. A A,

nurgaga 4,S,. Paigutame B
nurga S; nurga S sisse Joon. 42.
nii, et iihtiksid tipud S,
ja S, servad S;4, ja SA ning tahud 4,S,B;, ja ASB. Siis
serv S B, satub servale SB (tasanurkade 4,S,B, ja ASB
vordsuse tottu), tahk A4,S,C, iihtib tahuga ASC (kahetahu-
liste nurkade vordsuse tdttu) ning serv S,C, iihtib servaga
SC tasanurkade A4,S,C, ja ASC vordsuse tdttu). Seega need

kelmetahulised nurgad iihtivad koigis servades, s. t. nad on
vordsed.
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2) Teine tunnus tdestatakse nagu esimenegi sissepaiguta-
mise teel.

53. Siimmeetrilised ruumnurgad. Nagu teada, tipp-
nurgad on vordsed, kui neid nurki moodustavad sirged vai
tasapinnad. Vaatame, kas see vdide on Oige ka mitmetahu-
liste ruumnurkade kohta.

Pikendame mitmetahulise nurga SABCDE kdiki servi
tipust S (joon. 43), siis saame teise ruumnurga
SA,B,C,DE,, mida esimese suhtes v0ib nimetada tipp-
nurgaks. Ei ole raske niha, et nende nurkade tasanurgad on
vastavalt vordsed ja et ka kahetahulised nurgad on vastavalt
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vordsed, kuid nii need kui ka teised asetsevad vastu-
pidises jdrjestuses. Toesti, kui kujutleme vaatlejat,
: kes viljaspool kahetahulist
nurka vaatab tema tippu,
siis servad SA, SB, SC,
SD, SE on jarjestatud
kellaosuti liikumisele vas-
tupidises suunas, kuid vaa-
dates nurka S4,B,C,D,E,
nihakse servi S4,, SB; .
jdrjestatult kellaosuti lii-
kumise suunas.
Vastupidi  jdrjestatud
vastavalt vordsete tasanur-
Joon. 43. kadega ja vastavalt vord-
sete kahetahuliste nurka-
dega hulktahulised murgad ei saa iildse iihtida sissepaiguta-
mise teel. Sddraseid nurki nimetatakse siimmeetrilis-
teks (punkti S suhtes). Kujundite siimmeetriast ruumis
koneleme iiksikasjalisemalt edaspidi.

Harjutusi.

Toestada teoreemid:

1. Kaks tasapinda, mis on paralleelsed kolmanda tasapinnaga, on
teineteisega paralleelsed.

2. Kodik iihte punkti ldbivad antud tasapinnaga paralleelsed sirged
asetsevad iihes tasapinnas, mis on paralleelne antud tasapinnaga.

3. Kui tasapind « on paralleelne sirgega a, siis sirge a kdik punk-
tid asetsevad vOrdsel kaugusel tasapinnast.

4. Uhe paralleeltasapinna punktid asetsevad vordsel kaugusel
teisest paralleeltasapinnast.

5. Kui kahest l8ikuvast tasapinnast kumbki 1abib {ihte kahest
paralleelsest sirgest, siis nende tasapindade l0ikesirge on paralleelne
nende sirgetega.
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6. Kui sirge a on paralleelne tasapinnal « asetseva sirgega b,
siis iga tasapind, mis ldbib sirget a, 16ikub tasapinnaga @ sirgega b
paralleelset sirget méoda v0i modda sirget b.

7. Kui sirge a on paralleelne tasapinnaga @, siis iga sirge, mis
labib tasapinnal « asetsevat punkti ja on paralleelne sirgega a, aset-
seb tasapinnas a.

8. Kui on antud kaks kiivsirget a ja b ning ldbi esimese sirge
on juhitud tasapind roobiti teise sirgega ja ldbi teise sirge on juhitud
tasapind ro6biti esimese sirgega, siis need tasapinnad on paralleelsed.

9. Kdik sirged, mis ldbivad sirge a iihte ja sama punkti ja on
risti sirgega a, asetsevad tiihes ja samas tasapinnas, mis on risti
sirgega a. ¢

10. Kui tasapind ja sirge on risti iihe ja sama sirgega, siis nad on
paralleelsed. :

11. Kui tasapinnaga « paralleelne sirge a 10ikub sirgega b, mis
on risti selle tasapinnaga, siis sirged a ja b on teineteisega risti.

Konstruktsiooniilesandeid.

12. Labi antud punkti ehitada kahe antud sirgega a ja b paral-
leelne tasapind.

13. Ldbi antud punkti ehitada antud tasapinnaga paralleelne sirge,
mis 16ikub antud sirgega.

14. Ehitada sirge, mis 16ikub kahe antud sirgega ja on paralleelne
kolmanda antud sirgega.

15. Ehitada mingi sirge, mis 10ikab kahte antud sirget ja on paral-
leelne antud tasapinnaga (maaramatu iilesanne).

16. Ehitada mingi sirge, mis 16ikab kolme antud sirget (m&diramatu
ilesanne).

17. Labi antud punkti ehitada sirge risti kahe antud kiivsirgega.

18. Labi antud sirge ehitada tasapind risti antud tasapinnaga.

19. Antud on: tasapind @ ja sirge a || @. Ehitada 14bi sirge a tasa-
pind, mis 13ikub tasapinnaga ¢ ja moodustab temaga antud nurga.

20. Antud on tasapind a ning iihelpool seda tasapinda punktid
A ja B. Leida tasapinnal @ punkt C nii, et summa 4C + CB oleks
voimalikult vaike. ;
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Teine peatiikk.

PUNKTI, LOIGU JA KUJUNDI RIST-
PROJEKTSIOONID.

54. Punkti kujutamine tema projektsioonide abil kahel
tasapinnal. Kujutleme kahte projektsiconitasapinda, heori-
sontaalset ehk pohitasapinda ¢, ja vertikaalset ehk piist-
tasapinda ¢,, mis 16ikuvad tdisnurgi mooda sirget ¢, mida
nimetame projektsiooniteljeks (joon. 44). Need
tasapinnad moodustavad neli kahetahulist nurka, milledest

lihtsuse pédrast vaatleme ainult iihte, nimelt eesmist iilal. Ole-

tame, et selle nurga sisepiirkonnas asetseb mingi punkt A4.
Juhime sellest punktist ristldigud tasapindadele ¢ ja ¢,. Siis
saame nendel tasapindadel punkti A projektsioonid: A4’ on
pohiprojektsioon, 4A” — piistprojektsioon (neid nimetatakse
normaal- ehk ristprojektsioonideks, sest nad tekivad rist-
sirgete abil).

Projektsioone tdhistatakse harilikult sama tdhega, millega
on tdhistatud projitseeritav punkt, lisandades tdhele margi-
kesed ’ (prim) ja' ” (sekund) vastavalt esimese ja teise
projektsiconi puhul. Ristldike, mille abil saadakse punkti
projektsioonid, nimetatakse projitseerijateks ehk kujuta-
miskiirteks: AA’ on iilalt-projitseerija ning AA” on eest-
projitseerija.

Projitseerijaid ldbiv tasapind on risti tasapinnaga ¢, ja
tasapinnaga ¢, (§ 43), jérelikult ka risti teljega ¢ (3 45) ja
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seepdrast on 16igud A’4, ja A”A,, mida mooda see tasapind
16ikub tasapindadega ¢, ja ¢, risti teljega t; seega nad
moodustavad tasapindade ¢; ja ¢, vahelise kahetahulise
nurga joonnurga, ning et kahetahuline nurk on tdisnurk, siis
ka tema joonnurk on tdisnurk. Nii on nelinurk AA’A, A"
ristkiilik, mille tasapind on risti teljega t.

Seda silmas pidades pOdrame r8htlehe ¢, telje t iimber
90° vorra allapoole; siis iihtib ta alumise piistlehega, moo-
dustades iilemise piistlehega iihise vertikaalse tasapinna. See-

72 A"
A A"
cos =g e SRS
A ¢
: 1/ Ao ;
$osi s
AI
Joon. 44, Joon. 45.

juures punktid 4, ja A” jddvad paigale, kuid punkt 4’ saab
asukoha allpool telge ¢t ning tuleb ristldigu 4”4, pikendusel
kaugusele 4,4/, mis on vdrdne 15iguga AA”. Saame tasa-
pinnale laotatud joonise (joon. 45), mida edaspidi nimetame
epiiiiriks ; see joonis koosneb sirgest t, mis kujutab pro-
jektsiconitelge, ja kahest punktist, mis asetsevad telje ¢ rist-
jocnel; alumine punkt on punkti A pdhiprojektsioon, ja
iillemine on piistprojektsioon.

Igale kahetahulise nurga (joon. 44) sisepiirkonnas vde-
tud punktile A4 vastab joonisel muidugi kaks tiiesti kindlaks
mdadratud punkti A’ ja A”, mis asetsevad telje t ristsirgel.
Umberpoordult, igale kahele punktile 4’ ja 4” joonisel, mis
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asetsevad telje t ristsirgel (punkt A’ allpool ja punkt A”
iilalpool telge t), vastab iiks kindlaks maddratud punkt A
kahetahulise nurga sisepiirkonnas.

Et saada seda punkti, peame kujutlema, et joonise alu-

mine pool on podratud telje ¢ iimber 90° vorra iilespoole, s. 0. *

. tagasi oma endisesse asendisse, ning et seejdrel on punktidest
A’ ja A” vdetud kahetahulist nurka moodustavate tasapindade
ristsirged; nende sirgete 18ikepunkt ongi punkt 4.

B.
BYB

: A c*

A ¢ g -
WY cC
A°A

A
Joon. 46. Joon. 47.

55. Erijuhud: Joonistest 46 ja 47 selgub, et

1) kui punkt A asetseb p&hitasapinnal, siis tema piist-
projektsioon A” asetseb teljel ¢ ja pdhiprojektsioon iihtib
punkti endaga;

2) kui punkt B asetseb piisttasapinnal, siis tema p&hi-
projektsioon asetseb teljel ¢ ja piistprojektsioon iihtib punkti
endaga;

3) kui punkt C asetséb teljel t, siis molemad tema pro-
jektsioonid iihtivad punkti endaga.

56. Sirgloigu kujutamine. Meie nigime juba (§ 47), et
kui projitseeritav joon on sirge, siis ka tema projektsioon
on sirge. :

Tihendab sirgldiku, mis iihendab punkte A4 ja B
(joon. 48), kujutavad epiiiiril (joon. 49) Ildigud A’B’ ja
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A”B”, milledest esimene on I¢igu AB podhiprojektsioon ja
teine on piistprojektsioon.

Et saada sirgjoone projektsiooni mingil tasapinnal, sel-
leks on vaja leida tema kahe punkti projektsioonid sellel

A.
A,
Bl
A g
{
| 6] |,
/ & B'
TAE / A
Joon. 48. Joon. 49.

tasapinnal ning ldbi nende projektsioonide joonestada sirg-
joon.

Sirgjoone projektsiconi voib saada ka teisiti: nimelt
voime ldbi selle sirge juhtida kaks tasapinda — iihe risti

=
o
Y

"

/ L

Joon. &0.

pohitasapinnaga, teise risti piisttasapinnaga. Neid tasapindu
nimetame projitseerivateks tasapindadeks.

Nende tasapindade 13ikumine projektsioonipindadega
annab 13igu AB projektsioonid 4’B’ ja A”B”".
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Mingime siinjuures, et kui sirgloik on tdhistatud tdhte-
dega AB, siis tdhistatakse tema projektsicone tdhtedega
A’B’ (pohiprojektsioon) ja A”B” (piistprojektsioon); kui
sirge on tdhistatud iihe tdhega, nditeks tdhega k, siis tema

L C"
A

N e
e

El

Joon. 51

projektsioone tihistatakse ka iihe tidhega: K’ (pdhiprojektsi-
oon) ja k” (piistprojektsioon).

57. Erijuhud. 1) Ldigu AB iiks otspunkt asetseb
pohitasapinnal.

" A% 8" c"
B C
(5 o
D4
A ‘ Dr/ ¢ Bn
B L///
’ D Al C: Dl
A
Joon. 52. Joon. 53.

2) Loaigu CD iiks otspunkt asetseb piisttasapinnal.

3) Léik EF toetub oma otspunktidega projektsiconi-
‘tasapindadele.

Need kolm juhtu on kujutatud nditlikult jconisel 50, ning
projektsiocnidena epiiiiril joonisel 51.
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4) Loik AB on risti piisttasapinnaga ning toetub viima-
sele (joon. 52 ja 53).

5) Loik CD on risti pdhitasapinnaga ning toetub viima-
sele (joon. 52 ja 53).

81

Joon. 54. Joon. 55.

6) Loik AB asetseb mingis tasapinnas ¢, mis on risti tel-
jega t. 'Siis mdlemad projitseerivad tasapinnad iihtivad tasa-
pinnaga « ja seetdttu 16igud A’B’ ja A”B” asetsevad epiiiiril
telje ¢ ithel ja samal ristsirgel (joon. 54 ja 55).

An

A g A g'

Joon. 56. Joon. 57.

7) Laik AB on paralleelne piisttasapinnaga. Siis tema
pohiprojektsiocn on paralleelne teljega t (joen. 56 ja 57) ja
piistprojektsioon on vordne ning paralleelne 16iguga AB.

8) Ldik AB on paralleelne pohitasapinnaga (joon. 58
ja 59); tema piistprojektsicon on siis paralleelne teljega t ja
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pohiprojektsioon on vordne ning paralleelne 13igu AB
endaga.

58. Loikuvate sirgete projektsioonid. On ilmne, et kui
kaks sirget (k ja I) 1oikuvad, siis 16ikuvad ka nende tihe-

\ A" 8" A” 8"

i B
5%
' t

B‘

/7 ey

g
Joon. 58. Joon. 59.

nimelised projektsioonid (joon. 60), kusjuures ldikepunktid
M’ ja M” asetsevad telje t iihel ja samal ristsirgel. Umber-
poordult, kui kahe sirge iithenimelised projektsioonid 16iku-
vad, kusjuures 1dikepunktid asetsevad telje ¢ iihel ja samal

A
M"
c 8
h'( .
' |
g |
‘, C' IB tDl
I’ M\
Joon. 60. Joon. 61.

ristsirgel, siis 18ikuvad ka need sirged ise, sest projektsi-
oonide l8ikepunktidega midratud punkt (M’, M”) kuulub
molemale sirgele.

59. Paralleelsete sirgete projektsioonid on paralleelsed.
Tdepoolest kui AB||CD (joon. 61), siis on nurkade BAA’ ja
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DCC’ haarad paralleelsed ja seega on ka- projitseerivad tasa-
pinnad paralleelsed (§ 15), kuid paralleelsed tasapinnad 16i-
kuvad kolmanda tasapinnaga (¢) mooda paralleelseid sirgeid
(A’B’ ja C’D’) (§ 16).

60. Sirgjoonte kujutamist nende kahe projektsiooni abil
kahel risttasapinnal vGib rakendada mitmesuguste iilesannete
lahendamisel sirgete asendi kohta ruumis.

Vaatleme monda sdidraste iilesannete ndidet.

8" 8
" A ¥ C
t
g
Al
. 8'
A
Joon. 62. Joon. 63.

Ulesanne 1. Epiiiril on antud sirgléigu AB pro-
jektsioonid A’B’ ja A”B” (joon. 62). Leida selle sirgldigu
toeline pikkus.

Esimene lahendamisviis. Et oleks parem ette
kujutada sirgldigu asendit ruumis, votame sirgloigu AB ja
tema pohiprojektsiooni A’B” nditliku kujutise (joon. 63),
s. o. niisuguse kujutise, mida kasutasime esimeses pea-
tiikis.

Nelinurk ABB’A’ on tdisnurkne trapets tdisnurkadega
punktide A’ ja B’ juures. Vaottes selles trapetsis kiiljega
A’B’ paralleelse 16igu AC saame tdisnurkse kolmnurga ABC.

Loik AB on selles kolmnurgas hiipotenuusiks, kaatet AC,
nagu ndha, on vordne 16igu AB pohiprojektsiooniga A’B’.
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See projektsioon on joonisel antud. Kaatet BC on vordne
16ikude BB’ ja AA’ vahega.

Loigud BB’ ja AA’ on samuti joonisel antud; nad on
nimelt vérdsed punktide B” ja A” kaugustega teljest ¢, seega
vdib nende vahe joonisel leida. Ldikude BB’ ja AA’ vahe
vordub seega punktide B” ja A” ning telje t vaheliste kau-
guste vahega. Siit jdreldub, et 1digu AB loomuliku pikkuse
leidmiseks tuleb ehitada tdisnurkne kolmnurk, mille iiheks
kaatetiks on otsitava 1digu p&hiprojektsioon A’B’ ning tei-

T BB
B" B, 71 g
o /
A“ P2 B, A.
A 8
t
A 8
A B,
B' ' ]
8

Joon. 64. Joon. 65.

seks kaatetiks on 13ik, mis vordub otsitava 16igu otspunktide
piistprojektsioonide A” ja B” kauguste vahega teljest t. Selle
kolmnurga hiipotenuus on 18igu AB toeliseks pikkuseks.

Teine viis. Kujutleme, et 16ik AB ja 16ik A4’ on
teineteisega jdigalt kinnitatud; péérame 15iku AB sirge AA’
iimber seni, kuni ta saab paralleelseks piisttasapinnaga
(joon. 64).

Sidrasel 16igu AB pddramisel tema projektsioonid A’B”
ja A”B” muutuvad, kuid tema kaldenurk 15igu AA’ suhtes ei
muutu, seega ei muutu ka tema pGhiprojektsiooni pikkus
(muutub ainult selle siht). Téahendab sellel 16igu pooramisel
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tema pohiprojektsioon muutub nii, et punkt A’ jddb jconisel
paigale ja punkt B’ liigub ringjoone kaart moéoda. Kui 16ik
AB saab paralleelseks piisttasapinnaga, siis tema pG&hipro-
jektsioon saab paralleelseks teljega ¢. Ka piistprojektsioon
A”B” muutub sellel pooramisel, kuid et punkti B kaugus
pohitasapinnast jddb endiseks, siis jddb endiseks ka punkti
B” kaugus teljest ¢. (Siit selgub, et punkt B” liigub mododa
telje t paralleeli. Oeldust jdreldub, et epiiiiril vdib saada
I6igu AB projektsioonid pédrast pooramist piistsirge 44’
iimber jargmise konstruktsiooni abil (joon. 65): joonestame:

cll

Joon. 66. ] Joon. 67.

raadiusega A’B’ ringjoone kaare keskpunktiga A’ ja leiame
selle kaare 16ikepunkti B’y telje t paralleelsirgega, mis ldbib
punkti A’; 1dbi B” joonestame teljega t paralleelse sirge
16ikumiseni punkti B’; ldbiva telje ¢ ristsirgega punktis B”.
Léigud A’B’, ja A”B”, ongi 16igu AB projektsioonid pirast
pooramist. Tema piistprojektsicon 4”B”; on seejuures 18igu
AB toeliseks pikkuseks.

6l. Ulesanne 2. Epiiiiril on antud sirge projektsi-
oonid I’ ja I” (joon. 66). Leida selle sirge 16ikepunktid pro-
jektsioonipindadega (neid 16ikepunkte nimetatakse sirgjoone
jdlgedeks projektsioonipindadel).
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Lahendus. Antud sirge ja piisttasapinna l6ikepunkti
pohiprojektsioon asetseb teljel ¢z. Teiselt poolt selle punkti
pohiprojektsioon peab asetsema sirgel I'. iSeega sirge jdlje
saamiseks piisttasapinnal pikendame tema pGhiprojektsiooni
I' Idikumiseni teljega t punktis F”.

Punkt F’ on otsitava jdlje pdhiprojektsicon. Et leida
tema piistprojektsiooni, vGtame punktist F’ telje t ristsirge
16ikumiseni sirgega I” punktis F”. Punkt F” ongi jdlje piist-
projektsiooniks, ilmselt iihtib ta jdlje endaga. ‘Samal teel
leiame ka jdlje pohitasapinnal: pikendame sirget I” 16iku-
miseni teljega t punktis G”, punktist G” vGtame telje t rist--
sirge 16ikumiseni sirgega I’ punktis G’; punkt G’ ongi ndu-
tud jdlg poOhipinnal.

62. Kolmnurga projektsioonid. Kui ruumis on antud
kolmnurk, siis voib ehitada tema tippude ja kiilgede pGhi-
ja piistprojektsioonid. Niiviisi tekib joonisel kaks kolm-
nurka, mis on ruumis antud kolmnurga p&hi- ja piistpro-
jektsioonideks.

Kui kolmnurga kuju ja asend ruumis ei ole ette mda-
ratud, siis voib tema tippude projektsioone anda vabalt, sil-
mas pidades ainult tingimust, et iithe ja sama tipu p6hi- ja
piistprojektsicon asetseksid telje t ristsirgel. TOesti tasa-
pinna asend ruumis on tdiesti midratud tema kolme punkti
asukohaga, mida v&ib ruumis vtta tdiesti vabalt, ainult mitte
ithel ja samal sirgel.

Joonisel 67 on esitatud mingi kolmnurga ABC pro-
jektsioonid. Kasutades neid projektsioone .vdib kolmnurga
asendi kohta ruumis lahendada mitmesuguseid iilesandeid.

63. Ulesanne 1. On antud kolmnurga projektsi-
oonid A’B’C’ ja A”B”C” (joon. 68). Ehitada epiiiiril nii-
suguse sirge piistprojektsioon, mis asetseb selle kolmnurga
tasapinnas ja mille péhiprojektsioon on antud. :

Lahendus. Olgu e sirge pdhiprojektsioon, ta 18ikub
sirgetega A’C’ ja B’C’ vastavalt punktides P’ ja Q.
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Et see sirge asetseb kolmnurga ABC tasapinnas, siis 1Gi-
kub ta kiilgedega AC ja BC nendes punktides, mille pohi-
projektsioonideks on P’ ja Q. Nendesamade punktide piist-
projektsioonide saamiseks tuleb punktidest P’ ja Q' joones-

8" 8 ;
x A
A p"
Lty A %
i .
t
¢ g’
o p c' A 3 el
B c
Joon. 68.

Joon. 70.

tada teljele ¢ ristsirged 16ikumiseni vastavalt sirgetega A”C”
ja B”C” punktides P” ja Q”. Sirge P”Q” on kolmnurga
ABC tasapinnas asetseva otsitava sirge piistprojektsioon.

4 Geomeetria IX ja X Kkl
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64. Ulesanne 2. Epiiiiril on antud kolmnurga ABC
projektsioonid A’B’C’ ja A”B”C” (joon. 69). Peale selle on
antud kolmnurga tasapinnas asetseva punkti D péhiprojektsi-
oon D’. Ehitada selle punkti piistprojektsioon.

Lahendus. Uhendades teineteisega punktid D’ ja 4/,
saame kolmnurga ABC tasapinnas asetseva ning punkte D ja
A iihendava sirgldigu pdohiprojektsiooni A’D’ (joon. 70).
Punkt P’, milles sirge A’D’ 16ikub sirgega B’C’, on sirge AD
ja kiilje BC loikepunkti P pohiprojektsicon (joon. 70).

Joonestades punktist P’ teljele ristsirge, leiame sirgel
B”C” selle punkti piistprojektsiooni P”. Siis joonestame
sirge A”P” ja sellel leiame endisel viisil otsitava punkti D
piistprojektsiooni D” (joon. 69).

65. Hulknurga projektsioonid. Hulknurga btojek*tsi-
oonide ehitamisel ei saa tippude projektsioone enam vabalt
votta. Kui hulknurga tippude pohiprojektsioonid vétta
vabalt, siis nende piistprojektsioonidest vGib vGtta vabalt
(muidugi iihel ja samal ristjoonel vastava pohiprojektsi-
ooniga) ainult kolm. T&epoolest need kolm piistprojektsi-
ooni koos pdhiprojektsioonidega mdidravad tdielikult selle
tasapinna, milles asetseb hulknurk.

Seepidrast tuleb teiste tippude piistprojektsioonid vétta
nii, et nad oleksid selles tasapinnas asetsevate punktide pro-
jektsioonideks. Joonisel 71 on antud epiilir pShitasapinna
risttasapinnas olevast ristkiilikust, mille kaks kiilge on risti
pohitasapinnaga. Joonisel 72 on ndidatud kuusnurga pro-
jektsioonide ehitamine, kusjuures tema tippude pShiprojekt-
sioonid 4’, B/, C’, D’, E’, F’ on vdetud vabalt.

Piistprojektsioonid A4”, B”, C” on voéetud projektsiooni-
telje ristsirgetel mis ldbivad punkte A’, B’, C’. Seejuures
punkti A” vdib punkti A’ lidbival telje ristsirgel vGtta kus
tahes, punkti B” vdib punkti B’ ldbival telje ristsirgel vGtta
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‘kus tahes ning punkti C” vGib vétta punkti C’ ldbival telje
ristsirgel kus tahes. Teiste tippude piistprojektsioone vdib
ehitada § 64 ndidatud votte abil. Uhendades iiksteisega
punktid A’, B’ ja C’, saame kuusnurga kahe kiilje p&hi-
projektsioonid (A’B’ ja B’C’) ning iihe diagonaali pdhi-

B’ L
AQ D.
4
0 ¢
8L
A
Joon. 71. Joon. 72.

projektsiooni (4’C’). Uhendades iiksteisega punktid A”, B”
ja C” saame nende samade kiilgede ja sama diagonaali piist-
projektsioonid (A”B”, B”C” ja A”C”). Seejdrel iithendame
punkti B’ teiste tippude pdhiprojektsioonidega D’, E’ ja F".
Sirgete B’D’, B’E’ ja B’F’ 15ikepunktid sirgega A’C’ tdhis-
tame vastavalt tihtedega P, Q’ ja R’. Joonestades punkti-
dest P/, Q’ ja R’ projektsiooniteljele ristsirged 16ikumiseni
sirgega A”C”, saame punktid P”, Q” ja R”. Need on piist-
projektsioonis kuusnurga kolme diagonaali 1dikepunktid
neljanda diagonaaliga, mille piistprojektsiooniks on sirge
A”C”. Nende diagonaalide piistprojektsioonid saame




teel, et ithendame punktid P”, Q” ja R” punktiga B”. Kui
niiiid pikendada sirgldiku B”P” ja punktist D’ joonestada
projektsioonitelje ristsirge kuni 18ikumiseni sirgega B”P”,
siis nende sirgete 16ikepunkt D” ongi kuusnurga neljanda
tipu piistprojektsiooniks. Samal viisil, pikendades sirgloike
B”Q” ja B”R” ning joonestades punktidest E’ ja F’ pro-
jektsioonitelje ristsirged, leiame kuusnurga viienda ja
kuuenda tipu piistprojektsioonid E” ja F”. Uhendades jarge-
modda punktid 4”7, B”, C”, D”, E”, F”, saame kuusnurga
otsitava piistprojektsiooni.

66. Madrkus. Kujundite ja kehade kujutamise meetod
ristprojektsioonide abil kahel tasapinnal on viimistletud
prantsuse matemaatiku Gaspard Monge'i (1. Gaspar
mo’nz) (1746—1818) poolt. Gaspard Monge oli XVIII sa-
jandi 16pu ja XIX sajandi alguse suurim prantsuse geo-
meeter. Prantsuse revolutsiooni ajal oli tema konvendi poolt
loodud kuulsa Ecole polytechnique’i asutajaid. Monge’i
meetod on praegusajal iiks pdhilisemaid selles geomeetria
osas, mis kisitleb geomeetriliste kehade kujutamisviise tasa-
pinnal ja mida nimetatakse kujutavaks geomeetriaks.
Monge’i meetodit rakendatakse laialdaselt tehnikas ehituste
projektide, hoonete plaanide, masinate osade ja detailide
joonestamisel jne.

Selle meetodiga teostatakse joonisel konstruktsioone
monikord keeruliste reeglite jirgi, mida v8ib kasutada ainult
histi omandades stereomeetria tddesid ja lauseid. 'Seepédrast
kasutatakse geomeetria Opikutes, nagu ka kdesolevas raama-
tus, geomeetriliste kujundite ja kehade kujutamisel lihtsus-
tatud jooniseid.

Need joonised on Jpitavate kujundite projektsioonid,
kuid mitte kahel, vaid ainult iihel tasapinnal, nimelt joonise
tasapinnal.
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Nagu koigest eelnenust jidreldub, ei mdiidra iiks siddrane
projektsioon veel ei kujundi asendit ruumis ega ka tema tép-
seid moGteid, kuid ta annab selge iilevaate uuritava kujundi
kujust. Sellest iilevaatest piisab, et, tugenedes sterecmeetria
iildistele teoreemidele, tundma &ppida geomeetriliste kujun-
dite ja kehade omadusi.
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Kolmas peatiikk.

HULKTAHUKAD.
I. Rooptahukas ja piiramiid.

67. Hulktahukas. Hulktahukaks ehk tahk-
kehaks nimetatakse tasaste hulknurkadega piiratud keha.
Nende hulknurkade kiilgi nimetatakse hulktahuka servadeks.
Hulktahukat piiravaid hulknurki nimetatakse tema tahku-
deks. Uhte punkti koonduvad hulktahuka tahud moodustavad
ruumnurga; sddraste ruumnurkade tippe nimetatakse hulk-
tahuka tippudeks. Sirgldike, mis ithendavad mitte iihel tahul
asetsevaid tippe, nimetatakse hulktahuka diagonaalideks.

Meie kisitleme ainult kumeraid hulktahukaid, s. o.
sddraseid, mis terveni asetsevad dihel pool iga tema tahu tasa-
pinda.

Hulktahuka vidikseim tahkude arv on neli; niisugune
hulktahukas tekib kolmetahulise nurga I18ikamisel mingi
tasapinnaga.

68. Prisma. Prismaks nimetatakse niisugust hulk-
tahukat, mille kaks tahku on vdrdsete ja vastavalt paralleel-
sete kiilgedega hulknurgad ning koik teised tahud on réop-
kiilikud.

Selleks et ndidata, et niisugune hulktahukas on vGimalik,
votame mingi hulknurga ABCDE (joon. 73) ja ehitame tema
tippudest rea viljaspool tema tasapinda asetsevaid r6op-
sirgeid.
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Votnud seejérel iihel réopsirgel vabalt punkti 4,, juhime
14bi selle punkti tasapinnaga ABCDE paralleelse tasapinna:
ldbi iga paari ldhestikku asetsevate rodpsirgete paigutame
samuti tasapinnad. KG&ik need tasa-
pinnad miiravad 1dikumisel hulk-
tahuka ABCDEA,B,C{DE,, mis
vastab prisma definitsioonile. TGoe-
poolest, paralleelsed tasapinnad
ABCDE ja A,BC,D.E, Ildikuvad
kiilgtasapindadega médda paralleel-
seid sirgeid (§ 16); seepdrast neli-
nurgad AAE\E, EEDD jne. on
roopkiilikud. Teiselt poolt on hulk-
nurkade ABCDE ja AB,C,D.E, Joon. 73.
kiiljed vastavalt vordsed (kui réép-
kiilikute vastaskiiljed) ja nende nurgad on vastavalt vordsed
(kui paralleelsete ja iihtviisi suunatud haaradega nurgad);
seega need hulknurgad on kongruentsed.

Paralleelsetes tasapindades asetsevaid hulknurki ABCDE
ja A4B,C,D,E, nimetatakse prisma pohjadeks, iihe pdhja
mingist punktist teise pShja tasapinnani ehitatud ristldiku
00, nimetatakse prisma korguseks. Rospkiilikuid 44 ,B,B,
BB,C,C jne. nimetatakse prisma kiilgtahkudeks ja nende
kiilgi AA,, BB, jne., mis ithendavad pdhjade vastavaid tippe,
nimetatakse kiilgservadeks. Prisma kdik kiilgservad on vord-
sed kui roopsirgete 16igud paralleelsete tasapindade vahel.

Mitte iihel tahul asetsevat kahte tippu iithendavat sirg-
16iku nimetatakse prisma diagonaaliks. Siirane on niiteks
sirgloik AD; (joon. 73).

Kahte mitte iihele tahule kuuluvat kiilgserva (niiteks
servi AA, ja CC,y, joon. 73) ldbivat tasapinda nimetatakse
diagonaaltasapinnaks.

Prismat nimetatakse kas piistprismaks vo6i kaldprismaks

~
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sedamooda, kas tema kiilgservad on pohjadega risti voi kaldu.
Piistprisma kiilgtahud on ristkiilikud. Piistprisma korguseks
voib lugeda tema kiilgserva.

Piistprismat nimetatakse korrapiraseks, kui tema pdhjad
on korrapidrased hulknurgad. S&didrase prisma kiilgtahud on
koik kongruentsed ristkiilikud.

Prismad on: kolmnurksed, nélinurksed jne. sedamooda,
kas pohjaks on kolmnurk, nelinurk jne.

69. Rooptahukas. R6optahukaks nimetatakse nii-
sugust prismat, mille péhjadeks on rddpkiilikud (joon. 74).

Rooptahukas nagu iga prisma vGib olla kas piistroop-

Josauiid

Joon. 74. Joon. 75.

tahukas vo6i kaldréoptahukas. Piistrooptahukat, mille pohi on
ristkiilik, nimetatakse risttahukaks (joon. 75).

Nendest definitsioonidest jdreldub:

1) rooptahuka koik kuus tahku on rodpkiilikud;

2) piistrooptahuka neli kiilgtahku on ristkiilikud ja kaks

pohitahku on roopkiilikud;

3) risttahuka k&ik kuus tahku on ristkiilikud.

Uhest tipust ldhtuvat kolme risttahuka serva nimetatakse
tema mo6odeteks, iihte neist vGib vaadelda pikkusena,
teist — laiusena ja kolmandat — kOrgusena.

Vordsete moddetega risttahukat nimetatakse kuubiks.
Kuubi k6ik tahud on ruudud.
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70. Piramiid. Piiramiidiks nimetatakse niisugust
hulktahukat, mille iiks — p&hjaks nimetatav — tahk on hulk-
nurk ja kdik teised — kiilgtahkudeks nimetatavad — tahud
on iihise tipuga kolmnurgad.

Et saada piiramiidi, selleks vGib mingi mitmetahulise
nurga S 1dbi lgigata vabalt vdetud tasapinnaga ABCD
(joon. 76) ja votta draldigatud osa SABCD.

S

B

Joon. 76. Joon. 77.

Kiilgkolmnurkade {iihist tippu S nimetatakse piiramiidi
tipuks, ja tipust pShitasapinnani vGetud ristldiku nimetatakse
tema korguseks.

Harilikult, piiramiidi tZhtedega tdhistades, kirjutatakse
esikohale see tdht, mis on tipu tdhiseks, nditeks SABCD
(joon. 76).

Piiramiidi tippu ja pShja mingit diagonaali (niiteks BD
joonisel 78) ldbivat tasapinda nimetatakse diagonaaltasa-
pinnaks.

Piiramiidid on: kolmnurksed, nelinurksed jne. seda-
modda, mis on péhjaks: kolmnurk, nelinurk jne. Kolmnurkset
piiramiidi (joon. 77) mnimetatakse nelitahukaks ehk tetra-
eedriks; tetracedri kdik neli tahku on kolmnurgad.
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Piiramiidi nimetatakse korrapiraseks (joon. 78), kui
tema pohjaks on korrapdrane hulknurk ja tema kor-
guse aluspunktiks on selle hulknurga keskpunkt. Korra-
pédrase piiramiidi kiilgservad on k&ik vdrdsed (kui vordsete
projektsioonidega kaldldigud). Seepdrast on ‘korrapirase
piiramiidi k6ik kiilgtahud kongruentsed vordhaarsed kolm-
nurgad. Iga niisuguse kolmnurga kdrgust SM (joon. 78) ni-
metatakse piiramiidi apoteemiks. Korrapirase piiramiidi apo-
teemid on vordsed.

(=
Joon. 79.

71. Tiivipiiramiid. Péhja (ABCDE) ja pdhjaga paral-
leelse 16iketasapinna (A4;B,C{DE,) vahelist piiramiidi osa
nimetatakse tiivipiiramiidiks (joon. 79). Paralleelseid tahke
nimetatakse tiivipiiramiidi pohjadeks, pdhja AB,C,D.E,
mingist punktist O, teise pdhjani voetud sirgldiku OO, nime-
tatakse tiivipiiramiidi korguseks. Tiivipiiramiidi nimetatakse
korrapiraseks, kui ta moodustab osa korrapirasest piiramii-
dist.
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Rooptahuka tahkude ja diagonaalide omadused.

72. Teoreemid. 1) Rodptahuka vastastahud on
kongruentsed ja paralleelsed.

2) Rooptahuka koik neli diagonaali loikuvad iihes ja
samas punktis ja poolitavad iiksteist selles punktis.

1) Tahud BB,C,C ja AAD;D (joon. 80) on paralleel-
sed, sest iithe tahu kaks I8ikuvat sirget BB; ja B;C; on
roobiti teise tahu kahe 16ikuva sirgega A4, ja 4D, (§ 15);

. A. - D,

= B ¢
Joon. 80.~ Joon. 81.

need tahud on kongruentsed, sest B,C; = 4,D,, BB = A4
(kui roopkiilikute vastaskiiljed) ja

433101 - 4AA 1D1.

2) Votame mingid kaks diagonaali (joon. 81), nditeks
diagonaalid AC, ja BD,, ning abisirged AD; ja BC,. Et
servad AB ja D,C; on vastavalt paralleelsed ja vordsed
servaga DC, siis nad on paralleelsed ja vordsed teineteisega;
seega melinurk ADCB on roéopkiilik, milles 16igud C4 ja
BD, on diagonaalideks, roopkiiliku diagonaalid aga pooli-
tavad teineteist. VGtame  niiiid {ihe nendest diagonaalidest,
niditeks diagonaali AC,; koos kolmanda diagonaaliga, iitleme
diagonaaliga B{D. Tdielikult samal viisil vGime tdestada, et
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nad l8ikepunktis poolitavad teineteist. Jarelikult diagonaalid
B.D ja AC; ning diagonaalid AC, ja BD; (mis vdtsime
varem) 18ikuvad iihes ja samas punktis, nimelt diagonaali
AC,; poolituspunktis. Vottes 16puks
sama diagonaali AC; koos neljanda dia-
[ gonaaliga A,C, tdestame samuti, et ka
nemad poolitavad teineteist. Tdhendab
ka selle diagonaalipaari 1dikepunktiks
™, on diagonaali AC, poolituspunkt. Seega
\ rooptahuka koik neli diagonaali 16iku-
- vad iihes ja samas punktis ja poolita-
, Loorle vad iiksteist.

o 8 73. Teoreem. Risttahuka diago-
Joon. 82. naali (AC, joon. 82) ruut vordub tema
kolme moote ruutude summaga.

Vaottes pohja diagonaali AC, saame kaks kolmnurka:

ACC ja ACB. Nad modlemad on tdisnurksed; esimene see-

pdrast, et risttahukas on piistprisma, seega serv CC, on

pdhjaga risti; teine seepdrast, et risttahuka phi on rist-
kiilik. Nendest kolmnurkadest leiame, et

D, A,

AC2=AC?+ CCy2 ja AC® = AB2 + BC2,
Seega
AC;2= AB?2+ BC2+ CC,2= AB? + AD?  AA 2

Jédreldus: Risttahuka diagonaalid on vordsed.

Piiramiidi paralleelsete Idigete omadused.

74. Teoreemid. Kui piramiid (joon. 83\) on loiga-
tud pohjaga paralleelse tasapinnaga, siis

1) see tasapind jaotab kiilgservad ja korguse vorde-
listeks osadeks ;
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2) loige on pohjaga sarnane hulknurk ;

3) loike pindala ja pohja pindala suhtuvad nagu
vastavate piiramiidide korguste ruudud.

1) Sirgeid A{B, ja AB vb6ib vaadelda kui paralleeltasa-
pindade (pGhja ja 10ikaja) 15ikejooni kolmanda tasapinnaga
ASB; seepdrast A;B;| AB (§ 16). Selsamal pdhjusel

B,C,IBC, C;D,|ICD, ... ja A;M,| AM; seepirast
Lt I B
AA BB TG T U e AR

2) Kolmnurkade ASB ja A,SB,, kolmnurkade BSC ja
B,SC, jne. sarnasusest jdreldame, et

AB _ BS. BS_ BC |
A8 8BS B BCq
millest saame, et

Lo SRR
AB, — B,

Samuti saame, et
R SOPRLS SU. She
By TR ST S i BiD
millest jareldub, et
TBEGE 6D
BC,  CD;

Samal viisil tGestame hulknurkade @ABCDE ja
A.B,CDE, teiste kiilgede vordelisuse. Et peale selle nende
hulknurkade vastavad nurgad on vordsed (sest nende haarad
on paralleelsed ja samasuunalised), siis on nad sarnased.

3) Sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vasta-
vate kiilgede ruudud;

seepdrast

pindala ABCDE _ AB* _ (AB )'_
pindala A4;B,C,;D.E, = A,B2  \A,B,
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Kuid

AB _AS _ MS
AB, T AST MS

Tadhendab

pindala ABCDE MS\2 _ MS?
pindala 4,B,C,D,E;  \M;S/ ~ M,;S?’

95. Jareldus. Korrapirase tivipiiramiidi iilemine
p6hi on korrapidrane hulknurk ning kiilgtahud on kongruent-
sed ja vordhaarsed trapetsid (joon. 83).

Iga sddrase trapetsi koOrgust nimetatakse korrapédrase
tiivipliramiidi apoteemiks.

76. Teoreem. Kui kahte vordse
korgusega piiramiidi loigata tippu-
dest vordsel kaugusel pohjadega pa-
ralleelsete tasapindadega, siis l0i-
gete pindalad on vordelised pohjade
pindaladega.

Olgu Sy ja S (joonis 84) kale piira-
miidi pdhjade pindalad, kummagi kor-
gus olgu H; s; ja s, olgu tippudest
ithel ja samal kaugusel h asetsevate
pohjadega paralleelsete 1digete pind-

- alad.

Eelmise teoreemi pShjal saame:

S s e

Rt B

62




Joon. 84.

9. Jéareldus. Kui S, =S, siis ka s, =5, 8 o.
kui vérdsete kérgustega piiramiidide péhjad on pindvérdsed,
siis on pindvérdsed ka tippudest vordsetel kaugustel asetse-
vad péhjadega paralleelsed léiked.

Prisma ja piiramiidi kiilgpindala.

78. Teorecem. Prisma kiilgovindala vordub tema
ristloike iimbermoodu ja kiilgserva korrutisega.

Ristloikeks (joon. 85) nimetatakse hulknurka 4 (B,C,DyE,,
mis tekib prisma 1dikamisel kiilgservadega ristuva tasa-
pinnaga. Selle hulknurga kiiljed on risti prisma kiilgserva-
dega (§ 24).

Prisma kiilgpindala on rodpkiilikute pindalade summa;
iga roopkiiliku aluseks vdib votta siin kiilgserva ning kargu-
seks — ristldike kiilje,

Seega prisma kiilgpindala = AA4,-4,B, + BB, - B,Cy, +

+ CC,-C.Dy, + DD, -DyE, + EE,-EyA, = (4B, +

4+ BoCqy + CoyDy + DoE, + EyA,) - AA;.



79. Jareldus. Piistprisma kiilgpindala vordub péhja
iimberm66du ja korguse korrutisega, sest piistprisma rist-
16ikeks voib votta pdhja enda ja tema kiilgserv on vordne
korgusega.

Joon. 85. Joon. 86.

80. Teoreem. Korrapdrase piiramiidi kiilgpindala
vordub pohja iimbermoodu ja piiramiidi apoteemi poole
korrutisega.

Olgu (joon. 86) SABCDE korrapérane piiramiid ning SM
tema apoteem. Selle piiramiidi kiilgpindala on kongruentsete
vordhaarsete kolmnurkade pindalade summa. Uhe kolmnurga,
nditeks kolmnurga ASB pindala on vordne korrutisega
2.AB-SM. Kui kéikide kolmnurkade arv on n, siis

piiramiidi kiilgpindala = } - AB - SM . n = "-A0SM,

kus n - AB on pdhja iimbermddt ja SM on piiramiidi apoteem.

8l. Teoreem. Korrapdrase tivipiiramiidi _kiilg-

64




pindala vordub pohjade iimbermdoétude poolsumma ja
apoteemi korrutisega.

Korrapdrase tiivipiiramiidi kiilgpindala on kongruentsete
trapetsite pindalade summa. Uhe trapetsi, nditeks trapetsi
AA BB (joon. 86) pindala vdrdub korrutisega % (4B +
+ A,B;) - MM,. Kui kdikide trapetsite arv on n, siis tiivi-

AB+AB,
2

piiramiidi kiilgpindala = -MM,-n=

n- AB+n- AB
=2 20T A%,

\

kus n-AB ja n-A,B, on pbhjade iimbermdsdud.

Harjutusi.

1. Korrapdrase kolmnurkse piistprisma kdrgus on 12 m ja pOhi-
serv on 3 m. Arvutada prisma tdispindala.

2. Risttahuka tdispindala on 1714 m2 ning p&hja ldhisservade

. pikkused on 25 m ja 14 m. Arvutada kiilgpindala ja kiilgserv.

3. Ruudukujulise pdhjaga risttahukas, mille kdrgus on h, on 10i-
gatud tasapinnaga, mis ldbib kahte vastaskiilgserva. Avaldada rist-
tahuka tdispindala, teades, et 10ike pindala on S.

4. Korrapdrase kuusnurkse piliramiidi pShiserv on a ja kOrgus on h.
Avaldada kiilgserv, apoteem, kiilgpindala ja tdispindala.

5. Avaldada kolmnurkse piiramiidi tdispindala ja korgus, kui tema
iga serv on a.

6. Korraparane kuusnurkne piliramiid, mille kGrgus on 25 cm ja
poOhiserv on 5 cm, on ldigatud pohjaga paralleelse tasapinnaga. Arvu-
tada selle tasapinna kaugus piliramiidi tipust, teades, et 16ike pindala
on 3V3 cm2

7. ' Ruudukujulise pOhjaga tiivipiiramiidi kdrgus on h, alumise pohja
serv on a ja llemise pohja serv on b. Avaldada tiivipiiramiidi tdis-
pindala.

8. Tivipiiramiidi k6rgus on 6 ja pOhjade pindalad on 18 ning 8.
See tiivipliramiid on 18igatud pOhjadega paralleelse tasapinnaga, mis
poolitab kdrguse. Arvutada 16ike pindala.
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II. Prisma ja piiramiidi ruumala.

82. Pohilauseid ruumalade kohta. Geomeetrilise keha
pinnaga piiratud ruumiosa suurust mnimetatakse selle keha
ruumalaks.

Meie seame endale iilesande avaldada see suurus arvu
abil, mis mo6ddab seda suurust. Seejuures peame silmas
jargmisi pohilauseid.

1) Kongruentsete kehade ruumalad on vordsed.

Joon. 87.

2) Osadest (P ja Q) koosneva keha ruumala (nditeks
kummagi joonisel 87 kujutatud rooptahuka ruumala) vérdub
nende osade ruumalade summaga.

Vordsete ruumaladega kehasid nimetatakse ruumvord-
seteks.

83. Ruumalaiihik. Ruumalade md&tmisel Vdetakse iihi-
kuks niisuguse kuubi ruumala, mille iga serv vordub pikkus-
ithikuga. Nii on ruumalaiihikutena tarvitusel kuupmeeter
(m3), kuupsentimeeter (cm3) jne.

Rooptahuka ruumala.

84. Teoreem. Risttahuka ruumala vordub tema
kolme moote Rorrutisega.

Selles lithikeses lauses viljendatud teoreemi tuleb mdista
nii: risttahuka ruumala mddtarv vordub tema kolme moGte
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mootarvude korrutisega, kui risttahuka kolme ldhisserva on
moodetud pikkusithikuga, mis vérdub ruumalaiihikuks véetud
kuubi servaga. Nii et kui x on arv, mis viljendab risttahuka
ruumala kuupsentimeetrites ning a, b ja ¢ on arvud, mis
vdljendavad tema kolme ldhisserva pikkusi sentimeetrites,
siis teoreem viidab, et x = abc.

Toestamisel vaatleme eraldi kolme juhtu.

1) MGodete mootarvud on tdisarvud.

Olgu mooted nditeks jdrgmised (joon. 83): AB = a,
BC = b ja BD =c, kus a, b ja ¢ on tdisarvud (niditeks meie
joonisel a = 4, b = 2 ja ¢ = 5). Siis risttahuka pdhi sisaldab
ab niisugust ruutu, mis on vastavaks ruutithikuks. On ilmne,
et igale ruudule vGib paigutada ithe kuupithiku. Siis tekib
kiht (nagu joonisel kujutatud), mis koosneb ab kuupiihikust.
Et selle kihi korgus vordub iihe pikkusiithikuga ja kogu rist-
tahuka kérgus on c pikkusiihikut, siis risttahukasse vdib
paigutada ¢ miisugust kihti. ISeega selle risttahuka ruumala
vordub abc kuupiihikuga.

2) Mooted esinevad murdarvudena.

Olgu risttahuka mooted jargmised:

R A
Hiigrs
(moned neist murdudest voivad olla tdisarvud).
Teisendades murrud iihenimelisteks, saame:
0G5 PRS .. 11
ngs’ ngs’ ngs
Votame ’—{1—&; osa pikkusithikust wuueks (abi-) pikkus-
tthikuks. Selle uue iithikuga md6detud risttahuka servi vil-
jendavad siis tdisarvud, ja nimelt:
mgs, pns ja rngq

ja seega, nagu tGestatud juhul 1, risttahuka ruumala vordub
korrutisega (mgs) - (pns) - (rng), kui seda ruumala moota
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uuele pikkusiihikule vastava kuupiihikuga. Endisele pikkus-
ithikule vastav kuupiihik sisaldab séiraseid uusi kuupiihikuid

(ngs)3 tiikki; tihendab uus kuupiihik moodustab (7,;7,3 b
!
=
: D (A 4
] A R T
! 7@ D,
| c li
: I
i I
S P, e S AN o (R A s S S B
o o Tt 0 4
¢ e - 76
b Vi ¥
A a B 8. BB! A
Joon. 88. Joon. 89.

endisest. Seepdrast endise kuupiihikuga mdddetud risttahuka
ruumala on:

s pus FOF W T
(nqs)3 - (mgs) (pns) (rnq) = ngs nqs T e T Sl

3) Mooteid valjendavad irratsxonaalarvud

Olgu antud risttahukal (joon. 89), mida lithiduse parast tahistame

ihe tdhega Q, jirgmised mddted:
AP =, AC =" AD =4,

kus arvud @, 8 ja ¢ v0i mOned neist on irratsionaalsed. Igaiihte arvu-
dest @, B ja y vbib védljendada 16ppematu kiimnendmurru kujul. Vdtame
nende murdude ligikaudsed véartused n kohaga murdosas esiteks puu-
dusega, seejdrel lilaga. Puudusega vOetud véaartusi tihistame tdhtedega
@y By yn ja lilaga vOetud véaartusi téhtedega a',, By, y'p. Paigutame
servale AB punktist 4 kaks 16iku: 4By =0a, ja ABy=d',. Servale
AC paigutame samast punktist 4 16igud: ACy = B, ja ACs = ', ning
servale AD samast punktist 16igud: 4Dy = vy, ja AD2 = y,,.
Seejuures on:

ABy < AB< A4B;; AC1 < AC < ACjy; ADy < AD < AD:».
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Ehitame niiid kaks abi-risttahukat: ithe mdddetega ABy, ACj ja
AD; (tdhistame ta tihega Qi) ning teise mdddetega ABs, ACs ja ADs
(tdhistame ta tdhega Q). Risttahukas Q; on terveni risttahuka Q sees
ning risttahukas Qo sisaldab endas risttahukat Q.

Juhul 2 tdestatu pohjal on:

ruumala Qy = @, f3, v, (1)
ruumala Qp = o', 8, v (2)
kusjuures ruumala Q1 < ruumala Q2.

Hakkame niiiid suurendama arvu n. See tihendab, et vitame arvude
a, B ja v ligikaudsed vddrtused jarjest suurema tdpsusega. Vaatame,
kuidas muutuvad seejuures risttahukate Q; ja Qs ruumalad. -

Arvu n piiramatul kasvamisel ruumala Q; ilmselt suureneb ning
vorduse (1) tttu on tema piiriks korrutise (a,f,y,) piir. Ruumala Q3
ilmselt kahaneb ning vOrduse (2) tOttu tema piiriks on korrutise
(@', B'yy'y) piir. Kuid algebrast on teada, et arvu n piiramatul kasva-
misel on korrutistel a,fl,y, ja ', f,y', thine piir, mis on irratsio-
naalarvude «, 8 ja y korrutiseks.

Seda piiri loemegi risttahuka Q ruumala modtarvuks; seega

ruumala Q = afy.

V3ib tdestada, et sddrasel viisil i
mddratud ruumala rahuldab ruumalade :
kohta seatud ndudeid (§ 82). Toesti ¢ :
ruumala niisuguse definitsiooni puhul /LD.___ ——=
on vordsetel risttahukatel ilmselt vord- < : !
sed ruumalad. Seega esimene tingimus 7 |
(5 82) on tiidetud. Jaotame niiid antud A D)'_ B,
risttahuka @ pOhjaga paralleelse tasa- 7
pinnaga kaheks: Q1 ja Q2 (joon. 90). £

Siis on: A
ruumala Q = AB - AC.- AD;
ruumala Q; = AB - A4, - AD; Joon. 90.
ruumala Qs = 4By - 4.C - A{D;.

Liites liikmeti kaks viimast vOrdust ning pidades silmas, et 4;B; = 4B
ja 41Dy = AD, saame, et
ruumala Qq + ruumala Qs = AB - A4y - AD + AB - AC - AD =
= AB - AD (A4, + A:C) = AB - AD - AC;

siit saame, et

ruumala Qg + ruumala Qs = ruumala Q.
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Seega ka teine tingimus (§ 82) on tdidetud, kui risttahukas koostada
kahest osast, mis tekkisid tema l0ikamisel iihe tahuga paralleelse tasa-
pinnaga.

85. Jdreldus. Olgu risttahuka pdhiservade mddt-
arvud a ja b ning olgu kolmanda mdéote (kdrguse) mostarv c.
Siis, tdhistades tema vastava kuupiihikuga mdddetud ruumala
tdhega V, vbime kirjutada:

V = abc.
Et korrutis ab vidljendab pohja pindala, siis vGib 6elda, et
isttahuka ruumala vordub pohja pindala ja korguse
iorrutisega.

Médrkus. Kahe eri nimega kuupiithiku suhe vdrdub
nende iithikkuupide servadeks olevate pikkusiihikute suhte
kolmanda astmega. Nii on kuupmeetri suhe kuupdetsi-
meetriga vordne 103, s. o. 1000. y

Seepdrast, kui meil on nii-
teks kuup serva pikkusega a
pikkusithikut ning teine kuup
serva pikkusega 3a pikkusiihi-

kut, siis nende ruumalade suhe
on 33, s. o. 27, mis on ilmsesti
ndha joonisel 91.

86. Lemma. Kaldprisma
on ruumviordne niisuguse

N

Joon. 91. Joon. 92.
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piistprismaga, mille pohjaks on kaldprisma ristloige ja
mille korgus on vordne kaldprisma kiilgservaga.

Olgu antud kaldprisma ABCDEA,B,C,D.E, (joon. 92).
Pikendame iihele poole kdiki tema kiilgservi ja kiilgtahke.

Votame mingi iihe serva pikendusel vabalt punkti A’ ning
1dbi selle punkti ristloike A’B’C’D’E’. Seejirel, paigutanud
sellele servale punktist A’ 16igu A’A” = AA,, votame ldbi
punkti A” ristloike A”B”C”D”E”. Et nende ristlgigete tasa-
pinnad on paralleelsed, siis

BB —CC2 = DDV =B B —AAl.— AA  (3-XT7);
Seetottu hulktahukas A’D”, mille pdhjadeks on need rist-
16iked, on piistprisma, millest koneldakse teoreemis.

Toestame, et antud kaldprisma on ruumvordne selle piist-
prismaga. Selleks veendume esmalt, et tahkkehad A’D ja
A”D; on kongruentsed. Nende pdhjad A'B’C'D’E’ ja
A”B”C"”D”E"” on kongruentsed kui iihe ja sama.prisma 4’D”
pdhjad; teiselt poolt, lisades vorduse 4,4 = A”A’ kumma-
~ legi poolele iihe ja sama 13igu 4,;4’, saame, et

A’A = A”Ay;
samal viisil saame, et
BB — BB,
Cc'C =C"C,
jne.

Kujutleme niiiid, et hulktahukas A’D on asetatud hulktahuka
A”D; sisse mii, et nende pdhjad iihtivad; siis iihtivad ka
nende kiilgservad, sest nad on risti pdhjadega ja on vasta-
valt vordsed; seetdttu hulktahukas A’D iihtib hulktahukaga
A”D,, tdhendab need kehatl on kongruentsed. Niiiid paneme
tdhele, et kui piistprismale A”D’ lisame hulktahuka A4'D ja
kaldprismale 4,D lisame hulktahuka A4”D,, mis on ruum-
vordne kehaga A’D, siis saame iihe ja sama hulktahuka A”D.
Sellest jdreldub, et prismad A,;D ja A”D’ on ruumvordsed.
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87. Teoreem. RoOOptahuka ruumala vordub pohja
pindala ja korguse Rorrutisega.

Varem tdestasime selle teoreemi risttahuka kohta,
niiiid tdestame ta pilistrooptahuka kohta ja seejdrel
kaldrodoptahuka kohta.

1) Olgu AC; (joon. 93) piistrooptahukas, s. o. niisugune
rooptahukas, mille pdhi ABCD on roopkiilik ja koik kiilg-
tahud on ristkiillikud. Votame tema pOhjaks kiilgtahu
AA BB, siis saame kaldr66ptahuka. Vaadeldes teda
kuii kaldprisma erijuhtu, vdime eelmise paragrahvi

A S il
l A, P D,
1 \N & ¢ !
2 : I l} TN Il
| [ C ] G
: : Q' / 1
A ——fF—4fJ———1D
|- 9 - Y
\ \ i \
\ \ 4 \
8 M c 8 ™M C
Joon. 93. Joon. 94.

lemma p&hjal kinnitada, et see rédptahukas on ruumvdrdne
niisuguse piistr66ptahukaga, mille pohjaks on ristldige
MNPQ ja korguseks on 16ik BC. Nelinurk MNPQ on rist-
kiilik, sest koik tema mnurgad on kahetahuliste tdisnurkade
joonnurgad; seepédrast piistrooptahukas, mille pohjaks on rist-
kiilik MNPQ, peab olema risttahukas ja seega tema ruumala
vordub tema kolme mdGte korrutisega, milledeks vdib votta
16igud MN, MQ ja BC. Seega

ruumala AC, =MN .MQ -BC = (MQ -BC) - MN,

Kuid - korrutis MQ - BC viljendab roopkullku ABCD
pindala, seeparast

ruumala AC,; = (pindala ABCD) - MN =

= (pindala ABCD) - BB, -
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2) Olgu AC; (joon. 94) kaldrooptahukas. Ta on ruum-
vordne niisuguse piistrooptahukaga, mille pohjaks on rist-
16ige MNPQ (s. o. servadega AD, BC, . . . ristiolev 15ige)
ja korguseks on serv BC. Kuid varem tdestatu pShjal piist-
rooptahuka ruumala vérdub pdhja pindala ja kdrguse korru-
tisega, tdhendab

ruumala AC; = (pindala MNPQ) - BC.
Kui 16ike MNPQ korgus on TU, siis
pindala MNPQ = MQ -TU,
seega - .
ruumala AC, = MQ .TU-BC = (BC-MQ) .- TU.
Korrutis BC - MQ on roéopkiiliku ABCD pindala, jdrelikult
ruumala AC; = (pindala ABCD) - TU.

Jéib veel toestada, et 16ik TU on rooptahuka korguseks.
Toepoolest, servadega BC, B,Cy, . . . ristuv1dige MNPQ on
risti ka neid servi ldbivate tahkudega ABCD, BB,C.C, ...
(§ 43). Seepdrast, kui punktist U juhtida ristsirge tahule
ABCD, siis see ristsirge peab asetsema tasapinnas MNPQ
(§ 44) ja jdrelikult peab iihtima sirgega UT, mis asetseb sel-
les tasapinnas ja on risti sirgega MQ. Tihendab 16ik UT on
rooptahuka kdrgus. Seega ka kaldréoptahuka ruumala vor-
dub pdhja pindala ja korguse korrutisega.

Jdreldus. Kui V, S ja h on arvud, mis véljendavad
vastavates fihikutes vastavalt rooptahuka ruumala, pohja
pindala ja rooptahuka kdrgust, siis voib kirjutada:

V = Sh.

Prisma ruumala.

88. Teoreem. Prisma ruumala vordub pohja pind-
ala ja korguse korrutisega.

Esiteks tOestame selle teoreemi kolmnurkse prisma,
siis hulknurkse prisma kohta.
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1) Votame ldbi prisma ABCAB,C,; serva AA, tahuga
BB ,C,C paralleelse tasapinna ja ldbi serva CC,; tahuga
AA BB paralleelse tasapinna; seejdrel pikendame kummagi
pohja tasapinda 18ikumiseni vGetud tasapindadega. Siis

saame rooptahuka BD,, mille diago-
& naaltasapind A4,C,C jaotab kaheks

kolmnurkseks prismaks (millest iiks
on antud prisma). TGestame, et need
prismad on ruumvordsed. Selleks
_votame ristldike A’B'C’D’. See ldige
on roopkiilik, mille diagonaal A’C’
jaotab kaheks kongruentseks kolm-
nurgaks. Antud prisma on ruum-
vordne niisuguse piistprismaga, mille
pohjaks on A’B’C’ ja kdrguseks on
serv AA,; (§ 86). Teine kolmnurkne
prisma on ruumvdrdne niisuguse
Joon. 95. plistprismaga, mille pdhjaks on
A’'D'C’ ja korguseks serv AA,.
Kuid kaks kongruentsete pdhjadega ja vordsete kor-
gustega piistprismat on kongruentsed (sest teineteise sisse
paigutamisel nad iihtivad) ; tdhendab prismad ABCA B ,C, ja
ADCA,D,C, on ruumvdrdsed. Sellest jireldub, et antud
prisma ruumala moodustab poole rédptahuka BD; ruum-
alast; tdhistades prisma kdrguse h, saame seega, et

kolmnurkse prisma ruumala =

__(pindala ABCD) - h _ pindala ABCD
- 3 o * ;
— (pindala ABC) - h.
2) Véotame ldbi hulknurkse prisma (joon. 96) serva AA,
diagonaaltasapinnad 4AA4,C,C ja AA,DD.
Siis antud prisma jaguneb kolmnurkseteks prismadeks.
Viimaste ruumalade summa moodustab antud otsitava ruum-

h =
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ala. Kui nende péhjade pindalasid tdhistada tidhtedega
S, Sy, S; ja iihist kdrgust tihega h, siis saame, et

hulknurkse prisma ruumala =
:Sl'h+S2'h+Sg'h: (SI+SQ+S3)-IJZ
= (pindala ABCDE) - h.

BN
A,

/!
Sy i

Joon. 96. Joon. 97.

Jareldus. Kui V, S ja h on arvud, mis védljendavad
vastavates iihikutes vastavalt prisma ruumala, poh]a pindala
ja prisma korgust, siis vdib kirjutada:

V=S-h

89. Cavalieri printsiip. Itaalia XVII sajandi matemaatik Cavalieri
avaldas tOestuseta jargmise vaite:

Kui kahte keha (mida piiravad tasapinnad v0i koverpinnad) on
péimalik asetada nii, el nende mingi anfud tasapinnaga paralleelsed
léiked on pindvérdsed, siis need kehad on ruumvérdsed.

Sellel lausel on olemas range tOestus, kuid see tOestus ei mahu
elementaarmatemaatika piiridesse, seepdrast piirdume tema kontrol-
limisega monel nditel.

Cavalieri printsiibi ndudeile vastavad néiteks kaks pindvOrdsete
pOhjadega ja vOrdsete koOrgustega prismat (iiksk0ik, kas kolm-
nurksed v0i hulknurksed) (joon. 97). Niisugused prismad, nagu teame,
on ruumvordsed. Kui need prismad asetada pOhjadega mingile tasa-
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pinnale, siis iga pohjadega paralleelne tasapind, mis 16ikab iihte pris-
mat, 16ikab ka teist, kusjuures 16iked on pindvdrdsed kujundid, sest
need kujundid on kongruentsed pShjadega, pdhjad aga on pindvdrdsed.
Tdhendab Cavalieri printsiip leiab kinnitust sellel erijuhul.

See printsiip leiab kinnitust ka planimeetrias tema rakendamisel
pindalade vordlemiseks ja nimelt:

Kui kahte kujundit véib asetada nii, et 16igates neid mingi antud
sirgega paralleelse sirgega tekivad vérdsed 16igud, siis need kujundid
on pindodrdsed. Selle niiteks on kaks vdrdse alusega ja vdrdse kdrgu-
sega roopkiilikut voi kolmnurka (joon. 98).

Joon. 98.

Piramiidi raumala.

9. Lemma. Pindvordsete pohjadega ja vérdsete
korgustega kolmnurksed piiramiidid on ruumvérdsed.

Meie tGestus koosneb kolmest csast. Esimeses osas tdes-
tame mitte piiramiidide eneste, vaid niisuguste abikehade
ruumvordsuse, mis koosnevad iiksteise peale paigutatud
kolmnurksetest prismadest. Teises osas tSestame, et nende
abikehade ruumalad neid moodustavate prismade arvu suu-
rendamisel lihenevad piiramiidide ruumaladele kuitahes
ligidale. Lopuks kolmandas osas veendume, et piira-
miidid ise on ruumvérdsed.

I. Kujutleme, et piiramiidid on paigutatud p&hjadega
mingile tasapinnale (nagu kujutatud joonisel 99); siis nende
tipud asetsevad pohjade tasapinnaga paralleelsel sirgel ning
piiramiidide korgust vGib kujutadia iihe ja sama sirgldiguga h.
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Jaotame selle kdorguse n-iks vordseks osaks, kusjuures n
on mingi tdisarv (nditeks 4-ks vOrdseks osaks, nagu ndidatud
joonisel), ja juhime 1ldbi jaotuspunktide rea pShjadega paral-
leelseid tasapindu.

Nende tasapindade ja piiramiidide 16ikumisel tekib rida
kolmnurgakujulisi 16ikeid, kusjuures piiramiidi S 16iked on
pindvGrdsed piliramiidi S; vastavate 1digetega (§ 77). Ehitame
kummagi piiramiidi sisse rea prismasid nii, et nende iilemis-

Joon. 99.

teks pohjadeks on kolmnurksed 16iked ja kiilgservad on iihes
pliramiidis paralleelsed servaga SA4, teises piiramiidis ser-

: . 3 o h : : 3
vaga S;4; ning iga prisma korgus on 5 Séddraseid prismasid

tekib kummaski piiramiidis n—1; nad moodustavad mingi-
suguse astmelise keha, mille ruumala on ilmselt vdiksem, kui
selle piiramiidi ruumala, millesse prismad on ehitatud. Tédhis-
tame piiramiidi S prismade ruumalad, alates tipust, jarge-
mooda tdhtedega p;, ps, Ps,...Pn—1 ja pliramiidi S; pris-
made ruumalad, samuti alates tipust, jargemdéoda tdhtedega
91, 92, g3, ...Qn—1; siis, silmas pidades, et iga vastavate
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prismade paari (p; ja q;, P ja ¢s ...) pdhjad on pind-
vordsed ja korgused on vdrdsed, vdime kirjutada rea
vordusi:

Pi=41; P2 =49q2; P3 = q35:.-Pn—1 = Qqn_j.
Liites liikmeti kdik vordused, leiame, et
Pr+petpst...otpPoy=¢q+q+aq+...+ gy (1)

Seega oleme tGestanud, et meie poolt ehitatud astmeliste
abikehade ruumalad on vérdsed (iga arvu n puhul, milleks
jaotame korguse h).

II. Téhistanud piiramiidide S ja S; ruumalad vastavalt
tahtedega V ja V,, oletame, et

V—(@P1+petpst...+pPny)=x
ja
ViU -+ @ g +ii ot tey) =5
siit saame, et
Prtptpst...t+poy=V—x
ja ;
Gttt dogag=sVi—n
Siis voime vorduse (1) kirjutada nii:
V—x=V,—y. 2)
Kujutleme niiiid, et vordsete osade arv n, milleks jaotame
korguse h, kasvab piiramatult: kujutleme nditeks, et 4 osa
asemel jaotame korguse 8-ks vOrdseks osaks, siis 16-ks, siis
32-ks jne., ja et igakord ehitame ndidatud viisil kummaski
piiramiidis astmelise keha. Kuidas ka ei kasva astmelisi kehi
moodustavate prismade arv, vordus (1) ja seega ka vordus (2)
jddvad kummatigi kehtima. Seejuures ruumalad V ja V,
muidugi ei muutu, kuna suurused x ja y, mis nditavad, mille
vOrra piiramiidide ruumalad iiletavad vastavate astmeliste
kehade ruumalasid, ilmsesti jdrjest vdahenevad. Toestame, et
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suurused x ja y voOivad saada kuitahes vidikesteks (teisiti

oeldes, et nad l1ahenevad nullile).

Piisab, kui seda

toestame iihe suuruse kohta kahest, nditeks suuruse x kohta.

Selleks ehitame piiramiidile S veel teise rea prismasid
(joon. 100), mis moodustavad ka astmelise keha, kuid ruum-

alalt piiramiidist suurema. Need
prismad ehitame samal viisil, nagu
ehitasime sisemised  prismad,
ainult selle vahega, et me kolm-
nurgakujulisi  16ikeid ei vOta
niiiid mitte prismade iilemisteks,
vaid alumisteks pdhjadeks. See-
tottu saame niiiid rea prismasid,
mis on osaliselt viljaspool piira-
miidi, ning seepdrast nad moodus-
tavad uue, piiramiidi ruumalast
suurema  ruumalaga  astmelise
keha. Sddraste prismade arv ei ole
niiiid mitte n—1, nagu varem, vaid
n. Tzhistame nende ruumalad,

alates tipust, jirgemooda tdhtedega p,’, po’, ps’,...Px -

deldes joonist nieme, et

Py = p1, P2’ = p2, P3’" = ps3, ..

Joon. 100.

Pa1’ = Paye

Vaa-

(P’ +p2' + ... & Pot + pa) — @1+ P2+ ..+ Pasy) = Pas

Seepirast
Et
P+ Pt st Pad’ P>V

ja v

P1+P2+ RS o pn_1<V,
siis

V—(@@i+p:+ps+...+ pny) <prd,

s. O. X <ip
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Kuid
p.’ = (pindala ABC) . "
n
seega
x < (pindala ABC) -
n

Arvu n piiramatul kasvamisel suurus 2 v5ib ilmselt saada

n
kuitahes vidikeseks (ldheneb nullile). “Seepirast korrutis,
mille iiks tegur ei muutu, kuid teine tegur ldheneb nullile,
ldheneb ka nullile, ja et positiivne arv x on sellest korrutisest
vdiksem, siis ldheneb tema ammugi nullile,

Seesama arutlus kehtib ka suuruse y kohta.

Seega oleme tdestanud, et prismade arvu piiramatul kas-
vamisel astmeliste abikehade ruumalad ldhenevad vastavate
piiramiidide ruumaladele kuitahes ligidale.

ITII. Seda silmas pidades votame iilalkirjutatud vor-
duse (2) ja anname temale niisuguse kuju:

V-V, =x—y. (3)

Niiiid toestame, et see vordus on ainult siis voimalik, kui
V =V, ja x =y. Toepoolest vahe V — V;, nagu iga jdéa-
vate arvude vahe, peab olema jddv arv, kuid vahe x — y, nagu
iga muutuvate, nullile ldhenevate arvude vahe peab
olema kas muutuv (nullile ldhenev) arv vdoi null. Et jddv
arv ei saa vorduda muutuva arvuga, siis jddb kahest vGima-
lusest ainult iiks: vahe x —y =0; siis V=V, ja x=y.

Nii oleme tdestanud, et uuritavad piiramiidid on ruum-
vordsed 1,

1 Selle teoreemi nii keerulise tOestuse vajalikkust pShjustab fakt,
et kahte ruumvoOrdset keha ei saa nii hOlpsasti teisendada teineteiseks,
nagu seda oli vOimalik teha pindvOrdsete hulknurkadega tasapinnal.
Nimelt kui on antud kaks ruumvOrdset hulktahukat, siis tldisel juhul
osutub vOimatuks iihte neist tiilkeldada niisugusteks osadeks (ka tdien-
duste abil), millest saaks koostada teise. Erijuhul on see vOimatu kahe
vabalt vOetud pindvOrdse pOhjaga ja vOrdse korgusega kolmnurkse
puramiidi puhul.
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Tdestatud lemma jareldub véga lihtsalt ka Cavalieri printsiibist.
Tdesti, kujutleme, et kaks pindvOrdse pdhjaga ja vOrdse kdrgusega
piiramiidi on asetatud pdhjadega mingile tasapinnale o (joon. 101), siis
iga tasapinnaga « paralleelne tasapind f annab piiramiide 1Gigates
pindvOrdsed kolmnurgad (§ 77); jdrelikult need piiramiidid vastavad
Cavalieri printsiibi ndudeile ning seepdrast nende ruumalad peavad
olema vOrdsed. Kuid seda tOestust ei saa rangeks nimetiada, sest meie
ei tdestanud Cavalieri printsiipi.

Joon. 101.

91. T eoreem. Piramiidipindala vordub péhja pind-
ala ja korguse kolmandiku korrutisega.

Esiteks tOestame selle teoreemi kolmnurkse, siis
hulknurkse piiramiidi kohta.

1) Ehitame kolmnurkse piiramiidi SABC (joon. 102)
pohjale niisuguse prisma SABCDE, mille korgus vordub
piiramiidi kdrgusega ja mille iiks kiilgserv iihtib servaga SB.
Toestame, et piiramiidi ruumala moodustab iithe kolmandiku
selle prisma ruumalast. Eraldame prismast antud piiramiidi.
Siis jddb jdrele nelinurkne piiramiid SADEC (mis selguse
pdrast on eraldi kujutatud). L&ikame seda piliramiidi tippu S
ja pohja diagonaali DC ldbiva tasapinnaga. Sel teel tekkinud
kahel kolmnurksel piiramiidil on iihine tipp S ning vdrdsed
pShjad DEC ja DAC, mis asetsevad iihes tasapinnas; tdhen-
dab vastavalt iilemal tOestatud lemmale need piiramiidid on
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ruumvordsed. Vordleme iihte neist, nimelt piiramiidi SDEC,
antud piiramiidiga. Piiramiidi SDEC pdhjaks voib votta
kolmnurga SDE; siis tema tipuks on punkt C ja kdrgus on
vordne antud piliramiidi kdrgusega. Et A SDE > A ABC,
siis vastavalt samale lemmale on piiramiidid CSDE ja SABC
ruumvordsed.

Meie tiikeldasime prisma SABCDE kolmeks ruumvdrd-
seks piliramiidiks: SABC, SDEC ja SDAC (on ilmne, et nii
on voimalik tiikeldada iga kolmnurkset prismat — see on
kolmnurkse prisma diks tdhtsaid omadusi). Seega antud

) £ 3
%
3
\ b 3
\
\
\\
Ag———|-- C A D
Joon. 102. Joon. 103.

pliramiidiga kolme ruumvdrdse piiramiidi ruumalade summa
moodustab prisma ruumala;
jarelikult
ruumala SABC = % ruumalast SDEABC =
(pindala ABC) - h,
3
kus h tdhistab piiramiidi kdrgust.

2) Ehitame hulknurkse piiramiidi TABCDE (joon. 103)
pdhja mingist tipust E diagonaalid EB ja EC. Seejirel
juhime l8iketasapinnad ldbi iga diagonaali ja serva TE. Siis
hulknurkne piiramiid tiikeldub kolmnurkseteks, milledel on
antud piiramiidiga iihine kdrgus. Tahistades kolmnurksete
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piiramiidide pohjade pindalad tdhtedega Si, S,, S3 ja kdrguse
tdhega h, saame, et

ruumala TABCDE = 4S,-h+ 4S,-h+ 34S;-h=

L (Sl + B4 Ss) g =5 (pindala ABBCQE) - h.

Jareldus. Kui V, S ja h tdhendavad arve, mis vasta-
vates iihikutes viljendavad mistahes piiramiidi ruumala,
pohja pindala ja korgust, siis

V = 4 Sh.

92. Teoreem. Tivipiiramiidi ruumala vordub
kolme piiramiidi ruumalade summaga, millede korgused
on vordsed antud tivipiramiidi korgusega ja millede
pohjadeks on: esimesel — tivipiiramiidi alumine pohi,
teisel — iilemine pohi, kolmandu piiramiidi pohja pind-
ala vordub aga iilemise ja alu-
mise pohja pindala geomeetrilise
keskmisega.

Olgu tiivipiiramiidi (joon. 104)
pdhjade pindalad S; ja S,, korgus
h ning ruumala V (tiivipiiramiid
voib olla iiksk8ik kas kolmr
nurkne v6i hulknurkne). Peame
toestama, et
V=38h+3S:h+3hVSS, = Joon. 104,

=3%h(S; + 82 + VS1Sy),
kus \/r&_, on suuruste S; ja S, geomeetriline keskmine.
Tdestuseks paigutame vidiksemale pdhjale vidikese piiramiidi,
mis antud tiivipiiramiidi tdiendab tdispiiramiidiks. Siis vdime
tiivipiiramiidi ruumala V vaadelda kui tdispiiramiidi ja
tdienduspiiramiidi ruumalade vahet.

Téhistades tdienduspiiramiidi korguse tdhega x, leiame, et

V=38 (h+x)—3Sx=4(S;h+ S;x—8yx) =
=% [S{h + (51— Sy) x].
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Korguse x leidmiseks kasutame teoreemi § 74, millele
vastavalt voime kirjutada vérrandi
Sy (htxp?
B sl
Selle vorrandi lihtsustamiseks vGtame tema mdlemast
poolest positiivse ruutjuure:
VS, _htx
Vil
Sellest vorrandist (mida vdime vaadelda kui vorret)
saame :

x VS, =hVS; +xVS,,
millest lgiame, et
(VS;1—VS) x = h VS,
seega
hVS,
VS -V$,
Asendades leitud ruumala valemis tihe x selle avaldisega,
saame

X =

(S1—ShVS 7.
N s e |

EtS;—S, = (VS; +VSs) (VS;—VSs); siis peale murru
taandamist vahega \/S; — \/S, saame:
V=3[Sa+ (VS + VSy) hyS;] =
= 4(S,h + b VS,S; + Sph) =
=3h(S; + 8y + VS;Sy),
s. 0. saame valemi, mida pidimegi tGestama.

III. Hulktahukate sarnasus.

93. Definitsioon. Kahte hulktahukat nimetatakse sar-
nasteks, kui neil on vastavalt kongruentsed ruumnurgad ja
vastavalt sarnased tahud. Elemente, mis sarnastel hulk-
tahukatel on nii vastamisi seotud, nimetatakse vastavateks.
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'Sellest definitsioonist jdreldub, et sarnastel hulktahukatel

1) kahetahulised nurgad on vastavalt vordsed ja asetsevad
ithteviisi, sest neil on ruumnurgad kongruentsed;

2) wvastavad servad on vordelised, sest iga kahe sarnase
tahu vastavate servade suhe on iiks ja sama ning kummagi
hulktahuka ldhistahkudel on dihine serv.

Sarnaste hulktahukate olemasolu vdimalust nditab jarg-
mine teoreem.

94. Teoreem. Piiramiidi (joon. 105) pohjaga paral-
eelne loiketasapind (A,B,C,D.E,) eraldab piiramiidist
temaga sarnase piiramiidi (SA,B,C,D.E)).

Et A,B, | AB, B,C, |l BC jne., siis nende kahe piiramiidi
kiilgtahud on sarnased (§ 74). Jddb veel tdestada ruum-
nurkade kongruentsust. Ruumnurk S cn mdlemal piiramiidil

ithine; kolmetahulised nurgad 4, By, Cy, ... on vastavalt
vordsed nurkadega 4, B, C, . .., sest igal nende nurkade

paaril on iihine kahetahuline nurk vastavalt vdrdsete ja iihte-
viisi asetsevate tasanurkade vahel; nii on nurkadel 4 ja 4,
ithine kahetahuline nurk (servaga AS) vordsete tasanurkade
vahel :

LSAE; = LSAE ja LSA,B, = ZSAB:

95. Teoreem. Sarnaste hulktahukate pindalad suh-
tuvad nagu vastavate servade ruudud.

Téhistagu tihed P,, Py, Psg,..., P, iihe hulktahuka
iiksikute tahkude pindalasid. tihed py, ps, P3,...,p, téhis-
tagu teise, esimesega sarnase hulktahuka vastavate tahkude
pindalasid; oletame veel, et 13igud L ja I on mingi kahe
teineteisele vastava serva pikkused.

Siis vastavate tahkude sarnasuse ja vastavate servade
vordelisuse tottu saame, et
Bk St WP A e o Py - L2

’ = ’

pl—l.z’ p2—12, ;3:1—2, oite’ iy Pm B
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millest vOrdsete suhete omaduse pohjal leiame, et
P PP AP PP

Pitpatrst. . Fp, B

96. T eoreem. Sarnaste hulktahukate ruumalad suh-
tuvad nagu vastavate servade kuubid.

Joon. 105. Joon. 106.

Piirdume selle teoreemi tdestamisega ainult sarnaste
piiramiidide kohta. Olgu (joon. 106) piiramiidid SABCDE
ja S;4,B,CDE sarnased. Paigutame teise piiramiidi esi-
mese sisse nii, et iihtivad nende ruumnurgad S ja S;.

Siis p6hi A4,BC,DE, satub asendisse A’B’C’D’E’, kus-
juures kiiljed A’B’, B’C’, ... on vastavalt paralleelsed kiilge-
dega AB, BC, ... (selle tottu, et kolmetahuliste nurkade
A ja Ay, B ja B, jne. vastavad tasanurgad on vordsed). See-
pdrast tasapind A’B’C’D’E’" on paralleelne tasapinnaga
ABCDE. Olgu SO ja SO’ piiramiidide kérgused.

Siis
_ (pindala ABCDE) - SO,

3 ;
(pindala A’'B'C'D'E) - SO
3

ruumala SABCDE

ruumala SA’B’C’D’E’ =
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Seega

ruumala SABCDE __ pindala ABCDE | SO
ruumala SA’B'C’'D’E’ ™ pindala A’'B'C'D’E’ SO’

kuid
pindala ABCDE _ SO
pindala A’B'CD'E’ S0O7?’

seega
ruumala SABCDE SOb - SA*

ruumala SA'B'CD'E ~ SO — SA’®

Jarelikult ka

ruumala SABCDE  SA3
ruumala S;4,B,C,D,E;, ~ S;A®

IV. Korrapirased hulktahukad.

Hulktahukat nimetatakse Korrapiraseks, kui kdik tema
tahud on vordsed korrapdrased hulknurgad ja kdik ruum-
nurgad on kongruentsed (sddrane on niditeks kuup). Sellest
definitsioonist jdreldub, et korrapirastel hulktahukatel on
vordsed ko6ik tasanurgad, koik kahetahulised nurgad ja kdik
servad.

97. Korrapiraste hulktahukate loetelu. Peame silmas, et
mitmetahulise nurga viikseim tahkude arv on kolm, ja et ku-
mera mitmetahulise frlurga tasanurkade summa on viiksem
kui 2z ehk 360° (§ 51). Korrapirase kolmnurga iga nurk on
60°. Kui vGtame 60° liidetavana 3, 4 ja 5 korda, siis saame
summad, mis on vdiksemad kui 360°; kui aga votame 60° lii-
detavana 6 vdi rohkem korda, siis saame summa, mis on 360°
v0i suurem kui 360°. Seepdrast voib korrapirase kolmnurga
nurgaga vordsetest tasanurkadest moodustada ainult kolme
liiki mitmetahulisi nurki: kolmetahulisi, neljatahulisi ja viie-
tahulisi. Jarelikult kui korrapdrase hulktahuka tahkudeks on
korrapdrased kolmnurgad, siis hulktahuka tipust voib ldhtuda
kas 3 v0i 4 v6i 5 serva. Sellele vastavalt on kolm liiki kolm-
nurksete tahkudega korrapdraseid kehasid:
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1) Korrapdrane nelitahukas ehk korrapirane tetraeeder,
mille pind koosneb neljast korrapirasest kolmnurgast
(joon. 107). Tal on 4 tahku, 4 tippu ja 6 serva.

2) Korrapdrane kaheksatahukas ehk = korrapirane ok-
taeeder, mille pind koosneb kaheksast korrapirasest kolm-
nurgast (joon. 108). Tal on 8 tahku, 6 tippu ja 12 serva.

3) Korrapdrane kakskiimmendtahukas ehk korrapirane
ikosaeeder, mille moodustavad kakskiimmend korrapdrast
kolmnurka (joon. 109). Tal on 20 tahku, 12 tippu ja 30 serva.

&
< Ny &4

Ruudu nurk on 90° ja korrapirase viisnurga nurk on
108°; vottes neid nurki liidetavana 3 korda, saame 360°-st
vdiksemad summad, vottes aga 4 v5i enam korda, saame sum-
mas 360° vdi rohkem. Seepdrast vdily sidirastest tasanurka-
- dest, mis on vordsed ruudu voi korrapdrase viisnurga nurka-
dega, moodustada ainult kolmetahulisi nurki.

Ja seepdrast, kui hulktahuka tahkudeks on ruudud, siis
igast tipust v6ib ldhtuda ainult 3 serva. Seda liiki korrapi-
raseid hulktahukaid on ainult iiks — see on korrapérane
kuustahukas ehk korrapirane heksaeeder ehk kuup
(joon. 110), tal on 6 tahku, 8 tippu ja 12 serva.

Kui korrapdrase hulktahuka tahkudeks on korrapérased
viisnurgad, siis igast tipust v8ib ldhtuda ainult 3 serva.

Seda liiki korrapdraseid hulktahukaid on ainult iiks

88



— korrapdrane kaksteisttahukas ehk korrapirane dodeka-
eeder. Tal on 12 tahku, 20 tippu ja 30 serva (joon. 111).

Korrapdrase kuusnurga nurk on 120°; seega sddrastest
nurkadest ei saa moodustada isegi kolmetahulist nurka. Kui
korrapdrase hulknurga kiilgede arv on suurem kuuest, siis
tema nurkadest ei saa ammugi moodustada mingit kumerat
ruumnurka.

'Siit jdreldub, et korrapdrase hulktahuka tahkudeks véivad
olla ainult korrapirased kolmnurgad, ruudud ja korrapirased
viisnurgad.

(] v
7
Joon. 110. Joon. 111.

Seega on voimalikud ainult viis iilalndidatud liiki korra-
paraseid hulktahukaid.

98. Korraparaste hulktahukate konstruktsioon. Ulaltoo-
dud arutlused korrapdraste hulktahukate voimalikkude lii-
kide kohta nditavad, et korrapdraseid hulktahukaid ei voi
olla rohkem kui viis liiki.

Kuid sellest ei saa veel jdreldada, et koik need viis liiki
korrapdraseid hulktahukaid ka tdeliselt on olemas, s. o. et
tasapindade juhtimise abil ruumis v&ib teostada kdige viie
liigi korrapdraste hulktahukate konstruktsioone. Et veenduda
koikide korrapidraste hulktahukate olemasolus, selleks piisab,
kui nditame iga keha ehitamise viisi. Kuubi ehitamisviis on
eriti lihtne. V&tame vabalt tasapinna a ja selles mingi ruudu;
ldbi selle kiilgede juhime risttasapinnad tasapinnale . Sddra-
seid tasapindu on neli. Edasi vGtame tasapinnaga « paral-
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leelse tasapinna 3, mis asetseb viimasest ruudu kiilje pikku-
sega vordsel kaugusel.

Need kuus tasapinda moodustavad kuubi tahud; kaksteist
sirget, mida mddda 16ikuvad 15ikuvate tasapindade paarid, on
kuubi servadeks ja kaheksa punkti, milles 16ikuvad 18ikuvate
tasapindade kolmikud, on kuubi tippudeks. ‘Selles on kerge
veenduda, vaadeldes vahetult tekkinud punktide, sirgete ja
tasapindade kogu.

Kui oskame ehitada kuubi, siis on kerge leida ka koikide
teiste korrapdraste hulktahukate ehitamise viise.

Korrapirase tetraeedri konstruktsioon.

Olgu antud kuup (joon. 112). Votame mingi tema tipu,
nditeks tipu A. Selles 18ikuvad kuubi kolm ruudukujulist

D
N
= 8
Joon. 112, Joon. 113.

tahku, Votame igas ruudus tipu 4 vastastipu. Olgu need
kuubi tipud B, C ja D. Punktid 4, B, C ja D on korrapérase
tetraeedri tippudeks. Tdesti 16ikudest AB, BC, CD, AD, BD
ja AC on igaiiks ilmsesti kuubi iithe tahu diagonaaliks. Ja
seepdrast kdik need 16igud on vordsed. ‘Siit jdreldub, et
kolmnurkses piiramiidis, mille tipp on 4 ja pdhi on BCD,
on kdik tahud korrapidrased kolmnurgad, seega see piiramiid
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on korrapdrane tetraceder. See tetraeeder on kujundatud an-
tud kuupi.

On tulus tdhele panna, et kuubi iilejddnud neli tippu on
teise samasse kuupi kujundatud korrapirase tetraeedri tip-
pudeks, mis on kongruentne esimesega.

Oktaeedri konstruktsioon.

Kui antud kuubil ehitada kdikide tahkude keskpunktid,
siis sel teel saadud kuus punkti on korrapidrase oktaeedri
tippudeks. Selles on kerge veenduda vaadeldes joonist 113.

Dodekaeedri ja ikosaeedri konstruktsioon.

Kui 1dbi kuubi iga serva v0tta tasapind, millel kuubi pinnaga ei
ole teisi iihiseid punkte peale selle serva punktide, siis 12 saadud tasa-
pinda on mingi 12-tahuka tahkudeks. Selle hulktahuka ldhem uurimine
nditab, et tasapindade kalded kuubi tahkude suhtes v&ib nii valida, et
tekib korraparane dodekaeeder.

LOpuks, kui oskame ehitada dodekaeedrit, siis ikosaeedri ehitamine
ei tee raskusi: dodekaeedri tahkude keskpunktid on ikosaeedri
tippudeks.

V. Ruumiliste kujundite siimmeetria.

99.  Tsentraalne siimmeetria. Kahte kujundit nimetatakse
ruumi mingi punkti O suhtes siimmeetriliseks, kui iihe ku-
jundi igale punktile A vastab teise kujundi punkt A4’, mis
asetseb sirgel OA teisel pool punkti O samal kaugusel sel-
lest punktist nagu punkt A (joon. 114). Punkti O nimeta-

A 0 A

A i

Joon. 114,

takse kujundite siimmeetriakeskpunktiks. ‘Sidiraste siimmeet-
riliste kujundite ndidet ruumis me juba nigime (§ 53), kui
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pikendasime ruumnurga servi iile tema tipu ning saime an-
tud ruumnurgaga siimmeetrilise ruumnurga,

Siimmeetriliste kujundite vastavad 18igud ja' vastavad
nurgad on vordsed. Sellele vaatamata ei saa nimetada neid
kujundeid kongruentseteks: neid ei saa paigutada teineteise
sisse seetGttu, ‘et iihe kujundi elementide jidrjekord on erinev
teise kujundi elementide jirjekorrast, nagu nidgime siimmeet-
riliste ruumnurkade néites.

Erijuhtumitel siimmeetrilised kujundid vdivad ka iihtida,
kuid seejuures ei iihti nende wastavad elemendid. Niiteks
votame kolmetahulise tdisnurga (joon. 115) tipuga O ja ser-
vadega OX, OY, OZ.

z z
X 3 |
By -
\\ //
\\\ 9’/ 0
2 / I\\x ) \x
=z' Y z 5
Joon. 115.

Ehitame temale siimmeetrilise nurga OX'Y’Z’. Nurga
OXYZ voib paigutada nurga OX'Y’Z’ sisse nii, et serv OX
iihtib servaga OY’ ning serv OY iihtib servaga OX’. Kui
aga paigutada iihte vastavad servad: OX ja OX’ ning OY ja
0Y’, siis servad OZ ja OZ’ ldhevad teineteisele vastas-
suundades.

Kui siimmeetrilised kujundid moodustavad teineteisega
koos iihe geomeetrilise keha, siis oeldakse, et sellel geomeet-
rilisel kehal on siimmeetriakeskpunkt. Seega kui antud kehal
on siimmeetriakeskpunkt, siis igale selle keha punktile vas-
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tab mingi teine sellesama keha siimmeetriline punkt. Meile
tuttavatest geomeetrilistest kehadest on siimmeetriakeskpunkt
nditeks: 1) rooptahukal; 2) prismal, mille pohjaks on paaris-
arvulise kiilgede arvuga korrapadrane hulknurk.

Korrapdrasel tetraecedril ei ole siimmeetriakeskpunkti.

100. Siimmeetria tasapinna suhtes. Kahte ruumilist ku-
jundit nimetatakse siimmeetriliseks tasapinna « suhtes, kui
ithe kujundi igale punktile A vastab teise kujundi punkt 4’,
kusjuures 16ik AA’ on risti tasapinnaga « ja poolitub 13iku-
misel selle tasapinnaga.

Teoreem. Kahe siimmeetrilise kujundi iga paar
vastavaid loike on vordsed.

Olgu antud kaks tasapinna «

suhtes siimmeetrilist kujundit. A/B
Eraldame iihes kujundis mingid

kaks punkti 4 ja B. Olgu punk- P
tid A’ ja B’ neile vastavad teise ¢ D

kujundi punktid (joon. 116, joo-
nisel kujundeid endid ei ole nii-
datud). Punkt C olgu ldigu A4’ >
ja tasapinna o 16ikepunkt, D olgu 2 \3‘
16igu BB’ 1dikepunkt sellesama Joon. 116.

tasapinnaga. Uhendades sirgldigu -
abil punktid C ja D, saame kaks nelinurka, ABDC ja
R, HY L ACH—A'C, - BOIE B jai o AeD =
= LA'CD, LBDC = LB’DC kui tdisnurgad, siis need neli-
nurgad on kongruentsed (milles veendume kergesti nende
paigutamise teel teineteisele). Jdrelikult AB = A’B’. Sellest
teoreemist jdreldub otseselt, et tasapinna suhtes siimmeetri-
liste kujundite(vastavad tasanurgad ja vastavad kahetahulised
nurgad on vordsed. Sellele vaatamata neid kujundeid ei saa
teineteise sisse paigutada nii, et nende vastavad osad iihtik-
sid, sest ithe keha osade jédrjestus on vastupidine teise keha
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osade jdrjestusega (seda tdestatakse hiljem § 102). Tasapinna
suhtes siimmeetriliste kehade lihtsaimaks néditeks on mistahes
ese ja tema peegeldus tasapinnalises peeglis: iga kujund on
peegli tasapinna suhtes siimmeetriline oma peegeldusega.

Kui mingit geomeetrilist keha voib tiikeldada kaheks
osaks, mis on siimmeetrilised mingi tasapinna suhtes, siis
seda tasapinda nimetatakse antud keha siimmeetriatasa-
pinnaks.

Geomeetrilisi kehi, millel on siimmeetriatasapind, esineb
vdga palju looduses ja igapdevases elus. Inimese ja looma
kehal on slimmeetriatasapind, mis jaotab keha paremaks ja
vasakuks pooleks.

Sellest nditest ndhtub eriti selgesti, et siimmeetrilisi
kujundeid ei saa teineteise sisse paigutada. Nii on parema ja
vasaku kde labad siimmeetrilised, kuid iihtima neid viia ei
saa, mis ndhtub sellestki, et iiks ja sama kinnas ei sobi nii
paremale kui vasakule kdele. Igapdevastest tarbeasjadest
on paljudel siimmeetriatasapind: toolil, s66gilaual, raamatu-
kapil, diivanil jm. Monel ese-
mel, nditeks soogilaual, on isegi
kaks siimmeetriatasapinda (joon.
117). :

b B Siimmeetrilist eset vaadel-
M. des piiilame tema suhtes hari-
—) likult votta niisugust asendit,
¢ et meie keha. v0i vihemalt meie
5 pea slimmeetriatasapind iihtiks
selle eseme siimmeetriatasapin-
Soon: 197, naga. Sel juhul on eseme kuju

siimmeetrilisus eriti margatav.

101. Teljeline stimmeetria. Teist jirku stimmeetriatelg.
Kahte kujundit nimetatakse siimmeetrili-
seks telje 1 suhtes, kui esimese kujundi
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igalepunktile 4 vastab teise kujundi punkt
A’ nii, et 16ik AA” on risti teljega I, 16ikub
temaga ja 10ikepunktis jaguneb pooleks.

Telge I ennast nimetatakse teist jirku siimmeetriateljeks.

Sellest definitsioonist jdreldub otseselt, et kui kahte
mingi sirge suhtes siimmeetrilist keha 13igata selle sirge rist-
tasapinnaga, siis tekib kaks tasapinnalist kujundit, mis on
siimmeetrilised sirge ja tasapinna l3ikepunkti suhtes,

~ Edasi on kerge jireldada siit, et kahte telje suhtes siim-
meetrilist keha on vdéimalik teineteisega iihtima viia, pddra-
tes iihte neist siimmeetriatelje iimber 180° vorra. Kujutleme
koiki voimalikke siimmeetriateljega ristuvaid tasapindu.

Iga niisugune tasapind, 13igates kumbagi keha, sisaldab
kaks kujundit, mis on slimmeetrilised tasapinna ja kehade
siimmeetriatelje 16ikepunkti suhtes. Kui podrata 1Giketasa-
pinda siimmeetriatelje iimber 180°, libistades teda iseennast
modda, siis esimene kujund iihtib teisega.

See on Gige iga 16ike ja tasapinna kohta. Kuid keha k&i-
kide 15igete p6oramine 180° vdrra siimmeetriatelje iimber on
samavddrne keha enda pooramisega 180° vorra, Sellest jdrel-
dubki, et meie vdide on ige.

Kui ruumilise kujundi pédramisel mingi sirgjoone iimber
180° vorra see kujund iihtib iseenesega, siis eldakse, et see
sirge on kujundi teist jdrku siimmeetriateljeks.

Nimetus ,teist jarku siimmeetriatelg® pShjeneb sellel, et
tdispoorde jooksul selle telje iimber keha satub kaks korda
esialgse asendiga iihtivasse asendisse (arvestades ka esialgset
asendit). Geomeetriliste kehade niideteks, millel on teist
jarku siimmeetriatelg, v&ivad olla:

1) korrapdrane piiramiid, mille kiilgtahkude arv on paa-
risarv; tema siimmeetriateljeks on tema korgus;

2) risttahukas; tal on kolm siimmeetriatelge: nendeks on
vastastahkude keskpunkte ldbivad sirged;
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3) korrapdrane prisma, mille kiilgtahkude arv on paaris-
arv. Tema siimmeetriateljeks on iga sirge, mis ldbib vastas-
tahkude (kas kiilgtahkude v6i p&hitahkude) keskpunkte. Kui
prisma kiilgtahkude arv on 2k, siis siimmeetriatelgede arv on
k + 1. Peale selle on niisuguse prisma siimmeetriateljeks iga
sirge, mis ldbib tema teineteise vastas asetsevate kiilgser-
vade keskpunkte. 'Sddraste siimmeetriatelgede arv on k.

Seega on korrapdrasel 2k-nurksel prismal 2k + 1 siim-
meetriatelge.

102. Olenevus mitmesuguste ruumilise siimmeetria lii-
kide vahel. Eri liiki siimmeetriate vahel ruumis — teljelise,
tasapinnalise ja tsentraalse siimmeetria vahel — kehtib seos,
mida vdljendab jargmine teoreem.

Teoreem. Kui kujund F on siimmeetriline kujundiga
F’ tasapinna « suhtes ja on iihtlasi siimmeetriline kujundiga
F” tasapinnal  asetseva punkti O suhtes, siis kujundid F”
ja F” on siimmeetrilised telje suhtes, mis libib punkti O ja
on risti tasapinnaga a.

H Votame kujundi F  mingi
punkti 4 (joon. 118). Sellele vas-
tab kujundi F’ punkt A’ ja kujun-
di F” punkt A” (kujundeid F, F’
ja F” ise ei ole joonisel kujuta-
tud).

- ; Olgu B sirgldigu AA’ ja tasa-

g pinna « 13ikepunkt. Votame punk-

tidega A, A’ ja O mddratud tasa-

pinna. See tasapind on risti tasa-

Joon. 118. pinnaga «, sest ta ldbib sirget

AA’, mis on risti tasapinnaga a.

Juhime tasapinnas AA’O sirgele OB ristsirge OH.

Sirge OH on risti ka tasapinnaga a. Olgu punkt C sirgete
A’A” ja OH loikepunkt.

£

_;;(;

"
” :
;K/_‘
>
=

A
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Sirgldik BO iihendab kolmnurgas AA’A” kiilgede A4’ ja
AA” keskpunkte, seega BO || A’A”, kuid BO | OH, tihendab
A’A” | OH. Edasi, et punkt O on kiilje AA” keskpunkt ja
CO || A4, siis A’C = A”C. Siit jdreldame, et punktid A’ ja
A” on siimmeetrilised telje OH suhtes. Seesama on kehtiv
kujundi koikide teiste punktide kohta. Seega meie teoreem on
toestatud. Sellest teoreemist jdreldub otseselt, et kaks tasa-
pinna suhtes siimmeetrilist kujundit ei saa iihtida nii, et nende
vastavad osad iihtiksid. Toesti kujund F’ iihtib kujundiga
F” tema pooramisel 180° vdrra telje OH iimber. Kuid kujun-
did F” ja F ei saa iihtida, sest nad on siimmeetrilised punxti
suhtes; jarelikult ei saa ithtida ka kujundid F ja F".

103. Korgemat jiarku siimmeetriateljed. Kujund, miliel
on siimmeetriatelg, iihtib iseenesega pirast siimmeetriatelje
iimber pooramist 180° vorra. Kuid on voimalikud juhud, mil
kujund iihtib oma esialgse asendiga pédrast pGoramist mingi
telje iimber vihem kui 180° vorra. Nii et kui keha teeb selle
telje iimber tdispoorde, siis iihtib ta tdispoorde viltel oma
esialgse asendiga mitu korda.. Niisugust telge nimetatakse
kdrgemat jdrku siimmeetriateljeks, kus-
juures tdispoorde viltel keha esialg-
se asendiga iihtivate asendite arvu
nimetatakse siimmeetriatelje jarguks.
See telg ei tarvitse iihtida teist jar-
ku siimmeetriateljega. Nii ei ole kor-
rapdrasel kolmnurksel piiramiidil
teist jdrku siimmeetriatelge, kuid
kérgus on tema kolmandat jidrku
siimmeetriateljeks. = Toesti  pdrast
selle piiramiidi pooramist 'tema kor- Joon. 119,
guse iimber 120° vorra ta iihtib ise- '
enesega (joon. 119). Piiramiidi podramisel korguse iimber
votab ta kolm asendit, mis iihtivad ldhteasendiga, ldhteasend
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kaasa arvatud. Kergesti ndhtub, et iga paarisjidrku siimmeet-
riatelg on iithtaegu ka 'teist jirku siimmeetriateljeks.

Korgemat jarku siimmeetriatelgede nditeid:

1) korrapdrasel n-nurksel piiramiidil on n-indat jiarku
siimmeetriatelg; selleks teljeks on piiramiidi korgus;

2) korrapdrasel n-nurksel prismal on n-indat jarku stim-
meetriatelg; selleks teljeks on prisma pdhjade keskpunkte
labiv sirge.

104. Kuubi siimmeetria. Nagu iga rédptahuka, nii ka
kuubi diagonaalide l6ikepunkt on tema siimmeetria kesk-
punktiks,

Kuubil on iitheksa siimmeetriatasapinda: kuus diagonaal-
tasapinda ja kolm tasapinda, mis ldbivad iga nelja paralleelse
serva keskpunkte,

Kuubil on iiheksa teist jairku siimmeetriatelge : kuus sirget,
mis iihendavad tema vastasservade keskpunkte ja kolm sirget,
mis iihendavad vastastahkude keskpunkte (joon. 120). Viima-
sed sirged on neljandat jarku
siimmeetriatelgedeks. Kuubil
on peale selle neli kolmandat
jarku siimmeetriatelge, mis on
tema diagonaalideks. TGepoolest
kuubi diagonaal AG (joon. 120)
on ilmsesti tihteviisi kaldu ser-
vade AB, AD ja AE suhtes ja
6 need servad on iihteviisi kaldu

iiksteise suhtes. Kui iithendada

punktid B, D ja E, siis saame
korrapdrase kolmnurkse piira-

miidi, mille korgus asetseb
kuubi diagonaalil. Kui piiramiidi podramisel kdrguse iimber
piiramiid iihtib iseenesega, siis ka kogu kuup iihtib oma
ldhteasendiga. Muid siimmeetriatelgi, nagu kerge on veen-
duda, kuubil ei ole.

Joon. 120.
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- Vaatame, mitmel eri viisil kuup voib iihtida iseenesega.
Pooramine hariliku siimmeetriatelje iimber annab iihe ldhte-
asendist erineva kuubi asendi, milles kuup iihtib iseenesega.
Po6ramine kolmandat jdrku siimmeetriatelje iimber annab
kaks niisugust asendit ning pddramine mneljandat jarku siim-
meetriatelje iimber — kolm niisugust asendit. Et kuubil on
kuus teist jarku siimmeetriatelge (need on harilikud siim-
meetriateljed), neli kolmandat jdarku ning kolm neljandat
jarku slimmeetriatelge, siis on

6-1+4.2+3.3=23

ldhteasendist erinevat kuubi asendit, milles ta iihtib ise-
enesega.

On kerge otseselt veenduda, et kdoik need asendid erine-
vad iiksteisest ja ka kuubi ldhteasendist, Koos ldhteasendiga
moodustavad nad 24 voimalikku kuubi iseenesega iihtimise
juhtu.

Harjutusi.

1. Antud kuubi serva pikkus on a. Avaldada kaks korda suurema
ruumalaga kuubi serva pikkus.
Méarkus. See vanast ajast tuntud kuubi kahendamise iilesanne

: 3 3
lahendub kergesti arvutamise teel (nimelt: x = V2ad=avVv2=
= a-1,25992...), kuid konstruktsiooni teel (sirkli ja joonlaua abil)
teda lahendada ei saa, sest otsitav avaldis sisaldab kuupjuurt arvust,
mis ei ole ratsionaalarvu kuup.

2. Arvutada niisuguse - piistprisma pindala ja ruumala, mille pdh-
jaks on korraparane kodlkolmnurk ringis raadiusega r =2 m ja mille
kOrgus vOrdub sama ringi korrapdrase puutujakuusnurga kiljega.

3. Arvutada korraparase kaheksanurkse prisma pindala ja ruum-
ala, kui prisma kdrgus i = 6 m ja pOhiserv a = 8 cm.

4. Arvutada korrapdrase kuusnurkse piiramiidi kiilgpindala ja
ruumala, kui pliramiidi kérgus on 1 m ja apoteem moodustab korgu-
sega 30°-se nurga.

5. Avaldada kolmnurkse piiramiidi ruumala, mille iga kiilgserv onl
ja pohiservad on a, b ja c.
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6. Antud on kolmetahuline nurk SA4BC, mille kdik kolm tasa-
nurka on tdisnurgad. Tema servadele on paigutatud pikkused: S4 = a,
SB=0> ja SC =c. Labi punktide 4, B ja C on juhitud tasapind.
Avaldada piramiidi SABC ruumala.

7. Piliramiidi kOrgus on h ja pohi on korrapdrane kuusnurk kiil-
jega a. Missugusel kaugusel x, pliramiidi tipust arvates, tuleb piiramiidi
Idigata pOhjaga paralleelse °tasapinnaga, et tekkinud tiivipiiramiidi
ruumala oleks V'?

8. Korrapdrase tetraeedri serv on a. Avaldada ruumala.

9. Korrapdrase oktaeedri serv on a. Avaldada ruumala.

10. Tivipiiramiidi ruumala V = 1465 cm® tema pOhjadeks on
korrapdrased kuusnurgad servadega a = 23 cm ja b = 17 cm. Arvutada
selle tiivipiiramiidi kdrgus.

11. Tivipiiramiidi ruumala ¥ = 10,5 m3, kérgus h = }/3 m ja tema
alumiseks pdhjaks oleva korrapdrase kuusnurga kiilg a =2 m. Arvu-
tada tilemiseks pOhjaks oleva korrapdrase kuusnurga kiilje pikkus.

12. Kui kaugel piiramiidi SABC tipust § tuleb vOtta pdhjaga
paralleelne tasapind, et nende osade, milleks see tasapind 1dikab piira-
miidi, ruumalade suhe oleks m?

13. Piiramiid kdrgusega h on pdhjaga paralleelsete tasapindadega
jaotatud kolmeks osaks, kusjuures nende osade ruumalad suhtuvad
nagu m:n:p. Avaldada nende tasapindade kaugused piiramiidi tipust.

14. Kahe sarnase hulktahuka ruumalade summa on V ja vastavate
servade suhe on m:n. Avaldada nende ruumalad.

15. Ldigata tiivipliramiid pOhjadega Si ja S paralleelse tasa-
pinnaga kaheks niisuguseks osaks, mille ruumalad suhtuvad nagu
m:n.

16. Leida siimmeetriakeskpunkt, -teljed ja -tasapinnad kujundile,
mis koosneb tasapinnast ja teda kaldu l6ikavast sirgest.

V astus: siimmeetriakeskpunktiks on sirge ja tasapinna 16ikepunkt;
siinimeetriatasapinnaks osutub antud tasapinnaga ristuv ja antud sirget
labiv tasapind; siimmeetriateljeks on sirge, mis asetseb antud tasa-
pinnas ja on risti antud sirgega.

17. Leida siimmeetriakeskpunkt, -teljed ja -tasapinnad kujundile,
mis koosneb kahest 16ikuvast sirgest.

Vastus: kujundil on kaks siimmeetriatasapinda ja kolm siimmeet-
riatelge (ndidata, millised).
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Neljas peatiikk.
UMARKEHAD.

I. Silinder ja koonus.

105. Poordpind. Pooérdpinnaks mimetatakse pinda, mis
tekib mingi moodustajaks nimetatava joone (MN, joon. 121)
poorlemisel litkumatu sirge (4B) iimber, mida nimetatakse
teljeks; seejuures eeldatakse, et moodustaja (MN) on podrle-
misel muutumatult seotud teljega (4B).

M
| : N
A
8
Joon. 121. Joon. 122,

Vétame moodustajal mingi punkti P ja juhime sellest
teljeni ristldigu PO. On ilmne, et poorlemisel ei muutu ei
selle ristlGigu pikkus, ei nurga AOP suurus ega ka punkti
O asend. Seepdrast moodustaja iga punkt joonestab ringjoone,
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mille tasapind on risti teljega AB ja mille keskpunktiks on
selle tasapinna ja telje 16ikepunkt.

Siit jareldub:

teljega ristuva tasapinna ja péordpinna léikejoon on
ringjoon.

Iga l6iketasapinda, mis ldbib poordpinna telge, nimeta-
takse meridiaantasapinnaks, ja tema 1dikejoont p&ordpin-
naga mnimetatakse poordpinna meridiaaniks. Kboik
meridiaanid on kongruentsed, sest podrlemisel igaiiks neist
1dbib selle asendi, milles varem oli moni teine meridiaan,

o
\ A 0 A
i |
JIEERY| A
(W "ok
N L
Joon. 123. Joon. 124,

106. Silindriline pind. Silindriliseks pinnaks nimeta-
takse pinda, mille moodustab sirge (AB, joon. 122) liikudes
ruumis nii, et ta jddb paralleelseks antud sirgega ja 1dikab
seejuures antud joont (MN). Sirget AB nimetatakse moo-
dustajaks ja joont MN nimetatakse juhtjooneks.

107. Silinder. 'Silindriks nimetatakse keha, mida piiravad
silindriline pind ja kaks paralleelset tasapinda (joon. 123).

Osa silindrilisest pinnast, mis asetseb tasapindade vahel,
nimetatakse silindri kiilgpinnaks, silindrilise pinnaga tasa-
pindadest #ra 1digatud osi nimetatakse silindri pohjadeks.
PGhjadevahelist kaugust nimetatakse silindri korguseks.
Silindrit nimetatakse kas piist- voi kaldsilindriks sedamodda,
kas moodustajad on pohjadega risti v6i kaldu.
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Piistsilindrit (joon. 124) nimetatakse ringsilindriks, kui
tema pohjad on ringid. S&drast silindrit vdib vaadelda kui
keha, mis tekib ristkiilliku OAA4,0; pdorlemisel kiilje 00,
kui telje iimber; kiilg AA4,; kujundab seejuures kiilgpinna
ning kiiljed OA ja 0,4, — pdhiringid. Iga sirgldik BC, mis
on paralleelne 16iguga OA, kujundab samuti ringi, mille
pind on risti teljega. Siit jareldub:

piistringsilindri 16ige pohjadega paralleelse tasapinnaga
on ring. v

Joon. 125. Joon. 126.

Elementaarses geomeetrias kdasitellakse ainult piistring-
silindrit; lithiduse pirast nimetatakse teda lihtsalt silind-
riks.

Monikord tuleb kédsitella niisuguseid prismasid, mille
pohjad on silindri pohjadesse kujundatud k&dlhulknurgad
v6i silindri pdhjade iimber kujundatud puutujahulknurgad,
aga korgused on vOrdsed silindri kdrgusega; sddraseid pris-
masid nimetatakse silindri sisse v0i silindri imber
kujundatud prismadeks.

108. Kooniline pind. Kooniliseks pinnaks nimetatakse
pinda, mis tekib sirge (AB, joon. 125) liikumisel ruumis nii,
et see sirge ldbib liikumatut punkti (S) ja 16ikub antud joo-
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nega (MN). Sirget AB nimetatakse moodustajaks, joont -
MN — juhtjooneks ja punkti S — koonilise pinna tipuks.

109. Koonus. Koonuseks nimetatakse keha, mida piira-
vad iihelpool tippu asetseva koonilise pinna osa ja tasapind,
mis 18ikab k&iki moodustajaid iihel ja samal pool tippu
(joon. 126). ‘Selle tasapinnaga piiratud koonilise pinna osa
nimetatakse koonuse kiilgpinnaks ja koonilise pinnaga tasa-
pinnast dra 16igatud osa nimetatakse koonuse pohjaks.

Koonuse tipust pohitasapinnani juhitud ristliku nimeta-
takse koonuse korguseks.

Joon. 127. Joon. 128.

Koonust nimetatakse piistringkoonuseks, kui tema p&hi
on ring ja kdrguse aluspunkt on pdhja keskpunktiks (joon.
127). Sddrast koonust vdib vaadelda kui keha, mis tekib tdis-
nurkse kolmnurga SOA péorlemisel kaateti OS kui telje
iimber.

Seejuures hiipotenuus SA kujundab kiilgpinna ja kaatet
OA — koonuse pohja. Iga 16ik BO,, mis on paralleelne 15i-
guga OA, moodustab poodrlemisel ringi, mille pind on risti
teljega. 'Siit jdreldub:

piistringkoonuse 16ige péhjaga paralleelse tasapinnaga on
ring,
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Elementaarses geomeetrias kisitellakse ainult piistring-
koonust, mida lithiduse p&drast nimetatakse lihtsalt koon u-
seks, ;

Monikord tuleb késitella niisuguseid piiramiide, mille
pohjadeks on koonuse pdhjasse kujundatud kdslhulknurk voi
koonuse pdhja iimber kujundatud puutujahulknurk ja mille
tipp iihtib koonuse tipuga. Siiraseid piiramiide nimetatakse
koonuse sisse vdi koonuse iimber kujundatud piiramii-
dideks. :

110. Tiivikoonus. Tiivikoonuseks nimetatakse koonuse
osa, mis asetseb pohja ja p6hjaga paralleelse 1dike-
tasapinna vahel.

Ringe, mida mooda paralleelsed tasapinnad 1dikavad koo-
nust, nimetatakse tiivikoonuse pohjadeks.

Tiivikoonust v6ib vaadelda kui keha (joon. 128), mis tekib
tdisnurkse trapetsi OAA4,0, poéorlemisel trapetsi alustega
ristuva haara OO, iimber.

Silindri ja koonuse pindala.

111. Definitsioonid. Silindri ja koonuse kiilgpinnad kuu-
luvad koverate pindade hulka, s. o. niisuguste pindade
hulka, mille iikski osa ei iihti tasapinnaga. Seepdrast peame
eriti defineerima, mida msista silindri vdi koonuse kiilg-
pindala all, kui neid pindalasid vorreldakse tasase pindala-
ithikuga. Edaspidi toetume jiargmistele definitsiooni-
dele:

1) Silindri kiilgpindalaks loetakse silindri sisse kujunda-
tud korrapirase prisma kiilgpindala piirvairtust, kui selle
prisma pohiservade arv piiramatult suureneb (ning iga kiilg-
tahu pindala jdrelikult kahaneb).

2) Koonuse (vo0i tiivikoonuse) kiilgpindalaks loetakse
koonuse sisse kujundatud korrapirase piiramiidi (vdi tiivi-
piiramiidi) kiilgpindala piirvédirtust, péhiservade arvu piira-
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matul suurenemisel (jdrelikult iga kiilgtahu pindala kahane-
misel ),

112. Teoreem. Silindri -kiilgpindala vérdub pdhja
iimbermdddu ja korguse korrutisega.

Kujundame silindrisse (joon. 129) mingi korrapédrase
prisma. TZhistame selle prisma pdhja iimbermdGtu ja kdrgust
vdljendavaid arvusid tdhtedega p ja h. Tema kiilgpindala
védljendab siis korrutis p - h. Kujutleme niiiid, et pohja kool-
hulknurga kiilgede arv piiramatult kasvab.

Joon. 129, Joon. 130.

Siis {imbermddt p ldheneb piirvddrtusele, mis loetakse
silindri pohiringi iimbermdédu pikkuseks C ning korgus h
jddb muutumatuks; seega prisma kiilgpindala, mis alati vor-
dub korrutisega p - h, ldheneb piirvéidrtusele C - h, Seda piir-
vadrtust loetaksegi silindri kiilgpindalaks. Tadhistades silindri
kiilgpindala tdhega S, vGime siis kirjutada:

S=C-h.

113. Jdreldused. 1) Kui R tihendab silindri pdhja
raadiust, siis C = 2zR, seepdrast silindri kiilgpindala viljen-
dab valem

S =2aR - h.
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2) Et saada silindri tdispindala, selleks tuleb kiilg-
pindalale lisada pGhjade pindalade summa; seega, tdhistades
tdispindala tdhega T, saame:

T = ZnRh + nR2 + nR2 == ZnR (h + R)_

114. Teoreem Koonuse kiilgpindala vordub pohja
imbermoodu ja moodustaja poole korrutisega.

Kujundame koonuse (joon. 130) sisse mingi korrapdrase
piiramiidi ning tdhistame selle piiramiidi pShja iimberm6odu
ja kiilgtahu apoteemi tdhtedega p ja I. Tema kiilgpindala
vdljendab siis korrutis 4 p-1. Kujutleme niiiid, et pShja
kédlhulknurga kiilgede arv ipiiramatult kasvab; siis iimber-
modt p ldheneb piirvddrtusele, mida loetakse pdGhiringjoone
pikkuseks C, kuna apoteemi / piirvadrtuseks on koonuse moo-
dustaja (sest kolmnurgast SAK jdreldub,et SA — SK < AK);
tihendab kui koonuse moodustajat tdhistada tdhega L, siis
sissekujundatud piiramiidi kiilgpindala, olles alati vordne
korrutisega 4 p -1, ldheneb piirvddrtusele $C - L. Seda piir-
vddrtust loetaksegi koonuse kiilgpindalaks. Téhistades koo-
nuse kiilgpindala tdhega S, voime kirjutada:

S=4%0-L.

115. Jdareldused. 1) Et C = 2aR, siis koonuse kiilg-
pindala vidljendub valemiga:

=%:2aR-L = aRL.

2) Koonuse tdispindala saame, kui kiilgpindalaga liidame
pdhja pindala; seega, tdhistades tdispindala tdhega 7', saame:
T = aRL + aR2 = aR (L + R).

116. Teoreem. Tiivikoonuse kiilgpindala vordub
pohjade iimbermdéotude poolsumma ja moodustaja korru-
tisega.

Kujundame tiivikoonuse (joon. 131) sisse mingi korra-
pdrase tiivipliramiidi ning tdhistame selle tiivipiiramiidi
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pohjade iimberm66dud ja kiilgtahu apoteemi tdhtedega p, W
pi1 ja I. Siis sissekujundatud tiivipiiramiidi kiilgpindala on
P+ pJ)l

Sissekujundatud tiivipiiramiidi kiilgtahkude arvu piira-
matul kasvamisel {imbermdddud p ja p; ldhenevad piirviir-
tustele, mida loetakse pGhiringide iimbermddtude pikkusteks
C ja Cy, kuna apoteemi ] piirvddrtuseks on tiivikoonuse moo-
dustaja L. Jérelikult sissekujundatud tiivipiiramiidi kiilg-
pindala liheneb piirviirtusele 4 (C + C,;) L. Seda arvu loe-
taksegi tiivikoonuse kiilgpindalaks. Téahistades tiivikoonuse
kiilgpindala tdhega S, saame:

=3 (C+ Cy) L.
K i P
N MO
Joon. 131. Joon. 132.

117. Jdreldused. 1) Kui R ja r tihendavad alumise

ja iilemise pdhja raadiusi, siis tiivikoonuse kiilgpindala on:
SZ%(ZnR-{—ZnI‘)L:n(R-}—I')L.

2) Kui trapetsis 00,44 (joon. 131), mille pédrlemisel
tiivikoonus tekib, vGtame keskldigu BC ja tihistame tema
pikkuse tdhega k, siis saame:

BC =% (04 + 0,4))
ehk
k=% R+ 1),
millest leiame, et
R4+ r=2k
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Seega
= 2nk - L,
S. o,

tiivikoonuse kiilgpindala vordub keskloike iimberméodu
ja moodustaja korrutisega.

3) Tiivikoonuse tdispindala T védljendub nii:

T =a(R2+ 12+ RL + rL).

118. Silindri ja koonuse pinnalaotus. Kujundame silindri
(joon. 132) sisse mingi korrapirase prisma ja kujutleme see-
jdrel, et tema kiilgpind on diihte kiilgserva modda lahti 16i-
gatud. On ilmne, et tahkusid servade iimber podrates voime
selle kiilgpinna kédristamata ja voltideta tasapinnaliseks
kujundiks laotada. Siis-tekib see, mida nimetatakse prisma
kiilgpinnalaotuseks. Ta kujutab endast ristkiilikut KLMN,
mis on moodustatud niimitmest ristkiilikust, kuimitu kiilg-
tahku on prismal. Tema alus MN vordub prisma pohja
iimberm&oduga ja tema korguseks KN on prisma korgus.

Kujutleme niiiid, et sissekujundatud prisma kiilgtahkude
arv jdrjest suureneb; siis tema kiilgpinnalaotus kiill jdrjest
pikeneb, kuid ldheneb piir-ristkiilikule KPON, mille alus on
vordne silindri péhja iimberm6dduga ja mille kdrguseks on
silindri korgus. Seda ristkiilikut nimetatakse silindri kiilg-
pinnalaotuseks.

Samal viisil kujutleme, et koonusesse on kujundatud
mingi korrapdrane piiramiid (joon. 133). Meie vdime tema
kiilgpinna lahti 16igata iihte kiilgserva modda ning seejirel
tahkusid servade iimber poorates saada kiilgpinna tasapinna-
liseks laotuseks hulknurkse sektori SKL, mis on moodus-
tatud niimitmest vOrdhaarsest kolmnurgast, kuimitu kiilg-
tahku on piiramiidil. L&igud SK, SA, SB, ... vorduvad
pliramiidi kiilgservaga (ehk koonuse moodustajaga) ning
murdjoone KAB ... L pikkus vOordub piiramiidi p&hja
iimbermdoduga. Koonusesse kujundatud piiramiidi kiilg-
tahkude arvu piiramatul suurendamisel tema pinnalaotus
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kiill jarjest suureneb, kuid ldheneb piir-sektorile SKM, mille
kaare KM pikkus vordub koonuse pShja iimbermdddu pikku-
sega ja raadius SK vordub koonuse moodustajaga. Seda sek-
torit nimetatakse koonuse kiilgpinnalaotuseks.

Joon. 133.°

Samal viisil vdime saada tiivikoonuse kiilgpinnalaotuse
KMNP (joon. 133), mis kujutab endast rdnga osa. On kerge
ndha, et silindri ja koonuse kiilgpindala on vordne vastava
pinnalaotuse pindalaga.

Silindri ja koonuse ruumala.

119. Definitsioonid. 1) Silindri ruumalaks loetakse
silindrisse kujundatud korrapidrase prisma ruumala piirviir-
tust selle prisma kiilgtahkude arvu piiramatul suurenemisel.

2) Koonuse (voi tiivikoonuse) ruumalaks loetakse koonu-
sesse (vOi tiivikoonusesse) kujundatud korrapirase piiramiidi
(voi tiivipliramiidi) ruumala piirvdirtust kiilgtahkude arvu
piiramatul suurenemisel.

120. Teoreemid. 1) Silindri ruumala vordub péhja
pindala ja korguse korrutisega.

2) Koonuse ruumala vordub pohja pindala ja kor-
guse iihe kolmandiku korrutisega.

Kujundame silindrisse mingi korrapdrase prisma ja
koonusesse mingi korrapidrase piiramiidi; tdhistanud siis

110



prisma Vv6i piiramiidi pdhja pindala tdhega S;, nende kor-
guse — tdhega h ja ruumala — tdhega V', saame:
prisma jaoks V; = S;h;
piiramiidi jaoks V', = 4 S,h.

Kujutleme niiiid, et nii prisma kui ka piliramiidi kiilg-
tahkude arv piiramatult suureneb, Siis suuruse S; piir-
vdadartuseks on silindri vdi koonuse pShja pindala S, nende
kdrgus h jddb aga muutumatuks; tdhendab korrutised Sih ja
4 S;h ldhenevad piirvddrtustele Sh ja 3 Sh ja seepdrast
silindri ja koonuse ruumalad on:

silindri ruumala V = Sh;
koonuse ruumala V = § Sh.

121. Jdreldus. Kui tdhistada silindri vGi koonuse
raadiust tihega R, siis S = 7R?2; seepirast

silindri ruumala V = aR2h;
koonuse ruumala V = } aR2h.

122. T eoreem. Tivikoonuse ruumala vordub kolme
niisuguse koonuse ruumalade summaga, millede korgused
on vordsed antud tivikoonuse korgusega ja millede
poOhjadeks on: esimesel — tivikoonuse alumine pohi, tei-
sel — iilemine pohi, kolmanda koonuse pohja pindala
vordub aga iilemise ja alumise pohja pindala geomeetri-
lise keskmisega.

Seda teoreemi tdestame tdiesti samal
viisil, nagu tOestame tiivipiiramiidi ruum- h
ala teoreemi (§ 92). Paigutame tiivikoo- =
nuse iilemisele pdhjale (joon. 134) niisu-
guse koonuse (korgusega h), mis tdiendab
antud tiivikoonuse tdiskoonuseks. Siis voib
tilvikoonuse ruumala V vaadelda nagu
tdiskoonuse ja tdiendava koonuse ruum-/  Joon. 134
alade vahet. Seepérast

V =%aR2 (H + h) —} nr2h = 4 n [R2H + (R2—1r2) h].
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Kolmnurkade sarnasusest leiame, et

R _H+h
ey

millest saame:

Rh=rH +1h; (R—r)h=1H; h= ",

Seepirast
V=%4a[R2H + (R+r)rH] =
=4%aH (R2 + Rr +r2) =
= $aR2H +'% aRrH + % 7r3H.

Et 2R? viljendab alumise pdhja pindala, nr2 viljendab
iilemise pdhja pindala ja nRr ehk \/7R2.xr2 on nimetatud
pShjade pindalade geomeetriline keskmine, siis saadud valem
on tdiesti kooskdlas teoreemiga.

Sarnased silindrid ja koonused.

123. Definitsioon. Kahte silindrit v5i kahte koonust
nimetatakse sarnasteks, kui nad on tekkinud sarnaste rist-

34 A

Joon. 135. Joon. 136.

kiilikute v0i sarnaste tdisnurksete kolmnurkade podrlemisel
iimber vastavate kiilgede,

Olgu (joon. 135 ja 136) h ja h; kahe sarnase silindri voi
kahe sarnase koonuse korgused, r ja r; — nende pdhjade
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raadiused ning I/ ja I; — moodustajad; siis definitsiooni

pohjal:

’_‘f’_”_’_i BRI SV
rit+hy bl i

Silmas pidades neid vordeld, toestame jdrgmise teoreemi.

124. Teoreem. Sarnaste silindrite ja sarnaste
koonuste Fkiilg- ning tdispindalad suhtuvad nagu raa-
diuste v0i korguste ruudud ja ruumalad suhtuvad nagu

raadiuste v6i korguste kuubid.

Olgu S, T ja V vastavalt iihe silindri voi ithe koonuse
kiilgpindala, tdispindala ja ruumala; S;, T; ja V, tdhistagu
vastavalt teise sarnase silindri voi teise sarnase koonuse samu

Siis vOime silindrite kohta kirjutada:

suurusi.
rh ARy et AR

P b e SR LB L
S 2k by rg by 2T R

T Mrieph) o r R

L™ 2an(nth) n nth P2 /zf
Wwk A e e
Vi quh, rf hy r:f h?

ja koonuste kohta:

e,

S_md _ro1_r_n
S mnl o 4 r;l ) "

LA v 5 SANE s . BTSN aPon

T, anryth) n nt+l, r? h?

74 3nr-h 2 K 38 B8

Viminen, 2 R R R
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II. Kera.
Kera tasapinnaline 16ige.

125. Definitsioon. Keha, mis tekib poolringi poorlemisel
diameetri iimber, nimetatakse keraks, seejuures poolringjoone
poolt moodustatud pinda nimetatakse kerapinnaks ehk
sfidriks. VGib delda, et see pind on iihest ja samast punktist
(mida nimetatakse kera keskpunktiks) vordsetel kaugustel
asetsevate punktide geomeetriliseks kohaks.

Keskpunkti mingi pinna punktiga iihendavat 16iku nime-
tatakse kera raadiuseks ja kahte pinna punkti iihendavat
16iku, mis 14dbib keskpunkti, nimetatakse kera diameetriks.

Uhe ja sama kera raadiused on k&ik vordsed; iga dia-
meeter vordub kahe raadiuse summaga.

Kaks vordsete raadiustega kera on kongruentsed, sest
teineteise sisse paigutamisel nad iihtivad.

126. T eoreem. Keraiga tasapinnaline loige on ring.
1) Oletame esiteks, et 15iketasapind AB (joon. 137) libib
kera keskpunkti O. Lbdikejoone kdik
punktid asetsevad kera pinnal ja on see-
pdrast vordsetel kaugustel punktist O,
a4 mis asetseb 1Giketasapinnal; seega 13ige
on ring keskpunktiga O.
2) Oletame niiiid, et Idiketasapind
CD ei 1dbi keskpunkti. Juhime kera
keskpunktist 15iketasapinnani ristldigu
OK ning vGtame kera ja tasapinna
15ikejoonel mingi punkti M. Uhendades selle punktidega O
ja K, saame tdisnurkse kolmnurga MOK, millest leiame, et
MK = \/OM: — OK2, (1)

Et punkti M liikumisel m6sda 13ikejoont 16ikude OM ja
OK pikkused ei muutu, siis antud 16iks puhul kaugus MK

Joon. 137
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on jddv suurus; tdhendab 1Gikejoon on ringjoon, mille kesk-
punktiks on punkt K.

127. Jdreldused. Olgu R ja r vastavalt kera ja

16ikeringi raadiused ning d — lGiketasapinna kaugus kesk-
punktlst siis vordus (1) omandab kuju:
r=vyRz—_gaz,

Sellest valemist jdreldame:

1) Léike raadius on suurim juhul, kui d = 0, s. o. siis,
kui Ioiketasapind 14bib kera keskpunkti. Sel juhul r = R.
Loikeringi nimetatakse sel juhul suurringiks.

2) Léike raadius on véiikseim juhul, kui d = R. Sel juhul
r =0, s. o. 13ige taandub punktiks.

3) Kera keskpunktist vordsetel kaugustel asetsevad l6iked
on vordsed. '

4) Kera keskpunktist mittevordsetel kaugustel asetsevaist
16ikeist on sellel suurem raadius, kumb asetseb ligemal kesk-
punktile.

128. Teoreem. Iga tasapind (a, joon. 138), mis ldbib
kera keskpunkti, jaotab kerapinna kaheks siimmeetriliseks
Jja kongruentseks osaks.

Véotame kerapinnal mingi punkti 4; olgu AB punktist 4
tasapinnani « juhitud ristldik. Pikendame 18iku AB 15iku-
miseni kerapinnaga punktis C. Ehitades 18igu BO saame
kaks kongruentset tdisnurkset kolmnurka AOB ja BOC
(kaatet BO on ithine ja hiipotenuusid on vordsed kui kera
raadiused); seega AB = BC. Nii vastab kera pinna igale
punktile A selle pinna teine, punktiga A tasapinna a suhtes
siimmeetriline punkt C. Té&hendab tasapind « jaotab kera
pinna kaheks siimmeetriliseks osaks.

Need osad ei ole mitte ainult siimmeetrilised, vaid ka
kongruentsed, sest 10iganud kera tasapinnaga a kaheks tiikiks,
voime iihe tiiki paigutada teisesse nii, et nad iihtivad.
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129. Teoreem. Kahte kerapinna punkti, mis ei ole
iihe diameetri otspunktideks, 1dbib iiksainus suurring-
Joon.

Olgu kerapinnal, mille keskpunktiks on punkt O
(joon. 139), vdetud kaks mingit punkti, niditeks punktid C
ja N, mis ei asetse iihel ja samal sirgel punktiga O. Siis
punktid C, O ja N méddravad tasapinna. See tasapind, ldbi-
des keskpunkti O, 16ikub kerapinnaga mooda suurringjoont.

Joon. 138. Joon. 139.

Teist suurringjoont 1dbi punktide C ja N ei saa juhtida.
Toesti definitsiooni pdhjal peab iga suurring asetsema kera
keskpunkti ldbival tasapinnal; jdrelikult kui punkte C ja N
ldbiks veel teine suurringjoon, siis ilmneks, et kolm mitte
ithel sirgel asetsevat punkti C, N ja O midravad kaks eri-
nevat tasapinda, mis on voimatu. ;

130. Teoreem. Kaks loikuvat suurringjoont poo-
litavad teineteist.

Keskpunkt O (joon. 139), asetsedes modlema suurringi
tasapinnas, asetseb nende suurringide 1dikesirgel; tdhendab
sellel sirgel asetseb nii iihe kui teise ringi diameeter, kuid
diameeter jaotab ringjoone pooleks.

Kera puutuvtasapind.

131. Definitsioon. Tasapinda, millel on kerapinnaga iiks-
ainus iihine punkt, nimetatakse puutuvtasapinnaks. Sddrase
tasapinna olemasolu voimalust nditab jdrgmine teoreem.
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132. Teoreem. Tasapind (a, joon. 140), mis ldbib
kerapinna iihte punkti ja on risti sellesse punkti juhitud
raadiusega (OA), on puutuvtasapind.

Votame tasapinnal a vabalt punkti B ja iihendame punk-
tid O ja B sirgldiguga OB. Et sirgldik OB on tasapinna «
suhtes kaldu ja sirgldik OA on risti selle tasapinnaga, siis
OB>O0A. Seepdrast punkt B asetseb viljaspool kerapinda;
seega on tasapinnal o kerapinnaga iiksainus iihine punkt 4 ;
tdhendab see tasapind on puutuvtasapind.

Joon. 140. Joon. 141.

133. Poordteoreem. Puautuvtasapind (a, joon.
140) on puutepunkti juhitud raadiusega (OA) risti.

Et punkt 4 on definitsiooni pdhjal puutuvtasapinna ja
kerapinna ainus iithine punkt, siis selle tasapinna iga muu
punkt asetseb vidljaspool kerapinda ja asetseb seega kesk-
punktist kaugemal kui punkt A; nii on 16ik OA punkti O
vdikseim kaugus tasapinnast @, s. o. 16tk OA on risti tasa-
pinnaga a.

Sirget, millel on kerapinnaga iiksainus iihine punkt, nime-
tatakse kera puutujaks. On kerge ndha, et on olemas arvutu
hulk sirgeid, mis puutuvad kokku keraga antud punktis.
Tdesti iga sirge (AC, joon. 140), mis asetseb kera puutuv-
tasapinnas ja ldbib puutepunkti (4), on kera puutujaks.
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Kera ja tema osade pindalad. -

134. Definitsioonid. 1) Kerapinnast mingi tasapinnaga
(AA,) eraldatud kerapinna osa (joon. 141) nimetatakse
sfddri segmendiks. ;

Ringjoont AA, nimetatakse sfddri segmendi aAdrjooneks,
IGiketasapinnaga ristuva raadiuse 18iku KM nimetatakse
sfadri segmendi korguseks.

2) Kahe paralleelse 16iketasapinna (A4, ja BB;) vahelist
kerapinna osa nimetatakse kera vooks.

Loikeringjooni A4, ja BB, nimetatakse v6o ddrjoonteks
ja paralleelsete 16iketasapindade vahelist kaugust nimetatakse
voo korguseks.

Kera vood ja sfddri segmenti voib vaadelda kui poord-
pindu: kui mingi poolringjoon MABN diameetri MN iimber
pooreldes kujundab kerapinna, siis tema kaar AB kujundab
v00 ja kaar MA kujundab sfddri segmendi.

Kera ja tema osade pindalade leidmiseks tGestame jarg-
mise lemma.

135. Lemma. Nii koonuse, tivikoonuse kui ka si-
lindri FRiilgvindala vordub keha korguse ja niisuguse
ringjoone pikkuse korrutisega, mille raadiuseks on moo-
dustaja keskpunktist teljeni juhitud moodustajaga ris-
tuv loik.

1) Tekkigu koonus (joon. 142) kolmnurga ABC poorle-
misel kaateti AC iimber. Kui punkt D on moodustaja 4B
keskpunkt, siis (§ 115)

koonuse kiilgpindala = 2z - BC - AD. (1)
Vaottes DE | AB, saame kaks sarnast kolmnurka ABC ja

AED (nad on tdisnurksed ja neil on iithine nurk 4); nende
kolmnurkade sarnasusest jdreldame, et

BC :ED = AC : AD,
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millest leiame, et
BC-.-AD =ED -AC,

ning vorduse (1) pohjal saame:
koonuse kiilgpindala = 27 - ED - AC,

mida pidimegi tOestama.

A! F £
P i
H
Ck L}
!
|
|

Joon. 142. Joon. 143.

2) Tekkigu tiivikoonus (joon. 143) trapetsi ABCD poorle-
misel kiilje AD iimber.
Vatnud keskldigu EF, saame (§ 117):

tiivikoonuse kiilgpindala = 2z - EF - BC, )

Juhime EO | BC ja BH | DC, siis saame kaks sarnast
kolmnurka EFO ja BHC (iihe kiiljed on risti teise omadega) ;
nende kolmnurkade sarnasusest jdreldame, et

EF +:BH = BO.:BC;
siit saame, et
EF.BC=BH-EO = AD -EO.
Seepirast voib vorduse (2) kirjutada nii:
tiivikoonuse kiilgpindala = 27 - EO - AD,

mida pidimegi tGestama.
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3) Teoreem jddb Gigeks ka silindri kohta, sest teoreemis
nimetatud sirgldik on vordne silindri pdhja raadiusega.

136. Definitsion. Poolringjoone mingi kaare (BE,
joon. 144) poorlemisel diameetri (AF) iimber tekkinud kera-
voo pindalaks loetakse piirvadrtust, millele ldheneb sama
diameetri {imber podrleva korrapdrase kodlmurdjoone
(BCDE) poolt kujundatud pinna pindala, kui kiilgede arv
piiramatult kasvab.

Seda definitsiooni laiendatakse ka sfddri segmendi pind-
ala ja kera pindala jaoks; viimasel juhul hdlmab k66lmurd-
joont terve poolringjoon.

137. Teoreemid. 1) Sfddri segmendi pindala vor-
dub segmendi korguse ja kera suurringi imbermdéodu
korrutisega.

2) Kera v006 pindala vordub v00 Rorguse ja kera
suurringi iimberméoodu kor-
rutisega.

1) Ehitame kaaresse
(joon. 145), mis poodrlemisel
kujundab sfddri segmendi,
vabalt voetud kiilgede arvu-
ga korrapdrase murdjoone
ACDEF.

Pind, mis tekib selle
murdjoone poorlemisel, koos-
neb kiilgede AC, CD, DE
Joon. 144. Joon. 145. jne. poolt kujundatud osa-

dest. Need osad on kas koo-
nuse (kiilje AC kujundatud) voi tiivikoonuse (kiilgede CD,
EF, . .. kujundatud) voi silindri (kiilje DE kujundatud,
kui DE || AB) kiilgpindalad. Seepdrast v3ime siin rakendada
lemmat § 135. Seejuures paneme tdhele, et iga moodustajaga
ristuv 18ik, mis on juhitud moodustaja keskpunktist teljeni,
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vordub murdjoone apoteemiga. Tdhistades selle apoteemi
tdhega a, saame:

kiilje AC kujundatud pindala = AC’ - 2na;
” CD ’” ’ - C’D' - 27'[3;

) EF ‘s ) = D i 2718;

Liitnud liikmeti need vordused, leiame, et murdjoone
ACDEF kujundatud pindala = AF’ - 2na.

Ko6dlmurdjoone kiilgede arvu piiramatul kasvamisel apo-
teemi a piirvddrtuseks on kera raadius R, aga 18ik AF’ jdib
muutumatuks; jirelikult, murdjoone ACDEF poorlemisel
kujundunud pinna piirvdirtuseks on AF".27R. Kuid murd-
joone ACDEF poorlemisel tekkinud pindala piirvdartust
loetakse sfddri segmendi pindalaks ja 16ik AF” on segmendi
korgus h, seepdrast

sfddri segmendi pindala = h - 22R = 2aRh.

2) Oletame, et korrapéi:'ane murdjoon ei ole kujundatud
mitte kaaresse AF, mille poorlemisel tekib sfddri segmendi
pind, vaid mingisse kaaresse CF, mille poorlemisel tekib kera
v66 (joon. 145). See muudatus nagu niha ei mdjuta mingil
miiral eelneva arutluse kdiku, seepdrast ka tulemus jadb
sekssamaks, s. o.

kera voo pindala = h - 27R = 2aRAh,
kus tihega h on niiiid tdhistatud kera v66 kdrgust C'F”.
138. Teoreem. Kera pindala vordub suurringi

iimbermoodu ja diameetri Rorrutisega ehk
kera pindala vordub suurringi neljakordse pindalaga.

Poolringjoone ADB (joon. 145) poorlemisel tekkinud
kera pindala voib vaadelda kui kaarte AD ja DB podrlemisel
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tekkinud pindalade summat. Seepédrast voime eelneva teoreemi
pohjal kirjutada:

kera pindala = 27R -AD’ 4+ 2aR - D'B =

= 2aR(AD’ + D’B) = 2aR - 2R = 4aR2,

139. Jdreldus. Kerade pindalad suhtuvad nagu
nende raadiuste vo6i diameetrite ruudud, sest tihistades
kerade raadiused tdhtedega R ja R; ning pindalad tidhtedega
S ja Sy, saame:

S :8; =4aR2 :4aR;2 = R2 : R{2 = 4R2 :4R2 =
= (2R)2 : (2R,)2.

Kera ja tema osade ruumalad.

140. Definitsioon. Ringisektori (COD, joon. 146) poor-
lemisel tema kaarega mitte 16ikuva diameetri (AB) iimber
tekkinud keha nimetatakse kerasektoriks.

&

I
Joon. 146. Joon. 147.

Seda keha piiravad kahe koonuse kiilgpinnad ja kera V66
pind. Viimast nimetatakse kerasektori pohjaks. Uks ringi-
sektorit piiravatest raadiustest vdib iihtida poorlemisteljega;
nditeks sektor AOC, pooreldes telje AO iimber, kujundab
kerasektori OCAC,;, mida piirab koonuse kiilgpind ja
sfadri segment. Kerasektori ja kera ruumala Ileidmiseks
toestame algul jdrgmise lemma.
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141. Lemma. Kui /\ ABC (joon. 147) pdirleb telje
t imber, mis asetseb kolmnurga tasapinnas ning Iibib
tippu A ja ei loika Fkiilge BC, siis péorlemisel tekkiva
keha ruumala vordub kiilje BC poolt kujundatud pinna
pindala ja sellele Fkiiljele joonestatud korguse h iihe
kolmandiku korrutisega.

Toestamisel eraldame kolme juhtu.

1) Telg iihtib kiiljega AB (joon. 148). Sel juhul otsitav
ruumala v6rdub tédisnurksete kolmnurkade BCD ja DCA
podrlemisel tekkivate koonuste ruumalade summaga. Esimene
ruumala on 372CD2-DB ja teine on $2CD2 . DA ; seepirast
kolmnurga ABC poolt kujundatud keha ruumala

= 32CD2 (DB + DA) = $2CD - CD - BA.

Joon. 148. Joon. 149.

Korrutis CD - BA vordub korrutisega BC - h, sest kumbki
neist korrutistest viljendab kolmnurga ABC kahekordset
pindala; seega

ruumala ABC = 3aCD - BC - h.

Kuid korrutis . zCD - BC vordub koonuse BDC kiilgpind-
alaga, tdhendab
(pindala BC) h

3 A

2) Telg ei iihti kiiljega AB ega ole paralleelne kiiljega

BC (joon., 149). Sel juhul otsitav ruumala vordub kolm-

ruumala ABC =
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nurkade AMC ja AMB péorlemisel tekkivate kehade ruum-
alade vahega. Esimesel juhul t3estatu pdhjal
ruumala AMC = %h - (pindala MC),
ruumala AMB = }h - (pindala MB);
jarelikult
ruumala ABC = %h - (pindala MC — pindala MB) =
= %h - (pindala BC).

3) Telg on paralleelne kiiljega BC (joon. 150). Siis otsi-
tav ruumala vOGrdub ristkiiliku DEBC poorlemisel tekkiva
silindri ruumalaga, millest on lahutatud kolmnurkade AEB
ja ACD poolt kujundatud koonuste ruumalade summa; esi-
mene neist ruumaladest on #DC?2.ED; teine ruumala on
3nEB2 . EA ja kolmas on 37zDC2 - AD. Pidades niiiid silmas,
et EB = DC, saame:

ruumala ABC = nDC2 [ED — 4(EA + AD)] =
= aDC2 (ED — 3ED) = 43DC2 . ED,

Korrutis 22DC - ED viljendab kiilje BC poolt kujunda-
tud silindri kiilgpindala, seepérast :
ruumala ABC = }(pindala BC) - DC = %(pindala BC) - h.

142. Definitsioon. Ringisektori (AOD, joon. 151)
poorlemisel diameetri (EF) iimber tekkiva kerasektori ruum-
alaks loetakse piirvddrtust, millele ldheneb sektori &ddrmiste
raadiustega (O4 ja OD) ja sektori kaaresse kujundatud kor-
' rapdrase murdjoonega (ABCD) piiratud hulknurkse se k-
tori poorlemisel tekkiva keha ruumala, kui murdjoone
kiilgede arv piiramatult kasvab.

143. Teoreem. Kerasektori ruumala vordub vas-
tava vo0 (voi vastava sfddri segmendi) pindala ja kera
raadiuse iihe kolmandiku korrutisega.

Tekkigu kerasektor ringisektori 'AOD poorlemisel dia-
meetri EF (joon. 151) iimber. Avaldame ruumala V. Selleks
kujundame kaaresse AD vabaltvéetud kiilgede arvuga korra-
pdrase murdjoone ABCD.
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Hulknurkne sektor OABCD kujundab pdorlemisel mingi
keha, mille ruumala tdhistame tdhega V;. See ruumala on
nende kehade ruumalade summa, mille fkujundavad diameetri
EF iimber poorlemisel kolmnurgad OAB, OBC ja OCD. Ra-
kendame siin § 141 tGestatud lemmat, mirkides seejuures, et
kolmnurkade kérgused vorduvad kd6lmurdjoone apoteemiga a.
Vastavalt sellele lemmale saame:

V, = 3i(pindala AB)-a + %(pindala BC)-a + .

= i(pindala ABCD) - a.

I

D
Joon. 150. Joon. 151. Joon. 152,

Kujutleme niiiid, et murdjoone kiilgede arv piiramatult
kasvab. Séddrasel tingimusel on pindala ABCD piirvidirtuseks
kera v66 AD pindala, kuid apoteemi a piirvddrtuseks on
raadius R; seega :
V = 4(v66 AD pindala) - R,

Midrkus. See teoreem ja tema tdestus ei sdltu sellest,
kas iiks ringi sektorit piirav raadius iihtib poorlemisteljega
vOoi mitte.

144. Teoreem. Kera ruumala vordub tema pindala
2 raadiuse iihe kolmandiku korrutisega.

Tiikeldanud poolringi ABCD (joon. 152), mis kujundab
kera, mingiteks ringisektoriteks AOB, BOC, COD, mirkame,
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et kera ruumala vGib vaadelda nende ringisektorite poorle-
misel kujundatud kerasektorite ruumalade summana. Et
eelmise teoreemi pdhjal: 2

ruumala AOB = %(pindala 4B) - R,
ruumala BOC = %(pindala BC) - R,
ruumala COD = j(pindala CD) - R,
siis
kera ruumala = % (pindala AB + pindala BC +
pindala CD) - R = %(pindala ABCD) - R.

Mérkus. Kera ruumala vdib vaadelda ka kui diameetri
timber p&drleva 180°-se ringisektori kujundatud keha ruum-
ala. ; ,

Sédrasel juhul saadakse kera ruumala niisuguse kerasek-
tori ruumalana, mille vo6 pindala moodustab kogu kera
pindala,

Eelmise teoreemi pd&hjal

kera ruumala vérdub tema pindala ja raadiuse iihe kol-
mandiku korrutisega.

145. Jidreldus 1. Tihistame kera vod voi sfdiri
segmendi kdrguse tdhega h, kera raadiuse tihega R ja dia-
meetri tdhega D; siis v66 voi sfddri segmendi pindala, nagu
ndgime (§ 137), viljendab avaldis 27Rh ja kera pindala
(§ 138) viljendab avaldis 47R2?; seepirast
kerasektori ruumala = 3 -27Rh-R = %zR2.h;

kera ruumalal! = }.4aR2.R = § 7R3

[

1 Kera ruumala valemi vGib tuletada (muide mitte taiesti rangelt)
jdrgmise lihtsa arutluse teel. Kujutleme, et kogu kera pindala on tiikel-
datud vidga vdikesteks osadeks ja et iga osa piirde k&ik punktid on
raadiuste abil tihendatud kera keskpunktiga. Siis kera tiikeldub véaga
suureks arvuks vdikesteks kehadeks, millest igaiihte v0ib vaadelda kui
piiramiidi, mille tipuks on kera keskpunkt. Et piliramiidi ruumala vdr-
dub pdhja pindala ja kOrguse (mille voib votta vOrdseks kera raadiu-
sega) lihe kolmandiku korrutisega, siis kera ruumala, mis ilmselt vOordub
koikide piiramiidide ruumalade summaga, védljendub nii:

kera ruumala = 1§ - R,
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ehk
D\ 3
kera ruumala = 4ax (2—) = 1nDs3,
Siit on n#ha, et kerade ruumalad suhtuvad nagu nende raa-
diuste voi diameetrite kuubid.

146. Jareldus 2. Kera pindala ja ruumala moodustavad
vastavalt % kera iimber kujundatud silindri téispindalast ja ruum-
alast.

TOesti, kera timber kujundatud silindri pdhja raadius vordub kera
raadiusega ja kOrgus vOrdub kera diameetriga; seepdrast sddrase

silindri tdispindala = 22R - 2R + 22R? = 6aR?;
silindri ruumala = aR? - 2R = 2aR3.

Siit on ndha, et % selle silindri tdispindalast vérdub 4zR2, s.o.
vOrdub kera pindalaga, ja % silindri ruumalast moodustab 43 2R2, s. o.
kera ruumala. 2

147. Médrkus. Kera ruumala valemi v0ib védga lihtsalt saada
Cavalieri printsiibi (§ 89) pdhjal jargmisel viisil.

Olgu iihele ning samale tasapinnale a (joon. 153) paigutatud kera
raadiusega R ja silinder, mille pShja raadius on R ja. kdrgus on 2R
(tdhendab see on niisugune silinder, mida v6ib kujundada nimetatud
kera iimber). Kujutleme edasi, et silindrist on vélja 00nestatud kaks
koonust, millede iihine tipp asetseb silindri telje keskpunktis O ja
millede pdhjadeks on: iithel — silindri iilemine pohi, teisel — silIndri

kus § on koikide piiramiidide pdhjade pindalade summa. Kuid see pdh-
jade pindalade summa peab moodustama kera pmdala tdhendab

kera ruumala = % - 47R2 - 4 7R3,

Nii vib kera ruumala valem1 tuletada tema pindala  valemi abil.
Umberp66rdult, kera pindala valemi v0ib tuletada tema ruumala
valemi abil vOrdusest:

3S - R =4 aR3; siit S = 4aR2.

2 Selle lause tdestas Archimedes (III sajandil e. m. a.). Archlmedes
avaldas soovi, et selle teoreemi joonis tehtaks tema hauakivile, mis
rooma sOjapealiku Marcelluse poolt ka teostati (F. Cajori, Elementaar-
matemaatika ajalugu).

Soovitame lugejatele kasuliku harjutusena tOestada, et kera pind-

ala ja ruumala moodustavad 4 vastavalt kera imber kujunda-

tud koonuse tdispindalast ja ruumalast, kui moodustaja vdrdub
pdhja diameetriga. Uhenduses selle lause jareldusega 2 vOime kirju-
tada niisuguse vOrduse, milles tdht Q tdhistab kas pindala v0i ruumala:

lera Qsllmder Qkoonus

ShATOS B PR
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alumine pohi. Silindrist jaab siis jarele keha, mille ruumala, nagu kohe
ndeme, vordub antud kera ruumalaga.

Votame tasapinnaga ¢ mingi paralleelse tasapinna, .mis Idikab
modlemat keha. Olgu selle tasapinna kaugus kera keskpunktist d ja olgu
tasapinna ning kera 18ikeringi raadius r. Siis selle ringi pindala on

L —_—

~\

L R W

Joon. 153.

ar? = a(R? —d?). Sellesama tasapinna Idikumisel silindrist saadud
kehaga tekib rdngas (mis joonisel on kriipsutatud), mille vilimine raa-
dius on R ja sisemine raadius on d (tdisnurkne kolmnurk, mille moodus-
tavad see raadius ja 16ik OM, on vOrdhaarne, sest tema kumbki terav-
nurk on 45°). Tadhendab selle rdnga pindala on #R%—ad?=
= a(R? —d?*. Nii ndeme, et kera ja silindrist saadud keha 1diked
tasapinna o paralleeltasapinnaga on pindvOrdsed kujundid; jarelikult
vastavalt Cavalieri printsiibile nende kehade ruumalad on vOrdsed.
Kuid silindrist. saadud keha ruumala on vOrdne silindri ruumalaga, mil-
lest on lahutatud kahekordne koonuse ruumala, s. o. ta vOrdubk
avaldisega
aR2-2R —2 - 3aR2 - R = 2aR3 — &aR® = 4aRs,

tdhendab see ongi kera ruumala.

148. Definitsioonid. 1) Mingi tasapinnaga (CC’, joon.
154) kerast eraldatud osa (ACC’) nimetatakse kera
segmendiks. L6i‘kering‘i nimetatakse segmendi pohjaks ja
pohjaga risti asetseva raadiuse 16iku AM nimetatakse seg-
mendi korguseks.

2) Kahe paralleelse 16iketasapinna (CC’ ja DD’) vahelist
kera osa nimetatakse kera kihiks. Paralleelseid 1dikeringe
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nimetatakse kihi pohjadeks ja nendevahehst kaugust MN
kihi korguseks.

Molemat keha voib vaadelda kui mingi ringi osade AMC
ja MCDN poorlemisel diameetri AB iimber tekkinud kehasid.

Joon. 154. Joon. 155.

149. Teoreem. Kera segmendi ruumala vordub nii-
suguse silindri ruumalaga, mille pohja raadiuseks on
segmendi korgus ja mille korguseks on iihe kolmandiku
segmendi korguse vorra vihendatud kera raadius,

s. O.
V = ah2(R — }h),
kus h on segmendi kdrgus ja R on kera raadius.

Ringi osa ACB (joon. 155) poorlemisel diameetri AD
fimber saadud kera segmendi ruumala leiame sel teel, et ringi
sektori AOB poorlemisel tekkinud kera sektori ruumalast
lahutame -koonuse ruumala, mis tekib kolmnurga COB poor-
lemisel. Esimene neist on 37R2h ja teine on 37CB2.CO. Et
16ik CB on 16ikude AC ja CD keskmine vordeline, siis
CB2 = h(2R — h), seega
CB2.CO = h(2R—h) (R—h) =
= 2R2h — Rh2 — 2Rh2 + h3 =

= 2R2h — 3h2R + h3;

9 Geomeetria IX ja X Kkl 129



jarelikult
ruumala ABB; = ruumala OBAB — ruumala OBB, =
= §aR2h — 3aCB2 . CO =
= %aR2h — %nR2h + 7Rh2 — 3nh3 =
= nh2(R — }h).

Harjutusi.

1. POhja raadiusest kaks korda suurema kdrgusega silindri ruumala
on 1 m® Arvutada silindri k&rgus.

2. Tivikoonuse pdhjade raadiused on 2 cm ja 18 cm ning moo-
dustaja on 21 cm. Arvutada tiivikoonuse kiilgpindala ja ruumala.

3. Missugusel kaugusel keskpunktist peab tasapinnaga l6ikama
kera, mille raadius on 2,425 m, et vdiksema sfddrisegmendi pindala
suhtuks niisuguse koonuse kiilgpindalaga, millel on segmendiga iihine
pohi ja mille tipuks on kera keskpunkt, nagu 7 :4?

4. Avaldada niisuguse poérdkeha ruumala, mis tekib korrapirase
kuusnurga péodrlemisel tema kiilje a timber.

5. Arvutada kuubi timber kujundatud kera raadius, kui kuubi serv
on 1 m.

6. Avaldada niisuguse poordkeha ruumala, mis tekib vdrdkiilgse
kolmnurga po6orlemisel telje dimber, mis ldbib iiht tippu ja on vastas-
kiiljega paralleelne, kui kolmnurga kiilg on a.

7. On antud vordkilgne A ABC, mille kiillg on a; kiiljele BC
ehitatakse ruut BCDE, mis asetseb viljaspool kolmnurka. Viisnurk
ABEDC pébérleb kiilje AB iimber. Avaldada péordkeha ruumala.

8. On-antud ruut ABCD, mille kiilg on a. Lé&bi tipu 4 on joones-
tatud diagonaaliga AC ristuv sirge AM ja selle sirge iimber poora-
takse ruutu. Avaldada pindala, mille kujundab ruudu piirdejoon ning
ruumala, mille kujundab ruudu pind.

9. On antud korrapdrane kuusnurk ABCDEF, mille kiilg on a.
Lébi tipu A4 joonestatakse raadiusega OA ristuv sirge AM ja selle
Umber pdoératakse kuusnurka. Avaldada kuusnurga poolt kujundatud
keha pindala ja ruumala.

10. Kerasse, mille raadius on 2, on puuritud silindriline auk piki
diameetrit. Arvutada ilejddnud ruumala, kui silindrilise augu raadius
on 1.

11. Kera, paigutatuna koonilisse lehtrisse, mille pdhja raadius
r=25 cm ja moodustaja I =13 cm, puutub kokku lehtri &irjoone
tasapinnaga. Arvutada kera ruumala.
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12. Ringi limber, mille raadius on 2, on kujundatud vdrdkiilgne
kolmnurk. Leida kehade ruumalade suhe, mis tekivad ringi ja kolm-
nurga pindade péodrlemisel kolmnurga kOrguse imber.

13. Silindrilisse ndusse, mille pdhja diameeter on 6 cm ja kdrgus
on 36 cm, on valatud vett poole kdrguseni. Kui palju tduseb veepind
nous, kui iileni asetada vette kera, mille diameeter on 5 cm?

14. Obnes raudkera, mille védline raadius on 0,154 m, ujub poolest
saadik vees. Arvutada selle kera kesta paksus, teades, et raua eri-
kaal on 7,7.

15. Marsi 1abim66t on pool Maa 1dbimd3ddust. Mitu korda on
Marsi pindala ja ruumala vdiksemad kui Maa pindala ja ruumala?

16. Jupiteri 1abimd6t on Maa labim6ddust 11 korda suurem; mitu
korda Jupiter iiletab Maad pindala ja ruumala poolest?
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LISA.

Geomeetria aksioomidest.

1. Geomeetria erineb teistest matemaatika harudest (algebra,
aritmeetika) ainult temale omase isedrasusega. See isedrasus seisneb
selles, et need teoreemid ja kujundite omadused, mida wuuritakse
geomeetrias, ei rajane mitte iiksi arutluste real, vaid paljudel juhtu-
mitel vOivad olla ka otsese vaatluse objektiks; nende omaduste kehti-
vust mitte ainult ei tdestata, vaid nad leiavad kinnitust ka ndgemis-
meele abil. Nii vdib vOrdhaarse kolmnurga alusnurkade vOrdsust voi
vordkiilgsete kolmnurkade vOrdsust ja paljusid teisi kujundite oma-
dusi otseselt nédha.

. Geomeetriliste objektide kaemuslikkus aitab avastada ja ette ndha
paljusid geomeetrilisi tddesid enne nende tdestamist. Muistsetel
egiptlastel (2000 aastat enne meie ajaarvamist) oli geomeetriliste
kujundite otsene vaatlemine peamiseks vahendiks nende kujundite
ithtedes v0i teistes omadustes veendumisel. Kuid sddrane vahend
oli kolbulik ainult lihtsaimate geomeetriliste td0dede kindlaksmaara-
misel, ja just sddraste td0dedega tegelesid egiptlased, kes kasutasid
geomeetriat kitsal praktilisel eesmdrgil. Kuid juba praktiliste iiles-
annete rohkus ja komplitseeritus sundis tundma Oppima iiha keeru-
lisemate geomeetriliste kujundite omadusi ning selleks ei piisanud
enam joonise lihtsast vaatlusest; tekkis vajadus rakendada iitha komp-
litseeritumaid arutlusi.

Peale selle on keerulisemate geomeetriliste kujundite naitlikkus
sageli vaga petlik ja juhib monikord lausa valedele jdreldustele.

Vo6ib tuua palju nditeid sellest, kuidas joonise iildine kuju sisen-
dab vale otsuse joonisel kujutatud kujundite vastastikuste asendite
ja omaduste kohta. Sellel pOhjeneb palju geomeetrilisi paradokse,
mida meie siin ei hakka esitama.

Muistsed kreeklased, kes geomeetria said egiptlastelt, tldistasid
iksikuid egiptlastele tuntud tdsiasju ning todtasid vélja kindlakuju-
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lised arutlused, mille abil nad avastasid uusi geomeetrilisi tdsiasju.
Umbes 300 aastat enne meie ajaarvamist andis kreeka geomeeter
Eukleides oma raamatutes nimetusega ,Elemendid” geomeetriale esi-
mese teadusliku aluse.

Ta piitidis vOimalikult tdpselt kirjeldada saaraste lihtsaimate geo-
meetriliste kujundite ildisi kujutlusi, nagu: punkt, joon, pind, ja
nendevahelisi seoseid, mida selle ajani loeti endastmdistetavaiks.

Rajanedes sellele, ta andis loogiliselt range geomeetria iilesehi-
tuse, mis oma vormilt niitidisaegsegi teaduse vaatepunktist on (ili-
mal méadral tdiuslik. ;

Ta taotles kdigepealt anda tdpseid definitsioone geomeetrilistele
pohimdistetele: punkt, joon, sirgjoon, pind, tasapind ja geomeetriline
keha. Toome siin tema poolt antud definitsioonid:

1. Punkt on see, millel ei ole osi.

2. Joon on laiuseta pikkus.

3. Joone piirideks on punktid.

4. Sirgjoon on see, mis iihteviisi asetseb kéigi oma punktide
suhtes.

Pind on see, mis omab ainult pikkust ja laiust.

Pinna piirideks on jooned.

7. Tasapind on pind, mis iihteviisi asetseb kéigi oma sirgjoonte
suhtes.

8. Kehaks nimetatakse seda, mis omab pikkust, laiust ja korgust.

9. Keha piirideks on pinnad.

o,

Nende definitsioonide eesmargiks oli saavutada seda, et nime-
tused ,punkt”,  sirge” jne. mitte ainult ei kutsuks esile kindlat
visuaalset kujutlust, vaid {ihteaegu sellega madraksid kindlaks ka
vastava mdiste, millele tugenedes vdis teha edaspidiseid loogilisi jarel-
dusi. Ja kuigi need definitsioonid niiiidisaja teaduse seisukohalt ei
ole tdiuslikud, ometi vastasid nad taielikult tolleaegse teadusliku
motlemise seisundile ja olid kujutlustelt mdistetele iilemineku esime-
seks sammuks.

Nad olid kodigi jargnevate geomeetriliste teoste ldhtepunktiks ja
madrasid tee geomeetria edaspidiseks arenemiseks.

Kdik geomeetrias tunnetatud tOed liigitas Eukleides kolme liiki:
postulaadid, aksioomid ja teoreemid. Esimesse kahte liiki! kuulu-

1 Missugune on pdhimdtteline vahe iihtede ja teiste vahel, seda
Eukleides ei ndita, kuid postulaatidega on tal tavaliselt ikka seotud
vaide, et itht v0i teist konstruktsiooni on vOimalik teostada.
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sid tdhtsaimad tSed, mis ei tekitanud mingeidki kahtlusi, olid vahen-
ditult ilmsed ning vdisid olla seepérast ldhtelauseteks, milledest loogi-
liselt tuletati teised tded.

Kolmas liik lauseid — teoreemid — on tSed, mille kehtivust peab
toestama, s.o. rea arutluste teel tuletama esimese kahe liigi tOodedest.
Toome Eukleidese postulaadid ja aksioomid:

a) Postulaadid. Noufakse, et

1) igast punktist v6ib igasse teise punkti ehitada iihe sirgjoone;

2) sirgloiku ja kiirt véib pidevalt pikendada sirgjoont mééda;

3) mistahes keskpunkti iimber véib joonestada mistahes raadiu-
sega ringjoone;

4) koik tédisnurgad on vordsed;

5) kaks sirget loikuvad teineteisega sealpool, kuspool nad kol-
manda, neid loikava sirgega, moodustavad ldhisnurki, millede
summa on vdiksem kui kaks tédisnurka.

b) Aksioomid:

1) iihe ja samaga vérdsed on vérdsed iiksteisega;

2) kui vordsetega liita iihepalju, siis summad on vérdsed;

3) kui vordsetest lahutada iihepalju, siis jdédgid on vérdsed;

4) iiksteisega iihtivad on vérdsed;

5) tervik on suurem kui tema osa.

Need Eukleidese aksioomid ja postulaadid olid sajandeid aluseks,
millele ehitati kogu geomeetria.

2. Jubaldhemad Eukleidese jarglased poéérasid erilist tdhelepanu
Eukleidese viiendale postulaadile. See tdmbas endale tihelepanu oma
sOnastuse keerulisusega ja sellega, et ta kehtivus ei olnud kaugeltki
tdiesti ilmne.

Viimane asjaolu pOhjustas piitideid postulaadi kehtivust iihte- v0i
teistviisi tOestada, s.o. jareldada teda teistest, mitte kahtlust &ratava-
test tddedest. Viienda postulaadi tdestamise katsed kestsid enam kui
2000 aastat, kuid ei viinud, ja nagu hiljem selgus, ei vOinudki viia
positiivsele tulemusele. Onnestus vaid postulaati asendada teise,
temaga samavddrse lausega, mis oli aga sama silmandhtamatu ning
mis ei jareldunud teistest geomeetrilistest aksioomidest ja postulaa-
tidest.

On kerge ndidata, et Eukleidese postulaat on samavddarne vai-
tega, et antud tasapinnas vOib igast punktist igale sirgele joones-
tada iiheainsa paralleelsirge (s.o. antud sirgega mitte 16ikuva sirge).
TOesti, kui see oletus vOtta aksioomiks, siis planimeetrias tOestatud
teoreemidest jareldub otseselt Eukleidese postulaat. See lause
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ainsast paralleelsirgest vOetaksegi harilikult aksioomiks Eukleidese
postulaadi asemel (nagu see on tehtud ka selle raamatu esimeses osas).

Teiseks Eukleidese postulaadiga samavddrseks lauseks on kolm-
nurga nurkade summa teoreem.

Geomeetrite pingutused olid mitme sajandi véltel sihitud sellele,
et t0estada kas Eukleidese postulaati ennast v0i mdnd sellega sama-
vaarset lauset.

Toome siin illustratsiooniks moned sddrased tdestused.

Proklose tdestus (V sajandil). Votame antud tasapinnal
sirge a ja véljaspool seda punkti 4 (joon. 156). Joonestame punktist 4
sirgeni a ristldigu 4B ning punktist 4 joonestame sirgele AB rist-

A C
! |
D !
B a s Y
Joon. 156.

sirge AC. Sirged a ja AC ei 10iku, sest vastasel korral oleks nende
16ikepunktist sirgele AB joonestatud kaks ristsirget. Olgu niitid 1&bi
punkti A4 joonestatud veel mingi sirge AD. Proklos tdestab, et see
sirge peab ldikuma sirgega a. Siin on tema tdestus.

Hakkame joonestama sirge AC punktidest sellele sirgele rist-
10ike, pikendades neid kuni 1dikumiseni sirgega AD. Ristldigu alus-
punkti kaugenedes punktist 4 tema pikkus kasvab, ning kiillaldasel
kaugusel punktist 4 see pikkus saab suuremaks kui paralieelide a
ja AC vaheline kaugus. Sirge 4D vastavad punktid asetsevad nii-"
siis teisel pool sirget a, nii et sirge 4D kulgeb sirge a tiihelt poolt
teisele poole. Kuid see v0ib juhtuda -ainult siis, kui ta 1dikub sir-
gega a. Proklos toetub oma tdestuses oletusele, et iihe paralleel-
sirge punktide kaugus teisest’ paralleelsirgest ei v0i piiramatult kas-
vada. Kuid see oletus on omakorda uus postulaat, mis on samavdadrne
Eukleidese postulaadiga.

Toome veel kolmnurga nurkade summa teoreemi tOestamise katse,
mis ei rakenda paralleelsirgete omadusi. See tdestus on pdrit juba
XIX sajandist ja kuulub Géttingeni iilikooli professorile Thibaut'le
(1. tiboo). Olgu antud A ABC (joon. 157). Pikendame kiilge C4
punktist 4, kiilge AB punktist B ja kiilge BC' punktist C. TOestame,
et sel teel tekkinud vélisnurkade summa on 360°. Poorame sirget AC

135



punkti A4 tmber vilisnurga A vOrra. Pédrast seda pooramist iihtib
ta sirgega AB. Pooérame niitid edasi seda sirget punkti B iimber tema
uuest asendist vélisnurga B vOrra; pérast péoramist iihtib ta sir-
gega BC. Poorame seda sirget niiid tema viimasest asendist punkti
C tmber vélisnurga C' vOrra. Pirast kolme

pooramist sirge tuleb oma esialgsesse asen-

disse. Jdrelikult, iildse poordub ta tdis-

pooérde vOrra, s. o. 360° vdrra, kuid tema

kolm poéret koosnesid kolmnurga kolme

vdlisnurga suurustest pooretest. Jarelikult

c on nende vilisnurkade summa 360°. Kuid

B on ilmne, et kolmnurga kd&igi vélis- ja sise-
nurkade summa on 3 - 180°, seega sisenur-
kade summaks osutub 540°—360° ehk 180°.

Selles tdestuses Thibaut teostas sirgega
kolm pdéoret iliksteisest erinevate punk-
tide iimber ning eeldas vaikides, et sddrane

pooramine on samavddrne tdispéordega i h e keskpunkti iimber.

Niisugune oletus on omakorda teatav postulaat. Selle postulaadi
ldhem uurimine nditab, et ta on samavadirne Eukleidese postulaadiga.

Vaatamata Eukleidese postulaadi arvukate tdestamiskatsete eba-
Onnestumisele, selle tdestamise katsed ei lakanud, ning selle pdhjuseks
oli geomeetrite tdielik veendumus selles, et ilma selle postulaadita
on geomeetria iilesehitus voimatu.

3. XIX sajandi esimesel poolel vene matemaatik, Kaasani iilikooli
professor Nikolai LobatSevski, ungari matemaatik Jénos Bolyai ja .
saksa matemaatik Karl Friedrich Gauss avaldasid julge mdtte, et
Eukleidese postulaat ei ole geomeetria teiste aksioomide loogiline
jareldus ning seepdrast ei olegi vOimalik teda tdestada ja et selle
postulaadi tarvitusele vOtmine ei ole geomeetria iilesehitamiseks
vajalik

Oma vdite kinnitamiseks nad ehitasid uue geomeetria, milles
Eukleidese postulaat oli asendatud teise oletusega, nimelt et antud
tasapinnal antud punktist vdib joonestada kuitahes palju sirgeid, mis
ei 16iku antud sirgega.

Selle geomeetria laused erinesid oluliselt Eukleidese geomeetria
teoreemidest. Nii osutus kolmnurga nurkade summa véaiksemaks
kui 360°, kolmnurga kongruentsuse teoreemidele lisandus uus: ,kolm-
nurgad on kongruentsed, kui kolm nurka tihes on voOrdsed kolme
nurgaga teises”. Seega selles geomeetrias ei ole kolmnurki, mis on
sarnased, kuid thtimatud.

Joon. 157.
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Vaatamata uue geomeetria sadraste lausete uudsusele, oli tal siiski
harmooniline ja tdiuslik kuju nagu Eukleidese geomeetrialgi. Hiljem
hakati teda nimetama mitte-eukleidiliseks geomeetriaks.

Uhteaegu mitte-eukleidilise geomeetria avastamisega kerkis kiisi-
mus, milline geomeetria vastab tOelisele materiaalsele maailmale ja

millist geomeetriat tuleb rakendada rakendusteaduste — fiilisika, astro-
noomia jt. probleemide lahendamisel. LobatSevski ja Gauss piitdsid
seda kiisimust lahendada katselisel teel (LobatSevski — astronoomi-

liste vaatluste abil, Gauss — modtmise abil maapinnal. Viimane mo0-
tis nurgamO0tmise riistade abil niisuguse kolmnurga nurkade sum-
mat, mille tippudeks olid iiksteisest suurel kaugusel olevad mdetipud).
Kuid selle kiisimuse lahendamine lihtsate vahenditega osutus vdima-
tuks. Meie ruumilised tajumused ei ole absoluutselt tdpsed ja peegel-
davad ainult ligikaudu materiaalse maailma ruumilisi suhteid.

Eukleidese geomeetria arenes tdhelepanekutest materiaalses maa-
ilmas ja peegeldab seepdrast suure tdpsusega selles esinevaid seoseid,
vahemalt nende lihtsamais- avaldusis.

LobatSevski ja Gauss'i katsed ei andnud seepdrast seatud kiisimus-
tele ammendavat vastust: nad ei leidnud margatavaid kdrvalekaldu-
misi sellest, mida andis Eukleidese geomeetria, kuid nad ei saanud
ka kindlaks teha selle geomeetria lausete ja materiaalse maailma
ruumiliste suhete absoluutset vastavust.

Mitte-eukleidilise geomeetria avastamine mdjutas siigavalt geo-
meetrite teadvust. Juba see i0siasi, et on olemas harmooniline ja
vasturddkivusteta mitte-eukleidiline geomeetria, purustas sajandeid
kestnud usalduse ,kaemusse” ja ,silmandhtavusse”, mis juhtisid
muistsete geomeetrite motlemist. Viienda postulaadi sajanditepikkune
analiilis pani vankuma geomeetriliste pShikujutluste alustoed, milledel
rajanes Eukleidese geomeetria. See analiilis avastas iiksikute, naili-
selt iiksteisest kaugete geomeetriliste tddede siigavad sGltumused ja
nditas materiaalse maailma ruumilisi suhteid uues valguses.

Seepdrast osutus Eukleidese aksioomide ja definitsioonide siisteem
kui geomeetria tilesehituse alus puudulikuks ja ei vastanud enam
teadusliku ranguse kasvavaile ndudeile.

Sddrane definitsioon, nagu nditeks ,joon on laiuseta pikkus”, ei
rahuldanud enam geomeetreid, sest pikkuse ja laiuse mdisted ise kao-
tasid nende teadvuses selle absoluutse selguse ja aprioorsuse ise-
loomu, mis neil mdistetel oli Eukleidese ajal. Uue aja geomeetrid
ei pidanud kiillaldaseks mitmeid Eukleidese definitsioone ilma mdnin-
gate tdiendusteta, mida ei olnud selgesti véljendatud, kuid vaikides
ja méarkamatult tunnustati muistsete geomeetrite poolt. Teisiti on raske
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seletada, miks néditeks definitsiooni 4 ei tohi rakendada rmg]oone puhul
ning definitsiooni 7 silindri v6i koonuse pinna puhul.

Geomeetriliste definitsioonide ja aksioomide tadiuslikkuse ndudlus
viis selleni, et XIX sajandi 16pul seati iiles kogu geomeetria aksio-
maatilise aluse revideerimise ja tdpsustamise kiisimus. To6o6dega sel
alal loodi geomeetria uus aksiomaatika, mis tdielikult vastab mate-
maatika niitidisaegseile rangeile ndudeile.

Alamal anname lithikese iilevaate selle kiisimuse niilidisaja seisundi
kohta.

4. KOige esmalt seame kiisimuse, kuidas defineerida geomeetri-
lisi pbhikujundeid: punkti, sirgjoont’ ja tasapinda. Mairgime, et defi-
neerida mingit moistet tdhendab Kkirjeldada teda varem kindlaks
mddratud moistete abil. Kui aga otsida lihtsaimate mdistete
definitsiooni, siis jouame valtimatult ainult iihe nimetuse asendamisele
teisega, mis omakorda nduab defineerimist. Nii oli lugu ka
Eukleidesega, kes moistet ,joon” defineeris ,pikkuse” v&i ,piiri”
moistete abil, jattes viimased defineerimata.

Seeparast voib algusest peale jdtta defineerimata lihtsaimad geo-
meetrilised mdisted ja vGtta nad algmdisteteks, mida ei saa viljendada
lihtsamate mdistete abil. , Punkt”, ,sirge” ja ,tasapind” vdetaksegi
sellisteks iirgseteks, mittedefineeritavaiks geomeetrilisteks mdisteteks.
Vastavalt nendele madratakse terve pohioletuste, ,aksioomide” siis-
teem, mida tunnustatakse tOestamatute ldhtetddedena. Oma olemu-
selt on need aksioomid materiaalse maailma ruumiliste seoste otstarbe-
kohased abstraktsioonid.

Toome siin saksa matemaatiku Hilbert'i poolt loodud aksioomide
ststeemi. = Selle siisteemi geomeetria aksioomid liigitatakse 5 riihma.

Esimene rithm —  iihendamisaksioomid”. Selle rithma aksioomide
lilesandeks on kindlaks mddrata moistete: punkt, sirge ja tasa-
pind need suhted, mida harilikult iseloomustatakse sGnadega: ,sirge
labib punkti”, ,punkt asetseb sirgel v0i tasapinnal” jne. See rithm
koosneb jargmistest aksioomidest:

1. Kaks punkti mééravad iiheainsa neid ldbiva sirge.

2. Igal sirgel asetseb vihemalt kaks punkti; on olemas véhe-
malt kolm punkti, mis ei asetse iihel sirgel.

3. Kolme mitte iihel sirgel asetsevat punkti libib iiksainus tasa-
pind. Igas tasapinnas asetseb vihemalt iiks punkt.

4. Kui sirge kaks punkti asetsevad iihel tasapinnal, siis selle
sirge kéik punktid asetsevad samal tasapinnal.
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5. Kui kahel tasapinnal on iiks iihine punkt, siis on neil peel
vihemalt iiks iithine punkt.

6. On olemas vihemalt neli punkti, mis ei asetse iihel tasapinnal.

Esimesel pilgul mOned neist aksioomidest vGivad ndida puudulikud
vOi iildse mittevajalikud. Nditeks aksioom 2 oleks nagu vastuoludes
hariliku kujutlusega sirgest, millel me kujutleme loendamatut hulka
punkte. Kuid ei tohi unustada, et punkti ja sirge mdisted on siin tarvi-
tusele vOetud kui iirgsed teineteisest sOltumatud mdisted. Nad vdivad
esineda {iksikult. Seepdrast, kui meie iitlesime, et punkt asetseb
sirgel, v0i et sirge labib punkti, siis meie anname punktile ja sirgele
omaduse olla teineteisega mingis ithenduses. Et selgemini ette kuju-
tada sddrast punktide, sirgete ja tasapindade olemasolu iiksikult ja
nendevahelisi seoseid, kujutleme neid kui konkreetseid fiilisikalisi
esemeid. Punkte kujutleme kui mingi kindla suurusega herneteri.
Oletame, et need herneterad on kerakujulised ja killalt pehmed (nai-
teks vees leotatud), et neid saab ndelaga ldbi torgata ja tiikkideks 16i-
gata. Sirgeid kujutleme kui hédsti peeni terasvardaid ja tasapindu kui
hésti Ohukesi lesti. Esmalt kujutleme, et need lestad, vardad ja herne-
terad ei ole millegagi seotud ja et nad asetsevad koguni eri kohtades:
ithes kohas kuhi herneid, teises — kimp terasvardaid ja kolmandas —
virn lesti. Hakkame niitid neid allutama nendele tingimustele, mida
sisaldavad meie aksioomid. Meie iitleme, et punkt asetseb sirgel,
kui varras on hernest labi torgatud vdi védhemalt osaliselt tungib
temasse. Meie iitleme, et punkt asetseb tasapinnal, kui Shuke lest 15i-
kab hernetera pooleks v0i tungib ainult servaga herneterasse. LOpuks
itleme, et sirge asetseb tasapinnal, kui peenike varras on lesta ser-
vaks, s.0. kui varras kogu ulatuses liibub lesta servale, ei iihele ega
teisele poole védlja ulatudes. Mida tdhendavad neil tingimustel aksioo-
mid? Nad nduavad, et meie herneterad, vardad ja lestad asetseksid
ruumis nii, et iga paar herneteri oleks ldbi torgatud vdhemalt iihe
vardaga voOi oleks iihele vardale likitud (aksioom 1); et iga varras
labiks vdhemalt kahte hernetera (aksioom 2); et iga kolmik herneteri
oleks iihe lestaga ldbi 1digatud ja et iga lest ldbiks vdhemalt {iihte
hernetera (aksioom 3); et kui iihele vardale liikitud kaks hernetera
mingi lestaga ldbi 10igata, siis see lest 18ikab koiki herneteri, mis
voiksid veel olla liikitud sellele vardale (aksioom 4); et kui kaks lesta
16ikavad iihte ja sama hernetera, siis 18ikavad nad veel vdhemalt iihte
hernetera (aksioom 5); et on olemas vdhemalt neli hernetera, mida iks
ja sama lest ei 16ika (aksioom 6). Neile ndudeile peavad vastama meie
herneterad, vardad ja lestad. Sdarast herneterade, varraste ja lestade
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kombinatsiooni ei ole raske ehitada. TOesti, eraldame lestade virnast
neli lesta. Loikame neid servi mooda nii, et igaiihel oleks kindla suu-
rusega voOrdkiilgse kolmnurga kuju. Varraste kimbust vOGtame 6 var-
rast ja murrame otstest tiikid dara nii, et kdik vardad oleksid vOrd-
kulgse kolmnurga kiiljega tihepikkused. Edasi vOtame 4 hernetera ja
moodustame jdrgmise kujundi: 4-st lestast koostame korrapdrase tet-
raeedri; lestade servade liitekohtadele paigutame vardad ning tetraeedri
tippudesse asetame herneterad nii, et lestade servad oleksid neile sisse
16igatud ja vardad otsapidi neisse torgatud.

See herneste, varraste ja lestade komplekt rahuldab koiki iilemal
seatud ndudeid, s. o. vastab koigile meie aksioomidele.

Sellest nditest ndhtub, et 1. rihma aksioomidele vastavate punktide,
sirgete ja tasapindade hulk vO0ib olla 16plik. Meie nédites on meil ainult
4 punkti, 6 sirget ja 4 tasapinda.

Teise rithma aksioomide — , jdrjestuse aksioomide” iilesandeks on
selgesti vdljendada need oletused, millele toetume, kui kdneleme iihest
vOi teisest punktide jédrjestusest sirgel ja tasapinnal. Té&htsamaks
mdisteks on siin ithe punkti asetsemine sirgel kahe teise punkti
vahel Selle mbiste loogiline sisu vialjendubki teise riihma aksioo-
mides. Selle rithma aksioomid on jargmised:

1. Kui punkt B asetseb punktide A ja C vahel, siis A, B ja C
on iiksteisest erinevad sirgjoone punktid ning B asetseb ka
C ja A vahel. -

Kui sirgel on antud kaks punkti A ja B, siis on sellel sirgel
veel viahemalt iiks punkt C nii, et B asetseb A ja C vahel.
Kolmest sirgel antud punktist ei asetse rohkem kui iiks kahe
teise vahel.

4. Kui antud tasapinnal on antud kolmnurk ABC' ja mingi sirge a,
mis ei libi iihtegi kolmnurga tippu ja léikub léiguga AB. siis
loikub ta tingimata kas léiguga BC véi léiguga AC.

Neis aksioomides esitatud ndudeid peavad rahuldama meie punktid,
sirged ja tasapinnad. See tetraeedri tahkude, servade ja tippude komp-
lekt, mis rahuldas 1. riilhma aksioomide ndudeid, ei vasta enam 2. rithma
aksioomidele. TOesti igale meie vardale oli liikitud ainult kaks hernest,
kuna teise riihma 2. aksioom néuab, et sirgel oleks védhemalt kolm
punkti. Pohjalikum analiitis nditab, et igal sirgel peab asetsema loen-
damatu hulk punkte ning et 1. ja 2. riihma aksioome koos voetult
rahuldab ainult 16pmatu hulk punkte, sirgeid ja tasapindul.

o

-

1 Selle tdestus ei kuulu selle raamatu piiridesse.
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Kolmanda rihma aksioomide — ,kongruentsi aksioomide” iles-
andeks on kindlaks méaérata 16ikude ja nurkade vOrdsuse pohitingimused.
See rithm sisaldab jargmisi aksioome:

1. Igale sirgele v6ib igast punktist paigutada antud léiguga

vordse loigu.

2. Kaks loiku, mis on vérdsed kolmandaga, on vérdsed teine-
teisega.

5. Olgu A, B, C punktid iihel sirgel ja A1, Bi, C1 samuti punktid
iihel sirgel ning olgu AB = A1Bi, BC = B1C1; kui léikudel AB
ja BC ning samuti loikudel A1B1 ja B1C1 ei ole iihiseid punkte,
siis AC = A1C1.

4. Kui on antud mingi nurk ning kiir mingil sirgel ja leht (pool-
tasapind), mille piiriks on see sirge, siis sel lehel on olemas
iiks ja ainult iiks antud kiire otspunktist ldhtuo kiir, mis
antud kiirega moodustab antud nurgaga vérdse nurga; iga
nurk on vordne iseenesega.

5. Kui kahes kolmnurgas ABC ja AiB1C1 kiiljed AB = A1Bi,
AC = 41Cy  ja L BAC = _~ B1A41Ci, siis ~ ABC =
= ~ A1B1C1.

Paneme tdhele viimast aksioomi.

Geomeetria Opikutes see aksioom esineb kolmnurkade kongruent-
suse teise tunnuse jareldusena. Kuid kolmnurkade kongruentsus ise
toestatakse sel juhul pealepaigutamise teel ja eeldab seega kujundite
imberpaigutamise voOimalust. Kuid sddrane timberpaigutamine
moodustab omakorda mingi uue, seejuures meie siisteemi mitte-
kuuluva aksioomi. Seepérast tulebki 5. lauset vOtta kui uut aksioomi.
Tema rakendamine asendab geomeetrias tarvitusel oleva kujundite
timberpaigutamise votte.

Neljanda aksioomide riihma moodustab iiksainus — , paralleelide
aksioom”. Seejuures paralleelsirgete olemasolu voGimalus tdestatakse
ilma uute aksioomideta. Seepdrast aksioom nduab ainsa paralleelsirge
vOimalust:

antud tasapinnal ei saa ehitada libi antud punkti rohkem kui
iihe sirge, mis ei loiku anfud sirgega. Sellest aksioomist kdnelesime
juba eelpool.

Lopuks viienda ja viimase aksioomide rithma moodustavad ,pide-
vuse aksioomid”. See riihm koosneb kahest aksioomist.

1. Archimedese aksioom. Kui AB ja CD on mistahes l6igud, siis
sirgel AB on olemas niisugune punkfide hulk A1, A2, As, ..., A,, et
AAr = 4142 = A2A3 = ... = 4, A, =CD ja et B asetseb
A, ja A, vahel (joon. 158).
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2. Sirge tdielikkuse aksioom. Sirge punktid moodustavad punk-
tide siisteemi, millele ei saa lisada uusi punkte, mida véiks lugeda
samale sirgele kuuluvateks, rikkumata varem iiles seatud aksioome .

Esimese — Archimedese aksioomi sisu on selge: aksioom nduab, et
sirge iga punktini, kui kaugel ta olekski mérgitud, v&ib kiiiindida, tehes
18pliku arvu vOrdseid samme ja et seega on vdimalik modta sirge iga
punkti kaugust antud punktist. Seepédrast seda aksioomi nimetataksegi
monikord md6tmise aksioomiks.

A A A A Af.BA,.‘ e5ip

i i ) P

Joon. 158.

Vaatame, milles seisneb sirge tdielikkuse aksioom.

Algebra kursusest on teada, et kui arvuteljel méarkida kdik ratsio-
naalsete abstsissidega punktid, siis sellega ei ole veel arvutelje koik
punktid ammutatud: nende punktidega iiksi ei ole sirge veel pidevalt
tdidetud. Irratsionaalsete abstsissidega punktid on veel méarkimata. Kui
vOetakse tarvitusele algebralised irratsionaalarvud igasuguste juuri-
jatega ratsionaalarvude juurte ja ratsionaalsete kordajatega algebra-
liste vOrrandite lahendite nédol ja maérgitakse nendele vastavad punktid
arvuteljel, siis arvutelg rikastub uute punktidega, millede abstsissid
on irratsionaalsed. Kuid arvuteljele jaab ikka veel tithje kohti, kuhu
vOib paigutada veel uusi punkte. Nii nditeks on arvuteljel markimata

punktid abstsissidega n,g, 75, V@ jne. Arvutelg taitub alles siis, kui

vOetakse tarvitusele kdik reaalarvud. Pérast seda ei saa sinna enam
uut punkti paigutada. Sirgel ei ole enam tiihja kohta. Taielikkuse
aksioom nduab, et geomeetriline sirge eviks nimelt seda omadust: et
temal ei oleks tiihja kohta, kuhu vOiks paigutada uue punkti.

Sellest aksioomist jareldub, et igale reaalarvule vastab valitud
abstsisside lugemise alguse ja tihiku ning suuna puhul kindel sirg-
joone punkt ja iimberpéordult — igale sirge punktile vastab kindel
reaalarv.

Sddrane on aksioomide loetelu, milledel praegusel ajal baseerub
eukleidiline geomeetria.

1 Tépsemalt: rikkumata kahte esimest iihendamisaksioomi, jarjes-
tuse aksioome, esimest kongruentsi aksioomi ja Archimedese aksioomi.
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5. Kui niiid analiiisida kogu elementaargeomeetria kursust, siis
miérkame, et iiheski tdestuses meie ei toetunud muule, kui iilaltoodud
aksioomide siisteemile. Moned meie oletused, nagu paralleelide aksi-
oom ja moned {ihendamisaksioomid, olid sOnades otse védljendatud, teisi
rakendasime vaikides kui endastmoistetavaid. Kongruentsi aksioomid
asendasime oletusega, et kujundeid on v0imalik ruumis iimber paigu-
tada. Kuid see oletus ise, nagu nditab tema pOhjalikum analiiiis, on
komplitseeritud aksioom, mis on samavddarne kongruentsi aksioomide
rithmaga.
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Triikivea diendus.

Lk. 119, 6. rida alt

on triikitud: EF : BH = BO : BC;
peab olema: EF:BH = EO : BC;
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