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. В в е д е п i е.
§ 1. Если дано столько частей треугольника, сколько 

нужно для его опредЪлешя, то остальныя части могутъ быть 
найдены двоякимъ способомъ: построен!емъ или вычис- 
лешемъ. Если части, нужный для опредЪлешя тре—ка, 
даны на чертеже, то искомыя определяются съ помо!щю 
построешя. Способы такого решешя задачи даетъ Геоме- 
тр!я. Если же данныя стороны выражены числомъ въ 
какихъ либо определенныхъ единицахъ длины, а углы даны 
въ градусахъ, минутахъ и секундахъ, то искомыя части 
могутъ быть вычислены, т. е. выражены въ соответствую- 
щихъ имъ единицахъ.

Наука, которая учитъ вычислять по достаточному коли­
честву данныхъ частей тре—ка остальныя его части, на­
зывается плоскою тригонометр!ею.

Такъ какъ въ число данныхъ и искомыхъ частей 
тре—ка входятъ стороны и углы, — величины разно- 
родныя, то о дне изъ нихъ не могутъ быть вычислены не­
посредственна изъ другихъ. Для устранешя этого неудобства 
въ Тригонометрш вместо угловъ вводятъ въ вычислеше 
линш, величина и направлеше которыхъ находятся въ тесной 
связи съ величиною соответствующаго имъ угла.

Посредствомъ этихъ то воспомогательныхъ лишй легко 
выражается зависимость между сторонами и углами треу­
гольника.
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I. Опред^Ьлеше
тригонометрическихъ величинъ.

§ Если будемъ описывать произволытымъ рад!усомъ 
AD полуокружность, то при движеши рад!усъ будетъ образо­
вать со своимъ первоначальиымъ положешемъ все возможные 
углы, каше только могутъ встречаться въ тре—ке. Разсмо- 
тримъ сначала какой нибудь острый уголъ BAD,, который для 
краткости будемъ обозначать буквою А.

Опустимъ изъ конца (В) вращающа- 
гося рад!уса на AD перпендикуляръ ВС и 
обозначимъ черезъ а, Ь, с числовыя вели­
чины сторонъ тре—ка АВС, тогда отно- 

• а
шеше — называется синусомъ угла А
и пишется

• А 8sin А — — • с 
b

Отношеше " называется к о синусомъ угла А и 
пишется cos А _ je. -

с 
. sin А а Ь а

Отношеше —A” т- е- "г — т называется танген- СОЬ С С D
сомъ угла А и обозначается 

, . sin А аlg А =---- - = — .cos А b
. cos A b а b

Отношеше -т—т’ т-е. — ; — =— называется котан- ЫП IX с с d
генсомъ угла А и обозначается

Эти четыре отношения, которыя суть числа отвлеченный, 
называются тригонометрическими величинами угла А 
или соответствующей ему дуги BD.

Въ частномъ случае, когда рад!усъ с = 1, числовая 
а авеличина синуса А, равнаго —, совпадаетъ съ числовою 

величиною перпендикуляра ВС, такъ что sin А = а. Въ 
томъ же случае cos А = b.
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§ 3. Изъ определешя тригонометрическихъ величинъ 
слЪдуетъ, что въ прямоугольпомъ тре—KB

. 1) с ину с ъ остраго угла равняется про- В
тиволежащему катету, разделенному на гипо- \ 
тенузу, \

. * а . _ b „ \
sm А = — , sm В = — ; С' т—с с о

2) ко си ну съ остраго угла равняется прилежащему 
катету, разделенному на гипотенузу,

а Ь аcos А = — , cos В = — ;с с

3) тангенсъ остраго угла равняется противолежащему
катету, ‘разделенному на прилежапцй катетъ,

. А а btg А = — 1 tg В = — , s b 6 а

4) котангенсъ остраго угла равняется прилежащему 
катету, разделенному на противолежапдй катетъ,

. Ь п а
cotg А = — » cotg ß = у

. § 4. Такъ какъ въ прямоугольпомъ тре—ке острые
углы А и В служатъ взаимно дополнешемъ до прямаго
угла, то вместо В можно взять 
равенства .

90° — А. По § з имеемъ

• к ааsm А =— и cos В ——, ьcos А =— И ■ » ь sm В = —,
с с с с

а а _. аtgA=y И cotgB = —, А Ьcotg А = — и ТА Ьtg В = —, с а ’
следовательно

sin А = cos (90° — А)
cos А = sin (90° — А)

tang А = cotg (90° — А)
cotg А = tang (90° — А)

Такимъ образомъ синусъ, косинусъ, тангенсъ и 
котангенсъ остраго угла соответственно равны 
косинусу, синусу, котангенсу и тангенсу угла до- 
полняющаго этотъ острый до прямаго.

1*
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§ 5. Разсмотримъ теперь тригонометрически величины 
тупаго угла BAD = А.

Опустимъ изъ конца В вращаю­
........... jg щагося рад!уса АВ перпендикуляръ ВС

/ Д\ па первоначальное направлеше рад!уса
/ у Iй-\ AD, тогда отрЪзокъ АС приметь поло­

® д И'с!. жеше, противоположное тому, которое 
бы онъ им'Ьлъ, если бы уголь BAD 

быль острый. Такая противоположность направлешя выра- - 
жается въ Геометрш отрицательнымъ знакомь, такъ что 
при числовой величин^ b отрезка АС должно поставить 
знакъ минусъ (—). Соображаясь съ § 2 получимъ:

. .а . — b bsm А = — , cos А =------ —--------с с с

По предъидущему для остраго угла ВАС

sin ВАС — —, cos ВАС = — , СлТд. 
С С у

sin А = sin ВАС, cos А = — cos ВАС.

Такъ какъ углы BAD = А и ВАС служатъ взаимно допол- 
нешемъ до 180°, то уголь ВАС = 180° — А, слТд.

sin А = sin (ISO0 — А)
cos 1 cos (ISO0 — A)

tang A — — tang (ISO0 — A)
cotg A = — cotg (ISO0 — A)

Два послЬдшя ypaBnenis слТдують непосредственно изъ 
двухъ первыхъ, такъ какъ тангеысъ всякаго угла равенъ 
частному отъ раздЬлешя синуса этого угла на его косинусъ, 
а котангенсъ обратному частному.

Изъ предъидущихъ равенствъ слТдуетъ, что тригон. 
величины смежныхъ угловъ, независимо отъ знака, 
равны между собою.

Косинусы, тангенсы и котангенсы двухъ смежныхъ 
угловъ отличаются знаками, а синусы совершенно равны, 
такъ что каждый синусъ можетъ принадлежать двумъ угламъ. 
По этой причин^ опредТлеше угла съ помощпо одного только 
его синуса невозможно.
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§ 6. Тригонометрически величины тупаго угла мо- 
гутъ быть выражены съ помощпо тригонометрическихъ 
величинъ остраго еще и другимъ способомъ.

Проведемъ въ полуокружности, при 
центре которой находится тупой уголъ 
BAD = А, лишю ВС ± ВС, рад!усъ 
АР± AD и изъ точки В литию ВМ± АР. 
Тогда въ прямоугольнике АСВМ лишя 
АМ = а ВМ = Ъ. Такъ какъ

. . а ПАМ АМ 9
sm А = — , cos ВАМ —-----= — ,с с с

. b пам ВМ bcos А =------ , sm ВАМ =------ ——,с с с
и уголъ ВАМ = А — 90, то

sin А. = cos (А — 90°) 
cos А = — sin (А — 90°) 

tang А = — cotg (А — 90°) 
cotg А = —tang (А — 90°)

Такимъ образомъ с и ну с ъ тупаго угла равняется 
косинусу угла, который меньше его на 90°; косинусъ 
тупаго угла равняется отрицательному синусу угла, на 
90° меньшаго и т. д.

§ 7. Вообще синусъ и косинусъ можно опреде­
лить такъ:

Синусъ угла или его дуги есть дробь, которой числитель 
есть перпендикуляръ, опущенный изъ одного конца дуги на 
д!аметръ, проходящий черезъ другой конецъ, а знаменатель 
рад!у'съ дуги; косинусъ .есть часть рад!уса, заключающаяся 
между основашемъ этого перпендикуляра и центромъ дуги, 
разделенная на весь рад!усъ.

Между тригон. величинами употребляютъ иногда 
секансъ и косекансъ, величины обратный косинусу и
синусу, именно 

sec а =----- —,cos а
1 .cosec а — —---- > sm а

но мы не будемъ разсматривать эти величины, какъ совер­
шенно излишшя.
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§ S. Тригонометрически величины могутъ бытъ пред­
ставлены въ видЬ прямыхъ лишй сл'Ьдующимъ образомъ.

У G

ЕВ А

Опишемъ изъ вершины остраго 
угла а произвольнымъ рад!усомъ, кото­
рый принимается за единицу м^ры, чет­
верть окружности; проведемъ изъ око­
нечностей ея Е и G касательный до 
пересЬчешя ихъ съ продолженной сто­
роной АС угла а, и опустимъ СВ I АЕ, 
тогда sin а выразится лишею СВ, 
a cos а лишею АВ. Такъ какъ

СВ _ РЕ 
АВ “ АЕ ’tga , AB FG 

со18а=СВ"=Хс-И

АЕ = AG — 1, ТО tga = DE, cotga = FG.

Если уголъ САЕ = а тупой, то 
описавъ точно также изъ А рад!усомъ, 
равпымъ eAMHNIIB, окружность и возста- 

•вивъ изъ А перпендикуляръ AG къ АЕ, 
проведемъ черезъ G и Е касательный до 
перес'йчешя ихъ въ F и D съ продолже- 
шемъ стороны АЕ и опустимъ СВ ± АВ; 
тогда sin а = СВ, cosa = AB, tga=DE, 
cotga = FG. Что двЪ послЪдшя лиши 
отрицательны, видно изъ ихъ направле- 
шя, противоположная тому, которое 
было бы въ остромъ углЪ.

II. Выводъ
тригонометрическихъ Формулъ.

§ 9. Если одна изъ тригон. величипъ дана, то осталь- 
ныя три могутъ быть вычислены при помощи трехъ урав- 
нешй, который показываютъ взаимную связь тригон. вели- 
чинъ. Два ташя уравнешя даны въ § 2
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(1)

(2)

tang a =

cotg a =

sina 
cos a
cos a 
sin a

Къ этимъ двумъ прибавимъ выражеше

(3) sin2a + cos2a = 1,
которое можно вывести сл'Ьдующимъ обра- 
зомъ. Если изъ какой либо точки В 
стороны остраго или тупаго угла ВАС ( = а) 
опустимъ перпепдикуляръ BD на дру­
гую сторону или па ея продолжеше, то 
BD2 -j- AD2 — АВ2. Разд’Ьлимъ обЪ части 
этого уравнешя па АВ2, тогда
BD2 АР2
AB2 + АВ2

АВ2
АВ2

т. е. sin2a cos2a = 1.

Нужно заметить, что хотя косинусъ 
ADтупаго угла равенъ — , но квадратъ

его также какъ и въ остромъ углЪ будетъ 
величина положительная.

Съ помоппю этпхъ трехъ уравнешй можетъ бытъ ръ- 
шена следующая задача. -

§ 10. Дана одна изъ тригон. величинъ какого 
нибудь угла, выразить посредствомъ ея BC‘B осталь- 
ныя тригон. величины тогоже угла.

I. Д а и ъ sin а.

Изъ уравнешя (3) слъдуетъ

(4) cos а = J/i — sina
Вставивъ это выражеше въ урав. (1) и (2), получимъ

х , sin а
(5) tang а =
v 1 * Vi — sin2a

(6) cotg a = — siit2 a 
sina
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II. Дань cos а.
Изъ уравнешя (3) слЪдуетъ

(7) sina — у i — cos2 а

Вставивъ это выражеше въ урав. (1) и (2), получимъ

(8)
. ' V/1 — cos2 аts а = ——-------” cosa

(9)
cos а

cotg а = ■, >5----------* V1— cos2a

III. Дань tg а.
Изъ (1) сл^дуетъ cos2a — sin2a

tg2a
вставимъ въ (3), то получимъ

Если это выражеше

• о , sin2a sin za 4- —- 
tg2a = 1 или sin2a (1 + tg2a) = tg2a, слЪд.

(.1 0) sin a =
V 1 +,tg2a

Изъ (10) слЪдуетъ sina = —J , а изъ (1) 
tg а V X + tg2a

sin a .cos a = -—- , СЛ'Ьд. tg a

di) 008»=™=^=;=™-* ==l/* + *82«*
V 1 + tg2a cos a ■

Такъ какъ tga. cotga = sina . cosa = 1, to, 
cos a sin a ,

(12) eot*a=t^5

IV« Д а и ъ cotg a.

Изъ (12) слЪдуетъ, что

(13)
1tga —----cotga
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Если обй части урав. (3) раздйлимъ на sin2a, то получимъ
1

1 4- cotg2a = . - , слйд. sm2a
. 1

(14) Sill а = .
V1 + cotg2a

Умноживъ обй части этого уравпешя на cotga, получимъ 
. , cotg а. sm а . cotg а = ® ----

V 1 + cotg2a
и такъ какъ изъ ур. (2) слъдуетъ, что sin a cotg а = cos а, то

/1СХ cotgra(15) cos а = - * •
V 1 + cotg2a

Въ уравнешяхъ (4), (5), (6), (11) должно брать 
передъ радикаломъ положительный или отрицательный знакъ, 
смотря по тому, будетъ ли уголъ а острый или тупой.

Въ уравнешяхъ (7) и (14) слйдуетъ при радикалй 
всегда братъ знакъ-j-, такъ какъ синусы всйхъ угловъ, 
меньшихъ 180°, положительны.

Такъ какъ въ урав- (Ю) tga положителенъ для а<90° 
и отрицателенъ для а>90°, а sina для всйхъ угловъ мень­
шихъ 180° положителенъ, то для знаменателя слйдуетъ вы­
бирать такой знакъ, чтобы во всякомъ случай выражеше sin а 
было положительно. ,

Въ урав. (8), (9), (15) имйютъ значеше только положи­
тельные знаки при радикалахъ, такъ какъ tga, cotga, cos а при 
одной и тойже величинй угла а имйютъ одинаше знаки.

§ И. По даннымъ Sinus и Cosinus двухъ уг­
ловъ а и b найти Sinus и Cosinus ихъ суммы (а-]-Ь) 
или разности (а—Ъ).

Положимъ, что сумма угловъ а 
и Ъ, приложенныхъ одинъ къ дру­
гому, будетъ менйе 90°. Опишемъ 
изъ ихъ общей вершины С рад1усомъ, 
принятымъ за единицу мйры, дугу; 
проведемъ изъ А лишю AD ± СН 
и AFACG, потомъ изъ D лишю 
DBA CG и DELAF, тогда Д AED
DCBD, слйд. <DAE = BCD = a. 
Изъ чертежа видно, что
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AF = DB + AE ИЛИ 
sin (a—b) CD . sin a AD . cos a, T. e.

(16) sin (a—b) sina cosb + cos a stub
Далее CF = CB — DE или

cos (a 4- b) = CD . cos a — AD . sin a, T. e.
(17) cos (a + b) = cosa cos b — sin a sin b.

Положимъ, что уголь GCH = a 
merrbe 90°, и часть его ACH = b, 
след. ACG = а—b. Опишемъ изъ С 
рад!усомъ, равнымъ единице, дугу, 
проведемъ изъ А лишю AF ± CG и 
AD ± CH, DB ± CG и AE ± DB, 
тогда A ADE °° DCB, след. 2 ADE 
= DCB = а. Изъ чертежа видно, что

AF DB — DE ИЛИ
sin (а — b) = CD . sin а — AD . cos a, T. е.

(18) sin(a —b) = sin a cosb — cosa sinb.
Далее CF СВ + AE или 

. cos (а — b) = CD . cos a + AD . sin a, T. e,
(19) cos(a—b) = cosa cosb + sina sinb«

Хотя Формулы (16), (17), (18), (19) выведены подъ 
услов!емъ, что а + Ь<90°, и а <90°, но онъ приложимы 
и къ тому случаю, когда а + b и а тупые углы. Стоитъ 
только соответственно изменить Фигуру и повторить преж­
нее построеше, чтобы убедиться въ справедливости сказан- 
наго. Общность этихъ Формулъ можетъ быть также доказана 
съ помопцю уравнешй § 4 и § 5, подставляя вместо а и b 
дополнешя (90—а) и (90—Ь), или (180°—а) и (180°—Ь.

§ 12. Если положимъ въ урав. (16) а = Ь, то

(20)
sin 2 а = 2 sin a cos а или

■ A • а а sina = 2 sin « cos« 
7 w

Въ второй Формуле углы а и ± а находятся въ томъ 
же отношеши, какъ углы 2а и а въ первой Формуле.
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Положивъ въ урав. (17) а = Ь, получимъ

' cos S а = cos2 а — sin2 а или
f 21) к я 4v cos а — cos2 « — sin2 „

. в 7

Если последнее уравыеше прибавимъ къ урав. (3) 1 = 
cos2-4-sm2- и отнимемъ отъ тогоже уравнешя, то 

получимъ два c.rbgyomiA:

(22) 1 + cos а = S cos2 2

(23) 1 — cos a=2 sin2^

Изъ этихъ двухъ урав. выводятся Формулы:
а * 1 /4 4-cosa „„„ 1 /1 + cos^a

(24) cosa- I/ —-------или cos а =1/ —-------

. а | /1 — cosa тт ттт . 1 / 1 — cos Sa(25) sin^ = I/ ------- ------ или sin а =1/ ------------- —

Сложеше и вычиташе уравнешй (16) и (18) даетъ:
(26) sin (а + b) + sin (а — Ь) = 2 sina cosb
(27) sin (а + b) — sin (a — b) — S cosa sinb

Черезъ сложеше и вычиташе урав. (17) и (19) получимъ:

(28) cos (а — b) + cos (а 4- b) = S cosa cosb
(29) cos (а — b) — cos (a 4- b) — S sina sinb

Положивъ въ четырехъ посл'Ьднихъ уравнешяхъ а 4- b = А 
и а — Ь — В, слЪд. а = 4 (А 4- В), b = i (А — В), по­
лучимъ :

(30) sin А 4- sin В = S sin 4 (А 4- В) cos 4 (А — В) 
(31) sin А — sin В = Seos 4 (А 4- В) sin 4 (А —В) 
(32) cos В 4- cos А = S cos (А 4- В) cos 4 (А — В) 
(33) cos В — cos А = S sin 4 (А 4- В) sin 4 (А — В)

§13. Изъ урав. (1), (16), (17) слЪдуетъ, что

, , ,. sin (а 4- b) sin a cos b 4- cos a sin Ь
ö v 1 cos (а 4-b) cos a cosb — sin a sm b
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РаздЪливъ числителя и знаменателя на cos a cosb, получимъ
sin a sin b

, . .; cos а ‘ cosbtg (а + Ь) =------- ;----------— ’ т.е.sm a sm b1 -——. -------
cos a cosb

(34) tg(a +») = ?*? + ***
1— tga.tgh

Положивъ здъсь a = b, получимъ

(35) * Ä % tar a , 8tg4atgRa= -—или tg a = -a— —* l-tga ® 1 —tg24a
Точно такимъ же образомъ

tg (а — Ь) = sin (а — Ь)  sin a cos b — cos a sin b 
cos (а — b) cos a cosb 4- sin a sinb’

и раздЬливъ числителя и знаменателя на cos a cosb, получимъ

(36) tg(a_b) = 14- tga.tgb
Такимъ же способомъ можно найти

(37) cotg (a + b) = cotgacotgb-1 
cotg a 4- cotgh

(38) cotg 8 a = % cotg a

(39) eotg(a-b) = eotga cotgb + 1 
' cotgb — cotg a

Въ § 16, 1 будетъ доказано, что tg 45° — cotg45° = 1. 
Если вставимъ въурав.(34),(36),(37),(39)а=45, то получимъ

Черезъ д'Ьлеше урав. (16) и (18) на cos a cosb и на 
sina sinb получаемъ Формулы:

(40) tg (15" + b) = | + gb
(41) <«(«»

(42) cotg(450+b)_ %*+ ;

(43)
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(44) . Г * Ж- sin (а + Ь)tg а 4- ts b =------------- г* — ® cos а cosb

(45) . . _ sin (а — Ь)tg а — tg b —----- ------—I * ® cosacosb

(46) . _ . . sin (а 4- Ь)со ts b+cots а — -5—3—5—sr * ” sin asinb

(47) . - . sin (a — b)
* sina sin b

III. Вычислен)«
тригонометрическихъ величинъ.

§ 14. Прежде чъмъ вычислять тригон. величины раз- 
смотримъ измЪнешя ихъ съ увеличешемъ и уменыпешемъ 
угла и пределы, въ которыхъ эти измВнешя происходятъ.

1) Опишемъ изъ вершины угла а 
радтусомъ, равнымъ единицЬ, полуокруж­
ность и положимъ, что сторона AD этого 
угла остается неподвижною, а другая 
сторона АВ вращается около вершины А.
Если уголъ а = О, то точки В и D совпадаютъ и перпен- 
дикуляръ ВС = 0, т. е. sin 0° — 0. Съ увеличешемъ угла а 
перпендикуляръ ВС будетъ возрастать до тйхъ поръ, пока 
точка В упадетъ въ точку Е; тогда sin 90° = 1. При 
далыгЬйшемъ увеличеши угла а синусъ его будетъ умень­
шаться и при а = 180° обратится въ о,

Такимъ образомъ вей возможный величины 
синуса заключаются между пределами 0 и 1, и боль- 
ппй изъ двухъ острыхъ угловъ имЪетъ болышй 
синусъ.

2) Если стороны АВ и AD угла а совпадаютъ, то 
точка С сливается съ точкою D и лишя АС перейдетъ 
въ лишю AD, такъ что cos О°=1. Съ увеличешемъ 
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угла а косинусъ его АС все уменьшается, пока не обра­
тится въ 0 при а =90°. При дальнейшемъ увеличены 
угла а косинусъ его становится отрицательнымъ и абсо­
лютная величина возрастаетъ, такъ что cos 180°= — 1.

Величина косинуса заключается между 1 и — 1, 
и болышй изъ двухъ острыхъ угловъ имЬетъ мень- 
ш!й косинусъ.

3) Такъ какъ съ увеличешемъ угла отъ 0° до 90° си- 
нусъ его возрастаетъ отъ 0 до 1, и косинусъ уменьшается 
отъ 1 до 0, а всякая дробь увеличивается отъ увеличешя ея 
числителя или отъ уменыпешя ея знаменателя и остается поло­
жительною, если ея числитель и знаменатель положительны, 
то изъ выражешя tga = ^^ сл'Ьдуетъ, что съ увеличешемъ 

угла до 90° тангенсъ возрастаетъ и остается положитель- 
нымъ, такъ что

sinO0 0 sin 90° 1
°= 1 = °’ 's9005cs900Fose

Знакъ со обозначаетъ, что tg90° есть величина безконечно 
большая. Такъ какъ прямой уголъ (90°) можетъ произойти 
не только черезъ последовательное увеличеше остраго, въ 
которомъ тангенсъ положителенъ, но и черезъ уменьшеше 
тупаго, у котораго тангенсъ отрицателенъ, то тангенсу пря- 
маго угла могутъ соответствовать 4- со и — со, смотря по­
тому, какъ мы будемъ смотреть на его происхождеше. Такъ 
какъ дробь tg а = уменьшается съ уменыпешемъ числи­

теля и увеличешемъ знаменателя, то абсолютная величина 
тангенса будетъ все меньше по мере того, какъ увеличи­
вается уголъ отъ 90° до 180°, пока не обратится въ

tg 180° = -ш 180° ==__ ° = о. 
ё cos 180° — 1

Тангенсъ можетъ иметь все возможный поло- 
жительныя и отрицательный величины отъ 0 до со, 
и большему изъ двухъ острыхъ угловъ соответ- 
ствуетъ болышй тангенсъ.

4) Съ noMoIIilO такихъ же разсуждешй можно доказать, 
что изменешя котангенса и соответствующаго ему угла на­
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ходится въ обратномъ отношены, т. е. при увеличены угла 
котангенсъ уменьшается, а при уменьшены угла увеличи­
вается, такъ что

t An cos 0° 1cotg 0° = —. ■ ЛгГ — х sin 0° О

cotg 180°

. ono cos 90° О= со, cotg 90° = . ПАп = , = О,’ b sm 90° 1 * ’
cos 180°_ — 1 _
sin 180° 0 °0'

Котангенсъ можетъ иметь BCB числовым вели­
чины между -(-со и —со и большему изъ двухъ 
острыхъ угловъ соотвътствуетъ меньппй котангенсъ.

Эти свойства тангенса и котангенса могутъ быть 
выведены изъ построешя тригонометрическихъ величинъ. Такъ 
напр. изъ Фигуры § 8 видно, что съ увеличеыемъ остраго 
угла а точка перес'Ьчешя D все более удаляется отъ точки 
Е, т. е. tga = DE увеличивается. При а —90° точка D 
удаляется отъ Е на безконечно большое разстояше, т. е. tg а 
становится безконечно болынимъ. Точно также легко пока­
зать съ помохщю геометрическихъ построены и остальыыя 
свойства тангенса и котангенса, выведенный нами анали- 
тическимъ путемъ.

§ 15. Чтобы выразить въ числахъ тригон. ве­
личины вс'Ьхъ угловъ отъ 0° до 180°, достаточно 
вычислить эти величины только для угловъ отъ 
0° до 45°.

Действительно изъ § 5 видно, что синусъ ту наго угла 
равенъ синусу его смежнаго (остраго) угла, а косинусъ, 
танге н съикотангенсъ тупаго угла равны тЪмъ же тригон. 
величинамъ смежнаго угла, взятымъ со знакомъ минусъ; напр.

sin 107°= sin (1800 _ ЮТО) sin 730 
cos 99° = —cos (180°— 99°)= — cos 81°;

и такъ какъ всякш уголъ отъ 45° до 90° дополняется до 
прямаго угломъ, менынимъ 45°, а тригон. величины остраго 
угла равны обратнымъ тригон. величинамъ угла, допол- 
няющаго его до 90° (§ 4), то тригон. величины всйхъ 
угловъ будутъ определены, если оне известны для угловъ 
отъ 0° до 45°. Напр.

Sin 750 = cos (90° — 75°) == cos 150
tg 60° = cotg (90° — 60°) — cotg 30°.
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Кроме того нетъ надобности вычислять все тригон. 
величины этихъ угловъ; достаточно знать одну только, 
а съ помопцю ея по § 10 могутъ быть вычислены и 
остальныя.

§ 16. Опишемъ рад!усомъ, равнымъ еди­
нице, дугу и разд'Ьлимъ хорду ея АВ и соот- 
BBTCTByIoli ей центральный уголъ АСВ ли- 
шею CD пополамъ, тогда увидимъ, что синусъ 
угла ACD равняется половине хорды 
двойнаго угла АСВ.

Съ помощно этой теоремы легко определить тригон. 
величины угловъ въ 45°, 30° и 18°, т. е. такихъ, которые 
равны половинамъ центральныхъ угловъ правильныхъ 4, 6, 
10 — уголышковъ.

1) Если лишя АВ будетъ сторона прав/ 4 — уголь­
ника вписаннаго, то АСВ — 90° и ACD =45°, почему и 
САЕ = 45°, след. АЕ = СЕ. Такъ какъ АВ = J/12 -р 12 
— V 2, то АЕ = СЕ = IV2» т- е-

sin 45° = | 2 = 0,7071067 = cos 45°
АЕtg 45° = = 1 = cotg 45°.

~ Lb "

2) Если лишю АВ примемъ за сторону прав. 6 — уголь­
ника, то АВ = АС = 1 и АСВ = 60°, след. ACD = 30°. 
Такъ какъ АЕ = | и СЕ — pzl — | = £ J/3, то

sin 30° = = 0,5 = cos 60° (§ 4)
cos ЗОо ~ |]<з — 0,8660254 = sin 60°

AF 1tg SO« = __ = 0,5773502 = cotg 600

colg 30° = = К3 = 1,7320508 = tg 60°.

3) Если АВ будетъ сторона прав. 10—угольника, 
то АСВ = 36° и ACD = 18°. Въ такомъ случае АВ есть 
болышй отрезокъ рад!уса,' разделеннаго въ среднемъ и край- 
немъ отношеши, т. е.
1: АВ = АВ : 1 — АВ или АВ2 4- АВ = 1, след. 

АВ = 4(]/5 -- 1) и АЕ = 4(У5 -- 1),
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. СЕ = К1-А(Г5-1)2 = |"|//У^, т. е.

sin 18° = |(К5 — 1) = 0,3090169 = cos 72°

cos 18° = = °’9510565 = sin72°

tg 18° = ^4^ = 0,3249196 = colg 72°

cotg 18° = IE = V5+275 = 3,0776835 = tg 72°.

§17. Съ помопцю найденныхъ тригон. величийъ мо- 
гутъ быть вычислены тригон. величины всЪхъ угловъ. 
Посредствомъ Формулъ (16), (17), (18) и (19) можно по- 
даннымъ тригон. величинамъ двухъ угловъ вычислить три­
тон. величины ихъ суммы и разности, напр.

sin 12° = sin (30° — 18°) — sin 30° cos 18° — cos 30° sin 18° 
= 0,2079117 = cos 78°.

По даннымъ синусамъ и косинусамъ какого либо угла съ по- 
монцю Формулъ (20) и (21) можно вычислить синусы и 
косинусы угловъ, которые вдвое, втрое и т. д. бол^е, а 
пользуясь Формулами (24) и (25) можно найти синусы и 
косинусы угловъ, вдвое меньшихъ, напр. изъ cos 18° 
можно найти:

sin 9» = 1 ~ C°S 18° = 0,1564345

cos 9о & = 0,9876883 '

sin 4o 30' =1 — °0S 9° = 0,0784591.

Продолжая такимъ образомъ мы дойдемъ до тригон. величинъ 
. . 45' . 45' . 45'очень малыхъ угловъ, sm 45 , sm — , sm-;-, sin ., , j , , 2’4’8

sin45‘, sin^ = 0,00040905, sin^ = 0,00020452 и т. д.

Разсматривая рядъ полученныхъ такимъ образомъ тригон. 
величинъ весьма малыхъ угловъ, мы замЪтимъ, что углы 
относятся какъ ихъ синусы, и это заключеше тъмъ 

2

I TRU Roancukogu; 
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справедливее, чемъ меньше взяты углы. Такимъ образомъ 
sin 1' определится изъ пропорши:

sin — : sin l' = : 1', след, sin 1'= 0,00029088.
64 64

Зная sin 1' мы можемъ получить cos 1' (§ 10, 4), потомъ 
sin 2’ (§ 12,20), далее (§ 11,16) sin 3', sin 4' и т. д., 
переходя отъ однаго угла къ другому минутою большему. 
Такимъ образомъ можно вычислить все тригон. величины.

IV. Объ употреблеши 
тригонометрическихъ таблицъ.

§ 1S. Въ тригон. таблицахъ для всехъ угловъ отъ 
0° до 90° даются логариомы соответствующихъ имъ тригоп. 
величинъ, такъ что для каждаго угла можно найти соответ- 
ствуюпця тригон. величины и наоборотъ для какой либо тригон. 
величины—соответствующей ей уголъ. Въ дальнейшемъ изло- 
жеши мы будемъ ссылаться на таблицы Вега, обработанный 
Бремикеромъ; при этихъ таблицахъ есть описаше ихъ 
устройства и употреблешя.

1) Синусы и косинусы всехъ угловъ, тангенсы 
угловъ отъ 0° до 45° и котангенсы угловъ отъ 45° 
до 90° меньше единицы, потому логариомы ихъ имеютъ 
отрицательный характеристики; тангенсы же угловъ отъ 45° 
до 90° и котангенсы отъ 0° до 45° имеютъ положительные 
логариомы; по этому для установлешя единообраз!я въ 
таблицахъ все логариомы, имеюпце отрицательную 
характеристику, увеличены 10ыо, наир.
sin 30° = 0,5, след, log sin 30° = log 0,5 = 0,6989700—1, 

между темъ какъ въ таблицахъ написано

log sin 30°= 9,6989700.
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Такимъ образомъ для получешя пстиннаго лога- 
риема какой либо тригон. величины, меньшей еди­
ницы, должно вычесть 10, т. е. прибавить —■ 10 къ 
логариому, найденному въ таблицахъ, наир.

log sin 12° = 9,3178789 — 10 = 0,3178789 — 1.
Соответствующее логариому число, sin 12° = 0,2079117, 
находится съ помопцю обыкновенныхъ логариомическихъ 
таблицъ.

Если нужно определить уголъ, соотвьтствующШ дан­
ной тригон. величине, напр. tgx= 0,3249196, то на­
добно найти логариемъ этой величины 0,5117760 — 1, 
прибавить къ нему 10, потому что онъ имеетъ отрицатель­
ную характеристику, такъ что получимъ 9,5117760, и 
тогда найдемъ въ таблицахъ для tgx = 9,5117760 соот- 
ветствующШ уголъ 18°.

2) Хотя въ таблицахъ углы следуютъ черезъ каждыя 
10 секундъ, но можно вычислять тригон. величины и для 
промежуточпыхъ угловъ, выраженныхъ въ секундахъ или 
доляхъ секунды, съ помопцю граФЫ, обозначенной въ триг. 
таблицахъ буквою d *или. de (differentia communis), где 
дается изменеше логариема тригон. величинъ при изменены 
угла на 10 секундъ. Это вычислеше основывается на 
томъ, что разности мало различающихся угловъ 
относятся какъ разности логариемовъ соответ- 
ствующихъ имъ тригон. величинъ.

При вычислеши нужно всегда иметь въ виду, что съ 
увеличешемъ остраго угла его с ину с ъ и тангенсъ увели­
чиваются, а ко сипу съ и котангенъ уменьшаются (§ 14).

При употреблеши триг. таблицъ могутъ встретиться 
задачи двухъ родовъ: къ данному углу прШскать соответ­
ствующую тригон. величину, или пршскать уголъ, соот- 
ветствуюпцй данной тригон. величине.

Найти тригон. величину, соответствующую 
данному углу.

§ 19. 1) Найти log sin 3 7°15'2 6",3.
Въ тригон. таблицахъ мы находимъ, что log sin 

37°15'20// = 9,7820217; съ увеличешемъ угла 37°15'20" 
2*
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на 10", посл'Ьдше десятичные знаки его log sin увеличатся 
277™, потому изменяя этотъ уголъ на 1", измЬпимъ посл'Ьд­
ше десятичные знаки его log sin на 27,7, а при увеличены 
даннаго угла на 6",3 посл'Ьдше десятичные знаки увеличатся 
на 27,7 X 6,3 = 174,51, такъ что

log sin 37°15'20" = 9,7826217 
27,5X6,3= + 174,51

logsin 37°15,26,/,3 = 0,7820392 — 1.

Если требуется найти sin 37°15,26",3, а не его лога- 
риемъ, то прШскиваютъ въ логариомическихъ таблицахъ 
число, соответствующее логариому 0,7820392 — 1, и тогда 
получается sin 37°15'26",3 == 0,6054955.

2) Найти log cos 45°41'44",25

log cos 45° 41'40" = 9,8441569 
21,6X4,25 = —91,8

log cos 4541'44",25 = 0,8441477 — 1.

При увеличены угла 45°41'40" на 10" посл'Ьдше десятичные 
знаки его log cos уменьшаются 216™, слЬд. при увели- 
чеши угла на 1" они уменьшаются на 21,6, а при увели­
чены на 4",25 уменьшаются на 21,6X4,25 = 91,8.

3) Найти logtg 5 6°2 2'3", 89
log tg 56°22' = 0,1770234

45,7X3,89 = + 177,773
logtg 56°22'3",89 = 0,1770412.

4) Найти log cotg 14°5 5'18",02
logcotg 14° 55'10" = 0,5743959

84,6X8,02 = — 678,482

logcotg 14°55'18",02 = 0,5743281.

§ SO. Тригон. величины тупыхъ угловъ находятся 
по Формуламъ § 5 и § 6 двумя способами: отнимаютъ 
данный уголъ отъ 180° и отыскиваютъ требуе­
мую тригон. величину полученнаго въ остатке 
остраго угла, или отнимаютъ отъ даннаго угла 90° 
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и прпюкиваютъ для полученнаго въ остатка остраго 
угла тригон. величину, обратную требуемой.

1) Найти log sin 98° 3'2".

Если обозначимъ для краткости 98° 3'2" черезъ а, то 
отыскивая по первому способу получимъ:

sin а = sin (180° — а) = sin 81° 56' 58"
log sin 81° 56' 50" = 9,9956964

2,9X8 = +23,2
log7sin 98° 3' 2" = 0,9956987 — 1.

По второму способу:
sin а — cos (а — 90°) = cos 8° 3' 2" 
logcos8°3' = 9,9956993

2,9 X 2 = — M
log sin 98° 3'2" = 0,9956987 — 1.

2) Косинусъ, тангенсъ и котангенсъ тупаго 
угла, какъ величины отрицательный, не им'Ьютъ логариомовъ; 
но въ такомъ случай отыскиваютъ логариомы ихъ абсолют- 
ныхъ величинъ и приписываютъ къ нимъ букву (п), чтобы 
показать, что соотв,Ьтствующ1я этимъ логариемамъ числа 
должны быть взяты со знакомъ минусъ. Напр.

Найти log cos 144°4'51", 3.

Если обозначимъ уголъ 144° 4'51", 3 черезъ а, то 

cos а = — cos (180° — а) = — cos 35°55'8",7 
log cos 35°55' = 9,9084159

15,3X8,7 = — 133,11
log cos 144° 4'51",3 = 0,9084026 — 1 (n).

По второму способу:
cos а = — sin (а — 90°) = — sin 54° 4' 51", 3 *
log sin 54° 4'50" = 9,9084006

15,3X1,3 = +19,89
log cos 144° 4'51", 3 = 0,9084026 — 1 (n).
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Чтобы найти самый косипусъ, должно пршскать число, 
соответствующее логориему 0,9084026 — 1 и написать пе- 
редъ нимъ знакъ минусъ, такъ что -

cos 144°4' 51 ",3 — — 0,8098463.

3) Такимъ же образомъ паходимъ
logtg 125°24'3111 = 0,1481980 (п)

tg 125° 24'3 Г' = — 1,4066886 
log cotg 10902'28" = 0,5379852 — 1 (n)

cotg 109° 2'28" = — 0,3451304.

Найти уголъ, соответствующий данной 
. тригон. величине.

§х31. Если дано будетъ

log sin х = 0,6389576 — 1,

то прибавивъ къ логариому 10 получимъ 9,6389576. Вт, 
таблицахъ отыскиваема, между логариемами синуса, мень­
шими 9,6389576, такой, который болйе всехъ подходитъ 
къ 9,6389576. Такой логариомъ будетъ 9,6389376, менее 
данпаго на 0,0000200, и ему соответствуешь уголь 25°48'50". 
Въ таблицахъ же находимъ, что съ увеличешемъ 436™ 
последпихъ десятичныхъ знаковъ логариема 9,6389576 уголъ 
25°48'50" увеличится на 10", след, увеличивая логариомъ 
43,6™, мы увеличимъ уголъ на 1", а потому, если прпба- 
вимъ къ 25°48'50" столько секундъ, сколько разъ 43,6 
заключается въ 200, то получимъ искомый уголъ х. Та- 
кимъ образомъ

log sin X — 9,6389576
log sin 25°48'50" = 9,6389376 

x = 25° 48' 54", 59.

Такъ какъ (по § 5) синусъ остраго угла есть въ тоже 
время синусъ смежнаго съ нимъ тупаго, то и

X = 180°— 25°48' 54",59 = 154°11'5",41.
2) Такимъ образомъ данному синусу могутъ соот­

ветствовать два различные угла, между темъ какъ коси- 
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нусъ, тангенсъ и котангенсъ могутъ принадлежать 
только одному определенному углу, потому что по знаку 

или—) этихъ тригон. величинъ можно судить, соответ- 
ствуютъ ли оне острому пли тупому углу. Такъ напр. 
cos х = 0,5 соответствуем х = 60°, a cos х = — 0, 5 
соответствуем х = 180 — 60° —120°. Если бы cos х былъ 
данъ въ виде логариома, то въ первомъ случае онъ выра­
зился бы черезъ log cos х— 0,6989700 — 1, а въ второмъ 
черезъ log cosx = 0,6989700 — 1 (п) или log (— cos x) 
= 0,6989700 — 1.

3) Если дапъ log cos x = 0,7390193—1, то имеемъ 
log COS X = 9,7390193 

log cos 56045’ = 9,7390129

x= 56044/58",01.

Точно также найдемъ, что

для log tg х = 0,0328564 х = 47°9' 55",01
ДЛЯ log cotg х = 0,4771213 х = 18° 265", 82.

§ 22. Тупые углы могутъ быть определены по 
данпымъ тригон. величннамъ (§ 5 и § 6) двоякимъ спо- 
собомъ: определяютъ острый уголъ, соответствующий 
данной тригон. величине и вычитаютъ его пзъ 180°, 
— или принимая данную тригон. величину за ея 
обратную, (sin за cos, tg за cotg) отыскиваютъ уголъ, 
соответствующий этой последней и прибавляютъ къ 
нему 90°.

1) Если дано log cos х = 0,9084026 — 1 (п), то имеемъ

log cos (180° — х) = 9,9084026
log cos 35° 55' 10" = 9,9084006

180° — x = 35° 55'8", 7, x = 180° — 35° 55'8", 7 
= 144°4'51",3.
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По второму способу имеемъ
log sin (х — 90°) = 9,9084026 х 
log sin 54°4'50" = 9,9084006

, х —90° = 54°4'51",3, х = 54° 4'5 1"’ 3+90° 
' = 144°4'51",3.

2) Если данъ будетъ tg х = — 2, то отыскиваютъ сна­
чала log 2. Изъ log tgx = 0,3010300 (и) следуетъ, что 
х = 116°33'54",19.

3) Изъ log (— cotg х) = 0,5346294 следуетъ, что 
х= 16343'21",46.

§'23. При определены угловъ, близко подходящихъ 
къ 0° или къ 90° по данной тритон, величине или при 
определены тритон, величины по данному углу такого рода 
нужно принять къ сведеыю следующее.

' Если синусъ и косинусъ близко подходятъ къ единице, 
то величина ихъ изменяется очень мало съ увеличешемъ или 
уменьшеыемъ угла т. е. изменеше синуса около 90° и коси­
нуса около 0° очень незначительно. Если же синусъ и 
косинусъ приближаются ко своимъ наименьшимъ значе- 
ыямъ (т. е. синусъ около 0° и косинусъ около 90°), то они 
изменяются быстро. Такимъ образомъ различ!е между 
log cos 3' и log cos 4' или что тоже, между log sin 89°57', 
и log sin 89°56', начинается только съ 7го десятичнаго 
места, между темъ какъ log sin 3' и log sin 4', или что тоже, 
log cos 89° 57' и log cos 89°56', отличаются уже своими 
характеристиками. ЧЬмъ быстрее изменяется какая либо 
тригон. величина съ изменешемъ угла, темъ съ меньшею 
погрешностью определяется изъ нея уголъ. Потому для 
определешя очень малыхъ угловъ должно пред­
почтительно употреблять ихъ синусы, для угловъ 
близкихъ къ прямому — косинусы или же въ пер- 
вомъ случае тангенсы, а во второмъ котангенсы.

§ 24. Разность между десятью и логариемомъ назы­
вается дополнен!емъ логариема, напр.

доп. log 4 = 10—0,6020600 = 9,3979400.
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Чтобы получить дополнеше логариома, имйютцаго отри­
цательную характеристику, должно вычесть его мантиссу изъ 
10 и къ остатку прибавить характеристику, взятую съ 
положительнымъ знакомъ, папр.

ДОП. log 0,03 = 10 — (0,4771213 — 2) = 10 — 0,4771213 Н- 2
= 11, 5228787.

Такъ какъ а — Ъ = а+ (10 — Ь) — 10, то для вы­
читан! я однаго логариома изъ другаго доста­
точно къ уменьшаемому прибавить дополнеше 
вычитаемаго логариома и изъ найденной суммы 
вычесть 10.

Такая замена вычиташя сложешемъ преимущественно 
употребляется въ такомъ случай, когда отъ логариома 
или отъ суммы нйсколькихъ логариомовъ вычи­
тается нисколько другихъ логариомовъ, папр.

___ sin 39015‘Xtg 117°14'
Х “ tg 95° X cotp3W ’

Знакъ этого выражешя зависитъ отъ того, будетъ ли 
число отрицательныхъ производителей четное или нечетное, 
и такъ какъ при логариомахъ отрицательныхъ производи­
телей ставится буква (п), то если буква (п) повторяется 
четное число разъ, искомое число х будетъ положительно, 
если же нечетное, — то отрицательно. Такимъ образомъ 
имйемъ:

log sin 39° 15' = 0,8012015—-J
log tg 117014' = 0,2884746 (n)
CD. log tg 95° = 8,9419518—10(n)
CD . log tg 93° 30' = 11,2135139 —10 (n)

logx = — 0,2451418 (n)
x = — 1,7584976.
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V. Тригонометричесыя величины 
угловъ, большим» ISO" и отрица- 

тельныхъ.

§ 25. Чтобы применить тригон. 
величины къ угламъ, большимъ 180°, 
опщпемъ рад!усомъ, принятымъ за еди­
ницу, окружность и раздЬлимъ ее двумя 
д!аметрами на четыре равный части 
АС, СЕ, EG, GA. Примемъ АО за не­
подвижный раддусъ, а точками B,D,F,H 
обозначимъ положеше подвижнаго рад!уса 

въ различныхъ четвертяхъ окружности, изъ которыхъ АС 
будемъ считать за первую, ЕС за вторую и т. д. Тогда 
sin АВ= BP, cos АВ = OP, sinACD = DQ, cos ACD = OQ; 
далЬе sin АСЕ = FQ и cos АСЕ = OQ, наконецъ 
sin АСЕН = HP и cos ACEH = OP.

Такъ какъ мылриняли, что синусы 1ой и 2ой чет­
верти положительны, а лиши FQ и HP им'Ьютъ направ- 
леше, противоположное лишямъ DQ и ВР, то синусы Зей и 
4ой четверти должны считаться отрицательными. ДалЬе лиши 
ОР и OQ им'Ьютъ противоположное направлеше, и такъ какъ 
косинусы 1ой четверти положительны, то косинусы 4ой 
четверти будутъ также положительны, а 2ой и Зей четверти 
отрицательны. Изъ знаковъ синусовъ и косинусовъ слЬ- 
дуетъ, что тангенсы и котангенсы 1ой и Зей чет­
верти положительны, а 2ой и 4ой отрицательны.

Подобными разсуждешями какъ въ §14 можно 
вывести слЬдуюпце предЬлы для тригон. величинъ всЬхъ 
угловъ отъ 0° до 360°.

О« 90° 180° 2700 360°

Синусъ 0 1 0 — 1 0
Косинусъ 1 0 — 1 0 1
Тангенсъ 0 + со- 0 -|- ОЭ -- 0
Котангенсъ 0 0 ----  СО.
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§ 26. ОпредЬлеше тригон. величинъ угловъ, боль- 
шихъ 180°, можетъ быть приведено къ определенно тригон. 
величинъ острыхъ угловъ, при чемъ достаточно только раз- 
смотреть синусы и косинусы, потому что тангенсы 
и котангенсы получатся изъ нихъ черезъ простое делеше.

Назовемъ черезъ а въ Фигуре §25 уголъ АОВ = ВОЕ 
= EOF = AOH; тогда ВР= DQ = FQ= HP, OP = OQ 
и уголъ Зей четверти, измеряемый дугою АСЕ, будетъ 
а+ 180°. Принимая въ соображеше знакъ тригон. вели­
чины мы получимъ непосредственно изъ чертежа с лед у toini я 
Формулы:

[ sin (а + ISO0) = — sin а
1 I cos (а + 180°) — — cos а.
Если обозначимъ уголъ а-{-180° черезъ Аш, тогда 

а = Аш •— 180°, след.
j sin А1П = — sin (Аш — 180°)

2 ) 1 cos АШ = — cos (АШ — 180»).

Наир, sin 196°= — sin (196° — 180°) = — sin 16°. 
Такъ какъ log sin 16° — 0,4403381 — 1, то log sin 196° = 
0,4403381 — 1 (п), след, sin 196°= - 0,2756374. Точно 
также cos 228° =— cos 48°, tg 234° = tg 54°, cotg 216 = 
cotg 36°. -

Если сравнимъ тригои. величины дуги АСЕН, соответст­
вующей углу 360° — а, съ тригон. величинами угла АО В = а, 
то найдемъ, что

j sin (360° — а) = — sin а
I cos (360° — а) = cos а.

Этимъ Формуламъ можно придать другой видъ, под- 
ставивъ вместо а его дополнеше 90° — а, тогда

sin [360° — (90° — а)] = — sin (90° — а)
т. е. sin (270° —a) — cos а,
и точно также cos (270° а) = sin а.

Обозначимъ уголъ 270° -{- а черезъ AIV, тогда 
a = AIV — 270°, след.

J sin AIV = — cos (Aiy — 39*0 °)
4) 1 cos A1V = sin (AIV — 270°).
Hanp. sin 340° = — cos (340° — 270°) — — cos 70°; 

cos 293» = sin 23°, tg 308° = — cotg 38°, cotg 301° = — tg 31°.
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§ 27. Отрицательный уголъ получится, если мы 
будемъ вращать подвижный рад!усъ отъ его иачальнаго поло- 
жешя въ сторону, противоположную топ, въ которую мы вра­
щали этотъ рад!усъ для получешя положительныхъ угловъ. 
Опишемъ по обйимъ сторонамъ неподвижнаго раддуса АО 
равные углы АОВ = +а и АОН = — а (фиг. §25), тогда 
изъ чертежа увидимъ, что

sin (— а) = — sin a, cos (— а) = cos а^ *слйд.
tg (— а) = — tg a, cotg (— а) = — cotg а.

§ 28. Если мы, описывая положительные углы, будемъ 
продолжать вращеше рад!уеа и за 360°, то онъ будетъ при­
нимать вей положешя, который онъ имйлъ при первомъ вра- 
щеши отъ 0° до 360°, и оттого для угловъ а 4- 360°, 
а 4-2.360° и т. д. получатся тйже тригон. величины, каьчя 
мы получали для угла а, меньшаго 360°. Такимъ образомъ, 
обозначивъ черезъ п какое либо цйлое число, будемъ пмйть 

sin(a-n.3600)=sina, cos (а 4-и. 360°)=cos а
tg (а 4-и»360°) = Ша? cotg(a;4-n«36O°) = cot£а.

Такъ какъ во вейхъ углахъ, болыпихъ 180°, С и ну с ъ 
и Косинусъ образуютъ, точно также какъ въ углахъ 
меньшихъ 180°, катеты прямоуголытаго тре—ка, то вей 
Формулы §10, выведенпыя изъ уравнены sin2a 4- cos2a= 1, 
, „ „ sin а „ , cos а . -tg а =------и cotg а = ——, имйютъ мйсто и для вейхъ cos а ° sina
угловъ, болыпихъ 180°. Годность Формулъ § 11 и вы­
вел енпыхъ изъ нихъ въ §12 и § 13 слйдствш для вейхъ 
возможныхъ угловъ легко доказать такимъ же образомъ, какъ 
можетъ быть доказано годность Формулъ § 11 для тупыхъ 
угловъ.
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VI. РгЬшен1е
прямоугольныхъ треугольников!».

§ 29. Если въ прямоугольномъ тре—Kt кромЪ пря- 
маго угла, который всегда уже V3BBCTeIb, даны еще двЪ 
катя либо части, а именно: острый уголъ и одна сторона, 
или дв^ стороны, то можно вычислить BCb остальныя части 
тре—ка. При этомъ могутъ быть даны 1) гипотенуза и 
острый уголъ, 2) катетъ и острый уголъ, 3) гипотенуза и 
катетъ, 4) оба катета.

Будемъ постоянно обозначать прямой уголъ буквою А, 
гипотенузу буквою а, острые углы черезъ В и С, а противо- 
лежапце имъ катеты черезъ Ь и с, площадь тре—ка 
буквою F.

П е р в ы п с л у ч а й. _

§ 30. Даны гипотенуза а и острый уголъ В; 
найти С, Ь, с, F. ч

PBu. 1) С=9О° -В 2) b=asinB
3) c = acosB 4) F=ybc — ya* 2sinßcosB.
По § 12, 20 sin В cos В = | sin 2 В, СЛ^Д.

F = |a2sin2B.

Пример. Если а= 987,31 Футъ, В = 46°28'35",2, тогда
1) C=430 31‘24",8

2) log а — 2,9944535 3) loga == 2,9944535
log sin В = 9,8603927 — 10 log cos В = 9,8380003 — 10

log b = 2,8548462 log c = 2,8324538
b = 715,8898 Футъ c = 679,9137 Футъ

4) log b = 2,8548462
log c = 2,8324538

log 2 F 7= 5,6873000
2 F = 486743,33

C

F = 243371,665 ПФутъ.
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Если В близко къ 90° и посему b = a sin В не мо- 
жетъ быть точно вычислено (§ 23), то опредЬляютъ сна­
чала с = a cos В и потомъ уже вычисляютъ b по Формуле 
Ъ = ]/(а+с) (а —с). Если же В близко къ 0°, то сначала 
вычисляютъ b = a sin В и потомъ с по Формуле 
с =]/(а4-Ь) (а—Ь). -

. Второй случай.

§ 31. 1) Даны катетъ с и прилежании къ 
нему уголъ В; найти С, Ъ, a, F.

Реш. 1)0 = 90° — В 2)b = ctgB

3) — = cosB, сл,Ьд.а = —4) F = ^bc=^c2tgB.7 a cosB 7 2 2 ®
Если с= 1378,14 Футъ, В = 3°37'49", то C=86022/11",

Ъ = 87,4364ф., а=1380,911Ф., F=60249,805 □ ф.
2) Даны катетъ с и противолежаний ему 

уголъ С; найти В, b, а, F. •

Реш. 1)В = 9О° —О 2)-^ = tgC, след. Ь *' 
7 ь tg о

ß 4* ___ »*23)-=$™с,елЪд.а=я^ 4)1^60 = ^.

Вторая задача въ сущности совершенно сходна съ 
первою, если мы будемъ разсматривать уголъ В какъ данную 
величину.

Если В близко къ 0 °, след. С близко къ 90°, то гипо­
тенуза а не будетъ точно определяться ни изъ , ни изъ

• Въ такомъ случае вычисляютъ % а изъ выражешя 
, _ ь
8 sin В

Т р е т i й случай.

§ 33. Даны гипотенуза а и катетъ Ъ; 
найти В, С, с, F.



31

РЪш. 1) sinB=^ 2) cos С = — или C=9O°-В 

3) c = acosB или с = V(a+»)(a—b)

4) $ be v(a+ b) (a—b)

Если a =246, 7 Ф., b = 135,9 ф., тогда В = 33°25'36", 6, 
C=56°34'23",4, с = 205,893 ф., F= 13990,45 Q ф.

bЕсли — приближается къ 1, то вычисляютъ сначала 

с = J/(a 4-Ь) (а — Ь) и потомъ В и С изъ уравнешя 
tg В = -5- = cotg С. Если же — приближается къ 0, то опре- 

дЪляютъ с изъ c = J/(a+b)(a —Ь) или изъ с = b cotg В 
= b tg С.

Четвертый случай.

§ 33. Даны оба катета Ь, с; найти В,С,а,Е. 

РЬш. 1)tgB=^ 2) cotgc=" или 0=00°— В

3) = sin В, слЬд. а -= -h. или а= УЬ2 + с2
« Sill ■»

4)Г=*Ьс.

Если b = 563,3 ф., с = 378,2 ф., то В = 56°7'21",23, 
С= 33° 52(38",77, а = 678,4856 ф., F = 106520,03 □ ф.

§ 34. Треугольникъ можетъ быть вычисленъ не только 
по даннымъ сторонамъ и угламъ, но также, если будутъ 
известны ташя у слов! я, который выражаютъ связь между 
частями тре—ка, такъ напр. если даны площадь и острый 
уголъ, площадь и одна сторона, гипотенуза и опущенный 
на нее изъ противолежащей вершины перпендикуляръ, сумма 
двухъ сторонъ и третья сторона и т. д. Р^шеше задачъ 
такого рода всегда можно привести къ одному изъ разсмо- 
тренныхъ нами случаевъ, если число данныхъ услов!й рав­
няется числу искомыхъ частей тре—ка.
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VII. Р1»шен1е 
равнобедренныхъ тре—ковъ.

§ 35. Будемъ обозначать основаше 
равнобедреннаго тре—ка буквою а и про- 
тиволежащШ ему уголъ буквою А. По при- 

MHB равенства сторонъ b = с и угловъ 
В = С для рТипешя тре—ка достаточно знать 

только двЪ части, а именно 1) или основаше и одинъ 
уголъ, 2) или боковую сторону и одинъ уголъ, 3) или 
основаше и боковую сторону.

Если проведемъ высоту AD = h, то уголъ BAD = 4 А, 
лишя BD=|a и площадь F = |ah. Такъ какъ В = С, то 
А+2В = 180°.

§ 36. Даны основан1е а и уголъ В или А.
РЪш. 1)

2)

3)

А = 180° — 2В или В = 90°—|А
Изъ a=ccosB сл'Ьд. с = 

По h = |atgB = |а cotg^A

а _ а
2 cos В ~ 2 sin У А 
сл'Ьдуетъ.

F = у ah = |a2tgB = |a2cotg| А.

§ 37. Даны боковая сторона с и уголъ В 
или А.

Р'Ьш. 1) А = 180°—2 В или В = 90°—IА
2) а = 2ccosB = 2csin|A
3) F — |ah, HO a = 2ccosB, h=csinB, СЛ1>Д.

F = c2cosBsinB — c2sin^Acos|A = ^c2sinA (§12,20).

§ 3S. Даны ocHOBaHie а и боковая сторона с.

Р^Ш. 1) cosB=na . 2)А=180°—2В
2с

3) F = Iah =4»j/(c + 0 (с-0

Прим^ръ. а=6Ф., Ь=с=5ф., А = 73°44'23",24, 
В = С= 53°7'48",38, Е=12Пф.



33

§ 39. Решеше ’равнобедренныхъ тре—ковъ приме­
няется при вычислеши правильныхъ многоугольниковъ, впи- 
санныхъ въ кругъ и описанныхъ около него.

По данной стороне s правильнаго п — уголь­
ника определить рад!усы г и R круговъ вписан- 
наго и описаннаго и площадь F мно — ка.

Реш. Пусть ВАС будетъ одинъ изъ равнобедренныхъ 
тре—ковъ, на которые .разделяется п—угольникъ лишями, 
проведенными изъ центра А къ вершинамъ угловъ, тогда
перпендикуляръ AD = г, АВ = R, ВС = s, 
^ВАС=3^° и ВАП=,80°- 

п п

BD =4-8.

Такъ какъ AD = г = BD cotg BAD, 
y*=sinBAD, сл1д. AB = R=АЯк- то 
AB smBAD

1)

2)

1 , 1800
г = 25 . cotg ------

SR = о . 180°2 sm ----  п

sr °
3) F = n = |s2n,cotg•

Примеръ. Если 8=64ф., п = 9, то г = 87,91928 Ф.,
R= 93,56174 ф., F= 25320,75 □ ф.

, § 40. По данному рад!усу г круга опреде­
лить сторону, периметръ и площадь вписаннаго 
и описаннаго прав, п — угольника.

Реш. Пусть въ Фигуре § 39 ВС и EF будутъ сто­
роны впис. и опис. п—угольника, тогда АВ = AG=r, 2С BAG 

180° nn «nn I • i80° лп c 180° =------ ’ BC = 2 BD , BD = r sm----- , AD = r cos ,
n n n

след, во в пи санном ъ n—угольнике.-

-.А nn « • 180° . 180°1) сторона ВС = 2r sm 2) периметръ = 2nr sm —

3
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180° 180°3) площадь = 4пер. У AD = nr2sin---- .cos—- =nn
|nr2sin (§ 12, 20)

Такъ какъ EF = 2EG, EG — AGtg 180° = rtg ,

то въ описанномъ n—угольник!,:
180° 180°4) сторона EF = 2rtg —-, 5) периметръ = 2nrtg ----  

г 180°6) Площадь = — X перим. = nr2tg •

Прим'Ьръ. Если г=|, п= 21600, слЕд. ^-=30", 

тогда находимъ, что периметръ вписаннаго и описаннаго 
мно—ка = 3,1415926, изъ чего слЪдуетъ, что и окружность, 
заключающаяся между обоими периметрами, должна выра­
жаться тъмъ же числомъ.

VIII. Pbuenie косоугольных!.
треугольниковъ.

С

§ 41. Разсмотримъ сперва некоторый предложешя, 
на которыхъ основано рЪшеше косоугольныхъ тре—ковъ.

Если изъ вершины С остроугольнаго 
или тупоугольнаго тре—ка АВС опустимъ 
на противолежащую сторону АВ или ея про- 
должеше перпендикуляръ h, то въ обоихъ 
случаяхъ h = b sin А и h = a sin В, ел !д. 
b sin А = a sin В или

a:b = sin AssinB, и точно также 
а: с = sin А: sin О
b: с = sin В: sin О.

Т. е. Стороны тре — ковъ относятся какъ 
синусы противолежащихъ имъ угловъ. -
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§ 42. (Фиг. § 41). По известному предложение, пла- 
ниметрш

въ первой Фигуре а2 = Ь2 4- с2 — 2с . AD 
во второй Фигуре а2 = Ь2 4- с2 4- 2с . AD

Такъ какъ въ первомъ случае AD — b cos А, во второмъ 
AD = — b cos А, то подставивъ въ предъидупця выражешя 
вместо лиши AD равныя ей величины/ получимъ для обоихъ 
случаевъ:

1) a 2=b2+c3—gbccosA, след. cosA_biea2 
" 2Ьс

2) b 2=a24-c2—gaccosB, след. eos7 2ас
3) с 2=а2+Ь2—2аЬ cos О. след. cos О —а ~^> -­

1 7 gab
Во всякомъ тре—къ квадратъ одной стороны 

равенъ сумме квадратовъ прочихъ сторонъ безъ 
удвоеннаго произведешя этцхъ же сторонъ на 
косинусъ заключающегося между ними угла.

§ 43. Такъ какъ а : b = sin А : sin В, то и

а4~Ь:а — b = sin А 4-sin B:sin А — sin В или (§12,30,31, §10,12) 
a-j-b __ sinA—sinB_ 2siny(A4-B) cosy (А— В)__ tg± (А4-В) иди
а — b sinA — sinB 2 cos У (АВ) sin (А—В) tg|(A — В)

а 4- b: а — b = tg 4 (А 4- В): (А — В).
Сумма двухъ сторонъ тре—ка относится къ 

ихъ разности какъ тангенсъ полусуммы противо- 
лежащихъ имъ угловъ относится къ тангенсу полу­
разности тйхъ же угловъ.

Такъ какъ А4-В = 180° — С и у(А-|-В) = 900—уС, 
след. tgy(A + В) = cotgyC (§ 4), то предъидущую Формулу 
можно представить и въ такомъ виде:

а + b: а — b = cotg у О s tg У (А — В).

§ 44. Если даны сумма и разность двухъ вели- 
чинъ, то большая изъ нихъ определится, если къ 
полусумме прибавлить полуразность, а меньшая, 
если отъ полусуммы отнять полуразность.

з*
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Пусть х будетъ большая, у меньшая величина, сумма 
ихъ s, а разность d, тогда x + y = s, х — у = d. Склады­
вая и вычитая эти уравнешя получимъ:

x = ^(s + d), y = ^(s —d).

§ 45. Площадь-. (F) тре—ка равна половин^ 
произведешя двухъ его сторонъ, умноженной на 
синусъ угла, заключающегося между ними.

Изъ Фигуры § 41 видно, чтоЬ = a sin В, и F = |ch 
= | ас sin В. Точно также Е=| bcsinA = |absinC.

Первым случай.

§ 46. Даны сторона а и два угла; найти b, с, F*

РЪш. Если даны два угла тре—ка, то и трепй тоже 
извъстенъ. По§41и§45 имЪемъ

пь — П , a sin С
г/V ^Баг 2)с=-ййа

/ \ ^absinC _ а2 sin В sin С
? B % ” 2sinA *

Изъ а = 487,5Фут., А=103°48', В = 42°25' сл^- 
дуетъ С=33°47', Ь = 338,601 Фут., с=279,13367 ®ут„ 
Е=45893,35 □ ф.

Второй случай.

§ 41. Даны стороны а, Ь, и лежаний между 
ними уголъ С; найти А, В, с, F.

Р^ш. Если вычислимъ полусумму угловъ А и В, то 
найдемъ ъ(А-4~В) = 90°— у С- Полуразность этихъ угловъ 
можно получить съ помопцю пропорщи въ §43, по которой 
tg 1 (А В) = cotg I С. По § 44 находимъ

1) А=4(А + В)+1(А-В) 2)B=i(A4-B)—ЯА—В) 
„i Ä_aslii€) bsinC

} slnA sinI F—absinC.
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Чтобы избежать отрицательным количествъ, вставляют

cotg4C вместо а большую,въ Формулу tgi(A—В)=^-р5

и вместо Ь меньшую сторону тре—ка.
Пример. Изъ а = 1295,4 ф., Ъ= 835,7 ф.,

С = 74°25'30", 4 слелуетъ
'С = 37° 12'45°, 2 log (а — Ь) = 2,6624745

(A + b) _ log cotgiC = 0,1195370
2 ’ CDlog(a4-b)= 6,6713962 — 10

а + b =2131,1 logtg|(A—В) -= 9,4534077 *
a — b = 459,7 |(A —B) = 15°51'27",51

1) A = 68°38'42"31 2) В = 36° 55'47", 29
3) loga = 3,1124939 4) loga = 3,1124039

log sin С = 9,9837526 — 10 logb = 2,9220504
CD log sin A = 0,0308905 logsinC = 9,9837527 — 10

logo = 3,1270471~ log2F = 6,0182070
c = 1339,822 Ф. F = 521407,2 ПФ.

§ 48. Сторону с можно определить безъ предвари- 
тельнаго вычислешя угловъ А и В непосредственно черезъ 
а, Ь, С (§ 42,3), ________________

с = ]/а2 -j- Ь2 — 2ab cos С.

Тогда (§ 41) найдемъ sin А=^^, sinB = У” - •

Т р е т i й случай.

§ 49. Даны три стороны а, Ъ, с; найти углы 
А, В, С и площадь Г.

Реш. Изъ § 42 имеемъ

1) cos А =Ьу-с2—^2
БЪс
3) cos О

2) cos В =
_ а2+Ь2—с2

а2+с2—Ь2
9ас

з Чтобы получить Формулы, удобный для вычислешя съ 
. ь24-с2—а2помощ1ю логариемовъ, подставимъ cos А = л —— въ

уравнешя § 12, 24 и 25,
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"1 /1 -4-cos A • 1 a  1 /1 cos A mnr/гя
cos/A = V — 2---- и sin^A = V -----2---- ’ тогда

I /b2+2bc+c2—a2 . , . 1 /a2— (b2-2bc+cS
coslA = |/ ——4--------sin±A = V-------------- 4bc---------

, . l/(b+c)=-a2 . , ' 1/a=-(b-c)=cos+A = у ’ 4;c S,^A = V —.ii.r
1 a 1 /(b+c+a)(b+c—a) , j /(a+b-c)(a—b+c)

cost A = V ----------4be----------9 sm^A-j/ ----- 4bc

Обозначимъ iM'h+c черезъ тогда b + c—a 
— 2(s—a), a + b—c —2(s—c), a—b+c = 2(s—b). Вставивъ ЭТИ 
величины въ предъидупця Формулы, получимъ

Разд'Ьливъ 1ое уравнеше на 2ое получимъ

.tgu=]/5+B -
V s(s—а)

Если умножимъ числителя и знаменателя подкоренной дроби 
на s—а, предъидущее выражеше будетъ имЬть видъ

4) t А = ^1/, и точно 

также 5) tgim = E, (s-Ь) (s-c)

e)tc=1,V/(s-•)(-")(s-e)
Корень въ этихъ Формулахъ должно всегда брать съ по­

ложите льнымъ знакомъ, потому что половина всякаго угла 
въ тре—кЪ всегда острый уголъ. Для провърки счислешя 
служитъ уравнеше А + В + С=180°.

Для вычислешя площади имЪемъ (§ 45 и § 12, 20)

bc.sinA_ bc.2sin^Acos
2 2 V be V be ’

T. e, 7) F = ]/s(s —a)(s —i>) (s — c)
Изъ I be sin A = F = ]/s(s —a) (s—b) (s —с) слъдуетъ
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8) sinA=vs(s—a) (s — b)(s — c).

Далее изъ фиг. § 41 и изъ урав. 8 следуетъ

9) h = b sin А = J/s (s —a) (s — b) (s — с)

Съ помощпо последней Формулы, въ которой h есть перпен- 
дикуляръ, опущенный на сторону с изъ противоположной 
вершины, определяется высота тре—ка по даннымъ тремъ 
его сторонамъ. -

Примъръ. Если а = 97,5, Ь = 84,5 и с = 91 ф., тогда
logs = 2,1351327 log (s—b) = 1,7160033 *

log (s— a) = 1,5910646 log (s—c) = 1,6580114

. 1 /(s —a)(s —b) (s —c) . „.«A-nolog [/ v----- 1 — 1,4149733

logtgA = 9,8239087 A = 67°22' 48",46
logtg}B = 9,6989700 В = 53° T 48", 36
logtglC = 9,7569619 C = 59° 29'23", 12

log F = 3,5501060 F = 3549 □ Ф.

Четвертый случай.

§ SO. Даны стороны a, b, и уголъ А, противо- 
лежащ!й одной изъ данныхъ сторонъ; найти B,C,c,F.,

Реш. 1) sin II = bA 2) C = 1SO°—(А+В)

asinC bsinC ... —, , _ . . ~

Выражешя, найденный для С, с, F, зависятъ отъ 
угла В, который можетъ быть острымъ и тупымъ.

Если а^Ь, след, и А^В, то В можетъ быть 
только острымъ угломъ. Изъ а=154,31Ф., Ь = 123,84ф. 
А=43°17'12"3 след. В = 33°23'5",89, С=103°19'41",81, 
с = 218,9947 ф., F = 9297,517 Цф.

Если а<Ь, след, и А<В, то В можетъ быть какъ 
острымъ такъ и тупымъ. Въ такомъ случае С, с, F 
будутъ иметь по. два различныя значешя и мы получимъ 
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два треугольника, заключающие данный части. Изъ 
а = 308 ф., b = 375 ф., А = 37°45' слЪдуетъ

. logb = 2,5740313
log sin А = 9,7869056 — 10
CD log а = 7,5114493 — 10

log sin В = 9,8723862 — 10, след.

1) В = 48° 1Г 34", 78 или
2) С = 94« 3'25", 22

3) log sin С = 9,9989103 — 10 
log а = 2,4885507

CD log sinA = 0,2130944

log c = 2,7005554 
c =501,8286 Ф.

4) F = 57605,28 □ Ф. _

1) В = 131°48' 25", 22

2) C = 10026'34",78

3) log sin C = 9,2582952 — 10 
log a = 2,4885507

CD log sin A = 0,2130944

logo = 1,9599403

c = 91,18859 Ф.
4) F = 10467,6 □ Ф.

Въ частномъ случае, если а<Ъ и въ тоже время 
а = b sin А, то. sin В = 1, след. В = 90°; тогда получится 
только одинъ тре—къ, который будетъ имйтъ прямой уголъ. 
Если же а<Ь и въ тоже время acbsinA, след. sinB>l, 
тогда нельзя будетъ найти J тре—ка, который, бы имйлъ 
данныя въ задаче части. *

по дан] 
определить 
вписаннаго.

§ 51. Съ noMolil Формулъ въ §49 можно решить 
следующую задачу:

ымъ сторонамъ а, Ь, с тре —ка АВС 
рад!усы R и г круговъ описаннаго и

Реш. 1) Опишемъ около тре—ка 
АВС кругъ и проведемъ изъ центра О 
прямую OP I ВС и лиши OB и ОС, тогда

BC = 2B0sin4B0C = 2RsinA, след.
R = -®£- = _А_.

2sinA 2sinA
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Такъ какъ (§ 49,8) sin А = v/s(s — a) (s—b) (s— с),

гдЪ s — (а + b + с), то (§ 49,7) 
в = . аЬс = 

4]/s (s — a) (s — b) (s — с)

2) Проведемъ изъ центра къ вер- 
шинамъ тре—ка прямыя и опустимъ 
изъ центра на стороны а, Ь, с тре —ка 
перпендикуляры OD, OE, OF, тогда

F = ^аг + ^Ьг + ^сг = ^-(a + b+с), СЛ-Ьд.

г  2F   2J/s(s—a)(s—b)(s—с).
' a4-b-j-c a-f-b-|-c

IX. Задачи.

§ 52. Углы и ихъ тригон. величины (§2 — 28).
1) Выразить посредствомъ тригон. величинъ угла мень- 

шаго 45° тригонометрически величины слЪдующихъ 
угловъ:'а) sin74°41'50" b) sin 124°40' с) sinl56°30' 

. d) cos75°5" е) cosl25° f) cosl70°3'35" g) tg57°46' 
h) tg95°55'6" i) 178°33" k) cotg52°48' 1) cotgl34° 
m) cotgl36°5'.

2) Данъ sina = 0,6; найти cos a, tga, cotga.
3) По cosa =—0,7071 вычислить sina, tga, cotga.
4) tga = 0,0174551; найти sina, cos a, cotga. .
5) cotga = — 0,602; найти sina, cosa, tga.
6) tga = 3,1246; найти tg (a + 45°).

7) sina = 0,2; найти sin 2 и cos 4.

8) Данъ cos a = 25:144; найти cos 2 •
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9) Выразить cos 75° черезъ sin 30, sin45°, cos30°, cos45°.
10) Вычислить sin60° по Формуле § 12, 20.
11) Съ noMomir sin 45° и cos 45° вычислить sin 90° и cos 90.
12) Вычислить cos 15° (§ 11, 19 и § 12, 24)
13) cosa = |; найти cos 2a и tg2a.
14) cos a = у и cosb=} найти sin(a—b) и cos (a — b).
15) Найти для угла 102° 22'5 6", 8 log sin, log cos, logtg, 

log cotg.
16) log(—cosx) = 0,9201496—1; log(—tgy)= 0,3176782.
17) sina = 0,433397; найти cosa, tga, cotga.
18) cosa =— 0,9781475; найти sina, tga, cotga.
19) tga == = 0,371571; найти sina, cosa, cotga.
20) cotg(45°—a)=|//3; найти logtg (45°a).
21) Углы тре—ка a, b, с и tg| (b 4- c) = 1,3168521; опре­

делить a. .
22) Данъ log cotgx 1,0031187 (n); найти x и log cos x.
23) tga = x и x24-3x = —2; найти a.

. Я 2 . I L 2 - r« 2
• 24) cosx = — ,n----- , гДй a = ±10, b =— 7, c=13.

7 2ab
25) log sin (a4-90°)= 0,9904044'—1; найти cosa.
26) sin2x = 0,5 и tg2y — 0,2955551.
27) logtgx = — 3. '
00x cos 143° 28' 59"
28> C0SX= sin 109°2'2F-

29) logtg2a = 0,4771213; найти tga.
30) tgx=3; найти tg+x.
oi\ _ sin 35° 13'cos 145° 50'

X 3tg 140° cotg 92° 22'cos 125°
9ox 0,5 cos 34° 10'32) cos x = —; У =7 tg73sml50° 7

345 tg 13° 15’50
sin 215°

33) Выразить длину дуги въ 20° въ частяхъ рад!уса.
34) Найти уголъ, котораго дуга равна Змъ рад!усамъ.
35) Выразить въ градусахъ, минутахъ и секундахъ дугу, 

которой длина равна рад!усу.
36) Найти log sin 302°54', log cos 254°47', tg 206°34', 

cotg 323° 53', cos 346°, sin400°, log cos 785°, log sin 1029°, 
sin (—1029°), cos (—300°),



43

§ 53. Прямоугольные тре —ки (§ 29—33).
Въ сл'Ьдующихъ задачахъ буквы А, В, С, a, b, с, F 

всегда будутъ иметь значеше, определенное нами въ § 29. 
37) Определить стороны прямоугольника, котораго д!агональ 

= 325 ф. и составляетъ уголъ 25°42' съ одной стороною. 
38) Дана пропорщя а:Ь:с = 5:4:3; найти В и С.
39) Въ круге, котораго рад!усъ равенъ 3 ф., определить 

разстояше центра отъ хорды, стягивающей дугу въ 17020’.
40) Определить менышй уголъ прямоугольнаго тре—ка, -въ 

которомъ катеты относятся какъ 5:12.
41) По даннымъ сторонамъ 4937 ф. и 3874 ф. прямоуголь­

ника опредълить углы этихъ сторонъ съ д!агональю.
42) Тень, бросаемая вертикальнымъ столбомъ въ 21,2 Футовъ, 

равна 34,8 Футамъ; найти угловое разстояше солнца 
отъ горизонта.

43) Тень, бросаемая вертикально поставленною палкою, короче 
самой палки на £ ея величины; определить высоту солнца.

44) Д1аметралыю противоположный образуются прямаго ко­
нуса, котораго высота равна 4 Фута, составляютъ уголъ 
въ 73°44'23",28; найти даметръ основашя.

45) Въ прямомъ усеченномъ конусе рад!усы верхняго и 
нижняго основашй равны 4 ф. и 11,5 ф., и д!аме- 
трально противоположный образуюпця составляютъ уголъ 
въ 73°44/23",28; вычислить боковую поверхность.

46) Д1агональ сечешя прямаго цилиндра плоскостью, про­
ходящею черезъ ось, равна 17 ф. и составляетъ съ 
плоскостью основашя уголъ въ 61°55'39",04; найти 
объемъ цилиндра.

47) Чтобы измерять ширину реки, отложили вдоль берега линпо 
АВ = 159 ф., изъ точки А возставили перпендикуляръ, 
который пересекъ противоположный берегъ въ точке С, 
а уголъ АВС = 53°7'48",4; найтичпирину реки.

48) Определить уголъ, подъ которымъ виденъ вертикально 
поставленный шестъ, котораго длина въ 500 разъ 
меньше разстояшя шеста отъ наблюдателя.

49) Какой величины кажется человекъ въ 5| Футовъ ростомъ 
другому такого же роста, который находится отъ него 
на разстоянш 138 футовъ?
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50) На одной и тойже горизонтальной плоскости стоитъ 
башня АВ, которой высота = 200 ф., и столбъ CD, 
меньше башни. Найти высоту столба, если даны будутъ 
углы при вершин^ столба, ВАС = 60° и BAD = 30°.

51) Подъ какимъ угломъ видна башня въ 372 Фута высотою, 
если наблюдатель удаленъ отъ ней на 1712 Фута и 
находится на высотЬ 11 Футовъ .надъ горизонтальною 
поверхностью? ,

52) Воздушный шаръ, котораго д!аметръ = 40 Футамъ, подни­
мается на ийстЪ А по вертикальному направленно, и 
черезъ нисколько времени замЪченъ наблюдателемъ, 
находящимся на разстоянш 4000 Футовъ отъ мйста А, 
подъ угломъ въ 30'. Какъ высоко находится шаръ въ 
этотъ моментъ?

53) Вычислить рад!усъ круга, вписаннаго въ прямоугольный 
тре—къ, котораго катетъ с = 77 Футамъ, а уголъ В 
= 25°3'27",42.

Въ сл’Ьдующихъ задачахъ требуется, по 
даннымъ частямъ прямоугольнаго тре —ка вычис­
лить остальныя его части.

54) Площадь F = 1014 Дф. и уголъ В = 53°7'48",39.
55) Площадь F = 139,9045 □ ф. и катетъ с = 20,5893 ф.
56) Площадь Г = 275 0ф. и гипотенуза а = 62 ф.
57) Гипотенуза а = 5 ф. и опущенный на нее изъ противо­

лежащей вершины перпендикуляръ h = 2,4 ф.
58) Сумма гипотенузы и одного катета а + с = s = 8 ф., 

другой катетъ Ъ = 4 ф.
59) Сумма катетовъ Ъ + с = s = 14 Футамъ и уголъ В 

= 36° 52'11", 62.
60) Сумма гипотенузы и одного катета = 18 ф. сумма гипо­

тенузы и другого катета = 16 ф.
61) Площадь F = 60 □ ф., сумма катетовъ = 32 ф.
62) Площадь F = 40ф. и периметръ a + b-|-c=s = 20®.
63) Гипотенуза а = 56 ф., сумма катетовъ b + с = s = 64 ф.
64) Периметръ а + b + с = 90 ф. и опущенная на гипо­

тенузу высота тре—ка h = 8,7804878 ф.



45

65) Площадь F = ll 0ф. и рад!усъ описаннаго круга
R = 6,2 ф. ‘

Въ следуютцихъ задачахъ принято, что земля 
есть шаръ, котораго д!аметръ равенъ 1719 геограФ. 
милямъ, окружность большаго круга ея= 5400 геог. 
мил., градусъ болшаго круга = 15 геог. мил., геог. 
миля = 24303 русск. Футамъ.

66) Зная экваторъ земли, вычислить окружность параллели, 
проходящей черезъ 50°57' широты.

67) Подъ какою широтою проходитъ параллеля, которой 
окружность равна 3208,49 милямъ?

68) Съ какою скоростью въ секунду движется С. Петербургъ 
на 60° широты, въ слъдств1е вращешя земли около оси?

69) Какъ высока должна быть гора, 
чтобы ея вершина была видна за 
20 миль?

70) На какое разстояше кругомъ мо­
, жетъ человЪкъ въ 5 Фут. ростомъ 

обозреть ровную местность?

71) Вершина ТенериФскаго Пика видна
за 33,3 мили съ корабля, если наблюдатель поднимется 
на немъ такъ, что глазъ его будетъ на 30 Фут. выше 
поверхности моря. Определить высоту горы.

72) На какомъ разстояши кривизна земли еще позволить 
видеть другъ друга двумъ наблюдателямъ въ 6 Футовъ 
ростомъ?

73) Какъ высоко надъ поверхностью моря должно лежать 
место, что бы изъ него видна еще была на горизонте 
вершина Давалагири 27343 Фут. высотою, если это 
место отстоить на 50,35 миль отъ горы? ■

74) На вершинъ Чимборозо уголъ, образуемый горизонталь­
ною лишею съ лишею, проведенною въ той же верти­
кальной плоскости отъ вершины къ горизонту, равенъ 
2°49'50",39; найти высоту горы.

75) Какъ высоко нужно подняться надъ поверхностью земли, 
чтобы обозреть поверхность, равную холодному поясу, 
т. е. 384977Qмиль?
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§ 54. Равнобедренные тре—ки и правильные 
многоугольники (§ 35—40).

76) Въ правильной четырехсторонней пирамиде плосше углы 
при вершине равны каждый 45°35', а площадь осно­
вашя 120 □ фут., какъ велика вся поверхность пирамиды?

77) Образующая прямаго конуса равна 35 Футамъ и состав- 
ляетъ съ плоскостью основашя уголъ 27°19'; найти 
высоту конуса.

78) Квадратъ длины прямоугольника равенъ двойному ква­
драту его ширины; подъ какимъ угломъ пересекутся 
д!агонали прямоугольника?

79) Въ равнобедренномъ тре—ке квадратъ стороны отно­
сится къ квадрату основашя какъ 3:4; определить уголъ 
при вершине.

80) Определить рад!усъ круга, въ которомъ вписанный уголъ 
= 14°16'10" и опирается на хорду, равную 367,375 ф.

81) Два землемера находятся въ двухъ точкахъ, отстоящихъ 
на 850 Фут. отъ вехи; одинъ изъ нихъ измерялъ 
уголъ между вехою и его товарищемъ и нашелъ, что 
этотъ уголъ = 36° 52'11", 62; на какомъ разстояши 
другъ отъ друга находились землемеры?

82) Ра,цусъ круга, описаннаго около правильнаго 151 уголь­
ника равенъ 9,201 Фут., найти рад!усъ г круга, вписан- 
наго въ этотъ мн—къ, сторону его s и площадь г.

83) Площадь правильнаго 37®угольн. вписаннаго = 24127,94 
□ 'фут., найти его сторону s и рад!усъ г вписаннаго 
въ него круга.

84) Определить длину круга, котораго рад!усъ — 187'Фут., 
если стягивающая дугу хорда = 36 Фут.

85) Если изъ какой либо точки круга, какъ изъ центра, 
опишемъ его же рад!усомъ другой кругъ, то поло- 

х вина хорды общей обоимъ кругамъ приблизительно 
равна стороне правильнаго 7й угольника, вписаннаго 
въ этотъ же кругъ. Какъ велика разность между 
центральнымъ угломъ, соответствующимъ стороне 7” 
угольника и центральнымъ угломъ, соответствующимъ 
половине общей обоимъ кругамъ хорды?
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86) Объемъ призмы =50 куб. Футъ; высота равна двойному 
д!аметру круга, описаннаго около основашя призмы, кото­
рое представляетъ правили, осмиугольникъ; вичислить 
сторону основашя.

87) Решить тре—къ по данной площади F = 79,45 □ Фут. 
и стороне Ъ = 30,4 Фут.

88) Решить тре—къ, котораго высота h = 72 Фут. и сумма 
основашя и стороны а + Ь = 210 Футамъ.

89) Решить равнобедренный тре—къ, котораго периметръ 
= 4 Фут., а высота = 1 Фут.

90) Вычислить л изъ периметровъ 24000 — угольниковъ 
вписаннаго и описаннаго. /

91) Вычислить хорду, соответствующую 17° 13'24" въ круге, 
рад!усъ котораго = 23,4 ф.

§ 55. Косоугольные трегольники (§ 41—51).

92) Вычислить углы тре—ка по данному отношешю его 
сторонъ а:Ъ:с= 8:15:17.

93) Даны стороны тре—ка а=56, Ь= 52, С = 60 Фут., вы­
числить длину лиши, соединяющей вершину угла А 
со срединою стороны а.

94) Даны стороны тре—ка а = 106,4177, Ь = 115,47, 
С = 94,1321 Фут.; вычислить перпендикуляры, опущен­
ные изъ верщинъ тре—ка на противолежапця стороны.

95) Изъ точки движутся 2 тело, одно со скороспю 83,4 Фут., 
другое со скороспю 70,5 Фут. въ секунду, по направле- 
шямъ, которыя составляютъ уголъ 98°43'; Hä какомъ 
разстояши другъ отъ друга будутъ находиться эти тела 
черезъ 5 секундъ?

96) Если две силы, которыхъ величина _ 
и направлеше выражаются прямыми ух. 
АВ и AD, действуютъ на точку A
подъ какимъ нибудь угломъ, то '-В
равнодействующая этихъ силъ (кото­
рыя въ такомъ случае называются составляющими) сов- 
падаеть по величине и по направленно съ д!агональю АС 
параллелограма, построеннаго на силахъ АВ и AD. 
Одна изъ составляющихъ выражается прямою, равною 
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684,56756 Футамъ и образуетъ съ равнодействующею 
и съ другою составляющею углы 44°44'44" и 90°50'40", 
какъ велика должна быть другая составляющая.

97) Две силы въ 200 и въ 500 Фунтовъ действуютъ на 
точку подъ угломъ 70°, определить величину равно­
действующей и уголь, который она образуетъ съ мень­
шею составляющею.

98) Даны две стороны тре—ка, а = 93 Фут., Ъ = 181 Фут., 
и заключающШся между ними уголъ С = 42°34'10"; 
черезъ вершину А проведена лишя, отрезывающая 1/3 
площади тре—ка; определить величины угловъ, на кото­
рые разделится этою лишею уголъ А.

99) Чтобы измерять высоту башни АВ, кото­
рая стоить на склоне горы, отъ осно- 
вашя башни проложена лишя BD =428 ф. 
и измеряны углы, подъ которыми видна 
башня съ конца D лиши BD и изъ 
средины С, первый уголъ = 35°24'42",97, 
а20Й= 53°33'52",07. Какъ высока башня?

100) Чтобы измерять ширину CD реки (фиг. 99) продол­
жена лишя CD до точки В: отъ этой точки проло­
жена прямая ВА = 200, которая образуетъ съ CD 
уголъ В = 116°11'; измеряны углы лиши АВ съ 
съ лишями, направленными въ точки С и D, и 
найдено, что 2^ ВАС = 37°20' и BAD = 45°5'. По 
этимъ даннымъ вычислить ширину реки.

101) Решить тре—къ ABD (фиг. 99), въ которомъ 
2CD= 53°7'48",2, сторона BD = 56 ф. и лишя АС, 
делящая тре—къ, пополамъ, равна 48,66209 ф.

102) Въ тре — ке основаше а = 702 Фут., высота h = 537 ф. 
и сторона Ь = 638Фут.; определить сторону С и уголъ А.

103) Вычислить перпендикуляры, опущенные изъ вершины 
тре—ка на противоположный стороны, если даны сто­
рона а = 975 Фут., стор. Ъ = 845 Фут. и уголъ А 
= 67О22'48"48. ’ ’ '

104) Вычислить объемъ конуса, если д!аметръ его основашя 
= 16 Фут., болшая образующая = 192, а меньшая 
образующая = 180 Фут.
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105) Вычислить объемъ прямой пирамиды съ квадратнымъ 
основашемъ, если ребро при основанш = 4,2426907 ф., 
а боковое ребро — 5 Фут.

106) Въ параллелограмм ABCD (фиг. 96) АВ ±=380 ф., 
АВ = 244 ф., АС = 527 Фут.; определить уголъ А и 
д!агональ BD.

107) Если разделить пополамъ сторону правильнаго тре—ка 
вписаннаго,. то получится приблизительно сторона пра­
вильнаго семиугольника, вписаннаго въ тотъ же кругъ; 
йайти разность между цеитральнымъ угломъ, соответ- 
ствующимъ приближенной стороне правильнаго семи­
угольника, и цеитральнымъ угломъ, соответствующимъ 
действительной стороне прав, семиугольника.

108) Решить тре—къ, въ которомъ сторона с = 2346 Фут., 
уголъ С = 92° 18' и отношеше другнхъ сторонъ 
будетъ а : Ъ= 11 г 8.

109) Решить тре—къ, въ которомъ площадь F = 120 □ ф., 
А = 14°15'0",116 и В — 22037'11",5.

110) Решить тре—къ, въ которомъ площадь Г=341,06оф., 
сторона а = 139,3 и сторона b = 27,2 Фут.

111) Решить тре—къ, въ которомъ основаше а = 98,57041 ф., 
высота h= 43,8 ф. и уголъ при вершине А — 95°39'20".

112) Въ тре—ке даны уголъ А = 95°27'9",457 и противо­
лежащая ему сторона, разделенная на 2 отрезка въ 
36 и 8 Футовъ перпендикуляромъ, онущеннымъ па нее 
изъ А; решить тре—къ.

113) Вычислить pa u усы Виг круговъ вписаннаго въ 
тре—къ и онисаннаго около него, если одна сторона b 
тре—каЬ = 445,81 фут., другая с = 443,6 Фут. и уголъ 
В =33°21'16". z

114) Даны три перпендикуляра, опущенные изъ вершинъ 
тре—ка на противолежапця стороны: 1ЫЙ = 840 ф., 
2ой = 780 ф., 3iü = 728.

115) Въ трапещи ABCD даны параллель- В с С
ныя стороны а= 13 ф., с = 5 ф., не- d/ Л\л
параллельный стороны d = 15 ф. и / I \_
b = 17 ф.; вычислить углы и площадь. у F Е
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116) Въ Tpanenin известны высота СЕ = 7,56 ф. , осно- 
ваше а = 33 Фут. и прилежание къ основашю углы 
А= 30014’16" и В = 40°40'38"; вычислить сторону с, 
противолежащую основашю.
С 117) Пусть въ четыреугольник'Ь ABCD д!аго- 

B<. налиАС= BD = 28,745788®. и образо-
У Г \\ ванный д!агопалями уголъАОВ = 75°30';
\ —М) вычислить площадь четыреуголышка.
А А.

118) Чтобы измерять длину неприступной прямой ВС, (ф. 117) 
провесили лишю AD = 45501,62 Фут., определили при 
концахъ этой прямой углы BAD = 106°22/45// 5, 
CAD = 67°13''57",4 ADC = 62°42у48",8 и ADB 
= 44012/390,6.

119) Въ четыреуголышке ABCD даны: сторона а = 24 ф., 
Ь = 20 Фут., с= 18 Фут., d = 16 Фут. и уголъ 
А = 85"30'; найти углы В, С, D, д!агональ АС и 
площадь F четыреугольника.

W----------------


