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EESSONA

Kaasaegse teaduse arenemist iseloomustab jérjest
siivenev kiibernetiseerumine ja matematiseerumine, mil-
lega iiletatakse I6hed teadusharude vahel. Praegu on vélja
kujunemas rida uusi kompleksseid teadusharusid.( Uﬁee{s‘
niisuguseks uueks kompleksharuks on majanduskiibernee-
tika, mis on tekkinud majandusteaduse, sotsioloogia,
kiiberneetika ja selliste matemaatika harude, nagu algeb-
ra, matemaatilise analiiiisi, matemaatilise statistika, tdenéo-
susteooria, matemaatilise loogika, informatsiooniteooria ja
algoritmide teooria piirialadel. ’

Majanduskiiberneetika siind oli objektiivselt parata-
matu nahtus. Majandussiisteemid kujutavad endast juhi-
tavaid iilikeerulisi toendosuslikke diinaamilisi siisteeme,
mis on joudnud niisuguse arenguastmeni, et nende juhti-
mise edasine tdiustamine nouab pohimotteliselt uusi mee-
todeid, viimased peavad aga rajanema kiiberneetika,
matemaatika ja kaasaegse arvutustehnika uusimatel saa-
vutustel.

Teaduse senine areng on veenvalt nédidanud, et mida
keerulisem on probleem, seda raskem on teda matemaatika
abita lahendada. Niisugust seisukohta kinnitab ka majan-
dusteaduse arengukaik.

Elu ise nouab meilt majandusteaduse muutmist tappis-
teaduseks, majandusprotsesside kvalitatiivse kirjeldamise
ithendamist kvantitatiivse analiilisiga, majandusmatemaa-
tiliste mudelite loomist, mis kujuneksid juhtimise, planee-
rimise, teadusliku vurimise, katsetamise ja prognoosimise
vahenditeks. .

Materiaalsete vaartuste tootmine on iilikeeruline prot-
sess, millel on ohtrasti kitsendusi ja mis oleneb paljudest
vilismojudest. Nditeks tuleb arvestada majandussiistee-
mide voimaliku arendamise mitmevariandilisust, ressurs-
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side defitsiitsust ning nende asendatavust tootmisel ja
tarbimisel jne. Traditsioonilised juhtimis- ja planeerimis-
meetodid ei voimalda rahuldavalt orienteeruda rohkearvu-
listes seostes ja anda koige paremaid lahendusi.

~“Vanad juhtimis- ja planeerimismeetodid pohinevad pal-
juski intuitiivsel ja kogemuslikul ldhenemisel majandus-
probleemidele. Nad annavad kiill rahuldavaid ja kohati
isegi hdid lahendusi, ent mitte kdige paremaid, optimaal-
seid, kuigi just viimased voimaldavad margatavalt tosta
tootmise efektiivsust. Seega vanade meetodite abil ei
suuda me tdita NLKP programmi nouet saada minimaalsete
kuludega maksimaalseid tulemusi, sest see noue tihendab
sisuliselt majanduse optimiseerimist.

Majanduse optimiseerimine majandusmatemaatiliste
meetodite abil on niisugune planeerimismeetod, mis vas-
tab tootlike joudude antud arenguetapile, pohineb teadus-
. likel alustel ja paneb range piiri iga liiki subjektivistlikele
piiiidlustele.

Rahvamajanduse juhtimise ja planeerimise reorganisee-
rimine kaasaegse matemaatika meetodite ja arvutusteh-
nika alusel on arusaadavalt pikaajaline mitmeetapiline
protsess. Siin on veel palju vaieldavaid ja lahendamata
probleeme. Praegu alustame alles esimest etappi, oppides
tundma juhtimise ja planeerimise aktuaalseid osaiilesan-
deid. Mitmetes rahvamajandusharudes on asutud informat-
siooni tootlemise komplekssete automatiseeritud siistee-
mide loomisele. Loppeesmérgiks on aga kogu sotsialistliku
majanduse funktsioneerimise optimaalne siisteem, mis
pohineks tsentraliseeritud planeerimise oigel tihendamisel
tiksikute majandusliilide kohaliku initsiatiiviga ning 6igus-
tega. See tahendaks kvalitatiivselt uut arenguetappi sot-
sialistlikus 6konoomikas.

Majanduslike stiimulite 6ige kasutamine loob olukorra,
kus iga ettevote on otseselt huvitatud oma sisemiste reser-
vide koige efektiivsemast rakendamisest ja see soodustab
ka majandusmatemaatika meetodite ulatuslikumat juuru-
tamist praktikasse.

Ent voimalikkusest tegelikkuseni on veel pikk tee. Aka-
deemik N. Fedorenko formuleeris viis pohilist eeldust, mil-
lest oleneb majandusprobleemide optimiseerimine.! Liihi-
dalt on need jargmised:

I H II. denopenko. ¥npasrenue npoussoocT8OM i MATEMA-
Tuueckue merodet. M. 1967, lk. 15.
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1) optimaalsuse = kriteeriumi majandusmatemaatiline
mudel;

2) informatsioonisiisteem, mis kindlustab vajalike and-
metega iga liiki plaaniiilesannete lahendamiseks;

3) optimaalse planeerimise matemaatilised alused;

4) optimaalse planeerimise ja juhtimise tehniline baas
riiklike arvutuskeskuste vorgu néol;

5) optimaalsete plaanide realiseerimise moraalsed ja
materiaalsed stiimulid.

Mainitud eeltingimustele tuleks lisada majandusmate-
maatika-alase ettevalmistuse andmine 6konomistidele.
Seni kui o6konomistidel ei ole kas voi elementaarseidki
iildteadmisi majandusprotsesside matemaatilisest model-
leerimisest, majandusmatemaatika probleemide pohiklas-
sidest ning olemasolevatest lahendusmeetoditest, seni pole
ka neid joude, kes hakkaksid optimaalset planeerimist ellu
viima. Oleks ilmselt ebareaalne lootma jdada ainuiiksi
nendele eriteadlastele, kes on koondunud teaduslikesse
uurimisasutustesse, ametkondlikesse majandusmatemaa-
tika laboratooriumidesse ja korgematesse oppeasutustesse.
Sel kombel ei joua me iialgi majandusmatemaatika mee-
todite massilise rakendamiseni. _

Kahjuks toimub praegu vastavate eriteadmistega ini-
meste ettevalmistamine meie korgemates oOppeasutustes
aeglaselt. Viga vihe tehakse praktikute kvalifikatsiooni
tostmiseks, seepdrast on praegusel ajal tdhtsal kohal ise-
seisev t00. Ulepea tuleks lugeda hiadavajalikuks, et iga
okonomist omandaks vastava «miinimumi» majandus-
matemaatika meetodite alal.

Et majandussiisteemid kuuluvad kiiberneetiliste siistee-
mide hulka, siis on loomulik eeldada, et iga 6konomist
tunneb kiiberneetika pohimdisteid ja -meetodeid, mis voi-
maldavad ndha vanu ja hasti tuntud ndhtusi uues valgu-
ses ja avastada uusi fakte ning seaduspirasusi. Kiibernee-
tika loob aluse tootmise paremale organiseerimisele. Seega
peaks oOkonomistide majandusmatemaatika-alane «miini-
mum» sisaldama ka algteadmisi kiiberneetikast.

Kéesoleva brosiiiiri on kirjutanud 6konomist 6konomisti-
dele. Autor piiidis ndidata, milliseid algteadmisi peaks
omama 6konomist majandusmatemaatika meetoditest. Raa-
mat ei pretendeeri mingil juhul iilalmainitud «miinimumi»
projekti kohale. Uhelt poolt takistab seda brosiiiiri maht,
teisest kiiljest tahtis autor anda mondagi véljaspool «mii-
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nimumi» raame, laiendada voimaluste piirides lugeja
matemaatika- ja kiiberneetika-alast silmaringi, et kergen-
dada tosisema ja pohjalikuma erikirjanduse lugemist.

Autogil tuli kokku puutuda 6ige mitmesuguste arvamus-
tega selfé kohta, milline peaks olema raamat 6konomisti-
dele "najandusmatemaatikast, missugune peaks olema selle
matemaatiline osa.

On arvamusi, et matemaatilise teooria kiisimused on
ilepea liigsed, iga kingsepp jddgu oma liistude juurde:
matemaatika matemaatikutele, 6konoomika 6konomistidele.
Okonomistile jatkuvat oskusest formuleerida standardseid
iilesandeid, kuigi ka see pole ilmtingimata vajalik — p6or-
dutagu konsultatsiooni saamiseks matemaatiku poole.
Kuulatakse ju raadiot ja vaadatakse televiisorit, tund-
mata nende elektrotehnilisi skeeme ja téotamise teoreeti-
lisi aluseid.

Arusaadavalt on koik pohimotteliselt nous sellega, et
oleks hea, kui ckonomistid valdaksid majandusmatemaa-
tika meetodeid nii. praktikas kui ka teoreetiliselt. Viida-
takse aga tosiasjale, et valdav osa praktikuid on joudnud
matemaatika juba tublisti 4ra unustada ja pealegi pole
nad enamasti oppinud «seda matemaatikat», mis moodus-
tab matemaatilise planeerimise pohituuma. On oige, et
paljud 6konomistid tunnevad otse kabuhirmu matemaatika
ees, arvates, et selle moistmine eeldab mingit erilist taipu.
Kui niisugune okonomist avab raamatu ja leiab sealt
integraali voi summeerimise siimboli, siis paneb ta selle
raamatu kohe kiiresti kinni. Kas peame siis ka XX sajan-
dil noustuma Mikolaj Koperniku tuntud aforismiga, et
«matemaatikast kirjutatakse ainult matemaatikutele»?

Tahaks viita vastupidist. Majandusmatemaatika mee-
todite juurutamise! tootavad seniste kogemuste pohjal
koige edukamalt 6konomistid loomingulises koostods mate-
maatikutega. Koost66 on seda viljakam, mida paremini
suudetakse leida iihist keelt. Ka konkreetsete majandus-
protsesside matemaatiline kirjeldamine ei mahu alati val-
jakujunenud $ablooni raamidesse ja nouab Okonomistilt
teatavat matemaatilist kultuuri ehk, nagu 6eldakse, mate-
maatilist motlemisoskust. Selle omandamiseks on nouta-
vad iiksnes piisivus, tahe ja t66. Monel kulub selleks roh-
kem, monel vihem vaeva, nagu nditeks ka voorkeele voi
muusika oppimisel. Tuleb moista, et raamat matemaatikast
pole kerge ajaviitejutt. Monda asja ei saa teha lihtsa-
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maks, kui ta seda tegelikult on. Tahaksin ainult korrata
tuntud noukogude matemaatiku B. Delone sonu: see, kes
tegeleb abstraktsioonidega, kes on Oppinud esile tooma
iga ndhtuse olemust soltumata selle esemelisest koorikust,
see orienteerub vabalt ka igas konkreetses probleemis.

Sellepédrast alustamegi matemaatika ABC-st. Toodud
materjali moistmiseks pole lugejal vaja mingisuguseid
erilisi eelteadmisi (vdlja arvatud toendosusteooriat késit-
lev peatiikk, mis eeldab korgema matemaatika elementide
tundmist). Koik vajalikud moisted ja definitsioonid on
toodud tekstis.

Piiratud ruum noudis lakoonilist, peaaegu konspektiiv-
set esituslaadi, mis voib monele lugejale esialgu raskusi
teha. Loodame aga, et nende iiletamine osutub heaks
«ajude giimnastikaks», mis arendabki matemaatilise mot-
lemise voimet.

Voib arvata, et nii monelgi lugejal tekib matemaatilise
osaga tutvumisel arvamus, et siin on kohati tegemist viga
abstraktsete asjadega, mis on kaugel praktikast ja reaal-
sest elust; ta ei suuda alguses moista, kuidas ja kus
saaks ta neid tegelikkuses rakendada. Tuleb maérkida, et
matemaatilisse ossa on jdetud vaid see materjal, mida
peaks tundma iga Okonomist, kes on otsustanud tosiselt
tegelda matemaatilise planeerimisega. Toodud kiisimuste
ring ei ammenda kaugeltki kogu probleemistikku, ent seda
liinka - peaks tditma juba eri raamat. Vajadus niisuguse
eestikeelse késiraamatu jérele on suur.

Peatdhelepanu on piihendatud majanduskiiberneetilis-
tele, metodoloogilistele ja matemaatilise planeerimise
organisatsioonilistele kiisimustele. Seni on need jdanud
matemaatiliste probleemide varju, kuigi majandusmate-
maatika on majandusega metodoloogiliselt tihedalt seotud.

Majandusprotsesside modelleerimine on koige olulisem |
etapp majandusmatemaatika meetodite rakendamisel. Siin
avaldub tdiel médédral okonomisti erialane kvalifikatsioon,
tema oskus tungida uuritava majandusprotsessi olemusse
-— ndha pohilisi mOJuvald tegureid, eraldada olulist mitte-
olulisest, valida Gige optimaalsuse kriteerium ja hinnata
mudeli abstraktsiooni maira.

Kolmas osa kisitleb monede pohiliste matemaatlllse
planeerimise {ilesannete lahendamise viise. Vaadeldakse
peamiselt lineaarse planeerimise iilesandeid, mis on prak-
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tikas seni koige rohkem levinud tdnu lahenduskdigu liht-
susele.

Seega koosneb brosiiiir kolmest suhteliselt iseseisvast
osast. Olenevalt lugeja ettevalmistusest ja huvidest voib
ta nendega tutvuda suvalises jdrjekorras.

Kasutan voimalust avaldada siidamlikku tinu kaési-
kirja ldbivaatamise ning véairtuslike paranduste ja
markuste eest fiilisika-matemaatikakandidaatidele dots.
U. Kaasikule ja L. Vohandule, samuti retsensentidele
dots. E. Tammele ja majandusteaduste kandidaadile
H. Jalastole.

Tallinn, 1968 Autor
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MATEMAATILISED ALUSED

1. HULGAD

1.1. Uldmoisted. Hulk on matemaatika iiks iildisemaid
moisteid, millel pohinevad koik kaasaegse matemaatika
harud. Hulka ei saa defineerida veelgi iildisemate moistete
abil, kuid ta on meile intuitiivselt arusaadav ja teda saab
kirjeldada konkreetsete ndidete varal. Néiteks hulki moo-
dustavad antud ettevotte tooted, vabariigi linnad, teatud
maja elanikud, péikesesiisteemi planeedid, naturaalarvud.

Niisiis kujutab hulk endast suvaliste elementide (objek- |
tide) iithendust tervikuks, kusjuures koigil elementidel on
iihine omadus. Seega on alati voimalik kindlaks teha, kas
mingi element kuulub antud hulka v6i mitte. Hulk on
antud tema elementide kaudu ja teda voib kindlaks méaa-
rata pohiliselt kahel viisil: elementide mingi omaduse
kirjeldamisega voi elementide loeflemisega. Hiljem nieme,
et hulki saab moodustada ka moningate tehete abil.

Hulgateooria! uurib abstraktsete hulkade {ildisi oma-
dusi, s. t. omadusi, mis ei olene elementide konkreetsest
tahendusest. Hulgateoorla ei’ defineeri ldhemalt elemen-
te, mille vahel kehtivad aksioomidega mdaratud suhted.
Aksioomid on antud teooria raamides tdestamatud pohi-
vdited, mille pohjal tuletatakse koik iilejddnud véited ja
teoreemid ning defineeritakse iihte klassi kuuluvate mate-
maatiliste objektide ithised omadused.

Hulka mérgime suurte, elemente — viikeste ladina"
tdhtedega. o

Hulgateooria pohiliseks moisteks on kuuluvuse suhe,
mida sonastatakse jargmiselt: «element a kuulub hulka
A», ja mirgitakse a = A. Kui element a ei kuulu hulka
A, siis margitakse seda nii: a ¢ A.

X

! Hulgateooria looja on saksa matemaatik Georg Cantor (1845—



‘Kaht hulka A ja B loetakse vdrdseteks, kui hulga A iga
element on hulga B elemendiks ja vastupidi. Vordsed hul-
gad ei sisalda erinevaid elemente.

Hulka A, mis koosneb elementidest a, b, ¢... , margi-
takse {a, b, ¢, ...}. Kui tahetakse markida, et hulk A koos-
neb muutujatest x, mis rahuldavad tingimust F(x), siis
kirjutatakse A ={x|F(x)}. Nii margib tédhistus A=
={(x, y)|x+y=1} seda, et muutujate paaride hulk
rahuldab vorrandit x 4 y = 1.

Hulka, mille elementide arvu vo6ib viljendada posi-
tiivse tdisarvuga, nimetatakse 16plikuks (nditeks antud
raamatukogu raamatute hulk). Hulka, mille elementide
arv on lopmata suur, nimetatakse /opmatuks (néiteks koigi
taisarvude hulk). Hulka, mis ei sisalda {ihtki elementi,
nimetatakse tiihjaks (nditeks raha hulk tithjas kassas) ja
margitakse siimboliga .

Kui kahe hulga A ja B elementide vahel on iiksiihene
vastavus, siis nimetatakse neid hulki ekvivalentseteks ehk
vordvoimsateks. See tdhendab, et kaks 16plikku hulka on
ekvivalentsed ainult siis, kui neis on iihepalju elemente.
Hulka, mis on ekvivalentne koigi naturaalarvude hulgaga,
nimetatakse loenduvaks.

Tavaliselt on teatud probleemi késitlemisel tegemist
ithe hulgaga, millesse kuuluvad koik iilejddnud sama
struktuuriga hulgad. Niisugust hulka nimetame pohihul-
gaks ja margime siimboliga J. Ulejddnud hulgad, mis esi-
nevad antud probleemi uurimisel, moodustavad pohihulga
I alamhulki. Oletame, et uuritakse mingi tehase toodangut
(pohihulk J), siis on pohihulga alamhulk néiteks antud
tehase laiatarbetsehhi toodang.

Kui hulk 4 on hulga B alamhulk, siis margitakse seda
jargmiselt:

A=B ehk B2 A
ja loetakse: «hulk B sisaldab hulka A». Toodud suhe
tdhendab seda, et kui element a kuulub hulka B, siis kuu-
lub ta ka hulka A. Kui hulk B sisaldab sealjuures kas voi

iihe elemendi, mis ei kuulu hulka A, siis margitakse seda
suhet

AcB ehk BoA. _
Sel juhul Geldakse, et hulk A kuulub rangelt hulka B.

10



Sageli nimetatakse pohihulka wurimise ruumiks, kus-
juures ruumi moistel pole siin iildjuhul mingit fuisikalist
ega geomeetrilist sisu.

1.2. Tehted hulkadega. Hulga A dhendiks hulgaga B
nimetatakse hulka A J B, mis koosneb koikidest hulga A
ja koikidest hulga B elementidest (sealhulgas ka nendest,
mis kuuluvad molemasse hulka). Olgu A antud ettevotte
koigi nende tooliste hulk, kellel on keskharidus; B — ette-
votte koigi nende t6oliste hulk, kellel on viieaastane t60-
staaz. Seega kuuluvad hulka A J B koik toolised viieaas-
tase toostaaziga ja keskharidusega ning need, kellel on
kas viieaastane toostaaz voi keskharidus.

Hulga A ja hulga B iihisosaks nimetatakse niisugust
hulka D, mille elemendid kuuluvad hulka A ja {ihtlasi
hulka B; seda maérgitakse A | B = D. Ulaltoodud néites
kuuluvad hulka D ainult need to6lised, kellel on 5-aastane
toostaaz ning {ihtlasi keskharidus.

Kui hulkadel A ja B pole iihtki iihist elementi, siis
AN B=. Meie naites tdhendaks see seda, et ette-
vottes pole iihtki toolist, kel oleks 5-aastane toostaaz ja
tihtlasi keskharidus.

Hulkade A ja B vaheks nimetatakse niisugust hulka
E, mis koosneb ainult hulga A elementidest ega sisalda
iihtki hulga B elementi; seda margitakse A\B = E. Ana-
loogiliselt margib seos B\A = F niisugust hulka F, mis
koosneb ainult hulka B kuuluvatest elementidest ega
sisalda {ihtki hulga A elementi.

Kui J on pohihulk, siis hulga A tdiendiks nimetatakse
niisugust hulga J suurimat alamhulka, mis ei sisalda
hulga A elemente; seda margitakse A. Nii voib hulka
A\B defineerida niiiid jargmiselt:

A\B = AnB.

Joonisel 1 on esitatud pohitehted hulkadega graafiliselt,
et muuta nad néitlikumaks.

AUB
A ]

7
A\B

JOONIS 1.
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Hulka G, mis koosneb ainult hulga A voi ainult hulga
B elementidest, nimetatakse simmeetriliseks vaheks ehk
disjunktiivseks summaks ja mairgitakse G=A & B. Joo-
nisel 1 on

G = (A\B)U(B\A).

Hulkade A ja B geomeetriliseks korrutiseks nimeta-
takse hulka, mille elementideks on niisugused elementide
jarjestatud paarid, mille esimene element kuulub hulka A,
teine element hulka B; seda margitakse A X} B. Niiteks
tasandi punktide hulga voib esitada jarjestatud arvupaa-
ride (koordinaatide) abil.

2. VEKTORID

2.1. Vektori ja vektorruumi moiste. Iga rangelt jérjes-
tatud reaalarvude hulk moodustab siisteemi, mida nime-
tatakse vekforiks. Vektorit moodustavaid arve nimetatakse
ka vektori koordinaatideks. Kui vektoril on n koordinaati,
siis nimetatakse teda n-dimensiooniliseks vektoriks.!

Igal 6konomistil on pidevalt tegemist vektoritega. Nii
nditeks moodustavad vektoreid antud viisaastaku aasta-
arvude voi iiksikuteks aastateks ette ndhtud toodangumah-
tude védartuste read (veerud) jne. Iga rangelt jarjestatud
arvude rida voi veergu voime vaadelda vektorina.

Vektoreid voib kujutada ka geomeetriliselt. Nii voib
igale vektorile seada vastavusse mingi kindla punkti P
voi sirgloigu OP (geomeetrilises n-dimensioonilises ruu-
mis), mis on suunatud Cartesiuse koordinaatide siisteemi
nullpunktist antud punkti P. Naitlikult (geomeetriliselt)
saab vektorit kujutada ainult kolmedimensioonilises ruu-
mis.

Koik n-dimensioonilised vektorid moodustavad hulga,
mida nimetatakse n-dimensiooniliseks vektorruumiks ja
maérgitakse V,.

Vektoreid margitakse véikeste kreeka tahtedega, koor-
dinaate — viikeste ladina tdhtedega. Veeruvektorit a
mérgime ruumi kokkuhoiu mottes horisontaalse arvude
reana nurksulgudes: a=[a,, ao, ..., a,]; reavektorit p
margime samuti horisontaalse arvude reana B’ = (b, ba,

' Vt. G. Kangro. Korgem algebra. Tallinn 1962, lk. 45.
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., b,), ent iimarsulgudes. Siimbol B’ tdhendab seda, et
reavektor B’ on saadud veeruvektori B transponeerimise
teel, s. t. tema veeru muutmisel reaks.

- Vaatleme moningaid konkreetseid vektoreid, millel on
erinimetused.

Vektorit, mille koik koordinaadid on nullid, nimetatakse
nullvektoriks ja margitakse 0.

Vektorit, mille i-ndaks koordinaadiks on 1, iilejddnud
koordinaadid on aga nullid, nimetatakse i-ndaks dhikvek-
toriks ja mérgitakse E. On ilmne, et n-dimensioonilises
vektorruumis V, on n iithikvektorit. Naiteks vektorruumis
Vs leiduvad jargmised iihikvektorid:

glz [1,0,1], E?-: [0,1,0], §3= [OvO’I]

Vektorit, mille kdik koordinaadid on iihed, nimetatakse
summeerivaks vektoriks ja mérgitakse

L) B & %

2.2. Tehted vektoritega. Oeldakse, et vektorruum V on
kinnine liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes. See
tdahendab, et kui vektorid a ja B kuuluvad antud vektor-
ruumi V, siis kuuluvad sellesse vektorruumi ka summa
a+p ning vektorite a ja P korrutised skalaariga
a (aa ja ap). Jérelikult, kui on tegemist vektorruumiga
V., siis on n-dimensiooniliste vektorite summa ning korru-
tised skalaaridega samuti n-dimensioonilised vektorid.

Kahte vektorit o= [a), a2, ... , az] ja B=1[b1; b ...,

b,] nimetatakse vordseteks (o= 6) kui nende vastavad
koordmaadld on vordsed, s. o. kui a;=b;, as=b,, ..

= b,. Analoogiliselt defineeritakse suhted a < B, a>6
a < i jaar=p.

Nalteks a<[:} tdhendab seda, et a koik koordinaadid
on viiksemad kui B vastavad koordinaadid.

Kahe: vektori: o= Fay; . »v. tag]gaif = by, 0 bal
summaks nimetatakse vektorit [a,+ by, ..., a,-} ba].
Seega saab liita ainult {ihesuguse dimensiooniga vekto-
reid.

Vekiorite g== @, .. ;@ L ja.Bi=101. - Ds} valieks
nimetatakse vektorit [a; — by, ... , @, — b,].

Vektori @ =[a), ..., a,] korrutiseks skalaariga a
nimetatakse vektorit aa = [aa,, ... , aa,].

2.3. Lineaarne kombinatsioon. Lineaarse kombinat-
siooni moiste on {iks tdhtsamaid lineaarse planeerimise
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teoorias ja seda rakendatakse ulatuslikult Gige mitme-
suguste probleemide lahendamisel.

Olgu antud m skalaari ay, ..., an ja m n-dimensioo-
nilist vektorit @, ..., am Nende vektorite lineaarseks
kombinatsiooniks nimetatakse vektorit

m
@ = a0 + Q202+ . . . + Amom = X a;a;,t (21
i=1

kusjuures oeldakse, et vektor a avaldub voi on esitatud
vektorite a,, ... , a,, lineaarse kombinatsioonina.

Kui mittenegatiivsete skalaaride summa on vordne
ithega, s. o.

m

2ai=1 (a;=0),

i=1
siis nimetatakse lineaarset kombinatsiooni kumeraks. Néi-
teks:

a = 0,5(11 + 0,2(12 + 0,2(13 + 0,1(14.

2.4. Lineaarne soltuvus ja baas. Vektoreid ay, ... , an
nimetatakse lineaarselt soltuvateks, kui leidub n niisugust
skalaari (mis pole koik nulliga vordsed), et kehtib seos:

a0y + e+ ... + Apon = 0. (2 2)

Vastasel korral nimetatakse vektoreid ay, ... , a, line-
aarselt soltumatuteks. Lineaarselt soltumatute vektorite
lineaarne kombinatsioon vordub nullvektoriga ainult juhul,
kil @i = @p= .0 .0=an=1.

Ndide. Olgu antud jargmised vektorid:

gpes 118, 2: 4o T2 2.k ) 0y 2= 130T 2.8

4
! ¥ on summeerimise mark. Nii tdhendab siimbol 3 a; seda,

i=1
et tuleb liita skalaarid a; alates indeksist 1 ja lopetades indeksiga 4,

3 4
S. 0. a4 ay,+az~+a, Siimbol X 3 a;; tahendab, et tuleb liita

i=)j=1

indeksite i ja j jargi, s. o. ay -+ ap+ a3+ as + ao 4 a4 ax +
m
- a9y + a3 + Q32 + @33 -+ azs. Stimbol ¥ a;; tdhendab, et tuleb liita

i=1

skalaarid i indeksi jargi, kuna j jidb muutumatuks. Seejuures margi-
takse tavaliselt alati juurde indeksite { ja j muutumise piirkonnad,
néiteks (i==172 it M == 18, Bh 4,E ),
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Meid huvitab kiisimus, kas need vektorid on lineaar-
selt soltuvad voi mitte. Voib kergesti veenduda selles, el
neist saab moodustada lineaarse kombinatsiooni, mis kuju-
tab endast nullvektorit:

o + 20 — a3 = 0.

Seega on antud juhul lineaarset kombinatsiooni moo-
dustavateks skalaarideks 1, 2 ja —1, Niisiis on vektorid
lineaarselt soltuvad ja igaiiht neist saab esitada {ilejda-
nud vektorite lineaarse kombinatsioonina:

as = —2as + az, Q2= -—0,5(11 —+ 0,5(L3; a3 = 4 + 2as.

Vektorruumis V, eksisteerivad niisugused lineaarselt
soltumatud vektorid, mille abil voib esitada koik {ilejddnud
antud vektorruumi vektorid. Tdhendab, ruumi V, iga vek-
torit voib esitada mainitud soltumatute vektorite lineaarse
kombinatsioonina. Niisugust lineaarselt soltumatute vekto-
rite V, alamhulka nimetatakse vektorruumi baasiks.

Voib ndidata, et vektorruumis V, on l6pmata palju
baase. Seejuures on oluline markida, et mingis konkreet-
ses baasis on suvalise vektori esitamine baasivektorite
lineaarse kombinatsioonina iiheselt médaratud.

Erilist osa etendavad koigi muude baaside hulgas need
baasid, mis koosnevad {ihikvektoritest. Vektorruumis V,
moodustavad n iihikvektorit baasi, sest seos

&+ a2+ ...+ Gk =0

kehtib ilmselt ainult siis, kui @, = @y =...=a, =0, mis
toestabki, et iihikvektorid &, ... , &, on lineaarselt soltu-
matud.

Néiteks ruumis V3 voib vektorit a = [4, 2, —1] esitada
ihikvektorite lineaarse kombinatsioonina jargmiselt:

a=4[1,0,0] + 2[0,1,0] + (—1)[0,0,1] =
= 451 + 285 — &

Vektorruumi V, Ioplikku arvu vektoreid nimetatakse
vektorsiisteemiks. 1gas vektorsiisteemis on olemas maksi-
maalne arv r lineaarselt soltumatuid vektoreid, mida nime-
tatakse vektorsiisteemi astakuks. Jirelikult on vektorsiis-
teemis, mis koosneb & vektorist (2 = r), k—r lineaarselt
soltuvat vektorit.

Praktikas on sageli raske vahetult kindlaks maéérata,
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kas on tegemist lineaarselt soltuva voi lineaarselt soltu-
matu vektorsiisteemiga. Tavaliselt nouab see eelnevalt
rea teisenduste sooritamist, kusjuures arvutused voivad
osutuda kiillaltki toomahukateks. Seepidrast on kasulik
tunda moningaid juhte, mis lubavad meil lineaarset soltu-
vust otseselt kindlaks méédrata.

Vektorsiisteem on lineaarselt soltuv, kui ta sisaldab:

a) nullvektorit, b) kaht vordset vektorit, ¢) kaht pro-
portsionaalset vektorit, d) vektorit, mis kujutab endast
ilejadnud vektorite lineaarset kombinatsiooni, e) suurema
arvu vektoreid, kui seda on tema dimensioon.

2.5. Eukleidiline ruum. Vektorruumi, milles on defi-
neeritud vektorite skalaarkorrutis, nimetatakse eukleidili-
seks ruumiks.

Vekiorite o' =="(a, gz, ...} az) ja B =101, b5, .. by}
skalaarkorrutiseks nimetatakse arvu

n
(llﬁ = @1bs + a2bs+ ... + anbn = _Zlaib,-.
i=
Skalaarkorrutis voimaldab defineerida eukleidilises
ruumis meetrilisi suurusi.
Vektori a pikkuseks ehk normiks |a| nimetatakse arvu,
mis saadakse jdrgmise valemi jargi:

o] =FYad'a=7Va2+...+ as? (2. 3)

Vektorit, mille pikkus on 1, nimetatakse normeeritud
vektoriks.
Vektorite a ja B vahe pikkus méiratakse valemiga

la—Bl=7V(@a—b)2+ ...+ (an — ba)2 (2.4)

Vektorite a ja B vaheline nurk ¢ méairatakse valemiga
a’p

CoSQp = ——-". (2.5)
16}

Kui nurk kahe vektori o ja B wvahel on —7;— siis

cos 9 =0, s. 0. a’p = 0. Vektoreid, mille skalaarkorrutis
on vordne nulliga, nimetatakse orfogonaalseteks. Seega
ortogonaalsuse moiste on ristseisu moiste {ildistuseks
n-dimensioonilises ruumis. Vektorsiisteemi (baasi), mille
iga kaks erinevat vektorit on ortogonaalsed, nimetatakse
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ortogonaalseks vektorsiisteemiks (baasiks). Ortogonaalset
vektorsiisteemi, mis koosneb normeeritud vektoritest, nime-
tatakse ortonormaalseks.

Niide. Veendugu lugeja toodud valemite abil selles, et
vektorid o' = (3, 2, —5, 2) ja p=1[4, 8, 2, —9] on orto-
gonaalsed.

3. MAATRIKSID

3.1. Maatriksi moiste. Maatriks kujutab endast neli-
nurkset jédrjestatud elementide tabelit.! Uldjuhul voéivad
maatriksi elementideks olla 6ige mitmesugused matemaa-
tilised objektid (suurused): skalaarid, funktsioonid, deter-
minandid, poliinoomid jne. Majandusmatemaatikas kasu-
tatakse pohiliselt maatrikseid, mille elementideks on
reaalarvud ja maatriksid. Maatriksit, mille elementideks
on omakorda maatriksid, nimetame hiipermaatriksiks.

Maatriksi tdhistamiseks kasutatakse vertikaalseid
nurk- voi iimarsulge voi kahekordseid vertikaalseid jooni
|| . Maatrikseid mérgime suurte, elemente — viikeste
ladina tédhtedega.

Nii médrgime maatriksit A jargmiselt:

Qy Qg2 ... Qun
QA Qp ... Q2n
A =llaylli=
(m,n)
Am1 Am2 ... Qmn

Toodud maatriksit nimetatakse mn-maatriksiks, sest ta
koosneb m reast ja n veerust. Igale elemendile omistatakse
kaks indeksit. Esimene neist margib rea numbrit, teine —
veeru numbrit. Nii mérgib siimbol a;; elementi, mis asub
i-nda rea ja j-nda veeru ristumiskohas. Indeksid (m, n)
stimboli A all margivad samuti maatriksi mootmeid. Juhul
kui maatriksi mootmed on tekstist teada voi pole olulised,
jdetakse mainitud indeksid éra.

Maatriksite abil voib komplektselt ja iilevaatlikult esi-

! Maatriksi moiste vottis esmakordselt tarvitusele inglise mate-
maatik Sylvester 1850. a. Suuri teeneid maatriksite teooria loomlsel
on saksa matemaatikul Frobeniusel (1849—1917).

2 Majandusmatemaatika ABC ¥



tada keerulisi majandusseoseid ning lihtsustada mitmeid
arvutusi. Maatriksite uurimine voimaldab sageli esile tuua |

keeruliste majandusprotsesside sisemisi seadusparasusi.

3.2. Moned maatriksite erikujud. Maatriksit, mille koik
elemendid on nullid, nimetatakse nullmaatriksiks ja mar-
gitakse ©. Maatriksit, mis koosneb n reast ja n veerust,
nimetatakse ruuimaatriksiks ehk n?-maatriksiks, kusjuu-
res arvu n nimetatakse ruutmaatriksi jarguks. Ruutmaat-
riksi koiki elemente a;;(i= j) nimetatakse peadiagonaali
elementideks. ,

Maatriksit, mille koik elemendid peale peadiagonaali
elementide on nullid, nimetatakse diagonaalmaatriksiks.
Néiteks:

10 0 —1 00\ /000
. dO D 2 000),(070.
00 —3 000 000

Diagonaalmaatriksit, mille koik peadiagonaali elemen-
did on vordsed, nimetatakse skalaarmaatriksiks.

Erilist osa etendavad diagonaalmaatriksite hulgas
ihikmaatriksid, mille peadiagonaali elemendid on iihed.
Uhikmaatriksit margime siimboliga E,, kusjuures indeks
n tahistab maatriksi jarku. Kui tekstist on itihikmaatriksi
ridade arv teada voi see pole konkreetsel juhul oluline,
jdetakse jargu indeks éra.

0

0.1...0 100
En=] ‘e o Eymdlid 04

i 001

Ol

Sageli avaldatakse {ihikmaatriks nn. Kroneckeri siim-
boli 6;; abil:

_J1, kui i=j;
Sap {o, kui i« j.

Nii voib dthikmaatriksi E esitada kujul:
- E = |[85;ll.
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Ruutmaatriksit, mille elemendid paiknevad simmeetri-
liselt peadiagonaali suhtes, s. o. kui a;; = a;;, nimetatakse
siummeetriliseks.

Ruutmaatriksit, mille elemendid rahuldavad tingimusi
a;;= —aj; ja a;;=0 (kui i=7j), nimetatakse kaldsgm-
meetriliseks. ;

Maatriksit, mille nullist erinevad elemendid paikne-
vad peadiagonaalist ainult iihel pool, nimetatakse kolm-
nurkseks. Nditeks:

1268

0263
A=lpo29]"

0001

Kolmnurkseid maatrikseid kasutatakse ulatuslikult
arvutusmatemaatikas, sest nad kergendavad oluliselt arvu-
tusi.

3.3. Tehted maatriksitega. Maatriksi ridade ja veer-
gude iimberpaigutamist, mille tulemusena maatriksist
[laij]] saadakse maatriks |lajll, nimetatakse maatriksi
transponeerimiseks. Kui transponeeritakse maatriks A, siis
margitakse transponeeritud maatriksit siimboliga A’. Siim-
meetrilise maatriksi korral on A = A’. Samuti on ilmne,
et (A")’'=A.

Niide.

430 RO 8
A‘“(631)' A:=(3?)

Maatrikseid ||laij|| ja [|bs|| nimetatakse vordsefeks ja
margitakse |las;|| = l|bs5]| siis, kui on vordsed nende vas-
tavad elemendid, s. o. kui a;; = b;;. Vastasel korral margi-
takse ||ai;ll 5= ||bij]|. Seega on vordsed ainult identsed
maatriksid.

Maatriksite |lasj|| ja ||bs;|| summaks nimetatakse maat-
riksit [|ci;i|, mille elemendid on ¢;; = a;; + bi;. Seega saab
liita ainult samamoo6tmelisi maatrikseid. Naiteks:

(2120 +(o "2 Ta)=(2 5 57}

2 ' 19



Maatriksi |lasj|| korrutiseks skalaariga a nimetatakse
maatriksit ||b;;l|, mille elemendid on b;; = aa;;. Niiteks:

9. ( 0 ——3) (4 0 —6)
2:1 4 4 2 S5y
Maatriksite lahutamine taandub juba vaadeldud liit-
mise ja skalaariga korrutamise tehetele.

laill — 164l = llaill + (—1)- byl = lids;ll.
On kerge veenduda, et
dij = aij— by;

ja seega

"dij” = ”aij'—bij”-

Esitame maatriksi A tema reavektorite o'y, ... , @', ja
maatriksi B tema veeruvektorite By, ... , B, kaudu. Seega
voib ‘kirjutada A==y, . o5 @/n] ja B==(B, . -, Ba)-

Maatriksite A ja B korrutiseks nimetatakse maatriksit

S L 1, Ll 3G

Seega on maatriksi AB i-nda rea ja j-nda veeru ele-
mendiks maatriksi A i-nda rea skalaarkorrutis maatriksi
B j-nda veeruga.

Olgu maatriksi A reavektor a’;= (ai;, ais, @i3), maat-
riksi B veeruvektor B;j = [bj1, bjo, bjz]. Mainitud vektorite
skalaarkorrutis on arv c¢;j= ai1bj; + Qigbjp -+ aizbjz. Kui
AB = C, siis on arvud c¢;; maatriksi C elementideks, kus-
juuresii, j =1, S

Selleparast voib maatriksit A korrutada maatriksiga
B ainult siis, kui maatriksi A ridade arv vordub maatriksi
B veergude arvuga. Niisiis

7 SRR

(m,n) (n,s) (m,s)

Maatriksite korrutamise eeskiri kehtib- moistagi ka
maatriksi ja vektori korrutise arvutamisel.

Naide. Korrutame maatriksi

021
A=|241
632
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vektoriga
a=[—1,0,2].

Korrutis on veeruvektor, mille esimene koordinaat on
maatriksi A esimese reavektori ja vektori o skalaarkor-
rutis; teine koordinaat — maatriksi teise reavektori ja
vektori a skalaarkorrutis ja kolmas koordinaat — maat-
riksi kolmanda reavektori ja vektori a skalaarkorrutis.

A(l= 6= [bi, bz, b3]
by=[0-(—1) +2-041:2] =2;
bp=1[2-(—1)+4-0+1-2] =0;
bs= [6-(—1) +3:04 2.2] =—2.

Toome niilid ndife maatriksite korrutamisest. Tuleb
arvutada C = AB.

11
—201
Az[? g] Bz[ 130]'
et 19 TR PR L 1o L G B Y RN
C—_—[2-(——2)—|—0-1 240 4-B:3 2-1:3-0 0]:
Pl 234251 1504 2.8 2190

—131
=]—402]|.
061

Uldjuhul pole maatriksite korrutamine kommutatiivne,
s. 0.

AB = BA.

Seevastu kehtivad maatriksite korrutamisel assotsia-
tiivsuse ja distributiivsuse seadused, s. o.

(AB)C = A(BC) = ABC,
A(B+C)= AB + AC.

Pole raske veenduda, et EA = AE = A. Jarelikult on
- iithikmaatriks korrutamise suhtes neutraalne (analoogili-
selt arvuga 1 reaalarvude hulgas).

Ndiide. Olgu meil kaks maatriksit A ja B. Maatriks A
naitab viie toote (veerud) omahindu kuluartiklite (read)
16ikes. Maatriks B nditab mainitud viie toote (read)
véljalaset kuu dekaadide (veerud) jooksul. Maatriks AB
niitab koondkulusid kuluartiklite (read) jirgi dekaadide
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(veerud) jooksul. Maatriks A on toodud tabelis 1, maat-
riks B tabelis 2. (Mootithikud pole antud nédite puhul
olulised.)

Tabel 1 Tabel 2
$ ¥ Dekaadid
Kuluartiklid e Tooted ' = 7
R R O e Ly e By
1
Materjal 251011713 14 | 20 10 15
Tootasu RIS TRl 205 JRPY 2 30 5 10
Amortisat- i R MR g S 40 10 20
sioon 4 25 15 10
Kaudsed 6 BI85 '8 ) 20 30 35
kulud

Tabelis 3 toome korrutise — maatriksi AB.

Tabel 3
D :
Kuluartiklid pspild

I II Il
Materjal 1845 1025 1315
Tootasu 445 215 265
Amortisatsioon 135 70 90
Kaudsed kulud 860 425 525

3.4. Maatriksite jaotamine blokkideks. Sageli on uuri-
muse huvides kasulik jaotada antud maatriks blokkideks
ehk alammaatriksiteks. Olgu antud maatriks

122:0
O F4:2

13 1:0
20 1:3

Horisontaalne ja vertikaalne punktiirjoon jaotab
maatriksi A neljaks blokiks:

AL CHR AT i S

= ()



Seega voib hiipermaatriksi A dles kirjutada jargmi-
selt:

1= (fa 1)

Tehted hiipermaatriksitega on analoogilised eelmises
alapeatiikis vaadeldud tehetega (elementide asemel on
siin blokid). Tuleb ainult jdlgida, et tehted oleksid voima-
likud (arvesse vottes elementide olemust ja dimensioone).

Oletame, et hiipermaatriksit A tuleb korrutada hiiper-
maatriksiga

By By
s (Bz, Bzz)‘
Sel juhul oleks korrutis
¢ = ap — (AuBut-AuBu Aubut Auba)
ApByy + ApBa  AnBis + AxpBx

» & (Cu Ciz)
Coy Co/

Niisiis tildjuhul
n
Ci =kZ7Aihth (n on A veergude ja B ridade arv).
=1
Naiteks on korrutis A;;B,; v6imalik ainult siis, kui Ay
veergude arv on vordne B,; ridade arvuga. Seepirast

voiksid hiipermaatriksi B elemendid olla naiiteks jirg-
mised:

)24 0
Bii=100 1}, Biu={1] Bm=(l 01, BZZ:(I)'
55 B 2

Soovitame lugejale harjutamise mottes arvutada kor-
rutis C = AB.
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4. BAASI TEISENDAMINE JA SELLE RAKENDUSI

4.1. Baasi teisendamise moiste. Iga n-dimensioonilise
vektorruumi vektorit voib esitada selle ruumi mingi n
lineaarselt soltumatu vektori (baasi) ‘lineaarse kombi-

natsioonina. Moodustagu vektorid Bi, B2, ..., Bs ---» Br
baasi vektorruumis V,. Seega vo6ib antud vektorruumi V,
kuuluvat vektorit « = (ay, ao, ... , as, ... , a,) esitada too-

dud baasi lineaarse kombinatsioonina

(1=0161-{—0262—5—...—E—asﬁs-i-...—,—anﬂn=‘§aiﬁi-

Olgu meil vaja iile minna vanalt baasilt uuele baasile,
mille moodustavad vektorid yi, y2, ..., Vs« -+ Ya

Tekib kiisimus, kuidas leida vektori a uusi koordinaate
iileminekul uuele baasile ehk baasi teisendamise puhul.

Lineaarse planeerimise teooria seisukohalt on oluline
erijuhtum, kus tuleb leida vektori uued koordinaadid iile-
minekul niisugusele uuele baasile, mis erineb vanast baa-
sist iiheainsa vektori vorra. Sellist baasi teisendamise
erijuhtumit nimetatakse elementaarseks.

4.2. Vektori uute koordinaatide leidmine. Olgu vanas
baasis vektor ps; asendatud uue vektoriga a. Esitame vek-
tori Bs vana baasi iilejddnud vektorite ja vektori a
lineaarse kombinatsioonina:

e girsola g s e i 1 G
ﬂs——asﬁi asﬁz ...—hasa aan. 4.1)
Olou'moni “veklor pp=-(Xy, %3, . .2 T %) esitatud

vana baasi lineaarse kombinatsioonina
X =X1P1+ XoB2+ ...+ XsPs + .. . + XnPn. (42)

Lihtsate teisenduste abil voib seostest (4.1) ja (4.2)
tuletada seose

x = (x1—6a1) 1 + (x2a—06az)Pa+ ...+ da+ ...+

+ (Xn — 6an) B, (4.3)
kus
Y
Qs

Seos (4.3) madrabki vektori y koordinaadid uues baa-
sis, milles vektor B; on asendatud vektoriga a.
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Praktilisteks arvutusteks on kohasem ja {ilevaatlikum
esitada seosega (4.3) avaldatud elementaarteisenduse
tulemused tabeli kujul (vt. tabel 4):

Tabel 4
Vektorid Vektorid
Vana baas PN ons Uus baas & X
Br a x 0 B 0 x;— 6y —r—a—l-
as
B2 a x 0 B2 % o iy B
as
| f :
1
< Bs w1 b, 1 ) fiis
] as
675 An Xn 0 i ﬁn “ 0 xn_éan ’_a—"
| i as
|

Elementi a, nimetatakse juhtelemendiks, s-rida — juht-
reaks, juhtelementi sisaldavat veergu — juhtveeruks. On
ilmne, et juhtelemendiks ei saa olla null. Selguse mottes
timbritseme edaspidi juhtelementi kastikesega.

4.3. Maatriksi astaku leidmine. Maatriksi astakuks nime-
tatakse maatriksi lineaarselt soltumatute rea- voi veeruvek-
torite maksimaalarvu ja seda margitakse tdhega r. Voib
ndidata, et kui maatriksil on m rida ja n veergu, kusjuu-
res m << n, siis on antud maatriksi astak r << m; kui
aga‘n <" m, SHS =1

Sageli on oluline teada maatriksi astakut. Uldjuhul
on astaku leidmine kaunis to6mahukas iilesanne, mida
saab lahendada baasi elementaarteisenduste abil.

Naide. Tuleb leida maatriksi A astak.

|T_|—62 2
L iidieed
A = (a4, az, 03, W)= 9. Biah: = 8
01 B LV
3§, i3shibag



Elementaarteisenduse arvutusliku kiilje tundmadppi-
miseks toome iiksikasjaliselt kogu arvutuse.

Valime juhtelemendiks a;; = 1 ja asendame vektori a;
ithikvektoriga &;. Vektorite a;, a3 ja a4 koordinaadid uues
baasis parast esimest elementaarteisendust on toodud
jargnevas tabelis.

(Selles tabelis on é&dra jdetud algmaatriksi esimene
veerg — juhtveerg, sest antud iilesande lahendamise seisu-
kohalt ta meid ei huvita; samuti jatame ka edaspidi vas-
tava veeru iga teisenduse jérel ara.)

Tabel 5
Qg a3 Ay
—6 2 2
7 1] -3
17 1 —7
13 —1 -5
21 —2 —8

Uued koordinaadid on leitud tabelis 6 toodud arvu-
tuste abil.

Tabel 6
[17] Qs Qs
6 2 2
l__l_i:—_ﬁ):.? 3-—--1—'2-=l __(l__l_'2:4
1 1 1 :
gl 2-(;—6)=17 s 2-l2=l 8l 2-122__7
l—?—'—(l"‘—s)=13 3—2—'13=—1 LR oy
Qe L‘(%ﬁlcm 4__3'l_2=_2 _2_———2==-—8

Niiiid valimeé arvutuste lihtsustamiseks juhtelemendiks
vektori as teise koordinaadi 1.
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Tabel 7

az | ay

—20 | 8
P i
10 ‘ | — |
20 SR
LR Y

Kolmanda teisenduse jarel on ainsana valja vaheta-
mata jadnud vektori az koordinaadid: az = [0; —0,5; —2,5;
0; 0]. Ndeme, et vektori ap neljas ja viies koordinaat on
nullid ja seega edasine baasi elementaarteisendus on voi-
matu. Niisiis on maatriksi A astak 3.

Maatriksi A astaku kindlaksmadramine koosnes kol-
mest elementaarteisendusest ehk, nagu Geldakse, kolmest
sammust. Neid kolme sammu on {ilevaatlikkuse ning kom-
paktsuse mottes soovitatav koondada jirgmisse tabelisse.

Tabel 8
1. samm 2. samm 3. samm
a; Qy Gy Qy
Q2 Q3 Q4 Q2 Oy [+2
e {if1]6 9 246 9 2] 20 8 0
@ | T 13 —1 7 1|-8] 7 -3 —0,5
@ T Y S el 10 10 |—4| —25
SN Lokt s B P (B ol GIETT, L 0
CRRME gy LIRS 5 LR T B e 0

4.4. Lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamine. Esi-
teks vaatleme neid vorrandisiisteeme, kus vorrandite arv
on vordne tundmatute arvuga. Pohilise juhtnéori annab
meile siin Kronecker-Capelli teoreem: lineaarne vorrandi-
siisteem on lahenduv parajasti siis, kui vorrandisiisteemi
maatriksi ja laiendatud maatriksi astakud on vordsed.
Vorrandisisteemi maatriksiks ehk kordajate maalriksiks
nimetatakse vorrandisiisteemi tundmatute kordajate maat-
riksit. Laiendatud maatriksi saame siis, kui lisame vor-
randisiisteemi maatriksile vabaliikmete veeru.
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Toodud teoreemist voib teha olulise jarelduse: kui
vorrandid on lineaarselt soltumatud, siis on siisteemil
iiksainus lahend parajasti siis, kui vorrandisiisteemi maat-
riksi astak on vordne tundmatute arvuga.

Olgu meil jargmine vorrandisiisteem:

20— Xp— X3=4; ] :

X1+ X2+ 4x3= 5; (44)
8x1 + 2x2— 5X3 =9, I ‘
Toome tabelis 9 siisteemi (4.4) lahenduskdigu baasi

elementaarteisenduse meetodil (ka siin jatame ara antud
tilesande lahendamise seisukohalt mittevajalikud veerud).

Tabel 9
1. samm 2. samm | 3. samm
Q.
o a o P % SR S 6
DI R b g TR S T e B 2
B L R o - TR G R UR ~1
8 2 —5 9 60 —1,0 —7 ||—19]| —19 1

Seega x;=2, xp=—1, x3=1.

4.5. Poordmaatriks. Ruutmaatriksit A~! nimetatakse
ruutmaatriksi A podérdmaatriksiks, kui kehtib seos

AA- = E = A—A. (4.5)

Poordmaatriks on ainult regulaarsel ehk kodumata
maatriksil, s. o. niisugusel maatriksil, mille veerud (read)
moodustavad lineaarselt soltumatute vektorite siisteemi.
Maatriksit, millel pole poordmaatriksit, nimetatakse sin-
gulaarseks ehk kodunud maatriksiks. Kodumata maatriksil
voib olla ainult {iks péordmaatriks.

Kirjutame lineaarse vorrandisiisteemi maatriksvormis

Ay=—"0 (4.6)

kus A on kordajate maatriks, y — tundmatute vektor
ja p — vabaliikmete vektor. Siisteemi (4.6) voib lahendada
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ka poordmaatriksi abil. Korrutame (4.6) molemad pooled
vasakult poordmaatriksiga A=

A-1Ay = A—§. 2 (4.7)
Seose (4.5) pohjal :
x=A"'p. : - (4.8)

Jarelikult, teades poordmaatriksit, voib leida lineaarse
vorrandisiisteemi lahendi. On teada palju meetodeid
poordmaatriksi arvutamiseks. Uks voimalusi pohineb seo-
sel (4.5):

Ay Q2 ... Qun bu biz--~bin 10.0
Qg Q22 ... Qon sz bzz.‘..bzn Q. 1:7::0
D T am & TR T o 00t
Ulaltoodud vorrandis on b;;(i, j =1, ... , n) maatriksi
lla;;|| poordmaatriksi ||as;||™! = ||bs;]| elemendid.

Korrutame maatriksit ||a;;|| maatriksi ||b;;]| esimese
veeruga.

an by + apby+ ...+ aip b = 1; ;

A by + Gz by + ... + Qo2n bnz = 0; (4.9)

antbi + @nzbat + . . . + Anaban = 0.

Lahendades siisteemi (4.9) tundmatute b;; suhtes,
leiame poordmaatriksi ||agj||™' esimese veeru elemendid.
Analoogiliselt leiame ka podordmaatriksi iilejddnud veer-
gude elemendid. Niisiis tuleb poordmaatriksi leidmiseks
esitatud meetodil lahendada n vorrandisiisteemi, mis
nouab kiillalt palju t66d ja vaeva.

Et aga lineaarseid vorrandisiisteeme voib lahendada
baasi teisendamise meetodil, siis on ilmne, et seda mee-

todit saab kasutada ka poordmaatriksi arvutamiseks.
Néiteks arvutame maatriksi

- @G &

A= 1 —10

S B |
poordmaatriksi A-!. Selleks koostame algtabeli ‘10.
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@y ] (¢2] l Qg

_____ Gt s
|2 ' 53
A IS T e e
TN D R Ty R SR

Poordmaatriksi arvutamiseks tuleb vektorid ay, az ja as
vilja vahetada baasi iihikvektoritega &, &2 ja Es. Kogu
arvutus toimub samal baasi teisendamise meetodil, mida
kasutasime juba eespool maatriksi astaku kindlaksmaéara-
misel ja lineaarsete vorrandisiisteemide lahendamisel
(tabeli 4 abil).

Esitame kogu lahenduskédigu tabelis 11.

Tabel 11
1. samm 2. samm | 3. samm
& Q2 Qa3 & 2 Gs! i B &
a| 05 1 15 |a| 025 05 075 [a| | —4—3
8| —05|—2| —15 || 025 —05 075 || 1 —5—3
Bl 05 3 25 |&|—025 15|025||las[—1 6 4

Kontrollime tulemust:

2203 1 —4 —3 00
1 —1.0 1 -6 =3 |= 10).
-1 21 =26 -4 01

Niiiid oleme niivord ettevalmistatud, et voime lahen-
dada lineaarse vorrandisiisteemi ka ildjuhul, s. o. kui
tundmatute arv n on suurem vorrandisiisteemi astakust r.
Sel juhul avaldub siisteemi lahend soltuvate tundmatute
vektori ys= (x;,...,%,)’ ja vabade tundmatute vektori
Yo = (Xr+1, ..., %)’ kaudu. Kirjutame vorrandisiisteemi
(4.6) jargmisel kujul (eeldades seekord, et vorrandisiis-
teemi kordajate maatriks A on mn-maatriks):

Bys + Dyo = B, (4.10)

kus B on ruutmaatriks, mille jark on vordne tema asta-
kuga, D on m(n— m)-maatriks, s. 0. maatriks, mis koos-

O -

30



neb vorrandisiisteemi (4.6) kordajate maatriksi A (ile-
jddnud veergudest.

Korrutame (4.10) molemaid pooli vasakult p66rdmaat-
riksiga B! ja teeme moned lihtsad teisendused:

B~ (Bys + Dy,) = B,

B—Bys 4+ B~1Dy, = B-B; -

B-1f — B='Dyy = %s. (4.11)

Lahendit y, == 0, xs = B~'B nimetatakse baasilahendiks.
Vektori yx; koordinaate nimetatakse baasimuutujateks.
Baasilahendit nimetatakse kdédunuks, kui vahemalt iiks
baasimuutuja vordub nulliga.

Kui iilesande kordajate maatriks on regulaarne ruut-
maatriks, siis ilmselt B-'Dy, =0 ja valem (4.11) taan-
dub valemiks (4.8). Kui aga m <n, siis olenevad m sol-
tuvat muutujat alati veeruvektorist B=1Dyp.

Niide. Olgu meil jargmine vorrandisiisteem:

2x1+2x2+3x3—2x4— X5=4',}

Xy~ X3 ot x‘—}—4x5=2; (4 12)

——x1+2x2+ X3——3X5+2X5= } 7

Valime soltuvateks muutujateks x;, x2 ja xs.
Sel juhul

9198 ik Xy
B=| 1—1 0|, D=|—1 4], . =]| 2|,
o B nih d0 X

o=[z]. =[]

Poordmaatriks B! on juba eespool arvutatud (vt. lk. 30).
Jérelikult voime (4.11) pohjal kirjutada:

Xy 1 —4 —37[4
As = | X2 | = 1 —5 —3 21—
X3 —1 6 41lL1
1 —4 31 —2 —1
sy g g S DR [’“];
~1. 6 4il-3 ‘2]L®
—7 7 ]lx,, -——23)55
As = —9|— 12x, —27xs |. ki
12 —16x; +33x5
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Seega on siisteemi iildlahend:

Xy = —T7—11x; + 23X5;
Xo=— —9—12x, + 27xs;
xg= 124 16x; — 33xs.

4.6. Maatriksi kanooniline kuju. Maatriksi elemen-
taarteisendusteks nimetatakse: v

1) maatriksi rea (veeru) korrutamist skalaariga a # 0;

2) tihele reale (veerule) teise rea (veeru) liitmist.

Voib naidata, et elementaarteisendused ei muuda
maatriksi astakut. Sel asjaolul on suur rakenduslik
tahtsus.

Kui maatriks A saadakse maatriksist B lopliku arvu
elementaarteisenduste teel, siis Geldakse, et A on ekvi-
valentne B-ga. Elementaarteisendusi rakendatakse tavali-
selt lihtsama kujuga maatriksi saamiseks. Ekvivalentsete
maatriksite astakud on vordsed.

Voib néidata, et lopliku arvu elementaarteisenduste
teel saab iga mn-maatriksi A esitada jargmise, temaga
ekvivalentse hiipermaatriksi

nn. kanoonilisel kujul, kus E, on r-jarku iihikmaatriks.
Tdhelepanelik lugeja mérkab kindlasti, et maatriksi ele-
mentaarteisendusi saab muuhulgas kasutada ka maatriksi
astaku kindlaksmédédramiseks. Nii on néiteks ilmne, et
maatriksi A astak on r, sest maatriksi 4 n—r veergu
(m —r rida) on lineaarselt soltuvad. Samuti on silmanéah-
tav, et iga lineaarse vorrandisiisteemi kordajate maat-
riks, esitatuna kanoonilisel kujul, voimaldab vahetult
leida siisteemi lahendi. See tdhendab aga {ihtlasi seda, et
maatriksi elementaarteisendusi saab kasutada poérdmaat-
riksi leidmiseks.

5. LINEAARSED VORRATUSED

Majandusalases praktikas on sageli tegemist protses-
sidega, kus tuleb arvestada piiratud ressursse voi muid
piiravaid tingimusi. Sel juhul Geldakse, et tuleb arvestada
kitsendusi. Kitsenduste matemaatilisel formuleerimisel
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kasutatakse lineaarsete seoste korral sageli lineaarseid
vorratusi.

5.1. Vorratuste omadusi. Voib naidata, et iga lineaarne
vorratuste siisteem on esitatav kujul.

kus x on muutujate vektor, A — kordajate maatriks
ja p — vabaliikmete vektor (mls tavaliselt iseloomustab

piiratud ressursside limiiti). Kui esineb vorratus Ay = B,
siis, korrutades selle molemaid pooli (—1)-ga, saame
vorratuse —Ay << —B.

Vorratuse lubatavaks lahendiks on iga vektor yo, mis
rahuldab toodud vorratust. Vorratuste siisteemil on iild-
juhul l16pmata palju lubatavaid lahendeid, mis moodusta-
vad lubatavale lahendite hulga. Ndeme allpool, et see hulk
voib olla fokestatud ja tokestamata, kusjuures erijuhul
koosneb ta iihestainsast lahendist v6i on isegi tiihi.

Iga vorratuse voib muuta vorrandiks ja vastupidi. Seda
saavutatakse nn. abimuutujate (ehk abitundmatute) abil.
Nii voib vorratuse (5.1) muuta vorrandiks jargmiselt:

Ax+v=8 (5.2)
kus vektor y on abimuutuja, mis rahuldab vorrandit

y=§—4y (5.3)
Olgu meil lineaarne vorrandisiisteem

Ay = B. (5.4)

Siisteemi (5.4) voib asendada ekvivalentse vorratuste
siisteemiga:

Ax?ﬁ;}
Ay < . ] 2:
Teine voimalus (5.4) asendamiseks on
Ax =B
m (5.6)
(E (PR T O (2 Qin) Xn < E’ bs,
kus a;; on maatriksi A element, b; — vektori B i-s

koordinaat, m — maatriksi A ridade ja n — veergude arv.
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5.2. Vorratuste graafiline kujutamine. Analiiisime
moningaid lihtsaid vorratuste siisteeme graafiliselt, mis
voimaldab meil paremini tutvuda nende isedrasustega.

Vaatleme siisteemi

¥ Xo <2 4
X1+X2<_ 3; (57)
X1, X2 2 O

Koigepealt kujutame graafiliselt kaks sirget: x, — xp =
=4 ja x; 4 x=3 (vi. joon. 2).

X1

JOONIS 2.

Millised punktid rahuldavad xjx,-tasandil vorratust
X1 —xp << 4? Ilmselt need, mis asuvad iilalpool sirget
X1 — X9=4. Vorratust x, 4 x, << 3 rahuldavad aga need
punktid, mis asuvad sirgest x;-} x,=23 allpool (vaata
noolekesi joonisel 2!). Kui arvestada veel seda, et x; ja x»
peavad olema mittenegatiivsed suurused, s. o. asuma
koordinaatteljestiku 1 veerandis, siis kujutab viirutatud
pind lubatavate lahendite hulka. Ndeme, et antud olukor-
ras on vorratus x;—x; << 4 iileliigne, sest iilejddnud
kitsendused méaravad lubatavate lahendite hulga {iheselt.
Vorratuse x; — xo << 2 korral oleks aga lahendite lubatav
piirkond alt veidi kadrbitud (vt. punktiirjoont joon. 2).
Antud juhul on vorratuste susteem1 (5.7) lubatavate
lahendlte hulk tokestatud.

Olgu meil vorratuste siisteem

—3x1 + %2 < 6;
xi—ng 4;

(5.8)
Xy, X )
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Kujutame -siisteemi (5.8) lubatavate lahendite hulka
graafiliselt (vt. joon. 3).

Joonisel 3 esitatud lubatavate lahendite hulk (viiru-
tatud pind) on iilalt tokestamata. Ndeme, et iga lineaarne
vorratus jagab tasandi x,x; kaheks osaks, mddrates mingi
pooltasandi. Antud vorratuste siisteemi koigi pooltasan-
dite «iihisosa kujutab endast lubatavate lahendite -hulka
(piirkonda). Kolmemdotmelises ruumis jagab iga vorra-
tus kogu ruumi kaheks poolruumiks. Poolruumi moistet
voib iildistada ja kasutada seda ka n-dimensioonilise
eukleidilise ruumi E, suhtes, kuigi moistet «poolruum» ei
saa siis enam naditlikult kujutada. Koik vektorid, mis
rahuldavad vorrandit Ay=8, kus A ja B on antud,
madravad ruumis E, (n—1)-dimensioonilise hiiperta-
sandi. Nii nditeks on kolmemootmelises ruumis hiiper-
tasandiks kahemootmeline tasand, kahemdotmelises ruu-
mis — {themootmeline sirge.

JOONIS 3.

5.3. Kumera hulga méaiste. Eelmises punktis tutvu-
sime pooltasandi ja poolruumi moistetega. Mainitud piir-
konnad on nédited kumerast piirkonnast ehk punktide kume-
rast hulgast.

Naéiteks kahemooOtmelises ruumis on kolmnurkne
kujund voi ring kumeraks piirkonnaks ehk punktide kume-
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raks hulgaks. Kolmemdotmelises ruumis voib néditeks sama
viita niisuguste kujundite kohta, nagu kera v6i hulktahu-
kas.

Punktidest koosnevat piirkonda (tasandil, ruumis)
nimetatakse kumeraks, kui sellesse kuulub tema mistahes
kahte punkti {ihendav sirgloik (vt. joon. 4).

JOONIS 4.

Joonisel 4 on toodud moned kumerad piirkonnad. Nad
voivad olla tokestatud (a ja c¢) ja tokestamata (b). See-
vastu nditeks tdhtviisnurk pole kumer kujund.

Voib toestada, et lineaarsete vorratuste siisteemide
lubatavate lahendite hulgad on kumerad. Kui meil on 16p-
lik arv kumeraid hulki M,, M,, ..., M, siis on nende
tthisosa M\ N Ma...N M, samuti kumer hulk. Seda on
kerge toestada. Oletame, et meil on kaks kumerat kujun-
dit — ringi, millel on i{ihisosa. Olgu punktid p ja ¢ kaks
ithisosa suvalist punkti. Et punktid p ja ¢ kuuluvad esi-
messe ringi, viimane on aga kumer, siis kuulub sellesse
ka sirgloik, mis iihendab neid kahte punkti. Sama voib
oelda ka teise ringi suhtes. Ent sirgloik, mis kuulub nii
esimesse kui ka teise ringi, kuulub ka nende iihisosasse.
Mainitud toestust voib iildistada mitme kumera hulga
tihisosa kohta.

Lineaarse planeerimise teoorias uuritakse lineaarseid
vorratusi, millel on palju tundmatuid, ja seal etendab
kumera hulga moiste vidga tdhtsat osa. Et aga on voi-
matu nditlikult ette kujutada punkti n-dimensioonilises
ruumis, siis tuleb anda kumera hulga algebraline definit-
sioon iildjuhul.

Koigepealt vaatleme lihtsaimat juhtu. Kui sirgloik
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iihendab tasandil kahte punkti p ja ¢, mille koordinaadid
on vastavalt (pi, p2) ja (q1, g2), siis selle sirgloigu mis-
tahes punktide koordinaatideks on

Xy = pp1+ (1 —p)agy, }
X2 = pupz—+ (1 —p)ge,

kus 0 << p << 1. Jérelikult sirgloik, mis iihendab punkte
p ja g, on siisteemi (5.9) rahuldavate punktide hulk. Et
sirgloigu punktid kujutavad endast punktide kumerat
hulka, siis saimegi selle lihtsa kumera hulga algebralise
védljenduse.

Naide. Olgu meil punkt p(2,4) ja punkt ¢(4,2). Tuleb
leida koordinaadid punktile, mis asub punkti p ja
punkti g iihendava sirgloigu keskkohas. Siisteemi (5.9)
jargi on selle punkti koordinaatideks:

1 =05-2+4+05-4=3,
%2=0,5-4405.2=3.

Punktide koordinaate tasandil voime samastada vektori
Iopp-punkti koordinaatidega tasandil, kui vektori algus-
punktiks votta koordinaatide siisteemi nullpunkt. Kasu-
tades] vektortdhistust, voib siisteemi (5.9) viljendada
kujul:

y=pa+(l—p)B, (5.10)

kus a, B ja y on vektorid, 0 << p << 1. Kasutame endist
ndidet. Olgu a= (2,4), B= (4,2). Seega iihendab vek-
tor v punkte p ja g. Uhtlasi ndeme, et vektor y kujutab
endast vektorite @ ja p kumerat lineaarset kombinatsiooni.

Niiiid voime koike oOeldut iildistada n-dimensiooniliste
vektorite kohta ja defineerida kumer hulk n-dimensiooni-
lises vektorruumis V,,.

Punktide hulk M on kumer vektorruumis V,, kui kahe
mistahes punkti P;ie M ja P; M puhul [pPi-4(1—
—u)Pjle M tingimusel, et 0 < p << 1 ja i ).

Kumeras hulgas on kaht liiki punkte. Koigepealt
sisepunktid, mis on taielikult {imbritsetud teistest antud
kumera hulga punktidest. Eri liigi moodustavad raja-
punktid. Rajapunkt on niisugune punkt, millele ldhenevad
kuitahes ldhedale nii kumera hulga sisepunktid kui ka
kumerasse hulka mittekuuluvad punktid (vélispunktid).
Seega sisaldab mistahes viéikese raadiusega ring tsent-
riga rajapunktis nii sise- kui ka vélispunkte. Seevastu

(5.9)
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kiillalt véikese raadiusega ring tsentriga sisepunktis
sisaldab ainult sisepunkte.

Koigi rajapunktide hulk moodustab.  kumera hulga
raja, mida nimetatakse ka kumera hulga kumeraks kat-
teks. Nii on punktide py, ..., p, kumeraks katteks nende
punktide koikide kumerate lineaarsete kombinatsioonide
hulk P:

P——Hipl+P12p“+ .+ UnpPn
Gy =/ 0P Rl . e et —}—un——l) (5.11)

Kumera hulga rajapunktide hulgas etendavad erilist
osa tipud. Kumera hulga fipuks nimetatakse punkti po
' parajasti siis, kui teda ei saa avaldada kahe teise samasse
hulka kuuluva punkti kumera lineaarse kombinatsioonina,
s. 0. siis, kui ei leidu kaht antud hulga eri punkti p, ja ps,
nii et kehtiks seos

Po = ups+ (1 —p)ps, (5.12)

Kits 0 <o bl 1

Olgu néiteks antud kolmnurkne kujund tasandil. Selle
kujundi tipud kujutavadki endast (5.12) kohaselt punktide
kumera hulga tippe. Seevastu ringi koik rajapunktid on
(5.12) kohaselt iihtlasi ka tippudeks.

Lineaarse planeerimise teoorias etendavad tdhtsat osa
kaks jargmist kumerat hulka: kumer hulktahukas ja kumer
koonus.

Kumeraks hulktahukaks nimetatakse tokestatud kume-
rat hulka, millel on loplik arv tippe.

Kumeraks - koonuseks nimetatakse niisugust kumerat
hulka, mis pole tokestatud ja millel on maksimaalselt
liks tipp

Kasutades iilaltoodud moisteid, voib teha moningaid
olulisi jédreldusi, mis kuuluvad lineaarse planeerimise
teooria aluste hulka (toome need jareldused toestusteta).

1) Vorrandisiisteemi iga lubatav baasilahend on luba-
tavate lahendite kumera hulga M tipuks;

2) kui kumeras hulktahukas on médaratud mingi
lineaarne funktsioon, siis omandab ta maksimaalse véaar-
tuse selle hulktahuka teatud tipus;

3) et kumera hulktahuka tippude arv on loplik, siis
on ka lubatavate baasilahendite arv loplik.

Et lineaarse planeerimise iilesanded kujutavad endast
matemaatiliselt {ildjuhul lineaarsete vorrandite siisteeme,
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mille lubatavate lahendite hulk M on kumer ja milles on
médratud mingi lineaarne funktsioon, siis pohineb {iles-
ande lahendamine eeskirjal, kuidas koige otstarbekamall
labi vaadata hulga M tippe.

6. TOENAOSUSTEOGORIA JA MATEMAATILISE
STATISTIKA ALUSED

Majandussiisteemid on toendosuslikud siisteemid,
nende kditumine pole rangelt defermineeritud, s. t. pole
tegelikkuses kunagi funktsionaalses soltuvuses juhtimisest
ja reguleerimisest, vaid on stohhastiline, s. o. juhuslikku
laadi. Sellepdrast etendavad niisugused matemaatilised
distsipliinid, nagu toendosusteooria ja matemaatiline
statistika, erakordselt tdhtsat osa majandussiisteemide
uurimisel, informatsiooni toétlemisel ja prognoosimisel.

Majandussiisteemide stohhastilise iseloomu ignoreeri-
mine on voimalik ainult abstraktsioonis, kui lihtsustatakse
reaalseid suhteid nende uurimise kergendamiseks.

Sageli kujunevad majanduslikud nditajad niivord pal-
jude massiliste mojude tulemusena, et neid saab uurida
ainult matemaatilise statistika meetodite abil. Matemaa-
tiline statistika voimaldab avaldada soltuvusi suuruste
vahel, mille jaotusseadused on teada.

6.1. Juhusliku siindmuse moiste. Siindmust, mis voib
toimuda voi mitte toimuda, nimetatakse juhuslikuks. Kui
rddgitakse mone slindmuse toimumisest, siis peetakse see-
juures alati silmas teatud fingimuste hulka. Néditeks rda-
kides mone toote juhuslikust vastupidavusest, peetakse
silmas konkreetset tehnoloogiat, t66 organiseerimist jms.
tingimusi, mille esinemisel uuritakse antud toote ‘vastu-
pidavust.

6.2. Toendosuse moiste. Toendosus on juhusliku siind-
muse arvuline hinnang.

Klassikaline toendosuse definitsioon ldhtub formaal-
sest eeldusest, et uuritavad toendosuslikud siindmused on
vordvoimalikud ja iiksteist vdlistavad (nditeks loosi lan-
gemine teatud loteriipiletile). Olgu n — voimalike juhuste
arv (loteriipiletite arv), m — soodsate juhuste arv (voi-
tude arv). Sel korral on siindmuse A (teatud piletile lan-
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geva voidu) toendosus, mida margitakse siimboliga P (4),
klassikalise definitsiooni kohaselt jargmine:
P(A)=~’"—;—. (6.1)
Siindmuse A vastandsindmuse (voit ei langenud pile-
tile) tGendosus, mida margitakse siimboliga ¢, on jdrg-
mine:

g=1—P(A).

Klassikalise definitsiooni puuduseks on see, et ta on
rakendatav ainult siis, kui siindmuste arv on Ioplik ja
siindmused ise on vordvoimalikud.

Olgu meil mingi massiliselt esinev ndhtus (néditeks
mingi eseme massiline tootmine), mille juhuslikku siind-
must (praaki) mirgime siimboliga A. Korraldame n kat-
set, kusjuures siindmus A esineb n, korda. Siindmuse A
relatiivseks sageduseks S(A) nimetatakse suhet

S(A)=%A—_ (6.2)

Praktika nditab, et suure katsete arvu korral relatiivse
sageduse stabiilsus suureneb, kusjuures S(A4) ldheneb jar-
jest rohkem teatud piirvdartusele, mingile kindlale kons-
tandile. Mainitud konstanti nimetatakse siindmuse A sta-
tistiliseks toendosuseks. Niiteks K. Pearson sooritas 24 000
katset metallraha viskamisega. 12012 korda langes raha
vapiga iilespoole. Seega oli vapi esinemise relatiivne sage-
dus 0,5005, s. t. ldhedane antud siindmuse toendosusele
klassikalise definitsiooni jargi.

Vaib kirjutada:

P(A)=1imS(A4). (6.3)

On ilmne, et

I<PA<L

Toendosuse statistiline teooria eitab pohjuslikke seo-
seid massiliselt esinevate nédhtuste korral, sest statistilise
toendosuse kindlaksmdédramisel ei etenda mingit osa kat-
sete (vaatluste) korraldamise tingimused.

Kaasaegne toenédosusteooria rajaneb toendosuse aksio-
maatilisel definitsioonil, mille ldhem késitlus ei kuulu
antud brosiiliri raamidesse.

40



6.3. Keskvddrtus ja dispersioon. Olgu mingil diskreet-
sel juhuslikul suurusel X vaartused x;, xo,...,x, mille
toendosused margime vastavalt p;, ps, ..., p,. Kui sum-
meeritakse juhusliku suuruse koikide voimalikkude védar-
tuste toendosused, siis

Diskreetset juhuslikku suurust iseloomustab arv, mida
nimetatakse keskvddrtuseks ja tahistatakse siimboliga
M(X). Keskvédartust arvutatakse valemiga

M(X) = x4p1 + Xop2+ ... + Xppn. (6.4)

Ndide. Majapidamistarvete kaupluse juhataja korraldas
statistilise uurimise, mis andis jargmised tulemused:

Pesupulbri ¢ Pédevas miiiidud Miiiigi

paki kaal, g pakke [ | toeniosus *
400 300 0,50
600 150 0,25
800 l 150 0,25

Kokku | 600 | 1,00

Keskvairtust voib vaadelda juhusliku suuruse kaalutud
keskmisena. Toodud naites on M (X) == 400-0,5- 600 -
- 0,25 4 800 - 0,25 = 550. Kui niisugust analiiiisi korral-
dada suuremas ulatuses, annab see ettevotetele, kauban-
dus- ja turustusorganitele vadrtuslikku informatsiooni
selle kohta, kui palju ja missugustes pakendites pesu-
pulbrit oleks otstarbekas toota.

Diskreetse juhusliku suuruse X =x;(i=1, 2, ..., n)
hajuvuse iseloomustamiseks keskvaartuse suhtes arvuta-
takse karakteristika, mida nimetatakse dispersiooniks ja
margitakse siimboliga D?(X) voi o,

D%(X)= M[X —M(X)]> (6.5)
Arvutuste lihtsustamiseks kasutatakse sageli valemit
D2(X) = M(X2)— M2 (X). (6.6)

Arvutame eelneva naite puhul D?(X).
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X 160000 | 360000 | 640000

|
iR B 025 0.25
| |

M (X?) = 0,5- 160 000 + 0,25 - 360 000 + 0,25 - 640 000 = 330 000.
M2(X) = 5502 = 302 500.
D2(X) = 330 000 — 302 500 = 27 500.

Ruutjuurt dispersioonist \/D?(X) nimetatakse standard-
hélbeks ja margitakse siimboliga 0. See néitaja iseloomus-
tab samuti juhusliku suuruse hajuvust.

6.4. Juhusliku suuruse jaotus. Oeldakse, et juhusliku
suuruse jaotusseadus on antud, kui on teada, milline toe-
ndosus on juhusliku suuruse igal vdidrtusel. Jaotusseadus
annab juhusliku suuruse kohta ammendavat informat-
siooni.

Jaotusseaduse olemuse moistmiseks ja 0igeks rakenda-
miseks on oluline tunda juhuslikkuse ja paratamatuse
vahelist dialektilist seost. Nii on masstootmise iiksikud
ndhtused juhuslikud, ent nende kaudu avalduvad
antud protsessi siigavad sisemised seaduspdrasused —
avaldub paratamatus. Seega toimub objektiivse parata-
matuse tunnetamine tavaliselt juhuslike nédhtuste uurimise
ja analiilisimise alusel.

Jaotusseadused niitavad meile, millise toendosusega
realiseerub (toimub) teatav siindmus, olenevalt konkreet-
setest tingimustest (nditeks hajuvusest). Seepdrast nime-
tatakse toendosust voimalikkuse mooduks. Uksikud siind-
mused esinevad erinevate sagedustega. Nende sageduste
jaotus kujutabki endast teoreetilist jaotust, ndidates eri-
suguste voimaluste struktuuri ja esinemise toendosust.

Seevastu empiiriline jaotus néitab, kuidas toimusid
teatud massilised siindmused tegelikkuses. Mida véiksem
on uuritavate siindmuste arv, seda suuremat moju empii-
rilisele jaotusele avaldab juhuslikkus. Mida suurem on aga
mainitud siindmuste arv, seda enam ldheneb empiiriline
jaotus teoreetilisele, tegelik keskvdidrtus oodatavale kesk-
vddrtusele.

Jaotusseadusi uuritakse olenevalt juhusliku siindmuse
iseloomust. Nii tehakse vahet diskreetsete ja pidevate suu-
ruste vahel. Diskreetse juhusliku suuruse vairtuste hulk
on loenduv voi 16plik (nditeks ettevotte todliste hulk, praa-
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gitud toodete arv). Pidev juhuslik suurus voib omada
lopmata palju erinevaid vddrtusi mingis vahemikus, s. t.
tema vdaartuste hulk pole loenduv (naiteks toote valmis-
tamiseks kuluv aeg, hdlbed ettendhtud kaalust) ning iga
vidrtuse omandamise toendosus on 0.

6.5. Diskreetse juhusliku suuruse jaotus. Alustame
lihtsast néditest. Ettevottes uuriti praagi esinemist teatud
toote valmistamisel. Selgus, et 85% toodetest vastas stan-
dardile, 8% kaldus normist korvale kiimne, 5% — kahe-
kiimne ja 2% — kolmekiimne tingiihiku vorra: Uurimuse
tulemusi voib esitada tabeli kujul jargmiselt (vt. tabel 12):

abel 12
Juhuslik suurus (X) “ ‘ 10 { 20 l 30
Toengosus (P) |r 0,85 | 0,08 l 0.05 009

Uldjuhul, kui juhuslik suurus omandab véartused x,
Xo, ... , X,, millele vastavad toendosused py, ps, ... , Pn
voib diskreetse suuruse jaotusseaduse esitada tabeli ku]ul
jargmiselt: = °

Tabel 13
|
X 1{ X1 | Xo ‘ . l Xn
i [ 5 T sty b0
p | | ] 1
!; Pi : P2 Pn

Kui 6eldakse, et on antud juhusliku suuruse X jaotus,
siis tdhendab see seda, et on maaratud koigi siindmuste
(a << X < b) toendosused P(a << X< b), kusjuures X
muutumispiirkonnaks on vahemik (a, b).

Tabelis 12 toodud jaotust voib esitada ka graafilisell
(vt. joon. 5).

Juhusliku suuruse védirtust, millel on suurim téendo-
sus, nimetatakse koige toendolisemaks vddrtuseks.

Juhusliku suuruse X jaotusseadusest tuletatakse selle
jaotusfunktsioon F(x), mis nditab koigi nende juhuslike
suuruste x; (i=1, ... , n) toendosuste summat, mis on
vaiksemad mingist muutuvast juhuslikust suurusest x.
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Seega
F(x)=23pi=P(X <x). (6.7)

x;<x

Naéiteks tabeli 12 jargi on téendosus, et toodangu hul-
gas avastatakse niisuguseid tooteid, mis kalduvad normist
korvale vahem kui 30 tihiku vorra, leitav jirgmise valemi
abil:

3
F(x)= 3 p: = 0,85+ 0,08 + 0,05 = 0,98.
to=d

P
i
%
T e e AJODNISI5:
0 10 20 30
&)

JOONIS 6.

Jaotusfunktsiooni graafik néitab, kuidas toimub toe-
niosuste summade diskreetne suurenemine (vt. joon. 6).
Tutvume moningate diskreetsete suuruste jaotustega.
Kui uuritakse siindmusi, millel esineb ainult kaks alterna-
tiivset tunnust, naiteks «korras toode — praak», siis kasu-
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tatakse sageli binomiaaljaotust (nimetatakse ka Ber-
noulli jaotuseks). Binomiaaljaotuse valem on jargmine:

P(X = m)= Ca"pmg»m™ (m=0, 1, ..., n), (6. 8)

kus C,™ on kombinatsioonide arv n elemendist m kaupa,

p — juhusliku siindmuse toendosus,
q — vastandsiindmuse toendosus,
n — katsete arv,

m  — siindmuse esinemise sagedus.

Niide. Tsehhis on 10 t6opinki. Pingi rivist védljalange-
mise toendosus (pdeva jooksul) on 0,1. Tuleb leida, mil-
lise toendosusega langeb rivist vidlja 4 pinki pédevas.

Antud néites on n =10, m=4, p=0,1 ja ¢ =0,9.

P(X = 4) = Cy*-0,1%-0,9¢ = 210.0,0001 - 0,530541 =
= QL0111

Voib ndidata, et binomiaaljaotuse korral on keskvaar-
tus viljendatav valemiga

M(X) = np, (6.9)
dispersioon aga valemiga
D%(X) = npgq. (6. 10)

Toodud néites on dispersioon

D%(X)=10-0,1-0,9 =09,
standardhélve

bi==0:95

Kui juhuslike siindmuste arv n on vdga suur ja dhe
alternatiivse tunnuse toendosus vaga viike, siis kasuta-
takse Poissoni jaotust, mis vdljendub valemiga
am
m! ] :
kus parameeter a=— M (X) = D?(X).

Arvutuste kergendamiseks on koostatud tabelid toendo-
suste leidmiseks Poissoni jaotusseaduse jargi erisuguste
a ja m vairtuste kohta. Poissoni jaotust kasutatakse ula-
tuslikult toodangu kvaliteedi statistilisel uurimisel.

Pidevate juhuslike suuruste puhul voib nende esinemise
toendosust madrata ainult teatava vahemiku kohta, selle-

PN i) es, (6.11)
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pdrast rddgitakse toendosuse tihedusest. Toendosus, et
pidev juhuslik suurus X esineb vahemikus a < X < b, on

Plac X < by [H5)dr = F(B)—F(a). - - (6.12)

Funktsiooni f(x) nimetatakse tihedusfunktsiooniks ehk
10endosuse tiheduseks. Seejuures

+00
J i(x)dx =1,

mis tdhendab seda, et funktsiooni graafilisel kujutami-
sel kogu pind f(x)-kovera ja x-telje vahel on vordne 1-ga.

Uks tédhtsamaid pideva juhusliku suuruse jaotusi on nn.
normaaljaotus, mis tuletatakse binomiaaljaotusest, lahtu-
des sellest, et diskreetsel suurusel on 16pmata palju erine-
vaid véidrtusi ja iga iiksiku vdadrtuse toendosus on null.
Tegelikkuses jagunevad vdga paljude suuruste vaartused
normaaljaotuse jargi.

Normaaljaotuse puhul viljendub pideva juhusliku suu-
ruse tihedusfunktsioon valemiga

J{R)ms el M (6.13)
0Y2n

| (x—x)°

kus juhusliku suuruse muutumisvahemikuks on —oo kuni
~+oo ja x=M(X).

Normaaljaotuse valem muutub lihtsamaks, kui asen-
dada muutuja

By
AR~
o

Sel juhul on juhusliku suuruse hajumine normeeritud, s. o.
valjendatud standardhélbe iihikutes.

Suuruse z mingi vaartuse esinemise toendosus vahe-
mikus 7, << z << t, vordub funktsiooni F(f) véddrtusega:
X 1 22
Pti<z< m:—‘,—fe"' 2 dz. (6. 14)
¥2n ¥
Joonisel 7 on toodud normaaljaotuse tihedusfunkt-
sioon [(z).

46



Normaaljaotuse valemid on keerulised, ent otsitavad
vaartused leiame vastavatest statistilistest tabelitest.

Tabelitest voib nditeks leida, et 68,27 protsenti koigi
juhuslike suuruste vaartustest asub vahemikus o,
95,72 protsenti vahemikus +2¢ ja 99,73 protsenti vahe-
mikus 4-30. See tdhendab, et praktiliselt voib olla kindel,
et juhusliku suuruse hédlbe absoluutvaartus ei iileta kolme-
kordset standardhédlvet. Viimast viidet nimetatakse kolme
sigma reegliks.

Ve

f
36 20 -6 0 +0 +26 +36

JOONIS 7.

Niide. Moodetakse detailide 1abimootu. Keskmine 1abi-
moot on 210 mm. Standardhidlve o =10 mm. Tuleb arvu-
tada toendosus, et juhuslikult valitud detaili 1abimoot on
vahemikus 220...240 mm. Eeldatakse, et jaotus on nor-
maalne. ;

Koigepealt viljendatakse juhusliku suuruse — detaili
libimoodu hajumisvahemik standardhélbe iihikutes.

UG S g Ve PR, il B

SN | TEN R TRE RRIOH T

Jargnevalt arvutatakse Fo(fz) — Fo(t)'.

P (220 << x << 240) == Fo(3)— Fo(l) =

= 0,49865 -— 0,34134 = 0,15731.

6.6. Tsebosovi vorratus. Kui juhusliku suuruse jaotus-
seadus pole teada, siis kasutatakse sageli TSeboSovi vor-
ratust, mis naeb védlja nii:

P(x—MX)|<B)=>1—

g2

«9
g&

(6. 15)

t 2
~ 2
! Fo(t)—————i:je_—‘z_ dz. Funktsiooni Fo(f) vaartused leitakse
¥2n
0

vastavatest tabelitest.
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kus & on suvaline konstant, mis rahuldab tingimust
E=o.

TSebosovi vorratus nditab meile toendosuse alampiiri,
et juhusliku suuruse vdértus ei erine tema keskvaartusest
rohkem, kui suvaliselt valitud suurus, kusjuures see piir
oleneb ainult juhusliku suuruse dispersioonist.

Naide. Ettevottes pakitakse pisidetaile karpidesse. De-
tailide arv karbis (x) on juhuslik suurus, tema keskvéar-
tus on 5000, standardhdlve 20. Jaotusseadus pole teada.
Tuleb leida, millise toendosusega erineb detailide arv kar-
bis 30 detaili vorra keskvdartusest.

Lahendus:
P(]x—M(X)] <30)=>=1—

\

400

900 ~ 0,5556.

6.7. Korrelatsioon ja regressioon. Majanduslike ‘siis-
teemide juhtimine nouab majanduselu néhtuste vahel
eksisteerivate pohisoltuvuste tundmist. Nende nédhtuste sta-
tistiline analiilis voimaldab avastada uusi soltuvusi, iseloo-
mustada nende konkreetset vormi, hinnata tiksikute tegu-
rite moju intensiivsust, mis kokkuvottes annab majan-
dusjuhile védartuslikku informatsiooni.

Korrelatsioonanaliiiis uurib soltuvuste rangust (tihe-
dust) juhuslike suuruste wvahel, regressioonanaliiiis —
nende soltuvuste iseloomu.

Reaalsetes majandussiisteemides esinevad peamiselt
mittelineaarsed soltuvused, mille uurimine on suhteliselt
toomahukas. Seepérast piiiitakse praktikas aproksimeerida
mittelineaarseid soltuvusi alati lineaarseteks, mis margata-
valt lihtsustab arvutusi. Siin vaatleme ainult lineaarseid
soltuvusi.

Tuleb rohutada, et korrelatiivsete soltuvuste alusel voib
pohjuslike seoste kohta teha mingisuguseid jareldusi
ainult dlimalt ettevaatlikult. Tavaliseit kasutame Kkorrelat-
sioonanaliiiisi siis, kui pohjuslikud seosed tulenevad intui-
tiivsetest, loogilistest voi kogemuslikest kaalutlustest.

Tegurid, mis mojutavad mingisugust majandusnéhtust,
voivad olla kas tuntud voi tundmatud, olulised voi mitte-
olulised, kvantitatiivselt viljendatavad voi mitte. Eduka
statistilise analiilisi eelduseks on oluliste tegurite vdilja-
selgitamine ja nende arvuline madramine.

Muutuvate suuruste x ja y korrelatiivse soltuvuse néi-
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tajaks on korrelatsiooni koefitsient r, mis arvutatakse vale-
miga
gl e, (6. 16)
VSnyxx
kus

n
Sxy == Zix,-yi vl nig,
1=
n
Syy = _2;.’/1'2 — ng?,
1=
n
Sasi== DS i,

t=1

X ja y on vastavate muutuvate suuruste aritmeetilised
keskmised.

Korrelatsiooni koefitsient » muutub vahemikus —1 kuni
~+1. Mida suurem on r absoluutvdirtus, seda rangem on
uuritav soltuvus. Kui muutujad on séltumatud, siis r =0,
funktsionaalse soltuvuse korral r=1. Rohutame, et kui
r=0, siis ei tdhenda see veel seda, et muutujad on soltu-
matud.

Kui on teada, et soltuv muutuja y oleneb muutujast x,
siis nditab suurus r?, kuivord suurt osa muutuja y haju-
vusest mojutab muutuja x. Kui néditeks r = 0,7, siis tdhen-
dab see, et x mojutab 49 protsenti y iildisest hajuvusest.

Niide. Tuleb leida, kuivord tihedalt soltub toodangu
omahind x (10% rbl.) tootmismahust y (10% t) (tabelis 14
toodud andmete pohjal).

Tabel 114
X ’ y Xy x2 y?
1 10 10 1| 100
3 12 36 9 | 144
5 16 80 | 25| 256
6 17 | 102 | 36 | 289
8 20 | 160 64 ‘ 400
9 21 | 189 | 81 | 441
32 | 96 | 577 | 216 | 1630

Sxy—577——6 533 16 &~ 65,03.
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Sex = 216 —6-5,33-5,33 & 45,35.
Syy = 1630 — 1536 = 94.

rE f5’03 ~ 0,9957.
7 45,35- 94
Seega on korrelatiivne soltuvus muutujate x ja y vahel

vaga tihe.
Olenegu suuruse y muutused suuruse x muutustest.
Lineaarse soltuvuse korral

Yr==ax+b. (6.17)

Vorrandit (6.17) nimetatakse regressiooni vorrandiks.
Regressiooni vorrand annab koigi x védartuste jaoks nii-
sugused y vaartused, mis on koige ldhemad amud suuruse
katseliselt leitud véartustele.

Suurust a regressiooni vorrandis nimetatakse regres-
siooni kordajaks ja margitakse ay.. Kordaja ay. naitab,
kuidas suureneb y, kui x kasvab iithiku vorra, ja arvuta-
takse valemiga

B
Sxx

Suurus & leitakse valemist

Ol oeet
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2.
METODOLOOGILISED ALUSED

Majandusmatemaatika meetodiie prakiikasse rakenda-
misel on Okonomistile koige tdhisam oskus kirjeldada
majandusprotsesse matemaatiliselt, luua uuritava objekti
majandusmatemaatiline mudel. Modelleerimine kuulub
majanduskiiberneetika metodoloogiliste pohiprobleemide
hulka, seepidrast eeldab edukas ja teadlik majandusprot-
sesside modelleerimine kiiberneetika pohimotete ja meeto-
dite tundmist. V. Nemtsinov rohutas, et iihiskondliku toot-
mise organiseerimise ja planeerimise teaduslikke aluseid
saab Oigesti moista ainult siis, kui neid vaadelda kiiber-
neetilisest aspektist, kiiberneetika seisukohtadest ldhtudes.!

7. MAJANDUSKUBERNEETIKA POHIKUSIMUSI

7.1. Kiiberneetika kui teadus. Kiiberneetika kuulub
vaga iildiste, universaalsete teadusharude hulka ja on vor-
reldav vahest ainult filosooiia, matemaatika ja loogikaga.
Kiiberneetika uurib abstraktseid juhtimisprotsesse juhita-
vates ja isereguleeruvates diinaamilistes siisteemides. Uue
teadusharu defineerimine pole sugugi lihtne. Kirjanduses
esineb palju erisuguseid definitsioone. Uks defineerimise
raskusi on selles, et uue moiste definitsioon sisaldab oma-
korda uusi, selgitust noudvaid moisteid. Toodud kiibernee-
tika definitsioon nouab niiteks tdpset selgitust, mida
tihendavad moisted «diinaamiline», <«juhtimine», «ise-
reguleerumine» ja «siisteem».

Sona «kiiberneetika» ise péarineb kreeka keelest. Kreeka
filosoof Platon (427—347 e. m. a.) kasutas teda f{ihis-
konna juhtimise kunsti markimiseks; 1834. aastal kasutas
seda moistet uuesti prantsuse fiiisik A. Ampére riigi juh-

I B. C. HeMUYHHOB. JKOHOMUKO-MATCMATUYECKUE MeTOdbL

nodeau. M. 1965 k. %& TARTU GLikooLy
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timise kunsti tdhistamiseks. Kaasaegses tahenduses raken-
das sona «kiiberneetika» ameerika matemaatik Norbert
Wiener 1948. aastal ilmunud kuulsas raamatus «Cyberne-
tics or Control and Communication in the Animal and the
Machine» («Kiiberneetika ehk juhtimine ja side loomas
ning masinas»), mis 1961. a. ilmus ka eesti keeles.

Mitmed faktid bioloogia ja tehnika valdkonnast néita-
sid, et elusorganismis ja masinas on juhtimisprotsessidel
palju iihist. Erisugused juhtimissiisteemid sarnanevad nii
oma struktuuri kui ka funktsioonide poolest, neid saab kir-
jeldada samade matemaatiliste valemitega. See andis
pohjust oletada, et eksisteerivad iildised seaduspérasused,
mis kehtivad koikides juhtimissiisteemides. Nii siindis uus
teadus juhtimisest — kiiberneetika koos oma rohkearvu-
liste rakendusharudega, sealhulgas ka majanduskiibernee-
tika. Uus teadus iihtlustas koik moisted, mis on seotud
juhtimisprotsessidega koige erinevamates valdkondades.

Kiiberneetika kasutab matemaatika keelt, piiiides kogu-
seliselt kirjeldada uuritavaid siisteeme ja protsesse, see-
parast rajaneb ka majanduskiiberneetika majandusmate-
maatika meetoditel.

7.2. Siisteemi moiste. Siisteem on kiiberneetika pohi-
moiste. Késitleda monda probleemi kiiberneetiliselt tdhen-
dab eelkoige kisitleda uuritavat objekti ja protsessi kui
siisteemi. Saksa marksistlik filosoof G. Klaus maérkis, et
«filosoofia ja iiksikud teadusharud on ainult siis toelised
teadused, kui nad esinevad siisteemidena».!

«Siisteem» on kreekakeelne sona, mis tdhendab tervi-
kut, seda kasutatakse vdga paljude moistete tdhistami-
seks. Niiteks tunneme niisuguseid moisteid, nagu péikese-
siisteem, majandussiisteem, nérvisiisteem, vaadete siis-
teem, vorrandisiisteem, toosiisteem jne. Niisiis on siisteemi
kui mingisuguste elementide (objektide) terviku moiste
aarmiselt {ildine, niivord iildine, et voidakse kiisida: mille
poolest erineb siisteemi moiste hulga moistest?

Siisteern kujutab endast niisuguste elementide hulka,
mis on omavahel teatud viisil seofud, s. o. nende vahel
eksisteerivad kindlad suhted. Seega ei holma moiste
«siisteem» mitte lihtsalt elementide hulka, vaid ka nende-
vahelisi suhteid, mida méaérab siisteemi strukfuur. Hulgal
pole struktuuri.

' G. Klaus. Moderne Logik. Berlin 1966, lk. 422.



Majandusobjektid muutuvad siisteemiks siis, kui nende
elementide vahel luuakse kindlad organisatsioonilised suh-
ted. Niiteks inimesed ja tootmisvahendid iihendatakse
theks tervikuks piistitatud eesmidrgi saavutamiseks.

Niisiis, sisteem on struktuurselt ja funktsionaalselt
sarnaste elementide organiseeritud hulk.

Tehakse vahet loomulike ja kunstlike, samuti materiaal-
sete ja motteliste (ideaalsete) siisteemide vahel. Majan-
dusprotsesside kirjeldamine matemaatiliste vorrandite abil
kujutab endast mottelist siisteemi. Mottelistel siisteemidel
on teaduslik vidirtus iiksnes siis, kui nad peegeldavad
oigesti materiaalseid siisteeme. Seda tuleb eriti silmas
pidada majandusprotsesside matemaatilisel kirjeldamisel
(modelleerimisel).

Tahaks rohutada, et iilaloeldu kehtib ainult nende siis-
teemide (mudelite) kohta, mis on loodud selleks, et imi-
teerida reaalseid siisteeme mingil konkreetsel eesmaérgil.
Ent seejuures luuakse kiiberneetikas ka niisuguseid siis-
teeme, mil pole reaalseid analooge tegelikkuses, nii nagu
naiteks teoreetilises mehaanikas voi matemaatilises fiiii-
sikas, kus uuritakse materiaalseid objekte, millel pole
mahtu, ideaalseid gaase jne. Seejuures ei tdahenda nii-
suguste siisteemide konstrueerimine sugugi elust irdu-
mist, vaid sootuks vastupidi — sellised «idealiseeritud»
siisteemid voimaldavad meil siigavamalt moista reaalsete
siisteemide kiitumist, tdiustada neid ja avastada nende
kaitumises uusi seaduspédrasusi.

7.3. Kiiberneetilised siisteemid. Kiiberneetika ei uuri
mitte suvalisi siisteeme, vaid erilist siisteemide klassi —
kiiberneetilisi siisteeme. Millised on kiiberneetiliste siistee-
mide tunnused? Eelkdige on nad dinaamilised, s. o. liiku-
vad, aktiivsed, ajas ja ruumis muutuvad siisteemid. Siis-
teemi diinaamika pohjuseks on viliskeskkonna, s. t. antud
siisteemi i{imbritsevate siisteemide moju. Samaaegselt
mojub antud siisteem ka teistele siisteemidele. Seega
valitsevad diinaamiliste siisteemide vahel vastastikused
funktsionaalsed suhted. Need voivad olla materiaalsed,
energeetilised voi informatsioonilised, kusjuures kiibernee-
tilisest seisukohast lahtudes on eriti olulised viimased, sest
nad iseloomustavad teist kiiberneetika pohimoistet — juh-
timist.

Viliskeskkonna moju antud siisteemile nimetatakse
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slisteemi sisendiks, Kkusjuures reaalsetes siisteemides orn
vdaga palju sisendeid, mis moodustavad siisteemi sisendite
vektori. Seevastu antud siisteemi moju véliskeskkonnale
nimetatakse vdljundiks, kusjuures siingi voib réddkida
vdljundite vektorist. Sisendid jaotatakse juhitavateks ja
mittejuhitavateks (hdiringud).

Sisendia " Vgljundid
e = : et =
: Siisteem : JOONIS .
e e

Diinaamilise siisteemi graafilist kujutamist vt. joon. 8.
Vaadeldes toostusettevotet diinaamilise siisteemina, voib
tema sisenditeks lugeda mitmesuguseid tootmisressursse,
viljunditeks — valmistooteid. Informatsioonilisest aspek-
tist ldhtudes voib sisenditeks pidada korgemalseisva
organi poolt antud plaanilisi néitajaid, védljunditeks and-
meid plaani tditmise kohta.

Siisteemi kiitumise uurimine on kiiberneetika pohiiiles-
anne. W. Ross Ashby rohutas, et kiiberneetika vastab.
kiisimusele, «mida antud silisteem teeb».! Rida autoreid
iseloomustab kiiberneetikat nagu W. R. Ashbygi kui tea-
dust, mis uurib esijoones siisteemide kéitumist, mitte aga
. nende sisemist ehitust, struktuuri. Nii nimetas G. Klaus
kiiberneetikat teooriaks «masinate voimalikest kditumisvii-
sidest» (siin tdhendab sona «masin» siisteemi).2 Ka
H. Greniewski jérgi etendavad kiiberneetikas pohilist osa
«suhteliselt eraldatud siisteemid», s. o. diinaamilised siis-
teemid ja nende omavahelised funktsionaalsed seosed.’
Ent niisugune {ihekiilgne orientatsioon, mis absolutiseerib
siisteemide kditumisega seotud probleeme, ei arvesta kiil-
laldaselt kditumise ja struktuuri dialektikat ja voib kah-
justada kiiberneetiliste uurimuste metodoloogilist kiilge.
Eriti kehtib see majandussiisteemide uurimisel. Mitte alati
ja koikjal ei ole uurimise tulipunktis siisteemide kaitumine.
Konkreetsetel uurimisetappidel voib tulipunkti nihkuda

occ Dum6H Beedenue 8 rubepueruxy. M. 1959, lk. 13.

LY. P
2 T. Knaye. Kubepretuka u ¢uaocogpus. M. 1963, lk. 15.
8 I'. 'peneBckuii. Kubepnerukg 6e3 maremaruxu. M. 1964,



siisteemi struktuur. Kui monel juhul (nagu nieme hiljem
nn. musta kasti meetodi rakendamisel) voib kaitumise
uurimine anda meile votme struktuuri paremaks moistmi-
seks, siis on juhtumeid, kus struktuuri uurimise kaudu
jouame kditumise siigavama moistmiseni. Nii alustatakse
ettevotte funktsioneerimise tdiustamisel sageli tema struk-
tuuri uurimisest: koostatakse informatsiooni- ja materjali-
voogude struktuuriskeeme, uuritakse nende otstarbekust ja
moju ettevotte Tunktsioneerimisele, analiiiisitakse ettevotte
iiksikute tsehhide, jaoskondade, osakondade, ladude paigu-
tust jne. Arusaadavalt on iga kiiberneetilise uurimuse
loppeesmirgiks siisteemi kiditumise optimiseerimine, ent
teed selle saavutamiseks olenevad konkreetsest olukorrast,
teaduse ja praktika saavutusest antud etapil.

Siisteemide struktuuri voib formaalselt esitada siruk-
tuurimaatriksite abil, mis peegeldavad vastastikuseid seo-
seid antud siisteemi elementide vahel. Nii on siisteemi ele-
ment a seotud siisteemi elemendiga b siis, kui vdhemalt
iiks elemendi a viljund on samaaegselt elemendi & sisen-
~diks. Struktuurimaatriks on néiteks rahvamajandusharude
tootmise ja tarbimise bilansi maatriks. Selle read néitavad
iiksikute harude toodangu jaotamist teiste harude vahel,
veerud — kui palju iiksikud harud kasutavad teiste harude
toodangut. Margime, et siisteemi elemendi vidljund voib
olla {ihtlasi ka sama elemendi sisendiks. Nditeks kasuta-
takse masinaehituse toodangut dra ka masinaehituses ene-
ses. Analoogilisi maatrikseid voib koostada ka iiksik-
ettevottele, elementideks on seejuures tsehhid ja tootmis-
jaoskonnad. Teatavasti pohineb sellel meetodil ettevotte
tehnika-, tootmis- ja finantsplaani koostamine maatriks-
vormis.

Iga diinaamiline siisteem on pidevas vastastikuses seo-
ses viliskeskkonnaga, s. o. teiste siisteemidega, nii et
omavahel seotud siisteeme voib {thendada uueks, keeruka-
maks, korgemat jarku siisteemiks. Nii moodustab kogu
meie rahvamajandus iihe tervikliku siisteemi, millel on
hierarhiline struktuur; kogu rahvamajandus — rahva-
majandusharud — ettevotted (majandid) — tsehhid (bri-
gaadid) — tookohad (liilid).

Diinaamiliste siisteemide kaitumise uurimisel on eriti
tihtis vilja selgitada, kuidas sisendid mojuvad véljundi-
tele, ning avaldada see moju matemaatiliselt, funktsio-
naalse soltuvusena. Siisteemi sisendid méaédravad olulises
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osas tema kditumise, seega kujutavad sisendid siisteemi
kditumise regulaatoreid.

Oleme joudnud jargmise kiiberneetika pohimdiste —
juhtimise moiste juurde. Kiiberneetiliste siisteemide tei-
seks tunnuseks on see, et nad on juhtimissiisteemid. Juh-
timise all moistame protsessi, kus iithe siisteemi viljund,
olles teise siisteemi sisendiks, mojutab viimase viljundit.
Juhtimisprotsesse voib seega kujutada teatavate juhtimis-
ahelatena (vt. joon. 9).

I Varustus-  —= Etfevitted —= Tarbijad
organid
Ettevife 1
I Ministeerium —~ Peavalitsuss — Etfevite 2

Etfevite 3  JOONIS 9.

I juhtimisahel néditab skemaatiliselt, kuidas tarbija
noudmiste rahuldamine oleneb varustamisest.

IT juhtimisahel néitab plaaniiilesannete viimist ette-
voteteni.

Tehakse vahet juhtiva siisteemi ja juhitava sidsteemi
vahel, mis kokku moodustavad juhtimisststeemi.

Ulaltoodud juhtimisprotsessi definitsioonis pole midagi
oeldud juhtimise iseloomu kohta. Moned autorid seovad
juhtimist kiiberneetilistes siisteemides nende kéitumise
optimiseerimisega. Nii moistab V. Moissejev juhtimise all
kiiberneetikas juhtimise ja optimiseerimise iihtsust.! Aka-
deemik A. Berg defineerib kiiberneetikat kui teadust
keeruliste diinaamiliste siisteemide optimaalsest, sihipéra-
sest juhtimisest.?

Optimaalne juhtimine on iseloomulik kiiberneetilistele
siisteemidele, ent see ei tdhenda veel, et kiiberneetilised
siisteemid on ainult need, mille kditumine on optimiseeri-
tud. Majandussiisteemid on kiiberneetilised siisteemid, me
piiliame optimiseerida nende kditumist, ent pole seda prob-
leemi seni kompleksselt veel kaugeltki lahendanud.

Sihipdrane juhtimine kiiberneetilistes siisteemides on
suunatud nende stabiilsuse sdilitamisele. Kui kiiberneeti-

! B. 1. MouceeB. Leurparsneie udeu u Guaocopckue ocHosot
xubepreruku. M. 1965.
2 A 1. Berg. Kaberneetika ja tookindlus. Tallinn 1966, lk. 11.
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line siisteem viiakse tasakaaluolekust vilja, siis piiiiab
juhtimine mojutada siisteemi kaitumist, nii et ta taastaks
oma piisiva tasakaalu. Kui kiiberneetiline siisteem ei suuda
sdilitada endist tasakaaluolekut, siis piiiiab ta leida oma
voimalike kaitumisviiside hulgast uue tasakaaluoleku, et
jadda jéllegi stabiilseks. Neid siisteeme, mis on suutelised
sdilitama oma stabiilsust erisugustele kaitumisviisidele
omaste tasakaaluolekute saavutamisel, nimetatakse wulfra-
stabiilseteks. Kui kiiberneetiline siisteem koosneb mitmest
ultrastabiilsest alamsiisteemist, kusjuures need on ajuti
teineteisest soltumatud, siis nimetatakse sellist siisteemi
multistabiilseks. Majandussiisteemid on multistabiilsed
siisteemid.

Niéiteks olgu teatava peavalitsuse ettevotetele vaja oma
toodangu valjalaskmiseks vérvilisi metalle. Oletame, et
varustushdirete tottu said ettevotted ettendhtust vdhem
vaske ja alumiiniumi. Moistagi piitiab nii peavalitsuse
juhtkond kui ka ettevotte administiratsioon leida tekkinud
olukorrast valjapdédsu: otsitakse varviliste metallide asen-
dajaid, uusi varustusallikaid, vaetakse uusi konstruktiiv-
seid lahendusi, ddarmisel juhul muudetakse plaani.

Seega on juhtimise tdhtsamaid tilesandeid kompensee-
rida ja neutraliseerida segavaid védlismojusid, mis piiiia-
vad rikkuda siisteemi tasakaaluolekut, ohustavad tema
stabiilsust. Mdistagi pole maailmas absoluutselt stabiilseid
siisteeme. Iga siisteem on suhteliselt stabiilne, olenevalt
hdiringute tugevusest. Niisiis on igal siisteemil kindel sta-
biilsuse piirkond, kus ta on suuteline taastama oma tasa-
kaaluolekut. :

Teisiti oeldes, siisteemi stabiilsus on seda suurem, mida
suurem on tema néitajate lubatud koikumine. Ja siit tule-
neb ka jargmine oluline jdreldus: siisteemi stabiilsus on
seda suurem, mida suuremad on antud siisteemi elemen-
tide néitajate lubatavad hédlbed. Niisiis, mida elastsem on
siisteem, seda suurem on tema voime kohaneda kahjulike
vilismojudega, mida jdigem on siisteem, seda vdiksem on
tema kohanemisvoime.

Mainitud ndhtus avaldub eriti ilmekalt majandussiis-
teemide funktsioneerimise praktikas ja seeparast néeb
uus tootmise juhtimise ja planeerimise siisteem ette ette-
votete diguste méargatavat laiendamist ning kohaliku init-
siatiivi arendamist. Ettevotete tegevuse liigne reglemen-
teerimine ja administratiivsete juhtnooridega piiramine
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alandab ilmselt ettevotte kohanemisvoimet mitmesugustele
hdiringutele.  Arusaadavalt voib (iksikettevotete oigusi
laiendada ainult teatava piirini, niikaua, kuni see ei satu
vastuollu kogu meie rahvamajanduse siisteemi stabiilsuse
noudega. On selge, et elementide nditajate piiramatu koi-
kumise korral ei moodusta nad terviklikku ning stabiilset
stisteemi.

T

Jqﬁ//ay Juhtry
Susteem susteem o
_.| Informatsioon;
a6t emine JOONIS 10.

[1Gismg |

Selleks et juhtimine saaks kompenseerida kahjulikke
valismojusid, peab ta saama informatsiooni nende mojude
kohta. Skemaatiliselt on niisugust juhtimissiisteemi kuju-
tatud joonisel 10.

Kui juhtimine on aga héilestatud juhitava siisteemi
optimiseerimisele voi tema kiditumise reguleerimisele, siis
saame niisuguse skeemi nagu joonisel 11.

Arusaadavalt voivad eksisteerida ka kombineeritud
juhtimissiisteemid, mis kompenseerivad ja iihtlasi regulee-
rivad.

Oleme joudnud kiiberneetiliste siisteemide juhtimise
keskse probleemini. Ulaltoodud juhtimisskeemide ldhem
vaatlemine nditab, et vadlismojude neutraliseerimine ja
siisteemi kditumise mojutamine nouavad reguleerimist ja
pohinevad informatsioonil. Reguleerimine téotab fagasi-
sidemehhanismi abil, mis informeerib juhtivat siisteemi
sellest, kuidas kédsk tdideti, s. t. millise valjundi kutsus

\ /nformatsiooni |
faotlermine I
Juhitav 3 Jt_//lfiv
j Susieem
susteem J jo0Nis 11




esile vastav sisend. Ilmneb, et juhtimine ja reguleerimine
kiiberneetilistes siisteemides pohinevad informatsioonilisel
ahelal: informatsiooni hankimine, selle edasiandmine, t66t-
lemine ja informatsiooni alusel vastuvoetud otsuse edasi-
andmine. Informatsioonilised seosed majandussiisteemides
on eriti rohkearvulised ja olulised ning nende organisee-
rimise tasemest oleneb méirgatavalt ka juhtimise efektiiv-
sus. Juhitava siisteemi kéitumist peegeldava informat-
sioonita on majandussiisteemide juhtimine ja reguleeri-
mine iilepea voimatu. j

Informatsiooniteooriata on voimatu otstarbekalt korral-
dada tohutu suure hulga majanduslike ja tehniliste and-
mete tootlemist ja salvestamist, mis on aga iiheks
tahtsamaks eelduseks majandusmatemaatika meetodite
rakendamisel rahvamajanduse ulatuses.

Informatsiooni téhtsus kiiberneetikas on niivérd suur,
et akadeemik A. Kolmogorov defineeris kiiberneetikat kui
teadust, mis uurib igasuguseid siisteeme, mis on suutelised
informatsiooni vastu votma, sdilitama ja t6otlema ning
kasutama seda juhtimiseks ja reguleerimiseks.!

Majandussiisteemid kuuluvad keeruliste toendosuslike
kiiberneetiliste siisteemide hulka. Keerukuse moiste on siin
kaunis ebamdérane ja suhteline. Tavaliselt, rddkides kee-
rulistest siisteemidest, moeldakse nende all siisteeme, mis
koosnevad paljudest alamsiisteemidest, mille kditumine on
stohhastiline, s. t. véljendatav juhuslike suurustega. Nen-
del suurustel on teatud toendosus. Alamsiisteemide funkt-
sioneerimine aga on kirjeldatav mittelineaarsete seostega.
Kiiberneetilised meetodid on eriti efektiivsed just viga kee-
ruliste siisteemide uurimisel.

Kokku vottes voib kiiberneetilisi  majandussiisteeme
lithidalt ja piisava tdpsusega nimetada multistabiilseteks
isereguleeruvateks stisteemideks. See nimetus on odigusta-
tud, sest reguleerimine eeldab koigepealt, et tegemist on
diinaamiliste siisteemidega, teiseks, et siisteemid on juhita-
vad; multistabiilsus. aga eeldab omakorda, et tegemist on
keerukate ja stohhastiliste siisteemidega.

Kiiberneetiliste siisteemide juhtimise ja reguleerimise
praktiline realiseerimine pohineb elektronarvutite kasuta-
misel. Masina kasutamine eeldab aga koigepealt majan-

I V. Poce Du6u. Bsedenue e xubepreruxy. M. 1959. Eessona
venekeelsele viljaandele, lk. 8.
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dusprotsesside matemaatilist kirjeldamist ja juhtimise
ning reguleerimise algoritmide loomist. Algoritm kujutab
endast eeskirja, mis teeb kindlaks noutavad tehted ja
nende jarjekorra tilesande lahendamisel, arvestades vas-
tavaid loogilisi tingimusi. On loodud rida formaliseeritud
algoritmilisi keeli (ALGOL-60, FORTRAN, COBOL jne.),
mis voimaldavad kirjeldada teatud probleeme ja tundu-
valt lihtsustada nende lahenduskdigu programmeerimist.
Tuleb aga rohutada, et kaugeltki mitte koik iilesanded
pole algoritmeeritavad, on ka niisuguseid, millel pole
iihtset, universaalset lahendusviisi. (Nditeks majanduses
ei saa otsuse langetamist alati algoritmeerida.)

7.4. Informatsiooniteooria alused. Me radkisime juba
informatsiooni to6tlemise mojust majandussiisteemide
juhtimise efektiivsusele. Tahaks rohutada, et informatsiooni-
teooria probleemid on aktuaalsed ka majandusmatemaa-
tika meetodite rakendamisel. Sageli takerdub nende prak-
tikasse juurutamine noutava informatsiooni puudumise
taha.

Niisugused kiisimused, nagu aruandluse ratsionaliseeri-
mine, dubleerimise kaotamine, aruannete niitajate infor-
matsioonimahu suurendamine, informatsiooni iihtlusta-
mine, majanduslike ja tehniliste normatiivide korrasta-
mine, informatsiooni otstarbekas edasiandmine, to6tlemine
ja séailitamine, informatsiooni vajaliku iilekiilluse loomine
jne., on juhtimise ja reguleerimise edasisel tdiustamisel
médrava tihtsusega.

Eriuurimised on ndidanud, et tavaline inimene on suu-
teline vastu votma ligildhedaselt optimaalseid otsuseid,
kui ta tootleb informatsiooni, mille maht ei iileta 2—3 bitti
(vt. lk. 61) sekundis. Tegeliku olukorra analiiiis naitas,
et juhtivad téotajad peavad sageli t6otlema mainitust suu-
remat informatsioonikogust, mistottu paratamatult {ile 50
protsendi informatsioonist ldheb kaotsi, fulemuseks on aga
viheefektiivne juhtimine.!

Informatsiooni all moistame niisugust teadet, mis on
oluline juhtimissiisteemi oleku mojutamiseks juhtimise ja
reguleerimise kdigus. Veidi kitsamas mottes, ent konkreet-
semalt nimetab H. Greniewski informatsiooni «mistahes

1 3. A. HcaeB. 3ppekTusHocTe ynpasserus u 3AeKTPOKHbLE
smawuns, M. 1966, 1k. 11.
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teatekf, mistahes loaks, mistahes kasuks ja mistahes kee-
fuks»

Kuberneet111ses mottes informatsioonilised seosed esine-
vad ainult omavahel seotud siisteemide vahel, s. t. nii-
suguste siisteemide vahel, mis on iihendatud informat-
sioonivoogudega. Teated kehastuvad signaalides, mida
kasutatakse informatsiooni edasiandmiseks. Signaalid
kujutavad endast mingisuguseid fiiiisikalisi protsesse.
Eriti ulatuslikult kasutatakse informatsiooni edasiandmi-
seks kaasajal elektrisignaale. Objekti, milles toimub sig-
naali edasiandmine, nimetatakse sidekanaliks.

]nformatswomteoona uurib informatsiooni salvesta-
mise, tootlemise ja edasiandmise iildisi matemaatilisi sea-
duspérasusi. Informatsiooni matemaatiline arvutamine on
iiks matemaatilise mo6tte suurimaid saavutusi. Raskust
kaalume kilogrammides, kaugusi moodame meetrites, raha
arvestame rublades. Ent millise iithikuga moota informat-
sioonihulka?

Koigepealt peab niisugune iihik voimaldama vorrelda
eri teadetes sisalduvat informatsioonihulka. Oletame, et °
oleme absoluutselt kindlad, et antud ettevote tdidab aas-
taplaani. Millist informatsiooni annab meile teade, et
antud ettevote toepoolest tditis aastaplaani? Ilmselt mitte
mingisugust. Olgu antud ettevotte plaanitditmine juhuslik
siindmus, kusjuures mainitud siindmusel ja tema vastand-
siindmusel on vordsed toendosused. Niilid piisab meile
teate koostamiseks ettevotte plaanitditmisest ainult kahest
mingisugusest siimbolist (leppemargist). Niisiis tédhista-
vad need kaks siimbolit elementaarset valikut kahe siind-
muse vahel, millel on vordne toendosus. Niisugusteks siim-
boliteks voivad olla kahendsiisteemi arvud (1,0) voi néi-
teks vastused «jah» ja «ei». Teade, mis on véljendatav
kahendsiisteemi iihe siimboliga, sisaldabki informatsiooni-
hulka, mida moodetakse informatsiooniiihikuga 1 bitt
(«bitt»> on lithend ingliskeelsetest sonadest «binary digit»
— kahendiihik). Jérelikult, kui on tegemist mingisuguse
katsega, millel voib olla neli erisugust ning vordvoima-
likku tulemust, siis annab teade resultaadi kohta kaks
korda rohkem informatsiooni, vorreldes kahe voimalusega,

! T, TpeueBckui. Joeuka u KubepHeTuKa nAGHUPOBAKUS.
Kogumikus «diekTpoiiHOe MOJEJHPOBAHHE H MALMHHHOE YNpaBJeHHe
B 3KoHOMHKe». M. 1965, lk, 37.
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ja sisaldab iniormatsioonihulka 2 bitti. Kuidas moota
informatsioonihulka {ildjuhul, kui voib esineda n erisugust
voimalust? Kui suur on sel juhul kahendsiisteemi siimbo-
lite arv m, mida vajatakse teate koostamiseks iihe voima-
luse kohta? Ilmselt n = 2™ ehk teisiti (Hartley valem):

m = loga n. (713
Hartley valemist ilmneb, et kui siindmuste hulk koos-
neb kahest elemendist, siis m =log, 2 = 1 bitt.

Informatsiooniteooria edasine areng (R. Hartley for-
muleeris oma valemi 1928. a.) on lahutamatult seotud
C. E. Shannoni nimega, kes tolgendas informatsiooni kui
valiku ebamdarasuse korvaldajat. C. E. Shannon vaatles
tiksikuid erineva toendosusega siindmusi ja defineeris
teistsuguse informatsioonihulga mo6du, mida nimetatakse
entroopiaks, tihistatakse tdhega H ja viljendatakse kujul
(Shannoni valem):

H = — 3 p;logap;, : (7.2)
i=1
kus p; on i-nda siindmuse toendosus. Kui p; = py=... =

=pn=%, siis taandub Shannoni valem Hartley vale-

miks, kusjuures entroopia on siis maksimaalne, kuna valiku
ebamddrasus on just siis koige suurem. Sisuliselt on ent-
roopia (H) Hartley informatsioonimahu m keskvaartus.

Naide. Olgu meil neli toodet, mille praagi toendosused
on vastavalt 0,5; 0,25; 0,125; 0,125. Koostatakse teade
praagi kohta. Milline on selle teate entroopia?

H = —(0,510g20,5 + 0,25 10g20,25 4

+2.0,12510g20,125) = 1,75 bitti.t

Entroopia arvutamine voimaldab vorrelda ka kasuta-
tavate koodide 6konoomsust. Koodiks nimetame eeskirja,
mille jirgi igale siindmusele seatakse vastavusse teatud
siimbolite kombinatsioon (jérjestus).

Koodi 6konoomsus arvutatakse jargmise valemi pohjal:

§:=mH 2 Hns, (7.3)

kus h on koodi 6konoomsuskordaja, H — koodi entroopia
ja H,4., — koodi maksimaalne entroopia.

" ! K Ilesnon. Paboret no reopuu ungpopmayuu. M. 1963,
1k. 243.
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Toome kodeerimise kohta iihe ndite. Olgu meil nai-
teks kiimme toodet. Nende kodeerimiseks kasutame all-
pool toodud koodi:

Tabel 15
Tooted Kood' Tooted Kood
1 0000 6 otol ~
2 0001 7 0110
3 0010 8 0111
4 0011 9 1000
5 0100 10 1001

Seega kasutatakse informatsiooni iilekandmisel toodud
lihtsa nédite puhul kaht tdhestikku. Nii kasutati toodete
kodeerimiseks tdhestikku, mis koosneb kiimnest siimbolist
A=A(1,2,3,4, 5, 6, 7,8, 9, 0). Selle tdhestiku abil voib
moodustada mitmesuguseid jadasid: 1, 23, 9108, 7835679,

., mida nimetatakse sonadeks. Siimbolite arvu sonas
nimetatakse sona pikkuseks. Meie ndites oli A-tdhestiku
iiheksa sona pikkuseks 1 (s. t. iiks siimbol), iihe sona
pikkuseks aga 2. Kood oli antud teises tahestikus B =
= B(0,1). Kodeerimine kujutab endast tdhestiku A teisen-
damist tdhestikuks B, kuna dekodeerimine on poordtehe,
kusjuures tahestik B teisendatakse tédhestikuks A. Uhe
tahestiku sona seatakse vastavusse teise tdhestiku sonaga
tihestikulise operaatori abil. Esimest tédhestikku (A) nime-
tatakse sel juhul sisendi tahestikuks, teist (B) — vdljundi
lihestikuks.

Téahestikulised operaatorid on pohiliselt iihesed, s. o.
eri tdhestikes sonad peavad kodeerimisel ja dekodeerimi-
sel olema seatud iiksteisega iiksiihesesse vastavusse. See
tdhendab, et iga kood peab olema dekodeeritav. Toendo-
suslike protsesside korral voib iiheselt méédratud tdhesti-
kulise operaatori asemel esineda nn. foendosuslik tihes-
tikuline operaator, mis seab igale sisendi tdhestiku sonale
vastavusse juhusliku valiku viljundi tdhestiku teatud
sonade hulgast. Akadeemik V. Gluskov kasutab tahestiku-
lise operaatori moistet algoritmi moiste defineerimiseks.
Algoritmid kujutavad endast tahestikulisi operaatoreid,
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mis 1on kindlaks méaratud eeskirjade loplike siisteemide
abil.

Seega tahendab kiiberneetiline ldhenemine informat-
sioonile selle optimiseerimist, piiiiet anda minimaalsete
algandmete (siimbolite) arvuga edasi maksimaalset infor-
matsioonihulka. See voimaldab tehnilisest aspektist 1dhtu-
des informatsiooni kiiremini edasi anda ja téddelda. Ent
koige okonoomsema koodi valikul varitseb meid teatud
oht. Teatavasti mojuvad informatsioonile tema edasiand-
misel paratamatult mitmesugused valismojud, mida nime-
tatakse miiraks.

Miira moonutab informatsiooni ja kui ta muutub liiga
tugevaks, siis tekib raskusi alginformatsiooni dekodeerimi-
sega. Seepdrast on sageli kasulik luua teatav informat-
siooni dilekiillus, mis kujutab endast informatsiooni garan-
tiivaru. Koodi tilekiillust (r) voib arvutada jargmiselt:

H
Hmax :

Seega on r koodi iilemdidraste siimbolite moot. Tava-
line keel on informatsiooniteooria kohaselt vdga ebadko-
noomne, sest iiksikud tdhed esinevad véga erineva sagedu-
sega. Nditeks saksa keele kohta on r=10,66. Aga just see
tilekiillus teeb ta meile hédsti arusaadavaks, voimaldades
vahel moista isegi sosistamist, kuigi- iimberringi valitseb
tugev miira.

Miirakindel kodeerimine on informatsiooniteooria aktu-
aalsemaid probleeme. Uheks voimaluseks on informat-
siooni paralleelne iileandmine, mis vdhendab dekodeeri-
matute moonutuste téendosust. John von Neumann néitas,
et kui on teada miira moju, siis voib alati valida niisuguse
arvu paralleelseid sidekanaleid, et kindlustatakse signaali
mistahes tédpsusega dekodeerimine. On ka teisi voimalusi,
niiteks kontrollsiimbolite lisamine vajaliku informatsiooni
iilekiilluse loomiseks. Koike seda tuleb silmas pidada ka
lihteandmete kogumisel majandusmatemaatika iilesannete
puhul ja jooksvate andmete saamisel operatiivse planeeri-
mise {ilesande lahendamisel elektronarvuti abil.

Majandussiisteemide puhul on vidga oluline peale
informatsioonihulga teada veel informatsiooni vaartust

r=1—h=1—

! B. M. TaymkoB. Beederue 6 xubeprneruky. Kues 1964,
k. 9—I17. L
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mone kindla majandusliku kriteeriumi suhtes. Néditeks oleks
viaga tdhtis hinnata, kumb on maksimaalse kasumi saavu-
tamisel vadartuslikum, kas fondimahukuse néditaja voi
kdibevahendite ringluskiiruse nditaja. Informatsiooni vaar-
tus oleneb tema semantilisest sisust, kusjuures selle arvu-
line hindamine on vdga keeruline ja seni veel lahendamata
probleem. Ent ka siin on juba esimesed sammud tehtud.
Nii pakub huvi akadeemik A. Harkevit§i idee hinnata
informatsiooni vaartust selle pohjal, kui palju kasvas piis-
titatud eesmédrgi saavutamise toendosus saadud informat-
siooni mojul. Sel juhul voiks informatsiooni vddrtust (/)
hinnata valemiga

1
— logs P4 (7.4)
P2 :
kus p; on eesméirgi saavutamise toendosus enne informat-
siooni saamist ja py — see toendosus pirast informat-

siooni saamist.

7.5. Tagasiside. Me tutvusime juba tagasisidega kui
reguleerimismehhanismiga, mille iilesandeks on informee-
rida juhtivat siisteemi juhitava siisteemi k&ditumisest.
Tagasisidemehhanism kujutab endast juhitava siisteemi
valjundite ithendamist juhtiva siisteemiga (regulaatoriga).
Niisiis on juhitava ja juhtiva siisteemi vahel olemas vas-
tastikune seos. Tagasisidet, mis voimaldab regulaatoril
likvideerida voi vdhendada kahjulikke vdlismojusid, nime-
tatakse kompenseerivaks ehk negatiivseks, vastupidisel
juhul — kumulatiivseks ehk positiivseks tagasisideks.

Mida keerulisem on siisteem, seda suurem tahtsus on
tema juhtimises tagasisidel. Sellist {ilikeerulist tdendosus-
likku siisteemi, nagu seda on majandussiisteem, on iilepea
voimatu juhtida reguleerimiseta, s. o. tagasisidet kasuta-
mata. N. Wiener iseloomustab tagasisidet kui omadust,
mis voimaldab reguleerida tulevast kiditumist endiste kés-
kude tditmise jargi.

Majandussiisteeme iseloomustab rohkete tagasisidekon-
tuuride olemasolu. Joonisel 12 on toodud iiks tagasiside-
kontuur ja iiks regulaator. Reaalsetel majandussiisteemidel
on mitu regulaatorit oma eri tagasisidekontuuridega.
Votame naiteks toostusettevotte. Uheks regulaatoriks on
siin korgemalseisev organ, mis on iithendatud ettevottega
jooksva aruandlussiisteemi abil; teiseks regulaatoriks on
riigipank; kolmandaks statistikaorganid; neljandaks iihis-
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kondlikud organisatsioonid; edasi — ajakirjandus, eriala-
sed ametkonnad (ndit. tuletorje ja tervishoiuorganid) jms.

Tagasisidemehhanismi efektiivsuse tostmiseks on vaja
regulaatoreid rangelt spetsialiseerida, nii et juhtiva siis-
teemi iga sisendiga oleks iihendaiud iiks kindel regulaa-
tor. I1ga dubleerimine vdhendab siisteemi organiseeritust
ja korda ning raskendab efektiivset juhtimist ja reguleeri-
mist. Nii nditeks ettevotte t66 planeerimine rohkem kui
ithe organi poolt voib tekitada ainult segadust. Ometi on
meil sel alal veel palju lahendamata probleeme. Nii peavad
ettevotteid varustama pohiliselt territoriaalsed varustus-
organid, ent nende side ettevotetega on seni veel puudu-
lik, neil pole tdielikke andmeid ettevotete varude kohta ja
pealegi peavad ettevotted tegelikkuses lahendama paljusid
materiaal-tehnilise varustuse kiisimusi korgemalseisvates
organites. X

Tagasisidekontuure majandussiisteemides voib jaotada
nende tldisuse jdrgi, sest viimastel on astmeline, hierar-
hiline struktuur. Nii v6ib siinkohal nimetada moningaid
koige tildisemaid tagasidemehhanisme, mille funktsionee-
rimine avaldub majandusseadustes. Siin voiks nditena
tuua hinna kujundamise mehhanismi kapitalistlikes maa-
des, kus tootmise maht kujundab vahekorda pakkumise
ja noudmise vahel, see omakorda mojub hindadele, need
aga reguleerivad tootmist. Kapitaalmahutuste jaotamine
olenevalt nende eiektiivsusest kujutab endast samuti tagasi-
sidemehhanismi. Igal rahvamajanduse instantsil on omad
juhtimisfunktsioonid, mis realiseeruvad jédllegi eri tagasi-
sidekontuuride kaudu.

Rea majandusmatemaatika iilesannete puhul tuleb
uurida tagasiside moju materiaalsete, energeetiliste ja
vaartuseliste voogude skeemides (mudelites).

JOONIS 12.

Vaatleme lihtsat tagasisidekontuuri, mis on toodud
joonisel 12. Siin on skemaatiliselt esitatud vddvelhappe ja
limmastikhappe omahinna kujunemine olukorras, kus véa-

66



velhapet (H2:SO4) tarbitakse ldammastikhappe (HNOs)
tootmisel ja vastupidi.! A, on 1 t H,SO; omahind ja A
on 1 t HNO3 omahind. Tahistagu:

a — 1t HySO4 omahinda miinus kulud HNOs-le;

b — 1 t HNO; omahinda miinus kulud HsSOjs-le;

¢ — HNOj; kogust, mis on kasutatud 1 t H,SO; toot-

miseks;

d — HySO,4 kogust, mis on kasutatud 1 t HNO; toot-
miseks.

Siit:

Ay = a+ cA,,

Ay = b+ dA:.

Seega

~a4bc __b+da :
A‘——l———cd.’ Az——m (7.5, 76)

Vaatleme niiiid rahvamajanduse finantsvoogude bilanssi
koige iildisemal kujul. Rahvamajanduses raha ei teki ega
kao ringlussfdéris, sest raha valdajate vahel on vastasti-
kused krediidisuhted. Tahistagu B rahavaldajate sisse-
tuleku summa vektorit, K — maatriksit, mille korrutis
vektoriga (K@) nditab, kui suure osa oma sissetulekust
saavad rahavaldajad vastastikuste finantssuhete alusel,
ja « — rahavaldajate laenusummade vektorit. Niisiis vél-
jendab finantsvoogude bilanssi valem 2

B=a-+ KB.
Seega
p=a(E—K),

kus E on ithikmaatriks.

Toodud valem naitab, kuidas sissetuleku summa B
mojub operaatori (E—K)~! kaudu iseenesele. Niisugust
moju nimetatakse multiplikaatori efektiks, kusjuures too-
dud valemit nimetatakse staatiliseks multiplikaatoriks, sest
tagasiside funktsioneerib siin ideaalselt — hilinemisteta 3.

1 B, U. Croukuii. OcCHOBbL KAMGKYAAUUU U IKOHOMULECKO20
anaausa cebecroumocru, JI. 1936, lk. 180—181.

2 M. ABrycToBHuu. Maremaruieckas modesb MexoOTpacaes020
b6ararca Oenexncrozo obpauwjerusn. Kogumikus «IIpoGieMsl onTHManb-
HOoro mnuanupoBsanus». M. 1966, 1k. 58—59.

3 P. Annen. Maremaruweckas akorwomusn. M. 1963, lk. 224—225.
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Ei tule arvata, et iilaltoodud skeemid ja valemid esi-
nevad ainult vdga abstraktsete makrookonoomiliste suhete
kirjeldamisel. Toome jargnevalt néite iihest konkreetsest
majandusprotsessist.  Polevkivit6otlemise  kombinaadis
kasutatakse tunnelahjude tsehhi kiittegaasina segugaasi,
mis koosneb generaatori- ja tunneligaasist. Ulesandeks on
segugaasi omahinna arvutamine. Tagasiside avaldub siin
selles, et segugaasi omahind mojutab iseennast tunneli-
gaasi omahinna kaudu. Esitame antud majandusprotsessi
skemaatiliselt joonisel 13.

923
@ —{a—C 2
" P
JOONIS 20.
A, tédhistab 1 t generaatorigaasi omahinda, A, — 1t
segugaasi omahinda, A3 — 1 t tunneligaasi omahinda,

a2 — generaatorigaasi kogust 1 tonnis segugaasis; ags; —
segugaasi kogust 1 tonni tunneligaasi saamiseks, azy —
tunneligaasi kogust 1 tonnis segugaasis, K — muud kulud
1 t tunneligaasi saamiseks. Antud siisteemi v6ib kirjeldada
jargmiselt:

As = apAy+ azpA;

ja
As = axA, + K.
Seega
Ay== a1y + ank : (7.7)

1 — assase

Nédeme, et valem (7.7) on struktuurilt analoogiline
valemitega (7.5; 7.6) ja nditab, kuidas kujuneb segugaasi
omahind A; ja A, mojul (kusjuures A3 omakorda oleneb
A, mdjust).

On arusaadav, et analoogilisi skeeme ja arvutusi voib
kasutada ka keerulisemate protsesside ja suurema arvu
tagasisidekontuuride korral.
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Keerulisemaid- reguleerimisprotsesse, mis on kirjelda-
tavad diferentsiaalvorrandite abil, me siin ei. vaatle.
Tuleks ainult rohutada, et reaalsete majandusprotsesside
tagasiside funktsioneerib teatud hilinemisega ja monel
juhul ei saa seda hilinemist jdtta arvestamata (néiteks
kapitaalmahutuste efekti hindamisel v6i suurte informat-
sioonihulkade to6tlemisel).

Ei tule arvata, et tagasiside uurimine majandussiistee-
mides tdhendab ainult olemasolevate tagasisidekontuuride
analiiiisimist. Sageli selgub juhtimisprobleemide uurimi-
sel vajadus uute tagasisidekontuuride loomise vo6i monede
iileliigsete likvideerimise jarele.

Tihtipeale on majandussiisteemi rohkete tagasisidekon-
tuuride hulgas niisuguseid, mis «to6tavad» teineteisele
vastu, méadrates oma mojuga stisteemi kiditumispiirkonna.
Nii voib kondiitrivabrikut {ihelt poolt stimuleerida suurem
kasum, teiselt poolt aga vo6ib mojuda niisugune tootmise
regulaator, nagu seda on turustwsorganid, mis piirab
nende korge rentaablusega toodete hulka, mille jdrele on
madal noudmine. Uldse on rahvamajanduses funktsionee-
rivaid tagasisidemehhanisme ja nende klassifikatsiooni
seni veel vdga puudulikult uuritud. Nende iiksikasjalisem
uurimine voimaldab avastada mitmeid uusi tootmise juh-
timise taiustamise reserve.

7.6. «Musta kasti» meetod. «Musta kasti» meetod
kuulub keeruliste kiiberneetiliste siisteemide pohiliste
uurimismeetodite hulka. Nimetus «must kast» on tuleta-
tud ingliskeelsest nimetusest «black box», millega téhis-
tatakse tundmatu struktuuriga siisteemi, mis asub just-
kui suletud mustas kastis, mida ei saa avada. «Mustast
kastist> on teada ainult tema sisendid ja valjundid.
Valides konkreetseid sisendeid ja uurides, kuidas reagee-
rib neile «must kast» oma véljundite kaudu, teeme jérel-
dusi kasti kditumise suhtes.

Niiteks tutvumisel tundmatu inimesega kohtume tema
isikus «musta kastiga». Meil pole teada, milline on selle
inimese iseloom, tema teadmised, erialased oskused,
poliitilised vaated jne. Esitades talle aga kiisimusi, voime
vastuste najal luua endale temast teatava pildi.

Eri teadusharudes esinevad erisugused «musta kasti»
meetodi realiseerimise viisid. Nii voime nditeks fiilisikas,
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keemias ja bioloogias kohtuda niisuguste uurimisobjekti-
dega, mille struktuur on téiesti tundmata, kujutades
endast «musta kasti» puhtal kujul. Sellistel juhtudel pole
uurijal esialgu mingisuguseid tugipunkte, mingit alust
«musta kasti» sihipdraseks mojutamiseks ning alusta-
takse pimesi kompamisest, juhuslike sisendite valikust,
piiiides avastada objekti reaktsioonides mingit seadus-
péarasust.  Niisugust kompamismeetodit nimetatakse
«trial and error»- (katsete ja vigade) meetodiks. Mais-
tet «trial and error»-meetod kasutasid esmakordselt
O. W. Holmes (1905) ja H. S. Jennings (1906) loomade
kaitumist uurides. Majanduses toimub selle meetodi
abil plaanide 16plik kindlaksmddramine rohkearvuliste
kooskolastamiste ning tdpsustuste tulemusena.

Majandussiisteemide uurimisel ei kohta me kunagi
«musta kasti» puhtal kujul. Iga uue uurimisobjekti suhtes
on meil ikka midagi teada, védhemalt on meil mingi
hiipotees tema voimaliku struktuuri ning kéitumise kohta.
Puuduvad vaid iiksikasjalised andmed toimuvate protses-
side olemusest. Niisuguste siisteemide uurimisel voime
juba sihipdraselt valida sisendeid, mis oleksid kooskolas
meie hiipoteesiga ja olemasolevate andmetega. :

«Musta kasti» meetodi . rakendamise eesmargiks on
avastada funktsionaalsed ja stohhastilised seosed siis-
teemi sisendite ja véljundite vahel, s. o. tundma oppida
siisteemi kéitumist. Seejdrel kirjeldatakse neid seoseid
matemaatiliselt ja saadakse uuritava objekti formalisee-
ritud mudel, mis reageerib védlismojudele nii nagu reaalne
objekt. Jargmiseks sammuks on objekti struktuuri jérk-
jarguline selgitamine.

Albert Einstein kirjeldas fiiiisikaliste ndhtuste tunne-
tamist jargmiselt. Kujutagem endale ette kella hermee-

tiliselt suletud korpusega. Me ndeme ainult osutite lii-

kumist. Ulesanne seisab selles, et korpust avamata
motelda vilja niisugune mehhanism, mis paneb osutid
liilkuma selliselt, nagu nad liiguvad. On ilmne, et saab
vdlja moelda mitu sellist mehhanismi, sest iiks kindel
kditumine voib esineda mitme erineva struktuuri korral.}

Reaalse objekti formaliseeritud mudel on abstraktsioo-
nina mootmatult vaesem reaalsest objektist endast, pee-

! B. B. Axau6unckun, H U Xpaneuko. Yydo Hauweee
epemenu. JI. 1963, lk. 96.
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geldades tema kditumist ainult moéningate kindlate tin-
gimuste korral v6i moningates {iksikutes olukordades.

Matemaatika seisukohast tdhendab niisuguse formali-
seeritud mudeli loomine vastava operaafori arvutamist,
mis seab teatud sisendi suuruse vastavusse kindla vél-
jundi suurusega. Operaatori moiste on kaasajal' muutu-
nud vaga iildiseks. Nii tutvusime juba kodeerimise ja
moningate loogiliste operaatoritega. «Musta kasti» mee-
todi rakendamisel otsitakse aga niisuguseid operaatoreid,
mis kirjeldaksid matemaatiliselt siisteemi {ileminekut
ihest olekust teise, s. t. tema kéitumist.

Operaatorit voib vaadelda kui mone standardse alam-
programmi {ildistust, mis annab kindla vastuse teatud
valismojule. Nii on nditeks inimese teadvuses kujunenud
palju kaditumise alamprogramme, mida tavalises keeles
nimetatakse «kogemusteks». Ka inimese intuitsioon pohi-
neb suurel mddral niisugustel alamprogrammidel.

Naiteks malesuurmeistri meisterlikkus esimese jargu
maletajaga vorreldes pohineb muuhulgas sellel, et tal on
kujunenud tunduvalt rohkem alamprogramme {iksikute
partiiseisude hindamiseks. Seepdrast on suurmeistri
motlemisprotsess jarjekordse kidigu valikul hulga oko-
noomsem, kiirem ja Oigem.

Vaadeldud aspektist ldhtudes voib uudselt hinnata
nditeks niisugust tihiskondlikku nahtust nagu kollektiivne
too. Praktika nditab veenvalt, et kollektiivne teaduslik
to6 on vidga efektiivne. Spetsiaalne uurimus keemiatea-
duste valdkonnas néitas, et aastatel 1910—1960 on indi-
viduaalsete teaduslike védljaannete protsent langenud
82-1t 33-le, kuna kahe autori kollektiivsete té6de protsent
suurenes 16-1t kuni 43-ni. Kaasautorluse osatdhtsus on
kasvanud ka avaldatud bioloogiaalastes t6odes.! Néhta-
vasti toimub kollektiivtoo kidigus alamprogrammide
koopereerimine. Selle tulemusena juhib kollektiivt6od
rikkam ja efektiivsem koondprogramm. Jireldus: orga-
niseeritud kollektiivtoo kindlustab edu.

Allpool esitame skemaatilise ndite (joon. 14) «musta
kasti» meetodi rakendamisest. Skeem néitab, kuidas
uurija piiiiab matemaatiliste mudelite abil leida funkt-
sionaalseid s6ltuvusi «musta kasti» sisendite ja valjun-

I T. M. Ho6pos. Hayka o Hayke. Kues 1966, lk. 163—164.
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dite vahel antud protsessi kulgemise seaduspidrasuste
avastamiseks.

«Musta kasti» meetodi rakendamisel tuleb arvestada
seda, et reaalsele objektile mojuvad peale teadlikult
valitud suuruste veel juhuslikud mojud (miira). Esialgu
eeldame, et miira on suhteliselt nork ega mojuta oluliselt
siisteemi kditumist. Igatahes peab seda eeldust kinnitama
praktika. Voivad esineda olukorrad, kus hdiringud (miira)
kasvavad sedavord suureks, et siisteem muutub mitte-
_ juhitavaks.

«Musta kasti» moiste on suhteline. Siisteemi struk-
tuur voib mones suhtes olla meile detailselt teada, kuna
teatavas osas voib ta esineda samaaegselt «musta kas-
tina». Selles viljendub objektiivse reaalsuse ammenda-
matu mitmekiilgsus ja rikkus ning meie tunnetuse suhte-
line piiratus. Ndiiteks on toostusettevotte struktuur pal-
juski hésti teada; nii teame, millistest tsehhidest ta koos-
neb, kuidas need tsehhid on territoriaalselt paigutatud
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ja tootmisprotsessis omavahel iunktsionaalselt seotud,
tunneme tootmise tehnoloogiat, tehnikat, t66 organisee-
rimist ja veel palju muudki. Esimesel pilgul pole toot-
misprotsessis olev ettevote mitte mingisugune «must
kast» ja ndib, et tema kiditumine on meile histi teada.
Tegelikult tunneme aga ettevotte kditumist vaga véhe
ja kitsapiiriliselt. Esitame nditeks kiisimuse: kuidas kéi-
tuks ettevote uue materiaalse stimuleerimise siisteemi ja
uute plaaninditajate rakendamise korral; millised oleksid
tema t66 nditajad? Ja selgubki, et meil pole nendele
kiisimustele vastust. Ettevote on uues olukorras muutu-
nud korraga «mustaks kastiks». Uued to6tingimused
panevad siisteemis liijkuma niisuguse sisemise mehha-
nismi, mis on meie eest varjatud ja nouab spetsiaalset
uurimist.

Me raidkisime juba majandussiisteemide hierarhilisest
struktuurist. Vastavalt sellele esineb ka majandussiis-
teemide «mustade kastide» hierarhia — madalamat ja
korgemat jarku «mustad kastid». Korgemat jarku «mus-
tade kastide» uurimine eituse eitamise seaduse jérgi
téhendab taas poordumist madalamat jarku «mustade kas-
tide» poole, selleks et edaspidi paremini moista korgemat
jarku «mustade kastide» kaitumist.

Toodud asjaolul on suur metodoloogiline tdhtsus. Nii
piilitakse meil praegu vélja tootada kogu rahvamajan-
duse optimaalse funktsioneerimise siisteemi. Selle siis-
teemi kditumise siigavamaks moistmiseks tuleb aga esi-
algu uurida alamsiisteemide optimaalse kéitumise tingi-
musi. Enne juhtimise ja planeerimise uue siisteemi
laiaulatuslikumat juurutamist tehti eksperimente iiksiku-
tes ettevotetes. Korgemat jarku majandussiisteemide
edukas funktsioneerimine oleneb alamate ja korgemate
majandusliilide huvide (juhtimiskriteeriumide) kooskolas-
tatusest. Akadeemik L. Kantorovits§ margib, et rahva-
majanduse planeerimise raskus oleks iiletatud, kui loo-
daks niisugune metoodika, mis voimaldaks lahendada
tiksikute harude ja ettevotete planeerimise kiisimusi eraldi
ja iihtlasi kooskolastatult, s. t. planeerida optimaalselt
(voi ligilahedaselt optimaalselt).! Jarelikult peab rahva-
majanduse optimaalse funktsioneerimise koondmudel

1 JI. B. KauTopoBHUY. JIKOHOMUHECKUL pacieT Haury4uie20
ucnoav3osanus pecypcos. M. 1960, 1k, 19.
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koosnema {iksikutest alamsiisteemide kooskolastatud
mudelitest, kusjuures sel mudelite siisteemil peab olema
hierarhiline struktuur. Praktiliselt tahendab see seda, et
uute meetodite ja siisteemide juurutamine peab toimuma
jark-jéargult, etappide kaupa. Arusaadavalt kehtivad koik
need metoodilised seisukohad ka ettevotte kohta, millel
on samuti hierarhiline struktuur.

Uldistatult voiks o6eldut demonstreerida G. Klausi
jargi niisuguse skeemiga:!

korgemat jarku «must kast» (1) Wi,
alamat jarku «must kast» 2
korgemat jarku «must kast» (2) W,

(W; — suhtelise toe aste; 1, 2 — tunnetuse astmed.)

Toodud tunnetuse skeem nditab eituse eitamise sea-
duse toimet korgemat jarku «musta kasti» kéditumise
uurimisel.

8. MODELLEERIMISE ULDISED ALUSED

8.1. Mudelite moiste. Igapdevases elus kasutame
sageli mudeli moistet, rddkides naiteks moemudelitest,
reaalsete objektide makettidest (gloobus, manguauto),
koopiatest (foto, skulptuur) jne. Teaduses ja eriti kiiber-
neetikas on aga mudeli moistel palju laiem tdhendus:
siin on mudeliteks matemaatilised vorrandid ja loogiliste
aksioomide siisteemid, teooriad ja skeemid, struktuurid
ja kirjeldused. Huvitav on markida, et California {ilikooli
keeleteadlane Yuen Ren Chao tegi kindlaks, et madistet
«mudel» kasutatakse kolmekiimnes tdhenduses, mis on
tema arvates teineteisele ldhedased, ja veel iiheksas eri-
nevas mottes.?

Koige iildisemas mottes voib Oelda, et mudel on tun-
netamisvahend. Seda voib aga mudel olla ainult siis, kui
tema kasutamine annab 'meile uuritava objekti kohta
tdiendavat informatsiooni. Seda informatsiooni kasutame
pohiliselt kolmes suunas: otsuste langetamiseks prakti-
kas, teooria tdiustamiseks ja tema iiksikute seisukohtade

! G. Klaus. Kybernetik und Erkenntnistheorie. Berlin 1966,
k. 379.

2 B. A. Ultodd. Modeauposanue u guaocogpus. M.—JI. 1966,
1k. 6. N
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tipsustamiseks ning uuritava siisteemi kéitumise prog-
noosimiseks.

Mis annab aga meile pohjust arvata, et mudel varus-
tab meid usaldusvédirse informatsiooniga uuritava objekti
kohta, et ta on suuteline teatavas mottes oigesti peegel-
dama objektiivset tegelikkust? Koigepealt marksistliku
filosoofia pohitees objektiivse tegelikkuse tunnetamisest,
teiseks praktika, kolmandaks eeldus, et objekti ja mudeli
vahel on teatav sarnasus, analoogia. Olles mones suhtes
sarnane objektiga, on mudelil voime tema kditumist imi-
teerida. Seda asjaolu kasutataksegi modelleerimisel.

Arusaadavalt ei peegelda mudel koiki objekti omadusi,
kiilgi, kditumisviise, struktuuri detaile. Koigepealt on see
voimatu, teiseks muudab liigne konkretiseerimine mudeli
iilearu keerukaks, mis raskendab tema praktilist kasuta-
mist.

Jérelikult peab mudel peegeldama ainult olulist, jatma
teatud probleemi kisitlemisel korvale mitteolulise. Selles
seisabki modelleerimise raskuspunkt: mudeli koostaja peab
eelkoige hdsti tundma uuritava objekti spetsiifikat. Niisiis
on mudel abstraktsioon, «vaheliili teoreetilise abstraktse
motlemise ja objektiivse tegelikkuse vahel», nagu markis
V. Nemt$inov.! Seepdrast voiks mudelit lithidalt nime-
tada uuritava objekti lihtsustatud analoogiks.

Ulal6eldu filosoofiline {ildistus viib meid jareldusele,
et mudeli dialektika seisab abstraktse ja konkreetse vahe-
lises vastuolus. Uhelt poolt esineb mudel tdiesti konkreet-
sel kujul, ent samas on ta uuritava objekti abstraktsioon.
Seda asjaolu ei tule mudeli praktilisel rakendamisel
kunagi unustada. Saadava informatsiooni alusel ei tohi
teha liiga kaugeleminevaid iildistusi ning jdreldusi, mis
ei vasta antud mudeli abstraktsiooniastmele ja kasutatud
ldhteandmete hulgale. Samuti tuleb alati meeles pidada,
et nditeks majandusmudelid on ainult majandusobjektide
omaduste abstraktsioon, mis on viljendatud matemaati-
lises vormis; kuna aga majandusobjekti iseloomustab ka
rida kvalitatiivseid suhteid ja omadusi, mis ei kajastu
mudelis, siis tuleb seda arvestada mudelilt saadava infor-
matsiooni tolgendamisel.

Paraku on majandusteaduses loodud palju mudeleid,

I B, C. HeMu#iyoB. IKOHOMUKO-MATeMaATUYCCKUE MCTOObL U MO-
deau. M. 1965, lk. 32.
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mis, nagu Oeldakse, «ei toota», s. t. ei leia rakendamist
praktikas ega teaduses. Niisugused «mittetéotavad» mude-
lid tekivad neljal pohjusel.

1) Mudeli imiteerimisvoime on liialt viike, saadav
tdiendav informatsioon seetottu puudulik ja rakendamise
seisukohast mitte kiillalt usaldusvddrne. Tavaliselt kuu-
luvad siia iilelihtsustatud mudelid.

2) Mudeli struktuur on niivord keeruline, et selle
rakendamiseks puudub vastav matemaatiline aparatuur.
Tavaliselt kuuluvad siia liigselt konkretiseeritud mudelid.

3) Mudel imiteerib objekti pohimotteliselt valesti, s. o.
mudel pohineb ekslikel eeldustel ja ldhteandmetel.

4) Mudeli kasutamine on majanduslikult ebaotstar-
bekas.

Arusaadavalt on praktiline vdirtus ainult tootavatel
mudelitel, mida saab rakendada konkreetse probleemi
lahendamiseks. Teaduslikust kiiljest on aga sageli opetlik
ka mudeli «ldbikukkumine». Esiteks suunab see matemaa-
tikute tdhelepanu vajadusele tdiustada olemasolevaid
matemaatilisi meetodeid voi voimalusele kohandada antud
mudelit nii, et seda saaks toodelda tuntud meetoditega.
Teiseks annab niisugune mudel meile aluse uute hiipo-
teeside piistitamiseks, mis peegeldaksid tegelikkust tédpse-
mini kui endised. Néiteks luuakse praegu hulgaliselt
rahvamajanduse mudeleid, mis ei leia veel praktilist kasu-
tamist, kuid see ei anna pohjust vdita, et tulevikus oleks
pohimotteliselt voimatu luua téotavaid globaalseid mude-
leid.

Me raakisime juba analoogiast, sellest, et sarnasus
objektiga on {iks mudeli pohiomadusi, samuti mudeli liht-
sustamisest. Konkretiseerime neid moisteid.

Koigepealt konkretiseerime matemaatiliselt analoogia
moistet. Mudeli analoogia uuritava objektiga pohineb
nendevahelisel isomorfismil. Uldiselt moistetakse isomor-
fismi all mudeli ja objekti struktuuride vastastikust iihest
vastavust. Vaatleme mudelit ja objekti siisteemidena,
tdhistades neid vastavalt S, ja S,. Imiteerigu siisteemi S,
olek X siisteemi S, olekut X’. Olgu A, ja A, vastavall
siisteemide S, ja S; olekute muutumiste operaatorid. Siis-
teemid S, ja S, on isomorfsed oma oleku muutuste suhtes
siis, kui igale siisteemi S; oleku muutusele (X — 4,(X))
vastab {iheselt siisteemi S; vastava oleku muutus (X’ —
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— A2(X’)) ja vastupidi. Oeldu néitlik selgitus on toodud
joonisel 15.

Kui siisteemi S, teatud oleku muutusele ei vasta iiheselt
siisteemi S, vastava oleku muutus, s. t. kui esineb ainult
ithepoolne vastavus, siis nimetatakse niisugust suhet
homomorfseks. Niisiis on homomorfism iildisem moiste
vorreldes isomorfismiga, kusjuures viimane on tema
erandjuhtumiks. Niiteks on iildjuhul suhe siisteemi sisen-
dite ja tema véljundite vahel homomorine.

N

JOONIS 15.

Isomorfismi rakendamine praktikas pohineb tema
transitiivsusel: kui siisteem S; on isomorfne siistee-
miga S, ja viimane omakorda isomorine siisteemiga Ss,
siis on siisteem S; isomorine siisteemiga S;. Voib liialda-
mata Oelda, et modelleerimise olemus seisab piiiides kasu-
tada isomorfismi ja homomorfismi objekti siigavamaks
tunnetamiseks. :

Oeldust voime teha kaks tdhtsat jareldust.

1) Mudelit saab lihtsustada ainult niikaua, kuni ta
jadb objektiga isomorfseks teatud omaduste suhtes.

2) Mudelit voib kasutada katsete korraldamiseks,
iildistades saadud tulemusi koigile isomorfsetele siistee-
midele.

Eriti oluline on katsete korraldamine majanduses. Siin
ei muuda katsetamine mudelite najal tegelikke majandus-
protsesse, sest nende aktiivne mojutamine on alati seotud
riskiga ja voib kalliks maksma minna.

Ranget vahet tuleb teha analoogia ja identsuse vahel,
sest nende samastamine voib jdreldustes ning iildistustes
pohjustada tosiseid eksimusi. G. Klausi jargi on kaks
siisteemi identsed ainult siis, kui nad on vordsed oma
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tulemuste poolest, funktsionaalselt, struktuurilt ja loo-
dud samast materjalist.

Niiid voime anda mudeli iildise definitsiooni. Mudel
on siisteem, mis peegeldab uuritava reaalse objekti tea-
tavaid kiilgi, imiteerib teda ja annab tema kohta infor-
matsiooni teaduse ning praktika jaoks.

Mudelit, mis peegeldab kiiberneetilist siisteemi, nime-
tatakse kiberneetiliseks mudeliks. Kiiberneetiline mudel
on niisugune mudel, mille funktsioneerimine rajaneb
tagasisidel.

V. NemtSinov rohutas, et modelleerimine voib kulgeda
kahes suunas: praktikast teooriasse ja wvastupidi, kus-
juures iihelt poolt on mudel tdhtis aste teooria loomisel,
teiselt poolt — eksperimentaalse uurimise vahend. Mudel
rikastab teooriat, viimane areneb edasi ja rikastab oma-
korda praktikat, mille tulemusena luuakse uus mudel,
mille abil saadav informatsioon kujuneb jéllegi eelduseks
teooria rikastamisele. See ringkédik voib toimuda ka vastu-
pidises suunas: mottelise mudeli praktikasse juurutamine
rikastab praktikat, kuna uute praktiliste tulemuste {ildis-
tamine rikastab omakorda teooriat. Nii esineb mudel
teooriat ja praktikat {ihendava liilina. Tema kaudu muun-
dub teooria praktiliseks tulemuseks. Majandusteadus
pakub selleks hulgaliselt nditeid. Tuletame meelde kas
voi Quesnay majandusvoogude tabeleid («Tableau écono-
mique», 1758 ja 1766) voi K. Marxi lihtsa taastoot-
mise mudelit, mis etendasid tédhtsat osa majandusteaduse
arengus.

8.2. Mudelite klassifitseerimine ja iildomadused. Kir-
janduses voib leida erinevaid teaduslike mudelite klassi-
fkikatsioone. Siin oleneb koik klassifitseerimisaluse vali-

ust.

Néib otstarbekas valida klassifitseerimisaluseks kas:

1) mudel ise;

2) mudeli ja objekti analoogia voi

3) uuritav objekt.

Vaatleme toodud aluseid iiksikult.

1. Olenevalt modelleerimisviisist jaotatakse koik
mudelid reaalseteks (maketid) ja méottelisteks (vorrandi-
siisteemid, skeemid, graafikud). Seega vo6ib mudel olla
konstrueeritud mingisugusest materjalist voi iseloomus-
tada mingit mottelist konstruktsiooni, mille koik teisen-
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dused toimuvad samuti motteliselt. Tavaliselt on reaal-
sed mudelid konkreetsemad, vorreldes mottelistega, mis
viljendavad abstraheerimise korgemat astet. Majandus-
kiiberneetilised mudelid on valdavas enamikus mottelised.

Olenevalt mudeli funktsioneerimisest eraldatakse iihe-
etapilisi ja mitmeetapilisi mudeleid. Uheetapiliste mudelite
puhul saadakse otsitav vastus iithe lahendustsiikli jarel,
kuna mitmeetapilised mudelid on keerukamad ja nouavad
mitut lahendustsiiklit (néiteks diinaamilised mudelid).

2. Mudeli ja objekti vahelist analoogiat voib vaadelda
kolmest seisukohast ja klassifitseerida vastavalt ka mude-
leid:

a) isofunktsionaalsed;

b) isostruktuursed;

c) isomateriaalsed.

Isofunktsionaalsed mudelid on isomorfsed objekti
funktsioneerimise suhtes, nad moodustavad kiiberneeti-
liste mudelite tihtsaima klassi. Isofunktsionaalseid mude-
leid, mis ei arvesta uuritava objekti muutumist ajas ja
ruumis, nimetatakse staatilisteks, kui nad seda aga arves-
tavad, siis diinaamilisteks.

Majandus areneb ajas ja ruumis, kusjuures eriti huvi-
tab meid tema arenemine ajas. Ainult siis, kui mudel
arvestab arenemist ajas, v0ib tema abil enam-vdhem
usaldusviirselt prognoosida. Ka staatilisel mudelil on
prognoosimisvoime eeldusel, et olukord (siisteemi olek) ei
muutu. Sellegipoolest saab staatilisi mudeleid lugeda
prognoosivateks ainult esimeses ldhenduses, kuna nende
abil saadud andmete ekstrapoleerimine on kaunis ohtlik
ja ebakindel ekskursioon tulevikku.

Isostruktuursed mudelid imiteerivad objekti struktuuri
(skeemid, graafikud). Neid mudeleid on otstarbekas oma-
korda jaotada kaheks alamklassiks — isomeetrilisteks ja
isotopoloogilisteks. Isomeetrilised mudelid siilitavad kas
tapselt voi ligildhedaselt objekti struktuuri geomeetrilised
proportsioonid, kuna isotopoloogilised mudelid kirjelda-
vad objekti siigavamaid struktuurseid omadusi, mis ei
olene objekti mootmetest (nditeks ettevotte struktuuri
pohimotteline skeem, rahvamajanduse bilansside struk-
tuuri skeemid jne.).

Isomateriaalseid mudeleid ei tule segi ajada reaalsete
mudelitega, kuigi nad moodustavad reaalsete mudelite
hulga alamhulga. Siin on peardhk sellel, et mudeli ana-
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loogia objektiga pohineb sama materjali kasutamisel
mudeli konstrueerimisel. Selliseks mudeliks voib olla
ettevote, mida otsustati kasutada mudelina eksperimendi
korraldamisel reaalsetes tingimustes.

3. Olenevalt modelleeritavate protsesside iseloomust
voib mudeleid jagada determineeritud ja stohhastilisteks
ning pidevateks ja diskreetseteks mudeliteks. Determinee-
ritud mudelid on niisugused, mille lahendid on ldhteand-
metega iiheselt mdadratud. Stohhastilise mudeli juures
pole lahendid {iheselt mdaratavad, ent esinevad jdava toe-
ndosusega. Mudelil voib olla stohhastiline iseloom ka sel
juhul, kui ldhteinformatsioon on juhuslikku laadi.
Diskreetsed mudelid kirjeldavad niisuguseid protsesse,
mille nditajad on ajas ja ruumis konstantsed. Pidevate
mudelite néditajad muutuvad ajas ja ruumis pidevalt. Ole-
nevalt objekti kditumist kirjeldavate matemaatiliste seoste
iseloomust eristatakse lineaarseid ja mittelineaarseid
mudeleid. Koige enam on uuritud lineaarseid mudeleid ja
nende lahendamise algoritmid on praktiliselt holpsasti
realiseeritavad eeldusel, et mudeli dimensioonid vastavad
elektronarvuti voimsusele (peamiselt méalu mahule).
Mittelineaarsete mudelite lahendamise algoritme on prak-
tikas raske kasutada, seepdrast piiiitakse voimaluse korral
muuta mittelineaarne mudel lineaarseks.

Olenevalt sellest, millist siisteemide hierarhia astet
imiteerib mudel, eristatakse mikro- ja makromudeleid
(makromudeleid nimetatakse ka globaalseteks). Mida kor-
gem on imiteeritava objekti hierarhia aste, seda keeruli-
sem on vastava mudeli loomine. Praegu ei osata veel
modelleerida iilikeerulise ~struktuuriga kompleksseid
diinaamilisi makrosiisteeme (rahvamajandus). Me opime
seda praegu alamsiisteemide modelleerimise ja mikro-
mudelite loomise ning nende koondamise (agregeerimise)
teel (rahvamajanduse ulatuses voib ettevotte mudelit
lugeda mikromudeliks, kuigi tema struktuur on kiillalt
keerukas). :

Et makrosiisteemid kujutavad endast tavaliselt blokk-
siisteeme, s. t. nad koosnevad iiksikutest alamsiisteemi-
dest, siis peaks makrosiisteemi modelleerimist lihtsustama .
tema blokkmudelite unifitseerimine. Sisuliselt tdhendab
see modelleerimise standardiseerimist. Praegu sellesuuna-
lised tood alles kdivad ja tulemustest on veel vara radkida.
Siin on palju raskusi. Kuigi ndib, et mudelite standardi-
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seerimine on otstarbekas ja vajalik, ei tdhenda see veel
seda, et standardseid mudeleid saab pikemalt motlemata
rakendada samatiiiibiliste objektide suhtes. Praktika naii-
tab, et ka samatiiiibilised majandussiisteemid kiituvad
erisuguselt, olenevalt konkreetsetest vadlismojudest, kaadri
kvalifikatsioonist, tootmisbaasi tehnilisest tasemest ja
seisukorrast jne. Seega on mikroobjektide isedrasuste
tdhelepanelik arvestamine eduka makromodelleerimise
tahtsamaid eeldusi.

Teine raskus seisab selles, et kuigi makromude! koos-
neb iiksikutest alammudelitest, ei saa teda késitada vii-
maste mehaanilise summana. Agregeerimise kdigus siinnib
uus kvaliteet, tekivad uued omadused, uued suhted, mis
pole iseloomulikud alammudelitele. Nditeks juba iilemine-
kul ettevotte mudelilt toostusharu mudelile tekivad uued
probleemid, mis on seotud territoriaalse paigutamisega,
kohalike tocjouressursside arvestamisega, majandusrajoo-
nide kompleksse ja harmoonilise vadljaarendamisega, riigi-
kaitse huvidega jne. jne. Kui neid uusi tingimusi iildse
mitte arvestada vo6i arvestada puudulikult, siis on tule-
museks «mittetootav» mudel.

Majanduslike makromudelite loojad seavad endale kiil-
lalt suuri eesmirke. Nende motte kohaselt voimaldavad
makromudelid muuhulgas konkretiseerida ja rikastada ka
sotsialismi poliitokonoomiat, luua rahvamajanduse opti-
maalse funktsioneerimise siisteem. Ent kuni viimase
ajani suhtub osa majandusteadlasi teatava skeptitsismiga
niisuguste mudelite realiseerimisse. Uheks pohjuseks on
see, et just makromodelleerimise alal on praktilised tule-
mused seni koige vidiksemad. Enamik makromudeleid
pakub ainult akadeemilist huvi. Ent imestada pole siin
midagi, sest rahvamajandusliku makromudeli koostamine
on viga raske iilesanne. Skeptitsism uue suhtes pole aga
kunagi edasiviiv joud. Eitada makromudeli saamise voi-
malust tdhendab eitada iihiskonna teadusliku uurimise
voimalust.!

8.3. Optimiseerimine, optimaalsuse kriteerium ja kit-
sendused. Optimiseerimine tidhendab paljude voimalike
lahenduste hulgast koige soodsama leidmist, mis vastaks

1 g Tuu63pxsu, X. boc. Maremaruweckue moderu 9KOHOMU-
4eckoeo pocra. M. 1967, lk. 21.
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kehtivatele tingimustele ja piistitatud efektiivsuse kritee-
riumile.

Teiste sonadega tdhendab optimiseerimine defitsiitsete
ressursside koige otstarbekamat, majanduslikult koige
paremat adrakasutamist. Optimiseerimine eeldab alterna-
tiivsete lahendite olemasolu, sest seal, kus koik on jdigalt
reglementeeritud, pole midagi optimiseerida.

Tuleb aga rohutada, et arvutatavat matemaatilist
optimumi (parimat lahendit, tulemust) tuleb majandus-
matemaatika iilesannete lahendamisel lugeda alati tingli-
kuks, sest tavaliselt on majandusobjektid liiga keerulised
ja nende matemaatiline modelleerimine liiga abstraheeri-
tud, et saaksime rddkida range matemaatilise optimumi
leidmisest. Niisiis praktiliselt on meil alati tegemist ligi-
lihedase optimumiga.

Optimiseerimine ‘on sotsialistlikus majandussiisteemis
objektiivselt vajalik ja paratamatu, ta on sotsialistliku
majandamise orgaaniline iseloomujoon. On seaduspérane,
et iihiskonna vajadused iiletavad alati ressursse. Seega
on ressursid alati piiratud. Iga rahuldatud vajadusega
stinnib uus rahuldamata vajadus. Seepérast oleks eba-
reaalne arvata, et ressursside defitsiitsus on ajutine néh-
tus. Tdhendab, tuleb arvestada ressursside defitsiitsust,
otsida nende koige parem drakasutamise viis.

Optimiseerimine eeldab optimaalsuse kriteeriumi ole-
masolu. Optimaalsuse kriteerium on majanduslik kate-
gooria, mis iseloomustab uuritava siisteemi oodatavat
majanduslikku efekti. Seega voimaldab optimaalsuse kri-
teerium hinnata {iksikuid vorreldavaid variante, otsuseid,
plaane. Optimaalsuse kriteerium voimaldab koguseliselt
maddrata arvutustulemuste vastavust piistitatud eesmaér-
gile. Siin tuleks markida, et kriteerium pole vajalik ainu-
iiksi optimiseerimiseks: ta voimaldab {ildse hinnata suva-
lise variandi eeliseid teiste variantide ees voi kehtiva
olukorraga vorreldes. Progress on. alati teretulnud. Vahel
tuleb piirduda miinimumprogrammiga — peaasi, et oleks
kindlustatud edasiminek. Pealegi on kriteerium rakenda-
tav ka neil juhtudel, kus polegi tdhtis jouda kohe efekti
véadrtusteni, vaid esialgu lihtsalt teada, millist varianti
tuleks eelistada. Seepdrast nimetavad moned autorid
niisugust kriteeriumi vordluskriteeriumiks. Seda kasuta-
takse hddaabinouna ka seal, kus efekti ei saa tdpsete
arvudega viljendada. Nii néditeks elanikkonna noudmiste
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statistilisel uurimisel otsitakse iiksikute laiatarbekaupade
eeliskordajaid, mis nditavad, milliseid kaupu eelistatakse.

Konkreetse optimaalsuse kriteeriumi valik on aarmi-
selt keeruline ja vdga vaieldav metodoloogiline probleem,
kus pole veel kujunenud iihtset seisukohta.

Ainult lokaalselt vdga piiratud iilesannetes (jddtmete
minimiseerimine juurdeloikuses, tsehhi téopinkide koor-
muse maksimiseerimine) ja monedes erilistes iilesannetes,
kus kriteerium on juba ette antud, ei valmista mainitud
probleem erilisi raskusi.

Uldjuhul valitakse vastav kriteerium intuitiivselt, kus-
juures ettevatte tasandil rakendatakse tavaliselt kasumi
kriteeriumi, arvestades selle nditaja tdhtsust uues juhti-
mise ja planeerimise siisteemis.

Tuleb aga silmas pidada, et puudused hinnakujunda-
mises ei voimalda lugeda kasumi kriteeriumi koikjal
ithtelangevaks rahvamajandusliku kriteeriumiga. Sageli
kasutatakse kriteeriumina ajalisi nditajaid, sest aja kokku-
hoid tdhendab samaaegselt tooviljakuse tousu ja paljude
muude majanduslike néditajate paranemist. Téhendab,
variantide hulgast valitakse see, mille sooritamiseks
kulub koige vahem aega (nditeks ajaliselt optimaalne
veoplaan). Uldises mottes tdhendab aga ajalise kri-
teeriumi kasutamine niisuguse protsessi valimist, mis
viib uuritava siisteemi {ihest olekust teise minimaalse
ajaga.!

Rahvamajandusharu tasemel on majanduslikult poh-
jendatud kriteeriumi valik juba raskem iilesanne. Veelgi
keerulisem on kogu rahvamajanduse optimaalse funktsio-
neerimise kriteeriumi pohjendamine. Viimasel juhul on
meil tegemist &ddrmiselt keeruliste poliitokonoomiliste
probleemidega, mille imber kdivad dgedad vaidlused.

Globaalne, kogu rahvamajanduslik optimaalsuse kri-
teerium peaks olema niisugune majanduslik nditaja, mis
suunaks {ihtse eesmirgi saavutamiseks kogu meie majan-
dussiisteemi, s. 0. looks olukorra, kus see, mis on kasulik
kogu rahvamajandusele, on iihtlasi kasulik ka koigile
tema liilidele. Niisugust kriteeriumi nimetatakse iihiskond-
liku kasulikkuse kriteeriumiks.

Uldiseks metodoloogiliseks probleemiks on niisuguste

I B. T. boartsuckui Marematruweckue meroos. onTUMAALHOZO
ynpasaenus. M. 1966, 1k. 13, 19.
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lokaalsete kriteeriumide valik, mis ei satu vastuollu
rahvamajanduse globaalse kriteeriumiga. Globaalseks
kriteeriumiks peavad mitmed autorid minimaalseid rah-
vamajanduslikke kulutusi (tootmiskulud, transpordikulud,
kapitaalmahutused, likvideerimiskulud).

Kirjanduses rohutatakse, et mingi kitsama, kohaliku
tdhtsusega {ilesande lahendamisel on vidhe sellest, kui
piilitakse rakendada niisugust kriteeriumi, mis ei satu
vastuollu globaalse kriteeriumiga, vaid tuleb voimaluste
piires arvestada kas voi ligildhedaseltki globaalseid pii-
ravaid tingimusi, mis voetakse arvesse kompleksse rahva-
majandusliku mudeli formuleerimisel.! Et aga globaalsed
rahvamajanduse mudelid on alles loomisjérgus, siis on
mainitud metodoloogilistel seisukohtadel suuremalt jaolt
vaid akadeemiline tdhtsus. Sellepdrast kasutatakse meil
senises praktikas kriteeriumidena pohiliselt plaanilisi
néditajaid, nagu kasum, omahind, erikapitaalmahutused
jms.

Vaatleme moningaid seni kasutatud harumudelite kri-
teeriume. Eesti NSV-s on koostatud ja lahendatud pollu-
majanduslikku toorainet ja puitu téotlevate toostusharude
optimaalse kontsentreerimise ja paigutamise mudeleid,
kusjuures optimaalsuse kriteeriumiks olid summaarsed
transpordikulud tootjalt tarbijani ja tootmiskulud too-
danguiihiku kohta ettevotte tootmisvoimsuse funktsioo-
nina.

Mitmete harude tootmisplaani optimiseerimisel vali-
takse kriteeriumiks ekspluatatsioonikulude ja kapitaal-
mahutuste summa miinimum.

Nendes harudes, kus kasutatakse defitsiitseid tootmis-

% ressursse, valitakse optimaalsuse kriteeriumiks maksi-

maalne toodangumaht (sageli on seejuures ette antud
tiksikute toodanguliikide mahulised proportsioonid). Viga
laialt kasutatakse ka minimaalsete tootmiskulude kri-
teeriumi.

Optimiseerimisiilesande formuleerimisel voib piistitada
ainult theainsa optimaalsuse kriteeriumi. Et aga univer-
saalne kriteerium on seni veel formuleerimata, siis prak-
tikas lahendatakse majandusmatemaatika iilesandeid

I Meroduueckue noaoseruss no ONTUMAALHOMY OTPACACBOMY NA-
HUPOBAKUIO HAPOOHO20 xo03aicreéa. HosocuGupck 1967.
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sageli erinevate kriteeriumide jirgi, mis annab ulatusli--
kumat informatsiooni otsuse langetamiseks.

Viaga levinud votteks on iihe kriteeriumi formuleeri-
mine {iilesande kitsendusena (mis piiratakse sedapuhku.
intuitiivselt).

Kitsendused valjendavad ressursside defitsiitsust voi
muid valikut piiravaid tingimusi. Nii on sageli viga
huvitav saada vastus kiisimustele, milline peaks olema
tootmisplaan, esiteks, maksimaalse toodangumahu kind-
lustamiseks ja, teiseks, minimaalsete tootmiskulude korral.
Niisugusel juhul lahendatakse kaks erinevate kriteeriumi-
dega iilesannet. Sageli lahendatakse mitu varianti eri-
nevate kitsendustega, mis samuti pakub vidga vairtus-
likku informatsiooni majanduslikuks analiiiisimiseks ja
otsuste tegemiseks.

Kasutatakse ka niinimetatud jdrkjarguliste jdireleand-
miste meetodif. Selle meetodi pohjal jarjestatakse koik
kriteeriumid nende tdhtsuse jargi (mis stinnib intuitiivselt,
tuginedes loogikale ja kogemustele). Algul lahendatakse
iilesanne koige tahtsama kriteeriumi ¢, jdrgi. Pérast
lahenduse saamist madratakse heuristilisel meetodil (s. o.
tuginedes intuitsioonile, oletustele, analoogiatele, hiipo-
teesidele) jareleandmine Ac, ja suurust ¢, -+ Ac; kasu-
tatakse iilesande uuel formuleerimisel antud nditaja
iilem- voi alampiirina, s. o. endist optimaalsuse kritee-
riumi vaadeldakse niiiid kui tdiendavat piiravat tingimust
(kitsendust). Seejédrel lahendatakse {ilesanne teistkordselt
tahtsuselt jargmise kriteeriumi jdrgi, médratakse kind-
laks uus jédreleandmine ¢, + Acy jne.

Niisiis on majandusmatemaatika {ilesannete mitme-
variandiline lahendamine (mitmevariandilisus) iiks téht-
samaid metodoloogilisi pohimotteid. See on igati loogiline
ja moistetav. Majandussiisteemid on {likeerulised ja
stohhastilised, informatsiooni usaldusvédirsus on maira-
mata ja seepédrast harumudeli tasandil on mottetu konelda
iiheselt maaratud lahendist. Seega oleks antud etapil
oigem konelda mitte optimaalsest lahendist, vaid lahen-
dite optimaalsest tsoonist, mitte iiheselt méddratud kitsen--
dustest, vaid kitsenduste médaramispiirkondadest. Akadee-
mik L. Melentjev rohutab vajadust méédrata kindlaks
majandusmatemaatiliste mudelite abil saadava informat-
siooni vigu, sest vastasel korral ei saa toestada lahen--
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dite objektiivset efektiivsust. Seda me seni veel teha ei
oska.! .

Et eriti sageli esinevad optimaalsuse kriteeriumina
rahvamajanduslikud kulud, siis peatume nende arvutamise
moningatel metodoloogilistel kiisimustel.

Siberi majandusteadlaste (A. Aganbegjan, L. Kozlov,
Z. Tsimdina) arvates on rahvamajanduslikust aspektist
ldhtudes oOigem kasutada kulude diferentsiaalnéitajaid,
mis koosnevad otsekuludest ja nn. tagasisidekuludest: 2

dy=—'ryl="8en UL (8.1)
kus d; on diferentsiaalkulud j-nda toodanguiihiku kohta;

c; on otsekulud;

ar; on k-nda ressursi kulu j-nda toodanguiihiku toot-

miseks;

Ur on k-nda ressursi hinnang majandusliku efektiiv-

suse optimaalses plaanis.

Ent toodud soovitusel on praegu veel pohiliselt teo-
reetiline tdhtsus, sest see eeldab majandusliku efektiiv-
suse optimaalsete plaanide olemasolu, mille koostamine
on seni alles tulevikukiisimus. Siiski voime toodud soovi-
tuse alusel juba praegu teha kaks olulist jareldust:

1) tuleb silmas pidada, et tavaliselt on arvutatavad
otsekulud diferentsiaalkuludega vorreldes vaiksemad;

2) mida suurem on antud toodangu materjali- ja
energiamahukus, seda suurem vahe on otsekulude ja dife-
rentsiaalkulude vahel.

Aktuaalseks metodoloogiliseks probleemiks on «iihise
nimetaja» leidmine, mille alusel saaks vorrelda jooksvaid
kulusid ja kapitaalmahutusi. (See probleem kuulub Kkiill
rohkem kapitaalmahutuste efektiivsuse kindlaksméiérami-
sega seotud probleemistiku hulka.) Siin on kaks voi-
malust.

1) Mainitud vorreldavus saavutatakse tavalisel teel,
s. 0. normatiivse efektiivsuse koefitsiendi abil. Taandatud
kulud = jooksvad kulud -+ normatiivne efektiivsuse koe-
fitsient > kapitaalmahutused.

2) Optimaalsuse kriteeriumiks on ainult jooksvad

1 AL A. MenentbeB. K npobieme ontumudayuu CAOMHHLX 3IKO-
HOMUYECKUX CUCTeM. «DKOHOMHKA W MaTeMaTHYecKHe MeToasi» Ne 4,
1967.

2 Meroduueckue nOAONEHUR NO ONTUMANBHOMY OTPACACBOMY nAa-
wuposaruro 68 npomsiuiaerrocru. Hoocubupck 1967, lk. 34—35.
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kulud, kuna kapitaalmahutused formuleeritakse Kitsen-
dusena, s. t. madratakse eelnevalt kindlaks nende lubatav
ilempiir. Siberi majandusteadlaste arvamuse jdrgi voib
kasutada molemaid voimalusi kombineeritult.

Uhtse optimaalsuse kriteeriumi kindlaksmdiramine
nouab aga veel iithe metodoloogilise kiisimuse lahendamist:
tuleb tagada eri aastatel tehtavate kapitaalmahutuste vor-
reldavus. Majandusteaduses tuntakse seda ajateguri
arvestamisena kapitaalmahutuste efektiivsuse arvutamisel.
Kasutatakse nn. liitprotsentide valemit. Kui {iksikud
variandid erinevad omavahel kapitaalmahutuste poolest
erinevatel aastatel voi ehitustdhtaegade poolest, siis
arvutatakse kapitaalmahutused jdrgmise valemi pohjal:!

K= SIK (14 By, (8.2)
=1

kus K on kapitaalmahutused (arvesse vottes ajategurit),.
taandatuna objekti ekspluatatsiooni andmise ajale;

te="L 2 s AT ehiltantise aasta:

T on ehitusperiood aastates;

K; on kapitaalmahutused #-ndal ehitamise aastal;
E, on normatiivne efektiivsuse koefitsient.

Rahvamajandusliku planeerimise optimaalsuse kritee-
riumide hulgas on suure teoreetilise tdhtsusega akadeemik
L. Kantorovits§i formuleeritud nn. lahendavad kordajad
ehk objektiivselt tingitud hinnangud. Need kordajad
kujutavad endast lineaarse planeerimise duaaliilesande
(vt. allpool) lahendeid ja neid voib télgendada kui res-
sursside defitsiitsuse hinnanguid. L. Kantorovit§ vaatleb
neid kui ressursside asendatavuse iildisi ekvivalente ja
piistitab noude, et koik kulud optimiseerimisiilesannete
formuleerimisel oleksid viljendatud objektiivselt tingitud
hinnangutes, mis tagaks lokaalsete ja globaalsete opti-
mumide kooskdla. Niisugusele seisukohale vaieldakse
vastu ja véidetakse, et objektiivselt tingitud hinnangud
voivad defitsiitsete ja limiteeritud ressursside hindamisel
etendada ainult abinditajate osa.?

! IKOHOMUKQ COUUAAUCTUHECKOL npOMbLUAEHKOCTY. YueGHHK. M.
1966, 1k. 55.

2 Vi. akadeemik V. NemtSinovi eessona L. Kantorovit$i
raamutule <«IkoMOMUYCCKUL pACHET HAUAYHWE2O0 UCNOAL308AHUA PeCyp-
coe». M. 1960.
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Duaalsuse pohimote tdhendab majanduslikus interpre-
tatsioonis koige tildisemal kujul jargmist (matemaatili-
selt vaatleme duaalsuse pohimotet hiljem). Kui onnestub
néiteks tootmisplaani optimiseerimisel leida niisugu-
seid defitsiitsete ressursside «hindu», et kulutused res-
surssidele vorduvad saavutatud efektiga, siis on plaan
optimaalne. Olgu optimaalsuse kriteeriumiks kasum. Kui
niiteks defitsiitsetele ressurssidele tuli kulutada 5000 rbl.
(uue «hinnakirja» jargi, s. o. objektiivselt tingitud hinnan-
gute jargi) ja kasum on samuti vordne 5000 rublaga,
siis tdhendab see seda, et optimum on leitud. Matemaati-
liselt avaldub optimum lithidalt jargmiselt:

n+m

2 aici =0, (8.3)

=1

kus m on ressursside arv;

n on toodete arv;

a; on i-nda ingrediendi (ressursside ja toodete) hulk;

¢; on i-nda ingrediendi objektiivselt tingitud hinnan-
gud (kui ressursid on plussmargiga, siis tooted on mii-
nusmargiga).

Objektiivselt tingitud hinnangud annavad meile infor-
‘matsiooni selle kohta, millistes vahekordades voib asen-
dada omavahel defitsiitseid ressursse optimumi sdilita-
miseks. L. Kantorovitsi idee edasiarendajad (V. Vol-
konski, A. Lurje jt.) arvavad, et mainitud meetodil vo6ib
Jahendada seni vaieldava hinnakujundamise probleemi.

Korvuti optimaalsuse kriteeriumiga on metodoloogili-
selt niisama oluline optimiseerimisiilesande kitsenduste
oige valik ja formuleerimine. See nouab majandusobjekti
‘modelleerijalt objekti ja vastava rahvamajandusharu ning
.majandusrajooni o©konoomika ja tootmisalase spetsiifika
‘pohjalikumat tundmist. Real juhtudel on kitsenduste for-
muleerimisel vaja arvestada ka korvalharude, teiste
majandusrajoonide ning tarbijate huvisid ja noudeid.

Olenevalt kitsenduste iseloomust formuleeritakse neid
:alam- ja {ilempiiriga. Alampiiri kasutatakse enamasti
siis, kui vajaduste rahuldamise maht ei tohi olla vdiksem
wtteantud néitajast. Tavaliselt piiratakse niimoodi vélja-
lastava toodangu mahtu. Ulempiiri kasutatakse kitsen-
duste formuleerimisel siis, kui moni ressurss on defit-
siitne ja seetottu limiteeritud. Sageli on iilesande tund-
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matud piiratud nii alt kui ka iilevalt, s. t. on ette antud
nende varieerumise intervall (iilesande fundmatud véljen-
davad neid suurusi, mida tuleb optimiseerida). Naiteks
laiatarbekaupu tootva ettevotte tootmisplaani sortimendi
optimiseerimisel tuleb arvesse votta tarbijate noudmisi,.
millel on oma alam- ja {ilempiir. Real juhtudel voivad
kitsendused olla formuleeritud ka vordustena. Seda siis,
kui piiravad tingimused on iiheselt miératud.

Kitsendused peavad olema majanduslikult ja tehni-
liselt pohjendatud. See tahendab seda, et majandusmate-
maatika iilesande formuleerimisele peab eelnema objekti
pohjalik analiiis ja peavad olema arvutatud koigi res-
sursside pohjendatud normatiivid, mis nditavad, kui palju
kulub neid optimiseeritava suuruse iithiku kohta. Seejuu-
res on tavaliselt koige raskemaks ja tdhtsamaks eeltooks.
objekti tootmisvoimsuse kindlaksméairamine ja koigi pohi-
tegurite esiletoomine, mis seda mojutavad.

Mirgime moningaid matemaatilise planeerimise tiifip-
kitsendusi. Tuleb arvestada jargmisi defitsiitseid ressursse
ja piiravaid tingimusi: toodangu maht, materjalid, ener-
gia, kiitus, toojoud, tootmisvoimsused, looduslikud res-
sursid, kapitaalmahutused, transporditingimused, tarbijate-
noudmised, jooksvad kulud, toodangu komplekssus, tiiiip-
projektide néditajad, kvaliteedinditajad, riiklikud standar-
did ja tehnilised tingimused jne.

8.4. Optimiseerimisiilesande  i{ildine = matemaatiline
formuieerimine. Optimiseeritavad planeerimisiilesanded
kujutavad endast matemaatiliselt teatava funktsiooni
miinimumi vo6i maksimumi leidmist, kusjuures peavad
olema rahuldatud antud kitsendused (lisatingimused).

Seega iildjuhul koosneb optimiseerimisiilesanne jérg-
misest kahest osast.

[ Sihifunktsioon
z ="max f(xs, %3, ..., Xn) (8.4)

viljendab seda, et tuleb leida niisugused tundmatute-
vaartused (x5, xo, ..., X,), mis maksimiseerivad z vaéar-
tuse, kusjuures on rahuldatud teatud kitsendused.

Minimiseerimisiilesannet saab alati taandada maksimi-
seerimisiilesandeks, muutes sihifunktsiooni margi vastu-
pidiseks.
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Il Kitsendused

(it re oo, Xnles Dt e =1 20 5o ) (8.5)
‘mis valjendavad optimiseerimise tingimusi (defitsiitsete
ressursside kasutamise piire). Siin x; (j=1,2,...,n)
on otsitavad tundmatud, b; — antud konstandid (defit-

siitsete ressursside limiit), g; — tundmatute funktsioonid
b= e 20 u i)

Planeerimisiilesannete lahendamisel peab olema rahul-
datud ka ndue, et tundmatute vdartused ei tohi olla nega-
tiivsed. Matemaatiliselt viljendatakse seda nouet jarg-
miselt:

X1>0, XZ>0,...,xn>0. (86)

Tundmatute (x, %, ..., x,) véddrtuste erisugused kom-
binatsioonid, mis rahuldavad kitsendusi (8.5) ja (8.6),
kujutavad endast optimiseerimisiilesande madramispiir-
konda. Iga selliste tundmatute vdartuste kombinatsiooni
x= (%1, %3, ..., Xn) nimetatakse lahendiks, plaaniks,
sageli ka lubatavaks lahendiks. :

Igale plaanile vastab sihifunktsiooni teatud véartus.
Niisugust plaani, millele vastab sihifunktsiooni maksi-
maalne (minimaalne) vaairtus, nimetatakse optimaalseks
plaaniks ehk optimaalseks lahendiks. Jarelikult, kui
¥ = (x1* x2*, ..., x,®) on optimaalne lahend, siis on sihi-
funktsiooni z(yx*) vdirtus suurem mistahes muust sihi-
funktsiooni vdartusest z(y):

z2(x) = 2(x). : (8.7)

Lineaarse planeerimise erijuhul piistitatakse optimisee-
rimisiilesanne jargmiselt.
Leida vorrandisiisteemi

auXy + aipXs + ...+ Xy = by;
AuXz + QmXz + ...+ QenXn = bz, ' (8.8)
amm —I— amaxz + + amnxn — b R

mittenegatiivsete lahendite hulgast see, mis maksimisee-
rib sihifunktsiooni

2= CiX1+ CaXa+ ...+ CnXp (8.9)
vairtuse. Koefitsiendid ¢y, ...,c, viljendavad lahendi
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iiksikute komponentide «hinnanguid» valitud optimaalsuse
kriteeriumi jargi.

Tavaliselt formuleeritakse planeerimisiilesannete Kkit-
sendused esialgu vorratustena, ent lahendusalgoritmid
nouavad nende esitamist vorranditena. Me néditasime juba
(k. 33), et iga vorratust voib tundmatute arvu suuren-
damisega esitada vorrandina.

Optimiseerimisiilesande kitsenduste analiiiisimisel vGib
selguda kolm erijuhtu:

1) kitsenduste siisteem on vastuoluline, s. t. pole voi-
malik leida lubatavat lahendit;

2) lubatavad lahendid esinevad, kuid nende maéaéara-
mispiirkond on tokestamata; see juhtub siis, kui sihifunkt-
sioon voib omada kuitahes suuri vééartusi;

3) médramispiirkond on tokestatud ja esinevad luba-
tavad lahendid; sel juhul on iilesandel vdhemalt iiks opti-
maalne lahend.

8.5. Duaalsed planeerimisiilesanded. Igale lineaarse
planeerimise iilesandele vastab konkreetne duaaliilesanne,
mis on ldhteiilesandega orgaaniliselt seotud ja temaga
teataval méaral siimmeetriline.

Vaatleme ldhteiilesande ja duaaliilesande ranget mate-
maatilist formuleerimist iildjuhul. Selleks on otstarbekas
sisse tuua jargmised tdhistused. Tdhistagu M ja N indek-
site hulkasid:

M= W, 2000 ey
ja
Ne="11.2....0n).

Olgu S hulga M alamhulk (S< M) ja S — tema tiiend.
Olgu T hulga N alanfthulk (T = N) ja T — tema tdiend.

== (0o b il e == s )
Lahteiilesanne Duaaliilesanne
Maksimiseerida Minimiseerida
n x m
z(x) = _Elfj«\‘.a f(p)= Z;bfui,
j= i=
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mis rahuldab kitsendusi mis rahuldab kitsendusi [

Enaijxj<bi (te9); ﬁai,-ui>c,- veEls
j=1 =1
Zn,'aijxj =b; (ieS); ﬁai,-ui =g el
j=1 =1
BRI By w=0 (ieS).

Seega tuleb duaaliilesande formuleerimisel juhinduda
. jargmistest eeskirjadest:

1) duaaliilesande kitsenduste maatriks A" = ||asj||” saa-
dakse ldhteiilesande kitsenduste maatriksi A = |lasj|
transponeerimisel;

2) léhteiilesande sihifunktsiooni koefitsiendid muutu-
vad duaaliilesande kitsenduste vabaliikmeteks;

3) ldhteiilesande kitsenduste vabaliikmed muutuvad
duaaliilesande sihifunktsiooni koefitsientideks;

4) vorratuste margid muutuvad vastupidisteks; seega
vordub duaaliilesande muutujate arv ldhteiilesande Kkit-
senduste arvuga ja duaaliilesande kitsenduste arv lahte-
ilesande muutujate arvuga;

5) lahteiilesande mittenegatiivsetele muutujatele x;
(je=T) vastavad duaaliillesande kitsenduste siisteemi j
vorratust (j e T);

6) lahteiilesande tokestamata muutujatele x; =0 (j=T)
vastavad duaaliilesande kitsenduste stisteemi j vordust
(i),

7) kui ldhteiilesande i kitsendust on vorratused
(i=S), siis vastavad neile duaaliillesande lahendid
u; =0 (ie=S8); kui ldhtelilesande i kitsendust (i S)
-on vordused, siis voib duaaliilesande vastav muutuja wu;
(i=S) omada nii positiivseid kui, ka negatiivseid vaar-
tusi.

Lineaarse planeerimise teooria kesksemaks tulemuseks
on nn. duaalsete pohiteoreemide toestus. Toome siin ainult

‘kahe mainitud teoreemi definitsioonid, kuna nende vord-

lemlsll raske toestuse voib leida pohjalikumast erikirjandu-
sest

1 Vt. U. Kaasik. Matemaatiline planeerimine. Tallinn 1967,
k. 79—87.
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1. teoreem. Kui lahteiilesandel on olemas optimaalne
lahend, siis on see olemas ka duaaliilesandel. Seejuures
kehtib optimaalsete lahendite (x,*, xo*, ... , x,*)" ja (&,
Wt . .y un*) korral verdus

n m z
2 ij’,'* = 2 biuf.
=t =1

2. teoreem. Selleks et duaaliilesannetel oleks optimaal-
seid lahendeid, on tarvilik ja piisav, et neil oleks vahemalt
itks lubatav lahend.

Neid teoreeme on kasulik teada.

Naide. Tsehhis valmistatakse kaht detaili, kusjuures
iga detaili téodeldakse treipinkidel ja freespinkidel. Masi-
nate kasutamise aeg, nn. masinaaeg on piiratud. Treipinke
voib niddala jooksul kasutada ainult 8000 ajaiihikut, irees-
pinke — 10000 ajaiihikut. Esimese detaili t66tlemiseks
treipingil kulub 2 ajaiihikut, teise detaili to6tlemiseks —
| ajaithik. Esimese detaili to6tlemiseks ireespingil kulub
| ajaiihik, teise detaili tootlemiseks — 5 ajaiihikut. Detai-
lid kujutavad endast realiseeritavat valmistoodangut, kus-
juures esimese detaili realiseerimine annab ettevottele 6
kopikat, teise detaili realiseerimine — 8 kopikat kasumit.
Ulesandeks on kasumi maksimiseerimine. Selleks tuleb
leida esimese ja teise detaili védljalaske optimaalne plaan.

Lihteiilesande matemaatiline formulatsioon on jéarg-
mine: leida tundmatud x; ja xp, mis maksimiseerivad sihi-
funktsiooni

6)C1 —|- 8A’2
ja rahuldavad kitsendusi

2x1+ x» << 8000;
X1 -+ 5x2 << 10 000;
x1, X2 = 0.

Duaaliilesanne kdlab jargmiselt: leida mittenegatiiv-
sed suurused u; ja 4y, mis minimiseerivad sihifunktsiooni

8000u4 + 10 000w,

ja rahuldavad kitsendusi

2uy + us = 6; }
Uy + Sus = 8.
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Toodud duaalillesande lahend p = (u;, up) kujutab
enesest defitsiitse ressursi — masinaaja — «hindu». See-
juures on u,; treipingi ja u, freespingi masinaaja iihikute
«hind». Seega néitavad need «hinnad» suurust, mille vorra
voiks kasvada ettevotte kasum masinaaegade limiidi suu-
renemisel {ithe ajaiihiku vorra. Teisiti voiks duaaliilesande
lahendit tolgendada kui saamata kasumit masinaaegade
tdiendava ajailihiku puudumise tottu. Nii ndeme, kuidas
kasumi maksimiseerimise (ldhte-) iilesannet voib teisen-
dada saamata kasumi minimiseerimise (duaal-) iilesan-
deks.

Sageli on arvutuste lihtsustamiseks kasulik lahendada
ldhteiilesande asemel duaaliilesanne. Ent veelgi olulisem
on duaaliilesande majanduslik tolgendus, mis voimaldab
hinnata defitsiitseid ressursse. Nii ndiiteks uurivad
majandusteadlased praegu teoreetilisi seoseid kehtivate
hindade ja nende «hindade» vahel, mis leitakse globaalse
duaaliilesande lahendamisel, kusjuures arvatakse, et see
annab objektiivse aluse hinnakujundamise probleemi
lahendamiseks.

8.6. Moningate matemaatilise planeerimise tiiiipiiles-
annete formuleerimine.

a) Tootmisplaani optimiseerimine. Ettevote toodab viit
toodet Ty, To, T3, T4 ja Ts. Tootmist piirab rida kitsendusi:
tsehhi tootmisvoimsus, defitsiitsed materjalid A ja B,
tarbijate noudmised (alam- ja iilempiirid). Need kitsen-

Tabel i6
Defitsjitged Tarbijate noud-
materjalid, Tootmis- mised] tonnides Kasum
Too- ,l[((;}]ongiri?}ﬁl;des voimsus, aasta kohta rublades
ted ' |——+"——_ I tonnides tonni
A B pdeva kohta| Ajam- Ulem- kohta
piir piir
T, 2 5 3 200 300 50
T, 1 3 10 400 40
T, 8 6 9 -~ 100 200 55
T, 2 1 10 350 35
Ts 3 2 15 300 30
Kokku
aastas| 3500 4000 15 000




~ dused on koondatud tabelisse 16. Ulesanne on jargmine:
tuleb leida optimaalne aastaplaan, mis kindlustab maksi-
maalse kasumi.

. Uksikute toodete kogust aastaplaanis tdhistavad vasta-
valt tundmatud x,, xo, x3, x4 ja xs.

Seega on kitsenduste siisteem:

2%+  Xo+8x3+ 2x,+ 3xs << 3500;

5x1+ 3xa+6x3+ x4+ 2x5 << 4000;

3x1 + 10x9 4 9x3 4 10x;, + 15x5 << 15000;

X1 2 200,

i << 300;
AL = 400 ¢ (8.10)

X3 == w00

X3 g 200,

XL e IR 510

Xsi= ol
Xy, X2, X3, X5 X5 == 0.

Maksimiseeritav sihifunktsioon:
50x1 + 40x5 4 55x3 -+ 35x; + 30xs. (8.11)

On ilmne, et analoogiliselt voib pilistitada ka sama
struktuuriga, ent teistsuguse sisuga lineaarse planeerimise
iilesandeid.

b) Transpordiiilesanne. Transpordiiilesanded kuuluvad
erikujuliste planeerimisiilesannete hulka, mille lahenda-
miseks on vilja tootatud suhteliselt lihtsad lahendusmee-
todid. Transpordiiilesande matemaatiline mudel kirjeldab
mingisuguste objektide (tooted, raudteevagunid, kaubad,
inimesed jne.) territoriaalset iimberpaigutamist.

Olgu m lahtepunkti A; (i=1, 2, ..., m) ja neis min-
gisugused samaliigilised objektid, mille kogused on a;
(i=1, 2, ..., m). Need objektid transporditakse n siht-
Bunkti By(j= 1,2, -7 n) Rogustes b; (| = 1,2,z n):
Objekti iihiku veokulud ldhtepunktist A; sihtpunkti B; on
teada ja moodustavad c;;. Seega on antud veokulude maat-
riks:

C1y1 C42 ... Cin
e Cot C22 ... Co2n

Crt Cm2 ... Cmn

(8.12)

Tuleb koostada niistigune veoplaan, et transpordikulud
(summaarsed veokulud) oleksid minimaalsed. Tundmatu-
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teks x;; on objektide kogused ldhtepunktist A; sihtpunkti
B;. Kauba pakkumine rahuldab téielikult vajaduse, s. t.

Sai= 3b; (8. 13)

=1 j=1

Seega on. iilesande kitsendused jargmised:

o ] (i=1,2,...,m);l (8. 14)
=t
B o by (j—_—l,2,...,n);[ (8. 15)
f==1

%0, ) (8.16)
Minimiseeritavaks sihifunktsiooniks on
2= 3 i (8.17)

i
g

i=1j
Metodoloogiliselt on koigekeerukam probleem transpor-
diiilesande formuleerimisel veokulude ¢;; kindlaksmaéra-
mine. Veokulude kindlaksmadiramine on raske sellepérast,
et see oleneb transporditava objekti kogusest, kusjuures
soltuvus pole lineaarne. Nii on objekti iihiku veokulud

¢ =f(x) =—+b, (8.18)

kus a on tinglikult piisivad ja & — proportsionaalselt muu-
tuvad veokulud. Praktikas lineariseeritakse toodud mitte-
lineaarne soltuvus sageli, méddrates kindlaks need objekti
koguste intervallid, millele vastavad keskmised, konstant-
sed veokulud.

Seepdrast valitakse transpordiiilesande optimaalsuse
kriteeriumiks sageli kaugused ldhte- ja sihtpunktide vahel,
et minimiseerida veomarsruutide pikkust. Suhteliselt harva
kasutatakse kriteeriumina transportimiseks kuluvat aega,
mida on raskem madérata ja mis pole kaugeltki stabiilne
suurus.

Seni vaatlesime juhtu, kus pakkumine ldhtepunktides
on vordne sihtpunktide vajadusega, s. o.

m

Za,_zb (8.19)

j=1



Niisuguseid transpordiiilesandeid nimetatakse kinnisteks.
Kuid praktikas voivad esineda ka jargmised juhud:
1) pakkumine iiletab vajaduse, s. o.

o> zbJ, (8.20)

i=1

2) vajadus iiletab pakkumise, s. o.

Z,‘m - Eb (8.21)

=1

Esimesel juhul tuuakse iilesandesse fiktiivne sihtpunkt
By, mille vajadus nditab transportimata toodangu mahtu.
Tédhistame selle mahu b,.

bo_za,— S, (8.22)

.l:-1

ja tlilesanne taandub juba eespool vaadeldud pdohikujule.
Jadkide mahtu punktides A; (xi) vOib reguleerida valitud
trahviga c; voi mdérata kindlaks, et cj == 0.

Analoogiliselt toimitakse ka siis, kui vajadus iiletab
pakkumise, ainult et veomaksumus co; valitakse kiillalt
suur, mis tagab selle, et fiktiivne ldhtepunkt 4, jaib optl-
maalsest plaanist valja.

Mones transpordiiilesandes esinevad kitsendused uksn—
kute marsruutide suhtes, tildjuhul a << xi; < b, kus a ja
b on teatavad konstandid.

Esineb juhte, kus tuleb arvestada ldhtepunktides
oleva samaliigilise toodangu erinevat efektiivsust tarbija
seisukohalt (néiteks erineva kiittevddrtusega polevkivi voi
soe transportimisel). Niisugusel juhul maiératakse koefit-
siendid d;;, mis vdljendavad toodangu efektiivsust tarbija
seisukohalt. Kitsendusteks on siis:

n m m
2 S dixy; = 3 ag;

j=t1i=A i=1

> Dy =30, (8:24)

j=1 i=t j=1

(8.23)

Sihifunktsiooniks on minimiseerida
C1 (duxu) + Ciz(dizxiz) VA A K (dmnxmn). (8. 25)
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Mainitud erijuhte ei saa lahendada transpordiiiles-
annete spetsiifiliste lahendusmeetoditega, seepdrast tuleb
neid kirjeldada nagu lineaarseid planeerimisiilesandeid iild-
juhul.

Omaette probleemi moodustab niisugune transpordi-
iilesanne, mille optimaalsuse kriteeriumiks on minimaalne
aeg kogu toodangu transportimiseks sihtpunktidesse. Nii-
sugune iilesanne voib tekkida néiteks kergesti riknevate
kaupade veoplaanide koostamisel, samuti ka muudel juh-
tudel, kus transportimisaja minimiseerimine etendab pea-
mist osa.

Vaat]eme niisuguse {ilesande formuleerimist juhul, kui

m

DI Zb Veokulude maatriksi asemel on siin antud
=1

maatrlks T—l|t,J]| kus #; on kauba transportimiseks
punktist i punkti j kuluv koguaeg. Tuleb valida optimaalne
plaan X = |[|x;|, mis voimaldab transportida kogu kauba
sihtpunktidesse minimaalse ajaga. Igale plaani X kompo- .
nendile x;; vastab maatriksi T teatav element ¢;;. Jare-
likult kulub plaani X korral kogu kauba transportimiseks
aeg, mis vastab maksimaalsele #;; vdirtusele. Tédhendab,
optimaalse lahendi leidmiseks tuleb eri plaanidele vasta-
vate #;; kombinatsioonide hulgast valida see, mille maksi-
maalne 7#;; on teiste kombinatsioonidega vorreldes mini-
maalne.

Igapdevases elus tuleb sageli tegemist teha niinime-
tatud mitmeastmelise transpordiiilesandega, kusjuures
transporditavad objektid ldbivad enne sihtpunkti joudmist
mitmed vaheastmed. Niiteks lihakombinaatide optimaalse
paigutamise iilesande lahendamisel tuleb vaadelda trans-
porditava objekti liikumist elusloomade vastuvotupunkti-
dest lihakombinaatideni ja sealt edasi llhakombmaatxde
toodanguna tarbijateni.

Kui vahepunktide voimsused on piiramata, siis taandub
kaheastmeline iilesanne tavaliseks {iheastmeliseks, kusjuu-
res valitakse minimaalsed ¢;; = ¢y + ¢i. Siin on ¢;; trans-
pordikulud ldhtepunktist i sihtpunkti j; L on valitud vahe-
punkti indeks.

Kui vahepunktide voimsused on ette antud, siis lahen-
datakse iilesanne nn. fiktiivse diagonaali meetodzl‘, mida
me siin ei vaatle. .

! Vt. nditeks kogumikku «Tootmise kontsentreerimine ja paigu-
tamine monedes Eesti NSV téostusharudes». Tallinn 1967, 1k. 12—19.

98



c) Juurdeloikusiilesanne'. Olgu meie kisutuses tahv-
lid, mille m66tmed on 23X 1 m. Nendest tahvlitest tuleb
vilja ldigata

100 tahvlit A mootmetega 0,5 > 0,6 m2,

50 tahvlit B mootmetega 0,8 X 0,4 m2,

100 tahvlit C mootmetega 0,3 X 1,0 m2.

Tuleb leida optimaalne juurdeldikuse plaan, selleks el
minimiseerida jadtmeid. ,

Selle ja analoogiliste iilesannete lahendamisel on esi-
meseks ja koige toomahukamaks sammuks kdikvoimalike
juurdeloikusvariantide selgitamine. Antud niites on vaa-
deldud kuut voimalikku varianti, mis on toodud tabelis 17.

Tabel 17

. Tahvlite Jdatmed,

Variant Tahvel o ‘ por

I A 6 0,20
B 2

I c 3 0,16
A 2

111 B 2 0,16
c 2

v B 6 0,40

. A 4 .

Vv B 2 0,16

VI c 6 0,20

Nii nditeks varianti III voib graafiliselt kujutada jarg-
miselt (vt. joon. 16):

JOONIS 16.

! Toodud ndide on voetud raamatust Klaus-Jiirgen
Richter. Methoden der linearen Optimierung. Leipzig 1966, 1k. 132.

7* 99



Jargnevalt koondame koik variandid tabelisse 18.
Tabel 18

Variandid Vajalik
I 11 I v \% VI tahvlite
Tahvlid : arv
A 6 0 2 0 4 0 100
B 0 2 2 5 2 i 50
¢ 0 4 2 0 0 6 100
Jaatmed " 02 |016 |016 | 04 | 0,16 | 02

Niiiid on koik ldhteandmed nii rithmitatud, et voib
asuda tilesande matemaatilisele formuleerimisele. Tundma-
tuteks on suurused, mis nditavad, mitu tahvlit tuleb 10i-
gata vastavate variantide jargi (tundmatute indeksid
tdhistavad eri variante).

Kitsenduste siisteem:

6x1 + Ox2 + 2x3 -+ 0x4 + 4x5 4 0xg = 100;

Ox1 + 2x2 + 2x3 + 5x4 + 2x5 + 0xg = 50; 8.96

Oxt1 -+ 43 -+ 2x3 - 0x; - Ox5 + 6x6 = 100; (8.26)
X1, Kol XS e Xs, Xg=u.c 01

Sihifunktsioon: minimiseerida

2= X1+ x2+ X3+ X4 + X5+ X. (8-27)

Toodud iilesanne kuulub tdisarvulise planeerimise {iles-
annete hulka, s. o. niisuguste i{ilesannete hulka, mille
lahend voib olla ainult tdisarvuline. Selliseid {ilesandeid
lahendatakse eriliste meetoditega, mis on aga tavalistest
tunduvalt to6mahukamad. Monel juhul voib saadud mitte-
tdisarvulist lahendit piisava tdpsusega {imardada.

d) Todliste arvu optimiseerimine. Jaoskonnas ldheb t60-
lisi vaja jargmiselt:

Ajavahemik Tooliste arv
0.00— 4.00 4 .
4.00— 8.00 f 8
8.00—12.00 12
12.00—16.00 10
16.00—20.00 8
" 20.00—24.00 6
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Iga tooline tootab 8 tundi jarjest.

Tuleb leida, kui palju toolisi peab. téotama uksnkutel
ajavahemikel, et tooliste iildarv oleks minimaalne. Tund-
matud x; (j=1, 2, 3, 4, 5, 6) tdhistavad tooliste arvu iiksi-
kutel ajavahemll\el

Jirelikult tuleb leida niisugused tundmatud x; (j=

=1, , 6), mis rahuldavad kitsenduste siisteemi
Xy + Xo 3 8]
X2+ X3 =12;
X3+ X = 10; :
Xi + Xs = 8, } (8 28)
X5 + X = 6;
X + %= 4
X, X3 X3 Xy X3, Xgz= 0 ]

ja minimiseerivad sihifunktsiooni
X1+ X2 4 X3 -+ X5+ X5 + Xe. (8.29)

Ka antud {ilesanne on oma olemuselt tdisarvulise planee-
rimise iilesanne.

e) Varude optimiseerimine. Varude optimaalse taseme
madramise iilesanded kuuluvad iildiselt vordlemisi keeru-
kate diinaamilise planeerimise iilesannete hulka.! Tege-
likkuses toimub varude muutumine mittelineaarselt, nende
taastamine ja kulutamine on aga juhuslikud suurused.
Varude optimiseerimise iilesannete puhul on koige raske-
maks metodoloogiliseks probleemiks nende kulude majan-
duslikult 6ige madramine. Kulud soltuvad {ihelt poolt iile-
liigsetest varudest, teiselt poolt varude véhesusest ning
noudmiste mitterahuldamisest. Seda probleemi on seni
vahe uuritud, mis omakorda takistab majanduslikult poh-
jendatud varude juhtimise {ilesannete piistitamist. :

Siin vaatleme iiht lihtsustatud juhtu, kus varud vahe-
nevad lineaarselt ja nende taastamine toimub vordsete
ajavahemike jarel.

Kirjeldame varude muutumise protsessi. Olgu aja-
vahemiku ¢, alguseks olemas varu kogus ¢g. Ajavahemiku
t, 1opuks kulutatakse kogu varu dra, mille jérel see uuen-
datakse, uus varu kulutatakse dra ajavahemiku 7 jooksul

! Vt. U. Kaasik. Matemaatiline planeerimine. Tallinn l967
ik. 250.
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jne. Ajavahemikud ¢, {3, ... , {, on omavahel vordsed ja
moodustavad plaaniperioodi T=1t -+t 4 ... {,. Varu
iildsuurus, mis peab rahuldama vajadusi plaaniperioodi
jooksul, on R. Jarelikult, kui iga iiksiku ajavahemiku ¢,
(i=1, 2, ..., n) lopuks taastatakse varu kogus g, siis
tuleb see varu plaaniperioodi jooksul taastada R:g==n
korda. Seega iga ajavahemik #; = Tq : R. Olgu keskmine
varu #; jooksul ¢/2 ja laokulud ¢ rubla varu iihiku kohta.
Niisiis moodustavad laokulud #; jooksul 0,5 gct;. Olgu
iihekordsed ettevalmistuskulud ¢’. Seega iildkulud iihes
ajavahemikus #; on 0,5 gct;+4 ¢’. Kogu plaaniperioodi

R
iildkulud moodustavad cp =.(0,5qct+c’)—q—. Arvestades,

et ti=Tgq : R, saame pérast lihtsaid teisendusi
cTqg . 'R
2 7 e

Néeme, et iildlaokulud jagunevad kuludeks, mis suure-
nevad proportsionaalselt ¢ suurusega, ja iihekordseteks
kuludeks, mis on seda vidiksemad, mida suurem on g¢.
Tekib kiisimus, millise sagedusega tuleb varusid uuendada
ja kui suur peab olema g, selleks et minimiseerida iild-
kulud c¢,. Ulesande lahendamiseks peab tundma diferent-
siaalarvutuse elemente. Oletame, et andsite selle iilesande
matemaatikule, kes iitleb teile, et optimaalne ¢ véairtus
on

Cp =

(8.30)

piagba R
e L (8.31)
optimaalne #; kestus on
: Tc
b Vz L (8.32)
ja minimaalsed iildkulud
cx’ = Y2RTcc'. (8.33)

f) Massilise teenindamise iilesanded. Nende iilesannete
aluseks on massiliste protsesside uurimine tdeniosuslikult
seisukohalt ja need protsessid on samuti kiillaltki keeru-
kad.! Tootmisprotsessis tekivad sageli mitmesugused kit-

& 2‘77Vt. U. Kaasik. Matemaatiline planeerimine, Tallinn 1967,
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saskohad, mis kutsuvad esile jarjekordi. Jirjekorra teenin-
damist saab uurida matemaatiliselt. Kiisimus piistitatakse
tavaliselt nii: jirjekord toob teatavat kahju, jéarjekorra lik-
videerimine nouab aga omakorda kulusid; milline peaks
olema jirjekorra teenindamise optimaalne intensiivsus?
Massilise teenindamise protsessi matemaatiliselt kir-
jeldada on iildjuhul viga raske. Sellegipoolest on- manin-
gate lihtsate juhtude kohta olemas standardsed valemid.
Toome iihe ndite USA praktikast.! Kompaniil «Boeing
Aircraft» oli 60 eri kohtades asuvat instrumentide véljas-
tamise punkti, kus tekkisid jirjekorrad. Tuli leida viljas-
tamispunktide teenindajate optimaalne arv. Tehti kindlaks,
et toolised tulevad instrumendi jdrele keskmiselt iga
35 sekundi moodumisel, kusjuures iihe toolise teeninda-
mine vottis aega keskmiselt 50 sekundit. Seega saabub tee-
nindamisaja jooksul keskmiselt 1,43 toolist (50 : 35 =
= 1,43). Nende andmete -alusel arvestati vilja keskmine
ooteaeg, kui jérjekorda teenindab kaks, kolm ja neli
inimest.
Arvutustulemused koondati jidrgmisse tabelisse.
Tabel 19

& Toendosus, Keskmine ooteaeg
Tooliste et koik tee- | Teeninda-
arv nindajad misaja Sekundites
| on vabad ithikutes
|
2 l 0,166 1,040 52,0
3 | 0,228 0,135 6,8
4 | 0,237 * 0,025 13

Et keskmiselt iga 35 sekundi jarel tuleb iiks t66line
instrumendi jérele, siis 7,5-tunnilise toopédeva jooksul kiib
instrumentide jarel keskmiselt

7,5-3600 P

g5 e 770 toolist.
Kui iga t66list teenindatakse 50 sekundit, siis kokku kulub
770 toolise teenindamiseks
770- 50

3600

= 10.7 tundi’

! Niide on voetud raamatust C. W. Churchman, R. L. Ack-
off, E. L. Arnoff. Operation Research. Berlin 1966, lk. 375—377.
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Et iihe teenindaja toopédeva pikkus on 7,5 tundi, siis ei
tule ta iiksi tooga toime ja tekib jdrjekord. Kaks teenin-
dajat teevad pdevas kokku 15 tootundi ja neil on
15—10,7 = 4,3 tundi t66st vaba aega. Arvestuste jargi
on keskmine todliste ooteaeg 52 sekundit iihe to6lise kohta.
Seega 770 toolise kohta moodustab see 770-52 sekundit
ehk 11,1 tundi.

Kui teenindajate tunnitasu on 2 dollarit ja téoliste
tunnitasu 5 dollarit, siis selgub, et vaba aja eest saavad
teenindajad 4,3 -2 = 8,6 dollarit, kuna tooliste jarjekorras
seismise aja eest tuleb maksta 11,1-5 =555 dollarit.
Kokku vottes ldheb jédrjekord maksma 8,6 - 55,5 = 64,10
dollarit.

Analoogiliselt tehti jarjekorra «maksumus» kindlaks
kolme teenindaja puhul. Selgus, et see moodustab 31 dol-
larit, nelja teenindaja puhul aga juba 40 dollarit. Seega
on optimaalne teenindajate arv <kolm.

g) Tootmissisesed seosed. Monedes majandussiisteemi-
des (keemiakombinaadid, naftatootlemistehased ja muud
keerulise tootmistehnoloogiaga ja rohkearvuliste tagasi-
sidedega ettevotted), samuti kogu rahvamajanduses esine-
vad niivord keerulised tootmissisesed seosed, et nende
arvestamine planeerimisel on kas védga raske voi isegi
voimatu.

Matemaatiline planeerimine néitab ka siin tee mainitud
raskuste {iletamiseks. Selleks koostatakse uuritava majan-
dussiisteemi niinimetatud majandusliku tasakaalu mude-
lid, mis on tuntud ka Leontjevi mudelite nime all. Sisuli-
selt kirjeldavad niisugused mudelid siisteemi tootmise ja
tarbimise tasakaalu.

Kirjeldame Leontjevi mudelit jdrgmise lihtsa néite
varal. Koosnegu uuritav majandussiisteem kolmest alam-
siisteemist, kusjuures igaiiks neist valmistab ainult iiht
liiki toodangut. Mainitud siisteemi toodangu jaotumist ise-
loomustab jargmine mudel:

j‘_V_,"x,-,--i—y,-:Xi (i, ]= ], 2, 3),

kus X; on siisteemi i-nda alamsiisteemi kogutoodang;
xi; on i-nda alamsiisteemi toodangu hulk, mis kulub
: j—nda alamsiisteemi tootmisvajadusteks;
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yi on see osa i-nda alamsiisteemi toodangust, mis
jadb diile siisteemisisestest vajadustest (kauba-
toodang);

(Y1, Y2, Y3)' = y.

Olgu antud tootmissiseste seoste maatriks:

100 400 700
llxi;ll =] 500 200 400 |,
400 900 300

kaubatoodangu vektor
y = | 5000

ja kogutoodangu vektor

52001
x=]6100].
[ 8600 |

Olgu siisteemile antud uus plaan, mille kohaselt tuleb
turustada 4500 {ihikut esimese alamsiisteemi toodangut,
5700 iihikut teise alamsiisteemi toodangut ja 6800 iihikut
kolmanda alamsiisteemi toodangut. Milline peab olema
liksikute alamsiisteemide kogutoodang, et kindlustada uue
plaani tditmine?

Ulesande lahendamiseks defineerime uue suuruse

Qij = Xijj: Xj.
See kujutab endast i-nda alamsiisteemi toodangu hulka,
mis kulub j-nda alamsiisteemi iihe toote valmistamiseks.

Seda suurust nimetatakse oisekuluks.
Seega voib Leontjevi mudelit kirjeldada jargmiselt:

ZLainj+yi=Xi (i=1, 2,...,!1.)
J:
ehk maatriksvormis

kus E on iihikmaatriks, A = ||a;j|| on otsekulude maatriks,
x on kogutoodangu vektor ja y kaubatoodangu vektor.
Jarelikult tuleb lahendada jdrgmine maatriksvorrand:

x=(E—A)".
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Meie néites on otsekulude maatriks:

0,01923 0,06557 0,08139
A =]0,09615 0,03279 0,04651 {;
0,07692 0,14754 0,03488
0,98077 —0,06557 —0,08139
(E—A)=|—0,09615 0,96721 —0,04651];
—0,07692 —0,14754  0,95349
1,03512 0,08428  0,09245
(E—A)t=10,10771 1,05042 0,06043].
0,10016 0,16933 1,06559
Seega
[1,03512 0,08428 0,09245] [4500] [6267,096]
x ! . b= = -

0,10771 1,05042 0,06043 {-} 5700 6883,013
0,10016 0,16933 1,065591 L6800 8661,913

Maatriksi (E — A)~! elemente nimetatakse tdiskuludeks.
Nad kujutavad endast i-nda alamsiisteemi tdiskulu j-nda
alamsiisteemi toodangu valmistamisel, s. t. nditavad, kui
palju tuleb suurendada i-nda alamsiisteemi toodangut, sel-
leks et saaks tdiendavalt valmistada iihe j-nda alamsiis-
teemi toote.

Leontjevi mudeleid rakendatakse pohiliselt tootmise ja
tarbimise harudevaheliste bilansside koostamisel. Seni on
koostatud peaasjalikult eksperimentaalbilansse. Nende
bilansside praktikasse juurutamiseks tuleb lahendada veel
rida probleeme. Peamised neist on bilansi maatriksi
mootmete suurendamine (desagregeerimine) ja mitteline-
aarsete seoste ning ldhteinformatsiooni stohhastilise ise-
loomu arvestamine.!

8.7. Ulesande piistitamisest lahendi juurutamiseni.
Majandusmatemaatika meetodite juurutamine praktikasse
on keeruline mitmeetapiline protsess, mis nouab eri pla-
neerimist ja organiseerimist. Allpool peatume liihidalt
iiksikutel etappidel.

1. Ulesande piistitamine ja pohjendamine. Enne
majandusmatemaatilise mudeli formuleerimist tehakse sel-
geks taotletav eesmirk ja seatakse iiles vastav hiipotees
uuritava objekti kohta. Uldjoontes tuleb hinnata ka loode-
tavat efekti ja orienteeruvaid kulutusi.

! B. B. KoccoB. Mexorpacacsoui 6aranc. M. 1966, lk. 217.
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Ulesannete valik ja formuleéring peavad rajanema
majandusmatemaatiliste probleemide sisulisel analiiiisil,
kirjutas akadeemik L. Kantorovits.! ;

Eriti tuleb rohutada seda, et ainult objekti péhjalik
tundmine lubab odigesti ja kovalifitseeritult sonastada
majandusmatemaatilist iilesannet.

Ulesandeid tuleb pidevalt otsida, tuleb osata néha
aktuaalseid probleeme, sest, nagu oigesti margivad
K. Endler ja M. Wenzel, tekivad igas sotsialistlikus ette-
vottes alatasa objektiivselt uued juhtimisprobleemid, ole-
nemata sellest, kas oleme neist teadlikud v6i mitte.2 Nii-
suguste probleemide markamine on véga oluline, sest see
voimaldab operatiivselt reageerida tootmises tekkivatele
kitsaskohtadele ja vastuoludele. Siin avaldub tootmisjuhi
initsiatiiv, tema vOimed olla kaasaja nouete korgusel.
Mainitud probleemide ndgemine ja piistitamine pole
sugugi ainuiiksi direktori eelisdigus ja kohus, kuid direktor
peaks olema see, kes annab niisuguste otsingute peasuuna.

Suureks abiks uute probleemide leidmisel on kodumaa
ja valismaa kogemustega tutvumine. Igas ettevottes peaks
olema hésti organiseeritud tehnilise informatsiooni talitus
(koosseisuline voi iihiskondlik). Informatsiooni on tohu-
tult palju, kasutatakse seda aga darmiselt piiratud hulgal.
On viélja arvutatud, et spetsialist, kes piitiab olla kursis
kaasaegse teaduslik-tehnilise progressiga, peab siistemaa-
tiliselt kulutama vdhemalt 25 protsenti oma ajast vastava
informatsiooniga tutvumiseks.®* Aga kui palju kulub tal
aega informatsiooni otsimiseks!

Ei saa rohutamata jiatta ka voorkeelte Oppimise vaja-
dust. UNESCO andmetel oli teaduslik informatsioon
1957. a. jaotatud keelte jargi jargmiselt: inglise keeles
60%, vene keeles 11%, saksa keeles 11%, prantsuse keeles
9%, jaapani keeles 3%, hispaania keeles 2%, iilejdédnud
keeltes 4% (viimase kiimne aasta jooksul on vene keele
erikaal — mone allika jargi — tunduvalt tousnud).

2. Ldhteandmete hulga kindlaksmadramine. Selleks

1 JI. B. KautopoBuu. Maremaruseckue npobiemsl OnTumann-
Ho20 naanuposanusn. Kogumikus «MaremaTHuecKHe MOJENH H MeTOJb
ONTHMAJBHOrO MIaHHpPoBaHHs», HoBocubupck 1966, 1k. 116.

2 K. Endler, M. Wenzel. Fihrungsentscheidungen in sozia-
listischen Betrieb. Berlin 1967, 1k. 42.

3 T. M. Jo6pos. Hayka o nayke. Kues 1966, lk. 167.
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tuleb eelnevalt vilja selgitada koik tegurid ja tingimused,
mis etendavad olulist osa antud probleemi lahendamisel,
samuti mdidrata kindlaks 1dhteandmete saamise viisid.

Juba antud etapil on soovitav madrata ka probleemi
lahendamises vahetult osalev spetsialistide rithm. Praktika
néditab, et niisugusesse riihma (mille arvuline koosseis
oleneb probleemi ulatusest, keerukusest ja olemasolevatest
voimalustest) peavad kuuluma oOkonomistid, insenerid ja
matemaatikud, erijuhtudel ka programmeerijad (kui iiles-
ande lahendamiseks elektronarvuti abil puuduvad vas-
tavad standardprogrammid). Moistagi on siin juttu nii-
sugustest 6konomistidest ja matemaatikutest, kes tunne-
vad majandusmatemaatika meetodeid. Kasulik on rithma
koosseisu liilitada ka objekti administratsiooni esindajad.
Ameerika O6konomist A. S. Manne kirjutas, et mudelite
koostajate, andmete kogujate ja arvutusspetsialisti vahe-
lise tiheda koostoota on védhe Sansse edule. Juba algusest
peale peavad mudelite koostajad ja informatsiooni kogu-
jad teadma veidi ka oma materjali arvulise analiiiisi prob-
leemidest. Mainitud teadmiste puudumisel on kaunis
toendoline, et nad hindavad olemasolevaid lahendamismee-
todeid alla voi {ile. Side mudelite koostajate ja matemaa-
tikute vahel peab loomulikult olema kahepoolne, sest siis
muutuvad selgemaks nii mudeli koostaja eesméirgid kui
ka see, missuguseid arvulisi meetodeid tuleb kasutada
mudeli omaduste esiletoomiseks.!

3. Ldhteandmete kogumine. See on iiks téomahuka-
maid ja vastutusrikkamaid t66loike, sellepdrast tuleb juba
varakult hoolikalt 1dbi motelda kogumise kord, ette niaha
informatsiooniallikad ja vajalikud konsultatsioonid. Sageli
nouab uue informatsiooni hankimine suuri kulutusi, see-
parast tuleb alati vaagida, kas loodetav efekt Gigustab
neid. Vdga valusaks probleemiks on Idhteandmete usaldus-
védrsuse kindlakstegemine ja selle suurendamine.

4. Ldihteandmete kokkuvott ja rithmitamine. Kogutud
andmed on toormaterjal, mida tuleb eelnevalt toodelda.
Tavaliselt koondatakse koik andmed iilevaatlikesse tabe-
litesse.

5. Matemaatilise mudeli koostamine. Oluline on koos-

1 A. C. MauH. Modeas auneilH020 npo2pammuposanus He@TaHow
npomsiisennocte CIHIA. Kogumikus «OTtpacsiesble SKOHOMHKO-MaTeMa-
THYeckHe Mozean». M. 1967, lk. 59.

108



tada niisugune mudel, mis imiteeriks piisava tdpsusega
uuritavat objekti ja lahenduks teadaolevate meetoditega
ning olemasoleva arvutustehnika abil. Antud etapil vali-
takse ka (kui seda pole varem tehiud) optimaalsuse kri-
teerium. Sageli selgub mudeli koostamisel, et kogutud
[éihtelaandmetest ei piisa ja tekib vajadus uute uurimiste
jarele.

Mudeli koostamisel voime kokku porgata mitmesuguste
raskustega. Mainime siin vaid pohilisi:

a) oluliste kvalitatiivsete tegurite olemasolu;

b) kvantitatiivsete, ent ainult intuitiivselt méairata-
vate nditajate olemasolu; :

c) andmete agregeerimise vajalikkus;

d) mittelineaarsete soltuvusle olemasolu;

e) ldhteinformatsiooni puudulikkus ja vdhene usaldus-
vaarsus;

f) ldhteandmete stohhastiline iseloom;

g¢) hinnakujundamise puudused (véartuseliste néita-
jate kasutamisel);

h) olulise ja mitteolulise subjektiivne lahutamine, mis
on tingitud majandusprotsessi keerukusest;

i) arvutustehnika piiratud voimsus.

6. Lahendusmeetodi kindlaksmddramine. Siin on juh-
tiv osa matemaatikul. Sageli nouab {ilesande lahendamine
mudeli osalist muutmist. Tuleb ette ka raskusi, mis on
seotud mudeli suurte mootmetega ja arvutite piiratud
voimsusega. Adrmisel juhul tuleb luua isegi uusi meeto-
deid, kuigi enamasti piiiitakse iilesandeid nii kohandada,
et nad muutuksid lahendatavateks tuntud votete abil.

Alati pole vajadust lahendada {ilesanne tidpsete arvu-
liste meetoditega. Aja kokkuhoiu mottes on sageli kiillal-
dane kasutada ligikaudseid meetodeid.

7. Lahendusalgoritmi loogilise blokkskeemi koosta-
mine.

8. Programmi koostamine. Andmete kogumise jéarel on
see koige toomahukam etapp.

9. Ulesande lahendamine (kasitsi voi elektronarvutil,
olenevalt iilesande liigist ja suurusest).

10. Tulemuste analiiiisimine ja hindamine. Sellel etapil
voib tekkida vajadus algoritmi ja programmi silumiseks
voi uute lahendusvariantide formuleerimiseks. Analiiiisi-
misel tuleb arvesse votta, et ulatuslikumate iilesannete
puhul voivad esineda margatavad {imardamisvead. Tuleb
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harjuda mottega, et matemaatiliste meetodite rakendami-
sel voib saada téiesti ootamatuid lahendusi.

11. Lahendi praktilise kasutamise organiseerimine.
Selleks méidratakse vajaliku informatsiooni pideva fiile-
kandmise ning kokkuvotmise viisid, informatsioonikand-
jad, informatsioonivood ja iilepea kogu informatsiooni-
talituse tookord. Koik see fikseeritakse vastavas instrukt-
sioonis.

12. Tegeliku majandusliku efektiivsuse arvutamine.

13. Omandatud kogemuste iildistamine ja levitamine.



3.
ARVUTUSMEETODID

9. SIMPLEKSMEETOD

9.1. Meetodi idee ja arvutuskdigu kirjeldus. Simpleks-
meetod on lineaarsete planeerimisiilesannete universaalne
lahendusmeetod. Meetodi autoriks on ameerika matemaa-
tik G. B. Dantzig (1947). Nimetus tekkis esimeste selle
meetodi abil lahendatud iilesannete geomeetrilisest tol-

gendamisest, sest nendes esinesid kitsendused i

x>0 (j=1,...,n), mis mairavad n-dimensioonilises
ruumis simpleksi. Simpleksiks nimetatakse n-dimensiooni-
list kumerat hulktahukat, millel on tdpselt n-}1 tippu.
Tegelikult ei vasta niisugune nimetus meetodi olemusele
ja seepdrast nimetatakse seda sageli ka plaani jdrkjir-
gulise parandamise meetodiks.

Anname {ildjoontes simpleksmeetodi geomeetrilise tol-
genduse, mis kergendab meetodi algebralise kiilje moist-
mist. Me néitasime (vt. punkt 8.4), et lineaarsete planee-
rimisiilesannete kitsendusi voib véljendada vorratuste ja
vorrandite abil. Iga vorrand n tundmatuga kujutab
(n — 1)-dimensioonilist hiipertasandit, mis asub n-dimen-
sioonilises ruumis (vt. punkt 5.2). Seega m kitsendusest
koosnev kitsenduste siisteem kujutab m hiipertasandit
(vorrandite korral). Need hiipertasandid moodustavad
n-dimensioonilises koordinaatide siisteemis geomeetrilise
keha, mida nimetatakse kumeraks hulktahukaks (vt.
punkt 5.3). Kuna lineaarsete planeerimisiilesannete mate-
maatilisel formuleerimisel kehtib noue, et tundmatud ei
tohi olla negatiivsed, siis pole ka mainitud hulktahuka
punktide koordinaadid negatiivsed.

On kerge nididata, et hulktahukas kujutab endast
n-dimensioonilises ruumis (n—m)-dimensioonilist keha.
Vaatleme m vorrandit n tundmatuga. Oeldakse, et niisu-
gusel siisteemil on n—m vabadusastet, sest m tundma-
tut voib alati vdljendada iilejddnud n — m tundmatu abil.
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Iga tdiendav vorrand vahendab vorrandisiisteemi vaba-
dusastmete arvu iihe vorra. Analoogiliselt voib iitelda,
et iga tdiendav hiipertasand vdhendab nende ithisosa kuju-
tava keha dimensiooni iihe vorra.

Kitsenduste siisteemiga moodustatud (n— m)-dimen-
sioonilise hulktahuka pind (kumer kate, vt. punkt 5.3) ehk
tema rajapunktide hulk moodustab iilesande lubatavate
lahendite piirkonna. Kui kitsendused on antud vorratus-
tena, siis moodustavad viimased samuti kumera hulk-
tahuka (erandjuhtudel kumera koonuse), ainult seejuures
kuuluvad lubatavate lahendite piirkonda ka sisepunktid.

Sihifunktsioon z=cix; -} cox2+ ...+ cnx, kujutab
endast mingi fikseeritud z vdidrtuse korral (2 = 2¢) hiiper-
tasandit n-dimensioonilises ruumis. Andes sihifunktsioo-
nile kindlaid védartusi, saame hiipertasandeid, mis asuvad
koordinaatide siisteemi nullpunktist erinevatel kaugustel.
Piltlikult Geldes, me «nihutame» hiipertasandit z n-dimen-
sioonilises ruumis. Kui hiipertasand puudutab hulk-
tahuka — s. t. lubatavate lahendite piirkonna — koordi-
naatide siisteemi nullpunktist koige kaugemal olevat
punkti, siis madrab antud punkt sihifunktsiooni maksi-
maalse vaidrtuse. Kui aga hiipertasand z puudutab hulk-
tahuka koordinaatide siisteemi nullpunktile koige ldhemal
asuvat punkti, siis méddrab see punkt sihifunktsiooni mini-
maalse vaartuse.

Tavaliselt kujutab niisugune puutepunkt endast
kumera hulktahuka {ihte tippu. Sel juhul eksisteerib iiles-
andel {iheselt méddratud lahend. Kui aga hiipertasand 2z
puudutab korraga kaht ja enamat tippu, siis on iilesandel
Iopmata palju alternatiivseid optimume.

Oletame, et meil on n tundmatuga ja m kitsendusega
lineaarse planeerimise iilesanne, kusjuures optimaalse
lahendivektori koordinaadid on margitud tdrnikesega. Sel
juhul voib optimaalse lahendi kirja panna jargmiselt:

GEds o s T s ity DY Meom D e L v )

kusjuures esitatud lahendivektoris on n—m koordinaati,
mis on vordsed nulliga.

Ulaléeldust teame, et niisugune lahend méaarab kumera
hulktahuka ja sihifunktsiooni kujutava hiipertasandi
puutepunkti (tipu) koordinaadid n-dimensioonilises koordi-
naatide siisteemis, kusjuures algebraliselt antud tipule
vastab {ilesande kitsenduste siisteemi lubatav baasilahend.
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Jarelikult tuleks sihifunktsiooni ekstreemumvaartuse
leidmiseks kontrollida lubatavate lahendite piirkonna
tippe ehk kitsenduste siisteemi baasilahendeid, mis osu-
tub aga praktiliselt teostamatuks. Voib kergesti veenduda,
et n tundmatu ja m kitsenduse korral (n>m) tuleb
kontrollida kombinatsioonide arvu n elemendist m kaupa
(C.™). Néiteks 15 tundmatu ja 10 kitsenduse korral
tuleks sihifunktsiooni ekstreemumvairtuse leidmiseks
arvutada ja kontrollida C;5'° = 3003 baasilahendit.

Simpleksmeetodi idee seisab niisuguse baasilahendite
valimise jarjekorra leidmises, mis voimaldab jouda koige
kiiremini sihini teatud lubatavast baasi alglahendist
alates.

Me tunneme juba matemaatilist vahendit, mis voimal-
dab leida uut baasilahendit — see on baasi elementaar-
teisendus (vt. punkt 4.2). Sobivad ainult niisugused baasi
elementaarteisendused, mis annavad lubatava baasila-
hendi.

Niisiis on simpleksmeetodi idee realiseerimiseks vaja:

1) leida lubatav baasilahend, mis kujuneks edasiste
arvutuste aluseks;

2) médrata baasilahendi optimaalsuse kriteerium;

3) leida sobiv meetod uue baasilahendi saamiseks,
s. t. niisuguse baasilahendi saamiseks, mis oleks endisega
vorreldes optimumile ldhemal.

Simpleksmeetodi algoritm voimaldab arvutamise ajal
kindlaks madidrata ka iilesande lahendatavust, s. o. nai-
data, kas kitsenduste siisteem on vastuoluline ning kas ta
kindlustab sihifunktsiooni tokestatuse.

Enne simpleksalgoritmi kirjeldamist peame silmas
pidama jargmisi noudeid.

1) Koik iilesande kitsendused (vdlja arvatud tundma-
tute mittenegatiivsuse noue) peavad olema esitatud vor-
randitena. Juhul kui iilesande esialgsel matemaatilisel
formuleerimisel esinevad kitsenduste hulgas vorratused,
siis tuleb need abitundmatute abil muuta vorranditeks
(vt. punkt 5.1).

2) Simpleksalgoritm on rakendatav ainult sel juhul,
kui iilesande kitsenduste siisteem on esitatud kanoonilisel
kujul. Sageli juhtub nii, et vorratuste muutmisel vorran-
diteks saadakse iihtlasi ka kitsenduste siisteem kanooni-
lisel kujul, mis voimaldab leida vahetult baasilahendi.

3) Koik kitsenduste siisteemi wvabaliikmed peavad
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olema mittenegatiivsed. Kui moni vabaliige on negatiivne,
siis muudetakse ta positiivseks, korrutades vastava vor-
randi molemaid pooli arvuga —I1.

4) Abitundmatute kordajad sihifunktsioonis (maksimi-
seerimise korral) on vdrdsed nulliga. Sel juhul ei mojuta
nad sihifunktsiooni vaartust.

Kui iilesande kitsenduste siisteem on esitatud vorrandi-
siisteemina, siis 6eldakse, et lineaarne planeerimisiilesanne
on esitatud pohikujul. Ulesande esialgses sonastuses esi-
nevaid tundmatuid nimetatakse pohitundmatuteks, et eral-
dada neid abitundmatutest. Peale selle tehakse vahet
baasitundmatute ja baasivdliste tundmatute vahel.

Simpleksalgoritmi paremaks rakendamiseks on otstar-
bekas esitada vorrandina ka sihifunktsioon:

2=2p+ Cm41¥m+1+ ...+ CnXn,
kus z on tundmatu (ainus tundmatu, mille kohta ei esitata

mittenegatiivsuse nouet), zo — sihifunktsiooni vaartus
antud lubatava baasilahendi korral, Xm+1, Xm+2, ..., ¥n —
baasivilised tundmatud ja cp+1, Cmie, - - ., c, — vastavate

baasiviliste tundmatute sihifunktsiooni kordajad.
Seega

20 = C1X1 + CoXas -+ ... + CXm,

KUuS. Xi, Xg..~; %, on baasitundmatud, ¢, c2,...,0m —
baasitundmatute sihifunktsiooni'kordajad. Kui baasitund-
matuteks on abitundmatud, siis on nende kordajad vord-
sed nulliga ja zo=0.

Esitame sihifunktsiooni kujul

20 = 2 — Cm+1X¥m+1 — Cm+2X¥m+2— . . . — CnXn.

Kanoonilisel kujul esitatud kitsenduste siisteemile
lisame sihifunktsiooni voOrrandi ja sOnastame iilesande
jargmiselt:

leida vorrandisiisteemi

X3 +a,,m+,xm+1+...+a1,-x,-—{—...—}-ainxn:bi;
Xo + A2 m+1 Xm41 + &y + Qz; X; + N + Qaon xn=b2;

Xm +am,m+1xm+,+..‘—i—am,-xj—}—...—l—am,tx,,:bm;
S—CmuXm4t —...—CjiXj; —...—CpXy =29
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mittenegatiivne lahend, mille korral z omandab maksi-
maalse voimaliku vaéartuse.

Alustasime simpleksalgoritmi esitamist, eeldades, et
ilesanne on juba formuleeritud kanoonilisel kujul. Juhtu,
mil iilesanne pole formuleeritud kanoonilisel kujul ja
tuleb leida lubatav baasilahend, kusjuures pole ka teada,
kas kitsenduste siisteemi vorrandid on lineaarselt soltu-
matud, vastuolulised voi mitte, vaatleme antud punkti

1opus.

Arvutuste lihtsustamiseks on otstarbekas koondada
koik ldhteandmed — laiendatud kanoonilise vorrandisiis-
teemi kordajad — nn. algsimplekstabelisse ehk null-ite-
ratsioonitabelisse.

Tabel 20
a
Baasi- |
o Vaba-
tn!l_l:g;d X1| Xg | ee| Xm Xmt1 Sies Xy Xn ;Z liikmed
! i

g (0 0 A 01 aymst /PO P e P ) by

X2 0 1 0 a2, m+1 s » Qar e az.n 0 bz

PR TR Y M Y Bt g Prose! Bt Sl U T 0

z 0] 0 0 —Cm+41 il =—Cr leowl ~Ca | 1 20

Toodud tabelist voime kohe leida lubatava baasi-
lahendi:

x,=b1, x2=bg, e xm=bm
ja

Fe PR = e e e )

Jargnevalt tuleb moodustada uus baasilahend nii, et
baasitundmatud oleksid mittenegatiivsed ja z omandaks
suurema vadrtuse. See tdhendab, et ithe baasivilise tund-
matu peame muutma positiivseks. Kui selle baasivilise
tundmatu sihifunktsiooni kordaja on positiivne, siis suu-
reneb selle tulemusena ka z vdartus. Ei tohi unustada, et
simplekstabelis on sihifunktsiooni kordajad vastandmdér-
kidega! Tavaliselt suurendatakse seda baasivilist tund-
matut, millel on koige suurem sihifunktsiooni kordaja, sest
praktika on ndidanud, et nii voib kiiremini jouda opti-
mumini. Oletame, et kdige suurem sihifunktsiooni kordaja
asub r-ndas veerus. Seega on r-s veerg meil juhtveeruks
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baasi elementaarteisendusel, mille abil saame uue baasi-
lahendi.

Koigepealt sonastame baasi elementaarteisenduse ees-
kirjad veidi teisiti kui varem (vt. punkt 4.2), selleks et
lihtsustada arvutusi.

1) Juhtrea elemendid jagatakse juhtelemendiga:

Qsj el 2 ia o). 9.1
Qsr

F
asj=

kus s on juhtrea indeks, r — juhtveeru indeks, n — tund-
matute arv, a’s; — uue simplekstabeli s-nda rea elemen-
did.

2) Ulejdanud ridadest lahutatakse eelmises punktis
arvutatud rida (s-rida), mis on korrutatud kordajaga ai.
Nii saavutatakse, et koik juhtveeru elemendid (peale juht-
elemendi) on uues tabelis vordsed nulliga. Tahistame uue
tabeli elemendi a’;; (i # s). Seega voib toodud eeskirja
viljendada jargmise valemiga:

a'ﬁ=a,j—-—z—3lai, (a1, 20 ). (9.2)
8T

Niisiis saame pérast baasi elementaarteisendust uue
baasilahendi (oleme suurendanud tundmatut x,):

bs
Xy = by— Q4r,
ST
bs
Xy'= ~ 3
aST
bs
Xm = bm 3 Amyr.

ST

Endine baasivéline tundmatu x, asendas baasis endise
tundmatu x,, mis muutus niitid uues baasilahendis nulliks.

Baasi elementaarteisenduse eeskirjadest voime teha
olulise jdrelduse: lubatava baasilahendi saamiseks tuleb
baasi elementaarteisendamiseks valida ainult positiivne
juhtelement (az, > 0), sest vastasel korral osutub uus
baasilahend mittelubatavaks.

Toodud jarelduse pohjal saame formuleerida eeskirja,

~
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mis voimaldab valida niisuguse juhtrea ja juhtelemendi,
et uus baasilahend osutub lubatavaks.
Lubatava lahendi saamiseks tuleb seega lelda niisu-

bs
gune positiivne jagatis g et

f L

8T
See vorratus kehtib ainult siis, kui
bi bs
Qir i T
Niisiis, selleks et saaksime lubatava baasilahendi,
tuleb juhtrea kindlaksmédramiseks leida selline jagatis

a"r 2 0.

a’ , mis rahuldab tingimust
8r

0< bs

mln
Qsr i Qir

(air >0). (9.3)
Teiste sonadega, see rida, millele vastab koige vaik-
sem jagatis% , tulebki valida juhtreaks, kusjuures

arvesse tulevad ainult positiivsed a:r-d.

Juhul aga, kui mone positiivse ¢, esinemise korral koik
r-nda veeru elemendid a;; on negatiivsed voi nullid, ei
saa moodustada uut lubatavat baasilahendit. On toes-
tatud, et niisugusel juhul on sihifunktsiooni vaartus
tokestamata.

Jargnevalt peame sonastama optimaalsuse kriteeriumi,
mis voimaldaks hinnata uut baasilahendit, ja kindlaks
madrama, kas optimum on saavutatud voi mitte.

Koige lihtsamaks optimaalsuse kriteeriumiks on simp-
lekstabeli z-nda rea kordajate margid (vdlja arvatud zp).
Seni, kuni moni z-nda rea kordaja c, on negatiivne ja
vdhemalt iiks kordaja air on positiivne, voib saada uue
lubatava lahendi, millele vastab sihifunktsiooni suurem
vddrtus. Kui koik simpleksiabeli z-nda rea kordajad on
mittenegatiivsed, siis on optimum saavutatud.

Vaatame, kuidas muutub 2z, vadrtus baasi elemen-
taarteisenduse korral. Elementaarteisenduse valemi jérgi

"~ Cr. (9.4)

ST

2y=2—
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Et 6> 0 ja a, > 0, siis on ilmne, et 2/, vaartus suu-
reneb zo-ga vorreldes ainult sel juhul, kui simplekstabe-
JSH O e,

Niisiis sooritatakse baasi ‘elementaarteisendusi nii-
kaua, kuni tabelis on koik z-nda‘rea kordajad muutunud
mittenegatiivseteks voi selgub, et sihifunktsiooni vaartus
on tokestamata.

Jargnevalt vaatame, kuidas leida lubatavat lahendit
juhul, kui kitsenduste siisteemil pole kanoonilist kuju.
Selleks kasutame kunstlikke tundmatuid y,, ys. . ., Ym, mis
lisame kitsenduste siisteemi vorranditele. Nii saame kunst-
liku baasi. Juhul kui iilesandel on mingi lahend, siis on

selles lahendis y, =yo=...= ym = 0. Moodustame
kunstliku sihifunktsiooni
W= —Y1—Yo—...—Ym

ja piistitame noude, et see funktsioon oleks maksimaalne.

Seega on uus iilesanne jargmine: leida mittenegatiiv-
sed tundmatud «x; (j== 12 5n) Ja gy i 1250 05 m)g
mis rahuldavad vorrandisiisteemi

Ay X1+ Q2 X2+ ...+ Qin Xn + Y1 =by;
Qg X1+ Q2 X2+ ... + Q2n Xn + 42 =by:
AmiX1 + QmaXe + . . . + QmnXn +Ym ==l
—C1Xy. —CoX3 — .\.—CnXn +2z =2y

Y1+-Yot ... +Ym+w=wp

ja maksimiseerivad w véaartuse.

Kirjutame vilja {ilaltoodud vorrandisiisteemi laiendatud
maatriksi:

ag Bk s Ayn 100 000b1
as - 5 Qon 010 OOObg
SIS RS Ye T  Ya W LG
—C —C3 ... —Cn 080 O ko0 25
0 D 0 | 31 LS st R talo vy B

Toodud vorrandisiisteemi esitamiseks kanoonilisel kujul
lahutame tema viimasest vorrandist esimesed m vorran-
dit. Seejédrel saame jargmise simplekstabeli:
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Tabel 21

Baasi- ! Vaba-
tund- Xy Xo e Yilyel -l Ym| 2 | w| liik-
matud i med
| |
h | an aiz | Qn 110 0ROy
Y2 Qg Qoo A2 Qon 0 1 0 0(0 bz
Ym Amy Am2 cosl Qmn 0 1:0-}s 10 .10 B
z e, " —Cg Pl —Cn 0 {3 0 1 0 20
m m { m i m
w —ay (—Fai|..|—Xaia| 0]0].. 01.1.1—2bs
=1 i=1 ! i=1 ! i=1

Kunstlike tundmatute mittenegatiivsusest jareldub, et
w maksimaalne voimalik vdédrtus (lubatava lahendi ole-
masolu 'korravl) on null. Sel juhul on koik y,-:() fi=—
Bl 20 o

Nuud ]aguneb iilesande lahendamine kaheks etapiks.
[ etapil asendame baasi elementaarteisenduste abil baasi-
tundmatuid y; (i=1, 2, ..., m) niikaua, kuni w =0
ja tabel nditab meile lubatava lahendi. Kui aga maksi-
maalne w vddrtus on negatuvne siis lubatavat lahendit
ei ole.

Juhime tdhelepanu sellele, et esimesel etapil toimub
juhtveeru valik simplekstabeli viimase rea (w-rea) ele-
mentide jdrgi. Juhtveeruks valitakse see veerg, kus asub
w-rea viikseima vdidrtusega element.

Pérast lubatava lahendi saamist algab lahendamise
[l etapp, kus lineaarse planeerlmlsulesande kanooniline
kuju lahendatakse smp]eksalgorltml jérgi nii, nagu seda
eespool kirjeldati.

Jargnevalt toome simpleksalgoritmi loogilise blokk-
skeemi, mis vOimaldab paremini orienteeruda arvutuste
kaigus.

9.2. Arvuline nidide. Kasutame siin G. B. Dantzigi nai-
det ja sooritame simpleksmeetodi koik iteratiivsed sam-
mud. !

! k. Haunuur. Juneinoe npoepammuposarie, e2o 0000ujeHus
u npumenenus. M. 1966, 1k. 110.

119



Ulesande iormuleerimine
pokikupul

P

Lubatave baasilzhendr
leidmine (1 efapp)

— T %
= Lapp.

Has koik c; gﬂ Jah Bsasilahend

positii Tsea’. on gptimaalne

/7

f

Juhtveeru (r) valimine
¢, =max[ci/

! Sinft
IIITUIAT =
Kas apx07? I———-E‘—* sioon on f5-
| T i kestomata
Jah
{
Juhtrea (s)valimine
bs . b

Elementaarteisenduse
1 soorifamine. Juhtele-
mendrks on gsp.

JOONIS 17.

Simpleksmeetodi algoritmi lihtsustatud loogiline blokk-
skeem minimiseerimisiilesande korral.

Leida niisugused tundmatud x; =0 (i=1, 2, ..., 5),
mis rahuldavad kitsendusi:

5X1 _— 4X2 + 13x3 _— 2)64 -I— Xy = 20, } (9 5)

X1— Xo+ Ox5— x4} x5= 8 (9.6)

ja minimiseerivad sihifunktsiooni
2 = X3 - 6x2— Tx3 + X& + 5xs. ; (9.7)

Lahenduskédiku alustame I etapist, formuleerides jarg-
mise kunstliku {ilesande lubatava lahendi leidmiseks: leida
vorrandisiisteemi
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5x,—-4x2+l3x3—2x,,+ X5+ 44 =20
Xy — X2+ Dxg-—— Xs+ X5 —+ Y2 — 8;
Xy 6x2— Txs+ x4+ 5x5 + 2 = 0;

Y1+ 42 +w= 0

lahend, mis maksimiseerib w viirtuse.

Juhime tdhelepanu sellele, et lahendame maksimiseeri-
mise iilesannet, kusjuures 2’ = —z.

Koostame simplekstabeli, jdttes dra veerud z’ ja w,
sest neid ei ldhe meil edaspidi vaja.

Tabel 22
Baasi-
2 Vaba-
ﬁ;‘;‘tdud g Tt R I S 9 Y2 | liijkmed
v CH = T e BT By 20
Y } il B el 1| 0 1 8
2’ 1 81 <7 1 51 0 0 0
w el il ot o 1'% 0 —928

Juhtveeru leidmiseks kontrollime w-nda rea elemente
ja valime neist koige vdiksema negatiivse elemendi. Nii-
suguseks elemendiks on —18. Jarelikult valime juhtvee-
ruks kolmanda veeru (veeru x;3). See veerg tuleb meil
jdrgneva baasi elementaarteisenduse sooritamisel baasi
lillitada, s. t. tuleb suurendada tundmatu xs; véartust.
Juhtrea méidramiseks kasutame valemit (9.3):

i by l } by 20

ir 0 - = T

mim{ Qir et 13 13
Seega valime juhtreaks esimese rea ja juhtelemendiks
a3 = 13. Pérast baasi elementaarteisenduse sooritamist
valemite (9.1) ja (9.2) jargi saame uue simplekstabeli

(vt. tabel 23).
Toome moned ndited arvutustest valemite (9.1) ja

(9.2) jérgi.
i A O
13
Seega
alelB LTRSS il
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C3b1

2o = (—20) — 3
s ( ) a3
Seega
(—7)-20 140
2og=0— == ;
s 13 13
ag 4
a, S pe— TERD e el
43 Qi3 13
Tabel 23
Baasi-
f‘:llgtdu-d X X2 X3 X4 X5 Y Y2 },{i?(t:éd
5 4 2 1 1 20
iy (PRt pult e ROBRENS o) Qi L A ) ool L BTy <L
> 13|18 13| 13} I3 13
ELCi e e iR e g
Y2 13 13 13 13 13 13
WO T R s T e e RO
y 13| 13 18 18 13| 13
12 7 $1 - i 4
w W] of R T R Ty
Jargnevalt vaatame baasi elementaarteisendusi. Tabe-
lis 23 on w-rea vdiksemaks negatiivseks elemendiks — % g

mis asub veerus xs. Jdrelikult on juhtveeruks veerg xs.

Juhtrea méarab jagatis :Tz. Seega on juhtelemendiks

8

ax =13 - Parast teisendust saame tabeli 24:
Tabel 24
Baasi-
Vaba-
tund- X1 X X3 Xy X5 Y1 Y2 s
bt : . liikmed
1 3 -1 1 ‘ 1 3
o i S Y DR beis e RS £ w beieyt (G
12 7 3 5 13 1
o0 N e 8 o TR ) G0 e W
.4 12 —1 0 2 0 4 —9 8
7] 0 0 0 0 0 b 1 0
{ |
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Pérast teist teisendust on w = 0. Seega | etapp on lop-
penud. Lubatavaks lahendiks on

3 1
"§‘, x.ﬁ=‘-0; X5=—2—.
Kustutame tabelist 24 w-rea ja alustame II etappi.
Et tabelis on'¢co=—1, s. t. negatiivne, siis on voimalik
saadud lahendit parandada. Et veerus x, on iiksainus posi-

R0 X =0 xs=—

tilvne element ag = siis valime selle juhtelemendiks.

R
Arvutame uue simplekstabeli.
Tabel 25
Baasi-
Vaba-
tund- ¥ heady X X3 X4 X5 hn Y2 i
b ed litkmed
Gk it e
X3 y R i gy 7 7 7
s i B0, N N B G i RR 8
X2 Z R 0 i 7 7 7
7 1| 8| 23| 50| 60
¥ VE B b 7177 /3 R 7

Tabelis 25 on z’-reas koik kordajad positiivsed (vee-
rud y; ja yo ei loe). Seega on optimaalne lahend leitud:
12

—4,7; x3=—¢]~; =0, X5 =0
BRI PR, 60

Niisiis, max 2’ = = M2 e i

Kontrollime saadud lahendit duaaliilesande sihifunkt-
siooni arvutamise teel. Duaaliilesannet pole vaja uuesti
algusest peale formuleerida ja lahendada. Koos ldhteiiles-
ande optimaalse lahendi leidmisega saame samaaegselt
ka duaaliilesande lahendi. Duaaliilesande optimaalse
lahendi komponendid asuvad viimase simplekstabeli z-rea
ja kunstlike tundmatute veergude ristumiskohtadel.

Markus: niiiid selgub, miks me ei kustutanud pérast
I etappi veerge y, ja ys, kuigi neid ei ldinud vaja ldhte-
iilesande optimaalse lahendi leidmiseks.

Duaaliilesandes tuleb minimiseerida funktsioon

u= 20_1/1 + 8!/2 i

Xy = 0; Xo —



Tabelist 25 leiame, et y; ~_—=-27§ ja ya=—%

7
Seega
20-23 8-50 _ 60

7 ; AR B

Niisiis max 2’ == min u, mis toestab leitud lahendi opti-
maalsust.

9.3. Tidiendavad kitsendused. Sageli selgub parast
optimaalse lahendi leidmist, et lahend peab sisaldama
tingimata mond tundmatut, mille vaartus optimaalses
lahendis on null. Selleks pole alati tarvis {ilesannet uuesti
algusest peale formuleerida ja lahendada.

Oletame, et lahend peab sisaldama baasivalist tund-
matut x; intensiivsusega f;. Endised lahendi komponendid
muutuvad sellisel korral jdrgmise valemi jargi:

b/i == bi B fja,-j, (9 8)
kus b’; on esialgse optimaalse lahendi i-nda komponendi
korrigeeritud suurus, b; — esialgse optimaalse lahendi
vastav komponent, a;; — antud tundmatu (x;) kordajad

viimases simplekstabelis.

Olgu iilaltoodud néites lisatud uus tingimus: lahend
peab sisaldama tundmatu x, intensiivsusega 2 (s. t. x4 =
= 2). Milliseks kujuneb sel juhul uus lahend? Leiame,
kuidas muutuvad esialgse lahendi komponendid valemi
(9.8) jargi:

4
s L apl AL

7 7 4
AL 2)..-16
vs=7—2(—7) =7
Niisiis, uueks lahendiks on:
x——O'x——lo-x—-lE-x—O-x—O
o 2-—"77—, - 7 ’ e’ 2 Rt
Kontrollime kitsendusi:
+13 E——Q 2 =20,

15 —+ 5. —1-6———1 2= 8§8:

2 =— + 7. E_l 2__@.

7"
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Seega viahenes sihifunktsiooni esialgne optimaalne
vaartus uue tundmatu xs=2 lahendisse lillitamise jéarel

e
7 vorra.

Arusaadavalt tuleb jilgida, et uute kitsenduste puhul
b’; ei muutuks negatiivseks. Niiteks soovime toodud niites
lilitada lahendisse tundmatu xs. Leiame, et

_‘71-_,‘5._320, s.t. 5 << 0,5,
ja

12 3

—7-——-f5'-—7—>0, S.t. f5<4

Seega voib tundmatust x; lahendisse liilitada maksi-
maalse intensiivsusega 0,5 (tingimusel, et iilesanne pole
taisarvuline).

9.4. Kodumine. Voib esineda niisugune juht, kus
moned vabaliikmed simplekstabelis vorduvad pérast tea-
tud iteratsiooni nulliga. Sel juhul saadakse nn. kodu-
nud lahendid, milles nullist erinevate tundmatute arv on
kitsenduste arvust vdiksem.

Et praktikas esineb kodumist harva, siis peatume
sellel kiisimusel vordlemisi lithidalt. Esitame eeskirja, mis
yoimaldab {iheselt méérata juhtrea ja viltida nn. tsiikli
tekkimist, s. o. tagasipéérdumist esinenud lahendite juurde
juhul, kui juhtrida valitakse juhuslikult.

b b
Oletame, et 7.—‘—:—-;—2— (r on juhtveeru indeks). Sel-
1r 2r
lisel juhul valitakse jérjekorras baasivektorid x; ning

' A Dd;
kontrollitakse suhteid 7"— ja ai Kui need suhted on
1r 2r

erinevad, siis valitakse juhtreaks see rida, millele vastab
viikseim suhe. Juhul kui suhted osutuvad vordseteks,
siis valitakse uus baasivektor ja kontrollitakse analoogilisi
suhteid. Nii toimitakse seni, kuni saadakse erinevad suh-
ted. On kindlaks tehtud, et teatud baasivektori korral on
mainitud suhted tingimata erinevad (bi; on j-nda baasi-
vektori komponendid).
Toome ndite (E. M. L. Beale).!

BB, Faéc. Junetnoe npozpammuposanue. M. 1961, lk. 146—151.
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Tabel 26

R ' o
Baasi- | ! [
! | Vaba-
tunid- X ¥ DL g " SO SRS X X, X7 .
b TEE ; | | 4 5 s liikkmed
|
i 1 0 585 SRR S A 0
1 1 1 1
%2 0 s B e W e Tl g 1
X7 0 0 1 0 0 0 1
2
z 0 0 Tk 18 1 0 0

Soovitame lugejal veenduda selles, et kui ta valib

juhuslikult juhtelemendiks 583, siis tekib tsiikkel. Raken-

dades aga iilaltoodud eeskirja ja valides kontrollimiseks
x;j-veeru, leiame, et juhtreaks ei tule valida mitte esimene,

vaid teine rida. Seega peab juhtelemendiks valima 5(1)—0

Nii voib jouda optimaalse lahendini x3 = X2 =0;

%5

X3=]; X4=0; X5 = 'x¢=0ja X7=20,

3
100
10. TRANSPORDIULESANNE

10.1. Potentsiaalide meetod. Vaatleme transpordiiiles-
ande pohikuju. On olemas m ldhtepunkti ja n sihtpunkti.
Antud on samaliigilise kauba mahud ldhtepunktides a;
(i=1, 2, ..., m) ja tarbimise mahud sihtpunktides b;
(j=1, 2, ..., n). Kauba maht ldhtepunktides on vordne
tarbimise mahuga, s. o.

m n
2 a; = E bj.
=1 j=1

On teada veotariifide maatriks ||cy;||, kusjuures element
ci; tahistab kauba veotariifi i-ndast lahtepunktist j-ndasse
sihtpunkti.

Otsitakse tundmatuid x;;, mis tdhistavad i-ndast lahte-
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punktist j-ndasse sihtpunkti transporditava kauba mahtu
ja minimiseerivad summaarse veomaksumuse

m n
Z=.21.2‘Cijxij- (10.1)
i=1J=

Seega otsitakse tundmatuid x;;, mis rahuldavad tingi-
musi

n

e e TERE R B SRR (10.2)
7=t :

m

2xij=b; j=12 ..., n (10.3)
=1

Siowl bt S (10.4)

= LY SRl |

ja minimiseerivad sihifunktsiooni (10.1).

Voib toestada, et transpordiiilesandel on m 4 n—1
lubatavat baasimuutujat x;;, kuna koik iilejddnud tund-
matud vorduvad nulliga.

Kitsenduste siisteem koosneb m -}- n vorrandist. Seega
on antud transpordiiilesande duaaliilesandel m + n tund-
matut. Tdhistame duaaliilesande m tundmatut u,, w,,...
...yUn ja n tundmatut vy, v ..., v, (neid nimetatakse
sageli potentsiaalideks). Et lubatavaid baasitundmatuid
on m -+ n—1, potentsiaale aga m + n, ja koik kitsen-
duste vorrandid on lineaarselt soltumatud, siis selgub,
et iiks kitsenduste siisteemi vorrand on iileliigne ja seega
voib iihe potentsiaali valida suvaliselt, nditeks v, =0.

Korrutame vorrandit (10.2) u;-ga:

Enxijui ==l (10.5)
J==A

ja vorrandit (10.3) vj;-ga:
ﬁxijvj= ijj. ] (106)

=1

Lahutame (10.5) ja (10.6) sihifunktsioonist:
2 2 cixij— 3 3 (Ui + v5) Xi; =

i=1 j=1 =1 j=1

m n

= 3 2 (cij — ui —v5) 4. (10.7)

i=tj=

(-8



Baasitundmatute x;; jaoks valitakse u; ja v; suuru-
sed nii, et ¢;;=u;-} v;. See tagab optimaalse lahendi
(on optlmaalsuse kriteerium).

Seega optimaalse lahendi puhul peab koikide iilejda-
nud indeksipaaride (%, !) korral kehtima vorratus cu >
> u,+ v, Kui aga osutub, et mingi indeksipaari (&, 1)
korral cp < u -+ v;, siis pole lahend optimaalne ja teda
saab parandada. Selleks tuleb muutuja xp muuta baasi-
tundmatuks. Vastav arvutuseeskiri on toodud allpool.

Toestus. Duaaliilesande sihifunktsioon on

p= 3 au;+ 3 bjv;. (10.8)
i=1 j=1

Vorrandite (10.2) ja (10.3) pohjal voib kirjutada:

H—EuaExu—i-EvJExn —Ezuixij+

1= =1 1=1

I
i

n m
+ 3 vk = 22 (i + v3) x4 =
Jj=11i=1 =1 j=A
m n
= 3 3 CijXij = 2.
=1 j=1

Seega vorrandi ¢;j= u; -} v; puhul vordub lahteiiles-
ande sihifunktsioon duaaliilesande sihifunktsiooniga, mil-
lega duaalsuse pohiteoreemi pohjal ongi toestatud lahendi
X = {x;;} optimaalsus.

Optimaalse lahendi olemasolu korral on potentsiaalid
alati leitavad, see tuleneb juba duaalsuse pohiteoreemist.

Transpordiiilesandel on veel moningad tédhelepanu-
védarsed omadused:

1) kui a; ja b; vddrtused on tdisarvulised, siis on koik
baasitundmatud samuti tdisarvulised;

2) kui c¢;; véddrtused on tédisarvulised ja iihele potent-
siaalile omistatakse tdisarvuline vaartus, siis on koik iile-
jdanud potentsiaalid samuti tdisarvulised.

10.2. Lahendusmeetodi kirjeldus. Koige parem on Kkir-
jeldada lahenduskdiku konkreetse ndite varal. Olgu vaja-
likud andmed koondatud jdrgmisse tabelisse, mis sisaldab
veotariifide maatriksi, ldhtepunktides oleva kauba koguse
(pakkumise) ja sihtpunktide noudmise.

128



Tabel 27

e Sihtpunktid | Pakkumine
\ I nlmliv|v
Lahtepunktid \ 43
1 | D ] R e 50
2 I 5 ] 4 ’ 6.1 317 80
3 ‘ 2 l [ ] 3 lentiig 10
4 [ 6 ' 7 ' R B T 60
Noudmine b; I 30 ‘ 40 | 50 | 35 | 45 200

Ruumi kokkuhoiu méttes ei defineeri me iilesannet
matemaatiliselt, sest see samm peaks lugejale iilaltoodu
pohjal arusaadav olema.

Koigepealt lihtsustame veotariifide maatriksit. Selleks:

a) valime igas reas minimaalse elemendi ja lahutame
selle antud rea koikidest iilejddnud elementidest;

b) valime uues veomaksumuse maatriksis igas veerus
minimaalse elemendi ja lahutame selle antud rea file-
jdanud elementidest.

VGib toestada, et uus veomaksumuse maatriks on opti-
mumi suhtes esialgsega ekvivalentne. Uue veomaksumuse
maatriksi koos kitsendustega toome jargmises tabelis:

Tabel 28
D R T AR
1 T ] 80
P IS BN T ] 10
¢ Yo Fia 4 0—[ 60

30 |40 | 50 |35 |45 "200

Niisiis annab see tabel sama optimaalse lahendi X = {xy;}
mis esialgne; leitud veomaksumusele tuleb liita suurus D,
mis arvutatakse sel teel, et summeeritakse veomaksumuse
maatriksi lihtsustamisel saadud ridade ja veergude mini-
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maalsete elementide ja vastavate transporditavate koguste
korrutised. Toodud néites

D= (3-50+43-80-}1-10+43-60-+ 1-30) = 610.

Jargmiseks sammuks on lubatava baasilahendi leid-
mine. Moistagi tuleb piiiida moodustada voimalikult parem
baasilahend, sest see kiirendab edasist lahenduskéaiku.
Selleks piiliame (arvestades kitsendusi) koormata maksi-
maalselt neid marsruute, millele vastavad veotariifide
maatriksi minimaalsed elemendid.

Kirjeldame W. R. Vogeli ligikaudset meetodit hea
lubatava baasilahendi saamiseks. Seda meetodit voib
rakendada ka siis, kui pole kiillalt aega optimaalse lahendi
arvutamiseks. Omistame igale reale ja veerule koefit-
siendi, mis vordub vastava rea (veeru) koige vdiksemate
elementide vahega.

Meie néites on need vahed:

read veerud
1. 1 —0=:1; I. —0=1;
2. 1—0.=1; II. 0—0=0;
3. 0--0=0; HI l—=2@i== T
4, 0—0=0; IV. 1—0=1;
V. 1—0=1.

Lubatava baasilahendi moodustamisel eelistatakse neid
ridu (veerge), millel on suuremad koefitsiendid. Antud
néites tulevad arvesse kaks rida ja neli veergu. Valime
neist suvaliselt neljanda veeru ja «koormame» neljandas
veerus maksimaalselt seda elementi, millel on minimaalne
viadrtus (xo4 = 85), ning seejdrel jadb meil iile jaotada
jargmised kogused:

Tabel 29
1 . I g b
s bl dedny 1 | s0
g 11 -2 0. 6.1 4
P B O MR R RPN
FE RO e U N e
30 |40 |50 |45 | 165
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Arvutame uued vahed:

oo =

read

1—-0=1;
1—1=0;
0—0=0;
0—0=0;

-

|

11.

11

z.

veerud

1—0=1;
0—0=0,
l—0=l,
1—0=1.

Siin on 4 vordset arvesse tulevat koefitsienti. Valime
suvaliselt nditeks 111 veeru ja mddrame muutuja x43 mak-
simaalse intensiivsuse: xs3:=50. Jdrgmine tabel nditab
jaotamata koguseid:

! P b
b 3 l o | 1] s0
2 ’ 1 l 6 | %
3 l o | o I a | 10
M47‘45Mt 4 I o | 10
‘ 30 \ 40 i a5 | s
read veerud
1. 1—0=1; Ioh=—0="1
2. 1—1=0; II. 0—0=0;
30— 0=20; V. 1 —=0=20:
420 =2

S G s i o
P B
2 | 1 | I l 6 ‘ 45
3 | o] o |~_;__| 10

| 30 ] 40 \ 35 }105

g

veerud

1—0=1;
0—0=.0;
4 —1=3.
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Maéaarame x5 = 35.

I II
3 0
1 1
0 0
30 40

Miidrame x = I5.

I II

1 1

o | o

|20 | | s

Miéidrame xg, = 30.

2]1]15

0

Toome
muutuja x;;

25

Jarele jddb madarata xo = 15 ja x5 = I0.
leitud baasilahendi

veerud
o =0 == 1
I. 0—0=0.
veerud
. 1—0=0;
. 1—0=0.

tabelis 30, kus baasi-
intensiivsused on toodud vasta-
vate lahtrite {ilemises parempoolses nurgas, kuna vasak-
poolses alumises nurgas on margitud veomaksumuse
maatriksi elemendid. Ulevaatlikkuse mottes {imbritseme
paksu raamiga need lahtrid, mis sisaldavad baasilahendi
muutujate intensiivsust. '

Jargnevalt tuleb meil kontrollida, kas leitud baasila-
hend on optimaalne voi mitte. Selleks leiame iilesande
potentsiaalid. Teatavasti voime iihe neist valida suvaliselt.



Tabel 30

3 T 5 ot B
e Y . B, G
0 N 5 4 9
2 4 U SO | el

3 | 40 50 35 45 200

Valime us=0. Koik iilejddnud arvutame valemi c;; =
= u; 4 v; abil (vaadeldakse ainult koormatud lahtreid).

12=0—0=0; Uu=0—1=—1;
=1T—=0=71: Uu=0—1=—I;
Ui=l——l=0; 03——"0-—(———1): H
u1—0—0= »

U5 = l—0=l,

Arvutame koikide koormamata lahtrite kohta vahed
¢ — (i + v;) = d;.

d11=3—-0=3; dw—l——l:O; d14—-5—0=5;
d23=2~—2=0, d25—6———2=4, d31——-0—0=0,
d33=l—1=0, d34—5+1=6, d35=4——1=3,
d“=2+1=3; d;2=4+1=5; d“=4+2=6.

Miarkus: kui optimumi leidmisel moned d:; =0, siis eksisteeri-
vad iilesandel alternatiivsed optimaalsed lahendid.

Niisiis oleme saanud optimaalse lubatava lahendi, sest
koormamata lahtrite kohta kehtib vorratus c¢i; = u;i 4 v;.
Oleks aga mingi di; negatiivne, siis voib baasilahendit
parandada.

Antud juhul piisas optimumi leidmiseks Vogeli meeto-
dist. Suuremate iilesannete puhul pole aga Vogeli meetod
alati kiillaldane optimumi saavutamiseks.

Jargnevalt opime parandama mitteoptimaalseid luba-
tavaid baasilahendeid.

Vaatleme jargmist ndidet (F. L. Hitchcock).
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Tabel 31

NJ‘ 9 4 4 8
Ui P

25

ek B 5 Beih v b %
20 5

—2 |3 2 7 6 %
15 30 5

et 1 3 4 8 50

15 20 30 35 100

Toodud ndites on esitatud mitteoptimaalne lubatav
baasilahend:

du=]0-——9+1=2, d21=8—9+2=1,
dp= 5—4+1=2; dyy=T7T—4+2=275;
d13= 6—4+1=3, d32=3—4—0=——1

Selgus, et baasilahendit vo6ib parandada, liilitades
baasilahendisse muutuja x3. Oletame, et suurendame
tundmatu xs, intensiivsust ® vorra. Siis peaks bilansi sdi-
litamiseks vdhendama teises veerus asuva baasimuutuja
intensiivsust samuti ©® vorra, suurendama teise rea baasi-
muutuja xp4 intensiivsust ® vorra ja lopuks vdhendama
baasimuutuja xs4 intensiivsust ® vorra. Nii saame ahela
(tsiikli):

x32+@ | Xo9—0 |— X24+9 —>| X34 —0

Arusaadavalt peab ©® védirtus olema valitud nii, et
koik baasimuutujad jddksid mittenegatiivseks. Koigile
baasimuutujaid sisaldavatele lahtritele omistatakse siim-
bolid (+©) ja (—®). © véirtuseks valitakse siimboliga
(—0) téhistatud lahtrites olevate baasimuutujate mini-
maalne intensiivsus. Ulaltoodud ndites on siimboliga
(—©) tédhistatud lahtrid, millele vastavad baasimuutujad
X0 =20 ja x34 = 5. Jarelikult ® = 5. Seega muudetavate
tundmatute uued intensiivsused on
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X3z=0+5=5,
sz=20——-5= 15,
Aoy —= D~ 5="1{);

Lugeja veendugu, et uus baasilahend on optimaalne.

10.3. Suunamisiilesanded. Suunamisiilesanded on eri-
kujulised transpordiiilesanded. Nende omapéra seisab sel-
les, et '

m n
2 Xij = 3 Xij=1.
e =1

Olgu meil vaja jaotada 7 spetsialisti 7 tookoha vahel,
kusjuures nende t66 efektiivsus on tookohtadel erinev ja
mingil viisil «hinnatud», néiteks kiimnepallilise siisteemi
alusel. Ulesanne seisab nende spetsialistide kdige otstar-
bekamas toolesuunamises. Seega on meil siin tegemist
optimaalse valiku probleemiga. Toodud nédites on ilmselt
voimalik 7!=15040 erisugust toolesuunamise varianti.
Voimalike valikute arv kasvab vidga kiiresti. Nii oleks
kiimne inimese toolesuunamisel voimalike variantide arv
10! = 3628 800. Seevastu lubab spetsiaalne lahendusmee-
tod leida niisuguse suunamisiilesande optimumi késitsi
monekiimne minuti jooksul.

Vaatleme niiiid suunamisiilesande lahendusviisi, mida
nimetatakse ungari meetodiks.

Olgu meil kuut toodet vaja toodelda kuuel toopingil.
Igal toopingil voib toodelda korraga ainult {iht toodet,
kusjuures tootlemisajad on erinevad. Tahistagu jargmine
maatriks to6tlemisaegu:

Tabel 32

To5-
pingidf 'y almlawv| vl w
Tooted

SO W -
ONwWwWo,H oo,
DW= N
Qv =B N O N
—oNyuId
Wk MO oo
~ O 00 W L oo

s



Ulesanne seisab toodete kinnistamises iiksikute t66-
pinkide juurde nii, et summaarne tootlemisaeg oleks
minimaalne.

Kirjeldame lahenduskdiku (teoorial me siin ei peatu).

1. samm: igas reas valitakse minimaalne element ja
lahutatakse see iilejddnutest. Lahutamise jarel saame
jargmise maatrikstabeli:

DN wW
Ao WO N
hOoOWONO
© 00— 1w es
1O W = O N
ONNNNO,

2. samm: uue maatriksi igas veerus valitakse mini-
maalne element ja lahutatakse see iilejddnutest. Lahuta-
mise jdrel saame jargmise maatrikstabeli:

T

1 2 0 3 3 3
——| 4 0 7 3 4 0

2 3 0 5 5 4

0 0 3 1 2 4

B 2 0 8 1 2
Wi ool 5 1 0 0 3

Optimaalsuse kontrollimine. Leiame minimaalse arvu
sirgeid, millega saab katta koik viimase maatriksi nullid.
Kui sirgete arv on vordne maatriksi jarguga, siis on opti-
mum saavutatud. Antud juhul voib kergesti veenduda, et
nullide katmiseks piisab viiest sirgest (seda niitavad
noolekesed maatriksi juures). Seega pole optimum veel
saavutatud.

3. samm: sirgetega katmata elementide hulgast vali-
takse minimaalne element e. Seejérel:

a) vahendatakse katmata elemente e vorra;

b) sirgete ristumiskohal asuvaid elemente suurenda-
takse e vorra.
Pirast 3. sammu saame jargmise maatrikstabeli:
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Optimum pole ikkagi veel saavutatud. Sellistel juh-
tudel korratakse 3. sammu. On toestatud, et nii joutakse
lopliku arvu sammude jarel optimumini.

Kordame 3. sammu. Saame jdrgmise maatrikstabeli:

NRO— e
oNvoONO -
P Y=Y =)
oONOWN —
OO WL -
B0 B O N

Optimum on saavutatud, sest nullide katmiseks on
vaja vdhemalt kuus sirget. Lahendi leidmiseks tuleb maat-
riksi nullide hulgast leida kuus nn. soltumatut nulli, s. t.
saavutada see, et igas reas (veerus) oleks {iksainus sol-
tumatu null. Nendele soltumatutele nullidele vastavad
lahendi baasimuutujad. Mirgime soltumatud nullid meie
ndites tdrnikesega.

Saame jargmise lahendi: .

0*

O*

0‘

0'
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Seega kinnitatakse tootedwtoopinkide juurde jargmiselt:

roode’x'2’3f4’5|6

Ulaltoodud nidide oli minimiseerimise iilesanne. Kui
on tegemist analoogilise maksimiseerimise iilesandega,
siis sooritatakse iiks eelsamm: olgu [|ci;ll {ilesande maat-
riks; moodustame maatriksi ||a;;|| eeskirja jargi ai; =
== max ¢;;— ¢i;. Edasi toimitakse nii, magu ndeb ette
minimiseerimisiilesande lahendamine. Suunamisiilesan-
deid saab lahendada ka siis, kui on tegemist mn-maat-
riksiga. Oletame, et iilaltoodud ndide oli formuleeritud
jargmiselt: jaotada neli toodet kuue t6opingi vahel, kus-
juures iga toopink voib samaaegselt tocdelda iihtainsat
eset. Tootlemisajad on antud. Sellisel juhul saab arusaa-
davalt koormata ainult nelja toopinki.

Ulesande lahendamiseks lisame kaks fiktiivset toodet,
mille tootlemisajad vorduvad nulliga. Saame ruutmaat-
riksi. Edasi lahendame iilesande juba iilalkirjeldatud viisil.
Lahendi leidmisel ei arvestata muidugi neid soltumata
nulle, mis vastavad fiktiivsetele baasimuutujatele.

10.4. Proovireisijaiilesanne. Vaadeldav iilesanne on
vdlismaises kirjanduses tuntud «travelling salesman»-
iilesande nime all. Oma olemuselt on proovireisijaiiles-
anne iiks transpordiiilesande eriliike. Ulesannet voib kirjel-
dada jirgmiselt: leida koige lithem (kiirem) tee, mis
ithendab n punkti ja moodustab suletud ahela, kusjuures
iga punkti ldbitakse iiksainus kord.

Toodud iilesannet voib kirjeldada ka teisiti. Oletame,
et mingil masinal voib toodelda n erisugust toodet teata-
vas jarjekorras. Jarjekordse toote tootlemine nouab teatud
ajakulusid masina seadistamiseks, kusjuures need kulud
olenevad eelmisest tootest ja on seega erinevad. Tuleb
leida niisugune toodete tootlemise jérjekord, et sum-
maarne ajakulu masina seadistamiseks oleks minimaalne.

Uldistame niitid &eldut, andes proovireisijaiilesande
matemaatilise formuleeringu. Uldjuhul eksisteerib elemen-
tide hulk A = {ay, ... , an}, kusjuures igale hulga A alam-
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hulgale, mis koosneb mistahes kahest A elemendist {a;, a;}
G j=1,2, ..., n; i~j), on seatud vastavusse teatud
reaalarv c¢;;. Tuleb leida hulga A elementide niisugune
Jiarjekord ey 8000 G Gy KU PG, %, Ol
mingi permutatsioon arvudest 1, 2, ... , n), et 3 c4; oleks
minimaalne. Seega tuleb lahendada optimiseerimisiiles-
anne, millel on (n— 1)! erisugust varianti.
Igale proovireisijaiilesandele vastab maatriks

X €42 . 4 Cin

Cop. O0: ... Can
llesll = |

Cnd CRo ity e 00

Toodud maatriks ongi pohiline ldhteinformatsioon proo-
vireisijaiilesande lahendamisel.

Seniloodud proovireisijaiilesande loplikud lahendus-
algoritmid on viga téomahukad ja vidhe efektiivsed
kasitsi arvutamiseks; nad on moeldud peamiselt elektron-
arvuti jaoks.

Vaatleme allpool kaht ligikaudset lahendusmeetodit,
mis on viga lihtsad ja holpsasti kasutatavad kasitsi arvu-
tamiseks.

Koige lihtsam meetod, mis annab péaris haid tulemusi,
on nn. reamiinimumi meetod. Meetodi olemus
selgub koige paremini konkreetse niite varal. Olgu proo-
vireisijaiilesande maatriks

[ 67 71 J85] 87 79 70 75]
89 0o[70] 102 100 97 90 94
77 69 0 92 89 81[73[79
66 54 58 oo [49] 57 53 55
63 52 60 54 oo 4451 54
73166]71 73 67 oo 69 72
92 86 85 96 102 94 oo|87|

80|74 82 84 86 81 73 o |

R

flesll =
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Alustame mingisugusest, nditeks kuuendast reast. Vali-
tud reast leiame minimaalse elemendi (peadiagonaali ele-
mente arvesse ei voeta). Antud juhul on selleks elemen-
diks ces == 66. Kustutame maatriksi kuuenda rea ja teise
veeru. Valime jdrgnevalt teisest reast minimaalse ele-
mendi. Selleks osutub cg3 = 70. Kustutame niiiid maat-
riksi teise rea ja kolmanda veeru. Kontrollime kolmandat
rida. Minimaalne element on siin c¢3; = 73. Nii toimime
seni, kuni maatriksi koik read on kontrollitud. Uksikute
ridade minimaalsed elemendid ongi lahenduselemendid.
Lahenduselementide alumised indeksid moodustavad otsi-
tava marsruudi: 6 —2—3—7—8 —1—4—5—6.

Minimaalsete elementide (lahenduselementide) summa
moodustab antud néites

66 + 70 - 73 - 87 -+ 80 - 85 + 49 - 44 = 554.

Hindame saadud tulemust. Leitud marsruudi tksikud
lalid (6,2), (2,3), (4,5) ja (5,6) on kodige lithemad (opti-
maalsed). Ulejddnud liillid on (veergude kustutamise
tottu) oma alampiirist pikemad. Kogu marsruudi alampiir
on 525. Seega leitud lahendi absoluutvea iilempiir on 29
marsruudi pikkuse {ihikut.

Jargmiseks sammuks olgu katse heuristilisel teel
parandada saadud lahendit. Ndeme, et marsruudi mitte-
optimaalne 16ik on 3 —7 — 8 — 1 — 4. Leiame, et moned
fimberpaigutamised (inversioonid) voimaldavad seda
loiku liihendada. Nii on liihemaks 16iguks 3 —1—7 —
—8—4. Tehtud iimberpaigutuse tulemusena lithenes
marsruudi kogupikkus 547 iihikuni; seega absoluutvea
iilempiir vdhenes 22 {ihikuni.

Antud juhul alustasime lahendi leidmist kuuendast
reast. Kui oleksime alustanud mingist muust reast, siis
voinuksime saada erineva ja voib-olla isegi halvema tule-
muse. Kui oleksime alustanud esimesest reast, siis saak-
sime marsruudi 1 —2—3—7—8 —6 —5—4 —1, mille
kogupikkus on 565 {ihikut. Seepdrast on soovitav votta jar-
jekorras ldhtereaks koik n rida ja valida siis n lahendist
kdige parem.

Veerusummade meetod. Néitena kasutame jallegi iilal-
toodud maatriksit. Meetodi pohiidee selgub ka siin lahen-
duse kidigus. Arvutame maatriksi ||cs5|| veergude summad

n
S,' = Z Cij.
i=1
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Veerud l23'4|5|678

Sy 540 | 468 | 497 | 586 | 580 | 533 | 479 | 516

Edasi jarjestame veerud S; vaartuste jargi:

Veerud 4 5 | 6 8 3 ) .

S; | 586 l 580 | 540 | 533 | 516 | 497 | 479 | 468

Valime marsruudi arvutamise ldhteveergudeks (punkti-
deks) kolm veergu S; suurimate vaartuste jargi. Nendeks
on veerud 4, 5 ja 1, mis moodustavad ldhtemarsruudi
4 —5—1—4. Jargmiseks veeruks on 6. veerg. Meie iiles-
andeks on paigutada see leitud lahtemarsruuti nii, et
uue marsruudi pikkuse suurenemine oleks minimaalne.

Siin tuleb arvutada jargmiste marsruutide pikkused:

Marsruut Pikkus
4—6—5—1-—4 979
4—-5—6—1—4 244
4 -5—1—6—14 264

Jarelikult on uueks lahtemarsruudiks 4 —5—6—1 —
—4, kuna tema pikkus on minimaalne.

Jargmiseks sammuks on 8. veeru paigutamine leitud
marsruuti. Selleks tuleb arvutada allpool toodud marsruu-
tide pikkused:

Marsruut Pikkus
4 —-8—-5—6—1L—4 343
4—-5—-8—6—1—14 342
4 —-5—6—8—1—4 330

4—5—6—1—8—4 325

Niiiid paigutame marsruuti 3. veeru.

Marsruut Pikkus
4—3—5—6—1—8—4 423
4—5—3—6—1—8—14 422
4—5—6—3—1—8—4 400
4—5—6—1—3—8—4 400
4—5—6—1—8—3—4 415
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Saime kaks minimaalset ldhtemarsruuti pikkusega 400.
Valime neist meelevaldselt esimese, s. 0. 4 —5—6—3 —
—1—8—4. Jiargnevalt peame marsruuti sisse viima
7. veeru. Arvutuste lihtsustamiseks on soovitatav teha neid
skeemi jargi, mis on toodud tabelis 33.

Tabel 33
% . Léihte-

Z_‘r']’é]: SISS€ | marsruudi cii | Cixteorj= B

veeru punktid B =dy; B

ki |G

=0 (4,5) 49 | 534102 =155 | 155 —49= 106
(5,6) 44 | 51 494 =145 145 — 44 = 101
(6,3) 71 | 69 4 85 =154 154 — 71 = 83
(3,1) 77 | 73 492 =165 165 — 77 = 88

- (1,8) 75 | 70+ 87=157 | 157 —75=82|

(8,4) 84 | 73+4+96=169 | 169 —84 =285

Valime minimaalseima vahe d;; — ci;. Meie ndites on
see vahe 82. Jérelikult tuleb uude ldhtemarsruuti paigu-
tada 7. punkt punktide 1 ja 8 vahele. Niisiis on uueks
ldhtemarsruudiks 4 —5—6—3—1—7 —8—4. Kui teha
analoogiline arvutus viimase, 2. veeru jaoks, siis selgub
l1oplik marsruut: 4—5—6—2—3—1—7—8—4.
Seega oleme saavutanud sama tulemuse kui heuristilisel
teel parandatud reamiinimumi meetodiga.

Kokku vottes voib oelda, et kuigi veerusummade mee-
tod on veidi t66mahukam reamiinimumi meetodiga vorrel-
des, annab ta seevastu lootusi paremate tulemuste saa-
miseks.

11. LINEAARSE PLANEERIMISE ULESANNETE
LIGIKAUDSED LAHENDUSMEETODID

11.1. R. Frischi meetod. Tutvume meetodiga, mille t66-
tas vélja R. Frisch ja mis voimaldab ligikaudselt lahen-
dada iildkujul esitatud lineaarse planeerimise iilesandeid:

leida muutujate vektor x = 0, mis rahuldab kitsenduste
siisteemi Ay << p ja maksimiseerib sihifunktsiooni y"y.

Frischi meetod pohineb nn. gradientmeetodil, mis kasu-
tab diferentseeruva ja rangelt kumera funktsiooni f osa-
tuletiste vektorit, nn. funktsiooni f gradienti. Kui need
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- osatuletised on arvutatud n-dimensioonilise ruumi mingis
punktis, siis kasvab funktsiooni véartus gradiendi suunas
koige kiiremini. Lineaarsete iilesannete lahendamisel on
gradiendi kasutamine eriti lihtne ega eelda diferentseeri-
mise tundmist.

Frischi meetod ei noua, et ldhtelahend oleks baasi-
lahend ning seejuures pole vaja kasutada abimuutujaid.

Kirjeldame Frischi meetodit iildkujul B. Kreko jérgi '.
Koigepealt valitakse ldhtepunkt go, mis kuulub lubatavate
lahendite hulka M. Jérelikult kujutavad punkti g, koordi-
naadid iilesande lubatavat lahendit. Punktist g, konstru-
eeritakse vektor, mille suuna méédravad iilesande sihi-
funktsiooni 2= y’qo kordajad y; (i=1,...,n). Selles
suunas suureneb lubatava lahendi vdartus koige kiiremini.
Liikumine gradiendi suunas peatub punktis p,, mis kujutab
endast lubatavate lahendite hulga M rajapunkti. Edasi
liigutakse punktist p; risti gradiendi suunaga jéllegi kuni
hulga M rajapunktini p,. Sirgloigu pips keskpunkt kujutab
endast uut ldhtepunkti ¢, ja siit algab iteratsiooni jarg-
mine samm.

Niilid kirjeldame lahenduskdiku matemaatiliselt {iksik-
asjalisemalt. Liikudes gradiendi suunas, muutub lahend:

% = qo -+ loy,

kus kordaja #, on positiivne arv.
On ilmne, et gradiendi suunas voib liikuda seni, kuni
x rahuldab {ilesande kitsendusi

o+ toy = 0;}
A(qo+ toy) < B.
Kitsenduste siisteemi voib véljendada ka jargmiselt:
—@go— toy << 050
Ago+to(Ay) < B
ehk iildvalemiga

A'go+ 1A'y < B, (1L 1)

b el

! B. Kreko. Lehrbuch der linearen Optimierung. Berlin 1965,
1k. 250.
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Seega A* on (n- m)-n-maatriks, p* on (n - m)-
dimensiooniline vektor, E on n-jarku iithikmaatriks ja 4
on kitsenduste siisteemi kordajate mn-maatriks.

Voib niidata, et

Ay ke E,’i(ﬁ*—A'CIo)_ 11.2
P e e o {8

kusjuures miinimumi leidmisel ldhtutakse ainult mitter
negatiivsetest jagatistest (& on iihikvektor).
Nii saadakse punkt

P1 = qo+ loy,

millele vastab jargmine sihifunktsiooni vaartus:
21=Yp1= 20+ to(y'y).

R. Frisch soovitab liikuda punktist p, edasi suunas

un AR i
m—( ek )y A", (11.3)

kusjuures antud suunas liikudes sihifunktsiooni vaartus ei
suurene. Liikuda voib jédllegi ainult hulga M rajapunktini

P2 = p1+ ti,
kus ¢, leitakse valemiga

: glf(ﬁ’ ‘Ppi) :
e R St i g
1 n}m & (An)

Jargnevalt leitakse sirgloigu p,pe keskpunkt:
t
g1 = p1+ -5- u1,

millega Iopebki iteratsiooni esimene samm ning alusta-
takse uuesti liikumist gradiendi suunas uuest lahtepunk-
tist q. :

Selgitame lahenduskdiku konkreetse naite varal.

Leida muutujad x, ja xs, mis rahuldavad kitsendusi

X1, X =0

3x1 4 x2 < 15;

t+x<< 6

sutn< 4
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ja maksimiseerivad sihifunktsiooni

2= X1+2JC2.

Alustame lahendamist voimalikust  ldhtepunkfist

go(4; 0,5) (vt. joonis 18).

4 -
P03~ S
~
Bt 0 03(2518;3,161)
31 \\\ s
g,(325,2625)
2-
Pr (45; 15}
1.
\
0 1 2 3 4 5
JOONIS 18.

Sihifunktsiooni vdartus punktis g, on:
20— \"(]02 1 4+2'0,5= 5,

Leiame punkti p;:

—1 0 Al
0 —I 0
* 3 l * = ’
o= 1 1) F=|8 v=02.
,41‘_ 1 4
9

10 Majandusmatemaatika ABC



W46

Kordaja #, leidmiseks arvutame:

4
| 11
R Ugar 5
2 & 14
0 4 1
gl - 3 4 25
p'—A'qo= " 1 11:]1 |= ; ;
1 2
4 1
gk 13
el
et o
0 il
; 3.4 1 5
Ay=1] 1 1 [ ED RS E
S 7
3 3

Leiame £, =0,5 (i=13 voi 4).
Jarelikult
|

RHECRE

Sihifunktsiooni vaértus punktis p; on:

2= ’Y/pi — 4,5 + 2 * 1,5 = 7,5

Jargnevalt arvutame vektori p,, kordaja ¢; ja punkti g
Valemi (11.3) pohjal arvutame koigepealt p;:

40
R LT O T B 3
A*gy = 3111 =[1];
0
0

0=kt 1

A 1] =s

vy=012 [}] =5



=sl]-li1=["1

0 (1) iy 4,5
g 2 0 3§ - 407 115
p'—A'pi=|15|— {3 FARSE =0
6 l 0
4 1 1

—1 0 2

0 —1 —1

S LB —2 —5

1 1

3 1 %

Seega

Iy 200 (= )
Uueks lahtepunktiks on

4,5 —271 . [225
412[1‘5]+1,1z5[ l]_[2,625
Kontrollime vahepeal tehtud arvutuste oigsust. Punktis

g, peab sihifunktsiooni vdidrtus vorduma tema véarta-
sega punktis p;.

25221295 419692 625=="7 5.
Seega
2y = 2.

Arvutame joonisel 18 saadud tulemuse kontrollimiseks
ka punkti ps:

= [15] 220[ 2]~ 5]

Sooritame teise iteratsioonisammu:

—1 0 o

0 ok : 2,25
* 5 0 1 2'20 2,625
6 : 1,125
4 1 0,625

10* 147

o == o



Aty = 3T
.7*
3
Seega
0,625 :
tg == *m =~ 0 268 l 5)

e [22 oo [ 1] [252:

A 2,518+ 2.3,161 = 8,84.

Tdpse meetodiga leitud optimum on z=9(x;=3;
x, = 3). Niisiis oleme kahe iteratsioonisammuga joudnud
optimumile kaunis ldhedale.

11.2. L. Kantorovitsi lahendavate kordajate meetod.!
Kuigi antud meetod on 16plik, voib seda rakendada ka ligi-
kaudseteks arvutusteks. Selgitame meetodi pohiideed jéarg-
mise (ilesande varal.

Olgu meil n erisugust masinat (tootmisviisi), millega
saab toodelda m erisugust detaili. Kui téodelda j-nda (j =

=.1,.2, ..« sn)ymasinaga indati(i=1, 2,3 7 m)detatli;
siis saab ajaiihikus toota a;; detaili. Lahteinformatsioon
kujutab endast seega mn-maatriksit A = ||a;]|.

Detailid .tuleb jaotada masinate vahel nii, et saaks
valmistada maksimaalse arvu y detailide komplekte, kus-
juures iga komplekt koosneb m erisugusest detailist. Otsi-
tavad tundmatud on suurused h;;, mis tdhistavad seda osa
valitud ajatihikust, mille viltel j-ndal masinal téodeldakse
i-ndat detaili. Niisiis on {ilesandel jargmised kitsendused:

H>@,}
i 1

Viimane kitsendus (H = ||A;;]|) tdhendab seda, et ele-
mentide summa maatriksi H Tiksikutes veergudes pole suu-

V' JI. B. KaurtopoBuu Maremaruseckue merodel Opeavu3ayuu
u naaruposarus npoussodcrsa. Kogumikus «[Ipumenenne matemaru-
XM B 3KOHOMHUYECKHX HcceaegoBauusax». M. 1959, lk. 251.
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rem kui iiks. See aga omakorda viljendab tosiasja, et
m

iikski masin pole koormatud iile {ihe ajaiihiku (3 h:; << 1).
=1

Eri liiki detailide tildvéljalaset néaitab veerluvektor
laijhijll 1 = P1,

mille koordinaadid kujutavad endast maatriksi P reaele-
mentide summasid.

Et iga detailide komplekt koosneb m erisugusest detai-
list, siis voib ilmselt toota

1y <= P1

komplekti. See tdhendab, et komplektsuse kindlustami-
seks peab olema tdidetud tingimus y=yp=py.=...=

e e A /S D yi=2aijh,-j (=12 0 ) e

néditeks mones lahendis y1>y2, siis 1lmse1t ei saa lasta
vdlja rohkem komplekte kui yo.

Niisiis voib tilesannet formuleerida jédrgmiselt: maksi-
miseerida y, mis rahuldab kitsendusi

H=8,y=0;

Hib<}: ]

1y—P1 <0

Ulesande lahendamiseks formuleeris L. Kantorovits
mittenegatiivse vektori (millel on vdhemalt {iks positiivne
koordinaat) A= (A1, A2, ..., Am)’, mille koordinaate
nimetas ta lahendavateks kordajateks. 1gale detailile peab
vastama eri kordaja. Jargnevalt moodustatakse maatriks
[aijri] = [ci;]. Maatriks ¢;; saadakse sel teel, et korruta-
takse maatriksi A esimese rea kordajaga Ai, teise rea kor-
dajaga A, jne. Maatriksi [c;;] igast veerust valitakse vilja
koige suurem arv, mille margime f;. Seega

{; = max ¢ij. (11.4)

Sellest jareldub, et
NA << mt,
kus ¢/ = (s, ts, ..., tn).
Seejirel moodustatakse maatriks Ho, mis kujutab

endast maatriksit [c¢;;], mille koik elemendld ci3<t; on
asendatud nulliga.
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Voib toestada, et'kui saab moodustada niisuguse maat-
riksi Ho* = O, kusjuures oleksid rahuldatud kitsendused

HL =, }
P'l=yt,

siis on y* suuruse y maksimaalviértus.

Lahendame konkreetse f{ilesande (L. Kantorovitsi
ndide). Olgu meil kolm ekskavaatorit, mis on ette ndhtud
kolme eri t60 tegemiseks. Need t6od moodustavad {ihtse
toode kompleksi. Allpool toodud maatriksi A veerud néi-
tavad iga ekskavaatori toojoudlust (m3/h) iiksikute toode
sooritamisel.

105 107 64
A=] 56 66 38].
56 83 53

(11.5)

Iga tooliigi maht on 20 000 m®. Iga ekskavaatori kohta
tuleb 322 tootundi. On vaja koige otstarbekamalt jaotada
iiksikud tooliigid ekskavaatorite vahel.

Maatriksile 4 vastab maatriks P:
[105hu 107hys 64h13]
P =

56hs1  66hs 38hss | .
56hsy  83hss 53hss

Koigepealt peame leidma kolme lahendava kordaja
lahtesuurused ja. neid edaspidi lahendamise kdigus tdp-
sustama kuni optimumi saavutamiseni.

Lahendavate kordajate ldhtesuurused on soovitatav
valida jargmiselt. Summeerime maatriksi A reaelemendid:

276
Al =] 160}.
192

Lahendavate kordajate vektori leiame jargmiselt:

7\‘0/=( p p p ) |
276 ' 160 ° 192/ °

kus p on suvaline arv. Olgu p = 1000. Sel juhul
A= RIB 20060 =5 95 xli—59 ]



Moodustame maatriksi:

380 387 232
[ci]° = | 350 412 238 (11.6)
282 432 276

ja kriipsutame alla iga veeru suurimad elemendid.
Jarelikult (11.4) pohjal
19 = (880,432, 276)
Sellele vastab muutujate h;; maatriks:

4207 20
Hd==1 00400 1.
0 hss hgs

Kitsenduste (11.5) pohjal:

| RO T
dols=1 0. 50
AR

Maatriksile H" vastab jargmine null-ldhenduse plaan:

FL0ST e
Pleay Sl )= 00 )
0837253
Vektor

105
PY =[ O]
136
nditab, et niisugune plaan on tiiesti ebarahuldav, sest
see ei nde {ildse ette iiht tooliiki. Selleks et suurendada
s, vaatleme maatriksit (11.6). Valime selle maatriksi teise
rea arvude hulgast niisuguse, mis oleks suhteliselt koige
ldhem monele allakriipsutatud arvule. Niisuguseks arvuks
on 412.‘Selleks et suurendada y, nii, et tulemusena saak-
sime yo! = y3!, valime paranduskordaja ¢!, mis vorduks
Ag! i Ap0=432:412=1,05.

Miarkus: suurused, mis Kkuuluvad null-ldhenduse juurde, on
tahistatud iilaindeksiga 0, esimese ldhenduse juurde — iilaindeksiga
1' jne.
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Korrutame maatriksi [[c;||® teise rea arvuga 1,05.
Saame maatriksi

380 387 232
[ci]-]l_—_[368 432 250J,
282 132 276

millele vastab maatriks

TP DR | A O
ot =100 Hee i 1 0
b /132 h33

Kuna (11.5) pohjal on maatriksi iga veeru kordajate
summa 1, siis

hyy 0 0
fgt =10 A i
0 1 —hy hgs

Piitiame niilid A9, nii méarata, et ys = y3. Selleks voime
koostada jérgmise vorrandi:

66h25 = 83 (1 — has) + 53,
kust leiame
hyp = 0,913, hsp = 0,087.

Seega saame

105 0 0
Heé=] 00913 0

0 0,087 53
ja
105, 20 ::0
Pt = 060 0]);
0.:::7:53
105
=160
60

Niiiid tuleb viia y, == y, = ys, millega olekski saavuta-
tud optimum. Valime paranduskordajaks ¢2=4,2: 3! =
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= 368 : 380 = 0,97. Korrutame selle kordajaga maatriksi
llci;||! esimese rea elemendid. Saame maatriksi

§@375 225

282 432 276

Seega peame analoogiliselt juba varem sooritatud
arvutustele leidma maatriksi H¢? elemendid k12, h1o?, hgo?
ja hsg?, kuna hsz?=1 ja tilejddanud h;; = 0.

Tahistame h.“2 == X, h2]2 =il e XS h222 =Y ja h322 =
=1—

Selleks et saavutada y, = y, = ys, voime kirjutada:

Y1 = 105x = y» = 56 (1 — x) + 66y = ys =
— 83(1—y) + 53,

kust leiame

h=Ya=ys=705 x=067, y=079.
Seega saab iga liiki t66d optimaalse plaani jargi sooritada
70,5 kuupmeetrit tunnis. Minimaalne aeg on 20 000 : 70,5 —=

= 282 tundi.
Leitud maatriks

067 0 O
He?=10,33 0,79 0
0:20:21418]

nditab, kui suure osa to6ajast tuleb igal ekskavaatoril

kulutada vastava t66 tegemiseks. Tulemuse saame jérg-
misest tabelist (selleks korrutame #;;2 arvuga 282).

Ekska-'
vaatorid 1 2 3
Tood

I 188,94 0 0
11 9306 | 222,78 0
11 0 5920 | 282
Kokku | 80 282 289
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11.3. Transpordiiilesande lahendamise A-meetod. An-
tud meetod voimaldab saada kédsitsi optimumile viga
ldhedasi lahendeid. Meetodi pohiideed kirjeldasime iild-
joontes eespool toodud néite varal (vt. punkt 10.2).

Koigepealt koostatakse pseudooptimaalne plaan, lih-
tudes eeldusest, et pakkumine pole millegagi piiratud.
See tdhendab, et sihtpunktide vajadused rahuldatakse
minimaalsete kuludega. Seejirel asendatakse veotariifide
maatriks |/¢;;|| maatriksiga ||Acjl| - Acij = ci; — ¢’ij, Kus ¢’
on minimaalne veotariif igas veerus. Jargnevalt arvuta-

n
takse iga rea kohta arv d;'= 3 x;j— a0 Nii saame
1
tabeli 34:
Tabel 34
‘% l J qhatEr e
L e Y Reme e o
il | * |
R R |
i S da o RS SO e L R
35 .
2 & voligs a0 . [ " i 3
30| 40| 50 |
3 R Gk O O0 (510 10 K +110
45 l
4. e el (- 6 |15
udmi | i l
N°”‘Z‘:"“e 1 W | 0 0|35 4 2, |
;

Negatiivsed d; vdartused tdhistavad alakoormatud ridu
(kasutamata ressursse), positiivsed d; vadrtused — iile-
koormatud ridu (ressursside limiidi iiletamist). Ulesanne
seisab selles, et vabaneda iilekoormatud ridadest (seada
pakkumine limiidiga vastavusse) nii, et noudmine oleks
rahuldatud. ja sihifunktsiooni vaédrtus kasvaks seejuures
minimaalselt.

Jargnevalt mirgitakse dra need veerud, kus asuvad
iilekoormatud ridade lahtrid. Meie niites on niisugusteks
kolm esimest veergu. Nendes veergudes valitakse vilja
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lahter, mis asub alakoormatud reas ja kus Ac;; on mini-
maalne. Meie niites on niisuguseks minimaalseks Ac;
vaidrtuseks Acyg= 1. Jarelikult kui koormata lahtrit 4.3,
siis kindlustab see sihifunktsiooni viddrtuse minimaalse
kasvu.

Tekib kiisimus: millises ulatuses koormata lahtrit mini-
maalse Ac;; vddrtusega? Selleks vorreldakse kolme arvu:
xij, iilekoormatud rea |d; ja alakoormatud rea |di, ning
valitakse nende hulgast minimaalne. Meie ndites on
x;; =50, iilekoormatud rea [d;| = 110 ja alakoormatud
rea |di| = 15. Seega vidhendame xs3 15 ithiku vorra ja koor-
mame lahtrit 4.3 15 ithikuga. Koostame uue tabeli ja arvu-
tame uued d; védrtused:

Tabel 35
Siht- | i
punktid : Pakku- ;
Lihte- 1 11 _III IV V ‘ et di
punktid i
1 " i I
L S o T % 144 | %0 s
' s s et dpmitioaii ardmgi
35
2 3 3 3 5 6 1 80 | —45
30| 40| 35 i :
3 0 0 0 3 9 |‘ 10 95
15 | 145
4 ¥ ; 60 0
e A0S T BT
Noudmine | 30 40 50 35 45 ‘ 200 !
] . ! |

Jatkame pseudoplaani korrigeerimist. Ainult niiiid
(parast seda, kui iiks d; on muutunud nulliks) voetakse
arvesse koik alakoormatud ridade lahtrid. Selgub, et jarg-
nevalt tuleb koormata lahtrit 1.5. Niiiid toimub aga maini-
tud lahtri koormamine ahelat modda, mis ldbib nullrida
(d; jargi 4. rida). See ahel on jirgmine: 3.3 - 4.3 > 4.5—
— 1.5.

Seega teeme jdrgmise {imberjaotuse: vdhendame xj3
35 ithiku vorra, suurendame x43 35 tihiku vorra, vihendame
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%45 35 tlihiku vorra ja koormame vastavalt lahtrit 1.5
35 iihikuga. Seejdrel saame uue tabeli ja arvutame uued
d; véidrtused.

Tabel 36
Siht- y
punktid = Pakku-
Lihte- > I LFAME L LR B ) Bt d;
punktid |
; | 35
- 5 2 |2 5 1 50 LS
3 ! 35
: 3 R G 0 6 80 —45
8 30| 40 5 1 l
0 0 0 3 2 10| +60
4 50 10
4 6 1 4 0 60, 0
Noudmine 30 | 40 | 50 | 35 | 45 I 200 ‘
| { 1

Jargnevalt tuleb koormata lahter 1.2 ja seejdrel laht-
rid 2.1 ja 22. Nii jouamegi optimaalse lahendini
(vt. lk. 133).

11.4. J. Habri meetod.! Meetod pohineb lineaarse
planeerimise {ilesande muutujate eelisjarjekorra kindlaks-
madramisel. Selleks on kaks voimalust.

1. Koik muutujad jérjestatakse sihifunktsiooni korda-
jate suuruse jargi. See on koige lihtsam jérjestamise viis,
ent moningad praktilised kogemused néditavad, et suhteli-
selt paremaid tulemusi saavutatakse teise, veidi keeruli-
sema voimaluse kasutamisel.

2. Koik muutujad jarjestatakse sihifunktsiooni vaéar-
tuse potentsiaalse juurdekasvu jargi. Olgu meil kaks muu-
tujat x; ja xj;1. Me asetame x; eelisjarjekorras xji ette
siis, kui

! H. Tischer. Zwei Ndiherungsmethoden okonomischer Natur zur
Losung von Aufgaben der linearen Optimierung. «Rechentechnik,
Datenverarbeitung», N° 12 1967, lk. 35.
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i

'cj-mi.n{ | a,-]-‘>0}>

1 Qij

i

= ¢j+1-min { Qs == O}v
1

i, 4+
kus ¢; on sihifunktsiooni kordaja, a;; — muutujate vektori
komponent, b; on kitsenduste siisteemi vabaliige.

Antud teel voib eelisjdrjekorra méirata kas ainult iiks
kord voi uuesti iga jargneva iteratiivse sammu eel.

Olgu meil lineaarse planeerimise maksimiseerimis-
iilesanne. Arvutusi alustatakse voimalikust lahendist, kus
sihifunktsiooni vaédrtus on null (kéik x;=0). Iga itera-
tiivse sammuga viiakse lahendisse iiks muutuja, kusjuures
tuleb alati jéalgida, et leitav uus lahend oleks lubatav,
et kitsendussiisteemi vabaliikmed &; oleksid mittenegatiiv-
sed. Samuti ei asetata eelisjarjekorda neid muutujaid
x;, mille komponendid a;; on positiivsed, ent b;==0.
Lahendisse viidud muutujat edasiste iteratiivsete sammude
juures enam ei muudeta.

Olgu lahendisse viidud muutuja intensiivsusega x;.
Seejarel leitakse kitsenduste siisteemi uued vabaliikmed b';
ja sihifunktsiooni z uus védartus 2! jargmiste valemite
jargi:

bi — aijx; = b's,

2 +CiX; =124,

Muutujaid viiakse lahendisse eelisjarjekorras nii kaua,
kuni enam ei saa moodustada uut lubatavat-lahendit. Saa-
dud sihifunktsiooni vdédrtuse kohta pole aga esialgu voi-
malik midagi 6elda — me ei tea, kuivord ldhedal on ta
matemaatilisele optimumile. Selle olulise kiisimuse selgi-
tamiseks lahendatakse duaaliilesanne. Kui duaaliilesande
sihifunktsiooni vaartus on vordne ldhteiilesande sihifunkt-
siooniga, siis on leitud lahend ilmselt optimaalne. Kui
aga mitte, siis annab duaaliilesande sihifunktsiooni vaar-
tus meile voimaluse hinnata leitud lahendi tdpsust. See-
juures leitakse duaaliilesande sihifunktsiooni vairtus ana-
loogilisel teel.

Kui lédhteiilesanne oli maksimiseerimisiilesanne, siis
duaaliilesanne on teatavasti minimiseerimisiilesanne. Olgu
u; ja ui kaks duaalillesande muutujat. Me asetame u;
eelisjdrjekorras u;y; ette siis, kui
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c
b,»-max{ g

i Qij

f_}>0,aij>0}<

O3> 0,(1i+1,j - 0} J

<< b1 - max {
j it

- Olgu lahteiilesande suhteline optimum 2, kuna duaal-
iilesande suhtéline optimum olgu z4 siis on need opti-
mumid matemaatilise optimumi 2, alumine ja iilemine
piir:

R Zm << 24 §

Niide. Tuleb maksimiseerida sihifunktsioon
2 = 2%y + x3 + 3x3 + x4 + 2xs,

kusjuures peavad olema rahuldatud kitsendused

Xy A4 2% 4 X3 + x5 << 100,
Xo+ X3+ X+ x5 << 80;

b7 + X3+ X < 50.
Koigepealt mddrame kindlaks eelisjarjekorra:
. f 100 50

x1v2'mln{—l, *, —l_ =2'50-—_——100,

Xo, l-min{igg,%g, *'}=1-50= 50;

X3 3.min{l?9. %9, %—}:3-50= 150;
ok 1-.mkn{ % 8—10, %9}= 1-50 = 50;

X5 2mm{—l%g,¥ "f}=2-80=160.

‘Seeg_"a eelisjdrjekord on jargmine: xs, x3, x|, X2, X4
Esimese-iteratiivse sammuna viime lahendisse muutuja
xg intensiivsusega 80. Arvutame uue vektori:

et : 100y /1 20
1 i {by; by, bs) = gg)— (1) 80=[ 0}.
‘ 50

/

. Vektori B! iilemine .indeks tdhistab arvutuste sammu
jarjenumbrit. Piliiame intuitiivselt hinnata esimese sammu
tulemusi. Sihifunktsiooni vdértuseks on niiiid 2! = 2 - 80 =
= 160. Ent uue vektori p! teine komponent b,! =0 ja see-
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ei voimalda meil jargmise iteratiivse sammuga viia lahen-
disse eelisjdrjekorras teisel kohal asuvat muutujat x;, sest
as3 on positiivne. Intuitiivselt voib eeldada, et eelisjarje-
korras teisel kohal asuva muutuja lahendist valjajdtmine
halvendab meie lahendit, seda enam, et muutuja x; eelis-
jarjekorra néditaja (150) on védga ldhedane muutuja xs
eelisjdrjekorra néitajale (160). Seepadrast nidib olevat ots-
tarbekas vdhendada muutuja xs intensiivsust, viies lahen-
disse muutujad x5 ja x3 vahekorras xs:x3=160:150.
Selleks koostame vorrandi:

80—X3 __E
X3 P LG

Leiame, et x3 = 38 ja viime lahendisse x5 = 80 — 38 = 42.
Arvutame uuesti vektori p!: »

100 1 58
() (1) (3).
50, 0 50

Jargnevalt arvutame uue eelisjarjekorra:

X1 2-min{$, 5 él(—)}=2-50=100;

. f.b8 % .38 *}_ 98 ;

X3 l-mm{—z,—l, —3 S - R 29;
58 38

X3 3-min{ $}=3-38=114;

ik S
38
'_1_ ’
Uus eelisjdrjekord: x3, x1, x4, Xo.

Jirgnevalt viime lahendisse muutuja x; intensiivsusega
38. Arvutame vektori %

e

X l-min{*, ilo—}=1\-38= 38.

Seejdrel maadratakse uus eelisjarjekord, mis jadb aga
endiseks. Viime lahendisse muutuja x, intensiivsusega 12.
Arvutame vektori B3

by
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Edasi pole sihifunktsiooni voimalik suurendada, sest

lahendisse ei saa enam viia muutujaid %, ja x4 Seega on
leitud lahend {12, 0, 38, 0, 42}. Sihifunktsiooni vdartus on

21 =12.2438-3 +42-2 = 222,
Saadud lahendi hindamiseks lahendame duaaliilesande:

minimiseerida sihifunktsioon

2’ = 100uy -+ 80us 4 50us,

mis rahuldab kitsendusi

160

Uy + us = 2;
2uy + us 3l
ty + us + us = 3;

U+ uz = 1;
u,—l—ug ‘22

Leiame eelisjérjekorra:

2 WP a8 O }__ 8 ;
Uy ]OO-max{—r,—g—, —l—, P T =211 3—-—300,
Uz 80-max{*, %,%—,—:—,%}: 80- 3= 240:
Us 50-max{——f—, ¥ —?,%, » }= 603 =150

Seega on eelisjarjekord us, ug, u.
Viime lahendisse us intensiivsusega 3:

2 1 —1
1 0 1
31—|1]3= 0.
1 1 —2
2 0 2

Jargnevalt viime lahendisse u, intensiivsusega 2:

—1 0 —1
1 1 —1

0]—1112=4-—21.
), 1 0
2 1 o/

Iteratsioonid on 10ppenud, sest koik ¢; << 0.
Seega

z2g =80-2450-3 = 310.



Niisiis asub matemaatiline optimum 2z, 220 ja 310
vahel. Tapsete meetoditega leitud z,, = 230, mis on kiil-
laltki lahedal z; leitud vaartusele (220).

Senised kogemused on nididanud, et Habri meetod
annab koige paremaid tulemusi, kui kitsenduste siisteemi
maatriks on hore, s. o. sisaldab palju nulle.

12. TAISARVULINE LINEAARNE PLANEERIMINE

Sageli nouab konkreetne majandusiilesanne téisarvu-
list lahendit. Esimesel pilgul on siin koige lihtsamaks vii-
siks mittetdisarvulise optimaalse lahendi {iksikute kompo-
nentide {imardamine taisarvudeks nii, et see rahuldaks
antud kitsendusi. Esineb aga juhtumeid, kus niisugune
imardamine pole sugugi lihtne, eriti siis, kui on tege-
mist vdikeste tdisarvudega. Pole ka teada, kas iimarda-
mise teel saadud tdisarvuline lahend on optimaalne voi
mitte. ;

Allpool kirjeldame {ildjoontes iiht tdisarvulise lineaarse
planeerimise algoritmi, mille autoriks on R. Gomory. Mai-
nitud algoritmi aluseks on uute kitsenduste formuleerimine
iilesandele. Geomeetriliselt tidhendavad need uued kitsen-
dused uute hiipertasandite moodustamist, mis eraldavad
lubatavate lahendite hulka kujutava kumera hulktahuka
tipu tema tdisarvulistest punktidest.

Oletame, et mingi lineaarse planeerimise iilesande opti-
maalne lahend sisaldab mittetdisarvulist komponenti b;.
Mirgime siimboliga [b;] tdisarvu, mis rahuldab vorratust

bi— 1 < [b:] < b

Sisuliselt tdhendab see seda, et arvule b; tuleb leida
koige lahem tdisarv, mis oleks temast vaiksem. Nditeks
kui b; =0,25, siis [b:] =0; kui b;= —1,75, siis [b:] =
= —2: kuitb; =723, siis [0s] =2

Analoogiliselt médrgime stimboliga [a;;] tdisarvu, mis
rahuldab vorratust

ai;— 1 < [ai;] < asj,
kus a;; on simplekstabeli baasivéliste tundmatute koordi-
naadid. St i=ab:2; 0 mijis=maE L i 2 v o n,
kusjuures m on baasitundmatute arv, n — koigi tundma-
tute arv.

Votame punktis 9.2 lahendatud iilesande. Tdisarvulise
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lahendi

optimaalsest lahendist (vt. tabel 25).
Leiame simplekstabeli vabaliikmete veerus arvu, millel
on suurim murdosa. Meie ndites asub selline arv reas xs
(bg ~ 0,57, by == 1,71). Lisame simplekstabelile uue rea,

mille elemendid olenevad rea x; elementidest.

leidmiseks alustame iilesande mittetdisarvulisest

Selleks

leiame arvud [a4;] ja [b1] ja lahutame nendest rea x; ele-
mendid. Nii leiamegi uue rea elemendid. Mdrgime uue rea
Um+1-reaks. Tema elementideks on am+1, 1, Amt1, 2, - -, Am+1, 0>
b1 Arvutame need elemendid eespool kirjeldatud viisil:

\

3
a35—0—7—
5
0y == l—-l——7—
Miarkus:

aai=~—1—-(-—-

s =0—0=0;
033=l—l=0;

o =1 —{ —

1)__ 6
b ) el
2) 5
i Eambierie 3
3.
—r=

S

kui reas x; on tdisarvulised

elemendid,

siis rea ui4p

vastavad elemendid on nullid (nditeks kui a:;; = 5, siis @i+, j = 0).
Lisame simplekstabelile ka uue v,4,-veeru, mis kujutab
endast iithikvektorit &;4i.
Nii saame uue simplekstabeli:
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Tabel 37
|
Baasi- {
‘ Vaba-
tund- X3 i X3 2 X5 | Us b
pieprny o + ! liikmed
i
‘[ ey
1 2 3| 12
X3 w0 0 1 T gl 0 =
12 3 | 8 4
iR hons o G U e @ e 7
6 : i3 3 9
Us Sl 0 0 B 1 | e 7 1 s
72 11 8 60
2! et 0 olix. ety ok
: 7 9 7 ? 7




Uue rea uz valime juhtreaks. Juhtveeru valikuks raken-
dame aga siin teistsugust reeglit. Rea 2’ elemendid jaga-
takse rea uz vastavate (sama veeru) negatiivsete elemen-
tidega. Juhtveeruks valitakse see veerg, kus asub absoluut-
vadrtuse poolest koige viiksem jagatis. Meie ndites asub
koige viiksem jagatis 4. veerus. Seega on juhtelemendiks

T

Sooritame baasi elementaarteisenduse: asendame vek-
tori us vektoriga x4 Seejuures arvutame koigepealt uue
simplekstabeli vabaliikmete veeru elemendid.

Leiame, et uues baasis x3=2, xo=1 ja x4 = 1.

Niisiis on tdisarvuline optimaalne lahend leitud. Alati
pole tédisarvuline lahend nii kiiresti saavutatav. Néiteks
kui me poleks pédrast esimest iteratsiooni saanud tdisarvu-
list lahendit (lubatavat!), siis tuleks formuleerida uus
tundmatu u, ja tdiendada simplekstabelit eespool kirjel-
datud viisil uue reaga us ning veeruga v;. Seejuures on
oluline markida, et lisatingimuste arv ei iileta kunagi
iilesande algbaasi kuuluvate muutujate arvu, sest kui
moni lisamuutuja satub teisenduste tulemusena teistkord-
selt baasi, siis voib teda sealt lihtsalt kustutada.

Téisarvulise lahendi puudumise tunnuseks on olukord,
kus simplekstabeli vabaliikmete veerus esineb kas voi iiks
murd b;, kusjuures koik sama rea elemendid a;; on tdis-
arvud.

13. STOHHASTILINE PLANEERIMINE

13.1. Stohhastilise planeerimise moiste. Seni vaatle-
sime niisuguste lineaarse planeerimise {ilesannete lahenda-
mise meetodeid, mille ldhteandmed olid determineeritud
suurused. Reaalses elus tuleb aga sageli arvestada juhus-
like suurustega. Stohhastiline planeerimine késitleb nii-
suguste iilesannete lahendamise meetodeid, mille ldhteand-
med on juhuslikud ja mddramatud suurused.

Seega voib koik stohhastilise planeerimise iilesanded
jaotada kahte klassi: :

1) iilesanded, mille ldhteandmed on juhuslikud suuru-
sed;

2) iilesanded, mille lihteandmed on méadramatud suu-
rused. . .
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Lineaarsete stohhastilise planeerimise iilesannete for-
muleerimisel voib esineda kolm pohijuhtu: juhuslikeks
suurusteks on sihifunktsiooni koefitsiendid, kitsenduste
siisteemi vabaliikmed ja kitsenduste maatriksi koefitsien-
did. Arusaadavalt ei valista see juhtu, kus koik mainitud
suurused on juhuslikud suurused. Peale selle kuuluvad
stohhastilise planeerimise iilesannete hulka veel niisugu-
sed suured iilesannete klassid, nagu massilise teeninda-
mise, varude optimiseerimise ja toendosuslikud diinaami-
lised iilesanded.

Stohhastiline planeerimine on keerulme ja seni suhte-
liselt vdhe uuritud ala. Piirdume siin lihtsamate néide-
tega, et anda lugejale pogus iilevaade antud probleemist.

Koige lihtsam ldhenemisviis stohhastilistele iilesanne-
tele on juhuslike suuruste eelnev statistiline hindamine
(voimaluse korral) ja nende oodatavate véirtuste kind-
laksmédaramine, mispeale lahendatakse tavaline planeeri-
misiilesanne, kus oodatavad suurused esinevad determi-
neeritud suurustena. Seepdrast on lihtsamad need iilesan-
ded, mille juhuslikke ldhteandmeid on voimalik eelnevalt
statistiliselt toodelda, leida nende jaotus, dispersioon,
keskvaartus.

Juhuslike suuruste vidartuste asendamine nende kesk-
vadrtustega on arvutuslikust kiiljest vdaga efektiivne, sest
stohhastiliste iilesannete lahendamine on iildjuhul kaunis
toomahukas.

Kui iilesande juhuslikke suurusi ei saa eelnevalt sta-
tistiliselt uurida, siis voib monedel juhtudel kasutada eks-
perthinnanguid, néiteks nii, nagu seda tehakse vorkpla-
neerimisel *.

Stohhastilise planeerimise iilesannetes optimiseeritakse
tavaliselt tulemuse keskvdirtust. Sageli minimiseeritakse
sihifunktsiooni dispersiooni, seda eriti juhtudel, kus piiii-
takse saavutada mingi tulemus minimaalse riskiga.

Vaatleme néiteks jargmist iilesannet. Toodete omahind
on juhuslik suurus dispersiooniga o2 (j=1, ..., n).
Tuleb leida niisugune toodangu nomenklatuur, et saada
plaaniline omahind o0, minimaalse riskiga, s. o. minimi-
seerida (0p — 0,) keskvdartus, kus o, on oodatav oma-

I Vt. U. Mereste. Vorkanaliiis majandusettevotete juhtimises.
Tallinn 1967, k. 122—127.
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hind. Kui x; on j-nda toote kogus, siis voib sihifunktsiooni
formuleerida ka jargmiselt: minimiseerida

X12042 + X202 + . . . + xn20,%

Toodud sihifunktsioon on kumer. Selliseid funktsioone
voib aproksimeerida lineaarseteks ja seejdrel lahendada
iilesanne tavalise lineaarse planeerimisiilesandena? 2.

Niiiid vaatleme ndidet, kus juhuslikuks suuruseks on
kitsenduse vabaliige. Olgu noue, et mingi kitsenduse toe-
nédosus oleks suurem kui etteantud toendosus 0,95, s. o.

P(3aix; < b)) =095, (12.1)
j=1

kus b; on juhuslik suurus. Olgu lihtsuse mottes juhuslik
suurus b; normaalselt jaotatud standardhdlbega 1 ja kesk-
vaartusega M (b;) = 72.

Tahistame juhusliku suuruse b; tihedusfunktsiooni f (b:).
Jargnevalt arvutame b; vorrandist

[F(bi)db; = 0,95,
b

kus 5,- on muutuva suuruse b; vaartus, mis rahuldab Kkit-
sendust (12.1). Toome sisse muutuja 7. Olgu

t=b;—T72.
Jaotusfunktsiooniks on niiiid
] E" i
— f e *dt =095

'}/2:1'( —o0

Jaotusfunktsioonide tabelitest® leiame, et # = 1,65. Kuna

integraali rajad on muutunud, siis l;,- = 72 — 1,65 = 70,35.
Niiiid voime kitsenduse (12.1) asemel kirjutada ekviva-
lentse kitsenduse

n %
¥ % =y =— 70,35
=1

1 Ox. Jdaunuur. Jureldnoe npoepammuposanue, ezo 0600ujerun
u npumenenus. M. 1966, lk. 459—460.

2 1. BaxoHbH. Hayunoe npoepammuposarue 6 npOMbLULAEHHO-
cTu u Topeosae. M. 1963, 1k. 164—175.

8 E. Tiit. Téendosusteooria I. Tartu 1968, 1k. 302—303.
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Stohhastilised iilesanded, mille kitsenduste koefitsien-
did on juhuslikud suurused, on keerulisemad ning siin me
neid ei vaatle.

13.2. Monte Carlo meetod. Omaette probleemid kerki-
vad siis, kui noutavad ldhteandmed stohhastilise iilesande
lahendamiseks on mairamatud suurused. Sellistel puhkudel
kasutatakse statistilist modelleerimist, mis on laialdaselt
tuntud Monte Carlo meetodi nime all. Monte Carlo mee-
tod voimaldab paljudel juhtudel middramatuse puhul ja
reaalsete statistiliste andmete puudumisel luua kunstlikud
statistilised andmed, mis on vajalikud stohhastilise {iles-
ande lahendamiseks. Sageli rakendatakse Monte Carlo
meetodit siis, kui katsete korraldamine on seotud suurte
raskustega ja on liiga kulukas. Niisiis piilitakse Monte
Carlo meetodiga modelleerida uuritavat siisteemi selle toe-
ndosuslike omaduste selgitamiseks.

Nimetus Monte Carlo tuleneb arvatavasti sellest, et
meetodi rakendamisel kasutatakse nn. juhuslikke arve,
mille iiheks voimalikuks anduriks voib olla ka rulett.

Monte Carlo meetod voib esimesel tutvumisel tunduda
raskete probleemide lahendamisel viga efektiivsena. Teda
tuleb aga kasutada iilimalt ettevaatlikult. = Meil peavad
olema moningad enam-vdhem pohjendatud (kogemusli-
kult, loogiliselt voi intuitiivselt) oletused mdidramata suu-
ruste jaotuse kohta, kuna vastasel korral pole tulemused
kuigi usaldusvddrsed. Monte Carlo meetod néuab viga
suure arvudekogumi statistilist tootlemist ja seepérast
on ta efektiivne pohiliselt elektronarvuti rakendamisel.

Monte Carlo meetodi rakendamine pohineb oletusel, et
otsitava juhusliku suuruse X keskvédartus voib olla vordne
mone kunstlikult saadud juhusliku suuruse Y keskvéartu-
sega M(Y). Tehakse n katset (n on tavaliselt suur arv)
ja maddratakse keskmine Y ning suurte arvude seaduse
jargi véidetakse, et

Y~ MY)=X. ,

Esitame nditena {ilesande, mida tavaliste meetodi-
tega ei saa lahendada.! Olgu meil 2 detaili, mille keskmine
tooiga on vastavalt 90 ja 100 tundi ning standardhélve

.0 Churchman, R.:Ackoff, E. Arnoff. Operations
Research. Berlin 1966, 1k. 171—175.

166



vastavalt 20 ja 10 tundi. Tuleb. leida nendest detailidest
valmistatud s6lme to6ea jaotus.

Ulesande lahendamiseks tuleb modelleerida halbeid,
milleks kasutame normaalselt jaotatud juhuslikke arve,
mis on toodud vastavates tabelites standardhéilbe iihiku-
tes!. Seepérast tuleb neid tundideks iimberarvutamiseks
korrutada vastava standardhdlbega. Koondame arvutu-
sed jargmisse tabelisse.

Tabel 38 ;
) I detail I1 detail | Solme tociga
Normaalselt | Téoiga Normaal- Tooiga Min {(2), (4)}
jaotatud | 100~-20(1)| selt jaota- | 90-}-10(3)
juhuslikud i tud juhus-
arvud : likud arvud
! I |
0881. | 11762 | 1221 10221 | 10221
0971 | 11942 | —0,439 8561 | 85,61
1,033 -1 120,66 1,291 102,91 102,91
—0,511 89,78 0,541 95,41 89,78
0,181 ' | 103,62 —2,661 | 66,69 66,69
—0,486 | 90,28 0,665 | 96,66 | 90,28
—0,256 ’ 94,88 i 0,340 | 93,40 { 93,40
0,065 101,30 | 0,008 | 90,08 | 90,08
1,147 | 122,94 | 0,110 | 91,10 f 91,10
—0,199 | ‘ 97,02

97,02 1297 - & 102 97

Viiendas veerus toodud arvud voimaldavad moodus-
tada uue jaotuse. Antud juhul on tegelikult vaja koguda
palju rohkem andmeid, kui seda on tehtud eSitatud illust-
ratiivses ndites.

Lopetuseks vaatleme veel iiht ndidet. Oletame, et min-
gile kauplusele saadetakse 8 kiiresti riknevat uut toodet,
mille sdilivusaeg on iiks pdev. Tuleb leida pdeva jooksul
realiseerimata toodete arv ning kui palju (keskmiselt)
peaks kauplus saama pdeva jooksul uusi tooteid, et ooda-
tav sissetulek oleks voimalikult suur. Olgu teada, et iga
miiiimata toode toob kauplusele kahju 1,8 rubla, kuna iga
miiiidud toode suurendab sissetulekut 2 rubla vorra. Olgu
samuti teada ostjate jaotus seitsme pdeva kohta:

! Juhuslike arvude tabelid vt. H. Bycaenko ja teised.
Mero0 cratuctuweckux ucnoiranui (merod Monre Kap/zo) M, 1962,
lk. 303—311.
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Ostjate arv péevas 5 6 7 8 9 | 10 ( 11

TGendosus 0,05 | 0,10 | 0,20 | 0,30 | 0,20 l O,IOI 0,05

Peale selle oletatakse jargmist:

Toodete arv iihe ostja kohta pievas i 1 2 3

Toenédosus 0,7 0,2 0,1

Lahendus. Koostame ostjate jaotuse jargsummade graa-
fiku (vt. joon. 19).

10 1 S B
991
98 1

d

971

S T
<O SN
R 1

Juhuslik arv

b~ ———————

S
i

P(ostjate arv< x)

i
L

: JOONIS 19.
Aunstliku vaatluse
t vaartus

S
e

=
-~
-
»x

I
"'?ll'
A B

Jirgnevalt alustame ostjate arvu imiteerimist, s. o.
loome kunstlikud statistilised andmed, mis voimaldavad
kindlaks maérata ostjate keskmise arvu koigi seitsme
paeva kohta. Selleks valime iga pdeva kohta kiimme kahe-

kohalist juhuslikku arvu, kusjuures iga arv vastab sajan-
dikes viljendatud toendosusele. Ostjate arvu, mis vastab
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P(looted ihe osia kohta

921 JOONIS 20.

nii leitud toendosustele, leiame ostjate kumulatiivse jao-
tuse graafiku jargi (joon. 20). Arvutused koondame tabe-
lisse 39.

Koostame graafiku, mis nditab iihele ostjale miiiidud
toodete kumulatiivset jaotust (vt. joon. 20).

Tabel 40

Miiiidud toodete Ostjad pédevade kaupa

arv pédevas e B [ 3 l 4 l 5 I 6 | 7
1 8 7 6 8 5 6 5
2 1 0 1 1 2 2 1
3 1 0 0 0 1 1 1

Noudmine, tk. 10 7 8 10 12 13 10

Pakkumine, tk. 8 8 8 8 8 8 8

Olejadk, tk. — 1 — — — = —

Rahuldamata

noudmine, tk. 2 — — 2 4 2 2
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Niiiid peame analoogiliselt imiteerima miitidud toodete
arvu igale ostjale koigi seitsme pdeva kohta. Selleks kasu-
tame jéllegi juhuslike arvude tabelit, tabelit 39 ja joo-
nist 20. Tulemused koondame tabelisse 40.

Majanduslikult on kdige soodsam niisugune olukord,
kus realiseerimata toodete ja rahuldamata noudmiste mak-
sumus on minimaalne. Selle selgitamiseks koostame jérg-
mise tabeli.

Tabel 41

‘Realiseerimata toodete ja rahuldamata néudmise arvutuslik maksumus
(rbl.)

Pakkumine Paevad Kok-
péevas, tk. | 9 3 I 4 ' 5 | 6 | 7 ku
8 4 1,8 — 4 8 10 4 31,8
9 2 3,6 1,8 2 6 8 = 25,4
10 — 54 3,6 - 4 6 — 19,0
11 1,8 7,2 5,6 1,8 2 4 1,8 | 24,2

Niisiis tehtud uurimus niitas, et kauplusele on seitsme
pdeva jaoks koige otstarbekam tellida 70 toodet, s. o.
keskmiselt 10 toodet pdeva kohta. Kui kauplus saab aga
keskmiselt 8 toodet péevas, siis on tdoendone, et seitsme
pédeva jooksul jddb noudmine rahuldamata 12 toote ula-
tuses.
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