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Saateks

Eestikeelne õppekirjandus teoreetilise mehhaanika alalt

on üsna kasin. Kui mitte arvestada 1940.a. ilmunud ja praegu

juba bibliograafiliseks harulduseks muutunud prof. J. Nuudi

raamatut "Kinemaatika ja dünaamika põhijooni*, siis on ain-

saks eestikeelseks õpikuks I. Voronkovi raamatu "Teoreetili-

ne mehhaanika* tõlge (ilmunud 1958. aastal). Kuna aga Voron-

kovi raamat on kirjutatud kõrgematele tehnilistele Õppeasu-

tustele, siis puudub selles rida küsimusi, mille käsitelu on

ette nähtud ülikoolide programmides. Selle lünga täitmiseks

pidas TRÜ teoreetilise mehhaanika kateeder vajalikuks anda

välja õppevahend, milles oleksid käsitletud eelkõige prof.

Voronkovi õpikus puuduvad palad. Käesolevale vihikule, mil-

les on toodud mõningaid valitud küsimusi punkti dünaamikast,

järgneksid hiljem vastavad vihikud süsteemi dünaamika, kind-

la keha mehhaanika ja analüütilise mehhaanika kohta.

õppevahendi kasutajatena tulevad arvesse peamiselt TRÜ

Matemaatika-Loodusteaduskonna matemaatika- ja füüsikaosakon-

dade II ja 111 kursuse üliõpilased, samuti ka kaugõppe mate-

maatikaosakonna üliõpilased.

Autor.
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$l. MASSPUNKTI LIIKUMINE TSENTRAALSETE

TUNGIDE VÄLJAS.

1. Tsentraalse tungivälja mõiste. Baaspunkti

trajektoor.

Olgu Gartesiuee teljestikus (x ,y, Z) antud punkt F

massiga kn
. Mõjugu sellele masspunktile tung F

,
mille mõ-

jusirge kogu liikumise vältel läbib liikumatu punkti Ö

(joon. 1). Niisugusel korral kõneldaksegi liiku-

misest tsentraalsete tungide väljas. Tung ± võib üldiselt

olla suunatud kas punkti 0 poole või sellest eemale. Konk-

reetsuse mõttes vaatleme edaspidi vaid juhtu, kus tung T

on suunatud punkti 0 ;

seda punkti nimetatakse

niisugusel juhul tõmbe-

keskmeks.

Liikumisel tungide

väljas kirjeldab mass-

punkt üldiselt mingi kõ-

vera, mida nimetatakse

trajektooriks ehk orbii-

diks. Tõestame, et tsent-

raalsete tungide välja

korral on trajektooriks

alati tasapinnaline kõver

Selleks lähtume pöördim-

pulsslausest, mida võibJoon. 1.



esitada valemina.

x (1)

Sümboliga on siin tähistatud punkti © suhtea^ võe-

tud pöördimpulssvektor; = OiP ; vektorkorrutis 'tx? an-

nab tungi momendi punkti Ö suhtes.
>U IUVWGUUX

puixnvj.
VZ

Et tsentraalsete tungle korral vektorid 'C ja on

kollineaarsed., siis õ? x • Q ning seega ka » 0 ehk

= Ce-K/St
.

Projekteerides konstantse vektori koordinaattelge

dele, saame

SX«C,5
X «C,

, ,
'sx = C

5) (2 )

kus
, » on meelevaldsed konstandid.

Pöördimpulsi definitsiooni põhjal

->
V f 2

‘5
0

= x mv? =hn X J Z (3)

K <f Ž
,

Arvutades välja valemis (3) esineva determinandi, saame

pöördimpulssvektor! komponentideks

\ = m (yi - x<|)
~ •V) (iX “ XŽ<)

\ (xy -

.

Arvestades veel valemeid (2), jõuame järgmistele pöörd-

impulsi integraalidele:

m (yx- xy) =C4
,

h^(ix-xi)-C2 ; (xy - *jx) * C
3 . (5)

Korrutame nüüd süsteemi (5) esimest võrrandit X -ga,

teist aga y -ga, kolmandat X -ga ning liidame tulemused;

seda tehes saame

C
s

x + + Cs x »0. <6)

See on aga koordinaatide algust läbiva tasapinna võrrand.

Et seda võrrandit peavad rahuldama trajektoori mistahes punkti

koordinaadid, siis peab trajektooriks olema tasapinnaline kõ-

ver. Seda aga oligi tarvis tõestada.

2. -5-
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2. Sektorkiirus.

Vaatleme nüüd mingit masspunkti, mis liigub mööda tasa-

pinnalist kõverat ja mingil hetkel “t asub trajektoori punk-

tis ? (joon. 2). Masspunkti liikumisseadus olgu antud po-

laarkoordinaatides ku-

jul

fC= t 0= Ö ("C).
Tähistame sümboliga

pindala, mida pii-

ravad raadiusvektor

, trajektoor ja

polaartelg. Kuna iga-

le raadiusvektori

väärtusele = «. (£)
vastab üldiselt eri-

nev pindala <o
,

siis

võime seda pindala

delda aja funktsioo-

nina; s.t. <ž> ~ (<) .

Anname nüüd ajale *€ väikese juurdekasvu At
. Ajavahemiku

a£ vältel nihkugu masspunkt trajektoori punktist P uude

punkti Q. ,
mille polaarkoordinaatideks on + G+ A0) .

Pindala C& muutus ajavahemikus a€ on määratud sektori OJ*Q
pindalaga. Jooniselt 2 nähtub aga, et sektori üTQ pindala on

suurem ringi sektori väiksem ringi sektori OSQ pin-

dalast . Seega saame

rc 2- aG < A d <• ■♦■ 4 40
.

Jagame võrratuse kõiki liikmeid veel suurusega ,
eile

A J

(7)

Läheme üle piirile, lastes Af,-»O ; siis ,
ja £

• Kuna suurus ci on surutud kahe tõkke vahele,

millel on piirväärtus % r
2
Ö

,
siis saamegi

d= | e. (s)

Joon. 2.



Suurust nimetame sektorkiiruseks (see on pindala

<o muutumise kiirus antud hetkel "€ )•

3. Pindalade teoreem.

Eespool nägime, et liikumisel tsentraalsete tungide väl-

jas on trajektooriks tasapinnaline kõver. Valime nüüd koordi-

naadistiku nii, et trajektoor asuks xy tasapinnal; koordi-

naatide alguse paigutame endiselt tõmbetsentrisse. Nüüd on

i = ning 2 esimest pöördimpulsi integraalidest (5)
on identselt rahuldatud, kui võtta vaid « Kolman-

dale pöördimpulsi integraalile

xy-yi.Si.C (9)

anname aga uue kuju. Selleks läheme Cartesiuse koordinaati-

dest ( X, \j ) üle polaarkoordinaatidele (% ©):

Xsfcc&iQ
, y= <t/x*»ö. 00)

Diferentseerides seoseid (10) aja järgi, saame

x = -'CÖ/xLn G+ftc»©
.

9 = 0 9 * 0
.

Asetades vahetulemused (1O)-(11) pöördimpulsi avaldisse

(9) ja viies läbi lihtsustused, saame

(12)

Tulemusele (12) võib anda lihtsa geomeetrilise inter-

pretatsiooni. Selleks toome valemi (8) abil sisse sektorkii-

ruse _ \ -

2- d = C . (13)

Nagu siit näeme, jääb sektorkiirus kogu liikumise väl-

tel konstantseks. Tulemusele võib anda veelgi teise kuju.

Integreerides seost (13) aja järgi, saame

s
2

+ CjMvSL
. (14)

Olgu ja kaks mingit ajamomenti, ja g=>z.

nendeks ajamomentideks raadiusvektori poolt kaetud sektorite

pindalad. Valemist (14) järgneb nüüd

s f (15)
-7-
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Tulemusele võib anda järgmise sõnastuse:

Liikumisel tsentraalsete tungide väljas kaetakse raadius

llvektorite poolt võrdsetes ajavahemikkudes võrdsed pindalad.

Saadud tulemus kannabki pindalade teoreemi nimetust. Si-

suliselt see ühtib Kepleri II seadusega. Valemeis (12) - (15)
esinev suurus C

,
mis on jääv ükskõik millise konkreetse lii'

kumise puhul, kannab nimetust pindalade konstant.

Vaatame veel tsentraalsete tungide väljas niisugust lii-

kumist, mille puhul Et sektorkiirus peab jääma

konstantseks, siis raadiusvektori kahanedes peab masspunk-

ti joonkiirus kasvama ja vastupidi. Et see tõepoolest niivii-

si on, on hästi teada taevamehhaanikast: planeedi liikumisel

päikese ümber on tema liikumiskiirus kõige suurem periheelis

(s.t. punktis, kus planeedi ja päikese vaheline kaugus on vä-

him) ning kõige väiksem afeelis (s.t. punktis, kus planeedi

ja päikese vaheline kaugus on suurim).

4. Einet* valem.

Vaatleme jälle tsentraalsete tungide väljas liikuvat

masspunkti; koordinaadistiku valime nii, nagu näidatud punk-

tis 3. Selle masspunkti liikumise kiirus aJ- on määratav va-

lemist

. (1 6 )

Minnes üle polaarkoordinaatidele ja kasutades

valemeid (11), näeme, et

V*» Q 2, . (17)

Teisendame saadud tulemust veelgi. Eespool tuletatud

seostest (8) ja (13) järeldub, et

n? 0= C *hk d£ = cLÖ . (18)

Asendades seosest (18) aja diferentsiaali Ux valemisse

(17), saame

. r * J.
4 1
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Tulemust võib lihtsustada, kui tuua sisse abisuurus

valemiga

UL = •

(20)

Valem (19) saab nüüd kuju

v*.
+U

-

X J • (21)

Olgu masspunkti kineetiline energia, A välistun-

gide töö, *>*» masspunkti mass. Energia lausest vaadeldava

masspunkti kohta saame

cLT s cLA
,

(22)

kus

dZFS oi hv> 1)
,

cLA »

(Sümbolite d/? ja d/V

?dur=+

tähendus selgub jooniselt 3).
Energialause saab seega kuju

-- T as-

Asendades sellesse tulemusse V*

avaldise valemist (19) ja viies

läbi muutujate vahetuse

saame

'F=hr)C t
ix

x' (23 )

Tulemus (23) kannabki Bi-

net' valemi nimetust. Ta võimal

dab lahendada kaht järgnevat põ

hiülesannet:

1) antud on trajektoor,

leida, missuguse tsentraalse

tungi mõjul toimub liikumine;

2) antud on tsentraalne tung, tuleb leida trajektoori

võrrand

Näide 1t Vaatame, missuguse tsentraalse tungi mõjul on

võimalik ringjooneline liikumine.

Lahendust Kuna tõmbekese asub koordinaatide alguses,

siis ringjoone võrrandil polaarkoordinaatides or. kuju /X =CL

Joon. 3.



Cd

kus on potentsiaalne energia ning E-
- mehhaaniline ko-

guenergia. 10

kus Oo on ringjoone raadius. Et aga ringjoone korral

ix= ,
siis Binet ’ valemist (23) näeme, et

(24)
cc

Toimugu liikumine piki ringjoont nurkkiirusega

Pindalade konstandi C väärtuseks saame seega valemi (12)C-

põhjal C = <x3gj • Asendades selle suuruse valemisse (24),
saame lõpptulemuseks

(25)

See on aga meile juba tuttava kesktõmbetungi avaldis.

Näide 2: Missugune peab olema tsentraalne et lii-

kumine toimuks mööda logaritmilist spiraali = ?

4 4 -
-fcJÖ

Lahendus: Nüüd on tz- - ~õõ »
asendades tu-

lemuse Binet' valemisse ja viies läbi lihtsustused, saame

< 26 >
<v

Nagu neist näidetest selgub, on eriti mugav Binet* vale-

mi abil esimese põhiülesande lahendamine; matemaatiliselt mõ-

nevõrra komplitseeritum on teise põhiülesande lahendamine,

sest siin - nagu nähtub valemist (23) - tuleb U. suhtes la-

hendada teist järku mittelineaarne diferentsiaalvõrrand.

5. Newtoni ülesanne.

Newtoni ülesande all mõistetakse teoreetilise mehhaanika

kursuses järgmist probleemiseadet.

Leida masspunkti trajektoor, kui selle masspunkti liiku-

mine toimub tsentraalse tõmbetungi mõjul, mis muutub pöörd-

võrdeliselt kauguse ruuduga.

Püstitatud ülesande lahendamiseks on kaks teed: 1) võib

kasutada Binet' valemit, 2) lähtuda otseselt energialausest.

Me kasutame siinkohal teist viisi.

Lähtume energia jäävuse seadusest

(F+ <UU - £ - cewjt
, (27)



Olgu maespunkti mass M ; temale mõjuv tung on seega

, (28)
'v

kus on mingi konstant.

Kineetilisel energial on kuju J?» £ f potentsi-

aalne energia arvutatakse valemist

<U = - S • (29)

Asendades avaldised energiavõrrandisse (27),
saame

y ‘vu/ 2-
- s £

Jagades kõiki liikmeid -ga Ja tuues sisse abitähise

~~

,
võime tulemuse esitada kujul

*>«■ = •* L
. (30)

Teostades veel muutujate vahetuse tu=
rt, ja asendades

kiiruse ruudu V 1 valemist (21), saame

c-

i [(^) t'

+u-

I ] ==xr u * L
- (31)

Võrrandi (31) integreerimiseks toome sisse abimuutuja

Z. seosega

’ te -

• (32)

Kui tähistada veel

+
Qt- • (33)

siis võib võrrandi (31) viia kujule

ehk teisiti

dä‘ i ' (34)

Integreerides seost (34) ning tähistades integreerimis-

konstandi väärtuse p -ga, saame

9- |b - + CVtCCöI

ehk

(6-p). (35)

-11-
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Valemis (35) tuleb veel muutujalt üle minna esialg-

sele muutujale 'V . Seejuures on otstarbekohane tuua sisse

abisuurused p* ja € valemitega

• (36)

Valemi (35) saame nüüd esitada kujul

<,= —r- • (37)
4 + t 094 (6 - |b)

Määrame veel integreerimiskonstandi ; selleks täp-

sustame eelkõige koordinaatteljestiku asendit. Olgu polaar-

telg valitud nii, et ta läheb läbi punkti, kus raadiusvektor

fC omab vähima väärtuse ft, . Valemist (37) nähtub, et

on vähim, kui tel ja G - = 0 .Et aga po-

laarsel jei 6=o
,

siis ka p= 0 ja valem (37) ühtib ana-

lüütilises geomeetrias tuntud koonuslõike võrrandiga; p/ on

selle koonuslõike pool fokaallaiust, t - tema ekstsentrili-

sus .

Oleme seega tõestanud, et masspunkti trajektooriks on

koonuslõige: kui t< 4
, saame ellipsi; kui £-4 parabooli

ning kui C>4 - hüperbooli.

Tähistame sümboliga kiiruse, millega masspunkt läbib

polaartelje. Valemist (30) järeldub, et

Ai/- =L (38)

Valemist (36) nähtub, et ekstsentrilisus € võib olla

väiksem ühest vaid siis, kui R- <0 ; ekstsentrilisus on suu-

rem unest, kui ning C= 1 »
kui Av = 0

Pidades silmas veel tingimust (38), jõuame järgmistele

järeldustele:

Elliptilised trajektoorid on võimalikud vaid kiiruste

korral
, kus «Oq V ""KT J paraboolne trajektoor esineb

kiirusel nj„ « trajektoorid kiirus-

tel Va >

hiirust ?V c V nimetatakse paraboolseke kiiru-

Pole raske näha, et saadud tulemus sisaldab eneses ka
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Keoleri I seaduse, mille kohaselt kõik planeedid liigu-

vad mööda ellipseid, mille ühes fookuses asetseb päike. Para—-

boolsed ja hüperbooleed liikumisteed võivad esineda näit, ko-

meetide ja kunstlikkude kaaslaste korral.

6, ülemaailmse gravitatsiooni seadus.

Vaatleme päikest ning tema ümber tiirlevaid planeete.
Päikese mass olgu M

, mingi ühe planeedi mass • Päike-

se ja vaadeldava planeedi vahel mõjuvad gravitatsioonitungid,

mis on pöördvõrdelised nende taevakehade vahelise kauguse ruu-

wi M.
duga. Kui päike tõmbab planeeti tungiga >

siis

planeet tõmbab päikest tungiga • Neis valemeis on

ja konstandid, milledest ei olene päikese mas-

sist -AL ja planeedi massist , Newtoni 111 seaduse

kohaselt on tungid 9* ja võrdvastupidised ning seega nen-

de absoluutväärtused on võrdsed. Tingimusest järeldub

aga, et M
A '‘"'f ehk on mingi uus konstant).

Et suhe ei sõltu päikese massist -AC ja suhe planee-

di massist hn
,

siis konstant ei saa sõltuda ei päikese

ega ka planeedi massist. Viies läbi taolise arutluse kõigi
planeetide jaoks, jõuame järeldusele, et on kogu päikese-
süsteemi jaoks ühine konstant. Kasutades seost «

võime päikese ja mistahes planeedi vahel mõjuva tõmbetungi

üles kirjutada kujul

• 09)

Valemis (39) sisaldubki ülemaailmse gravitatsiooni sea-

dus, mida võib formuleerida järgnevalt:

Kaks keha tõmbuvad tungiga, mis on võrdeline nende mas-

side korrutisega ja pöördvõrdeline nendevahelise kauguse ruu-

duga.

Lähtudes ülemaailmse gravitatsiooni seadusest, on hõlpus

tuletada ka Kepleri 111 seadust. Liikugu mingi planeet ümber

päikese elliptilist teed mööda, kusjuures ellipsi poolteljed
on ja .1» . Planeedi mass olgu , tiirlemisperiood 5*
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Et pindalade teoreemi kohaselt on sektorkiirus kogu liikumi-

se vältel konstantne ning ,
siis süsteemi (36)

esimese valemi kohaselt = V .Et aga ellipsi pool

fokaallaiust on ja ~

» siis saame

Sektorkiiruse võime arvutada ka teisel viisil. Tiir-

lemisperioodi vältel kaetakse raadiusvektori poolt ellip-
si pindala, s.t. pindala suurusega TaJo ; ajaühikus kaetak-

se seega pindala ,
mis annabki sektorkiiruse. Võrd-

sustades mõlemal viisil leitud sektorkiiruse avaldised, saa-

me « I h

ehk pärast lihtsustusi

Et võrrandi (40) parem pool on kogu päikesesüsteemi suh-

tes universaalne konstant, siis võime tulemuse sõnastada järg-

miselt:

«Planeetide tiirlemisperioodide ruudud suhtuvad nagu vas-

tavate ellipsite pikemate pooltelgede kuubid.

Tulemus kujutabki enesest Kepleri 111 seadust.

7. Kahe keha probleem.

Kepleri seaduste tuletamisel me lugesime päikese paigal-

seisvaks. Seda võib teha ainult esimeses lähenduses, sest te-

gelikult avaldab ka planeet külgetõmmet päikesele, mis tin-

gib nn. päikese omaliikumise.

Järgnevalt kontrollime, kas Kepleri seadused jäävad keh-

tima ka siis, kui arvestada päikese omaliikumist.

Päikese asend mingis paigalseisvas teljestikus x)
olgu määratud raadiusvektoriga 'X $ , planeedi asend samas

teljestikus raadiusvektoriga ? . Planeedi asendi päikese

suhtes määrab vektor
, kusjuures, nagu selgub jooniselt

4 ,
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—

. (41)

Tähistame -suunalise ühikvektori sümboliga

kusjuures g? = | . Kfllgetömbetung, mida avaldab planeet

päikesele, on gravitatsiooniseaduse järgi

«z)

päike mõjub planeedile aga võrdvastupidise tungiga.

£ (43)
rt**

Kirjutame üles Newtoni 111 seaduse nii päikese kui ka

planeedi jaoks:

f ?
(44)

Meid huvitab praktiliselt vaid päikese liikumine pla-

needi suhtes (relatiivne liikumine). Selle liikumise kirjel

Joon. 4.
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damiseks toome sisse abiteljestiku («.1. A) ,
mille algus

asuti päikesel ja mis teljestiku suhtes liigub trans-

istoorselt. Planeedi liikumine abiteljestikus toimub kiiren-

dusega õ?
, kusjuures (41) põhjal

_

C 45 )

Määrates kiirendused ja süsteemist (44) ja

asendades tulemused valemisse (4?), saame

hnä - - f w 2 (46)

Kui lugeda päikest paigalseisvaks, siis tuleks eelneva-

tes valemites võtta ning rtj« ; süsteemi (46) tei

sest võrrandist saaksime selleks juhuks

MÄ.-la&t. <♦«

Valemite (46) ja (47) võrdlemisest nähtub, et eelneva-

tes punktides tuletatud seosed jäävad kehtima, kui vaid päi-

kese massi M asemele võtta päikese ja planeedi massi summa

+ ; koefitsiendi s N asemele tuleks võtta

Öeldust selgub, et kehtima jäävad ilmselt nii Kepleri I kui

ka II seadus. Mõnevõrra erinev on olukord Kepleri 111 seadu-

puhul. Valem (40) tuleks nüüd asendada tingimusega

yi
* ä) ' (48)

mille parem pool pole enam kogu päikesesüsteemi jaoks kons-

tantne, vaid sõltub ka vaadeldava planeedi massist . Ku-

na aga planeedi mass on päikese massiga võrreldes väike,
siis võib suurust 4+ ~ vaadata kui parandusliiget Kepleri

111 seaduse kohta. Kepleri 111 seadus osutub seega ligikaud-

seks; ta on kehtiv seda täpsemini, mida väiksem on suhe

Eespool me lahendasime nn. kahe keha probleemi, s.t.

uurisime kahest graviteeruvast kehast (päikesest ja planee-

dist) koosneva süsteemi liikumist. Taevamehhaanikas esinevad

ülesanded on tegelikult tunduvalt komplitseeritumad, sest

päikese ümber tiirleb mitu planeeti ja on tarvis arvestada

nende kõigi omavahelisi mõjutusi. See viibki nn.
" keha
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probleemi" juurde. Selle probleemi täpne lahendamine pole se-

nini õnnestunud isegi erijuhul, kus = 3 (kolme keha prob-

leem).

Ajaloolisi märkmeid.

Käesolevas paragrahvis tuletasime Kepleri seadused, läh-

tudes Newtoni gravitatsiooniseadusest. Ajalooline tee oli aga

tegelikult vastupidine.

Taani astronoomi Tycho Brahe (1546-1601) rikkaliku vaat-

lusmaterjali põhjal formuleeris Johannes Kepler (1571-1630)
oma 3 kuulsat seadust. Nendest seadustest tuletas Isaao New-

ton (1643-1727) ülemaailmse gravitatsiooni seaduse.

§ 2. RELATIIVNE LIIKUMINE.

1. Relatiivse liikumise mõiste.

Senini oleme vaadelnud masspunkti liikumist teljestikus,

mida lugesime paigalseisvaks. On aga mõeldav ka olukord, kus

masspunkt (või kindel keha) liigub mingis teljestikus, mis

omakorda on liikumises mingi teise, paigalseisva teljestiku

suhtes. Niisugusel juhul me kõneleme masspunkti liitliikumi-

sest. Masspunkti liikumist liikuva teljestiku suhtes nimeta-

me suhteliseks ehk relatiivseks liikumiseks, tema liikumist

paigalseisva teljestiku suhtes aga absoluutseks liikumiseks.

Liikuva teljeetiku liikumist liikumatu teljestiku suhtes ni-

metame ülekandeliikumiseks.

Näitena vaatame reisijat, kes jalutab liikuva laeva lael

Me võime enesele mõttes ette kujutada kahte teljestikku: üke

teljestik on ühendatud liikumatult laevaga ja võtab selle lii

kumisest osa; teine - "liikumatu" - teljestik on ühendatud

maakeraga. Absoluutseks liikumiseks antud näite korral on
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reisija liikumine maakera suhtes, relatiivseks liikumiseks

reisija liikumine laeva suhtes, ülekandeliikumiseks aga lae-

va liikumine maakera pinna suhtes.

Nimetustesse "absoluutne liikumine" ja "absoluutne tel-

jestik" tuleb suhtuda teatud ettevaatusega. Need nimetused

on kasutusele võetud I. Newtoni poolt, kes defineeris abso-

luutset ruumi ruumina,”mis on oma olemuselt ja sõltumatult

mistahes esemetest alati sama ja liikumatu". Selle Newtoni

poolt antud definitsiooni ekslikkust näitas alles A. Einstein

1905.a,; Einsteini loodud relatiivsusteooria järgi ei eksis-

teeri absoluutset ruumi ja absoluutset liikumist üldse; me

võime kõnelda vaid ühe keha liikumisest teise suhtes, s.o.

relatiivsest liikumisest. Sellele vaatamata osutub aga mõ-

ningates mehhaanika-probleemides otstarbekohaseks kokkulep-

peliselt lugeda mingit ühte teljestikku paigalseisvaks; sel-

list teljestikku nimetamegi edaspidi absoluutseks. Kuna see-

ga absoluutne liikumine on määratud vaid kokkuleppeliselt,
siis on väga hästi ka mõeldav juht, kus mingi teljestik on

ühes probleemis paigal, teises aga liikuv. Nii näiteks loe-

me tavaliselt maakeraga ühendatud teljestiku paigalseisvaks.

Kui aga osutub tarvilikuks arvestada ka maakera pöörlemise

mõju liikuvale kehale, siis loeme maakeraga ühendatud teljes-

tiku liikuvaks ning paigalseisev teljestik tuleks paigutada

näiteks päikesele.

2. Kiiruste liitmislause.

Olgu meil antud kaks mingit teljestikku ja

Esimest neist teljestikkudest loeme paigalseisvaks, teist

aga esimese suhtes liikuvaks. Olgu antud veel masspunkt P
,

mis võib liikuda mõlema teljestiku suhtes. Selle masspunkti

kiirust paigalseisva teljestiku suhtes nimetame absoluutseks

kiiruseks; kiirust liikuvate telgede (§,suhtes aga re-

latiivseks kiiruseks. Teljestikuga liikumatult

ühendatud punkti liikumiskiirus paigalseisva teljes-

tiku suhtes kannab nimetust ülekandekiirus.
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Vaatleme nüüd, kuidas on absoluutne kiirus seotud rela

tiivse kiirusega ja ülekandekiirusega. Selleks lähtume jooni-

sest 5

Olgu punkti & asend paigalseisvas teljestikus määratud

OP «
,

liikuvas teljestikus raadiusvek-

toriga O4?» 3 ; liikumatu teljestiku algusest liikuva tel-

jestiku algusesse viiv raadiusvektor olgu tähistatud OQ,» .
Nagu jooniselt 5 nähtub, on

* s *

Olgu liikuva teljestiku koordinaattelgede ühikvektorid

tähistatud sümbolitega | ,
<0 ning olgu $) punk-

ti koordinaadid liikuvas teljestikus; siis on

ning valem (1) saab kuju

1? ' f * 5 £
• (2)

Diferentseerime seost (2) aja järgi, -võttes arvesse, et

aja funktsioonideks osutuvad kohavektorid
f ,

kõõrdi-

Joon. 5
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naadid ja ka koordinaattelgede ühikvektorid <?
,

T*, k> (nende koordinaattelgede suund võib muutuda liikumise

väiteil). Kuna raadiusvektori tuletis aja järgi annab kiirus-

vektori, siis ja me saame

+ Š<3)- O)

Selgitame nüüd valemis (3) esinevate suluavaldiste mõt-

te. Oletame esmalt, et relatiivne liikumine puudub ning esi-

neb ainult ülekandeliikumine. Sel korral võime punkti !P lu-

geda £) teljestiku suhtes paigalseisvaks; seega

§ = Cew/tfj >
CeKAt- ,$ x ning f ’ š’ 0

. Va-

lemist (3) jääb püsima ainult esimene suluavaldis. Kuna antud

juhul esines ainult ülekandeliikumine, siis võime kiiruse n?
asemele võtta ülekandekiiruse ning saame

4 ji? + £«5. (4)

Oletame nüüd, et puudub ülekandeliikumine. Sel korral on

ning ühikvektorid Ü
, 7* ,

kj osutuvad konstant'

seteks vektoriteks (s.t. nad on muutumatud nii suuruselt kui

ka suunalt); järelikult ka = » 0
. Valem (3), kui

kiiruse a? asemele kirjutada relatiivse kiiruse sümbol Ahv

saab nüüd kuju

+ A. 7 + š 2 • (?)

Valemitest (3) - (5) nähtub, et

& = 4 (&)•

Tulemus kujutabki enesest kiiruste liitmislauset; seda

võib sõnastada järgnevalt:

Absoluutne kiirus (ehk kogukiirus) võrdub ülekandekiiru-

se ja relatiivse kiiruse geomeetrilise summaga.

Näide 1: Kiil AfbC
,

mille kaldenurk on A
, liigub

borisontaalpinnal translatoorselt kiirusega U/ ja tõukab ver-

tikaalset varrast
,

mis läbib muhvi ja võib nihku-

da vaid vertikaalsuunas (joon. 6). Leida varda liikumiskii-

rus .
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Lahendus. Vaatleme varda otspunkti liikumist liit-

liikumisena, mis koosneb kahest liikumisest: 1) varda liiku-

misest kiilu suhtes (relatiivne liikumine), 2) kiiluga kaa-

sa liikumisest (ülekandeliikumine). Kuna kiil liikus trana-

latoorselt, on kõikide tema punktide kiirused võrdsed, see

ka punkti ülekandekiiruseks on Cq »LL .Et relatiivne

liikumine toimub piki kiilu kaldpinda, siis on ka relatiivne

kiirus suunatud piki sirget . Absoluutne kiirus Af

peab ülesande tingimuste kohaselt olema suunatud vertikaal-

selt üles; teiselt poolt aga kiiruste liitmislause kohaselt

peab Ah olema parallelogrammi itNNP diagonaaliks.

Täisnurksest kolmnurgast leiamegi nüüd, et

txtK, - u “LcUv cL

3. Kiirenduste liitmislause.

Lähtume eelmises punktis tuletatud valemist (3) ja di-

ferentseerima seda veel kord aja järgi. Seda tehes saame

Joon. 6.
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W- V = (ÕL. +f Ü 4 Hj
9 + š»?) 4 +

4 *tj* 4 Š^) 4^(f^4 *tj* * š *2?) ’ (7)

Selleks, et selgitada üksikute suluavaldiste tähendust

va. emis (7), vaatame-jälle algul juhtu, kus relatiivne liiku

mine puudub. Sel korral on koordinaadid f .1. š kons-

tantsed suurused, nende tuletised seega nullid. Et ainsaks

esinevaks liikumiseks on ülekandeliikumine, siis saame vale-

mist (7) ülekandekllrenduse jaoks valemi

\ZÜ « <T
O

+ f 4 4ŠK? • (8)

Oletame nüüd, et ülekandeliikumine puudub. Sel juhul
& on konstantsed vektorid ning nende tule-

tised on nullid. Valemist (7) saame nüüd relatiivse kiirendu-

arvutamiseks valemi

W-v -fÜ -» + Š ■ <9)

Seoste (7) - (9) võrdlemisest nähtub, et valemi (7) pa-

remal poolel esineb ülekande ja relatiivse kiirenduse kõrval

veel üks lisaliige, mida tähistame sümboliga ; seega

Oo)

Sellele lisaliikmele juhtis kõige enne tähelepanu prant-

suse insener ja kahurväe ohvitser Goriolis (1792-1843); täna-

päeval tuntaksegi seda osa kiirendusest Coriolise ehk lisa-

kiirenduse nime all.

Valem (7) absoluutse kiirenduse arvutamiseks saab nüüd

kuju

= v7
x ■+ +w

c (n)

Tulemus ongi kiirenduste liitmislause, mida võib sõnas-

tada järgnevalt:

I Absoluutne kiirendus on geomeetriline summa relatiivsest

kiirendusest, ülekandekiirendusest ja Coriolise kiirendusest.



23

4. Coriolise kiirendus.

Coriolise kiirendust võiks arvutada eelmises punktis

toodud valemist (10); praktiliste ülesannete lahendamisel on

aga selline tee üsna vaevarikas ja ebasobiv. Seepärast anna-

megi käesolevas punktis valemile (10) arvutusteks sobivama

kuju.

1. Vaatleme algul erijuhtu, kus ülekandeliikumiseks on

translatoome liikumine. Et sel korral teljestiku ( *?, š)
ühikvektorid V

, j ,fc ei muuda oma suunda, siis on

C* =j* » r ning valemist (10) nähtub, et ka

. Seega translatoorse ülekandeliikumise korral Corio-

liee kiirendus puudub.

2. Olgu nüüd ülekandeliikumiseks rotatoorne liikumine,

s.t. et š) teljestik pöörelgu nurkkiirusega min-

gi telje ümber, kusjuures see telg läbigu teljestiku

Alguspunkti Ö (joonis 7)

Vaatleme mingit

teljestikuga liikumatult seo-

tud kohavektorit Xj ; selle

vektori otspunkt J 1 kirjeldab
liikumisel telje Ülf ümber

ringjoone C raadiusega

Olgu punkti Q liikumiskii-

rus AA-
, see kiirus on sihi-

tud mööda ringjoone C puutujat

Olgu nurkkiirusvektor märgi-

tud sümboliga Gj . Näitame,

et vektorite Ä?
,

cZ ja

vahel kehtib vektorvõrrand

» Cü x . (12)

Valemi (12) kehtivuse

tõestamisel võib lähtuda ot-

seselt vektorkorrutise definit

sioonist. Nagu Aeame, on vek-

Joon. 7.
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torkorrutise absoluutväärtuseks

’c3xrC | » O • • /Xz» .

Jooniselt 7 aga nähtub, et CO/X/ « ; kuna

aga niinel punkti lineaarkiirus saadakse nurkkiiruse korruta-

misel selle punkti kaugusega pöörlemisteljest, siis

ÕJ Xrö | =

nagu peabki olema.

Edasi teame, et vektorkorrutiseks on uus vektor, mis on

risti korrutatavate vektorite poolt moodustatud tasapinnaga

ja mille suund määratakse parema käe kruvi reegli kohaselt.

Pole raske näha, et ka need tingimused on valemi (12) korral

täidetud. Seega olemegi tõestanud valemi (12) õigsuse.

Valem (12) on kehtiv mistahes punktist © lähtuva ning

teljestikus liikumatu kohavektori jaoks. Seega

peab see valem olema rakendatav koordinaattelgede ühikvekto-

rite C
, j 9 ja ic kohta ehk, teiste sõnadega, peavad Ma-

tima järgmised võrdueed

? -õ) x"Ü
, 7* ' xX •

t? »wX Iö . (13)

Asendades tulemused valemisse (10) ja rakendades vektor-

korrutise distributiivsuse omadust, saame

= x |7J 4 6j x + Õ) < '

X XzQcj X ((Ü 4 A,j? *£*)]•
Pidades silmas valemit (5), saame tulemuse esitada järg-

neval kujul

x
• (14)

3. Pole raske tõestada, et valem (14) jääb kehtima ka

üldjuhul, kus ülekandeliikumiseks ei ole puhtal kujul trans-

latoorne või rotatoorne liikumine.

Kindla keha kinemaatikas näidatakse, et igasugust liiku-

mist võib lahutada üheks translatoorseks liikumiseks ning

üheks rotatsiooniks sobivalt valitud telje ümber. Keha mingi



25

punkti kiirus arvutatakse valemist

s% = -*■
,

(15)

kus on meie poolt valitud punkti (pooluse) liikumise kii-

rus, - hetkeline pöörlemiskiirus, § - poolusest lähtuv

raadiusvektor.

Valime nüüd pooluseks £) teljeetiku alguse. Et

aga joonise 5 ja valemi (1) põhjal

ning et <l7 =
,

siis saame valemi (15) kirjutada kujul

8* -

.

mis sisuliselt ühtib meie poolt varem saadud tulemusega (12).

Edasine lahenduskäik kujuneb alajaotuses, punktis 2 toodud

arutluse kordamiseks ning lõpptulemusena viib uuesti valemi-

le (14).

Asume nüüd saadud tulemuse (14) uurimisele. Märgime

mait, et Coriolise kiirendus on vektor, mis on risti vekto-

rite ja 'Jk/v poolt määratud tasapinnaga ja mille posi-

tiivne suund määratakse parema käe kruvi reegli järgi, pöö-

rates vektorit väiksemat nurka mööda vektori poole

(võrd. joon. 8). Coriolise kiirenduse absoluutväärtuse arvu

tamiseks saame (14) põhjal va-

lemi

Tulemusest nähtub, et Co-

riolise kiirendus on null, kui

1) cj = 0
,

s.t. puudub pöörlev

liikumine;

2) »0
, s.t. puudub rela-

tiivne liikumine;

3) W l| ***,> B.t. relatiivne lii

kumine toimub, röö-

biti pöörlemistel-

jega.Joon.
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Häide: Rong liigub piki maakera meridiaani suunaga põh-

jast lõunasse. Rongi kiirus on ,
maakera raadius

X
,

koha geograafiline laius , maakera pöörlemise nurk-

kiirus CÖ
. Leida rongi liikumise relatiivne, ülekande- ja

Coriolise kiirendus.

Lahendus: Olgu

maakera keskpunkt punk-

tis *0
, paralleel-

ringi keskpunkt punk-

tis . Rong asugu

vaadeldaval hetkel maa-

kera punktis $ (joon.

9). Relatiivseks liiku-

miseks on antud juhul

ühtlane ringjooneline
liikumine (rongi lii-

kumine piki meridiaa-

ni). Et see liikumine

saaks toimuda, on tarvis

tsentripetaalkiirendust

suurusega

-t-
See kiirendus (rela-

tiivne kiirendus) on

suunatud maakera tsent-

risse .

ülekandeliikumiseks on maakera pöörlemine, mis tingib

punkti & liikumise piki paralleelringi kiirusega cjcu

( - paralleelringi raadius). Et aga R. CO3 ja üle-

kande liikumine o;i samuti ühtlane ringjooneline liikumine, siis

selle liikumise kiirenduseks on

O. ~ 60 Z
= 60 X •

See kiirendus on suunatud paralleelringi keskpunkti 0-j
Et intud juhul CuXo* - ja oO*

f

Joon. 9.
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siis Coriolise kiirenduse suuruseks on

X U/c = ZGJ *€
.

Kasutades eespool antud suuna reeglit, näeme, et Corio-

lise kiirendus on sihitud piki paralleelringi puutujat suuna-

ga läänest itta.

5. Relatiivse liikumise dünaamika

põhivõrrand.

Vaatleme masspunkti massiga ,
mis liigub paigal-

seisvae teljestikus_J>
(*> \j ( Ja millele mõjuvate välistungi-

de resultant olgu ±
. Selle masspunkti liikumine allub

teatavasti Newtoni II seadusele

? 07)

kus sümboliga Vv on tähistatud masspunkti kiirendus antud

teljestikus.
Vaatame nüüd paigalseisva teljestiku kõrval veel

teljestikku ,
mis on antud teljestiku suhtes liiku-

mises. Seame enesele ülesandeks määrata kiirendus liikuva tel-

jestiku suhtes (s.o. relatiivne kiirendus).
1

Lähtume absoluutse kiirenduse avaldisest (11); valemile

(17) saame anda kujuöt*c±lu“ ölllQci KUJU

Viime saadud tulemuses liikmed ja VT
C teisele poo-

le võrdusmärki ning toome sisse abitähistused

= - hn U/<j ( ~ ( (18)

saame

= 5-* + J 3 c (19)

Paljudes mehhaanikaprobleemides on oluline just rela-

tiivne kiirendus. Nii näiteks maapinna lähedaste objektide
liikumise uurimisel huvitab meid tavaliselt ikkagi vaid nen-

de kehade kiirendus maapinna suhtes, mitte aga kiirendus min-
gis “paigalseisvas'’ (näiteks päikesega ühendatud) teljesti-
kus.
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Tulemus (19) kannab relatiivse liikumise dünaamika põhi-

võrrandJ nimetust. Suurusi ja nimetatakse ülekande—-

ja Coriolise inertstungideks.

Valemite (17) ja (19) võrdlemine viib järgmisele järel-

dusele.

Tuues sisse ülekande ja Coriolise inertstungid, võime

anda relatiivse liikumise dünaamika põhivõrrandile formaal-

selt sama kuju, mis on Newtoni II seadust esitaval valemil

paigalseisvas teljestikus.
t

Inertstungid ü ja tõime valemisse (19) sisse for-

maalselt. Seoses sellega kerkib küsimus inertstungide olemu-

sest: kae need tungid on ainuüksi kujuteldavad (fiktiivsed)
või esinevad nad ka tõepoolest tegelikkuses. Asudes selle

probleemi lahendamisele, kitsendame esialgu ülesandeseadet ja

vaatleme vaid maakera pöörlemisest tingitud Coriolise inerts-

tungi mõju maapealsete objektide liikumisele.

Lähtume eelmises punktis toodud ülesandest ning joona-
sest 9. Kanname sellele joonisele Coriolise inertstungi ,

võttes arvesse, et ta on vastassuunaline Coriolise kiirendusele

. Et niisugune tung tegelikkuses tõepoolest eksistee-

rib, selle poolt kõnelevad mitmesugused tähelepanekud. Eelkõi-

ge on märgatud, et põhjapoolkeral on meridiaani sihis voola-

vate jõgede (näit. Volga) parempoolsed kaldad enam uurista-

tud kui vasakpoolsed; see nn. Baeri seadus
l

on seletatav ai-

nuüksi Coriolise inertstungi mõjuga. Samal põhjusel avaldavad

meridiaani sihis liikuva veduri rattad horisontaalsurvet pa-

rempoolsele rööpale. Ka see tõsiasi on kooskõlas kogemustega:

on märgatud, et põhjapoolkeral kulub rongide ühesuunalisel

liikumisel parempoolne rööbas kiiremini kui vasakpoolne. Co-

riolise inertstungi mõjuga on seletatavad veel mitmed teisedki

nähtused (meridiaani suunas põhjapoolkeral väljalastud kahu-

. Akadeemik K.E. Baer sündis 1792.a. Eestimaal end.
Piibe mõisas, suri 1876.a. Tartus. Alates a. 1869 oli Tartus

Looduseuurijate Seltsi esimeheks.
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rimürsk kaldub kõrvale paremale; passaattuuled ei puhu mitte

põhja-lõuna suunas, vaid kalduvad kõrvale läänesuunas jne.).
Kõik need tähelepanekud viivad maa peal asuva vaatleja arva-

musele, et Coriolise inertstung võib teha tööd ja on seega

reaalne. Sama võiks ta väita ka ülekandeinertstungi kohta.

hoopis teistsugusele järeldusele tuleks vaatleja, kes

asub välj_aspool maakera. Selle vaatleja arvates oleksid inerts

tungid Oc ja ü fiktiivsed; niisugused nähtused, nagu jõ-

gede parema kalda uuristamine, kahurimürsu kõrvalekaldumine

jne. oleksid tema arvates tingitud ainuüksi maakera pöörlemi-

se mõjust (s.t. on taandatavad kinemaatilistele efektidele).
Kõike eeltoodut kokku võttes võime väita, et Coriolise

ja ülakandeinertstung on absoluutses teljestikus fiktiivsed;

liikuvas teljestikus (täpsemini öeldes - antud teljestiku suh-

tes mitteinertsiaalselt liikuvas teljestikus) aga reaalsed.

Vaatleme lõpuks veel erijuhtu, kus relatiivne liikumine

puudub; siis « W(_ r 0
ning valem (19) saab ku-

ju -» -»

(20)

See on aga meile juba tuttav d’Alembert*i printsiip. See-

ga näeme, et d*Alembert’i printsiip sisaldub erijuhuna rela-

tiivse liikumise dünaamika põhivõrrandis.

6. Masspunkti relatiivse liikumise võrrandid

maakeraga ühendatud teljestikus.

Vaatleme nüüd mingit masspunkti , mis liigub maake-

ra pinna läheduses. Maakeraga kaasaliikuv teljestik (f. *l.
olgu valitud järgmiselt: - telg olgu suunatud piki meridi-

aani põhjast lõunasse, - telg piki paralleelringi puutu-

jat itta, $
- telg piki maakera raadiust suunaga tsentrist

eemale. Koha geograafiline laius olgu

Arvutame esmalt Coriolise kiirenduse komponendid

teljestikus. Selleks lähtume valemist (14). Kuna vektorite co

ja komponendid on gj •
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saame <? 7* 2

=XÕU * x-t
. (21)i *t -*

Jooniselt 10 näeme, et nurkkiiruavektori w projektai-

siis saame

oonideks on

Cü|»-OCÄ4 'C
( 0(

GJ$ 9 Q/Xnt . (22)

Asendades tulemused valemisse (21) ja arvutades välja

determinandi, leiame Corioliae kiirenduse komponendid:

s-X eo oöo t

= X <a) ((/xn *€ 4 § c<rt *t )
(23)

= - Xoj

ülekandekiirenduse suuruseks on Wü *
,

kus

on paralleelringi raadius. Hindame selle kiirenduse suurus-

järku. Et

00 ’ s * 7J7~T K4W oul,
’ /XC

Joon. 10.
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X = XcfrO *£ < X ’ 4515000 *->
,

siis on

m

Wu = 0.05 M £" J

see on aga niivõrd väike suurus, et teda praktiliselt ei pruu

gi arvestada (võrdluseks olgu märgitud, et näit, raskuskii-

rendus 40 on ülekandekiirenduseat umbes 300 korda

suureml)
Eespool öeldust järgneb, et masspunkti relatiivsel lii-

kumisel maakera suhtes võib arvestamata jätta ülekandeinerts-

tungi. Relatiivse liikumise dünaamika põhivõrrand (19), pro-

jekteerituna (£, ) teljeatiku telgedele, saab seega

kuju ..

i +

£' = $$ +Z CJ .

Integreerides diferentsiaalvõrrandite süsteemi (24),

saame masspunkti relatiivse liikumise seaduse kujul

ž-sw,
millega püstitatud ülesanne ongi lahendatud.

Võrrandsüsteemi (24) integreerimise viime läbi allpool

(p. 7-8) kahe konkreetse ülesande juhul.

7. Langevate kehade kõrvalekaldumine vertikaal-

suunast.

Vaatleme masspunkti, mida lastakse langeda ilma

algkiiruseta maapinnale kõrguselt k, . Lihtsuse mõttes jäta-

me õhutakistuse arvestamata.

Nüüd on valemis (24) - ras-

kuskiirendus). Et W ja on konstandid, siis võime süstee-

mi (24) kõiki võrrandeid integreerida aja järgi; seda tehes

saame
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» Xgj 4 C 4

= -Xcj 4 £ CäoX.) + C-2. (25)

\ š “ ~jt * 4 C*j -

Integreerimiskonatandid £j , , määrame algand—

metest. Valime koordinaatide alguse punkti, millest algas

langemine, ails on £(.©) » e š(°) *f(°),*i/°)-Š(°)**O
Ja seega ka

Kuna süsteemi (25) edasine täpne integreerimine on üsna

keerukas, siis kasutame ligikaudset meetodit.

Et suurus on väga väike, siis arendame lahendi rit-

ta <*» astmete järgi:

f •§.* f. « *
•••

s 4 Cü 4 CJ 1
t... (26)

£ » šo 4 * Šx^ 4-

Reakaarenduste kordajad ♦(. ,
Š-

, f, , ,

£4
, ... on mingid aja funktsioonid, mis määratakse nii, et

süsteem (25) oleks rahuldatud mistahes parameetri väärtu-

se korral. Asendades reaksarendused (26) võrranditesse (25)

ja vörrutades koefitsiendid samade W astmete juures, saame

|o =*b’ 0
,

Š—jt
<£„ = “ X (( ,/Kht 4 $ C***) (27 )

š
4

* - z *(•“»*

Integreerides süsteemi (27) ning määrates integreerimis-

konetandi algandmetest §®(°) * » š(°) W O
»

£ „ (.0) « (o) « s4(o$
4
(o )’ o

, leiame, et

f. = 0, 1

Samal viisil võiks määrata ka funktsioonid Ii» *l* »

valemeist (26); seda aga pole tarvis teha, eest kuna

CJ
1

’“ / IO *
,-jcc > e*i s liikmed '•T.i , si<^iz

on väga

väikesed ja eelmisi liikmeid oluliselt ei mõjuta.
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Seega oleme praktikas vajaliku täpsuse piirides jõudnud

järgmistele tulemustele:

f! -°

< | OWV (29)

Elimineerides kahest viimasest võrrandist aja ja

asetades koordinaadi Š asemele tema väärtuse langemise lõ-

pus , saame

9 . -

Kuna >O
, siis peavad kõik langevad kehad kalduma

vertikaalsuunast kõrvale ida poole; selle kõrvalekaldumise

suurus on määratav valemiga (30).
Et niisugune kõrvalekaldumine peaks tõepoolest esinema,

oletas juba Newton.

Newtoni väidet on korduvalt kontrollitud katseliselt.

Nii näiteks 1831.a. teostas Freibergi kaevanduse äahtis kat-

seid sakslane Reich. Langemiskõrguseks oli 158 m, koha geo-

graafiline laius . Asendades need andmed valemisse

(30), saaksime kõrvalekalde suuruseks 27,5 cm; Reichi poolt

läbiviidud 106 katse keskmine andis aga 28, cm.

8. Foucault• pendel.

Vaatleme pendlit, mis võngub maakera pinna läheduses.

Pendli pikkus olgu £,
, pendli kaal . Koordinaadistiku

valime nii, nagu näidatud joonisel 10; koordinaatide alguse

paigutame pendli kinnituspunkti. Pendlikuulikesele mõjub 2

tungi: raskustung ja niidi pinge . Kuna niidi sihi—-

koosinused on
A-

,
~

, siis välistungide projektsi-

oonid koordinaattelgedele võrduvad (joon. 11):

- v 4
- *

t (31)

?š = -
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Asendadea need suurused võrrandisüsteemi (24), saame

< = Xw(Š*>** (32)

£ » - 4 z *€
.

Et süsteemi (32) integreerimine on komplitseeritud,

siis piirdume ainult pendli väikeste võnkumiste juhuga; sel

korral on koordinaadid t ja väikesed, võrreldes koor-

dinaadiga š

Kuna pendli pikkus on konstantne, siis

Jättes ära väikesed liikmed f Z
ja arvestades,

et joonise 10 kohaselt š<O
, näeme, et š -C »

Et aga nüüd šsš - 0
,

siis süsteemi (32) kolmandast

võrrandist nähtub, et N »
. Asendades selle tulemuse

süsteemi (32) kahte esimesse võrrandisse, saame
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o , £ -

03)
*1 ’ ~(T*L~ Z(d s'**'* •

Korrutame nüüd süsteemi (33) esimest võrrandit -ga,

teist -ga ja liidame tulemused:

§ <' li -U> ((§ 4
. (34)

Läheme üle polaarkoordinaatidele § ja 8
, kusjuures

g olgu niidi 0-? projektsioon -tasapinnale, 8 olgu

nurk § -telje ja raadiusvektori P vahel. Nagu nähtub joo-

niselt 10, on üleminekuvalemiteks

x g ceö Q
,

8
. (35)

Et nüüd

š*i.-»d • £ (li- •ü) =ä£ (s‘9).
siis valem (34) saab polaarkoordinaatides kuju

(oi©) =
- CJZX»< äži

dbL J dxj

ehk pärast integreerimist

g* G =
- + C

. (36)

Oletame, et pendel alustas võnkumisi tasakaaluseisun-

dist algmomendil "L-0 saadud tõuke tõttu; sel korral

S(o) = O ning valemist (36) nähtub, et ka C» 0 .Et aga

j(d*o ,
siis võime võrrandi (36) mõlemaid pooli -ga

jagada ja saame

Õ = - c-j /x-k *€ 07)

Integreerides veel kord tulemust (37) näeme, et

Q= e
o

- . (38)

Sümboliga 9
O on siin tähistatud integreerimiskonstan-

di väärtus.

Valemitest (37) - (38) nähtub, et pendli võnketasapind

ei jää ruumis püsima, vaid pöördub konstantse nurkkiirusega
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õ umber Š -telje. Pöördumine toimub suunas idast üle lõunaläände: s.o. va B tup i diBelt maakera pöörlemise suunale. Võnke-tasapinna ühe täispöörde tegemiseks kuluv aeg on

- 2 H

/©I
*

(39)

.< k r

fTU VSnk'tasaP lnna Pöördumas avastas prantsuse füü-sik L. Põueault (fukoo), kes 1851.a. korraldaa Pariisis Pant_

mas :
a:x^ir s “igi kateete tuiemueed °n ° inud k°“-
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