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Saateks.

Eestikeelne Jppekirjandus teoreetilise mehhaanika alalt
on iisna kasin. Kul mitte arvestada 1940.a. ilmunud ja praegu
Jjuba bibliograafiliseks harulduseks muutunud prof. J. Nuudi
raamatut "Kinemaatika ja diinaamike pdhijooni®", siis on ain-
saks eestikeelseks Opikuks I. Voronkovi raamatu “Teoreetili-
ne mehhaanika® tdlge (ilmunud 1958. aastal). Kuna aga Voron-—
kovi raamat on kirjutatud kdrgematele tehnilistele &ppeasu—
tustele, siis puudub selles rida kiisimusi, mille késitelu on
ette ndhtud {ilikoolide programmides. Selle liinga téitmiseks
pidas TRU teoreetilise mehhaanika kateeder vajalikuks anda
vélja Oppevahend, milles oleksid klsitletud eelkdige prof.
Voronkovi 8pikus puuduvad palad. Kéesolevale vihikule, mil-
les on toodud mdningaid valitud kiisimusi punkti dinaamikast,
Jérgnekeid hiljem vastavad vihikud siisteemi diinaamika, kind-
la keha mehhaanika ja analiilitilise mehhaanika kohta.

Oppevahendi kasutajatena tulevad arvesse peamiselt TRU
Matemaatika-Loodusteaduskonna matemaatika- ja fiilisikaosakon-
dade II ja III kursuse iilidpilased, samuti ka kaugdppe mate-
maatikaosakonna i{ilidpilased.

Autor.



§1. MASSPUNKTI LIIKUMINE TSENTRAALSETE
TUNGIDE VALJAS.

1. Tsentraalse tungivilja mdiste. Masspunkti

trajektoor.

Olgu Cartesiuse teljestikus (X ,y, 2) an;gp punkt gp

massiga M . M8jugu sellele masspunktile tung

y mille md-

Jusirge kogu liikumise véltel 1lHbib liikumatu punkti v}
(joon. 1). Niisugusel korral kdneldaksegi %gpspunkti liiku~-
misest tsentraalsete tungide vdljas. Tung % voib iildiselt
olla suunatud kas punkti 0 poole vdi sellest eemale. Kgpk-
reetsuse mdttes vaatleme edaspidi vaid Juhtu, kus tung F

Joon. 1.

on suunatud punkti O ;
seda punkti nimetatakse
niisugusel juhul tdmbe-
keskmeks.

Liikumisel tungide
viljas kirjeldadb mass-
punkt ilildiselt mingi k&-
vera, mida nimetatakse
trajektooriks ehk orbii-
diks. Tdestame, et tsent-
raalsete tungide vélja
korral on trajektooriks
alati tasapinnaline k&ver.
Selleks l#htume p6ordim-—
pulsslausest, mida v3ib



esitada valemina_
¥ i e o
\5° =06, X f (1)

Siimboliga !z on siin t statud punkti ¢ suhtol vie-
tud pédrdimpulssvektor; '-c = 0P ; vektorkorrutis "«xg' an—
nab tungi momendi punkti € suhtes. -

Et tsentraalsete tung;ge korral vektorid "v Jja ¥ on
kollineaarsed, siis X xFxQ ning seega ka ‘1..:: =0 ehk
3, = corsk

o . -

Projekteerides konstantse vektori ‘5. koordinaattelge—

dele, saame

%=L, \E’ygcz» ‘51=C5) )

kus C., s Cz s cb on meelevaldsed konstandid.
Pobrdimpulsi definitsiooni pdhjal
e o
s " [¥4 19
oz xmPam|x y 2 )
M g o
Arvutades vilja valemis (3) esineva determinandi, saame
pddrdimpulasvektori komponentideks
Y, = m(yi - 29)
Gy = m (2% - =) ()
‘51= m ("y e yx) .
Arvestades veel valemeid (2), jduame jérgmistele pbord—
impulsi integraalidele:

myi-29)=C,, m(@aEt-z1)=C;, m(xy -'jk)a Cy. O
Korrutame niiiid siisteemi (5) esimest vdrrandit X -ga,

teist aga \J -ga, kolmandat 2 -ga ning liidame tulemused;
seda tehes saame
Cix+Cay +C32=0. (6)
See on aga koordinaatide algust lébiva tasapinna vdrrand.
Et seda v8rrandit peavad rahuldama trajektoori mistahes punkti
koordinaadid, siis peab trajektooriks olema tasapinnaline k&-

ver. Seda aga oligi tarvis tdestada.
-5
2,



2. Sektorkiirus.

Vaatleme niiiid mingit masspunkti, mis liigub mééda tasa-
pimnalist kdverat ja mingil hetkel t asup trajektoori punk-
tie P (joon. 2). Masspunkti liikumisseadus olgu antud po-

; laarkoordinaatides ku-
Jul

f(,:ﬂ.(t) : Q= G(t)

Téhistame siimboliga
@ pindala, mida pii=-
ravad raadiusvektor
’\.(t) y trajektoor ja
polaartelg. Kuna iga-
le raadiusvektori
vitirtusele m;n.(t)
vastab {ildiselt eri-
nev pindala @ , sgiis
vdime seda pindala vaa-
Joon. 2. delda aja funktsioo-
nina; s.t. @ = é(t,) *
Anname niilid ajale 4t viikese juurdekasvu At Ajavahemiku
6+  viltel nihkugu masspunkt trajektoori punktist P uude
punkti Q , mille polsarkoordinaatideks on (N.+AN.., e+ AG) .
Pindala & muutus ajavahemikus st on médratud sektori QPQ
pind'alaga. Jooniselt 2 nihtub aga, et sektori 0%q pindala on
suurem ringi sektori 0?133 véiksem ringi sektori 0sQ pin~
dalast. Seega saame

L1n2ab < ag < 1 (n+an)® 48,
Jagame vdrratuse kdiki liikmeid veel suurusega At ,

eiis
C ) 4G . 4
2 Qe .4 a0
LAt S RS Inres)t A @
Léheme iile piirile, lastes At=0; siis An -0, 285§

" . % Ly
Jja %-{—) @ . Kuna suurus @ on surutud kahe tdkke vahele,

millel on piirvéértus % r?'e , 8iis saamegi
Q= % 0. (8)
e



Suurust & nimetame sektorkiiruseks (see on pindela.
¢ muutumise kiirus antud hetkel ¢ ).

3. Pindalade teoreem.

.Eespool négime, et liikumisel tsentraalsete fungide vil-
jas on trajektooriks tasapinnaline kdver. Valime niiiid koordi=-
naadistiku nii, et trajektoor asuks XY tasapinnal; koordi-
naatide alguse paigutame endiselt tdmbetsentrisse. Niilid on
2=2=0Q ning 2 esimest pSdrdimpulsi integraalidest (5)
on identselt rahuldatud, kui vdtta vaid C,=C,=20. Kolman-
dale ptSrdimpulsi integraalile

: ; ¢
Ty - yx= 7"1. =C 9)
anname aga uue kuju. Selleks léheme Cartesiuse koordinaati-
dest ( x, y ) iile polaarkoordinaatidele (&, ©):

X=nees 8, y=won@. (10)
Diferentseerides seoseid (10) aja jHrgi, saame
%=2-100in 6 + R @0 (1)
Y= Gean@ + an8 .
Asetades vahetulemused (10)-(11) p&drdimpulsi avaldisse
(9) ja viies 1l#bi lihtsustused, saame

n20=C. (12)

Tulemusele (12) v3ib anda lihtsa geomeetrilise inter-
pretatsiooni. Selleks toome valemi (8) abil sisse sektorkii-

ruse 2.a % C : (13)

Nagu siit ndeme, JjH#b sektorkiirus kogu liikumise vil-
tel konstantseks. Tulemusele v5ib anda veelgi teise kuju.
Integreerides seost (13) aja jérgi, saame

@=2CL + conat, . (14)

olgu Y4 ja Y2 keks mingit ajamomenti, G, ja G
nendeks ajamomentideks raadiusvektori poolt kaetud sektorite
pindalad. Valemist (14) jHrgneb niiiid

4
d,, A éz = £ C(“-,-"‘.a). (15)
)



Tulemusele v8ib anda jérgmise sonastuse:
n' Liikumisel tsentraalsete tungide véljas kaetakse raadius-
ektorite poolt vdrdsetes ajavahemikkudes vOrdsed pindalad.
Saadud tulemus kannabki pindalade teoreemi nimetust. Si-
suliselt see iihtib Kepleri II seadusega. Valemeis (12) - (15)
_esinev suurus C sy mhis on j##&v likskdik millise konkreetse 1lii-
kumise puhul, kannab nimetust pindalade konstant.
Vaatame veel tsentraalsete tungide v#ljas niisugust 1lii-
xumist, mille puhul ~()#cemst. Et sektorkiirus peab jééma
konstantseks, siis raadiusvektori # kahanedes peab masspunk-
ti joonkiirus kasvama ja vastupidi. Et see tdepoolest niivii-
81 on, on héisti teada taevamehhaanikast: planeedi liikumisel
plikese i{imber on tema liikumiskiirus kdige suurem periheelis
(s.t. punktis, kus planeedi ja péikese vaheline kaugus on vé--
him) ning kdige védiksem afeelis (s.t. punktis, kus planeedi
ja p#ikese vaheline kaugus on suurim).

4. Binet' valem.

Vaatleme jélle tsentraalsete tungide vdljas liikuvat
masspunkti; koordinaadistiku valime nii, nagu n#idatud punk-
tis 3. Sellec maespunkti liikumise kiirus 4 on méératav va-

 lemist

G2 = 1',1'4‘92" : (16)

Minnes iile polaarkoordinaatidele 6&,@) ja kasutades
valemeid (11), néeme, et

TP LY (7)

Teisendame saadud tulemust veelgi. Eespool tuletatud
seostest (8) ja (13) jéreldub, et

2 @=C ehk o(t=-'é—m’-olﬁ. (18)
Asendades seosest (18) aja diferentsiaali dt valemisse
(17), saame
2 C"[L (M)L+4
ar% = a4 Ig E . (19)

-
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Tulemust v6ib lihtsustada, kui tuua sisse abisuurus «

valemiga
.
oyl (20)

Valem (19) saab niiid kuju
va = [ + ] LA

r\'
Olgu 3 magspunkti kineetiline ene;gia, A vialistun-
gide t68, "™ masspunkti mass. Energialausest vaadeldava
masspunkti kohta saame

AT = A, (22)
kus

dT= d (§mwd) dA=+ T dit=-Fdn.

(simbolite OA ja dW tihendus selgub jooniselt 3).
Energialanss saab i;:Fa kuju
e e
Asendades sellesse tulemusse ¥*
avaldise valemist (19) ja viies
18bi muutujate vahetuse u.*%_ N

a; saame
dn F=mCly > (%‘i + “-) : (23)

Tulemus (23) kannabki Bi-
net' valemi nimetust. Ta vdimal-
dab lahendada kaht jérgnevat pd-
hiiilesannet:

1) antud on trajektoor,
leida, missuguse tsentraalse
tungi mdjul toimub liikumine;

2) antud on tsentraalne tung, tuleb leida trajektoori

Joon. 3.

vdrrand.

Néide 1: Vaatame, missuguse tsentraalse tungi mdjul on
vdimalik ringjocneline liikumine.

Lahendus: Kuna tdmbekese asub koordinaatide alguses,
sils ringjoone vdrrandil polaarkoordinaatides on kuju M=Q, ,

3. =S



kus O on ringjoone raadius. Et aga ringjoone korral
consts , siis Binet' valemist (23) ndeme, et
ek (24)
Toimugu liikumine piki ringjoont nurkkiirusega & .,
Pindalade konstandi C védrtuseks saame seega valemi (12)(C-a’ 9

pdhjal C= 0w . Asendades selle suuruse valemisse (24),
saame l3pptulemuseks

T= mwto. (25)
See on aga meile juba tuttava kesktdmbetungi avaldis.

Néide 2: Missugune peab olema tsentraalne tun*%, et 1ii-
kumine toimuks mddda logaritmilist spiraali L =QR s

ok 4 _ A ,-r@
Lahendus: Niiild on W = r = &C ; asendades tu-
lemuse Binet' valemisse ja viies 1l#bi lihtsustused, saame
2
Fsml o, k). ; (26)
2 (1se2)

Nagu neist néidetest selgub, on eriti mugav Binet' vale~
mi abil esimese pdhiiilesande lahendamine; matemaatiliselt m&~
nevdrra komplitseeritum on teise pdhiiilesande lahendamine,
sest siin -~ nagu néhtudb valemist (23) - tuleb W suhtes la-
‘hendada teist jérku mittelineaarne diferentsiaalvdrrand.

5. Newtoni ililesanne.

Newtoni iilesande all mdistetakse teoreetilise mehhaanika
kursuses jérgmist probleemiseadet.

Leida masspunkti trajektoor, kui selle masspunkti liiku-
mine toimub tsentraalse tdmbetungi mdjul, mis muutub psdrd-
vordeliselt kauguse ruudugda.

Piistitatud iilesande lahendamiseks on kaks teed: 1) vdib
kasutada Binet' valemit, 2) léhtuda otseselt energialausest.
Me kasutame siinkohal teist viisi.

Léhtume energia jéd#évuse seadusest

T4l = E = corst | 7
kus w on potentsiaalne energla ning i mehhaaniline ko-

guenergia. o



Olgu masspunkti mass M ; temale mdjuv tung on seega
¢5~%&EE ! . (28)
kus M on mingi konstant.

4
Kineetilisel emergial om kuju = 2 mat | sotentsi~
aalne energia arvutal:‘akse valemist s

uz-j¢d~=-i;‘z&- (29)
o
Asendades q’ Jja U avaldised energiavdrrandisse (27).

saame 2
= M
2 (3" % = E 2
Jagades kdiki liikmeid m -ga ja tuues sisse abitéhise
s v8ime tulemuse esitada kujul
vtgzrh"z-sl.. Y

Teostades veel muutujate vahetuse “= & ja asendades
* kiiruse ruudu Ar* valemist (21), saame

2 [(%_)1—4 u_t], z,/u,u‘u-'u. 1)

Vérrandi (31) integreerimiseks toome sisse abimuutuja
Z, s8seosega

=W~ ﬁ . (32)
Kui t&histada veel
A% - %’z,‘ » ‘é‘z‘ ) K (33)

siis v&ib vdrrandi (31) viia kujule

(e

d2
sy o)

Integreerides seost (34) ning téhistades intégreeri;nia—
konstandi vé#rtuse P -ga, saame

A X
GE-+moosA

ehk teisiti

ehk

- Aees (8-p). (3%)

7 o



Valemis (35) tuleb veel muutujalt 2 i{ile minna esialg-
sele muutujale L . Seejuures on otstarbekohane tuua sisse
abisuurused f“ ja @ valemitega

. _A_C_‘z]/ ACH
f”"%*' T e sl (36)

Valemi (35) saame niiiid esitada kujul

e Ju . Gn
1+e (8- p)

Méérame veel integreerimiskonstandi P ; selleks t&p-
sustame eelkdige koordinaatteljestiku asendit. Olgu polaar-
telg valitud nii, et ta léheb lébi punkti, kus raadiusvektor
N, omab vihima védrtuse M, . Valemist (37) n#htub, et N
on viéhim, kui M(e-p) =+4 ja 9-,5 =0 . Et aga po-
laarteljel 9=0Q | siis ka P=0 ja valem (37) iihtib ana-
liilitilises geomeetrias tuntud koonusldike v&rrandiga; f\: on
selle koonusldike pool fokaallaiust, € - tema ekstsentrili-
sus.

Oleme seega tdestanud, et masspunkti trajektooriks on
koonusldige: kui ¢ <1 , saame ellipsi; kui =41 parabooli
ning kui € >4 -~ hiiperbooli.

Téhistame siimboliga 4, kiiruse, millega masspunkt lébib
polaartelje. Valemist (30) jéreldub, et

o AL
iy -;ﬁ‘ =R, (38)

Valemist (36) néhtub, et ekstsentrilisus € v&ib olla
viiksem ihest vaid siis, kui R <0 ; ekstsentrilisus on suu-
rem iinest, kui A>9 ning e={ , kui A=0 .

Pidades silmas veel tingimust (38), jduame jérgmistele
Jureldustele:

£1liptilised trajektoorid on vdimalikud vaid kiiruste
korml, kus &, <V iﬁf ; paraboolne trajektoor esineb

klirunel 0 « Vé%— ningshiiperboolsed trajektoorid kiirus-
. JIE )
el  apg > ape .
hiivust &, = V-‘RI‘ a. nimetatakse paraboolseke kiiru-
; .
“er.8.4

role raske nkha, et saadud tulemus sisaldab eneses ka

JRTE.



Kepleri I seaduse, mille kohaselt kdik planeedid Iiigu~—
vad mdéda ellipseid, mille ithes fookuses asetseb péike. Para—
boolsed ja hiiperboolsed lilkumisteed v3ivad esineda n#it. ko~
meetide ja kunstlikkude kaaslaste korral.

€. Ulemaailmse gravitatsiooni seadus.

Vaatleme péikest ning tema iimber tiirlevaid planeete.
Péikese mass olgu M , mingil iihe planeedi mass ™M , PHike-
se ja vaadeldava planeedi vahel m3juvad gravitatsioonitungid,
mis on pdérdvdrdelised nende taevakehade vahelise kauguse ruu-
duga. Kui péike tombab planeeti tungiga = EE* ; siis
planeet t3mbab péikest tungiga Q-“_ﬁu « Neis valemeis on

fL ja rta konstandid, milledest rm ei olene p#ikese mas-
sist M ja }L. planeedi massist M . Newtoni III seaduse
kohaselt on tungid ¥ Jja g:-4 vdrdvastupidised ning seega nen~
de absoluutvéidrtused on vdrdsed. Tingimusest F= 9; jéreldub
aga, et M A= ehk 1%;— =fé‘=¥({ on mingi uus konstant).
Et suhe h; ei adltu p&ikqae massist .ﬁL ja suhe planee~
di massist m , siis konstant el saa sdltuda ei pHikese
ega ka planeedi massist. Viies ldbi taolise arutluse k3igi
planeetide jaoks, jouame jéreldusele, et * on kogu péikese-
gisteemi jeoks ilihine konstant. Kasutades seost = ’
vdime pdikese ja mistahes planeedl vahel mdjuva tdmbetungi
iles kirjutada kujul

¥- 11-%7? ; ©9)

valemis (39) sisaldubki iilemaailmse gravitatsiooni sea-
dus, mida v3ib formuleerida jHrgnevalt:

Kaks keha tdmbuvad tungiga,; mis on vdrdeline nende mas—
gide korrutiséga Jja pébrdvordeline nendevahelise kauguse ruu-
duga.

Léhtudes ililemaailmse gravitatsiooni seadusest, on h3lpus
tuletada ka Kepleri III seadust. Iiikugu mingi planeet iimber
péikese elliptilist teed mbtda, kusjuuree ellipsi poolteljed
on @ ja & . Planeedi mass olgu m , tiirlemisperiood T .

4. A%



Et pindalade teoreemi kohaselt on sektorkiirus kogu liikumi-

se véltel konstantne ning G = z2C , 8iis siisteemi (36)
~esimese valemi kohaselt C* 1# Iu.r' . Et aga ellipsi pool
fokaallaiust on {\-= ja {LL -{, s 8lis saame

2oy YH

Sektorkiiruse <& vdime arvutada ka teisel viisil. Tiir-
lemisperioodi T valtel kaetakse raadiusvektori poolt ellip-
ai pindala, s.t. pindale suurusega %ok ; ajaiihikus kaetak-
s8e seega pindala T , mis annabki sektorkiiruse. V&rd-
sustades mdlemal viisil leitud sektorkiiruse avaldised, saa-

s

ehk phrast lihtsustusi ;
452
'g 4 TLM, 4 (40)
"Bt vdrrandi (40) parem pool on kogu pHikesesiisteemi suh-
: tes universaalne konstant, siis vdime tulemuse sdnastada jérg-
miselt:
Planeetide tiirlemisperioodide ruudud suhtuvad nagu vas-
tavate ellipsite pikemate pooltelgede kuubid.
; Tuleémus kujutabki enesest Kepleri III seadust.

7. Kahe keha probleem.

Kepleri seaduste tuletamisel me lugesime pHikese paigal-
seisvaks. Seda voib teha ainult esimeses léhenduses, sest te-
gelikult avaldab ka planeet kiilgetdmmet péikesele, mis tin-
gib nn. péikese omaliikumise.

Jérgnevalt kontrollime, kas Kepleri seadused jé#vad keh-
tima ka siis, kui arvestada péikese omaliikumist.

Piikese asend mingis paigal_e‘eisvas teljestikus (’(.‘j,l-)
olgu méératud raadiusvektoriga g , planeedi asend samas
teljestikus raadiusvektoriga 't’y . Planeedi asendi péikese
suhtes midrab vektor G » kusjuures, nagu selgub jooniselt
4,

-4



Joon. 4.

R
o il T Bashand W (41)

T#histame _S¥ —suunalise iihikvektori siimboliga i? ’
kusjuures . Kilgetdmbetung, mida avaldab planeet
pédikesele, on gravitatsiooniseaduse jhrgi

gr—e: #%—‘{L’? - (42)

péike mdjub planeedile age vdrdvastupidise tungiga-

- -fmilp | #3)

Kirjutame iiles Newtoni: II1 seaduse nii pdikese kui ka
planeedi jaoks:

.. —5
L A &%ﬁ.&z
M29=§:=‘ 1"—"——,‘{"'2.

Meid huvitab praktiliselt vaid péikese liikumine pla-
needi suhtes (relatiivne liikumine). Selle liikumise kirjel~

Y

(44)

R



damiseks toome sisse abiteljestiku (8,0, 4), mille algus
asub piikesel ja mis teljestiku (X,\,2)suhtes liigub trans-
latoorselt. Planeedi liikumine abiteljestikus toimub kiiren-
dusega T , kusjuures (41) pdhjal
e el B (45)
Mi&rates kiirendused i’, ja zs siisteemist (44) ja
asendades tulemused valemisse (45), saame

m%r-&“—%tﬂ)-?. (46)

Kui lugeda pﬂikes_‘g paigalseia_v_,aks,_’sii.s tuleks eelneva-
‘tes valemites votta M s=0 ning My= /U ; siisteemi (46) tei-
sest virrandist saaksime selleks juhuks

M-&':-i'—“‘ti—&—z (47)

Valemite (46) ja (47) vdrdlemisest n#htub, et eelneva-
tes punktides tuletatud seosed jHdvad kehtima, kui vaid p#i-
kese massi M asemele v3tta péikese ja planeedi massi summa
AL +m ; xoefitsiendi M= M asemele tuleks vatta ,u:{(f(ﬂn).
Oeldust selgub, et kehtima jHivad ilmselt nii Kepleri I kui
ka II seadus. MOnevdrra erinev on olukord Kepleri III seadu—
.se puhul. Valem (40) tuleks niiiid asendada tingimusega

a> _ $M
};'%(4.*}%)' (48)

mille parem pool pole enam kogu pHikesesiisteemi jaoks kons~—
tantne, veid s8ltub ka vaadeldava planeedi massist M . Ku~-
na aga planeedi mass on pidikese massiga vdrreldes véike,
siis vdid suurust 1+ -:’-' vaadata kui parandusliiget Kepleri
II1 seaduse kohta. Kepleri III seadus osutub seega ligikaud=-
seks; ta on kehtiv seda tkpsemini, mida véiksem on suhe r—c A

Eespool me lahendasime nn. kahe keha probleemi, s.t.
uurisime kahest graviteeruvast kehast (pidikesest ja planee-
dist) koosneva siisteemi liikumist. Taevamehhaanikas esinevad
iilesanded on tegelikult tunduvalt komplitseeritumad, sest
pliikese iimber tiirleb mitu planeeti ja on tarvis arvestada
nende kdigi omavahelisi mdjutusi. See viibki nn. " " keha
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probleemi" juurde. Selle probleemi tépne lahendamine pole se-
nini énnestunud isegi erijuhul, kus ~=3 (kolme keha prob-
leem).

8. Ajaloolisi mérkmeid.

Kéesolevas paragrahvis tuletasime Kepleri seéduaed, l8h~-
tudes Newtoni gravitatsiooniseadusest. Ajalooline tee oli aga
tegelikult vastupidine.

Taani astronoomi Tycho Brahe (1546~1601) rikkaliku vaat—
lusmaterjali pdhjal formuleeris Johannes Kepler (1571-1630)
oma 3 kuulsat seadust. Nendest seadustest tuletas Isaac New-
ton (1643-1727) ililemaailmse gravitatsiooni seaduse.

§ 2. RELATIIVNE LIIKUMINE.
1. Relatiivse liikumise mdiste.

Senini oleme vaadelnud masspunkti liikumist teljestikus,
mida lugesime paigalseisvaks. On aga mdeldav ka olukord, kus
masspunkt (vdi kindel keha) liigub mingis teljestikus, mis
omakorda on liikumises mingi teise, paigalseisva teljestiku
suhtes. Niisugusel juhul me kdneleme masspunkti liitliikumi-
sest. Masspunkti liikumist liikuva teljestiku suhtes nimeta-
me suhteliseks ehk relatiivseks liikumiseks, tema liikumist
paigalseiasva teljestiku suhtes aga absoluutseks liikumiseks.
Liikuva teljeetiku liikumist liikumatu teljestiku suhtes ni-
metame iilekandeliikumiseks.

Néitena vaatame reisijat; kes jalutab liikuva laeva lael.
Me vdime enesele mdttes ette kujutada kahte teljestikku: iiks
teljestik on iihendatud liikumatult laevaga ja vdtab selle 1ii-
kumisest osa; teine — "liikumatu" = teljestik on Uhendatud
maakeraga. Absoluutseks liikumiseks antud n#ite korral eon

2
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reisija liikumine maakera suhtes, relatiivseks liikumiseks
reisija liikumine laeva suhtes, iilekandeliikumiseks aga lae-
va liikumine maakera pinna suhtes.

Nimetustesse "absoluutne liikumine" ja "absoluutne tel-
Jjestik" tuleb suhtuda teatud ettevaatusega. Need nimetused
on kasutusele vBetud I. Newtonl poolt, kes defineeris abso-
luutset ruumi ruumina,”mis on oma olemuselt ja sdltumatult
mistahes esemetest alati sama ja liikumatu". Selle Newtoni
poolt antud definitsiooni ekslikkust néitas alles A. Einstein
1905.a.; Einsteini loodud relatiivsusteooria jlrgi ei eksis-
teeri absoluutset ruumi ja absoluutset liikumist lildse; me
vOime kdnelda vaid iihe keha liikumisest teise suhtes, s.o.
relatiiveest liikumisest. Sellele vaatamata osutub aga md-
ningates mehhaanika-probleemideé otstarbekohaseks kokkulep—
peliselt 1lugeda mingit iihte teljestikku paigalseisvaks; sel~
1list teljestikku nimetamegi edaspidi absoluutseks. Kuna see~-
ga absoluutne liikumine on méératud vaid kokkuleppeliselt,
siis on véga hésti ka mdeldav juht, kus mingi teljestik on
ilhes probleemis paigal, teises aga liikuv. Nii néiteks loe~
me tavaliselt maakeraga iihendatud teljestiku paigalseisvaks.
Kui aga osutub tarvilikuks arvestada ka maakera pédrlemise
mdju liikuvale kehale, siis loeme maakeraga iihendatud teljes-

"tiku liikuvaks ning paigalseisev teljestik tuleks paigutada
nditeks pHikesele.

2. Kiiruste liitmislause.

Olgu meil antud kaks mingit teljestikku (X,\_).L) ja (§,1,§)
Esimest neist teljestikkudest loeme paigalseisvaks, teist
aga esimese suhtes liikuvaks. Olgu antud veel masspunkt P ’
mis vdib liikuda mSlema teljestiku suhtes. Selle masspunkti
kiirust paigalseisva teljestiku suhtes nimetame absoluutseks
kiiruseks; kiirust liikuvate telgede (§,“1,§) suhtes aga re-
latiivseks kiiruseks. Teljestikuga g,ﬂt,k)liikumatult
tihendatud punkti liikumiskiirus paigalseisva (Xﬂj,Z) teljes-
tiku suhtes kannab nimetust lilekandekiirus.

A8



Vaatleme niilid, kuidas on absoluutne kiirus seotud rela-
tiivee kiirusega ja lilekandekiirusega. Selleks l&htume jooni-
sest 5.

Joon. 5

Olgu punkti 37 asend paigalseisvas teljestikus méératud
raadiusvektoriga 0P= N, liikuvas teljestikus raadiusvek—
toriga 04?‘-3’ 3 liikumatu teljestiku algusest liikuva tel-
jestiku algusesse viiv raadiusvektor olgu tédhistatud 00 ='t .
Nagu jooniselt 5 n#htubdb, on

~3 -
e, +Q . S
Olgu liikuva teljestiku‘Efordinaattelgede iihikvektorid

thhistatud simbolitega © , [., © ning olgn (§e(, $) punk-
ti koordinaadid liikuvas teljeetikus, siis on

St T4 ]*g‘b
ning valem (1) saab kuju
y =
'T?-l?,,-l-g?-t-n‘j’-c- Sk, (2)
Diferentseerime seost (2) aja J!rgi,'!gttee_grveaee, et

aja funktsioonideks osutuvad kohavektorid ft,. o 4 koordi~
=49



naadid § M, $ Ja ka koordineattelgede Gihikvektorid T ,
r -» (nende koordinaattelgede suund v3ib muutuda liikumise
viiltel!). Kuna raadinsvektori tuletis aja jhrgi annab kiirus-
vektori, siis ﬁ?z & ja me saame

R (24§ P 3%+ (8T + AT + LAREE

‘Selgitame niiid valemis (3) esinevate suluavaldiste mdt-—
te. Oletame esmalt, et relatiivme liikumine puudub ning esi-
neb ainult iilekendeliikumine. Sel korral vdime punkti P 1lu-
geda (€, m, $) teljestiku suhtes paigalseisvaks; seega
€= comnts n=contk , &= consks ning§ '[*“:1 0 . va-
lemist (3) jH#b piisima ainult esimene suluavaldis. Kuna antud
juhul esines ainult iilekandeliil;umine, siis vdime kiiruse 3
asemele vdtta lilekandekiiruse % ning saame

(?at E:+§i’+0q"* gz (4)

Oletame niiiidy, et puudub iilekandeliikumine. Sel korral on

rl_,: =(M-39k' ning ihikvektorid T , T ’ 2 osutuvad konstant-
seteks vektoriteks (s.t. nad on muu upmtud nii suuruselt kui
ka suunalt), jéirelikult ka & -17-]’- =0 . valem (3), kui

kiiruse ry asemele kirjutada relatiivse kiiruse siimbol N'q, ’
saab niiiid kuju

='g-¢+.‘LT+§‘u3‘ )
Valemitest (3) - (5) niéhtub, et
— P s
A= oar, + kg (6).

Tulemus kujutabki enesest kiiruste liitmislauset; seda
v3ib sdnastada jérgnevalt:

Absoluutne kiirus (ehi( kogukiirus) vérdub iilekandekiiru-
se ja relatiivse kiiruse -geomeetrilise summaga.

Néide 1: Kiil AMBC | mille kaldenurk on &« , liigub
bhorisontaalpinnal translatoorselt kiirusega WU ja tdukab ver-
tikaalset varrast PE s, mis 1lébib muhvi ¢ Jja voib nihku-

da vaid vertikaalsuunas (joon. 6). Leida varda liikumiskii—
Tus.
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Joon. 6.

Lahendus. 'Vaatleme varda otspunkti »(P liikumist 1liit-
liikumisena, mis koosneb kahest liikumisest: 1) varda liiku-
misest kiilu suhtes (relatiivne liikumine), 2) kiiluga kaa-
sa liikumisest (iilekandeliikumine). Kuna kiil liikus trana-
latoorselt, on k3ikide tema punktide kiirused vdrdsed, seega
ka punkti ? ilekandekiiruseks on ¥y = M . Et relatiivne
liikumine toimub piki kiilu kaldpinda, siis on ka relatiiwvme
kiirus Y« suunatud piki sirget Ab » Absoluutne kiirus &
peab iilesande tingimuste kohaselt olema suunatud vertikaal-
selt liles; teiselt poolt aga kiiruste liitmislause kohaselt
peab A olema parallelogrammi LMNP diagonaaliks.

- Taisnrurksest kolmnurgast IMP leiamegi niitid, et

LR tanmd = wtam o.

3. Kiirenduste liitmislause.

Léhtume eelmises punktis tuletatud valemist (3) ja di-
ferentseerime seda veel kord aja jérgi. Seda tehes saame
-21- :



T (R g P o) (£
45(’]"4;2)41({?4#1]’4 g?) %)
Selleks, et selgitada iiksikute suluavaldiste té&hendust
va.emis (7), vaatame-jille algul juhtu, kus relatiivne liiku-
mine puudub. Sel korral on koordinsadid §€ , @ , % kons-
tantsed suurused, nende tuletised seega nullid. Et ainsaks

esinevaks liikumiseks ‘on lilekandeliikumine, siis saame vale—
mist (7) llekandekiirenduse jaoks valemi
Cv’a.az:+§t’+nr+si’. (8)
Oletame niilid, et lilekandeliikumine puudub. Sel juhul
E: o iy T ’ E? on konstantsed vektorid ning nende tule-

tised on nullid. Valemist (7) saame niiiid relatiivse kiirendu-
gse arvutamiseks valemi

o & S ey f:
Q’,“=§e+q}’+sw. 9)
Seoste (7) = (9) vdrdlemisest néhtub, et valemi (7) pa-

remal poolel esineb iilekande ja relatiivse kiirenduse kdrval
veel lks lisaliige, mida tdhistame siimboliga ;3; ; seega

We =2 (€T + &LT+ 3C). (10)

Sellele lisaliikmele juhtis kdige enne téhelepanu prant-
suse insener ja kahurviée ohvitser Coriolis (1792-1843); tkna-
pieval tuntaksegi seda osa kiirendusest Coriolise ehk lisa-
kiirenduse nime all.

Valem (7) absoluutse kiirenduse arvutamiseks saab niiiid
kuju »

\38@".‘4-\:/-’0 +\;—\I’° (11)

Tulemus ongi kiirenduste liitmislause, mida v3ib sdnas—

tada jérgnevalt:

Absoluutne kiirendus on geomeetriline summa relatiivsest
kiirendusest, iilekandekiirendusest ja Coriolise kiirendusest.



4, Coriolise kiirendus.

Coriolise kiirendust vdiks arvutada eelmises punktis
toodud valemist (10); praktiliste lilesannete lahendamisel on
aga selline tee iisna vaevarikas ja ebasobiv. Seepdirast anna-
megi k#esolevas punktis\valemile (10) arvutusteks sobivama
kuju.

1. Vaatleme algul erijuhtu, kus iilekandeliikumiseks on
translatoorne liikumine. Et sel korral teljestiku (5, Oz, S)
tihikvektorid (5 ’ T ’ i ei muuda oma suunda, siis on
C=P=R=0 ning valemiet (10) néhtub, et ka
ﬂc_ = 0Q . Seega translatoorse ililekandeliikumise korral Corio-
lise kiirendus puudub.

2. Olgu niiiid lilekandeliikumiseks rotatoorne liikumine,
B.t. et (§. & §) teljestik pbdrelgu nurkkiirusega <  min-
gl telje limber, kusjuures see telg lHébigu ("'y,l) teljestiku
R1guspunkti O (joonis 7).

Vaatleme mingit (§.n,§)
teljestikuga liikumatult seo-

VA tud kohavektorit FL' ; selle
vektori otspunkt P kirjeldabdb

) liikumisel telje (¥ iimber
q 9 r'ing:)oone C raadiusega g .

Olgu punkti (@ 1liikumiskii-
rus i s Bee kiirus on sihi-
tud mébda ringjoone C puutujat.
0Olgu nurkkiirusvektor mérgi-
tud siimboliga G . Néitame,
et vektorite & s 2 ja (:;
vahel kehtib vektorvdrrand

ot S y

() ¥ %W (12)
Valemi (12) kehtivuse

tdestamisel vdib l&htuda ot~

seselt vektorkorrutise definit-
sioonist. Nagu ieame, on vek-

4
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Joon. 7.
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torkorrutise absoluutvéértuseks
; A
13 x| =@ nin @i,
»i
Jooniselt 7 aga ndhtub, et R-4Un WV = S ; kuna

aga mingi punkti lineaarkiirus saadakse nurkkiiruse korruta-
misel selle punkti kaugusega pborlemisteljest, giis

!(3 XB\: 603 = Ar,
nagu peabki olema.

Edasi teame, et vektorkorrutiseks on uus vektor, mis on
risti korrutatavate vektorite poolt moodustatud tasapinnaga
ja mille suund mé#iratakse parema kéie kruvi reegli kohaselt.
Pole raske niéha, et ka need tingimused on valemi (12) korral
tdidetud. Seega olemegi tdestanud valemi (12) 3igsuse.

Valem (12) on kehtiv mistahes punktist O 1&ntuva ning
(§.ﬂl, §) teljestikus liikumatu kohavektori jaoks. Seega
peab see valem olema rakendatav koordinaattelgede iihikvekto~
rite © ’ ]" ja 2 kohta ehk, teiste sénadega, peavad ke
tima jérgmised vordused

t’:a_)'x-c, TtaxT‘ E:z)‘z. (13)

hsendades tulemused valemisse (10) ja rakendades vektor-—
korrutise distributiivsuse omadust, saame

Te= 2 [E(Sx2)+ q(3xP)+ 3(S=0)]-
L[_C:).x§_u’ +6—3er + @ x SZ]:
L[Bx(ét’+»‘\r+§2)].

Pidades silmas valemit (5), saame tulemuse esitada jérg-
neval kujul

"

\;\7(’ =1:83 x'\‘,?m. (14)
3. Pole raske tdestada, et valem (14) j##b kehtima ka
iildjuhul, kus tlekandeliikumiseks ei ole puhtal kujul trans—
latoorne vdi rotatoorne liikumine.
Kindla keha kinemaatikas néidatakse, et igasugust liiku~
mist vdib lehutada liheks translatoorseks liikumiseks ning
iiheks rotatsiooniks sobivalt valitud telje iimber. Keha mingi
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punkti kiirus arvutatakse valemist
- -
P==4¢, + %3, (15)
—,
kus V. on meie poolt valitud punkti (pooluse) liikumise kii-
rus, o . hetkeline pbdrlemiskiirus, Q - poolusest léhtuv

raadiusvektor.
Valime niilid pooluseks (§ ., 3) teljestiku alguse. Et

aga joonise 5 ja valemi (1) pdhjal

i:= iz *’§’ ' é: - it: L g?
Y =
ning et &, =4, , siis saame valemi (15) kirjutada kujul
= a X ? ¥

mie sisuliselt iihtib meie poolt varem saadud tulemusega (12).
Edasine lahenduskéik kujuneb alajaotuses, punktis 2 toodud
arutluse kordamiseks ning ldpptulemusena viib uuesti valemi-
le (14).

Asume niiiid saadud tulemuse (14) uurimisele. Mirgime es-
malt, et Coriolise kiirendus on vektor, mis on risti vekto~
rite < ja ‘0’.‘, poolt mHératud tasapinnaga ja mille posi-
tiivne suund mhératakse parema kiée kruvi reegli Jhrgi, pBY~
rates vektorit G) viiksemat nurka métda vektori “'q, poole
(vdrd. joon. 8). Coriolise kiirenduse absoluutvéértuse arvu-

: tamiseks saame (14) pdhjal va-
lemi y
a‘ m‘],ﬂ&?nﬂ,lzl.wv.‘,wué\«rl.(m)
Tulemusest néhtub, et Co-
riolise kiirendus on null, kui
1) w=0 , g.t. puudub p8drlev
9 liikumine;

:'\F 2) ¥ ,=0, g.t. puudub rela-
* tiivne liikumine;
Ay 3) & || &%, e.t. relatiivne 11i-

kumine toimub, ré&-
biti pborlemistel~
Joon. 8. Jega.
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Néide: Rong liigub piki maakera meridiesani suunaga pdh-
jast ldunasse. Rongi kiirus on #'=owt | maskera raadius
32' » koha geograafiline laius € s maakera pddrlemise nurk-
kilrus &) ", Leida rongi liikumise relatiivne, iilekande- ja
C&i:ibliae kiirendus.
Lahendus: Olgu
— maakera keskpunkt punk-
L tis 9 » paralleel-
ringi keskpunkt punk-
tis O, . Rong asugu
vaadeldaval hetkel maa-
kera punktis (joon.
9). Relatiivseks liiku-
miseks on antud juhul
iihtlane ringjooneline
liikumine (rongi 1lii-
kumine piki meridiaa-
ni). Et see liikumine
saaks toimuda, on tarvis
tsentripetaalkiirendust
suurusega

: ALY
r g

See kiirendus (rela-
tiivne kiirendus) on
suunatud maakera tsent-
Joon. 9. risse.

Ulekandeliikumiseks on maakera pdbrlemine, mis tingib
punkti » liikumise piki paralleelringi kiirusega W
( O - paralleelringi raadius). Et aga Q= R-con € ja iile-
kandelilkumire on samuti iihtlane ringjooneline liikumine, siis
selle liikumise kiirenduseks on i
U Wy o= Wi =t Rean L.

See kiirendus on suunatud paralleelringi kesk;)\unkti 01 .
o, -
Et antud juhul Cu"."..l=48()‘- €  ja pr@wV s oon @ %
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siis Coriolise kiirenduse suuruseks on
Q,\gcz 2 WAy N .

Kasutades eespool antud suuna reeglit, néeme, et Corio-
lise kiirendus on sihitud piki paralleelringi puutujat suuna-
ga lé#nest itta.

5. Relatiivee liikumise diinaamika
pdhivdérrand.

Vaatleme masspunkti ? massiga ™ , mis liigub paigal-
seisvas teljeatikus_,(‘.y,zJ ja millele mdjuvate vidlistungi-
de resultant olgu + . Selle masspunkti liikumine allub

teatavasti Newtoni II seadusele
- '

mw = F a7
kus siimboliga W on téhistatud masspunkti kiirendus antud
teljestikus.

Vaatame niiiid paigalseisva (X.j.Z) teljestiku kdrval veel
teljestikku (E,nllé) s mis on antud teljestiku suhtes liiku~
mises. Seame enesele iilesandeks méérata kiirendus liikuva tel-
Jestiku suhtes (s.o. relatiivne kiirendue).1

Léhtume absoluutse kiirenduse avaldisest (11); valemile
(17) saame anda kuju o

m(»??‘..,-H7~7c5"*\'-J«-_)=$'._a o

Viime saadud tulemuses liikmed Wy ja W teisele poo-

le vdrdusméirki rning toome éisse abitdhistused:

-3 - -3

'.‘l,;:-mwa' 3¢_=.-mv_~7¢, (18)
saame - £ -3

mwn, = F o d5 + Je . 19)

1 Paljudes mehhaanikaprobleemides on oluline just rela-
tiivne kiirendus. Nii néiteks maapinna l&hedaste objektide
liikumise uurimisel huvitadb meid tavaliselt ikkagi vaid nen-
de kehade kiirendus maapinna suhtes, mitte aga kiirendus min-
gis “paigalseisvas" (néiteks péikesega ilhendatud) teljesti-
kus.
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Tulemus (39) kannab relatiivse {gikumise diinaamika pdhi-
vérrandl nimetust. Suurusi 90 Ja ﬁ¢ nimetatakse illekande-
. Ja Coriolise inertstungideks.

velémite (17) ja (19) vdrdlemine viib jérgmisele jérel-
dusele:

Tuues sisse iilekande ja Coriolise inertstungid, v&ime
anda relatiivse liikumise diinaamika pShivérrandile formaal-
selt sama kuju, mis on Newtoni II seadust esitaval valemil
paigalseisvas teljestikus.

Inertstungid I Ja dc tdime valemisse (19) aisse for-
maalselt. Seoses sellega kerkib kiisimus inertstungide olemu-
sest: kas need tungid on ainuiikei kujuteldavad (fiktiivsed)
vdi esinevad nad ka tdepoolest tegelikkuses. Asudes selle
probleemi lahendamisele, kitsendame esialgu ililesandeseadet ja
vaatleme vaid maaskera ptdrlemisest tingitud Coriolise inerts-
tungi mdju maapealsete objektide liikumisele.

Léhtume eelmises punktis toodud lilesandest ning Jooq&r
sest 9. Kanname sellele joonisele Coriolise inertstungi 50 ’
vdttes arvesse, et ta on vastassuunaline Coriolise kiirendusele
072 . Et niisugune tung 5: tegelikkuses tdepoolest eksistee~
rib, selle poolt kdnelevad mitmesugused téhelepanekud. Eelkdi-
ge on mérgatud, et pdhjapoolkeral on meridiaani sihis voola-
vate jogede (n#éit. Volga) parempoolsed kaldad enam uurista—
tud kui vasakpoolsed; see nn. Baeri seadus1 on aelefatav ai-
nuiikei Coriolise inertstungi mdjuga. Samal pdhjusel avaldavad
meridiaani sihis liikuva veduri rattad horisontaalsurvet pa—
rempoolsele rdopale. Ka see tdsiasi on kooskdlas kogemustega:
on mérgatud, et pdhjapoolkeral kulub rongide iihesuunalisel
liikumisel parempoolne rétbas kiiremini kui vasakpoolne. Co~
riolise inertstungi mdjuga on seletatavad veel mitmed teisedki
néhtused (meridiaani suunas pdhjapoolkeral viéljalastud kahu-

ﬂ Akadeemik K.E. Baer siindis 1792.a. Eestimaal end.
Piibe mdisas, suri 1876.a. Tartus. Alates a. 1869 oli Tartus
Looduseuurijate Seltei esimeheks.
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rimiirsk kaldub kdrvale paremale; passaattuuled ei puhu mitte
pdhja-lduna suunas, vaid kalduvad kdrvale léénesuunas jne.).
K0ik need tidhelepanekud viivad mga peal asuva vaatleja arva-
musele, et Coriolise inertstung vdib teha t66d ja on seega
reaalne. Sama vdike ta vidita ka ililekandeinertstungi kohta.
Hoopis teistsugusele jéreldusele tuleks vaatleja, kes
asub vﬁligepool mgakera. Selle vaatleja arvates oleksid inerts-
tungid 5; ja ‘ja fiktiivsed; niisugused néhtused, nagu Jjo-
gede pareme kalda uuristamine, kahurimiirsu kdrvalekaldumine
jne. oleksid tema arvates tingitud ainuiiksi maakera pborlemi-
se mdjust (s.t. on taandatavad kinemaatilistele efektidele).
Kdike eeltoodut kokku vottes vdime viéita, et Coriolise
ja iUlakandeinertstung on absoluutses teljestikus fiktiivsed;
liikuvas teljestikus (t#épsemini Seldes — antud teljestiku suh~
tes mitteinertsiaalselt liikuvas teljestikus) aga reaalsed.
Vaatleme 13puks veel erijuhtu, kus relatiivmne liikumine
puudub; siis ‘l?m =\:~7n, =We= 0 ning valem (19) saab ku-
Ju - -
0 = ¢ + 9 VIR (20)
See on aga meile juba tuttav d'Alembert ‘i printsiip. See-
ga ndeme, et d'Alembert'i printsiip sisaldub erijubuna rela-
tiivse liikumise diinaamika pdhivdrrandis.

6. Masspunkti relatiivse liikumise vdrrandid
maakeraga iihendatud teljestikus.

Vaatleme niiiid mingit masspunkti $ s mis liigub maake-
ra pinna léheduses. Maakeraga kaasaliikuv teljestik (g.”[.§)
olgu valitud jérgmiselt: £ - telg olgu suunatud piki meridi-
aani pdhjast ldunasse, ¥ ~ telg piki paralleelringi puutu-
jat itta, s - telg piki maakera raadiust suunaga tsentrist
eemale. Koha geograafiline laius olgu A

Arvutame esmalt Coriolise kiirenduse komponendid (§ﬂt§)
teljestikus. Selleks léhtume valemist (14). Kuna yektoritets
ja ﬂ;.: komponendid on B-(wg,o,l_ @g) 1'0., A}Z:(g,”t,%) ’

LY



siis saame e
» \'J’Cal,&?xﬂsl. wva(""

0 . (21)
*

Jooniselt 10 néeme, et nurkkiirusvektori w projektai-

oonideks on

GJ’:-QJCM‘(, C\JQ: Q. Wy = WAN L . (22)
S Pt g
%0-~¢
A\ §

Joon. 10.

Asendades tulemused valemisse (21) ja arvutades vilja
determinandi, leiame Coriclise kiirenduse komponendid:
Wee = ~ 2w arh < :
Wenz X (§ain'e + §cone) (23)
Wey = -Lawm s

Ulekandekiirenduse suuruseks on Wg = MW y kus
on paralleelringi raadius. Hindeme selle kiirenduse suurus-
Jérku. .Et 3

2% L 4 4
G B e = e e = 0 0000 v T
PR T e N
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Jja
e Reare < Ro= 6338000 m,

giis on
m “
W = W2 ~ 0,05" e = '

see on aga niivdrd véike suurus, et teda praktiliselt ei pruu-
gi arvestada (vdrdluseks olgu mérgitud, et néit. raskuskii-
rendue = {Q % on iilekandekiirendusest umbée 200 korda
suurem!)

Eespool beldust jargneb, et masspunkti relatiivsel 1ii-
kumisel maakersa suhtes vdib arvestamata jatta lilekandeinerts~
tungi. Relatiivse liikumise diinaamika pdhivdrrand (19), pro-
Jjekteerituna (§.4[,§) teljestiku telgedele, saab seega
- kuju > o

$ 5N T agenn
R= & - L (Enint+ Swne)
§=4 ‘Ig + L .

(24)

Integreerides diferentsiaalvérrandite siisteemi (24),
saame masspunkti relatiivse liikumise seaduse kujul

PR gl Re ),
millega pilistitatud llesanne ongi lahandatud.
Vdrrandsiisteemi (24) integreerimise viime 1l&bi allpool
(p. 7-8) kahe konkreetse iilesande juhul.

7. Langevate kehade kdrvalekaldumine vertikaal-
suunast .

Vaatleme masspunkti, mida lastakse langeda ilma
algkiiruseta maapinnale kdrguselt A . Lihtsuse mdttes jéta-
me Shutakistuse arvestamata.

Niiiid on valemis (24) 3&: 431'0 : g; = - (Q - ras—
kuskiirendus). Et @ ja € on konstandid, siis vdime siistee-
mi (24) kéiki vdrrandeid integreerida aja jérgi; seda tehes
saame

=37



§=lwamnt+C,
q=-2w (§mn‘¢ + §m~<.)4C,_ (25)
\ 3= -,ﬂt + Lonunt + Cy .
Integreerfmiskonstandid Cq ’ C:_ ’ C3 méérame algand-
metest. Valime koordinaatide alguse punkti, millest algas
langemine, aiis on £(o) = 9 (o) =§(0) =0, §(o)-v’l‘(n)=§(o).o
Jja seega ka

C,= C,_=C5=0.

Kuna siisteemi (25) edasine tépne integreerimine on iisna
keerukas, siis kasutame ligikaudset meetodit.
Et suurus W on véga véike, siis arendame lahendi rit-
ta @ astpete jurgi:
§.§.+ g. W + §‘wlﬁ...
Nt N W Ny W+, (26)
3= 38,45, w+ g0t
Reaksarenduste kordajad §., e, s. % §. s Qa,
43 ses On mingid aja funktsioonid, mis méératakse nii, et
siisteem (25) oleks rahuldatud mistahes parameetri @ védrtu-

se korral. Asendades reaksarendused (26) vdrranditesse (25)
ja vorrutades koefitsiendid samade & astmete juures, saame

go"'.t.,o: g "’3*‘
§1=0, q.=-2(E.0int+ Scon) 27
s.‘t - 2. ’lo e Q .

Integreerides siisteemi (27) ning miérates integreerimis-—
konstandi algandmetest §.(o) =, ()= 5(s) =0,
E.(0) > qalo)= §(o)=0, leiame, et

4
§omn-v0, So=-fqet
g«'o. 'll;g’?ﬂbw“. §'=O.
Samal viisil vdiks méilirata ka funktsioonid €., % ,
Q;_ valemeist (26); seda aga pole tarvis teha, sest kuna
w? ~0"" | eiis liikmed §: %%, 4. w?, 32 on viga
viiikesed ja eelmisi liikmeid oluliselt ei mdjuta.

(28)

e



Seega oleme praktikas vajaliku tépsuse piirides joudnud
Jjérgmistele tulemustele:
§
-4 3

5 oodqth

Elimineerides kahest viimasest vdrrandist aja t Ja
asetades koordinaadi 3 asemele tema vidrtuse langemise 13-
pus §=-'v, saame
' n= -’g Lo }/—% " (30)

Kuna 7 >0 - , pils peavad kdik langevad kehad kalduma
vertikaalsuunast kdrvale ida poole; selle karvalekaldt‘ynise
suurus on méératav valemiga (30).

Et niisugune kdrvalekaldumine peaks tdepoolest esinema,
oletas juba Newton.

: Newtoni véidet on korduvalt kontrollitud katseliselt.
Nii néiteks 1831.a. teostas Freibergi kaevanduse #ahtis kat-
seid sakslane Reich. Langemiskdrguseks oli 158 m, koha geo-_
graafiline laius €=42° , ssendades need andmed valemisse
(30), saaksime kdrvalekalde suuruseks 27,5 cm; Reichi poolt
lébiviidud 106 katse keskmine andis aga 28,3(:4) cme

8. Foucault ' pendel.

Vaatleme pendlit, mis vdngub meakera pinna liheduses.
Pendli pikkus olgu a s pendli kaal mgq . Koordinaadistiku
valime nii, nagu nédidatud joonisel 10; koordinaatide alguse
paigutame pendli kinnituspunkti. Pendlikuulikesele mdjub 2
tungi: raskustung m1 ja niidi pinge N « Kuna niidi sihi-
koosinused on ) . , 8iis valistungide projektsi-
oonid koordinaa%telgedele (§, '(, §) vérduvad (joon. 11):

?g = - N
9“.(=-N'{- 1)
Tg’ 'N%'Wﬂ’.

«dds



Joon. 11.

Asendades need suurused vorrandisiieteemi (24), saame
§ - -:':_5 + Lwqaine

_H% | " E - N - S ¥ * §m!

" r_i!. Lw(Eanw )

g .-;’:ﬁi-jq»zlwiwo‘(.

i Et siisteemi (32) integreerimine on komplitseeritud,

‘ siis piirdume ainult pendli védikeste vOnkumiste juhuga; sel
korral on koordinaadid E Jja ﬂ'l viikesed, vdrreldes koor-
dinaadiga St

Kuna pendli pikkus on konstantne, siis

gz._"tz $ BELRN .

Jittes &ra véikesed liikmed §%, 4 ja arvestades,
et joonise 10 kohaselt 8 <O, néeme, et S=-L=onst |
Et aga niid $ = $§=0 |, siis siisteemi (32) kolmandast
v8rrandist nahtub, et N = . Asendades selle tulemuse
sisteemi (32) kahte esimesse vdrrandisse, saame

(32)

N




g a- g +2wnaine

= '%"l Lw f/w\‘l

Korrutame niiiid siisteemi (33) esimest vdrrandit - -8a8s
teist g -ga ja liidame tulemused:

§n-n&=-2w (8 + qn)sint. (34)
Léheme iile polaarkoordinaatidele € Jja e s kusjuures
@ olgu niiai 0P projektsioon §4 -tasapinnale, © olgu
nurk § ~telje ja raadiusvektori ¢ vahel. Nagu nihtub joo-
niselt 10, on lileminekuvalemiteks

§=Quwn 0, " = Qnn @, (35)
Et niilid 2
z(ﬁi*'mh—(ﬁ“n) %
§i-af - £ (84- nd)- & (s9),

siis valem (34) saab polaarkoordinaatides kuju
d . g ; de?
i (g G) = -~ WMh i
ehk pérast integreerimist
3268 =-wWgR*an¥ +C. (36)

(33)

Oletame, et pendel alustas vdnkumisi tasakaaluseisun-
dist algmomendil £=0 gaadud tduke tottu; sel korral
Q(0) =0  ning valemist (36) néhtub, et ka C=0 . Et aga

(#)#Q , siis voime vdrrandi (36) mdlemaid pooli €% ~ga
Jjagada ja saame

Q= —wnnt. (37)
Integreerides veel kord tulemust (37) néeme, et
Q= 9, - wtKnt. (38)

o
Siimboliga Ggq on siin t#éhistatud integreerimiskonstan-
di véértus.
vValemitest (37) - (38) n#htub, et pendli vénketasapind
ei j#& ruumis pilisima, vaid podrdub konstantse nurkkiirusega

%355



€ imber & ~telje. PStrdumine toimub suunas idast ile 13una
létinde: s.o. vastupidiselt maakera pébrlemise suunale. Vénke-~
tasapinna iihe tdispsdrde tegemiseks kuluv aeg on

25 23 ; :
7= 18] & Dam< : ©9)

Fendli vdnketasapinna péSrdumise avastas prantesuse fiili—
8ik L. Foucault (fukoo), kes 1851.a. korraldas Pariisis Pant~
heonis oma kuulsa pendli katse. Katset on hiljem mitmel kor-
ral korratud, kusjuures kdigi katsete tulemused on olnud koosg~
kdlas valemiga (39).
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