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§ 1. Uie Mathematik ist die Lehre von den Grössen.
Sie zerfällt in die Arithmetik und die Geometrie. Die Arith­

metik ist die Lehre von den Zahlen und die Geometrie ist die 
Lehre von den Raumgrössen.

§ 2. Die Mathematik setzt über die Grössen folgende Grund­
sätze voraus:

I. Jede Grösse ist sich selbst gleich; oder: A = A.
II. Das Ganze ist grösser als ein Theil desselben; oder: wenn 

A = В + C ist, so ist
А 2> B, und ebenso А 2> C.

III. Wenn zwei Grössen einer dritten Grösse gleich sind, so sind 
sic einander gleich; oder:

Wenn А = В und А = C ist, 
so ist auch В = C.

VI. Gleiches zu Gleichem addirt, Gleiches von Gleichem sub­
. trahirt, Gleiches mit Gleichem multiplicirt und Gleiches 

durch Gleiches dividirt, giebt Gleiches; oder: wenn
А = В und C = D ist, so ist

А + 0 = B + D
А — C = B — D

А . 0 = В . D
A B
C~ D*

§ 3. Unter der natürlichen Zahlenreihe versteht man die 
Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7............, welche so weit man will fort­
gesetzt werden kann.

Das Intervall zwischen je zwei aufeinander folgenden Zahlen 
wird die Einheit genannt. Die natürliche Zahlenreihe stelle man 
sich vor unter dem Bilde einer Reihe von Punkten, welche sich 
auf einer geraden Linie in gleichen Zwischenräumen neben ein­
ander geordnet befinden.
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Sie heissen absolute Zahlen im Gegensätze zu den algebrai­
schen Zahlen und ganze Zahlen im Gegensätze zu den Brüchen, 
welche gleichfalls ihre Stelle in der natürlichen Zahlenreihe fin­
den zwischen je zwei auf einander folgenden ganzen Zahlen.

Zur sichtbaren Bezeichnung von Zahlen dienen die Ziffern 
oder in allgemeinen Untersuchungen die Buchstaben.

§ 4. Die durch Verlängerung der natürlichen Zahlenreihe 
rückwärts über Eins hinaus, entstehende Zahlenreihe wird bezeichnet 
.... — 5, — 3, — 2, — 1, o, + 1, + 2, + 3, + 4, + 5,.........

Die Zahlen der dadurch erweiterten Zahlenreihe führen den 
Namen algebraische Zahlen.

Die ursprünglich vorhanden gewesenen heissen hier positive 
Zahlen.

Die Zahl, zu welcher man gelangt, wenn man von Eins um 
eine Einheit rückwärts schreitet, erhält den Namen Null. Oder 

0 = 1 — 1.
Die Zahlen endlich, zu denen man gelangt, wenn man von 

Eins um mehrere Einheiten rückwärts schreitet, werden negative 
Zahlen genannt.

§ 5. Mit Ausnahme der Null besteht jede algebraische Zahl 
+ a aus einem Vorzeichen + und einem Zahlwerthe a.

Das Vorzeichen -f- für positive und — für negative Zahlen 
zeigt an, auf welcher Seite der Zahlenreihe sich die Zahl befindet.

Der Zahlwerth zeigt an, welche Stelle die Zahl in der Reihe 
der positiven oder negativen Zahlen einnimmt.

§ 6. Rechnen heisst: Von einer gegebenen Zahl in der 
Zahlenreihe auf eine vorgeschriebene Weise zu einer neuen Zahl 
fortschreiten. Diese letzte erhaltene Zahl ist das Resultat der 
Rechnung.

Man unterscheidet drei Grundrechnungsarten: Addiren, Multi­
pli ciren und Potenziren und die Umkehrung dieser Rechnungs­
arten: Subtrahiren, Dividiren, Wurzelausziehen und Logarithmiren.

§ 7. Zu einer gegebenen Zahl eine zweite addiren heisst: 
von der gegebenen Zahl in der Zahlenreihe um so viel Einheiten 
oder Theile der Einheit fortschreiten, wie die zweite gegebene 
Zahl anzeigt.
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Die beiden gegebenen Zahlen heissen Summanden, und die 
Zahl, zu der man gelangt, wird die Summe genannt.

Beisp. (+ 2) + (- 5) = — 3, (- 7) + (+ 11) = + 4 etc.
§ 8. Zwei Zahlen von gleichem Vorzeichen werden addirt, 

indem man ihre Zahlwertlie addirt und dieser Summe das ge­
meinschaftliche Vorzeichen giebt. Zwei Zahlen von verschiedenem 
Vorzeichen werden addirt, indem man den kleineren Zahlwerth 
von dem grösseren subtrahirt und dieser Differenz das Vor­
zeichen des grösseren Zahlwerths giebt.

В eh. (-J- a) —(-j- b) = -f- (a -f- b)
(— a) + (— h) — — (a + b)
(+ a) + (— b) = + (a — b) oder — (b — a)
(— a) + (+ b) = — (a — b) oder + (b — a).

Bew. (4- a) 4~ (-f- b) zeigt an, man soll von der Zahl 4~ а 
aus in positiver Richtung um b Einheiten fortschreiten. Dies ist 
dasselbe, als ob man zu der Zahl a die Zahl b addirt. Folglich 
gelangt man zu der Zahl а -{- b mit dem Vorzeichen 4~ versehen, 
das ist 4* (a + b). .

(— a) 4- (— b) zeigt an, man soll von der Zahl — a aus in 
negativer Richtung um b Einheiten fortschreiten. Dies ist das­
selbe, als ob man zu der Zahl a die Zahl b addirt. Folglich ge­
langt man zu der Zahl а + b mit dem Vorzeichen — versehen, 
das ist — (a 4~ b).

(4~ a) 4" (— b) zeigt an, man soll von der Zahl 4~ a aus in 
negativer Richtung um b Einheiten fortschreiten. Dies ist das­
selbe, als ob man von der Zahl a die Zahl b subtrahirt. Folg­
lich gelangt man, wenn а > b ist, zu der Zahl а — b mit dem 
Vorzeichen 4~ versehen, das ist + (a — b). Oder man gelangt, 
wenn а <( b ist, zu der Zahl b — a, mit dem Vorzeichen — ver­
sehen, das ist — (b — a).

(— a) 4~ (4~ b) zeigt an, man soll von der Zahl — a aus in 
positiver Richtung um b Einheiten fortschreiten. Dies ist das­
selbe, als ob man von der Zahl a die Zahl b subtrahirt. Folg­
lich gelangt man, wenn а )> b ist, zu der Zahl а — b mit dem 
Vorzeichen — versehen, das ist — (a — b). Oder man gelangt, 
wenn а < b ist, zu der Zahl b — a mit dem Vorzeichen 4~ ver­
sehen, das ist 4- (b — a).



§ 9. Zwei Zahlen von gleichen Zahlenwerthen und verschie­
denen Vorzeichen geben zur Summe Null.

(+ a) + (— a) = 0.
Wenn Null Theil einer Summe ist, so ist die Summe gleich 

dem anderen Theile.
0 -j- a — a.

Beisp. Meier Hirsch pag. 16 u. 17.

§ 10. Subtrahiren heisst: zu einer gegebenen Summe und 
einem gegebenen Theile den zweiten Theil suchen.

Die gegebene Summe wird der Minuend, der gegebene Theil 
der Subtrahend und der gesuchte Theil die Differenz genannt.

Man bezeichnet eine Differenz, wenn a der Minuend und b 
der Subtrahend ist, mit

a — b.

§ 11. Werden Differenz und Subtrahend addirt, so ist die 
Summe beider gleich dem Minuenden.

(a — b) + b = a.

§ 12. Eine Zahl wird das Entgegengesetzte einer anderen 
genannt, wenn beide zur Summe Null geben. Z. B. -f- 7 u. — 7, 
0 u. 0, + a u. — a etc.

§ 13. Die Subtraction ist eine Addition, wenn man statt des 
Subtrahenden sein Entgegengesetztes setzt.

Beh. a — b = a + Entgegs. von b.
Bew. Wenn man zur gegebenen Differenz a + Entgegs. von 

b den Subtrahenden b addirt, so ist (a + Entgegs. von b) + b — 
(Entgegs. von b + b) + a folglich ist

(Entgegs. von b + b)-J-a = O + a, mithin auch 
(a + Entgegs. von b) -f- b = a.

Die Subtraction algebraischer Zahlen wird demnach ausge­
führt, indem man die Vorzeichen des Subtrahenden in die ent­
gegengesetzten verwandelt und darauf addirt.

Beisp. Meier Hirsch pag. 17 u. 18.

§ 14. Eine Zahl mit einer Zahl multipliciren heisst: die 
erstere so viel mal als Theil setzen, wie die zweite Zahl anzeigt.
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Die als Theil zu setzende Zahl heisst der Multiplicand, die 
Zahl, welche anzeigt, wie oft erstere als Theil gesetzt werden 
soll, der Multiplicator; beide zusammen werden Factoren genannt; 
und die gesuchte Zahl heisst das Product.

Man bezeichnet ein Product, wenn a der Multiplicand und b 
der Multiplicator ist, mit

a . b oder ab.
Besteht ein Product aus einem Ziffernfactor und einen Buch­

stabenfactor, so nennt man ersteren den Coeficienten des Buch­
staben.

§ 15. Eine algebraische Zahl a mit einer algebraischen Zahl 
b multipliciren heisst: Wenn der Multiplicator b positiv ist, den 
Multiplicanden a so viel mal als Theil setzen, wie die Zahl b 
anzeigt; wenn dagegen der Multiplicator b negativ ist, das Ent­
gegengesetzte des Multiplicanden a so viel mal als Theil setzen, 
wie die Zahl b anzeigt.

§ 16. Gleiche Vorzeichen geben ein positives Product, un­
gleiche Vorzeichen geben ein negatives Product.

Der Zahlwerth des Products ist gleich dem Producte der 
Zahlwerthe der Factoren.

Beh. (+ a) . (+ b) = + ab
(— a) . (— b) — -s- ab 
(— a) . (+ b) — — ab 
(+ a) . (— b) = — ab.

Bew. (4~ a) . (+ b) zeigt an, man soll den Multiplicanden -j- a 
b mal als Theil setzen; also

+ a-|-a + a + a +......... (bmal), das ist -f- ab
(— a) . (— b) zeigt an, man soll das Entgegengesetzte des 

Multiplicanden — a bmal als Theil setzen; also
+ a4~a + a + a +......... (b mal), das ist -s- ab.

(— a) . (+ b) zeigt an, man soll den Multiplicanden — a 
bmal als Theil setzen; also

— a — a — a — a —........ (bmal), das ist — ab.
(+ a) . (— b) zeigt an, man soll das Entgegengesetzte von 

Multiplicanden -s- a bmal als Theil setzen; also
— a — a — a — a —........ (bmal), das ist — ab.
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Ein Product wird 0, wenn einer seiner Factoren 0 ist.
Beisp. Meier Hirsch pag. 19, 20, 21.

§ 17. Dividiren heisst: zu einem gegebenen Products und 
einem gegebenen Factor den zweiten Factor suchen.

Das gegebene Product wird der Dividend, der gegebene 
Factor der Divisor, und der gesuchte Factor der Quotient genannt.

Man bezeichnet einen Quotienten, wenn a der Dividend und 
b der Divisor ist; durch

a : b oder ~b

§ 18. Werden Quotient und Divisor multiplicirt, so ist das 
Product gleich dem Dividenden.

Л . b = a.
b

§ 19. Gleiche Vorzeichen im Dividenden und Divisor geben 
einen positiven Quotienten, ungleiche Vorzeichen geben einen 
negativen Quotienten.

Der Zahlwerth des Quotienten ist gleich dem Quotienten der 
Zahlwerthe vom Dividenden und Divisor.

Beh. (+ a) '• (+ b) = + f 

(- a) : (- b) = +| 

(-»):(+ b) = -| 

(+ a) ;(-b) =

Bew. Nach § 16 u. § 18 ist
(+ 0 . (+ b) = + a

(+|)-(-b) = -a 

(~|) .(+«) = - a 

(- |) •(-!>) = + a.
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Null dividirt durch 
als Quotienten Null.

eine von Null verschiedene Zahl giebt

0=0.
a

Null giebt einen Quotienten, welcherNull dividirt durch
jeder beliebigen Zahl gleich ist.

— jeder beliebigen Zahl.

Eine Zahl dividirt durch Null giebt zum Quotienten eine 
unendlich grosse Zahl.

a — co.
Mithin ist auch co . 0 = jeder beliebigen Zahl.
Die Zahl Null kann überhaupt wie eine Grenze angesehen 

werden, welcher ein Bruch immer näher gebracht wird, wenn man 
den Nenner desselben ohne Aufhören wachsen lässt, so dass Null 
selbst als äusserste Grenze dieses abnehmenden Bruches erscheint.

Beisp. Meier Hirsch pag. 21, 22, 23.

§ 20. Unter einem arithmetischen Verhältniss versteht man 
die Verbindung zweier Zahlen durch das Subtractionszeichen. 
Die beiden Zahlen werden die Glieder des Verhältnisses genannt. 
Der Minuend heisst das Vorderglied, und der Subtrahend das 
Hinterglied.

a — b.
Ein arithmetisches Verhältniss bleibt seinem Werthe nach 

ungeändert, wenn man zu den beiden Gliedern desselben gleiche 
Zahlen addirt, oder von beiden Gliedern desselben gleiche Zahlen 
subtrahirt.

§ 21. Unter einem geometrischen Verhältniss versteht man 
die Verbindung zweier Zahlen durch das Divisionszeichen. Die 
beiden Zahlen werden die Glieder des Verhältnisses genannt. 
Der Dividend heisst das Vorderglied, und der Divisor das Hinter­
glied.

a : b.
Ein geometrisches Verhältniss bleibt seinem Werthe nach 

ungeändert, wenn man beide Glieder desselben mit ein und der­
selben Zahl multiplicirt oder durch ein und dieselbe Zahl dividirt.
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§ 22. Eine Proportion ist die Verbindung zweier gleichen 

Verhältnisse durch das Gleichheitszeichen. Von den vier Gliedern 
dieser beiden Verhältnisse werden das erste und vierte Glied 
äussere Glieder, das zweite und dritte Glied innere Glieder der 
Proportion genannt. Das erste und dritte Glied heissen Vorder­
glieder, das zweite und vierte Glied Hinterglieder auch entspre­
chende oder homologe Glieder der Proportion. Das vierte Glied 
heisst insbesondere die vierte Proportionale zu den drei ersten 
Gliedern.

a — b — c — d 
a : b = c : d.

§ 23. Eine stetige Proportion ist eine Proportion, deren 
innere Glieder gleich sind. Das mittlere Glied einer stetigen 
Proportion wird die mittlere Proportionale der beiden äusseren 
Glieder, und das vierte Glied einer stetigen Proportion die dritte 
Proportionale der beiden ersten Glieder genannt.

a — b — b — c 
a : b = b : c.

§ 24. In jeder arithmetischen Proportion ist die Summe der 
äusseren Glieder gleich der Summe der inneren Glieder.

Vorauss. a — b = c — d ist eine arithm. Prop.
Beh. a -j— d = b c

Bew. a — b=c — dl _, , , . , , > addirtb + d = b + d J
a -j- d — b -j- c.

Aus zwei gleichen Summen lässt sich stets eine arithmeti­
sche Proportion bilden, wenn man die Theile der einen Summe 
zu äusseren Gliedern, und die Theile der anderen Summe zu 
inneren Gliedern macht.

a -j- b = c + d folglich
a — c = d — b

§ 25. Zu drei gegebenen Gliedern a, b, c einer arithmeti­
schen Proportion findet man die vierte Proportionale, indem man
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das zweite und dritte Glied addirt, und von dieser Summe das 
erste Glied subtrahirt.

Vorauss. a — b — e — x ist eine arithm. Prop.
Beh. x = b + c — a

Bew. a — b = c — xl ., . . ,У subtrahirt c = c J
а — b — e = — x oder mit — 1 multipl. 

giebt x = b + c — a.

Zu zwei gegebenen Gliedern a, b wird die dritte Proportio­
nale gefunden, indem man von dem doppelten zweiten Gliede 
das erste subtrahirt.

aus а — b = b — x folgt 
x = 2 b — а

Zu zwei gegebenen Gliedern a, b wird die mittlere Propor­
tionale gefunden, indem man die Summe der beiden Glieder dureh 
2 dividirt.

aus а — x = x — b folgt 
а -4- b

X = ~2

§ 26. Unter dem arithmetischen Mittel zweier oder mehrerer 
Zahlen versteht man die Summe dieser Zahlen dividirt durch 
die Anzahl derselben.

Sind die Zahlen a, b, c, d, . . . . n gegeben, so ist das arith­
metische Mittel:

a-j-b-{-c-|-d4-...ii 
n

§ 27. In jeder geometrischen Proportion ist das Product der 
äusseren Glieder gleich dem Producte der inneren Glieder.

Vorauss. а : b = c : d ist eine geom. Prop.
Beh. ad — be

Bew. a : b = c : d 1 .
ьл _ ьл -llnltixl.

giebt ad — bc.
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Aus zwei gleichen Producten lässt sich stets eine geometri­
sche Proportion bilden, wenn man die Pactoren des einen Pro­
ducts zu äusseren Gliedern, und die Pactoren des anderen Pro­
ducts zu inneren Gliedern macht.

§ 28. In jeder geometrischen Proportion lassen sich • die 
inneren Glieder, die äusseren Glieder, und die inneren und äusse­
ren vertauschen.

Aus a : b — c : d folgt 
а : c = b : d 
d : b = с : a 
b : a = d : c

§ 29. In jeder geometrischen Proportion kann man die 
Vorderglieder oder Hinterglieder mit ein und derselben Zahl 
multipliciren oder durch ein und dieselbe Zahl dividircn.

Aus a : b = c : d folgt 

an : b = cn : d 

a : bn == c : dn

§ 30. Aus jeder geometrischen Proportion a : b = c : d fol­
gen durch Addition oder Subtraction der Vorderglieder und Hin­
terglieder die Proportionen:

(a + b) : b — (c + d) : d
(a — b) : b = (c — d) : d 
a : (a-|-b) — c : (c-j-d) 
a : (a — b) = с : (с — d)

§ 31. Aus zwei Proportionen а : b = m : n u. b : c = p : q 
folgt durch sogenannte Zusammensetzung der Verhältnisse

а : c — mp : nq
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Durch Addition oder Subtraction zweier Proportionen

a : b = m : nl „ . , t folgta : b — p : qj
da an — bm] ... . , , . ,. , > addirt u. subtralnrtund aq bpj

a (n + q) = b (m + p)
a (n — q) = b (m — p)
a :b = (m + p): (n + q)
a : b (m—p) : (n — q)

§ 32. Zu drei gegebenen Zahlen einer geometrischen Pro­
portion wird die vierte Proportionale gefunden, indem man das 
Product aus der zweiten und dritten Zahl durch die erste di- 
vidirt.

Aus a : b = c : x folgt
bc x = —- a

Zu zwei gegebenen Zahlen einer geometrischen Proportion 
wird die dritte Proportionale gefunden, indem man das Quadrat 
der zweiten durch die erste dividirt.

Aus a : b — b : x folgt

Zu zwei gegebenen Zahlen einer geometrischen Proportion 
wird die mittlere Proportionale gefunden, indem man aus dem 
Product der beiden gegebenen Zahlen die Quadratwurzel zieht.

Aus a : x — x : b folgt 
x — ]/ab

§ 33. Unter dem geometrischen Mittel zweier Zahlen ver­
steht man die Quadratwurzel aus dem Producte der beiden Zahlen.

Sind a und b zwei gegebene Zahlen, so ist das geometrische 
Mittel

]/ab.
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§ 34. Das arithmetische Mittel zweier Zahlen ist grösser 
als das geometrische Mittel derselben Zahlen.

Wenn a 2> < b, so ist

Leh. > yäb

Lew. Ist a> b, so ist
a — b > 0 also auch

a2 — 2 ab + b2 > О I ,x . K± . ' . . > addirt, giebt4 ab =4 abj ö
a2 + 2 ab + b2 > 4 ab 

a + b 2 ]Aab

§ 35. Vier Zahlen a, b, c, d bilden eine harmonische Pro­
portion, wenn die Differenz der beiden ersten Zahlen zu der 
Differenz der beiden letzten Zahlen in demselben geometrischen 
Verhältnisse stehen wie die erste Zahl zur letzten Zahl. Das ist

(a — b) : (c — d) — а : d.

§ 36. Eine gegebene Zahl mit einer zweiten gegebenen 
Zahl potenziren heisst: die erste gegebene Zahl so viel mal als 
Factor setzen, wie die zweite gegebene Zahl anzeigt.

Die als Factor zu setzende Zahl heisst die Basis, die Zahl, 
welche anzeigt, wie oft erstere als Factor gesetzt werden soll, 
der Exponent, und die gesuchte Zahl die Potenz.

Man bezeichnet eine Potenz, wenn a die Basis und n der 
Exponent ist, durch

an.

Die zweite Potenz führt auch den Namen Quadrat, die dritte 
Potenz Dubus und die vierte Potenz Biquadrat.

§ 37. Die Potenz einer positiven Zahl ist immer positiv. 
Die Potenz einer negativen Zahl ist positiv, wenn der Exponent 
gerade, und negativ, wenn der Exponent ungerade ist.
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(+a)2n = + a2n; C+a)2“^ = + a^1; (—a)2» = + a2n;
(—a)2n+T — —a2n+x.

Die Potenz eines Bruches ist gleich der Potenz des Zählers 
dividirt durch die Potenz des Nenners.

Г aV_  an 
Vb J “ b“"

§ 38. Potenzen von gleicher Basis werden multiplicirt, indem 
man ihre Exponenten addirt.

Beh. an . am = an+m.
Bew. an = а . а . а . а......... a (nmal)

am = а . а . а . а......... а (m mal)
Hieraus folgt durch Multiplication
an. am —a.a.a.a.... (nmal) . a . a . a . . . a (m mal) 

oder an. am = an+m
Bcisp. Meier Hirsch pag. 26—29.

§ 39. Potenzen von gleicher Basis werden dividirt, indem 
man vom Exponenten des Dividenden den Exponenten des Divisors 
subtrahirt.

anBeh. — — an-m.am
Bew. an = a . a . a . a......... a (n mal)

am == a . a . a . a . . . . a (m mal)
Hieraus folgt durch Division

an _  a . a . a .... a (n mal)
am a. a. a.... a (m mal)

, an n m oder —• = an-m.am
Oder auch nach § 18.

an
— — an-m mit am multipl.

ß 40. Eine Potenz mit dem Exponenten Null hat immer 
den Werth Eins.

Beh. a? — 1.
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Bew. — = an~n = a0 an 

a0 — 1.

§ 41. Eine Potenz mit negativen Exponenten ist gleich dem 
Umgekehrten derselben Potenz mit positiven Exponenten

Beh. a-n — 4 
an

Bew. a~n — a0-n
nO

a*’ n = ~~ folglich

Beispiele Meier Hirsch pag. 29—33.

§ 42. Potenzen mit gleichen Exponenten werden multiplicirt, 
indem man ihre Basen multiplicirt.

Beh. an . bn = (ab)n
Bew. а11 = a . a . a......... a (nmal) 

bn = b . b . b...........b (n mal)
Hieraus folgt durch Multiplication 

a« ь° — ab . ab . ab .... ab (nmal) oder 
an . bn = (ab)".

§ 43. Potenzen mit gleichen Exponenten werden dividirt, 
indem man die Basis des Dividenden durch die Basis des Divisors 
dividirt.

С аЛпBeh. an : bn = ( -г- )V b j
Bew. an — а . а . а .... a (nmal)

bn = b.b.b....b (nmal)
Hieraus folgt durch Division

an а а а а , ..— — ----- ----- - (nmal)bn b b b b v 7 

oder an : bn = ( ~
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Bew. nach § 18.

(г)”-b" = (т-ъ) “ а" V ъ V v b J

§ 44. Eine Potenz wird potenzirt, indem man die Exponenten 
multiplicirt.

Beh. (an)m = anm
Bew. (an)m = an . an . an .... an (mmal)

__-j- n -p n -p . . . . n (m mal)

(an)m = anm.
Beisp. Meier Hirsch pag. 33.

§ 45. Eine Summe von zwei Theilen wird ein Binomium 
und eine Summe von mehr als zwei Theilen wird ein Polynomium 
genannt, z. B.

a -f- b ist ein Binomium; а + b + c, а + b + c + d; etc. 
sind Polynomien.

§ 46. Das Quadrat der Summe zweier Theile ist gleich 
der Summe der Quadrate beider Theile und dem doppelten 
Producte aus beiden Theilen.

Beh. (a + b)2 = a2 + 2 ab + b2
Bew. a + b) ... ., } multipl.a + bj

a2 + ab
+ ab + b2

a2 + 2 ab + b2
§ 47. Das Quadrat der Differenz zweier Theile ist gleich 

der Summe der Quadrate beider Theile weniger dem doppelten 
Producte aus beiden Theilen.

Beh. (a — b)2 = a2 — 2 ab + b2
Bew. а — bl ... ., > multipl.а—b)

a2 — ab
— ab + b2

a2 — 2 ab + b2
§ 48. Das Product aus einer Summe und einer Differenz 

derselben Theile ist gleich der Differenz der Quadrate der beiden 
Theile.

2
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Beh. (a + b) (a — b) = a2 — b2
Bew. a4-b| ., I multipl.a — bj 1

a2 -j-ab
— ab — b2
a2 — b2

Die Differenz der Quadrate zweier Zahlen ist immer gleich 
einem Product aus der Summe und Differenz derselben Zahlen.

a2 — b2 — (a + b) (a — b).

§ 49. Der Cubus der Summe zweier Theile ist gleich dem 
Cubus des ersten Theils, vermehrt um das dreifache Product aus 
dem Quadrate des ersten Theils mit dem zweiten Theile, und 
das dreifache Product aus dem ersten Theile mit dem Quadrate 
des zweiten Theils und dem Cubus des zweiten Theils.

Beh. (a + b)3 = a3 + 3 a2b-j-3 ab2 + b3
Bew. (a + b)3 — (a + b)2 (a + b)

a2 + 2 ab + b2l ... .. multipl.a + b J
a3 + 2 a2b + ab2

a2b + 2ab2 + b3
a3 + 3 a2b + 3 ab2 + b3.

Beisp. Meier Hirsch pag. 34 u. 35.

§ 50. Die Wurzel aus einer Zahl ziehen (Radiciren) heisst: 
Eine gegebene Zahl in so viel gleiche Pactoren zerlegen als 
eine zweite gegebene Zahl anzeigt.

Die Zahl unter dem Wurzelzeichen heisst der Radicand und 
diejenige Zahl, welche anzeigt, in wie viel gleiche Pactoren der 
Radicand zerlegt werden soll, heisst Wurzelexponent, die gesuchte 
Zahl wird Wurzel genannt.

Man bezeichnet eine Wurzel, wenn a der Radicand und n 
der Wurzelexponent ist, durch
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Die zweite Wurzel wird auch Quadratwurzel und die dritte 
Wurzel Cubikwurzcl genannt. Bei der Bezeichnung der Quadrat­
wurzel pflegt man den Wurzelexponenten wegzulassen und schreibt

2

Va statt ]Ла?

§ 51. Die Wurzel mit dem Wurzelexponenten potenzirt is 
gleich dem Radicanden.

§ 52. Eine Zahl, aus welcher sich die Wurzel nicht genau 
ohne Rest ziehen lässt, der man jedoch so nahe kommen kann, 
wie man will, nennt man eine irrationale Zahl; die übrigen da­
gegen heissen rationale Zahlen.

Um irrationalen Zahlen vollkommen genau in unserer Zahlen­
reihe einen Platz anzuweisen, dient folgende geometrische Con­
struction :

= x dann ist 
5 = x2 oder 
5 : x = x : 1.

In nebenstehender Figur sei 0, 1, M ""x
2, 3, 4, 5 . .. . die Zahlenreihe. Man //X\_ \
beschreibe über dem Abschnitt 0 5 als // д
Durchmesser einen Halbkreis und er- « ' «в * T - - T
richte in 1 eine Senkrechte 1 A zum Durchmesser, verbinde 0 
und A, dann verhält sich

1 : OA = 0A:5

folglich ist В die Stelle in der Zahlenreihe, welche "\fb einnimmt, 
wenn OB — OA ist.

Die Aufgabe höhere Wurzeln als Quadratwurzeln geometrisch 
zu construircn kann vermittelst der geraden Linie und des Kreises 
nicht gelöst werden.

§ 53. Um die Quadratwurzel aus einer Zahl zu ziehen, zer­
lege man die gegebene Zahl von der Rechten nach der Linken 

2* 
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in Classen von je zwei Stellen und benutze dazu die Formel 
§ 46, da man sich jede Zahl aus zwei Theile a -j- b bestehend 
vorstellen kann.

a2 + 2 ab + b2 oder auch
a2 + (2 a + b) b.

a b
VT

2a -j- b — 
23

2a, -f-b! L
26 3

2a2 +b2
266 2

2a3 + bz 
2664 3

77 50 43 28 = 1 3 3 2 3,
___  a, bi
77 —v—
69 =^= (2a 4- b)

850 a3 b3
789 = (2 a t 4-bJb 

6143
5324 = (2a2 + b2) b2

81928 '
79929 = (2a3 b3) b3
1999 u. s. w.

Man suche zuerst eine Zahl a, welche mit sich selbst multi- 
plicirt 1 gicbt, schreibe die l2 unter 1, subtrahire und ziehe die 
folgenden beiden Stellen 77 herunter. Hierauf bilde man den 
Divisor (2a + b) zu 77, dieses giebt, da 2a = 2 ist, oder rich­
tiger 20 ist, da ja auf die Zahl 1 jetzt eine zweite Zahl folgen 
muss, also die 1 nicht den Werth 1 sondern 10 hat, und dividire, 
um b zu finden, 20 in 77. Dann ist b = 3, mithin 2 a -j- b = 23, 
folglich (2 a + b) b = 23.3 = 69, von 77 subtrahirt, bleibt Rest 
8 und die beiden folgenden Stellen heruntergezogen 850, betrachte 
darauf die beiden Stellen 13 als а,, bilde den Divisor (2a, -j-b,) 
auf dieselbe Weise wie vorhin, also 2 a, = 260, und 260 in 850 
geht 3 mal, mithin ist b, = 3, also 2 a, + b, = 263, oder 
(2a, + b,) b, — 263.3 = 789 von 850 subtrahirt, bleibt Rest 
61 u. s. w.

In diesem Beispiel ist У177504328 eine irrationale Zahl, 
deren Werth man jedoch so genau berechnen kann, wie man will, 
wenn man nur für die in der Wurzel folgenden Decimaistellen 
die nachbleibenden Reste bei jeder folgenden Stelle um 2 Nullen 
ergänzt.

Beisp. Meier Hirsch pag. 35—37.
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Ух2 + 2ху + 2xz + 2yz +у2 4- z2 = x_j-y + z

5________ ai
2a b 2 x у
2x + У 2 x У___________ + У2 — (2a 4- b) b

2ai bi 2 x z
2x + 2y + z 2xz + 2yz + z2 = (2a, + bt) bi 

Beisp. Meiei* Hirsch pag. 39—42.

§ 54. Um die Cubikwurzel aus einer Zahl zu ziehen, zerlege 
man die gegebene Zahl von der Rechten nach der Linken in 
Classen von je drei Stellen und benutze die Formel § 49, da 
man sich jede Zahl aus zwei Theile a + b bestehend vor­
stellen kann.

a3 + 3a2 b + 3ab2 4~ b3 oder auch
a3 4- (3a2 4- 3ab 4- b2) b

3 a2 
3ab 

b2

V177 I 504 I 
125 

= 7500 52504
=f= 900
= 36

3a24-3ab4-b2 = 8436

___ _ a b
328 = 5 6 2

ai b.

50616 = (3a2 4- 3ab 4- b2) b

3at2 =940800 1888328
3a, bi = 3360

bl2 = 4
1888328 = (За^ 4- 3a^ bt 4~ b^2) bt

3a]24-3a1b14-b12=944164
Man suche zuerst eine Zahl a, deren Cubus der 177 so nahe 

als möglich kommt also 5, subtrahire 53 = 125 von 177, bleibt 
Rest 52 und ziehe die nächstfolgende Classe herunter 52504, 
bilde den Divisor 3a2 4~ 3 ab 4~ b2 zu 52504, dann ist 3a2 = 
7500 in 52504 geht 6 mal, folglich ist b = 6 und der vollständige 
Divisor 3a2 4" 3 ab 4" b2 ist dann 8436, mal b = 6 giebt 50616, 
von 52504 subtrahirt, bleibt Rest 1888 und die nächstfolgende 
Classe heruntergezogen giebt 1888328; alsdann den Divisor zu 
dieser Zahl gebildet, wobei jetzt a, = 560, also 3a,2 = 940800 
geht in 1888328 2 = b, mal, mithin ist3a12 4~ 3a, b, 4" b,2 — 
944164, mal 2 giebt ebensoviel als die Zahl 1888328 beträgt.
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Mithin ist V177504328 = 562 rational; dasselbe Verfahren 
gilt natürlich auch für irrationale Zahlen, wenn man nur für die 
in der Wurzel folgenden Decimalstcllen die nachbleibenden Reste 
um drei Nullen ergänzt.

Beisp. Meier Hirsch pag. 37.
3___________________________________________ a b
У x3-j-3x2y-}-3x2z-|-3xy‘2-|-6xyz-py3-|-'3y2z-|-3yz-!d-z3=x-|-y-hz

3a2 3ab b2 
3x2+3xy-|-y2

3x2y
3x2y +3xy2 +y3

a, b,

За,2 3a,b, b,2 3x2z

3x2-|-6xy-|-3y2-{-3xz'-|-3yz4-z12 
. 3x2z 4-6xyz -p3y2z-|-3yz2d-z3

Beisp. Meier Hirsch pag. 42—44.

§ 55. Eine Zahl, welche weder positiv noch negativ sein 
kann, nennt man eine imaginäre Zahl. Hiernach zerfallen alle 
algebraischen Zahlen in reelle und imaginäre Zahlen.

Sowohl reelle als auch imaginäre Zahlen zerfallen überdies 
in: Ganze Zahlen, Brüche und Irrationalzahlen.

§ 56. Eine Wurzel mit ungeradem Wurzelexponenten aus 
einer positiven Zahl ist positiv, aus einer negativen Zahl negativ.

Eine Wurzel mit geradem Wurzelexponenten aus einer posi­
tiven Zahl ist sowohl positiv als negativ, aus einer negativen 
Zahl imaginär.

2n-f-l 2n 211

У + а = + Уa i Уа = ~4~ у а 
2n 1 2п -J-1 2п

У — а = — У а ; у— а = imaginär.

Unter imaginärer Einheit versteht man eine Zahl, deren 
Quadrat — 1 ist. Man pflegt У— 1 mit i zu bezeichnen unter 
der Bedingung, dass i2 — — 1 ist; dann lässt sich jede imaginäre 
Quadratwurzel leicht durch i ausdrücken z. B.

У — 9 = + 3 У— 1 = + 3i
Die imaginären Zahlen finden in unserer Zahlenlinie keinen 

Raum, da dieselbe bereits durch die reellen Zahlen vollständig 
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ausgc füllt wird. Legt man jedoch durch die Zahlenlinie eine
Ebene, so lässt sich leicht durch eine einfache geometrische 
Construction auch die Stelle in der Ebene angeben, welche jede 
imaginäre Quadratwurzel einnehmen muss.

Man construire über der Zahlen­
linie — 9 + 1 als Durchmesser einen 
Kreis, errichte von Punkte 0 aus eine 
Senkrechte zur Zahlenlinie, welche 
den Kreis in den Punkten A und В 
trifft. Alsdann ist 0 A und auch OB 
die mittlere Proportionale zwischen 
den beiden Linien 0 — 9 und 0 + 1, 
folglich sind die beiden Punkte А 
und В der Ebene die Darstellungen 
der beiden imaginären Zahlen + 3i 
und — 3i. Es wäre demnach der imaginären Einheit i die Be­
deutung unterzulegen, man soll vom Nullpunkte der Zahlenlinie 
ans sich rechtwinklig zur Zahlenlinie um einen Schritt seitwärts 
bewegen.

§ 57. Die Wurzel aus einem Product ist gleich einem Product 
aus denselben Wurzeln der einzelnen Factoren.

Beh. У ab Уа . Уь.
Bew. У а = x

multipl.
а — x

ab = (x y)n
ab = xn.yn oder

]/"a b = x у daher auch 

]ЛЬ = Уа.]Лъ

Beisp. Meier Hirsch pag. 47—49.

§ 58. Die Wurzel aus einem Quotienten ist gleich der Wurzel 
des Dividenden dividirt durch die Wurzel des Divisors.



§ 59. Eine Wurzel wird potenzirt indem man den Radicanden 
potenzirt.

Bein (]/T)m =====

BeW" (Fa") = ]/a . ]/a • Vй-......... ]Ла (m mal)

(Уa )m = ]/a . а . а . . . . (m mal)

(]Aa )m ----- Уат.
§ 60. Eine Wurzel wird radicirt, indem man die Wurzel­

exponenten multiplicirt.

Beh' УГГ - ]7a"

Bew. ]/aT — x

Ж = X
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§ 61. Die Wurzel aus einer Zahl ist gleich einer Potenz, 
welche zur Basis den Radicanden und zum Exponenten das 
umgekehrte des Wurzelexponenten hat.

1/7 š 17" 17" -
p a = a, p a = a , V a — a . 
Beisp. Meier Hirsch pag. 51—53.

§ 62. Die Quadratwurzel aus einem Binom von der Form 
Ka + V В kann häufig in einen einfacheren Ausdruck umge­
wandelt werden durch die Formel:

± у а - /га

Man setze Vk + ]7В = ]7x + ]7y, dieses ins Quadrat 
erhoben giebt А + ]7В = x у + 2 ]7xy

Beide Quadrate bestehen alsdann aus einem rationalen und 
einem radicalen Theile, mithin ist auch

x +_y = А _
2 fxy = fB

+ 2 xy + f = A’J subtrahirt
4 xy = В J

x2 — 2xy + y2 = A2 — В
x — у = /А2 — В А . л., r 1 addirt und subtrahirt
x + У = A I
2 x = A + ]7A2 — В
2 у = A — ]7A2 — В

A + ]7a2 — вx “ 2
A — ]7a2 — В. y ~~ 2

Beisp. Meier Hirsch pag. 50.

§ 63. Logarithmiren heisst: zu einer gegebenen Potenz und 
einer gegebenen Basis den Exponenten suchen.
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Die gegebene Potenz wird die gegebene Zahl (Numerus), die 
gegebene Basis die Basis des Logarithmus genannt.

Man bezeichnet einen Logarithmus, wenn a die Zahl und b die 
Basis des Systems ist, durch

b log a.
§ 64. Wird die Basis des Systems mit dem Logarithmus 

potenzirt, so ist die Potenz gleich der gegebenen Zahl.
b
b10^a = a.

§ 65. Unter einem logarithmischen System versteht man 
den Inbegriff sämmtlicher Logarithmen, welche zu einerlei Basis 
gehören, wie solche in einer logarithmischen Tafel nieder­
gelegt sind.

Unter Briggischen Logarithmen versteht man die Logarithmen 
desjenigen Systems, welches zur Basis 10 hat.

Unter natürlichen Logarithmen versteht man die Logarithmen 
desjenigen Systems, welches zur Basis die Zahl 2,7182818.... hat.

Letztere werden zum Unterschiede mit ersteren durch log. 
nat. oder auch durch 1. bezeichnet, während erstere mit log. 
bezeichnet werden.

Die Logarithmen werden in den logarithmischen Tafeln als 
ganze Zahlen (die meistenteils in den Tafeln nicht angegeben 
sind) mit angehängten Decimaibrüchen aufgeführt.

Die ganze Zahl des Logarithmus wird die Kennziffer (Charak­
teristik) und der angehängte Decimaibruch die Mantisse des 
Logarithmus genannt.

§ 66. Der Logarithmus von Eins ist in jedem logarith­
mischen System gleich Null.

alog 1 = 0, weil a° = 1.
Der Logarithmus der Basis des Systems ist in jedem Systeme 

gleich Eins.
alog a — 1, weil a1 = a.

Der Logarithmus einer jeden Potenz der Basis des Systems 
ist gleich dem Exponenten dieser Potenz.

alog (a2) = 2, alog(a3) = 3, alog (-|-) = — 1,

aIog C-3I = — 3, alog (an) = n.
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§ 67. Die Kennziffer des Briggischen Logarithmus einer 
ganzen Zahl ist positiv und enthält so viel Einheiten als die 
Zahl Ziffern hat weniger Eins.

Die Kennziffer des Briggischen Logarithmus eines Decimal- 
bruches ist negativ und enthält so viel Einheiten als den gelten­
den Decimaistellen Nullen vorausgehen, die Null vor dem Komma 
mitgerechnet, wobei jedoch die Mantisse positiv bleibt und die 
negative Kennziffer ans Ende der Mantisse gesetzt wird.

Die Briggischen Logarithmen der Zahlen, welche mit den­
selben Ziffern geschrieben werden, unterscheiden sich von einander 
nur durch ihre Kennziffern, ihre Mantissen sind dieselben.

§ 68. Den Briggischen Logarithmus der Zahl 389 zu 
berechnen.

Man berechne sich vorher eine Tabelle von Logarithmen für 
Zahlen, die mehr und mehr sich der Eins nähern, etwa durch 
Quadratwurzelausziehung, z. B. 103 — 1000, 102 = 100, 101 = 10

102+x- = 389 oder 102. 10х- = 389 
389

10х- = — = 3,89 u. da IO0-5 = 3,162278

ist Xi = 0,5 4- x2
10°'5+x» == 3,89 folg. 100-5. 10х' = 3,89

/10 = 10* = 100'5 = 3,162278
у 3,162278 = У/10 = 100'25 = 1778279
V 1,778279 = V К/10 __ 100,125 = 1,333522

х — 10log 389 
10х = 389 х

100,0625 

100,03125 

100,015625 

100,0078125 

100,0039063 

100 0019531 

100,0009765 

100,0004882 

100,0002441

= 2 +X,

= 1,154782
= 1,074608
= 1,036633
= 1,018152
= 1,009035
= 1,004507
=* 1,002252
= 1,001126
— 1,000563 и. s. w.
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10X2 IO0-5" 3,162278 1,2 * " ’ Und da
100'0625 = 1,154782, so ist x2 = 0,0625 + X.

1 qo,o625 4-x, — 3,89
3,162278

10х» = ------------------------——3Z89_== 6
3,162278. 1,154782 3,651740 7

100,015625 = 1,036633 
x3 = 0,015625 + x4

1 00,015625+x4 __ 3,89
3,651740

10- ______ __3^89_ _ 1 02
3,651740. 1,036633 3,785513 7 ' ''

100,0078125 = 1,0 1 8 1 52
x4 = 0,0078125 + x5

1 00,0078125+ x5 __ 3,89
3,785513

№ = 3,89 ____ 3,89
3,785513. 1,018152 3,854226 7 ’ ' *

100,0039063 = 1,00 9 0 35
x5 = 0,0039063 + x6

3 89100,0039063 4-x,. __
3,854226

10x6 _________3,89______ __ 3,98 __ 00024
3,854226. 1,009035 3,889048 7 ' ' ’

ioo,oooo6io = 1,000140 
x6 — 0,0000610 4~ x7 

folgt ist
102 -10,5 + 0,0625 -J- 0,015625 -f- 0,0078125 -j- 0,0039063-f- 0,0000610-J-x, __ ßg0

10 log 389 = 2,5899048 + x7 u. s. w.
welcher log bereits auf 4 Decimaistellen richtig ist.

Auf diese Weise kann man die Logarithmen von allen ganzen 
Zahlen berechnen. Jeder Decimaibruch muss alsdann mit irgend 
einer der berechneten ganzen Zahlen gleiche Ziffern in gleicher 
Reihenfolge enthalten, und die Mantisse seines Logarithmus ist 
mithin bekannt.
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In der Regel sind die Logarithmen für die Zahlen von 1 
bis 10,000,000 berechnet, und mithin der Logarithmus jeder 
Tziffrigen Zahl bekannt.

§ 31. Der Logarithmus eines Products ist gleich der Summe 
der Logarithmen der einzelnen Pactoren.

Beh. ° log (ab) = ° log a + ° log b
Bew. clog a = x cx = al T±. .„°, v л I multipl.° log b = у cy = bj 

cx. cy — ab 
cx+y = ab 

clog (ab) — x-s-y 
° log (ab) = clog a + clog b.

§ 70. Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Loga­
rithmus der Basis multiplicirt mit dem Potenzexponenten.

Beh. clog (an) — n ° log а
Bew. ° log (an) — ° log (а . а . а .... a (n mal))

° log (an) — ° log а + ° log a -j- clog a 4~ • • • 4 ° log a (n mal.)
° log (an) — n ° log a.

§ 71. Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Loga­
rithmus des Radicanden dividirt durch den Wurzelexponenten.

Beh. ° log (]/"a ) — — ° log a.
n— ( 1

Bew. ° log (]Ла) = clog ^a n J = ~ ° log a.
§ 72. Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich dem 

Logarithmus des Dividenden weniger dem Logarithmus des Divisors.

(£1 = ° log а — clog b.
Bew. clog. а = x cx = al ? div.° log. b = у cy = b] 

cx   а 
cy b

Beisp. Meier Hirsch pag. 64—67.
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§ 73. Der Logarithmus einer Zahl für eine neue Basis ist 
gleich dem Logarithmus dieser Zahl für die anfängliche Basis 
dividirt durch den Logarithmus der neuen Basis für die anfäng­
liche Basis.

, "log aBeh. b log a — ■ , b , ö "log b
Bew. blog a — x 

l)x = a
x "log b = "log a

x

b log a —

log a 
log b 
"log a 
"log b

§ 74. Die Lehre von der Auflösung der Gleichungen heisst 
Algebra.

Werden zwei Ausdrücke durch das Gleichheitszeichen ver­
bunden, so nennt man eine solche Verbindung Gleichung.

Man unterscheidet analytische oder identische, und algebrai­
sche Gleichungen.

Eine analytische oder identische Gleichung ist eine solche, 
deren beide Seiten sich blos formell unterscheiden, und die des­
halb richtig bleibt für jeden Werth, den man jeder in ihr vor­
kommenden Buchstabengrösse beilegt; z. B.

(a-J-b) (a — b) = a2 — b2, (a + b)2 = a2 -f- 2 ab -f- b2, u. s. w.
Eine algebraische Gleichung ist eine solche, die nur für einen 

oder einige Werthe, welche man den in ihr vorkommenden 
unbestimmten Grössen beilegt, richtig wird.

Die unbestimmten oder unbekannten Grössen werden in der 
algebraischen Gleichung gewöhnlich mit den letzten Buchstaben 
des Alphabets bezeichnet x, y, z, u, v, w etc. im Gegensätze zu 
den anderen bestimmten Grössen, deren Bezeichnung durch die 
Anfangsbuchstaben des Alphabets geschieht.

§ 75. Man theilt die algebraischen Gleichungen in Gleichungen 
vom ersten Grade (einfache Gleichung), in denen jede Unbekannte 
nur mit dem Exponenten Eins behaftet ist, ferner in Gleichungen 
vom zweiten Grade (quadratische Gleichungen), in denen die Unbe­
kannte äusser dem Exponenten Eins auch noch den Exponenten 2
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enthält, und in Gleichungen von höherem Grade (höhere Gleichungen), 
welche die Unbekannten auch mit höherem Exponenten als 2 
enthalten.

Man unterscheidet ferner nach der Anzahl der Unbekannten, 
Gleichungen mit einer Unbekannten und Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten.

H 76. Eine Gleichung mit einer Unbekannten auflösen heisst, 
die Gleichung so umformen, dass auf der einen Seite der Gleichung 
nur die Unbekannte, und auf der anderen Seite nur bekannte

H 77. Jede Gleichung vom ersten Grade mit einer Unbe­
kannten wird in der Regel am zweckmässigsten in folgender 
Ordnung aufgelöst:

1. Man multiplicire die Gleichung, wenn sie Brüche enthält 
mit dem Generalnenner.

Zahlen vorkommen, z. B.
1. x + a bl addjr|

ч a ■ 1 a j
x = b — a.

2. x — a = bl> addirt a -— a I
X — a -f-b.

3. a — x = bl _ , .> 1 von 2 subtrahirt.a — a 1
x = a — b.

4. ax hl 1 durch 2 dividirt
a — a ]

bx = — a

5. - = b ...a multiplicirt
a = a
x = ah

6* x > 2 dutch 1 dividirt
a — a

a .x = гb
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2. Man schaffe durch Transposition alle Glieder, welche die 
Unbekannte enthalten, auf eine Seite der Gleichung, und 
alle Glieder, welche die Unbekannte nicht enthalten, auf 
die andere Seite.

3. Man vereinige sodann, so viel dies möglich ist, die Glieder 
der einen sowie der anderen Seite in je ein einziges Glied.

4. Man dividire endlich die Gleichung durch den Coefficicnten 
der unbekannten Grösse.

Beisp. Meier Hirsch pag. 98—101 und pag. 144—164.

§ 78. Von den Gleichungen zweiten Grades mit einer Unbe­
kannten unterscheidet man rein quadratische und unrein quadra­
tische Gleichungen.

Eine rein quadratische Gleichung ist eine solche, in welcher 
die Unbekannte nur in der zweiten Potenz vorkommt.

Die rein quadratische Gleichung wird ebenso aufgelöst wie 
die Gleichung ersten Grades und hat man nur noch zum Schluss 
aus beiden Seiten die Quadratwurzel zu ziehen.

Beisp. Meier Hirsch pag. 105 und pag. 174.
§ 79. Die unrein quadratische oder gemischt quadratische 

Gleichung ist eine solche, in welcher die Unbekannte nicht allein 
in der zweiten Potenz sondern auch in der ersten Potenz vorkommt.

Die unrein quadratische Gleichung wird aufgelöst, indem 
man sie ordnet, d. h. auf die eine Seite zuerst die zweite Potenz 
der Unbekannten und darauf die erste Potenz setzt, während die 
bekannten Grössen auf die andere Seite gebracht werden. Man 
dividire dann die Gleichung durch den Coefficicnten von x2 und addire 
zu beiden Seiten den halben Coefficicnten von x ins Quadrat 
(quadratische Ergänzung) und ziehe schliesslich aus beiden Seiten 
die Quadratwurzel aus. Beisp.

2x = 35 — x2
x2 -J- 2x = 35
x2 + 2x + (l)2 = l2 + 35
x2 + 2x + 1 = 36

(x + 1)2 = 36
x + 1 — + 6

X, — 5
x„ = — 7.
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§ 80. Jede quadratische Gleichung hat für die Unbekannte 
zwei Werth e, deren Summe gleich ist dem Cocfficicntcn von x 
mit umgekehrten Vorzeichen, und deren Product gleich ist der­
jenigen Grösse, in welcher die Unbekannte nicht vorkommt.

x2 -\r ax = b

X + I = ±y V"a2 + 4b

x, = - I + -i-fa2 + 4b 

x„ = - I - yfaT+Vb

X, + x„ = — а

X, x„ — b

Bcisp. Meier Hirsch pag. 106—111 und pag. 176.

§ 81. Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten 
sind solche, in denen nicht eine Unbekannte sondern mehrere 
vorkommen.

Sie werden bestimmte genannt, wenn eben so viel von einander 
unabhängige Gleichungen gegeben sind als unbekannte Grössen 
vorkommen.

Sie heissen geordnet, wenn alle Unbekannten mit ihren 
Coefficienten auf der einen Seite und alle Bekannten auf der 
anderen Seite der Gleichung stehen, wobei noch vorausgesetzt 
wird, dass alle Coefficienten in ganzen Zahlen ausgedrückt sind.

§ 82. Unter Eliminiren versteht man: Aus zwei oder mehr 
gegebenen Gleichungen eine Unbekannte wegschaffen, was entweder 
1) nach der Substitutions-Methode, 2) nach der Gleichsetzungs­
Methode, oder 3) nach der Additions- und Subtractions-Methode 
geschehen kann.

§ 83. Die Substitutions-Methode. Man bestimme aus irgend 
einer Gleichung den Werth irgend einer Unbekannten und setze 
diesen in sämmtliche andere Gleichungen; dann erhält man eine 

3
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Gleichung weniger als ursprünglich vorhanden waren. Aus diesen 
berechne man von Neuem eine Unbekannte und setze ihren Werth 
in die noch vorhandenen Gleichungen, so erhält man wiederum 
eine Gleichung weniger als vorhin vorhanden waren und fahre so 
fort, bis man eine Gleichung mit einer Unbekannten erhalten hat, 
aus welcher der Werth der Unbekannten berechnet werden kann.
Diesen berechneten Werth der Unbekannten in eine der vorher­
gehenden Gleichungen gesetzt giebt die zweite Unbekannte u. s. w. 
Beispiel.

2x + 5y —7z = — 288
5 x — у + 3 z = 227
7x + 6y + z = 297.

1 , . , 7 z — 5 у — 288aus der ersten ist x — --------- -----------

in die zweite gesetzt giebt:
5(7z-5y-28R)_y + 3i = 227

in die dritte gesetzt giebt:
— 7z — ^y — 288) + ßy z = 297

Die beiden letzten geordnet giebt:
41z — 27 у = 1894
51z — 23 у = 2610

Aus der ersteren ist alsdann:
_ 1894 + 27 у

Z ~ 41
in die letztere gesetzt, giebt:

51(189h+27y) - 23у = 2610
41 J

oder geordnet:
434у = 10416

У — 24.
z - 1894 + 27 24 = 62.

62.7 — 5.24 — 288 „„

§ 84. Gleichungs-Methode. Man bestimme aus allen Gleichun­
gen den Werth einer Unbekannten, setze die Werthe dieser 
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Unbekannten einander gleich; dann erhält man eine Gleichung 
weniger als vorhin gegeben waren; bestimme aus diesen wiederum 
die Werthe einer Unbekannten, setze sie einander gleich und 
fahre so fort, bis man zu einer Gleichung mit einer Unbekannten 
gelangt, aus welcher diese Unbekannte berechnet werden kann.
Die anderen Unbekannten findet man wie vorhin.

Beispiel.
2x 4-5y — 7z = — 288
5x — у + 3 z = 227
7x + 6y + z = 297

, 7z — 5у — 288aus 1) ist x —--------- -----------

ox • 4. у — 3z + 227 aus 2) ist x — -------- 1---------5
ox . , 297 — 6 у — zaus 3) ist x —-------- ----------

Beide geordnet giebt:

.... . . 7 zmithin ist auch:----

7z

— 5 у — 288
2

— 5 у — 288

_ у — 3z + 227 
5

297 — бу — z
2 7

41z — 27 у = 1894
51z — 23 у = 2610

.... 1894 + 27 у .mithin ist aus 1) z — ------- ->■. - —41
. o. 2610 + 23 у und aus 2) z = ------

. . 1894 + 27 у 2610 + 23 у
41 51

geordnet 434у — 10416
у = 24 u. s. w.

§ 85. Die Additions- und Subtractions-Methode. Man mache 
in irgend zwei geordneten Gleichungen durch Multiplication oder 
Division der ganzen Gleichung mit geeigneten Grössen die Coeffi- 
cienten einer Unbekannten einander gleich, subtrahire oder addire 
alsdann diese beiden Gleichungen, je nachdem die Vorzeichen 
der Coefficicnten der wegzuschaffenden Unbekannten gleich oder 
entgegengesetzt sind, so erhält man eine neue Gleichung, welche 
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diese Unbekannte nicht enthält, nehme darauf eine der vorigen 
Gleichungen und eine neue oder zwei neue Gleichungen und 
schatfe in ihnen dieselbe Unbekannte fort u. s. w., so erhält man 
zuletzt eine Gleichung weniger als ursprünglich Gleichungen vor­
handen waren; aus diesen wiederum auf dieselbe Weise eine 
weniger als zuletzt vorhanden waren u. s. w., bis man eine Gleichung 
mit einer Unbekannten erhält, aus welcher der Werth dieser Unbe­
kannten berechnet werden kann, der schliesslich auch die übrigen 
Unbekannten wie bei den vorigen Methoden ergiebt.

Die letztere Methode pflegt nicht nur für praktische Rechnungen 
die bequemste, sondern auch zu gleicher Zeit die eleganteste 
zu sein.

Beispiel.
2x 4~ 5y — 7z — — 288
5 x — у + 3z = 227
7x + 6y + z — 297.

Die erste mal 3 giebt: 6x 4~ 15y — 21z = — 864)
die zweite mal 7 giebt: 35x — 7у + 21z = 15801 a 11

a) 41 x + Sy = 125
Die zweite lautet: 5 x — y4~3z = 227 \ . ,

die dritte mit 3 multipl. 21x 4~ 18y 4-3z = 891 j SU iaui "

b) 16 x + 19y = 664
Gleich, a) mit 19multipl. 779x -j- 152у = 137751 , . .
Gleich, b) mit 8 multipl. 128x + 152у = 5312) SU) iam

651 x = 8463 
x = 13 u. s. w.

Beispiele. Meier Hirsch pag. 101—105 u. pag. 164—174.

§ 86. Werden mehrere Gleichungen mit mehreren Unbe­
kannten geordnet und enthält eine derselben irgend eine Unbe­
kannte zur 2ten Potenz oder ein Product von zwei Unbekannten, 
so nennt man diese Gleichungen: Gleichungen des zweiten Grades 
mit mehreren Unbekannten. Für solche Gleichungen gilt Alles 
das, was über Gleichungen vom ersten Grade mit mehreren Unbe­
kannten gesagt wurde; sie unterscheiden sich von den denselben 
nur dadurch, dass ihre Endgleichung eine Gleichung 2ten Grades ist.

Während zur Lösung der Gleichungen ersten Grades mit 
mehreren Unbekannten häufiger die Additions- und Subtractions- 
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Methode angewandt wurde, wird zur Lösung der Gleichungen vom 
zweiten Grade meistcntheils die Substitutions-Methode gebraucht. 
Oft erhält man durch regelrechte Elimination der Unbekannten 
aus mehreren Gleichungen eine Endgleichung höheren Grades, 
während durch zweckmässige Umformungen und Eliminationen 
solche Gleichungen eine Endgleichung Isten oder 2ten Grades 
geben. Welche Umformungen und Eliminationen vorzunehmen 
sind, dafür lassen sich keine Regeln angeben; nur aus der Art, 
wie diese Gleichungen entstehen, wird man Winke zu ihrer 
Auflösung entnehmen. Man kann aus je zwei Gleichungen niederen 
Grades eine Gleichung höheren Grades bilden, indem man diese 
Gleichungen mit irgend einem Ausdrucke, der die Unbekannten 
enthält, multiplicirt, sie oder ein Folgerung aus ihr potenzirt, 
statt einer bekannten Zahl den Werth derselben in Unbekannten 
ausgedrückt setzt u. s. w., oder indem man beide Gleichungen 
addirt, subtrahirt, multiplicirt, dividirt, die Werthe aus einer 
Gleichung in die andere substituirt, u. s. w. Will man nun von 
den complicirtcn Gleichungen zu den einfachen übergehen, so ist 
in jedem Falle zunächst die Operation zu finden, wodurch die­
selben zu höheren wurden, und alsdann die umgekehrte Operation 
mit dem entsprechenden Werthe vorzunehmen.

Beisp. Meier Hirsch pag. 111—119 und pag. 178.

§ 87. Sind weniger Gleichungen gegeben als unbekannte 
Grössen, so werden solche di op hanti sehe oder unbestimmte Gleichun­
gen genannt.

Man hat hier für die Auflösungen die Bedingung, dass sie 
in positiven ganzen Zahlen gelöst werden sollen, eingeführt.

Ist alsdann eine Gleichung mit zwei Unbekannten gegeben, 
so lässt sich dieselbe immer auf die Form bringen a у -j- by = с, 
wo a, b, c relative Primzahlen sind. Denn haben a und b einen 
gemeinsamen Divisor n und setzt man а — dn und b — en, so ist 

dnz + eny = c oder 
n(dx -j- ey) — c.

Da nun dx -j- ey eine ganze Zahl ist, so muss c auch den 
Factor n haben und die Gleichung kann also durch n dividirt 
werden; enthält aber c nicht den Factor n, so kann eine solche 
Gleichung in ganzen Zahlen nicht gelöst werden.
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Am einfachsten gestaltet sich die Rechnung aus einer 
Gleichung mit zwei Unbekannten die Unbekannten zu finden, 
wenn einer der Coefficienten der Unbekannten Eins ist. Man 
löse alsdann die Gleichung nach der Unbekannten, welche den 
Coefficienten Eins hat, auf

x + 7 у = 40
x = 40 — 7 у

und setze alsdann für у der Reihe nach positive ganze Zahlen 
mit der Beschränkung, dass 40 — 7 у > 0 bleibt, so erhält man 
alle möglichen Auflösungen.

y= 1, 2, 3, 4,5.
x = 33, 26, 19, 12, 5.

Wenn die beiden Coefficienten der beiden Unbekannten ver­
schieden von Eins sind, so bestimme man zunächst die Unbekannte, 
welche den kleineren Coefficienten hat

- . . 7

der jedoch der Bedingung ge- 

etwa

und setze 

mäss eine

7 x — 16 у = 31
31 + 16 у . . _ . 3 + 2yx —---- 4-— J = 4 4- 2v 4----- ------

für den Bruch

ganze Zahl ist,
3 + 2y . . r——- — z und bestimme

у — - z—--= 3 z — 14- Z _. — setze wiederum '
J 2 2

welcher Ausdruck gleichfalls eine ganze Zahl ist, einen

neuen Werth, etwa
—- 1 = n, dann ist

z === 2 n -f— 1 
у = 3 z — l-j-n = 7n-|-2 
x = 4 + 2y + z = 16n + 9

Da nun 7n -j- 2 > 0 so ist n > —
1611 + 9 > 0 n > — I

folglich ist n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.........
у = 2, 9, 16, 23, 30, 37, 44 ........
x = 9, 25, 41, 57, 73, 89, 105 .........
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§ 88. Wenn in einer geordneten Gleichung mit zwei Unbe­
kannten die Coefficienten dieser Unbekannten gleiche Vorzeichen 
besitzen, so ist in ganzen positiven Zahlen nur eine begrenzte 
Anzahl von Auflösungen möglich.

Wenn aber die Coefficienten der beiden Unbekannten ver­
schiedene Vorzeichen besitzen, so ist die Anzahl der Auflösungen 
in ganzen positiven Zahlen unbegrenzt.

§ 89. Werden drei Unbekannte durch eine einzige Gleichung 
gegeben, so sind zwei dieser Grössen unbestimmt. Es muss dann 
zuerst eine bestimmt werden, wobei jedoch, wenn der Gleichung 
nur eine begrenzte Anzahl von Auflösungen zukommen, diese 
Grenze bei Bestimmung dieser Grösse beachtet werden muss. 
Nach dieser Bestimmung hat die Gleichung nur noch zwei Unbe­
kannte und wird alsdann ebenso behandelt wie vorhin.

3 x + 4y + 5z = 31.
der grösste Werth von z kann hier 6 sein und sämmtliche Werthe 
von z sind demnach 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Nun wird aber für

z = 0 3x + 4y = 31 1[ x = 1, 5, 9.
1 У = 7, 4, 1.

z = 1 3x + 4y = 26 -j[ x = 2, 6.
[У = 5, 2.

z = 2 3x + 4y = 21 j

со" сеГ
II 

II^2

z = 3 3x + 4y = 16 j1 х = 0, 4.
1 У = 4, 1.

z =* 4 3x 4~ 4y = 11 1( х = 1. 
[У = 2-

z = 5 3x -p 4y — 6 j\ х = 2.
1 У = о.

z = 6 3x + 4y = 1 keine Auflösung.
Die Gleichung erlaubt demnach 11 Auflösungen, wenn die 

Werthe 0 für eine der Unbekannten zugelassen werden und nur 
5 Auflösungen, wenn man diese Werthe ausschliesst.

Wenn eins der Glieder im ersten Theile der gegebenen 
Gleichung negativ gewesen wäre, so würde die Anzahl der Auf­
lösungen unbegrenzt sein.
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§ 90. Sind 3, 4 u. s. w.
(n

n Gleichungen mit 4, 5 u. s. w.
+ 1) Unbekannten gegeben und man hat daraus die Unbe­

kannten zu bestimmen, so eliminire man aus diesen n Gleichungen 
die Unbekannten, bis man eine Gleichung mit 2 Unbekannten, 
z. B. x und у erhält, eliminire von Ne'uem aus denselben Gleichungen 
andere Unbekannte, bis man eine neue Gleichung zwischen x und 
z erhält, u. s. w. Auf diese Weise erhält man n Gleichungen 
zwischen x und y, x und z, x und u, u. s. w. Löse alsdann die 
Gleichung zwischen x und у auf und setze den erhaltenen allge­
meinen Werth von x in die zweite, dritte, vierte u. s. w. bis 
zuletzt alle Unbekannten durch dieselbe Grösse ausgedrückt worden 
sind, und die Aufgabe also als gelöst zu betrachten ist.

Beisp. Meier Hirsch pag. 190—195.
§ 91. Unter einer Exponentialgleichung versteht man eine 

Gleichung, in welcher die Unbekannten im Exponenten einer 
Potenz enthalten ist.

Siewerden aufgelöst, indem man auf beiden Seiten der Gleichung 
den Logarithmus nimmt und dann nach gewöhnlicher Art verfährt. 

ax b2x c3x = d
x log а + 2x log b -f- 3x log c — log d
x (log а + 2 log b + 3 log c) = log d

x =________ log d________
log a -j- 2 log b + 3 log c

Beisp. Meier Hirsch pag. 100. Aufg. 48—58.
§ 92. Progression nennt man jede Reihe von allgemein oder 

durch Zahlen ausgedrückten Grössen, die nach einem gewissen 
Gesetze fortschreitet. Diese Fortschreitung kann zunehmend oder 
auch abnehmend sein. Ferner kann sie durch Addition oder 
Subtraction und auch durch Multiplication oder Division geschehen. 
Im erstem Falle entsteht eine arithmetische, im letzteren Falle 
eine geometrische Progression.

Die Reihe 1, 2, 3, 4, 5. ist eine zunehmende und die 
Reihe 22, 20, 18, 16, 14 ......... eine abnehmende arithmetische
Progression, weil erstere durch Addition von 1, und letztere durch 
Subtraction von 2 fortschreitet.

Die Reihe 1, 2, 4, 8, 16, 32 ist eine zunehmende 
und die Reihe 81, 27, 9, 3, 1, |........ . ist eine abnehmende
geometrische Progression, weil erstere durch Multiplication mit 2, 
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und letztere durch Division mit 3 tortschreitet. Die einzelnen
Zahlen der Reihe werden Glieder genannt. Die Zahl, welche der 
Fortschreitung zu Grunde liegt, heisst bei der arithmetischen 
Progression Differenz und bei der geometrischen Exponent.

§ 93. Das letzte Glied (u) einer arithmetischen Progression 
wird gefunden, indem man zum ersten Gliede (a) das Product aus 
der Differenz (d) und der um Eins verminderten Anzahl (n) addirt. 
Denn ist das

1 Glied — a
2 Glied = a + d
3 Glied = a + 2d
4 Glied — a 3d u. s. w.

Dann ist der Coefficient von d in jedem Gliede um Eins kleiner 
als die Stellenzahl des Gliedes, mithin muss auch, wenn n die 
Anzahl der Glieder der Reihe ist, das letzte Glied (u) sein-:

u = a + (n — 1) d.

§ 94. Die Summe (s) einer arithmetischen Progression wird 
gefunden, indem man die Summe aus dem ersten und und letzten 
Gliede der Progression mit der halben Anzahl der Glieder 
multiplicirt.
8 = a -j- a 4- d 4* a 4 2d 4 a + 3 d >4*.................a-j-(n—l)d oder 
s — a 4 (n—1) d-{-a GAn—2) d-f-a 4“ (n~ 3) d-4-a -f- (n—4) d-|~..........a
2s=2a+(n—1 )d+2a44n—l)d4^4n—l)d+2a+(n- 1XH-....... 2 a+(n — 1) d
2 s — n [2 a 4 (n — 1) d]

n| I .
s — gl 2 a + (n — 1) d> und da u = a + (n — 1) d ist auch

s = I (a + u)

Beisp. Meier Hirsch pag. 76—81 und pag. 206---209.

§ 95. Das letzte Glied (u) einer geometrischen Progression 
wird gefunden, indem man den Exponenten (e) mit der um Eins 
verminderten Anzahl (n) der Glieder potenzirt, und diese Potenz 
mit dem ersten Gliede (a) multiplicirt. Denn es ist

1 Glied = a
2 Glied = ae
3 Glied = a e2
4 Glied = a e3 u. s. w.
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mithin ist der Potenzexponent von e in jedem 6 lie de um Eins 
kleiner als die Stellcnzahl des Gliedes, folglich muss auch, wenn 
n die Anzahl der Glieder der Reihe ist, das letzte Glied sein

u — aen-1.

§ 96. Die Summe (s) einer geometrischen Proportion wird 
gefunden, indem man den Exponenten mit dem letzten Gliede 
multiplicirt, von diesem Producte das erste Glied subtrahirt und 
diese Differenz durch den um Eins verminderten Exponenten der 
Reihe dividirt

s = a + ae4-ae24-ae34.........+ a e“”* s * * * * 1 1 л , . . ,

s (e — 1) = ae11 — а

s — —- ---- oder da u — a en-1, so ist auch e — 1

Beisp. Meier Hirsch pag. 88—91 und pag. 211—214.

§ 97. Unter dem Zinsfuss (z) versteht man denjenigen Factor, 
mit welchem man ein gegebenes Capital (a) zu multipliciren hat, 
um den Werth dieses Capitals nebst den Zinsen nach Ablauf eines 
Jahres zu erhalten. .

Hiernach wird dann aus dem Capital a zum Zinsfuss z am 
Ende des Jahres az.

Die Verzinsung eines Capitals pflegt man in Procent auszu­
drücken d. h. ein Capital 100 bringe in einem Jahre p Zinsen, 

dann sind die Zinsen vom Capital 1 gleich —demnach die Zin­

sen vom Capital a gleich mithin der Werth des Capitals a 
nach einem Jahre gleich

, ар (л p \ 
a + 100 ~ a v1 " 1007 — aZ’

Es besteht demnach der Zinsfuss aus Eins vermehrt um die 
Zinsen von Eins

Z = 1 I _P_+ 100'

I 2i 3i I n—1 I nf subtrahirtes = ae-j-ae2 + ae3 +........... -j- aen + ae ]
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§ 98. Wenn ein gegebenes Capital a zum gegebenen Zinsfuss 
z wächst, so wird der Betrag des angewacliseneu Capitals w nach
n Jahren

w — azn
denn am Ende des ersten Jahres wird aus a az

n n 7> zweiten „ n n az az2
T) T) n dritten „ T) 7) az2 az3

mithin „ n n n ten „ T) T) az“4 az11
folglich ist I. w = az“

m - - Й
IV n = log w — log a

log z
§ 99. Unter dem Discontfuss versteht man denjenigen Factor, 

mit welchem man ein nach einem Jahre fälliges Capital multipli- 
ciren muss, um den gegenwärtigen Werth desselben zu erhalten. 
Hat man nach n Jahren ein Capital w zu zahlen zum Zinsfuss z, so 
muss das gleich zu zahlende Capital a nach dem vorigen § 98 
betragen

azn = w

woraus denn hervorgeht, dass der Discontfuss nichts anders ist 
als der umgekehrte Zinsfuss, nehmlich

1
z

Beisp. Meier Hirsch pag. 215—218.
§ 100. Soll ein Capital a äusser um seine jährlichen Zinsen 

auch noch jährlich um die Summe b vermehrt oder vermindert 
werden, so ergiebt sich dafür nach nJahren folgende Formel:

n , b (zn — 1) , . ,w = az +------- 4—1 denn es wirdz — 1
aus a im ersten Jahre az + b 
aus az + b im zweiten Jahre az2 + bz + b 
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aus az2 + bz + b im dritten Jahre az3 + bz2 + bz + b

demnach im п*°п Jahre azn + b (z11”1 -f- z11-2 + •••• + z3 4~ z2 -j- 1) 

folglich ist, da s = ---- --------- nach § 96,

n b (zn - 1) w = azn + - ------ —— z — 1
Beisp. Meier Hirsch pag. 218—219.

§ 101. Unter einer Rente (r) versteht man eine von Jahr 
zu Jahr wiederkehrende sich gleich bleibende Zahlung.

Die Zahlungen eines jeden Jahres können entweder am 
Anfänge oder am Schlüsse des Jahres stattfinden; sie können 
aber auch halbjährlich, vierteljährlich u. s. w. geleistet werden.

Die Rente kann entweder sofort oder nach einer gegebenen 
Anzahl von Jahren anfangen; sie kann entweder nach einer 
gegebenen Anzahl von Jahren aufhören oder ins Unendliche 
fortlaufen.

Zeitrente wird eine Rente genannt, welche eine bestimmte 
Anzahl von Jahren gezahlt wird, im Gegensätze zu Leibrente, 
welche von der Lebensdauer einer oder mehrer Bersonen abhängig ist.

K 102. Der gegenwärtige Werth R einer durch n Jahre 
mit dem Schlüsse eines jeden Jahres fälligen Rente r beträgt 
zum Zinsfüsse z

_ r (zn — 1) 
zn (z — 1)'

Denn der Rente r am Ende des Jahres entspricht der gegen­

wärtige Werth am Anfänge des Jahres; ferner der Rente r am 

Ende des zweiten Jahres entspricht der gegenwärtige Werth —2~ 

am Anfänge des ersten Jahres; und der Rente r am Ende des 

dritten Jahres entspricht der gegenwärtige Werth am Anfänge 

des ersten Jahres u. s. w., so dass
Е' = у + ^2~ + ^з' +..................+ Zu



folglich ist mit Zuhilfenahme des § 96.

Bz“ (z — 1) 
zn — 1

III. n = bgr —log[r —R(z —1)] 
log z

Beisp. Meier Hirsch pag. 219—221.

§ 103. Unter Amortisation einer Capitalschuld versteht man 
die Tilgung dieser Schuld sammt deren fälligen Zinsen durch 
eine jährlich sich gleich bleibende Rente, welche mit dem Schlüsse 
eines jeden Jahres gezahlt wird und nach einer gewissen Reihe 
von Jahren abläuft.

Der Amortisationsfuss ist derjenige Zinsfuss, durch welchen 
man aus dem gegebenen Capitale den jährlichen Betrag der 
Tilgungsrente ableitet.

Ist a — Capital, z — Zinsfuss, zt — Amortisationsfuss,
Dann ist a (z — 1) — Betrag der einjährigen Zinsen

und a (zt — 1) = jährlicher Betrag der Tilgungsrente 
Nun war nach der Rentenrechnung

r (zn_  i)
R = ~V7------ -  und da hier R = a und r = a (z, — 1) 7.11 7---- \\-----------------------------------XI/

Zn (z — 1) = Zn (Z1 — 1) - (z! — 1) 
zn (z - 1 - Z1 + 1) = - (Z1 - 1) 

zn (z — z,) = — (z, — 1)
Zn — Z1 — 1

z t — z
n == log (z 1 — !) — 1Qg (zi — z)

■ log z
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Zj ist stets grösser als z und z, — z ist der sogenannte Zuschlag 
für Amortisation, und da auch

z" (z — 1)
J| z” — 1

_ zn (z — 1) 4" Zn — 1__ zD+a — 1
L 1 zn — 1 zn — 1

§ 104. Die Combinationslehre hat zur Aufgabe aus gege­
benen Dingen, welche Elemente genannt werden, in einer vorge­
schriebenen Weise Zusammenstellungen zu bilden und die dabei 
eintretenden Gesetze nachzuweisen.

Jede Zusammenstellung von Elementen wird eine Complexion 
genannt.

Die Elemente werden entweder der Reihe nach durch a, b, 
c, d u. s. w. oder durch 1, 2, 3, 4 u. s. w. bezeichnet. Die 
letztere Bezeichnung hat den Vorzug, da aus derselben unmittelbar 
ersichtlich ist, ob die Elemente steigend (1, 2, 3) oder fallend 
(3, 2, 1) geordnet sind.

Man unterscheidet in der Combinationslehre drei Haupt­
operationen: Permutiren, Combiniren uud Variireh.

§ 105. Unter Permutiren versteht man diejenige combina­
torische Operation, durch welche man aus gegebenen Elementen 
Complexionen bildet, welche alle gegebenen Elemente in sich 
enthalten und sich von jeder anderen durch die Ordnung der 
darin vorkommenden Elemente unterscheiden.

Sollen 2 Elemente 1 2 permutirt werden, so erhält man 

zwei Permutationen

oder P2 = 1. 2.
Sollen drei Elemente 12 3 permutirt werden, so schreibe 

man die drei Elemente hin und stelle neben jedes Element die 
Permutationen der übrigen 2 Elemente

1 2 3 2 1 3 3 1 2
1 3 2 2 3 1 3 2 1

Die Anzahl der Permutationen von drei Elementen ist dann 
P3 = 1. 2. 3.

Kommt ein 4tes Element hinzu, so kann dieses 4te Element 
erstens am Ende der vorigen 6 seine Stelle einnehmen, ferner 
6 mal zwischen dem 2ten und 3ten Element, darauf 6mal zwischen 

I 1 2
I 2 1
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dem 1 sten und 2ten Element und endlich 6 mal am Anfänge, 
folglich ist P4 = 1. 2. 3. 4. u. s. w. man erhält dann allgemein 

Pn = 1. 2. 3. 4. 5 . . . . n = n!

H 106. Die Anzahl aller Permutationen aus n Elementen, 
unter denen r gleiche Elemente vorkommen, beträgt

P —n! Pnr — TT
Denn sind sämmtliche Permutationen gebildet und wäre ihre 

Anzahl — x, dann lassen sich aus r gleichen Elementen, wenn 
diese ungleich wären, aus jeder vorhandenen Complexion Pr neue 
herleiten, mithin also x Pr neue Complcxionen, 

folglich ist x Pr — Pn, demnach
Pn n!x = ^- = — Pr г!

Ueberhaupt ist die Anzahl aller Permutationen aus n Elementen, 
unter denen r gleiche einer Art und s gleiche einer anderen Art 
vorkommen

P = Pn = JLL 
r,s Pr.Ps r! s!

Beisp. Meier Hirsch pag. 222.

§ 107. Unter Combiniren versteht man diejenige combina­
torische Operation, durch welche man aus gegebenen Elementen 
Complcxionen bildet, deren jede ein und dieselbe vorgeschriebene 
Anzahl Elemente enthält und sich von jeder anderen durch die 
darin enthaltenen Elemente unterscheidet.

Die Classe der Combinationen bezeichnet die Anzahl der 
Elemente, welche jede Complexion enthalten soll.

Bei den Combinationen wird nur steigende Ordnung der 
Elemente in den Complcxionen zugelassen.

Classe 1, Classe 2, Classe 3, Classe 4, Classe 5 u. s. w. 
fuhren auch die Namen: Unionen, Amben, fernen, Quaternen, 
Quinternen u. s. w.

Man unterscheidet Combinationen mit Wiederholung, je nach­
dem jedes Element in jeder Complexion nur einmal, oder beliebig 
oft wiederholt, vorkommen darf, von denen wir jedoch nur die 
ersteren näher betrachten wollen und deren Anzahl für die rte 
Classe identisch ist mit der Anzahl aller Permutationen aus
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Elemente einer Art und n — r
gleiche Elemente einer anderen Art vorkommen, d. h.
n Elementen, unter denen r gleiche

Cn, Pn 1. 2. 3. 4 .... n
Pr.Pn-r 1.2.3.4.r. 1.2.3.. ..(n-r)

Cnr n (n — 1) (n — 2) . . . . . (n — r -|-1)
1.2.3 . . . . . r

Cnt
n (n — 1) (n — 2) (n —

— n Cn4 — 1 2.3.4
n (n — 1)

On 2 1 . 2 -

Cn3
_ n (n — 1) (n — 2)

1.2.3 ■ Clin - 1.

Beisp. Die Combinationen von 1 2 3 4 5 sind
Classe 1. Classe 2. Classe 3. Classe 4. Classe 5.

c=, 0 5 2 С5з C 5 $
1 12 12 3 12 3 4 1 2 3 4 5
2 13 12 4 12 3 5
3 14 12 5 12 4 5
4 15 13 4 13 4 5
5 2 3 13 5

2 4 14 5
2 5 2 3 4
3 4 2 3 5
3 5 2 4 5
4 5 3 4 5

2 3 4 5

Beisp. Meier Hirsch pag. 223.
§ 108. Unter Variiren versteht man diejenige combinatorische 

Operation, durch welche man aus gegebenen Elementen Complexio- 
nen bildet, deren jede ein und dieselbe vorgeschriebene Anzahl 
Elemente enthält und sich von jeder anderen nicht nur durch 
die darin enthaltenen Elemente, sondern auch durch die Ordnung 
derselben unterscheidet.

Die Classe der Variationen bezeichnet die Anzahl der Ele­
mente, welche jede Complexion enthalten soll.

Man unterscheidet Variationen mit Wiederholung, je nachdem 
jedes Element in jeder Complexion nur einmal, oder beliebig oft 
wiederholt, vorkommen darf, von denen wir jedoch nur die ersteren 
näher betrachten wollen und deren Anzahl für eine beliebige Classe 
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identisch ist mit der Anzahl aller Permutationen aus so viel
Elementen wie die Classc anzeigt multiplicirt mit der Summe der 
Combinationen derselben Classe von n Elementen.

Vnr = Pr. Cnr = 1.2.3.4... .r.n (n — 1) (n — 2).... (n — r + l)
1.2.3 .... r

Vnr = n (n — 1) (n — 2) .... (n — r 4- 1).
Um die Variationen einer gegebenen Classc von einer gege­

benen Anzahl Elemente zu bilden, bilde man zuerst die Combi­
nationen dieser Classe und permutire alsdann jede Complexion.

Die Variationen der 3ten Classe. von 1 2 3 4 5 sind:
123 124 125 134 135 145 234 235 245 345
132 142 152 143 153 154 243 253 254 354
213 214 215 314 315 415 324 325 425 435
231 241 251 341 351 451 342 352 452 453
312 412 512 413 513 514 423 523 524 534
321 421 521 431 531 541 432 532 542 543
mithin giebt cs 60 Variationen von 5 Elementen zur 3ten Classe, 
oder Vö3 = 60.

§ 109. Unter der Wahrscheinlichkeit eines bevorstehenden, 
vom Zufall abhängigen Ereignisses versteht man einen Bruch, 
dessen Zähler die Anzahl aller günstigen Fälle, welche dieses 
Ereigniss herbeiführen und dessen Nenner die Anzahl aller 
möglichen Fälle derselben Gattung ist.

Sind z. B. unter n möglichen Fällen irgend einer Gattung 
m günstige Fälle, welche das betreffende Ereigniss herbeiführen 
und ist w die Wahrzcheinlichkeit, so ist hiernach

w = -^ für den günstigen Fall, und

n — m 4 .. . ,, ,,w — ——— für den ungünstigen Fall;

hieraus ergiebt sich zu gleicher Zeit, dass
m . n — m .<1,. n. . n— -f- -------- — Id. li. einer von diesen beiden Fällen mussn n
eintreten.

Die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne, die 8 weisse und 2 
schwarze Kugeln enthält, auf einmal drei weisse Kugeln zu ziehen ist 

56 7w — -----  — —.
120 15'

4
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weil alle möglichen Fälle gleich sind der Summe der Combina­

tionen der 3ten Classe aus 10 Elementen, mithin ~ — 120,
8 7 6dagegen aus 8 weissen Kugeln ■ ‘ 9 -- = 56, folglich ist

56 7
W " 120 " 15*

§ 110. Die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens mehre­
rer von einander unabhängiger Ereignisse, deren Wahrscheinlich­
keiten einzeln gegeben sind; ist gleich dem Producte aus den 
Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse.

Die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne, die 8 weisse und 
2 schwarze Kugeln enthält zuerst eine weisse, und nachdem man 
diese zurückgelegt hat, eine schwarze Kugel zu ziehen ist

_8_ 2_ __ £
10 ' 10 ~ 25'

Ist dagegen das Eintreten des zweiten Ereignisses vom ersteren 
abhängig, d. h. wird die einmal gezogene Kugel nicht wieder 
zurückgelegt, so wird dadurch die Wahrscheinlichkeit des zweiten 
Ereignisses modificirt, da ja dann nicht mehr 10 sondern nur 9 
Kugeln in der Urne vorhanden sind, alsdann ist die Wahrscheinlich­
keit für diesen Fall 8 2 8

1Ö ' V = 45
§ 111. Ist auf das Eintreffen eines bevorstehenden vom 

Zufall abhängigen Ereignisses ein Preis gesetzt, so versteht man 
unter der mathematischen Hoffnung des Preises das Product aus 
diesem Preise mit der Wahrscheinlichkeit, dass das ihn herbei­
führende Ereigniss eintreten werde.

Ist z. B. beim Werfen mit einem Würfel ein Preis gesetzt 
für einen bestimmten Wurf, etwa 5 Mark, so hat man für diesen 
vorherbestimmtnn Wurf zu setzen £ . 5 = f Mark.

Oder soll derjenige, welcher aus einer Urne, die 8 weisse 
und 2 schwarze Kugeln enthält, eine weisse Kugel zieht 1 Mark 
erhalten, dagegen wer eine schwarze Kugel zieht 1 Mark zahlen; 
dann muss der Einsatz betragen

8 , 2 . 3 „ ,
10 ’ 10 * 1 ~ 5 Mar

Beisp. Meier Hirsch pag. 225—230.
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§ 112. Die analytische Formel, welche die Entstehung für 
einen gegebenen Exponenten von dem Binomium (a + b) darstellt, 
heisst der binomische Lehrsatz.

Um zu einer Formel für (a + b)n zu gelangen, gehe man 
aus von dem Producte:
(a -f- b) (a -j- c) (a -J- d) (a -f- e)..................(a -j- n)
und ordne das ganze nach Potenzen von a, dann ist 
(a + b) (a + c) = a2 + (b + с) a + bc
(a + b) (a + c) (a + d) = a3 + (b + c + d) a2 4~ 

(bc + bd + cd)a + bed
(a 4~ b) (a + c) (a + d) (a + e) — a4 + (b + c + d + e) a3 

+ (bc + bd + cd + be 4~ ce -f- de) a2
+ (bed + bee 4~ bde 4~ cde) a + bede u. s. w.
(a + b) (a + c) (a + d) (a + e) . . . . (a + n) = 
an + (b + c + d + e + . . . n) an-1 +

(bc + bd -f-... bn + cd + ce +. •. cn + de 44..... ) an~2
4- (b c d 4~ b c e 4-............ ) an-3 4~.............. bede... n

woraus hervorgeht, dass die Clammern nichts anderes enthalten 
als die Summe der Combinationen der verschiedenen Classen von 
den Elementen b, c, d, e . . . . n.

Mithin ist allgemein
(a-pb) (a 4- c) (a-J-d) (a 4- e).... (a 4" и) — an4_Cn1 an-14_Cn2 an~2

4- Cn3 a-3 4- Cn4 a”"4 4- - - - Cllr ! an-r+4 4- . . . Cnn, 
worin Си,.-] a'1”^1 das rtc Glied der Reihe bedeutet, setzt man 
alsdann

b = c = d = e.... = n, so ist, da nach § 107.
Cn! = П

n _ n (n 1)
Cn2 1.2

p n (n—1) (n —2)
C"3 = '1.2.3

_ n (n—1) (n — 2) ’(n — 3)......... (n — r -4'2)
— 1 . 2 . 3 . 4............ (r —1)

Cnn = 1.
4*

TARTU ПГ ТкГППТ I
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(a+bp=a”+na-'b+°(° g 1}a-2b2+”(n 2 1Xn-g-^»" °b»+-

I n (n- (П (n 3). . .. (n r 4~ 2) n-r-pi Kr-1 I I |)П 
f 1 . 2--- . 3 . 4 ......... (r—1) -Г---Г

Ist dagegen (a — b)n zu bilden, so bleibt der Gang der 
Entwickelung ganz derselbe, nur dass man von dem Producte 
(a—b) (a—c) (a—d) .... (a—n) ausgeht, woraus dann hervorgeht, 
dass sämmtliche geraden Glieder das Vorzeichen — erhalten, das 
allgemeine Glied (r) und letzte Glied (n -f- 1) jedoch dem Vor­
zeichen nach so lange unbestimmt bleibt als r und n nicht in 
absoluten Zahlen gegeben sind.
(a+bp=a-±n a— b+öb2 ±n("7 a”-3b3 +•...

I n (n 1) (n 2).... (n r-j-2) n_r^_i| r-i 1 _i_ Kn
± 1 . 2 . 3 . . . . (r — 1) a ° - * • * ' - °

Wenn n eine ganze Zahl ist, so kommen im binomischen 
Lehrsätze 1 Glied mehr vor als n Einheiten hat. Die Coefficicnten 
der Entwickelung der Potenz (a + b)n

n (n — 1) n (n — 1) (n — 2)
1 7 11 7 1 . 2 7 1.2.3 '............

werden die Binomialcocfficienten genannt und ihre Summe beträgt 
2n, da ja

n (n — 1) n (n — 1) (n — 2) . . 1
(1 -HP — ~ 1 ~b n ~ + 1 . 2 . 3 +••■-■ + 1

ferner ist
, n (n — 1) (1-1)" - 0 = l-n+ 

n (n — 1) (n — 2)
TT2 ? 3~

woraus hervor geht, dass die Summe der Coefficicnten der unge­
raden Glieder gleich ist der Summe der Coefficicnten der geraden
Glieder.

Ist demnach n eine gerade Zahl, so ist die Anzahl der Glieder 
der Reihe ungerade, es existirt dann in der Reihe ein mittleres 
Glied mit dem höchsten Coefficicnten; wenn dagegen n eine 
ungerade Zahl ist, so ist die Anzahl der Glieder der Reihe 
gerade, es existiren dann in der Reihe zwei mittlere Glieder mit 
demselben höchsten Coefficicnten.

Handelt es sich also darum (a + b)20 zu entwickeln, so braucht 
man nicht sämmtliche 21 Glieder der Reihe nach der Formel zu 



53

berechnen, sondern nur die ersten 11 Glieder, da ja die Co effi­
cient en in derselben Reihenfolge wieder abnehmen, in welcher 
sie bis zum Ilten Gliede zugenommen haben.

§ 113. Der binomische Lehrsatz (a + b)n = an -j- n an-1b -f-.... 
kann auch durch folgende Form ausgedrückt werden

(a±b)n = A + n Aq + Bq ± Cq + Dq + . . .

in welcher A das erste Glied a“ und q den Quotienten — bedeutet, a
В ist alsdann n Aq 
n n — 1
О n n 2

n —2D „ „ -g- C q u. s. w.

Die letztere Formel kann mit Vortheil da angewandt werden, 
wo sämmtliche Glieder der Potenz (a + b)n entwickelt werden 
sollen, wobei dann noch das letzte Glied bn nach der ersten 
Formel controlirt werden kann, da ja, wenn dieses richtig ist, 
auch die vorigen richtig sein müssen, weil in der letzten Formel 
jedes folgende Glied aus dem vorhergehenden berechnet wird.

Der binomische Lehrsatz gilt für jeden beliebigen Exponenten 
n, ist jedoch eine geschlossene Reihe nur dann, wenn n eine 
absolute ganze Zahl ist, in allen anderen Fällen ist derselbe eine 
unendliche Reihe.

Beisp. Meier Hirsch pag. 73.

§ 114. Unter einem Kettenbruche versteht man einen Bruch, 
dessen Zähler 1 ist und dessen Nenner eine positive ganze Zahl 
mit einem angehängten Bruche, welcher wieder den Zähler 1 und 
einen Nenner von derselben Beschaffenheit wie vorhin hat u. s. w.

Die allgemeine Form des Kettenbruchs ist demnach
a0 + J_

ai + J_
a2 4~ 1

a3 + J_ .
a4 +...............

a,, a2, a3, a4,......... werden die Theilnehmer des Kettenbruchs 
genannt.
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Ein achter Bruch wird in einen Kettenbruch verwandelt, indem 
man den Nenner desselben in den Zähler hineindividirt, den nach­
bleibenden Rest in den vorhergehenden Divisor u. s. w. bis kein 
Rest mehr nachbleibt. Die einzelnen dabei erhaltenen Quotienten 
sind alsdann die Theilnenner des Kettenbruchs z. B.
135
177 135 177 = 1

135
mithin ist 135

177
1

42 135 = 3
126

9 42 = 4
36 1+1

26 9 = 1
6
3 6 = 2

6
(Г

Soll dagegen ein unachter Bruch in einen Kettenbruch ver­
wandelt werden, so ist die erste Zahl des Kettenbruchs die ganze 
Zahl, welche in dem Bruche steckt, während der ächte Bruch 
wie vorhin in einen Kettenbruch verwandelt wird.

159
38 4 +J_

5 +1_
2+1

3
§ 115. Ein Kettenbruch wird in einen gewöhnlichen Bruch 

verwandelt, indem man die einzelnen Näherungswerthe desselben 
bildet; der letzte Näherungswert!} ist dann der Werth des Ketten­
bruchs.

Unter einem Näherungswert!} des Kettenbruchs versteht man 
den Werth des Kettenbruchs bis zu einer bestimmten Stelle, von 
welcher an man alle übrigen Partialbrüche desselben vernachlässigt.

a0 + 1
ai +1

a2 +1
a3 + • . .

-1
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Der

der

der

erste Näherungswert!! ist a0 oder a 0
1

zweite N äh er ungs werth ist a0 4----- = ——-—------
Я ] ct I

dritte Näherungswert!! ist a() 4“ 1 _ , 1
a j 4~ 1 о a j а 2 4~ 1

a2 a2

a _|_____a2 _ a0 (al a2 ~F l)4~a2 __ a2 (a0 a 1 ~f~ 1) ~4~ a0
о а I a2 4~ 1 a j a2 4~ 1 aj aj 4~ 1

der vierte Näheruiigswerth ist = a0 4~ 1 . 1 '
Г4-1 =aoTltli i_L Я 4- 1a*+l * 1 w

• <Xi Z-i
Bezeichnet man nun den ersten Näherungswert!! mit1 JN о

u. s. w. Dann ist
Zp _
No” 1

ZI Uq aj 4- 1
Ni at

Z_2  a2 (aO ai ~F U 1 a0 a2 Z, 4~ Z()
N2 a2 a! 4" 1 a2 Ni 4- N0

Zz = аз {a2 (ao ai ~F i) 4~ ao} ~F ao ai + 1 __ азz2 4~ Z] u g w 
N3 аз (a! a2 + 1) + а1 a3N24-N, ’ * '
woraus man schliessen wird, dass auch die folgenden Näherungs­
wert!! e auf dieselbe Weise aus den beiden vorhergehenden 
Näherungswerthen gebildet werden; mithin auch

Zn_ an Zn -1 4~ Zn—2
Nn an Nn—1 4” Nn—2

ao+X аз a3
ai + аз = ,1

a2 a3 1 1 ° aJ (a2 a3 ~F l)~Fa3
a2 a3 “h 1

a j_____ a2 аз ~F 1 _ ao {а, (a2 a3 4~ 1)~F аз}"Fa2 a3 ~F 1 _
° ai (a2 a3 + 1) + a3 ai (a2 a3 “F 1) + a3

a3 (a, a2 4“ 1) “F ai
ai ~F 1 u. s. w.
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Beisp. 1) x — 2 -j- 1 _  121
T+£ ~"62~'

з+_1
2 +_1_

1 +_!
2

Thcilnenner: 2 5 2 1 2
Z......... 2 5 17 39 46 121
N.........Т 2 7 16 23 62

Beisp. 2) х — 1 _  63
Т+_1_ — 218 ’

2+Х
5 +_£

1+1
4

Thcilnenner .... 3 2 5 1 4
Z......... О 1 2 11 13 63
N......... 1 3 7 38 45 218 '

Zu gleicher Zeit wäre hier zu bemerken, dass die einzelnen 
Näherungswerthe eines Kettenbruchs stets reducirte Brüche sind, 
d. h. Zähler und Nenner desselben sind relative Primzahlen.

Die Näherungswerthe eines Kettenbruchs sind abwechselnd 
grösser und kleiner als der wahre Werth des Kettenbruchs, 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungswerthen liegt der 
wahre Werth desselben. Je weiter der Näherungswerth dem 
Ende zu liegt, desto näher kommt derselbe dem wahren Werthe 
des Kettenbruchs. Der Unterschied je zweier auf einanderfol­
gender Näherungswerthe ist ein Bruch, dessen Zähler 1 und dessen 
Nenner das Product der beiden Nenner der Näherungswerthe ist.

Die Kettenbrüche werden angewandt, um ein Verhältniss 
zweier grossen Zahlen angenähert durch kleinere Zahlen aus­
zudrücken.

Beisp. Meier Hirsch pag. 93.

H 116. Jede irrationale Quadratwurzel lässt sich in einen 
unendlichen Kettenbruch verwandeln, z. B.

x2 + ах = 1
x (а + x) = 1
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1 = 1
a + x a + 1

/53 ='7 + y
__ 1 _ /53 4- 7

C ~ /53 — 7 ~ 4

4 4 (/53 + 5) _ , 1
' /53-5 _28 x2
= 7 _ 7 (/53 + 2) == 1

2 /53 — 2 49 x3
__ 7 7 (/53 + 5) , 1

3 /53 - 5 28 ° x4

4 4 (/53 -s-7) 1
' = ys^= —4 -14 + ?: 

/53 = 7 4- 2.
3 4-j_

1+JL
14-j_

3 4-JL
14 4- . .

Theilnenner......... 3 1 1 3 14
Z......... 7 m 1b2 2599
N......... 1 3 4 7 25 275

8. W.

3 113....

Beisp. Meier Hirsch pag. 97.
§ 117. Unter Binomialreihe versteht man die Entwickelung 

der Potenz (1 4~ x)n, wo n eine beliebige reelle Zahl bedeutet. 
(1 + X)" = 1 + n X + ”~ Ц X2 +11 / 2 - 7 - X3 +........ininf.

setzt man in letzterer n = — m, so geht die vorige über in 
m , m(m—1) о m(m — l)(m — 2) „ . . . „(1 4- x)"m = 1 —mx -|—-—g—-x2---- ------- —------ ^x3 + in inf.

Sie gilt jedoch auch noch für gebrochene Exponenten und

man erhält, wenn man für n 
ziehungsweise:

— oder für n —-----— setzt be-q q
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/ii 1 I p I p (p q) 2 (1 +x) 4 = 1 +^Х+1Т2 x P (p q) (p 2q)
1. 2. 3 x3 + . . . .

zi I ч-Е 1 Pi p(p~q) 2 p(p—q)(p—2q) n ,
(l + x) —^-x + 4?2 x 1— x + ■ ■ ■.
welche bequem zur Berechnung einer Potenz (a -f- b),m wenn der 
Werth am als bekannt vorausgesetzt wird und b eine kleine Zahl 
bedeutet, so dass a > b, gebraucht werden kann, da

(a + b)m = a’ fl + —)v 1 a V

(a + b)m — a1 

Beisp.

= a“ 1—4

/5 = ]<4 + 1 = 2 

f5"=2^1 + -1-4 

oder

= 2 Г 1 AT l1 + t)
2 1 1

= /4 + 1 — 2 U = 2
еу=2!1+44
aber auch

2

/5=4) 

oder

= 4-/81 — 1 = T
16 4 v 4

1 2 * 81 2*4'
1 Л2

81-

/^444--4+44
Fälle, in denen man eine gesuchte Potenz auf eine grosse 

Anzahl von Decimalstellen zu berechnen verlangt, werden durch 
vorstehende Reihen gelöst.

§ 118. Unter Exponcntialreihc versteht man diejenige unend­
liche Reihe, welche durch Entwickelung der Potenz ax nach
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Potenzen von x geordnet entsteht, wo a jede beliebige Zahl 
bedeutet.

Für unendlich wachsende Werthe von n ist für n = x 
(1 лп 111 .1 + v) =1 + 1+т72 + Т2Л + 1.2.3.4+ •••• in ,Uf-

Unter e der Basis des natürlichen Logarithmen-Systems 

versteht man die Summe der unendlichen Reihe 1 + 1 + 

4------1- - 4- _.,5 , 4-................ , deren Werth zwischen 2 und
1.2.3 1.2.3.4

3 liegen muss, da
1 1 1 ITlVflV14- —— 4- —---- V- —----------- s- .. < 1 -4--—4- I — I 4-1 — I 4-...1 ' 1.2 ' 1.2.3 ' 1.2.3.4 ' 1 ' 2 ' v27 T V2V

1 i А__ L 1 _i_ _____ I /9
^1.2^ 1.2.3^ 1.2.3.4

mithin liegt e zwischen 2 und 3, die wirkliche Berechnung giebt 
e = 2,71821828459 ....

Setzt man in der Binomialreihe (1 -f- x)n an Stelle von x den

Werth —, so erhält man falls x < n, n
/4 . x~\n x n(n — l)f x"\2 I n(n—l)(n—2)f x "V.
v+tJ =1+п'Т+т~Г24т1 +1.2.3 41 +-•

x Л-14---- Iх = e oder auch n v

(x \ n
14---- I = ex mithin n 7

cx == 1 -|- x -f- X2 . X3 X4
172 ' L2?3 ' 1.2.3.4 -f- ... in inf.

setzt man alsdann ax = ey, so ist auch
x log а — у log e 

log aу — X =-2---log e
ax — exi^T folglich
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Nimmt man hierin die Logarithmen für die Basis a, so ist 
log а — 1, nimmt man sie dagegen für die Basis e, so ist log e 
— 1 zu setzen.

log а . x2

2, so liegt ■;—у— zwischen oo und — •7 ° 1 4- x 2

log e 1.2 vlog e (log aA3 
log eV

а

§ 119. Es ist (1 + x)n = 1 für n = o, dann kann man 
auch setzen (1 + x)n — 1 4~ s, in welchem Ausdruck sowohl 
n als auch e eine unendlich abnehmende Zahl bedeutet, dann ist 

n log (1 4- x) = log (1 + e) 
n — 4—mithin ist

log (1 + x)
(1 + x)n — 1 _ s _ E log (1 + x) _  log (1 4~ x) 

n — log (1 + g) — log (14-«) — log (1 4- 0 
log (Hx)_______ k

— 4 .X-L und da für unendlich abnehmende
n log (1 + E)s

Werthe von « (1 4- £)s — c ist, so ist auch 
(1 4- x)n — 1 log (1 4- x) ----- !-------------  — —П—-—- nun war n----------------- log e

/II Xn 1 I I П (n — 1) 2 . n (n — 1) (n — 2) 3 .
(1 4- x)n 1 4- n x 4------ 172 X2 4- 1 2 .---- 3— x +••••
folglich ist
(1+7-—=x++(n 71Hn ?--- *3 +............ 

oder lässt man n unendlich abnehmen, dann ist
log (1 4- x) _ v X3 X3 _ X1 

log e 2'3 4 ' ................
welche Reihe jedoch nur zu gebrauchen ist für kleine Werthe von 
x, die zwischen 4~ 1 und — 1 liegen. Für kleine Wer the von 
x kann man schon setzen.

alog (1 4~ x) = x alog e.
Setzt man dagegen

alog (7—7—3 = — alog (1 4- x) und liegt 1 4~ x zwischen 0
VI 4- x7

und
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Es ist ferner

alog (1 + x) —

log (1 — x) =

2^3 4 '
x2 x3 x4

Г x3 v5

* subtr.

liegt hier 1 -j- x zwischen 0 und 2; so liegt j-----zwischenOu. 00.

Für die natürlichen Logrithmen ist 
v2 y3 x4 

1(l+x) = x-2+--T +...........

Für ein anderes System ist dann 
alog (1 + x) = alog e. 1 (1 + x).

§ 120. Unter dem Modulus eines logarithmischen Systems 
versteht man denjenigen Factor, mit welchem man den natürlichen 
Logarithmus einer Zahl multipliciren muss, um den Logarithmus
derselben 
erhalten.

und da

Zahl in dem betreffenden logarithmischen System zu

log (1 + a) = M. 1 (1 + x) oder

Cxz2 y3 y4 
x- g + 3--4 +

Су 2 у 3 y4 A I A
X— g- + J — J

so ist M — alog 6

oder nach § 73 M = log а
sind die natürlichen Logarithmen bekannt, so ist

M = ~- 1 а
Für Briggisehe Logarithmen ist M — 0,4342944819 . . .

und 4. = 2,3025850930 . . .

§ 121. Ist der log a bekannt und b eine kleine Zahl, so ist
1) log (a + b) = log a + log Г1 + —

log (a -f- b) = log a



62

2) log (a + b) = log a + log f = log a — log C г

log a - log (1 -

3) log(a+b) = loga + log(^i^)=logaf+log(^i^ir)=

, , . Г + ^+ъ\
log a + log, —----- Б----  J

V1 2 a + b/
Ist der 1 14 gegeben, so ist

nach 1) 1 15 = 1 14 + д —4(п) +4 Cil) ............

1 1 /IV 1 г 1Vnach 2) 115 = 1 14+ ^4-у tlZ) + "з" llõ) ............

nach 3) 1 15 = 1 14 + 2 [,д + у Q,J + 4 (ZZ)............]

§ 122. Setzt man
cos x 4- i sin x = a0 + ai x + a2 x2 4~ a3 x3 4~............ I $п^г.
cos у 4- i sin у = a0 H~ ai У + a2 У2 + a3 y3 +............ J
cosy—cosx+i (siny—sinx)=a1 (y—x)4~a2 (y2—x2) + a3 (y3—x3)4~—
— 2sintiJEsinI—2E 2 i cos sin== а, (у — x) 4­

2 2 А А
a2 (у2 — x2) 4- а3 (у3 — x3) 4" • • • • 

durch у — х die ganze Gleichung dividirt, giebt
. у —x, Sin ‘—y,—. y4-x 2 , . у—X— sm --------------- 4" 1 oos2 у —x 2

2
у2 — X3

4~ а3-------- - 
У х

. у — х 
!_Е

У~х 
2

y2 —X2 

y—x

lässt man hierin die Differenz у — x unendlich abnehmen, so ist 

sin-— — 1 für а = 0, denn es ist für а < — 
sin ct a tg ct oder 
sin« sin«>sin«mithin 
sin a a tg ct 
„ sin ct л1 >•------< cos ct d. h.a
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------  ist seinem Wertlie nach immer zwischen 1 und cos or a
enthalten. Nimmt nun or ohne Auf hören ab, so ist cos a = 1
für a — 0, mithin auch -Sm a — 1 für oe — 0.

Setzt man у = x (1 -f- d), wo d eine unendlich abnehmende 
Zahl bedeutet, dann ist

yn = xn (1 + d)n oder
yn —
————- = (14- d)n — 1 es ist aber auch xn

-X - 1 = <5 
X

—----— — d folglich ist

У"7Х" • = (1 -L7 ' also
x у — x о

n ---- xn x .

(1 +<!)-> = 1 + n<S + " |\ 2 +............

(1 + d)n — 1 .------- --------- = n für o = 0, folglich ist auch
yn _ > ,
---------  = nx““1 mithin
У — x

— sin —+ i cos— аx -j-2a2 + За3 x2+ 4a4 x3......

— sin x + i cos x = a0 i + at i x + a2 i x2 + a3 i x3 4~.........  
welche letztere Gleichung aus der ersten in diesem § hervorgeht, 
wenn man dieselbe mit i multiplicirt.

Aus beiden folgt dann durch Vergleichung, da man ja wiederum 
für у x setzen kann

Яj ---- Яд 1
a. i

a2 —2~
____aQ

1.2
2a2 = at i Яп 1 aQ — —— -1— ay i
3 Я$ ■— Я<2 1 3 3 1.2.3

a3 i
4a4 = a3 i a4 = = ----- ----  u. s. w.1.2,3.4

um a0 zu bestimmen, setze man x = 0, dann ist a0 = 1; folglich ist
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cosx + isinx-1 + ix ТХ2- ,*2 3 + L2.34 + jJ.3.4.5 --­

genau dieselbe Reihe erhält man, wenn man in § 118 den Werth 
i x an Stelle von x setzt, mithin ist auch

eix = eos x 4~ i sin x oder auch — x statt x gesetzt: 
e~ix — eos x — i sin x

--  e-i-x 
dann ist sin x — ------____2i 

eix + e-ix eos x = ------ —-----

1 X2 . X4 X6 .
cosx— — T2 + 1.2.3.4 ~ 1.2.3.4.5.6 +............ 

x^
sin X = X — l2.3.4.5 ~ 1.2.3.4.5.6.7 +...............
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