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Liihikokkuvote

Optsioon on tuletisinstrument, mis annab omanikule oiguse, aga mitte ko-
hustuse, osta voi miitia tulevikus mingit kokkulepitud vara eelnevalt kokku-
lepitud hinnaga. Kéesoleva bakalaureusett6 eesméark on anda iilevaade, kui-
das hinnata Euroopa ja Ameerika optsioone, kui alusvaraks olevalt aktsialt
makstakse dividende. To60s tutvustatakse kirjanduses vaadeldud erinevaid
dividendide maksmise viise ning miiiigi- ja ostuoptsioonide hindade pariteet-
sustingimuse, Black-Scholesi diferentsiaalvorrandi ja binoommeetodi erine-
vaid modifikatsioone olenevalt alusvaralt makstavast dividenditiiiibist.
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Abstract
An option is a derivative financial instrument that gives the owner the right,
but not the obligation, to purchase or sell a predetermined asset at a prede-

termined price in the future. The aim of this bachelor’s thesis is to provide



an overview of how to evaluate European and American options, taking into
consideration dividend payments on the underlying stock. The thesis intro-
duces various ways of paying dividends discussed in literature, as well as
different modifications of put-call parity, the Black-Scholes differential equa-
tion, and the binomial method depending on the type of dividend paid by
the underlying asset.
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Sissejuhatus

Optsioon on tuletisinstrument, mida kasutatakse riskide maandamiseks ja/voi spe-
kuleerimiseks. Optsioonileping seob kaks osapoolt lepinguga, milles lepitakse kokku
tulevikus toimuv ostu- voi miitigitehing mingi varaga (edaspidi alusvara), mille tu-
leviku hind (edaspidi tditmishind) on lepingus méératud. Optsiooni(lepingu) ostja
saab Oiguse, aga mitte kohustuse, osaleda tehingus. Optsiooni véljaandjal ehk kir-

jutajal on vastavalt kohustus tiita lepingut.

Kaéesolevas t60s vaadeldakse, kuidas hinnata Euroopa ja Ameerika ostu- ja miiii-
gioptsioone, kui alusvaraks on aktsia, millelt makstakse dividende. Kirjanduses on
vaadeldud kolme tiilipi dividende: pidevad, alusvara hinnaga proportsionaalsed ja
fikseeritud. T60s vaadeldakse dividende suurusena, mille vorra péarast dividendi

maksmist alusvara hind langeb.

Esimeses peatiikis vaadeldakse ostu- ja miiligioptsioonide ning Euroopa ja Amee-
rika optsioonide erinevusi ning tutvustatakse vajalikke téhistusi ja tuuakse opt-
sioonidega seotud tulude ehk viljamaksete valemid. Samuti tutvustatakse kolme
tiitipi dividende, tuuakse vélja nende erinevused ja olukorrad, kus selliseid dividen-
di maksmise strateegiaid kasutatakse. Sonastatakse ka miiligi- ja ostuoptsioonide
hindade pariteetsustingimus ja tuuakse selle modifikatsioonid, kui alusvaralt maks-
takse dividende. Samuti toestatakse arbitraazivabaduse noudest ldhtudes pariteet-

sustingimus iihe fikseeritud dividendimakse korral.

Teises peatiikis tutvustatakse, kuidas kditub alusvara hind erinevate dividenditiii-
pide korral ja tuuakse fikseeritud dividendide jaoks vélja kaks enimkasutatud mu-
delit. Seejérel tutvustatakse Euroopa optsioonide hindamiseks kasutatavat Blach-
Scholesi diferentsiaalvorrandit ning Euroopa optsiooni hinna jaoks leitud ilmutatud

valemit.

Kolmandas peatiikis vaadeldakse binoommeetodit ja selle modifikatsioone erineva-

te dividendide jaoks. T60s tutvustatakse binoommeetodi alusel optsioonide hinna



leidmiseks vajalikku algoritmi ja parameetrite valikut. Pidevate dividendide pu-
hul tuuakse Euroopa optsioonide jaoks vélja kaks erinevat meetodit ning Ameerika
optsioonide jaoks tutvustatakse iihte meetodit. Alusvara hinnaga proportsionaal-
sete dividendide alapeatiikis tutvustatakse iihte binoommeetodi modifikatsiooni ja
fikseeritud dividendide korral vaadeldakse alusvara hinna korrigeerimist, mittekom-
bineeruva puu meetodit ning interpoleerimisel baseeruvat binoommeetodit otsitava
hinna leidmiseks. Iga alapeatiiki juures viiakse labi numbrilisi eksperimente ja vor-

reldakse erinevate meetodite tdpsust ning nende kiirust.



1 Optsiooni moiste ja alusvaralt makstavad di-

videndid

Optsioon on tuletisinstrument, mida kasutatakse riskide maandamiseks ja/voi spe-
kuleerimiseks. Optsioonileping seob kaks osapoolt lepinguga, milles lepitakse kokku
tulevikus toimuv ostu-/miiiligitehing mingi alusvaraga, mille tuleviku hind (opt-
siooni tditmishind X) on lepingus méédratud. Optsiooni(lepingu) ostja (edaspidi
optsiooni omanik) saab Giguse, aga mitte kohustuse, osaleda tehingus. Optsiooni

valjaandjal on vastavalt kohustus taita lepingut.

On olemas kahte tiilipi optsioone: miiiigi- ja ostuoptsioonid. Ostuoptsiooni (call
option) omanikul on 6igus osta alusvara lepingus kindlaksméératud hinnaga ning
ostuoptsiooni véljaandjal on vastav kohustus miiia seda alusvara. Miiligioptsioo-
ni (put option) omanikul on 6igus miiiia alusvara, miiligioptsiooni véljaandjal on

kohustus osta alusvara, kui optsiooni omanik otsustab miiiia.

Optsioone saab vastavalt optsiooni realiseerimisajale jaotada veel Ameerika ja Eu-
roopa optsioonideks. Ameerika optsioone saab optsiooni omanik realiseerida lepin-
gu solmimisest kuni lepingus kokkulepitud ajani (tditmisajani T'), aga Euroopa

optsioone saab realiseerida vaid taitmisajal T'.

1.1 Optsioonidega seotud tulu

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |1, peatiikk 7; |2, peatiikk 8.3].

Optsiooni omaniku poolt saadav tulu P soltub optsiooni tiilibist ja alaindeksid
C (c¢) ja P (p) margivad vastavalt ingliskeelsetele nimetustele kas ostu- voi miitigi
optsioone. Suure tdhega tahistatakse Euroopa optsioone ja véikese tdhega Ameerika

optsioone.



Euroopa ostuoptsiooni korral on tulu ehk véljamakse leitav valemiga

S(T)- X, kuiS(T)—X>0
Po =

0, kui S(T) — X <0
ehk Po = max{S(T)— X, 0}. Tulu on selline, sest ostuoptsiooni omanik saab osta

alusvara hinnaga X ja selle kohe maha miitia hinnaga S(t).

Euroopa miitigioptsiooni korral on véljamakse suurus on

Pp = maz{X — S(T), 0}.

Kuna Ameerika ostu- ja miiligioptsioone saab realiseerida mistahes ajal
0 <t < T, siis juhul, kui optsioon realiseeritakse hetkel ¢, on saadavad tulud

P, ja P, leitavad valemitega

P. = maz{S(t) — X, 0},

P, = maz{X — S(t), 0}.

Et optsioonilepingu omaniku tulu on alati mittenegatiivne ja voib olla suurem
nullist, siis on selge, et optsiooni ostja peab lepingu solmimise eest maksma teatavat

hinda, mida nimetatakse optsiooni hinnaks.

Optsiooni hinda hetkel ¢ tahistame ostuoptsioonide korral Vi (¢) ja miitigioptsioo-
nide korral Vp(t). Optsiooni hind hetkel T" on vordne optsioonist saadava tuluga.

Optsioonide hinda hetkel ¢t = 0 tdhistame lithidalt V(0) = V.

Ostuoptsioonide korral touseb optsiooni vaartus, kui téditmishind on véike ning
alusvara hind korge. Miiligioptsioonide korral on loogika vastupidine, korge téit-

mishinna ning madala alusvara hinna puhul touseb miitigioptsiooni véiartus.

Ostuoptsiooni omanik panustab alusvara hinna tousule ning miiligioptsiooni oma-



nik alusvara hinna langusele.

Optsiooni hinna leidmine tugineb arbitraazi puudumisel. See tdhendab, et optsiooni

hind peab olema selline, et arbitraazistrateegiat ei ole voimalik konstrueerida.

ArbitraaZistrateegia on selline strateegia, kus iihelgi ajahetkel ei pea sellise stratee-
gia omanik midagi maksma ja omanik saab positiivse toendosusega mingi positiivse
summa. ArbitraaZistrateegiat saab konstrueerida kahel moel: 1) portfelli moodus-
tamisel saadakse raha (portfelli hind on negatiivne) ning portfelli omanik ei pea
tulevikus midagi maksma; 2) portfelli moodustamiseks ei vajata raha ja mingi po-

sitiivse toendosusega saadakse tulevikus positiivne makse(te) voog.



1.2 Alusvaralt makstavad dividendid

Kéesolevas t60s vaatame optsioone, mille alusvaraks on aktsiad. Aktsiaturul divi-
dendide maksmise korral langeb aktsia hind dividendikuupéeval (ez-dividend da-
te) dividendide suuruse vorra, voi natukene vihem, arvestades dividendide pealt
makstavaid makse |2, peatiikk 12]. Kéesolevas t66s, nagu ka kirjanduses, vaadatak-
se dividendi kui suurust, mille vorra aktsia hind pérast dividendimakset viheneb.
Seega, kui mingil ajahetkel ¢ makstakse alusvaralt hinnaga S(¢) dividendi summas
D, siis peale dividendimakset on alusvara hind S(¢) — D. Ostuoptsiooni viartus
langeb peale dividendide maksmist ning miitigioptsiooni hind touseb peale divi-
dendide maksmist alusvara hinna languse tottu. Kirjanduses on vaadeldud kolme
tiilipi dividende: pidevad, alusvara hinnaga proportsionaalsed ja fikseeritud divi-

dendid.

1.2.1 Pidevad dividendid

Pidevate dividendide korral makstakse alusvaralt dividende pidevalt. See tdhendab,
et kui alusvara pealt makstakse méaraga ¢ dividende, siis alusvara hind kasvab
e~ korda aeglasemalt. Kui alusvara hind ilma dividende maksmata oleks S(t),
siis dividendide maksmise korral oleks hind S(¢t)e%'. Et Euroopa optsiooni hind
oleneb ainult alusvara hinnast hetkel T', siis Furoopa optsioon, mille alusvara hind
on S(0) ja millelt makstakse dividende mééraga ¢, on véaért sama palju kui Euroopa
optsioon, mille alusvara hind hetkel ¢ = 0 on S(0)e~%", ning millelt dividende ei

maksta [3, peatiikk 9.6].

Uhe aktsia korral pidevaid dividende reeglina ei maksta. Kui alusvaraks on aga
aktsiaindeks, kuhu kuulub piisavalt palju aktsiaid, milledelt makstakse dividende,
siis ldhendavad pidevad dividendid mitmete fikseeritud dividendide maksmist |4,

peatiikk 3.7].



1.2.2 Fikseeritud dividendid

Fikseeritud dividendide korral makstakse mingi fikseeritud summa dividendikuu-
paeva(de)l. Summa D; makstakse kuupéeval 71, summa Dy kuupéeval 79 jne. Alus-

vara hind langeb hetkel 7; peale dividendi maksmist D; vorra.

Juhul, kui alusvaraks on {iks aktsia, siis on fikseeritud dividendid praktikas koige
enam levinud dividendide maksmise viis. Tavaliselt ei ole fikseeritud dividendide
suurused kindlaks méaratud pika aja kohta tulevikus, vaid olenevad ettevotte ma-

jandusaasta tulemustest.

1.2.3 Alusvaraga proportsionaalsed dividendid

Alusvara hinnaga proportsionaalsed dividendid on fikseeritud dividendide erijuht,
mille korral makstakse dividendina vélja konstante protsent ¢ alusvara hinnast
dividendikuupéevadel 71,7, ..., T, summadena 6S(71),...,05(7y). Alusvara hind

kohe peale dividendi maksmist ajahetkel 7 on (1 — §)S(7) [3, peatiikk 9.6].

Kuigi optsioonidealases kirjanduses on proportsionaalsete dividendide juhtu vaa-

deldud, siis praktikas on selline dividendide maksmise viis vahelevinud.
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1.3 Miiiigi- ja ostuoptsioonid hindade pariteetsus

Peatiikk on kirjutatud kasutades allikaid |1, peatiikk 7; 2; |5].

Miitigi- ja ostuoptsioonide hindade pariteetsustingimus (put-call parity, edaspidi
PCP) annab voimaluse arvutada Euroopa ostu- voi miiligioptsiooni hinna, kui on
teada samade parameetritega kas miiiigi- voi ostuoptsiooni hind. Kui alusvaralt ei
maksta dividende, siis on Euroopa ostu- ja miitigioptsiooni (sama taitmishind X

ning tditmisaeg 7") hinnad on leitavad vordusest
Vo —Vp=5(0) - Xe "7,

kus r on pidev aastane riskivaba intressimaér.
Jargnevalt vaadeldakse, kuidas néeb vilja PCP, kui dividendide tiilip on teada.

Kuna pidevate dividendide korral optsiooni hind on vordne dividende mittemaksva
optsiooni hinnaga, mille alusvara hind hetkel t = 0 on S(0)e~%! (vaata peatiikk

1.2.1)), siis pidevate dividendide korral on PCP tingimus jargmine:

Vo —Vp =8(0)e 9" — xe™7T,

Fikseeritud dividendide korral, eeldusel, et optsiooni eluea jooksul makstakse ainult

iiks dividend summas D ajahetkel 7, on PCP vordus jargmine:
Vo —Vp=258(0) - Xe ™' —De™'", (1)

kus De™ "™ on dividendide niitidisvaartus hetkel ¢ = 0.

Toestame arbitraazivabaduse noudest ldhtudes tingimuse (1f).

Téestus. 1) Oletame vastuviiteliselt, et Vo — Vp > S(0) — Xe™™ — De™"" ning

néitame, et sellisel juhul eksisteerib arbitraazistrateegia.

Konstrueerime arbitraazistrateegia jargmiselt:

11



Hetkel ¢t = 0:

e Ostame iihe alusvara aktsia hinnaga S(0);
e Ostame iihe miiligioptsiooni hinnaga Vp;
e Kirjutame vilja ja miiiime iihe ostuoptsiooni hinnaga V;

o Tegevustest saadav saadav rahahulk on Vo — Vp — S(0). Kui see summa
on positiivne, siis paigutame raha rahaturule pideva intressiméiraga r; kui

negatiivne, siis laename selle rahaturult.

Ajahetkel t = 7 saame dividende summas D ning hoiustame summa panka ajani

T.

Hetkel t =T

e Lopetame rahaturul positsiooni, mille hind on (Vo — Vp — S(0))e™. Kui see
on positiivne, saame selle summa; kui negatiivne, siis peame sellise summa

maksma.
e Saame dividendide eest summa De”(T—7)

e Kui S(T) — X > 0, siis jatame miiligioptsiooni realiseerimata, miiiime alus-
vara hinnaga S(7T") ning maksame vélja ostuoptsiooniga seotud véljamakse

S(T) — X.

e Koigi nende tegevuste maksumus on
(Ve — Ve — S(0))e'” + De"T=7) 4+ S(T) — (S(T) — X) =

=WVo—Vp—5(0)4De")e’T + X =
=T (Ve —Vp —S(0)+ Xe ™ + De™™) > 0,

mis néitab, et tegemist on arbitraazistrateegiaga, kuna portfelli moodusta-

mine hetkel £ = 0 ei makstud midagi.

12



e Kui S(T) — X < 0, siis realiseerime miitigioptsiooni ning saame summa
X — S(T), miitime alusvara aktsia hinnaga S(T'); ostuoptsiooniga seotud

kulud on 0.

e Nende tegevuste maksumus on
(Ve —Vp — S(0))e’” + De"T=7) 4 S(T) + (X — S(T)) =
= (Vo —Vp—5(0)+ Dem e + X =
=T (Ve —Vp—S(0)+ Xe ™ + De™ ™) > 0,
mis naitab, et ka sel juhul on tegemist arbitraazistrateegiaga.

2) Oletame niiiid, et Vo — Vp < S(0) — Xe ™" — De™"™ ning niitame, et ka sel

juhul saame konstrueerida arbitraazistrateegia.

Hetkel ¢ = 0 votame lithikese positsiooni iihe alusvara aktsiaga hinnaga S(0), osta-
me iihe ostuoptsiooni hinnaga V¢ ja kirjutame véilja ja miitime iihe miitigioptsiooni
hinnaga Vp. Hetkel 7 paigutame saadud dividendisumma taas riskivabalt panka.

Siis hetkel ¢t = T oleme saanud summa
(Ve + S5(0) = Ve)e'h + De"T=7) — §(T) — (X — S(T)) =

= (Vp 4 S(0) = Vo + De ™)l — X =
=eT(Vp 4 5(0) = Vo — Xe ™™ + De™™)) > 0,

mis naitab, et tegemist on arbitraazistrateegiaga. O

Analoogiliselt saab toestada, et kui optsiooni eluea jooksul makstakse dividende

summades D1, Do, ..., D,, hetkedel 71, 19, ..., T, siis on PCP jargmisel kujul:
Vo—Vp=5(0)—Xe ™" = D"
i=1
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2 Black-Scholesi diferentsiaalvorrand optsiooni

hinna leidmiseks

2.1 Alusvara hinna kaitumine erinevate dividendide tiiui-

pide korral

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |2, peatiikk 11.3 ja 11.4; 5; 6, peatiikk
9; [7].
Optsiooni hinna leidmiseks tuleb teha eeldus alusvara hinna kditumise kohta. Divi-

dendide mittemaksmise korral on standardseks eelduseks, et logaritmitud alusvara

hind log(S) kditub vastavalt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile kujul
as
d(log(S)) = < =H dt + o dW, (2)

millest Ito lemmat |2, peatiikk 11.6] kasutades saadakse hinna jaoks stohhastiline

diferentsiaalvorrand kujul
o2

kus p on alusvara oodatav tulusus, o on alusvara hinna volatiilsus ehk logaritmitud

alusvara hinna standardhélve ja W tdhistab Wieneri protsessi.
Wieneri protsess on juhuslik protsess, mille puhul
e W(0) =0,

e protsessi W (t) juurdekasvud mitteloikuvates ajavahemikes on soltumatud,
st 0 < s <t<wu<wkorral W(t) —W(s) ja W(v) — W(u) on sdltumatud

juhuslikud suurused (kehtib ka n intervalli korral),

e protsessi W (t) juurdekasvud on statsionaarsed, st W (t+a)—W (s+a) jaotus

ei soltu a vaartusest,
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e iga t > 0 korral on W (t) normaaljaotusega juhuslik suurus keskvéidrtusega 0

ja dispersiooniga t: W (t) ~ N(0,1).

Optsiooni hinna leidmiseks on vaja teada alusvara hinna kditumist ka riskineut-

raalse toendosusmoodu korral.

Riskineutraalse toendosusmoodu korral on alusvara oodatav hind E(S(t)) igal aja-
hetkel 0 < ¢ < T vordne sellega, kui investeeritakse riskivabalt summa S(0) ajani

t =T ehk

Riskineutraalse toendosusmoodu korral on logaritmitud hinna jaoks stohhastiline
diferentsiaalvorrand kujul

%:rdt—i—adVV.

Vaatleme niiiid alusvara hinna kiitumisvorrandeid erinevate dividendi tiiiipide kor-

ral.

Kui alusvaralt makstakse pidevaid dividende méaraga q , siis kditub alusvara hind
vastavalt vorrandile

%:(u—q)dt—kadW

ning riskineutraalse téendosusmoodu korral |3 peatiikk 15.3]

g:(r—q)dt—FadW (3)

Fikseeritud dividendide korral on kirjanduses vaadeldud kahte mudelit alusvara
hinna kditumise kohta: tiikiti lognormaalne (piecewise lognormal model) ja tingli-

kult deponeeritud (escrowed dividend model, edaspidi deponeeritud) mudel.

Tiikiti lognormaalse mudeli korral lahutatakse dividendikuupéeval dividendi suurus
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alusvara hinnast ning mudeli kditumist kirjeldavad vorrandid

g:udt—kadﬂ/, kuit # 7

ja

ST(r)=8"(r)— D, kuit=r,

kus S7(7) on alusvara hind tépselt enne ja ST(7) peale dividendi maksmist |7].
Tiikiti lognormaalne mudel kirjeldab koige tdpsemalt alusvara hinna kaitumist fik-
seeritud dividendide maksmise korral, kuid optsiooni hindade arvutamine selle mu-
deli pohjal numbriliste meetodite kaudu on viga aeglane [8|. Sellise hinnakaitumise
mudeli korral ei 6nnestu leida ka analiiiitilisi valemeid Euroopa optsioonide hinda-
miseks ja seetottu piititakse hinnaprotsessi ldhendada mingi pideva lognormaalse
protsessiga, kus muudetakse alusvara hinda ja/voi dispersiooni. Sellepérast kasuta-

takse alusvara hinna kiitumise kirjeldamiseks ka tinglikku deponeeritud mudelit.

Deponeeritud mudeli korral eeldatakse, et alusvara hind, millest on lahutatud di-

videndide niitidisvaartused
S(t)=S(t) — Die™"™ — Doe™"™... — Dye "™, 0<t<T, (4)

kus D; on dividendi véljamakse hetkel 7;, rahuldab stohhastilist diferentsiaalvor-
randit . Sellise hinnamudeli kasutamine optsioonide hindamisel alahindab aga
optsiooni hinda eriti juhul, kui dividende makstakse optsiooni eluea lopu poole.
Seetottu on kirjanduses vilja pakutud erinevaid voimalusi lisaks hinna korrigeer-

misele korrigeerida ka alusvara hinna volatiilsust o.

Koige lihtsam ja enimkasutatud viis volatiilsuse muutmiseks on kasutada esialgse

volatiilsuse o asemel suurust o, |7]

a5(0)
S(0)

Oy =

16



Kui dividend makstakse vélja optsiooni eluea alguses, siis ostutub aga pakutud vo-
latiilsus vorreldes tegeliku volatiilsusega liiga suureks ning tilehindab ostuoptsiooni

hinda.

Teiseks voimaluseks |6, peatiikk 9.1.3] volatiilsuse muutmisel on asendada o2 suu-

rusega o2

n 2

J=1

Kirjanduses |6, peatiikk 9.1;7; 9] on vélja pakutud ka teisi voimalusi volatiilsuse o

korrigeerimiseks.
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2.2 Black-Scholesi differentsiaalvorrand erinevate divi-

dendide tiilipide korral

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |1 peatiikk 8; |2 peatiikk 12; |5, peatiikk
4.3].

Black-Scholesi diferentsiaalvorrand optsiooni hinna leidmiseks, kui alusvaralt divi-

dende ei maksta, kehtib, kui on tdidetud jargmised eeldused:

e alusvara hind kiitub vastavalt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile ;

e lithikese positsiooni (miitiakse maha laenatud aktsia, mis ostetakse hiljem

tagasi ning tagastatakse omanikule) votmine turul on lubatud;
e puuduvad tehingukulud;
e optsiooni eluajal ei maksta alusvaralt dividende;
e arbitraazivoimalus turul puudub;
e alusvaraga kauplemine toimub pidevalt;

e riskivaba intressiméér r = r(¢) ja alusvara volatiilsus ¢ = o (t) on konstandid

voi ajast soltuvad funktsioonid.

Kui need eeldused on téidetud, siis optsiooni hind V' = V(S(t),t) rahuldab teist

jarku osatuletisega diferentsiaalvorrandit

0%V oV
20209V ov _
o°S%(t) 5g +7rS(t) g rV =0.

v .1
t 2

Diferentsiaalvorrandi iihese lahendi leidmiseks on vaja ette anda ka 1opptingimused.

Euroopa ostuoptsiooni korral on l1opptingimuseks

Ve(S(T), T) = maz{S(T) — X, 0}
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ja miiligioptsiooni lopptingimus on

Vp(S(T),T) = max{X — S(T), 0}.

Pidevate dividendide korral on Black-Scholesi vorrandis pidev aastane riskivaba
intressiméér r asendatud suurusega r — ¢ |3} peatiikk 15.3]. Saadav diferentsiaal-

vorrand on kujul

o’V oV

ov

L 5

— 4+ —o“5°(¢t
o 5075 (t)
Kui Euroopa optsioonide korral makstakse fikseeritud dividende, siis kasutatakse
Black-Scholesi vorrandi korral alusvara hinna deponeeritud mudelit ehk asendatak-
se alusvara hind S(t) suurusega ja samuti on pakutud kirjanduses voimalusi

asendada o suurusega o* .
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2.3 Euroopa optsiooni hinna ilmutatud valem

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |2 peatiikk 12; 3| peatiikk 15.2.2; 4]
peatiikk 3|.

Kui r ja o on konstandid voi ajast soltuvad funktsioonid, siis Euroopa optsioonide
korral onnestub Black-Scholesi differentsiaalvorrand analiiiitiliselt lahendada. Kui
r ja o on konstandid ja alusvaralt ei maksta dividende, siis hetkel ¢ = 0 on Euroopa

ostuoptsiooni hind leitav valemiga
Vo = S(0)N(dy) — Xe " N(dy)
ja Euroopa miiiigioptsiooni hind
Vp = Xe "' N(—dz) — S(0)N(—dy),

kus

4y = In(SO)/X) + (r+0%/2)T
oVT ’

4, — [n(8(0) /X)U —\i;%r ~AT _

ja N on normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

Kui alusvaralt makstakse pidevaid dividende, siis asendatakse iilaltoodud hinna va-
lemites (V¢ ja Vp) alusvara hind suurusega S(0)e~97. Muutujate d; ja do valemites

lahutatakse riskivabast intressiméérast » maha dividendide méér q. |6, peatiikk 1]
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3 Binoommeetod optsioonide hinna leidmiseks

3.1 Binoommeetod, kui alusvaralt ei maksta dividende

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |2, peatiikk 10, 18; |6, peatiikk 7.1; |4}
lisa CJ.

Olgu optsiooni eluiga [0, 7], mis jagatakse N vordseks perioodiks pikkusega At =
T

N
Alusvara hinna liikumisel binoommeetodis eeldatakse, et kui alusvara hind hetkel ¢
on S, siis hetkel t = ¢t + At saab hind omada vaid kahte vaartust: u.S téenfdosusega

p voi dS' toendosusega 1 — p, kusjuures edaspidi eeldame, et u > d.
Binoommudel N perioodi korral koosneb identsetest iiheperioodilistest mudelitest.

Kui hetkel ¢ = 0 on alusvara hind S = S(0), siis hetkel ¢ = At saab hind omada
vadrtusi uS voi dS. Hetkel ¢ = 2At saab alusvaral olla kolm voimalikku hinda:
Su?, Sud voi Sd?. Kokkuvottes saab alusvaral hetkel t = jAt olla j + 1 erinevat
hinda: S(j,m) = S(0)u™d’~™, kus 0 < m < j niitab, mitmenda hargnevusega on

tegu (vaata joonis I).

S(2,2) = Suu
(1,1) = Su

S(j=0,m= S(2,1) = Sud
(1,0) = Sd

S(2,0) = Sdd

Joonis 1: Binoommudel

Parameetrite u, d ja p madramisel lahtutakse kahest tingimisest. Esiteks, alusvara

keskmine hind peab vorduma juhuga, kui vastav summa paigutatakse riskivabalt
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ehk
E(S(t+ At)|S(t)) =pu+ (1 —p)d = et (7)

kus E(S(t + At)[S(t)) on suuruse S(t + At) tinglik keskvéértus, kui hetkel ¢ on
alusvara hind S(t).

Teiseks, alusvara tulususe dispersioon binoompuus peab vastama alusvara tulususe

tegelikule (ajaloolistel andmetel méiratud) dispersioonile o ehk

var (SEELO= 150)) = 0%+ o) O

kus o(At) — 0, kui At — 0.

Tingimused @ ja ei médra parameetreid u, d ja p iiheselt. Uheks voimalikuks

parameetrite komplektiks on Cox-Ross-Rubinsteini parameetrid kujul

rAt
(VAL g oA e d

v= c P="w—a

Optsiooni hind hetkel T = NAt on vordne optsiooni viljamaksega ehk ostuopt-

sioonide korral
V(N,m) = P(N,m) = maz{S(0)u™d"¥ ™™ — X, 0}
ja miiligioptsioonide puhul

V(N,m) = P(N,m) = maz{X — S(0)u™d™ ™™, 0}.

Kui on teada optsiooni hind hetkel T', siis saab ajas rekursiivselt tahapoole liikudes

leida Euroopa optsiooni hinna valemiga
V(j,m)=e " pV(i+1Lm+ 1)+ (1-p)V(j+1,m)), (9)

m=0,1,.,5, j=N—-1,N-2,..0.
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Ameerika optsiooni korral leitakse igal sammul esmalt optsiooni hind W, kui opt-
siooni hoitakse veel vihemalt iihe perioodi ning optsiooni 16plik hind on maksimum

suurustest W ja viljamaksest P(j,m) juhul, kui optsioon realiseeritakse.

V(j,m) = max(W(j,m), P(j,m)), (10)

kus

W(j,m)=e ™ @EV(i+1m+1)+1—p)V(j+1m)), (11)

m=0,1,...5, j=N-1,N—-2..0.
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3.2 Binoommeetod pidevate dividendide korral

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |3, peatiikk 9.6.4; 4, lisa C.2.3;9].

Numbrilistes eksperimentides kasutatakse parameetrite v ja d korral Cox-Ross-

Rubinsteini vaartusi.

Euroopa optsioonide jaoks on vélja pakutud kaks binoommeetodi modifikatsiooni:
alusvara hinna asendamine hetkel ¢ = 0 voi riskineutraalse toendosuse p muut-
mine, Ameerika optsioonide jaoks kasutatakse ainult riskineutraalse toendosuse p

muutmist.

Meetod 1. Esimese meetodi korral voetakse hinnapuu konstrueerimisel S(0) ase-
mel S(0)e 97, sest kui alusvara hind ilma dividende maksmata oleks S(t), siis

dividendide maksmise korral oleks hind S(t)e™? (vaata peatiikk [1.2.1]).

Meetod 2. Teise meetodi korral muudetakse riskineutraalset toenédosust p. Pideva-
te dividendide ja riskineutraalse toendosusmoodu korral kiitub alusvara vastavalt
valemile . Seega on vaja vorduses pidevast riskivabast intressiméarast r la-

hutada dividendidena makstav méaér g. Tulemusena saadakse vordus

r—q)At

DA _ (1 - p)d,

mida riskineutraalse téendosuse p jargi lahendades saame, et

e(r_Q)At — d

P= u—d

Tuleb tahele panna, et optsiooni hinna V' arvutamisel tuleb kasutada endiselt ris-
kivaba intressimédra r, mitte suurust r — ¢, ehk V(m,j) = e " (pV(m + 1,5 +

D+ (1@ =p)V(m+1,75).

Ameerika optsioonide puhul t66tab ainult teine meetod, kuna esimese meetodi
korral alusvara hinna kditumine hetkel ¢ < T ei vasta alusvara hinna tegelikule

kiditumisele.
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Vaatame niiiid numbriliste eksperimentide tulemusi.

Tabelis [1| on toodud Euroopa ja Ameerika ostu- ja miiligioptsioonide hinnad, kui
alusvara hind on S(0) = 100, optsiooni téditmishind on X = 110, tditmisaeg on
T =1, riskivaba intressiméaér on r = 0, 05, alusvara hinna volatiilus on o = 0,2 ja
pidev dividendiméér on ¢ = 0,02. Euroopa ostuoptsioonide tdpne viartus Black-
Scholesi ilmutatud valemi jargi on 5,1886 ning miiligioptsiooni hind on 11, 8040.
On néha, et Euroopa ostu- ja miiligioptsiooni hinnad ldhenevad N kasvades Black-
Scholesi valemi jargi leitud hindadele. Samuti on ndha, et nii nagu dividendide mit-
temaksmise korral on Ameerika ostuoptsiooni hind vordne Euroopa ostuoptsiooni
hinnaga (meetod 2) ja Ameerika miitigioptsiooni hind on suurem kui Euroopa miiti-

gioptsiooni oma.

Tabel 1: Euroopa ja Ameerika ostu-ja miiligioptsiooni hind, kui alusvaralt
makstakse pidevaid dividende méaaraga ¢ = 0,02 (S(0) = 100, X = 110,T =
1,0 =0,2,7=0,05,¢=0,02).

Euroopa optsioon ‘ Ameerika optsioon
Ostu- Miiiigi-
Ostuoptsiooni hind | Miitigioptsiooni hind | optsiooni | optsiooni
hind hind

N Meetod 1 | Meetod 2 | Meetod 1 | Meetod 2 | Meetod 2 | Meetod 2

20 95,1510 95,2114 11,7663 11,8268 09,2114 12,6294
100 95,1804 95,2025 11,7957 11,8179 5,2025 12,6249
250 5,1939 95,1908 11,8093 11,8062 95,1908 12,6143
500 95,1913 59,1909 11,8066 11,8063 59,1909 12,6143
1000 | 5,1877 95,1902 11,8031 11,8056 5,1902 12,6134
2500 | 5,1891 59,1882 11,8045 11,8036 5,1882 12,6120

Kui aga dividendide maksmise méar ¢ on suur vorreldes pideva riskivaba intressi-
médraga r, siis voib dividendide maksmise korral Ameerika ostuoptsiooni hind olla
suurem kui Euroopa ostuoptsiooni hind. Néiiteks N = 2500 ning ¢ = 0.07 korral

on Euroopa ostuoptsiooni hind 3,4515 ja Ameerika ostuoptsiooni hind 3,5655.
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3.3 Binoommeetod proportsionaalsete dividendide kor-

ral

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |2, peatiikk 18.3; 3, peatiikk 9.6; 7).

Alusvaralt makstakse dividende protsendina § alusvara hinnast S(7) perioodidel
T1y ..., Tk € [0, T]. Binoommudelis korrutatakse hetkel 7 alusvara hinda konstandiga
1 — 9. See pohjustab binoompuus hiippe, kuid kuna tegemist on alusvara hinnaga
proportsionaalsete dividendidega, siis iithildub hinnapuu peale hiipet

ning arvutuste maht jaab samaks vorreldes tavalise binoommeetodiga.

Joonis 2: Binoommudel konstantsete dividendide korral

Euroopa optsioonide puhul on vaja teada alusvara hinda hetkel ¢ = T' (perioodil
N), milleks on
S(N,m) = (1—6)kS0)umdN=m), (12)

Kui on teada alusvara hind hetkel T, siis saame vastavalt valemile @D arvutada
optsiooni hinna.

Ameerika optsioonide korral on lisaks Iopphinnale vaja teada ka viljamakse suurust
P igal sammul. Koigepealt on vaja, nagu ka Euroopa optsioonide puhul, arvutada

vastav alusvara hind hetkel t = T kasutades valemit ning ostuoptsiooni vélja-
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makse (miitigioptsiooni véljamakse suurus leitakse analoogiliselt) suurus ajahetkel

JAt leitakse vastavalt valemile
P, = maz{(1 — 6)'S(0)u™dN "™ — X, 0},

kus

0, kuijAt<mn

1, kui jAt € [11,m2)

k, kui jAt> 1

Tabelis 2] on toodud Euroopa ja Ameerika ostuoptsiooni hind, kui alusvara hind
on S(0) = 100, optsiooni taitmishind on X = 110, taitmisaeg on T = 1, riskiva-
ba intressiméar on r = 0,05, alusvara hinna volatiilus on ¢ = 0,2 ja dividende
makstakse protsendina = 0, 02. Tabelis [2| on néha, et dividendi maksmise korda-
de arvu suurenedes viheneb ostuoptsiooni hind, kusjuures Euroopa optsiooni hind
jaab dividendide maksmise kuupédeva muutes (dividendide arv ei muutu) samaks,
Ameerika ostuoptsiooni hind aga muutub. Selline kditumine on loogiline, kuna Eu-
roopa optsioonide hinnad soltuvad vaid 16pphinnast. Ameerika ostuoptsiooni hind

on ka selle néite korral suurem Euroopa ostuoptsiooni hinnast.
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Tabel 2: Euroopa ja Ameerika ostuoptsiooni hind, kui makstakse alusvara
hinnaga proportsionaalsed dividende (S(0) = 100,X = 110,7 = 1,r =
0,05,0 =0,2,5 =0,02).

Euroopa ostuoptsioon

Ajad | 0,25; 0,75] | [0,4; 0,9] | [0,1; 0,25; 0,75; 0,9]
N Hind Hind Hind

50 4,4357 4,4357 3,1211

100 | 44251 | 44251 3.1507

250 4,4186 4.4186 3,1361

500 44171 44171 3,1423

1000 4,4153 4,4153 3,1422

2500 4,4141 4,4141 3,1428

Ameerika ostuoptsioon

Ajad | 0,25; 0,75] | [0,4; 0,9] | [0,1; 0,25; 0,75; 0,9]
N Hind Hind Hind

50 4,5437 4,8319 3,5763

100 4,5406 4,8224 3,6204

250 4,5339 4,8212 3,6074

500 4,5358 4,.8194 3,6138

1000 4,5337 4,8168 3,6146

2500 4,5328 4,8162 3,6148
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3.4 Binoommeetod fikseeritud dividendide korral

Peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikaid |2} peatiikk 18.3; 3| peatiikk 9.6.3; |4} lisa
C.2.3;(9].

Fikseeritud dividendide korral vaadeldakse kolme erinevat meetodit: mittekombi-
neeruva hinnapuu meetodit, alusvara hinna muutmist ning interpoleerimisel basee-

ruvat meetodit (edaspidi interpoleerimismeetod).

Meetod 1 (Mittekombineeruv hinnapuu). Kui alusvaralt makstakse fikseeritud di-
vidende, siis saab nii Euroopa kui ka Ameerika optsioonide puhul kasutada tiikiti
lognormaalset mudelit. Alusvara hinnast lahutatakse dividendi vaartus D ajahet-
kel 7At, millal dividend vélja makstakse. Sellisel juhul ei rekombineeru hinnapuu
peale dividendide maksmist (joonis ning igast hargnevusest tekib omakorda
uus hinnapuu. Hargnevus tekib, kuna peale dividendimakset tildjuhul ei ole hin-
nad (S(t) — D)u ja (S(t) — D)d vordsed. See viib arvutustehete arvu kiiresti viga
suureks: peale dividendi maksmist kasvab hargnevuste arv dividendimakse jargsel
perioodil j algse j + 1 asemel 2j-ni. Uhe dividendimakse, mis toimub perioodil n,
korral on hetkel T' (perioodil N') mittekombineeruval puul iilimalt (n+1)*(N—n+1)

voimalikku hinda.

(S(0)d — D)d
Joonis 3: Mittekombineeruv binoommudel fikseeritud dividendide korral

Vaatleme ostuoptsiooni hinna leidmist. Toimugu dividendimakse ajahetkel 7At.
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Siis igam = 0,1, ..., 7 jaoks leitakse esmalt ostuoptsiooni véimalikud hinnad hetkel

N At kasutades valemit
V(N,m,1) = maz{(S(0)u™d"~™ — D)u'd" "' - X, 0},

kus I = 0,1,..., N — 7 naitab hargnevusi peale dividendimakset. Kasutades leitud
ostuoptsiooni hindu leitakse edasised Furoopa optsiooni hinnad iga indeksi k korral

perioodidel N — 1, N — 2, ..., 7 rekursiivselt ajas tagurpidi liikudes valemiga
V(k,m,)=e ™ pVk+1,m, 1+ 1)+ (1 —p)V(k+1,m,1l)).
Ameerika optsioonide hinnad leitakse valemiga
V(k,m,1l) = max{W(k,m,l), P(k,m,l)},

kus
W(k,m,1) = e ™ pV(k+1,m, 1+ 1) + (1 — p)V(k +1,m,1))
ja

P(k,m,l) = maz{(SO)u™d"™™ — D)ula¥ "' — X, 0}.

Kasutades hindu V (7, m) = V(7,m, 0) leitakse optsioonide hinnad perioodidel
T—1,7 —2,...,0 standardsete valemitega: Euroopa optsioonide hind valemiga @
ning Ameerika optsioonide hind valemitega ja .

Meetod 2 (Deponeeritud mudel). Euroopa optsioonide puhul saab kasutada ka
deponeeritud mudelit ja alusvara hind S(0) asendatakse hinnaga mille korral
hinnast S(0) on lahutatud dividendide niitidisvddrtus. Hinnapuu konstrueeritakse
kasutades alusvara hindu S(j, m) = S(0)u™d’~™. Selline meetod tagab, et binoom-

meetodil saadud hinnapuu rekombineeruks.

Ameerika optsioonide korral deponeeritud mudeli kasutamise korral leitakse (ostu-

optsiooni) véljamakse suurused perioodidel N, N — 1, ..., 7 valemiga

30



P(j,m) = maz{S(0)u™d’~™—X,0} ja perioodidel j = 7—1,7—2, ..., 0 asendatakse

valemis P(j, m) suurus S(0) iihe dividendimakse korral suurusega S(0)+De~"(77),

Meetod 3 (Interpoleerimismeetod). Esmalt ehitatakse hinnapuu, kus ei ole ar-
vestatud dividendidega ehk S(j,m) = S(0)u™d’~™. Optsiooni hinnad perioodidel
N—1,N—2,..., 7 leitakse standardsete valemite @ VOl ja pohjal. Perioo-
dil 7 kasutatakse lineaarset interpolatsiooni [7] optsiooni hindade leidmiseks, mis
arvestaks dividendide maksmisega. [ga k = 0,1, ..., 7 korral leitakse selline indeks
m, mille korral S(7,m) < S(7,k) — D < S(1,m+ 1) ning optsiooni hinnad leitakse

valemiga

V(S(r,m+1))—=V(S(r,m))
S(r,m+1) — S(r,m)

V(S(r, k) = (S(r,k)=S(1,m)))+V(S(r,m)). (13)

Kui indeks k£ on liiga véike, siis sellist indeksit m ei pruugi leiduda ning sel juhul

kasutatakse ekstrapoleerimist:

V(S(r k) = V(S(r, 13) —V(S(7,0))

S S Sk = S(m,0) + V(S(,0))

Kasutades uusi hindu V' (S(7, k)) leitakse optsiooni hind perioodidel 7—1,7-2, ..., 0.

Meetod on lihtsasti iildistatav ka mitme dividendimakse juhule.
Vaatame niitid numbriliste eksperimentide tulemusi.

Tablites [3]ja[d on toodud Euroopa ostuoptsiooni hind ja tabelis [5]on toodud Amee-
rika miitigioptsiooni hind, kui alusvara hind on S(0) = 100, optsiooni téitmishind
X = 110, taitmisaeg T = 1, riskivaba intressiméar » = 0,05, alusvara hinna vola-

tiillus 0 = 0, 2, ja dividendide suurus on D = 2.

Tabelist [3] on ndha, et Euroopa ostuoptsioonide puhul on koige kiirem, kuid ka
koige ebatédpsem meetod vorreldes meetodiga 1, deponeeritud mudel, kus alusvara
hind on muudetud. Mittekombineeruva puu meetod ja interpoleerimismeetod an-
navad viga sarnased tulemused, aga mittekombineeruva puu kasutamine votab N

suurenedes vaga palju rohkem aega. Mittekombineeruva puu meetod on eriti aeg-
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Tabel 3: Euroopa ostuoptsiooni hind, kui alusvaralt makstakse fikseeritud
dividendide suuruses D = 2 (S(0) = 100, X = 110,7 = 1,0 = 0,2,r = 0,05,
dividendi suurus = 2, dividendi maksmise aeg = Aeg).

Mittekombineeruv puu

Aeg | 0,25 0,5 0,75

N Hind | Hind | Hind | Kulunud aeg
50 | 5,1888 | 5,2364 | 52777 < 0,006
100 | 5,2215 | 5,2698 | 5,3166 < 0,044
250 | 5,2339 | 5,2812 | 5,3262 < 0,641
500 | 5,2314 | 5,2781 | 5,3232 < 4,910
1000 | 5,2282 | 5,2751 | 5,3200 < 39,98
2500 | 5,2293 | 5,2761 | 5,3211 < 700,0

Deponeeritud mudel 2a

Aeg | 0,25 0,5 0,75

N Hind | Hind | Hind | Kulunud aeg
50 | 5,1528 | 5,1616 | 5,1704 < 0,001
100 | 5,1825 | 5,1934 | 5,2040 < 0,001
250 | 5,1960 | 5,2062 | 5,2162 < 0,001
500 | 5,1933 | 5,2033 | 5,2132 < 0,001
1000 | 5,1897 | 5,1995 | 5,2093 < 0,001
2500 | 5,1911 | 5,2012 | 5,2111 < 0,001

Interpoleerimismeetod

Aeg | 0,25 0,5 0,75

N Hind | Hind | Hind | Kulunud aeg
50 | 5,3131 | 5,3608 | 5,4032 < 0,001
100 | 5,2784 | 5,3251 | 5,3702 < 0,005
250 | 5,2402 | 5,2881 | 5,3337 < 0,032
500 | 5,2337 | 5,2803 | 5,3249 < 0,129
1000 | 5,2339 | 5,2808 | 5,3260 < 0,575
2500 | 5,2298 | 5,2767 | 5,3218 < 3,302
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lane, kui dividendimakse toimub varakult optsiooni eluea jooksul. Koigi meetodite

korral on ostuoptsiooni hind seda véiksem, mida varem toimub dividendimakse.

Tabelis 4] on toodud Euroopa ostuoptsiooni hind, mis on leitud deponeeritud mu-
deli ja interpoleerimismeetodiga, kui dividende makstakse optsiooni eluea jooksul
neli korda hetkedel [0, 1; 0, 25; 0, 75; 0, 9]. Deponeeritud mudeli juures on vaadeldud
lisaks alusvara hinna korrigeerimisele ka volatiilsuse korrigeerimist, kus meetod 2a
on juht, kui volatiilsust ei muudeta, meetod 2b volatiilsus vastab valemile ja

meetodi 2¢ volatiilsus on leitud valemiga @

Tabelis 4] on ndha, et meetodid 2b ja 2¢, kus korrigeeritakse alusvara volatiilsust,
iilehindavad ostuoptsiooni hinda, kui N kasvab, ja meetod 2a, kus kasutatakse de-
poneeritud mudelit ilma volatiilsuse korrektsioonita, alahindab ostuoptsiooni hinda
kui N kasvab. Antud néite korral ndeme, et N kasvades saame interpoleerimismee-
todile ldhedase hinna, kui votame deponeeritud mudelite meetodi 2a ja 2b hindade

keskmised.

Tabel 4: Euroopa ostuoptsiooni hinnad fikseeritud dividendide korral (S(0) =
100, X = 110,7 = 1,0 = 0,2,r = 0,05,dividendi suurus = 2,ajad =
0,1;0,25; 0, 75:0,9])

Deponeeritud mudel Interpoleerimis-

Volatiilsus | Meetod 2a | Meetod 2b | Meetod 2¢ meetod
N Hind Hind Hind Hind

50 3,1105 3,6620 3,6034 3,6252
100 3,1389 3,6640 3,6140 3,5285
250 3,1233 3,6841 3,6307 3,4288
500 3,1298 3,6777 3,6255 3,3999
1000 3,1298 3,6793 3,6245 3,4043
2500 3,1310 3,6804 3,6270 3,3948

Tablis [5| on ndha, et ka Ameerika optsioonide korral annavad mittekombineeruva
puu meetod ja interpoleerimismeetod sarnased tulemused ja deponeeritud mudel

alahindab miitigioptsiooni hinda.
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Tabel 5: Ameerika miiigioptsioonid (S(0) = 100,X = 110,7 = 1,0 =
0,2, = 0,05, dividendi suurus = 2, aeg = 0, 75)

Deponeeritud mudel 2a

Mittekombineeruv puu

Interpoleerimismeetod

N Hind Kulunud aeg | Hind | Kulunud aeg | Hind | Kulunud aeg
50 | 12,3879 0,009 | 12,5633 0,006 | 12,6533 0,002
100 | 12,3777 0,036 | 12,5673 0,039 | 12,6152 0,007
250 | 12,3903 0,214 | 12,5761 0,557 | 12,5838 0,040
500 | 12,3836 0,866 | 12,5708 4,283 | 12,5724 0,172
1000 | 12,3806 3,368 | 12,5687 34,299 | 12,5736 0,638
2500 | 12,3814 19,297 | 12,5692 523,248 | 12,5700 3,848
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