
Виссарион Григорьевич Алексеев

Основы символической теории
инвариантов (для химиков)

Юрьев : [б.и.]
1901



EOD – Millions of books just a mouse click away!
In more than 10 European countries!	  

	

Enjoy your EOD eBook!
Get the look and feel of the original book!

�Use your standard software to read the eBook on-screen, zoom in to the image or just simply 

navigate through the book

Search & Find: Use the full-text search of individual terms

�Copy & Paste Text and Images: Copy images and parts of the text to other applications (e.g. 

word processor)

Terms and Conditions
With the usage of the EOD service, you accept the Terms and Conditions provided by the library 

owning the book. EOD provides access to digitized documents strictly for personal, non-commercial 

purposes. For any other purpose, please contact the library.

Terms and Conditions in English: http://books2ebooks.eu/odm/html/utl/en/agb.html

Terms and Conditions in Estonian: http://books2ebooks.eu/odm/html/utl/et/agb.html

More eBooks
Already a dozen libraries in more than 10 European countries offer this service.

More information is available at http://books2ebooks.eu













Thank you for choosing EOD!

European libraries are hosting millions of books from 

the 15th to the 20th century. All these books have 

now become available as eBooks – just a mouse 

click away. Search the online catalogue of a library 

from the eBooks on Demand (EOD) network and or-

der the book as an eBook from all over the world – 24 

hours a day, 7 days a week. The book will be digitised 

and made accessible to you as an eBook. 

books2ebooks.eu University of Tartu Library



о с н о в ы 

ПЕСЕ01ТЕОРШ ШИШИ 
(ДЛЯ ХИМИКОВЪ) 

съ приложешемъ оттиска изъ Журн. Русс. Ф.-Хим. Общества статьи : 

„О совпаденш методовъ формальной химШ и символической 
теорш инвар1антовъ". 

В . Г . А Л Е К С Е Е В А , 
огдннлгнлго П Р О Ф К С Г О Г Л ПМПЕРАТОРСКАГО югьг.псклго У П И П Г Г С И Т Е Т А . 

Ю Р Ь Е В Ъ . 
Т И П О Г Р А Ф 1 Я К. М А Т Т И С Е Н А . 

1001. 



о с н о в ы 

!| ВАРШТОВЪ 

(ДЛЯ ХИМИКОВЪ). 

В . Г . А Л Е К С Е Е В А , 
ОНДИНАРНАГО ПРОФЕССОРА И М П Е Р А Т О Р С К А Г О ЮРЬГВСКЛГО ГНИВКРСИТТТА. 

ЮРЬЕВЪ. 
Т И П О Г Р А Ф 1 Я К. М А Т Т И С Е Н А . 

1901. 



Оттискъ ивъ „Ученыхъ Записокъ Импер. Юрьевскаго Университета" 1901 г. 



Необходимые св*д*н1й изъ высшей математики*). 

Если мы им'Ьемъ пйлый однородный многочленъ и-й 
степени съ двумя переменными 

+ апхАгд$(~) обозначаетъ ~ - ~^-\г-г--'-1~—™—1- I , 
| ш \ т / \ . 2,. о . . . . I _ | 

то ч а с т н о г о п р о и з в о д н о г о его по х1 называется много­
членъ п — 1-й степени 
па0х1

п''+^ ~)(я-1 )а1х1

п'2хг+....+( у ) (п-г)а{хГ'1х^+...+( у ^ Х " 1 

= П | а 0Ж, я 1+ ( ^ ) «1 ж Г 8 ж » + • + ( ^ ) ^Г'"1
 х* + ••• + аплх%'11. 

а частного п р о и з в о д н о г о его по х% называется много­
членъ тоже п—1-й степени 

( у ) а д я ' + ( 7 ) 2а,хГлх,+ . . . . + ( - - ) * ъхГ'х?1 + .... +пая х^ 

= п^1х1

п1+^-^аъХ1

п~*Хг+ +(~^) щх^*я^'1 + —+а„я^ , "*| . 
Эти частвыя производныя многочлена /{хх, х2) обыкно­

венно обозначаютъ сокращенно черезъ ^ и ^ . Процесъ 
образовашя производныхъ называется также д и ф ф е р е н -

*) Кром*в этихъ свЪдЪтй для поннматя дальн'Ьйшаго текста отъ 
читателя требуется только знаше элементарной алгебры; но для у с в о е т я 
новой научной дисциплины читатель долженъ т щ а т е л ь н о п р о д е ­
л а т ь в с в в ы к л а д к и , приведенныя въ тексгв, и д о к а з а т ь в с *Ь 
с и м в о л и ч е с к а я с о о т н о ш е н 1 я (въ §§ 8, 10, 13, 14, 16, 18), данныя 
авторомъ безъ доказательства. 



ц и р о в а ш е м ъ соответственно по хг или по хг. Самый 
процесъ имЪетъ обозначете ^ - или ^ . 

П р и м е р ъ. /(х1} х^ = айх*+ 30,^X1 +Загххх% + аьх% ; 

^ = 3 а 0 ж 1

2 + 3 . 2^x^ + 3^x1 = 3^x1+ 2 а^х^ + а 2 # 2

в ] , 

^ = 3 ах х? + 3 . 2 а%хг сс2 + 3 а8х} = 3 [аг ж* + 2 аг ххх% + а„х1 ]. 

Все вышесказанное можно формулировать такимъ обра-
зомъ: для того, чтобы п р о д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь много-
членъ /{х1, хя) п о х1 (или хй), надо въ каждомъ члени его 
написать показатель степени хх (или х&) множите л емъ, а 
степень х1 (или х%) понизить на единицу. 

Отъ производныхъ , можно образовать в т о р ы я 
ч а с т н ы я п р о и з в о д н ы й , продифференцировавъ первыя 
по указанному правилу по х1 или # 2 . Ихъ обозначаютъ 

дУ дг/ дУ дг/ 
т а к ъ : ам^- в с е г д а Р а в н а < й ^ » 5 ^ ' 

П р и м ^ р ъ . Для многочлена предыдущаго примера 

- ^ г - = 3 [2а0хг + 2агх^ = 6 [а0хг + а х ж 8 ] , 

= 3 [ 2 ^ ^ + 2а 2 # 2 ] = 6 [ а , ^ + а я # 2 ] , 
= 3 1 2 « 1 ж 1 + 2а 2 ж 8 ] = 6 [аг хх + а в х 8 ] , 

= 3[2алх1 + 2а3хг] = 6[а ях х + а 8 я 8 ] . 

Если / = (ах я;, + а% ж2)", то легко получить: 

= п(а1х1 + а%х^1 ах , ^ = п(агхх + а 8 # 2 ) и _ 1 а*. 

Если / равно произведет») двухъ многочленовъ (р . ф, то 
д/ дф . дф 

гд-в г равно 1 или 2. (Проверить на частныхъ пртгврахъ.) 



В в е д е ю е . 

Шестьдееятъ лътъ*) тому назадъ зародился новый от-
Д - Б Л Ъ математики и въ этотъ сравнительно очень коротшй 
промежутокъ времени разросся до громадныхъ размъровъ, 
проникнувъ почти во всъ многочисленныя отрасли совре-
менныхъ математическихъ знатй. Мало по малу за новымъ 
отдъломъ математики установилось назвате т е о р 1 и и н в а -
р 1 а н т о в ъ . 

Въ началъ своего развит1я теор1я инвар1антрвъ отно­
силась исключительно къ области алгебраическихъ функщй 
и главнымъ образомъ къ области цълыхъ и однородныхъ 
функщй, т. е. такихъ функщй какъ наприм^ръ: 

аъх*-{'2а1х1х%-\-агх1, а0х{+За1х}хл-{-Вашх1х!-\-аях} , и т. д. 

Эти функщй — однородные многочлены называются обы­
кновенно ф о р м а м и . Если форма им'ветъ два перемънныхъ, 
называется б и н а р н о й ф о р м о й ; если три перемънныхъ 
— т р о и ч н о й ф о р м о й , и т . д. Вышеприведенный формы 
суть бинарныя формы второй и третьей степени. 

И н в а р 1 а н т о м ъ бинарной формы называется такая 
функщя коэффищентовъ формы, которая при преобразовали 
данной формы посредствомъ подстановки 

в, = «Ух + Ру% хг = гУх + № 

1) В о о 1. СатЬп^е Ма*пвта1цса1 <Гош-па1, V. III, р. 1 - 2 0 , 106—119.1841. 
1 



не изменяется, если не считать множителя (ад— ру)к изъ 
^ коэффищентовъ подстановки (#). Пояснимъ это прим'вромъ. 

Для бинарной формы второй степени а0х? + 2а1х1х2 + агх1 
выражете а* — а0 а2 служить инвар1антомъ, потому что под­
становка (#) переведетъ данную форму въ другую 

а0 у\ + 2а а ух у, + а 2 у1 = (а0 а2 + 2а, аГ + а 2 г2) у\ (1) 
+ 2 [ а . а г (а<? + Рг) + а 2 г 0 ] у,у, + (а0/*2 + 2 ^ + а2<?2)г/2; 

и можно показать непосредственнымъ вычислешемъ, что для 
преобразованной формы разсматриваемое нами выражете 
а2 — а 0 сс2 равно (а<? — Д-)2 (а 2 — а 0 а2) , (2) 
т. е. отличается отъ а?—айа% только множителемъ (ад—Д*)*. 
Если бинарную форму п-ой степени приравнять нулю и раз­
делить ее на х?, то мы получимъ уравнете п-ой степени 

СО 

относительно х = ^ ; напримъръ, — форма второй степени 

* ( * ) ' + + * - о 
или а0 х2 2а, х + а 2 = О . (3) 

Известно, что это квадратное уравнете имЪетъ равные 
корни, если а 2 — а 0 а г равно нулю. Въ этомъ мы видимъ 
примеръ зависимости корней алгебраическаго уравнетя и 
инвар1анта соответственной бинарной формы. Такая тесная 
связь инвар1антовъ съ корнями алгебраическихъ уравнетй 
и обусловливаем главнымъ образомъ важность теорш ин-
вар1антовъ: изучая свойства инвар1антовъ, мы можемъ су­
дить и о свойствахъ корней алгебраическихъ уравненш, не 
решая последнихъ; это темъ более важно, что уравнетя 
выше четвертой степени, какъ доказывается въ Высшей 
Алгебре, нельзя решить въ общемъ виде въ радикалахъ. 

Въ теорш инвар1антовъ разсматриваются еще функцш 
не только коэффищентовъ данной формы, но и перемен-
ныхъ а?!, хг, обладающая свойствомъ не меняться, если не 
считать множителя (ад — Д-)^ , когда форма преобразовы­
вается посредствомъ подстановки (#); ташя функцш назы-



ваются к о в а р ! а н т а м и . Каждая форма есть ковар1антъ 
для нея самой, потому что она при преобразованы* даже 
совсъмъ не меняется; наприм^ръ, — мы им-вли выше: 

айу* + 2а г уг у2 + а 2 у1 = а 0 х{ + хх х% + аг х} . 
Можно проверить, что для бинарной формы третьей 

степени а0 х* + Заг х? хг + За 2 х1 х1 + ая х$ (4) 
выражеше 

(а0 а 2 — а?) х1 + (а0 а3 — а! а2) ж, # 2 + (а г а, — а2

2) ж2

2 (5) 
есть ковар1антъ, т. е. 

(а 0 а 2 — а•) у,2 + (а 0 а 3 — а х а 2) у х у, + {аг сс3 — а2

2) у* 
=(ад—/3]г)2[(а0а—а?)х1-\-{а0а3—а1аг)х1х&-\-(а1а—а^)х1]. (6) 

Этотъ ковар1антъ им'Ьетъ также тесную связь съ рЪ-
шешями уравнешя третьей степени 

а0 х3 + За х ж2 + За%х + а3 = О , (7) 
такъ какъ при тождественномъ равенстве ковар1анта нулю: 

(а0 ай — а 2 ) х\ + (а0 а 3 — а2) х1 х% + а 3 — а $ ж2

2 = О, 
т. е. когда а0а% — а\ = О , а0а3 — ага% — 0 , а 3 — а 2 = О, 
вышеприведенное уравнеше третьей степени обращается въ 
уравнеше 

и, следовательно, имЪетъ три равныхъ корня. 
Совм"Ьстнымъ и н в а р 1 а н т о м ъ н'Ьсколькихъ формъ 

называется функщя коэффищентовъ этихъ формъ, не изме­
няющаяся , если не считать множителя (ад — , при 
преобразованы формъ посредствомъ подстановки (5). Если 
такая функщя содержитъ еще переменный, то она назы­
вается с о в м е с т н ы м ъ к о в а р г а н т о м ъ данныхъ формъ. 

Наприм^ръ, для двухъ формъ 
а0хг + ахХъ и Ъ0х* + 2Ь1х1хл + Ъйх* (8) 

функщя Ъ0 а\ — 2&! ах а0 -\- Ь% а0

2 (9) 
служитъ совместнымъ инварьантомъ, и функщя 

(а0 Ъ, — а х 60) хг + (а 0 Ъй — а, Ьх) хг (10) 
совм-встнымъ ковар1антомъ. Не, трудно проверить непосред-

1* 



ственнымъ вычислешемъ, что эти выражевля действительно 
не изменяются, если не считать множителя (ад—ву)к, когда 
две данныя формы преобразовываются посредствомъ под­
становки (5). 

Основною задачею теорш инвар!антовъ служить опре-
делеше всевозможныхъ инвар1антовъ и ковар1антовъ для 
данной формы или для данной системы формъ и изследо-
ваше ихъ свойствъ. 

Для решетя основной проблемы теорш инвар1антовъ 
въ последней установились, почти съ самаго начала ея 
развипя, два метода, резко отличающееся другъ отъ друга. 

Одинъ методъ ф у н к ц и о н а л ь н ы й или не с и м в о ­
л и ч е с к и , въ некоторомъ роде аналогичный физ1ологи-
ческимъ методамъ естественныхъ наукъ; въ основе его ле-
житъ функциональное уравнете 1(<х) = (<хд—Ру)к «/(а) опре­
деляющее инвар1антъ 3, какъ функцш коэффищентовъ дан­
ной формы или данной системы формъ, которая для пре-
образованныхъ формъ, посредствомъ подстановки #, будетъ 
1(а) = (ад — /ЗуУ 1(а). Анализируя это функциональное ура­
внете посредствомъ методовъ дифференщальнаго исчислешя, 
можно вывести различвыя свойства инвар1антовъ и ковар1ан-
товъ данной формы или данной системы ф о р м ъ Э т о функ-
щональное или несимволическое направлеше важно въ томъ 
отношеши, что оно даетъ возможность непосредственно пе­
рейти къ общей теорш инвар1антовъ относительно группъ 
какихъ угодно подстановокъ, более сложныхъ чемъ под­
становка # ; последняя теор1я, созданная гешемъ норвеж-
скаго ученаго Софуса Ли, объединила мнопе отделы мате­
матики, неимевпие до того, повидимому, ничего общаго, и 
имеетъ несомненно большое значете для точныхъ наукъ. 
Другой методъ теорш инвар1антовъ носитъ характеръ ф о р ­
м а л ь н ы й или м о р е о л о г и ч е с к ! й ; онъ основанъ на 

1) В. Г. А л е к с и е в ъ. Теория ращональныхъ инвархантовъ бинар-
ныхъ формъ въ направлении Софуса Ли, Кэли и Аронгольда. Юрьевъ, 1899. 



особыхъ спещальныхъ символическихъ обозначетяхъ. Это 
с и м в о л и ч е с к о е я а п р а в л е ш е или, какъ обыкновенно 
его называютъ, направлеше Клебша - Гордана до сихъ поръ 
было господствующее въ теорш инвар1антовъ алгебраиче­
скихъ формъ; благодаря ему въ теорш инвар1антовъ уста­
новились мнопя новыя понятая, нашедппя применетя и въ 
общей теорш инвар1антовъ Софуса Ли. 

Одинъ изъ главн'вйшихъ представителей несимволиче-
скаго направлешя въ теорш инвар1антовъ, англШскШ мате-
матикъ С и л ь в е с т е р ъ 1 ) еще въ 1878 году заметилъ 
аналоию между теор1ей инвар1антовъ и атомистическою тео-
рхей химш, но открытая имъ аналопя была слишкомъ по­
верхностна, сходство слишкомъ отдаленное. Это обстоятель­
ство было сообщено С и л ь в е с т е р о м ъ известному англий­
скому химику Ф р е н к л е н д у 2 ) , но и совместныя изследо-
вашя этихъ двухъ ученыхъ не привели ихъ ни къ какимъ 
опредъленнымъ результатамъ. 

Совсъмъ другое получилось, когда я обратился къ сим­
волическому направленда въ теорш инвар!антовъ : здесь уда­
лось мне обнаружить полное совпадете пр1емовъ, понятШ 
и процесовъ съ таковыми въ теорш атомистической, вся. же 
разница заключается въ обозначены* с ц е п л е н 1 й разсма-
триваемыхъ элементовъ и, конечно, въ индивидуальностяхъ 
этихъ элементовъ. Фактъ совпадешя двухъ теорШ, создан-
ныхъ спещ'алистами совершенно различныхъ въ то время 
наукъ, есть фактъ весьма поразительный; но следуетъ 
только обратить внимате на общш мор ео логически! харак-
теръ двухъ разсматриваемыхъ теорШ, и совпадете ихъ не 
будетъ уже фактомъ вполне неожиданнымъ. Даже,, наобо-
ротъ, невольно напрашивается несколько смелая мысль, что 
этотъ методъ изследовашя и еще не одинъ разъ повторится 
и будетъ примененъ въ другихъ наукахъ мороологическаго 

1) Агаепоап <Гоигпа1 оГ МаШетаИсв. V. I, р. 64, 125. 1878 (буКезгег) 
2) 1Ыает, р. 126 (РгапЫапй). 



характера. Во всякомъ случай основной методъ символи­
ческой теорш инвар1антовъ и формальной химш можно на­
звать т о ч н ы м ъ м о р е о л о г и ч е с к и м ъ м е т о д о м ъ . 
Будетъ ли этотъ методъ единственнымъ точнымъ методомъ 
въ мореологическихъ изслъдоватяхъ различныхъ наукъ или 
найдутся и друие подобные методы, покажетъ будущее. Мы 
познакомимся въ этой стать* съ основашями символической 
теорш инвар1антовъ и, зат*мъ, въ другой стать* *) изложимъ 
прим*неше ея методовъ къ классификации химическихъ сое-
динешй и химическихъ нроцесовъ, что и обнаружить со­
впадете ея съ атомистическою теор1ей химш. Такимъ обра-
зомъ будетъ доказано, что столь важная химическая теор1я — 
атомистическая структурная, сдълавшая цълый переворотъ 
въ химш и поставившая последнюю на высоту современнаго 
состоятя , хотя и была создана химиками самостоятельно, 
но еще нисколько раньше была разработана въ математик* 
въ бол*е строгой и бол*е совершенной форм*. Это обсто­
ятельство снова подтверждаетъ то, что для натуралистовъ 
весьма полезно изучать науки математическая и необходимо 
знакомиться съ главн*йшими методами математики: рано 
или поздно мнопе изъ нихъ найдутъ приложешя въ раз­
личныхъ естественныхъ наукахъ. 

§ 1. Символичесшя обозначена бинарныхъ формъ. 
Пусть мы им*емъ бинарную форму второй степени 

0>а Хх I Хг Х% | С1% Х% \ 

ее можно представить въ вид* квадрата линейной формы 
или формы первой степени, если положить 

въ такомъ случа* мы будемъ им*ть 
а0 х\ + 2аг хх х% + ай х\ — а\ х? + 2аг а 2 хг хг + а{ х% 

— (ах хх + а% хяУ . 

1) В. Г. А л е к с Ъ е в ъ. О совпадении методовъ формальной химш 
и символической теорш инвар!антовъ. Журн. рус. ф.-хим. Общества. Т. 33. 
СПБ. 1901 г. 



Следовательно, бинарную форму второй степени можно 
всегда с и м в о л и ч е с к и представить въ виде квадрата 
линейной формы ах хх + а% хг , которую мы будемъ для 
краткости обозначать черезъ ах. Коэфищенты а 1 ( а2 ли­
нейной формы ах называются с и м в о л а м и коэффищентовъ 
формы второй степени; но произведешя этихъ символовъ 
по два — а? , ах аг , а* суть уже действительные коэффи­
циенты а 0 , ах, а2 данной формы второй степени. 

Иногда необходимо представить форму несколькими 
группами символовъ ах, а%\ а[, а'г; а[, щ,; а\" а?; и т. д.; 
то есть 

а0х? + Ъахххх% + а%х1 = а? = а? = а* = а? = 

Теперь мы покажемъ, что выражешя 
(ах а% — а й ах) и ах (или ах, аХУ . . .) 

обладаютъ свойствами инвар1антовъ и ковар1антовъ. Если 
мы преобразуемъ ах = ах хх + а% хг посредствомъ подста­
новки (#) х1 = аух + @ул, х% = уух + % г , то получимъ 

ах хх + а% х% = (аг а + а#) у1 + (а, /2 + а%д) уг, 
и не трудно показать , что ах а + а% у , ах /9 + аг д суть 
а1г а 2 — символы для формы преобразованной а 0 у ' + 2а1у1уъ 
+ о2 у1; и въ самомъ деле выше мы получили 

а0 = а0а* + 2ах ау + агу*, 
а, = а 0 а/? + а, (ад + + а2 уд, 
а 8 = а 0/? 8 + 2а1/&? + а в<? 2, 

следовательно, а0 = (а1а-\- а%у)*, ах = (а, а + а^) (ах /9 + а*<?), 
а 2 = (ах /3 + я г > что и требовалось доказать. 

Такимъ образомъ ах = аххх -\- ай х% переходитъ въ 
А

? , — « 1 2 / 1 +
 ай У%» совсемъ не изменяясь по величине: 

ах = ау, когда бинарная форма второй степени преобра­
зуется посредствомъ подстановки ( # ) ; т. е. обладаетъ 
свойств омъ ковар1антовъ. 

Точно также мы покажемъ, что выражеше (ах а% — аг а\), 
или друпя выражешя, ему подобный, прюбретаетъ только 



множитель (ад — @у). Въ самомъ д^лъ , мы имъемъ 

(ахаг— ад) = (аха + а#) {аф+ агд) — (аф+ агд) (а\а + а#) 
= ахахар-\- агафу-\- аха\ад-\- ща'^уд—ахаха^—а2а\ад 

— ах а^ру—а2 а 2 уд = (ад—(ах а 2 — а 2 а'О. 
Мы будемъ обозначать выражеше (ахал— ала\) сокра­

щенно черезъ (аа). Изъ предыдущего слъдуетъ, что для 
бинарной формы второй степени символическая выражешя 

(а а) и ах 

обладаютъ свойствами инвар1антовъ и ковар1антовъ; ихъ 
можно назвать элементарными инвар1антами и ковар1антами, 
но обыкновенно ихъ называютъ такъ: ах — факторомъ пер-
ваго рода, а (аа) — скобочнымъ факторомъ (ЮаттегГаИог). 

Процесъ обращетя двухъ факторовъ ах, ах перваго 
рода въ скобочный факторъ (аа) называется п р о ц е с о м ъ 
ф а л ь т о в а н 1 я (ГаНип^вргосеза). Это есть такъ сказать 
процесъ с ц , Ь п л е н 1 я различныхъ символовъ одной бинар­
ной формы второй степени, совпадающие съ п р о ц е с о м ъ 
н а с ы щ е н 1 я е д и н и ц ъ с р о д с т в а х и м и ч е с к и х ъ 
э л е м е н т о в ъ . 

Все сказанное выше можно повторить и для формы 
третьей, четвертой, и вообще какой - нибудь ?г-ой степени. 
Такимъ образомъ бинарная форма / ?г-ой степени символи­
чески представляется черезъ 

/ = а" = {ах хх + а 2 я 2 )", или а? = (ах хх + а 2 я 2 ) и , . . . . 
и ея действительные коэффищенты выражаются черезъ сим­
волы ах, а2 слъдующимъ образомъ: 

а 0 = а* = а? = . . . , а 1 = а?"1 аъ — аГ1^ = • • • , 
а 8 = а?* а1 = а^а* а, = аГ{ а\ = а?~ { а 2 ' = 

Какъ и въ случаъ бинарной формы второй степени 
выражешя ( а а ) и ^ 

обладаютъ свойствами инвар1антовъ и ковар1антовъ; отсюда 
слъдуетъ, что всевозможныя произведетя подобныхъ выра-
жетй будутъ инваргантами или ковар1антами бинарной формы 



а", если только въ этихъ произведетяхъ каждый символъ 
входитъ въ п-жъ измеренш, такъ какъ только въ этомъ 
случай онъ представляетъ действительный коэффищентъ 
бинарной формы. 

Въ символической теорш инвархантовъ доказывается и 
обратное предложеше: к а ж д ы й и н в а р 1 а н т ъ и к о -
в а р 1 а н т ъ б и н а р н о й ф о р м ы а? е с т ь а л г е б р а и ­
ч е с к а я с у м м а п р о и з в е д е н ^ ф а к т о р о в ъ п е р -
в а г о р о д а и с к о б о ч н ы х ъ . Мы докажемъ это пред­
ложеше въ § 11. Такимъ образомъ для составлетя инва-
р1антовъ и ковар1антовъ данной бинарной формы надо всеми 
возможными способами связывать посредствомъ процеса фаль­
товатя различныя символичесюя обозначения данной формы. 

§ 2. Примеры полныхъ спстемъ инвар!антовъ 
и ковар!антовъ. 

1. Если мы имеемъ бинарную форму второй степени 
/"= а? = а* = а"/ 

то одно фальтоваше дастъ (аа)аха'х; это выражеше 
(аг а%— аг а[) (ах хг-{- а% жг) (а\ хх-\- а\ #г)=(а? а\ а%— а\ аг а*) х*-\-

= (а0а1—а1 а0)х}+ 
равно тождественно нулю, что нетрудно проверить и для 
носледующихъ членовъ. 

Два фальтоватя дадутъ (аа )* = (аг аг — аг а\)й = а? а? 
—2а 1 а 2 а ' 1 а г +а я

в а ' 1

2 ; это равно а 0а й—2а*-{-а ла 0=—2(а}—а 0а г); 
т. е. получается известный намъ ин$ар1антъ а? — а0а% би­
нарной формы второй степени, если не считать числоваго 
фактора — 2 . Нечетныя фальтоватя будутъ все нули, а 
четныя будутъ равны степени инвар1анта а} — а0а2 съ не-
которымъ числовымъ факторомъ: 

(аа)*т = К(а*—а0а%)т. 
Следовательно, бинарная форма второй степени имеетъ 

одинъ н е п р и в о д и м ы й инвар1антъ (аа')*, а остальные ея 
инвартанты приводятся къ степенямъ этого инвар1анта. Кроме 



того, сама форма служить единственнымъ неприводимымъ ко-
варьантомъ для нея самой, и всякьй коварьантъ К бинарной 
формы а* им-веть видъ: К = [а*]" [(аа') 2] т. 

Система всъхъ неприводимыхъ инварьантовъ и коварьан-
товъ для данной бинарной формы называется п о л н о й 
с и с т е м о й Г о р д а н а . Въ теорьи инварьантовъ дока­
зывается такое предложенье (Огоьчьап'з ЕнсШспкеьйзргоЫепь): 
в с я к а я ф о р м а и л и с и с т е м а ф о р м ъ и м Ъ е т ъ к о ­
н е ч н о е ч и с л о н е п р и в о д и м ы х ъ и н в а р ь а н т о в ъ и 
к о в а р ь а н т о в ъ , ч е р е з ъ к о т о р ы е о с т а л ь н ы е вы­
р а ж а ю т с я а р и е м е т и ч е с к и м и д е й с т в ь я м и : с л о -
ж е н ь е м ъ , в ы ч и т а н ь е м ъ и у м н о ж е н ь е м ъ . Въ 
дальнъйшемъ изложеньи мы обнаружимъ справедливость 
этого предложенья для нъкоторыхъ частныхъ случаевъ. 

На этомъ важномъ предложены въ настоящее время 
возникъ целый отделъ математики: а р и о м и з а ц д я а л -
г е б р а и ч е с к и х ъ ф у н к ц ь й . 

Для бинарной формы а\ полную систему составляютъ 
а1 и {аах)\ 

или въ графо - химическихъ формулахъ и / = / ; 
это предложенье докажемъ мы вполне строго въ § 5. 

2. На основаны одного общаго предложенья х) симво­
лической теорьи инварьантовъ для построешя совместной 
системы неприводимыхъ ин- и коварьантовъ для двухъ формъ 

надо фальтовать степени и произведенья неприводимыхъ 
коварьантовъ одной со степенями и произведеньями непри­
водимыхъ коварьантовъ другой; следовательно, въ данномъ 
случае надо фальтовать / т съ фп. Продукты этого фаль-
тованья можно представить наглядно посредствомъ графо-
химическихъ формулъ, если первую и вторую форму напи­
сать такъ: *— {—+ «— (В —• 

1) а о г й а п. УогЬевип^еп ИЪег 1пУвпап*вп*Ьеопв. В. 226. Вй. II. 1887. 



Мы иолучимъ фальтоватемъ первыхъ степеней два 
соединешя ф-+ и /=ф • 

Фальтоватя высшихъ степеней дадутъ распадающаяся 
соединешя; напримеръ, — соединеше | Е / 3 ЕЕЕ ф*~* состоитъ 
изъ трехъ соединение ч~ /—ф—*• и /=ф (ме­
ханическая смесь трехъ частицъ). Такимъ образомъ мы 
получаемъ полную совместную систему для двухъ бинар-
ныхъ формъ второй степени: 

—/-*. /=/; *~Ф^, Ф=Ф\ *-1—Ф, /=Ф-
Въ символическихъ формулахъ эта система имйегь 

видъ а*9 (аа#; у , фь# ; (аЬ)ахЬх, (аЬ)*. 
Далее, въ § 6 мы, выведемъ это непосредственно. 

§ 3. Полярный процесъ. 
Разсмотримъ бинарную форму гг-ой степени — а". За-

менимъ въ этой форме переменныя х,, х% черезъ хг + Хуг, 
ха ~Ь ^Уъ ' т о г Д а мы получимъ выражете 

[а, {х, + Хуг) + <хг (х% + Ху%)]п = агхг) + X{ахух+ ВДГ)]Я 

= ( а , + А а / . 

Развернувъ последнее выражете по формуле бинома 
Ньютона, мы получимъ: 

а: + А ( ^ ) а у а г ' « Х - * + ^3 ( ^ ) < " Г 3 + • • . . ' . . . 

Символичесшя выражешя 

ауа'Г\ ау*аГ* , < « Г * , а ; - 1 а, , А ; 
называются п е р в о ю , в т о р о ю , т р е т ь е й , п — 1 о й , 
?г о й п о л я р а м и съ перемен, у данной бинарной формы ах. 

Следовательно, процесъ образовашя поляръ или, какъ 
мы его будемъ называть дальше, п о л я р н ы й п р о ц е с ъ 
заключается въ томъ, что въ символическомъ произведены 

ахахахах 



одинъ или нисколько факторовъ ах заменяются факторами 
ау\ это есть чисто символическое опрел/влете полярнаго 
процеса. Помимо вышеприведеннаго опредълешя поляръ 
какъ коэффищентовъ въ известномъ разложеши по степе-
нямъ Л, можно указать еще другое несимволическое: поляры 
формы а? получаются (съ некоторыми числовыми факторами) 
если къ а* прилагать дифференщальный процесъ 

д _д_ 

д&1 ^1 дх% ^2 

Въ самомъ деле, мы получаемъ 

Въ дальнейшемъ изложенш мы будемъ иметь въ виду 
главнымъ образомъ символическое определеше полярнаго 
процеса. 

Иногда разсматриваютъ поляры и со многими пере­
менными: ауахах~%, а*ага"~ъ, и т. д. 

З а м е ч а н 1 е . Полярнымъ процесомъ можно восполь­
зоваться для изменешя числа единицъ сродства атомовъ 
некоторыхъ элементовъ: напримеръ, — шестиатомяая сера 
можетъ быть представлена формою , четырехатомная — 
второю полярою 8у

г 8Х* и двухатомная — четвертою полярою 
8у 8*; ея кислородныя соединен1я будутъ: (§о)8 (зо)2 (5о")г, 
зу

2 (зо)* ($о')2, зу*(зо)*. Такимъ образомъ посредствомъ по­
лярнаго процеса мы п о л я р и з у е м ъ одну или не­
сколько единицъ сродства или способностей къ фальтованно 
съ формами, содержащими переменное х. 

§ 4. Четыре основныхъ тождества. 
Не трудно проверить непосредственнымъ вычислешемъ 

справедливость такого тождественнаго равенства: 
I) ах (Ьс) = Ьх (ас) — сх (аЬ). 

да» 

да„ а'я 

дх\ 



Если въ этомъ тождественномъ равенстве заменить 
сх черезъ — у, и с г черезъ ух, то получится новое тожде­
ственное равенство: 

II) (оЬ)(ху) = ахЪу — Ъхау , 

потому что сх = сг хг + с% хй обратится после этой замены 
въ — (хх Уъ — х2 ух) = — (ху) , а скобочные факторы (ас) 
= (ах с% — аг сх), (Ьс) = 6, с2 — Ьг сх обратятся въ факторы 
перваго рода ау , Ъу . 

Если возвести въ квадратъ обе части тождества I, то 
получится тождество: 

а* (ЬсУ = Ь; (ас)й + с* (аЬ)л — 2ЬХсх(аЬ) (ас) , 

которое можно представить въ такомъ виде: 

Ш) 2ЬХсх(аЬ) (ас) = Ъ* (ас)2 •+- сЦаЪУ — а* (Ьс) 2. 

Точно также изъ тождества II получается тождество 

IV) 2ахЬхау Ьу = а* Ъ} + а* Ъ* - (аЪ)* (ху)2. 

Эти тождества лежать въ основанш всего символиче-
скаго исчислетя въ теорш инвар1антовъ, но они касаются 
количественныхъ соотношешй различныхъ символическихъ 
произведенш, т. е. характеризуютъ чисто алгебраическую 
индивидуальность символическихъ произведетй и посему 
не могутъ иметь значешя для изследоватя химическихъ 
структуръ. Хотя эти тождества не пригодны для чисто 
химическихъ изследованш, но мы не преминули ихъ при­
вести и, даже больше, мы покажемъ ихъ некоторыя при-
менешя, дабы точнее установить границы между алгебраи­
ческою и структурною частью символической теорш инва-
р1антовъ. 

§ 5. Построен1е полной системы для бинарной 
формы второй степени. 

Всякш инвар1антъ формы 
Л х =

 а 1 х = а%х ~ 



есть произведете Рфакторовъ перваго рода ах, а1х, а%х, 
и скобочныхъ (оо г ) , (ао 2 ) , ( ^ а^ ) , , причемъ каждый 
изъ символовъ а, аг , о 2 , . . . . долженъ встречаться не 
больше и не меньше какъ у двухъ факторовъ. Возможны 
сл-ъдуюцце случаи: 

1) Символъ а встречается у двухъ факторовъ перваго 
рода, тогда Р имеетъ факторомъ а*. 

2) Символъ а встречается у двухъ одинаковыхъ ско­
бочныхъ факторовъ, тогда Р имеетъ факторомъ {аах)%. 

3) Символъ о встречается въ одномъ скобочномъ фак­
торе (оох) и затемъ или въ ах , или въ (оо2) , т. е. вообще 
въ факторе ау (где у = х или у^ — о Я 2 , у% = — а 2 1 ) , тогда 
Р имеетъ факторомъ а ~ (аах) ауаи . Въ этомъ случае 

^ = (аах) ац аи , или переставивъ а и о, — 
^ — (аха) а1у сь.~ — (аах) а1у аг ; 

отсюда 2д = (аа,) (ауаи — а1у аг); но на основанш тояеде-
ства II мы имеемъ %а = (аа^ (уг) или а = ^ (ааху (уг). 
Следовательно, въ этомъ случае Р имеетъ факторомъ (ааху. 
Такимъ образомъ мы показали, что Р равно или а* . Р г , 
или (аагу. Рх . Относительно Р х можно доказать анало­
гичное. Следовательно, всякШ ковар1антъ бинарной формы 
о* есть произведете степеней о* и (аахУ; это и есть пол­
ная система формы о* . 

§ 6. Построение полной совместной системы 
двухъ бинарныхъ формъ второй степени. 
Пусть одна форма будетъ 

= = а?х= 
и другая Ъ? = Ъ?х = Ъ*х = 

Совместный коваргантъ этихъ двухъ формъ есть про­
изведете Р следующихъ факторовъ: 

1) о х , й>\х , о,Ях , . . . . 
2) ( 0 ^ ) , (аал), (ага9), . . . . 
3) Ьж, Ь„ , Ъ,х , 



4) № ) , № ) , (6,6,), 
б) (аЪ), (а&,), (ахЬ) 

при чемъ каждый символъ долженъ встречаться въ Р ни 
больше, ни меньше какъ въ двухъ факторахъ. 

Возможны слъдующде случаи: 
1), 2) и 3) случаи предыдущего параграфа обнаружи­

в а ю т возможность факторовъ вида а х

й , (ааху, Ъ*, (66,)* 
въ совмъстномъ ковар1анте Р. 

4) Символъ а встречается въ соединены! съ симво-
ломъ Ъ два раза, тогда Р имеетъ факторомъ (аЬу. 

б) Символъ а встречается въ соединены съ симво-
ломъ Ъ одинъ разъ и съ символомъ Ъх одинъ разъ, тогда 
Р имеетъ факторомъ (аЪ) (аЪл) Ъу Ъи; но на основанш тожде­
ства III, мы имеемъ 

2 (аЪ) (аЪ,) ЪхЪХх = (аЬу Ъ?х 4- (аЪху 6Х

2 - (ЪЪгу а х

2 ; 
или съ переменнымъ у: 

2 (аЪ) (об,) ЪуЪ1у = (аЬу Ъ*у + (аЪу Ц - (ЪЪу а; ; 
поляризуя обе части этого соотношешя, мы получаемъ 
(аЬ) (аЬх) [Ьу Ъ1г + Ьг Ь1у] - (аЬу Ь1у Ьи + (аЪ,)* ЪуЪг - {ЪЬХУ а,о>, 
и такъ какъ Ъ и Ьг тождественны, то ЬуЬи и ЬгЪ1у одно и 
тоже: 

2 (аЪ) (аЪг) Ьу Ъи = (аЬу Ь1у Ьи + (аЪу Ъу Ь: - (ЪЪу ау аг . 
Следовательно, Р можетъ быть представлено въ виде 

суммы трехъ членовъ, изъ которыхъ первый имеетъ фак-
торъ (аЪ)2, второй — факторъ (аЪгу и третш — факторъ 

6) Символъ а встречается въ соединены съ симво­
ломъ Ь одинъ разъ и съ этимъ же символомъ Ъ связанъ 
еще символъ а1у тогда Р имеетъ факторомъ (аЪ)(а1Ь)ауаи; 
следовательно, этотъ случай аналогиченъ предыдущему. 

7) Символъ а встречается въ соединены съ симво­
ломъ Ь одинъ разъ и эти символы совсемъ не входятъ въ 
друпе скобочные факторы; Р имеетъ факторомъ (аЪ) ах Ьх . 



Сопоставляя все, разсмотренное нами въ этихъ семи 
случаяхъ, мы заключаемъ, что всякш совместный ко-
вар1антъ двухъ бинарныхъ формъ второй степени есть це­
лая алгебраическая функцш выражешй: 

а:, (аа , ) 2 ; 6 х

в , № ) я ; (аЪ)ахЪх, (аЬ)*; 
это и есть полная совместная система двухъ разсматри-
ваемыхъ формъ, которую мы получили въ § 2 при помощи 
графо-химическаго метода. 

§ 7. Сопоставление двухъ формъ (ЦеЬегзсЫеЬипд). 
С о п о с т а в л е ю е м ъ двухъ формъ называется сумма 

результатовъ всевозможныхъ однократныхъ И Л И многократ-
ныхъ фальтовашй двухъ данныхъ формъ, деленная на 
число фальтовашй. 

Результатъ одного фальтовашя всевозможныхъ паръ 
факторовъ двухъ данныхъ формъ / и <р называется пер-
вымъ сопоставлешемъ этихъ формъ и обозначается такъ: 
(/) <р\ . Результатъ двухъ фальтовашй — вторымъ сопо­
ставлешемъ и обозначается такъ : (/, <р\. Вообще, резуль­
татъ к фальтовашй называется /с-тымъ сопоставлешемъ и 
обозначается символомъ (/, у)к. 

Если формы / и (р суть формы въ собственномъ смысле, 
т. е. / = ах и <р — Ьх , то процесъ сопоставлетя и процесъ 
фальтовашя тождественны: ( / , <р)к — (аЬ)к ап~к Ъ™~~к . 

Если же формы / и (р суть ковар1анты или произведешя 
некоторыхъ формъ, т. е. / и <р имеютъ несколько различ-
ныхъ факторовъ перваго рода, то сопоставлеше будетъ более 
сложный символически процесъ, чемъ процесъ фальтовашя. 

Въ начале развитая символической теорш инвар1антовъ 
изследоватя въ этой области основывались главнымъ обра-
зомъ на процесе сопоставлетя. Горданъ первый предло-
жилъ более элементарный процесъ фальтовашя; благодаря 
этому, мнопя изследоватя въ символической теорш инва-
р1антовъ значительно упростились и явилась возможность 
ихъ дальнейшихъ обобщешй. Такимъ образомъ, при по-



мощи процеса фальтовашя, явилась, наприм'връ, возможность 
доказать теорему Гордана о конечности числа неприводимыхъ 
коварьантовъ для всякой системы бинарныхъ формъ, на ко­
торую мы ссылались въ § 2. 

П р и м е р ы с о п о с т а в л е н ь й д в у х ъ ф о р м ъ . 
1) Пусть / = аха1х и <р = ЪхЪ1х , тогда 

(Л Л = 1 [ ( а Ь ) а 1 Х К + (аЪ1)а1хЪ1С+(а1Ъ)ахЪ1х+ ( а Л ) « Л ] 

2) Пусть аг

х а1х и <р = Ъ*хЪ1х , тогда 

( Л <Р\= К А А > КККЪ 
= ШаЪ)аха1хЪхЪ1х+ (аЪ)аха1хЪхЪ1х+ (аЪ,)аха1хЬхЪх+{тЪжест.ч.) 

+ (а1Ь)авахЪтЬ1в+ (а1Ь)ахахЪхЬ1х+ {ахЪх)ахахЪхЪх] 

+ 2 (аЬ) (а, Ъ) ах Ъ1х + 4 (об) (а, Ь,) Ьх] 

§ 8. Поляры произведен^ нйсколькпхъ факто-
ровъ перваго рода. Отдельные члены поляръ* 

Если мы им-вемъ произведенье Ж = а% Ъ*, то его можно 
разсматривать какъ форму пятой степени гх , т. е. 

Применяя несимвол, полярный проп,есъ + д^~Уъ) 

къ обЪимъ частямъ этого неравенства, мы получаемъ: 

Я* = *1 гу = \{2ах ау Ьх

8 + За,2 Ы Ъу); 
точно также далыгЬйшья прим-ьнетя этихъ процесовъ дадутъ: 

Ру> = г1 г\ = ^ ( 2 < Ь1 + ЮахауЪ*хЬу + ЩЪХЪ;) , 

Ру3 = г1 г* = ^ (18а ;Ц Ъ„ + 36а, а, М у

2 + 6ах* Ь,8) , 

^ = г, г/ = ^ - (72а ; Ьх Ц + 48а х а„ , 

^ = *.в = Ш * 1 ( 1 2 0 < ь« 3) = * : ь * • 



Мы им'Ьемъ изъ этихъ равенствъ Л?у — сх(тх-\- с2 Ог, 
где сх = %, сй = $ и с, + с̂  = 1; 9х = ахауЪх

3, &2 = а^Ъ^Ъу 

суть члены поляры ]? . Выражешя 6г х и 6г„ отличаются 
другъ отъ друга темъ, что ахЪу заменяется черезъ ауЬх, 
или наоборотъ; татя произведения называются с м е ж н ы м и . 

Разность (х1 — (?8 = — ах Ъх (ах Ьу — ау Ьх) можно пред­
ставить проще при помощи тождества II (§ 4 ) : 

&х — Ог = — (ху) (аЬ) ах Ъх*. 
Изъ равенствъ ЛГУ = с1&1-\- с2 0% 1 

1 = сх + С 2 Ох 

мы получаемъ Жу — (тх = с 2 ( 6 г 2 — 6 г , ) , или 
ах ау Ъх

3 — Сгх = Ру — с2 (ху) (аЬ) ах Ъх* 
= [ах*Ъ/]у-%(ах*,Ъ/)х(ху); 

точно также а/ Ъх* Ьу= 0% — [а/ Ь/]у + § (ах*, Ьх\ (ху). 
Следовательно, члены первой поляры можно выразить 

черезъ самую поляру и черезъ первое сопоставлеше ея фак­
торовъ. 

Для второй поляры мы имъемъ Ж9» = сх Ох-\- с„ 6 т 2 + с3 03, 
где сх = ^ , ся = т% , с3 = т \ и сх+ с 2 + сь = 1; Ох = я / &/, 
6 г 8 = а„ Ъх* Ьу, вгл = ах Ьх Ьу суть члены поляры, попарно 
смежные. 

Мы имеемъ 
Ох—Сг% =—ау Ьх

% (ах Ьу — ау Ьх) = — (ху) (аЪ) ау Ъ/ = — (ху)Нх, 
— &ъ = —а-х Ьх Ъу(ахЪу—ауЪх)=—(ху) (аЪ) ахЬхЬу=—(ху)Н%. 

Изъ соотношенш Жу» = сх Ох + с2 6г 2 + с3 (т3 I 1 
1 = сг + с, + св \ 6гх 

получаемъ <?» = Ж# — ся ( 6 ? 8 — 6гх) — с3 ( 6 г в — Ох) 
= [а/ Ь/],« — с2 Д (яу) — С А (Ех + Д ) (яу); 

точно также 6г 2 = ^ — сх ((тх — 6г 2 ) — с8 ( 6 г 8 — 6г 2 ) 
= [а/ Ъх*]у* + сх Д ( А И / ) — С 8 Д (ху), 

6 е , = - сх (ОХ - АЗ) - С 2 ( 0 , - (?,) 
= [а/ + с, ( Д + Д ) + с2 Д (а*/). 

Взявъ первую поляру отъ (аЬ) ах Ь/ = (ах , Ьх)х, мы 
получимъ 

(ах

%, Ь*% = ^ ( о Ь ) ^ + I №)ахЬхЪу — & Д + ^ Д 



отсюда мы им-вемъ Нг = (а/, ЪХ*)1У — ^ (Н% — Нх), 

иринявъ же во вниманье, что Нх — Н^ = — (аЬ)Ьх(ахЬу— ауЬх) 
на основанш тождества II, получимъ Нх — Ня=—(аЪуЪх(ху), 
или Нх — Н2 = — (а/, Ьх\ (ху). Следовательно, можно на­
писать : Нх = ( а / , Ъх*)ху — %(ах*, Ьх*)2 (ху), 

Я 2 = ( а / , Ъх% + ^ ( а / , б*8), (ху). 
Нодставивъ эти значенья Нх и Д, въ вышеприведенвыя 

выраженья для Ох, 6г в, 6г„, мы получимъ: 
Оуг Ъх* = Ох = [ V V]»» — (са + 2с8) [ а / , Ь ^ Ц , (жу) 

+ Цся-$с3)[ах\Ъх%(ху)\ 
ах ау Ьх

г Ъу = 9% = [а/ Ъ/\р + (сг — с8) [а/, Ъ/]1У (ху) 
- ( 8 с , + 4 с,) К Й , Ь Д (ху)\ 

а>* Ъх Ъх

2 = #з — [ V Ь/| у» + (2с г + с,) [ а / , &Д У (жг/) 

Такимъ же образомъ можно получить р а з л о ж е н ь я 
для членовъ другихъ поляръ даннаго произведенья а* Ьх 

по п о л я р а м ъ с о п о с т а в л е н ь й д в у х ъ ф а к т о р о в ъ 
э т о г о п р о и з в е д е н ь я и по в о з р а с т а ю щ и м ъ с т е ­
пе н я м ъ (ху). 

Сопоставленья ( а / , Ь Д = (аЬ) ах Ьх , (ах, Ъх)% = (аЬ)* Ьх 

называются э л е м е н т а р н ы м и к о в а р ь а н т а м и даннаго 
произведенья ах . Ъх . 

Указанное разложенье можно получить для всякаго 
произведенья вида а™ ау

п Ь/ Ьу

ч, такъ какъ это произведенье, 
очевидно, служитъ членомъ п + д о й поляры произведенья 
ах

п+п Ь / + < ? . По аяалогьи мы можемъ написать разложенье 
и для этого общаго случая: 

а'^ЪЩ^а^Ь^] . + « 1 [ а Г Н 1 , ЪГ*] ^ (ху) + 

+а2[а.Г+», (а^)*-г- . . . .+а > [аГ + и ,6Г н 1 (яу)"+ 

Мы докажемъ возможность этого разложенья, найдя 
способъ определять его числовые коэффициенты а. Но 



прежде, чймъ перейти къ этому способу, мы познакомимся 
со свойствами такъ называемаго процеса $2, при помощи 
котораго мы будемъ иметь возможность вычислить коэффи-
щенты а. 

§ 9. Процесъ й и его свойства. 
Разсмотримъ дифференщальный процесъ 

дос, дуъ дх2 ду, 

и изучимъ его нъ-которыя свойства по отношенш къ произ-
ведетямъ символическихъ факторовъ съ переменными х и у. 

1) Пусть мы имеемъ произведете и = г™ зу . 
Дифференцироватя даютъ 

ди ди 

следовательно, мы имеемъ 
42 (и) — тп (гз) г™ - 1 в / - 1 , 

т. е. результатъ процеса 42, примененнаго къ произведена 
г "8 у

п , получается фальтовашемъ факторовъ г? и зу и умно-
жешемъ на тп — произведете ихъ степеней; это фальто-
ваше можно назвать с м е ш а н н ы м ъ . 

2) Возьмемъ, далее, произведете и = а? а," Ъ* Ъ,</ . 
Непосредственный вычислетя могутъ дать: 

^(и)=т^ (аЬ) а^~' а; Ь/ Ъ,^1 — пр (аЬ) ах

т а^1 Ь / - 1 Ъу'', 

+ пр.{п~1)(у-1){аЬУа?ая-*ЪгяЪ2, и т. д. 
Очевидно, что результатъ у-кратнаго ирименешя про­

цеса 42 къ произведете) и — а™а"Ь/Ъу

ч состоитъ изъ суммы 
членовъ, которые получаются изъ и у-кратными смешанными 
фальтовашями; при этомъ надо фальтовать первый факторъ 
а™ съ последнимъ Ьу

ч и приписать числовой множитель 
та. ( т — — 1 ) (т — г + — г + 1 ) , 



если г фальтованШ, или второй факторъ ау

п — съ третьимъ 
Ъ$ и приписать числовой множитель 

( - 1 ) ' п р . {п-1) (р-1) (п-з + 1 ) ( р ~ з + 1 ) , 
если число фальтованШ втораго рода у ; число всъхъ чле-
новъ, получаемыхъ г фальтоватями перваго рода и ) фаль-
товатями втораго рода, конечно, равно числу сочетанш изъ 
V элементовъ по г, т. е. бином1альному коэ.ффидденту / ^ У 

Следовательно, мы имеемъ ' 
&(а?а*Ъ1Ъч) 

+ + ( - 1 ) 1 И ) * а Г " ^ Ь»Г Ь*-**+ 
где == щ. (т—1) ( т — г + 1) (д — г - Ы ) , 

Я = пр.(п-1)(р-1) (п-з + 1 ) (р—3+ 1). 
3) Разсмотримъ, далее, выражешеи~ (хуУ—{х1уг—х2у1у. 

Дифференцироваше даетъ: 

щ = к (ХУУ~1 & > % = - Мху)"-1 Уг; 

Следовательно, мы имеемъ 
& {ху)к = к {к + 1) . (ху)к~\ 

Точно такясе получимъ: 
№ {ху)к = к (к + 1 ) . (к — 1) к. {ху)к~* 
Й3 (зу)* = к {к + 1) • (А; - 1) к . (к — 2) (А - 1 ) . {ху)к~э 

№ (ху)к= к(к-\-1). (Л — . ..(А; —« + —г+2).(а#)*-* 
4) Разсмотримъ, наконецъ, выражеше г* = а™~" а]] (ху)к. 

Непосредственныя вычислетя дадутъ намъ: 
й \а?~п ау

п(ху)"] = к(т + к+1). а™~пау

н(ху)к-\ 
Точно также мы получимъ: 

и2[а?-* ау

я (ху)к] =к(т-\-к+1). (к-1)(т+к). а™ауя(хуУ~\ 

= к(пн-к+1). (к-1) (пн-к) (к-г+1)(пн-к-г+2). а ^ а Д я г / ) * - ' . 



Такъ какъ а™~пау

а есть тг-ная поляра формы / = а™, 
то последнюю формулу мы можемъ написать еще въ та-
комъ видъ: 

В* [/ул(яуУ] = к ( т + к + 1 ) . (к — 1) ( т + к) 
(Л — г + 1) (го + & — I + 2) . (ая/)*-*". 

§ 10. Вычислен1е коэффплДентовъ а въ разло­
жении § 8. 

Для вычислешя коэффициента а„ въ разложенш произ-
ведетя и — а™ОупЬ% Ьу

ч по полярамъ элементарныхъ кова-
р1антовъ и по возрастающимъ степенямъ (ху), которое при­
ведено въ кони* § 8, прим'Ьнимъ у-кратный процесъ № къ 
объимъ частямъ равенства въ концъ § 8 и затъмъ поло-
яшмъ у = х. 

Въ лйвой части получимъ на основанш выведенной въ 
§ 9 (случай 2) формулы: 

[Д> (ах

т а/ Ьх? Ьу%=х = (/• -/2)" (аЬу а?+*~> Ь 
Въ правой части вс* члены, кромъ члена съ (хуУ, 

исчезнуть — или отъ примънешя процеса Й у (это — члены, 
для которыхъ показатель степени (ху) меньше у), или вслъд-
ств1е предположения у = х (это — члены, для которыхъ по­
казатель степени (ху) больше у, потому что они будутъ 
имъть факторъ (ху) ~ (хгуг— хгуг), обращающейся въ нуль 
при у — х, и послъ примънешя процеса й"). Следовательно, 
въ правой части мы получимъ выражеше: 

Это выражен1е на основанш последней формулы § 9 
(случай 4) равно (аЬ)у а™*""*1 Ь%+я~» > умноженному на числ. 
факторъ 
а„. V (т Ч- п + р + % —- V + 1) • (V — 1) ( т + п + р + % — и) 
. ( У — 2)(т + п -\~р + д — V — 1)...Л.{т-\-п ~\-р + д — 2 У + 2) 

= а^П(у — г) ( т + п +_р + д — у + 1 — г ) . 
<0 



Сравнивая окончательные результаты въ правой и ле­
вой части нашего равенства, мы определимъ коэффипДентъ я „: 

У.-АУ 

П (у — г) ( т + п -\-р + д— и + 1 — г) 
о 

въ этой формуле 
/ / = т д . ( т — 1) (д — 1) ( т — г + 1) (д — г + 1) , 
// = Щ . - 1) О - 1) (* + 1) (Р - ^ + 1) • 

Изложенный въ этомъ параграфе способъ определешя 
числовыхъ коэффищентовъ въ разложенш символическаго 
произведешя впервые предлагается мною. Онъ даетъ воз­
можность не только получить вышеприведенную формулу 
для коэффищентовъ а„ въ разложенш произведешя 
ах" ау" Ьх

г Ьу

ч, но также вычислить коэффищенты въ раз-
ложешяхъ более сложныхъ символическихъ произведете 
Подробное изложеше этого способа помещено въ 22 томе 
„Математическаго Сборника*4, издаваемого - моековскимъ 
математическимъ общесгвомъ. 

Изъ моей формулы для а* непосредственно вытекаютъ 
известный формулы1) Клебша-Гордана для коэффищентовъ 
а„' , а / въ разложешяхъ символическихъ произведенш 
а / ' а / Ьу4, ах

т Ьу

д , если въ ней положить последовательно 
р = О и п = р = О: 

(-)Й) (")&) 
" + п + Я Н ~ 1 — и ^ ' " ^ т ~Г" Я Н " 1 — 

Л р и м е р ъ. Воспользуемся формулой для а* при раз­
ложенш символическаго произведешя и = ахау Ъ*Ьу. 

Въ этомъ случае мы имеемъ т = 1, я- — 1, р —2, д~1. 
Следовательно, по формуле для а„ мы определимъ: 

= / - / , = 1-1-1.2 ^ _ 1 
0 ( 1 1.(1+1+2+1—1+1) 1.5 5 ' 

= Л — 1.1.0.0-2.1.1.1.2+1.2.0.1 _ 1 
а* 2.(5—2+1). 1.(5—2+1—1) 2.4.1.а в ' 

1) в о г <1 а п. УоНевип&еп йЪвг ТпуаНап&ггёЪеопе, 8. 86, 88. ВД. II. 1887. 



Такимъ образомъ искомое разложеше будетъ иметь видъ: 
ахауЬхЧу = \ахЧху-Ца*, Ь ^ х у ) - ^ Ьх*]л(ху)*. 

Въ § 8 мы имели разложеше этого произведения, опре­
деленное другимъ путемъ, которое вполне совпадаетъ съ 
этимъ разложешемъ, если принять во внимаше, что въ 
прежнемъ сх — с3 = — ± и § сх + ^ с3 = ^ . 

Подобно этому можно проверить справедливость на-
Шихъ общихъ формулъ для а„, «„', а„" на другихъ при-
мерахъ въ § 8. 

Разложеше въ ряды символическихъ произведет*! игра-
етъ важную роль въ символической теорш инвар1антовъ, по­
тому' что оно даетъ возможность представлять формы съ 
двумя, а въ общемъ случае и со многими, переменными 
черезъ поляры формъ съ однимъ переменнымъ. 

§ 1 1 - Каждый инвар!антъ И Л И вовар!антъ есть 
алгебраическая сумма символическихъ произ-

веденШ. 
Докажемъ это предложеше сначала для инвар1антовъ 

одной формы 

/ = а0х* + ( " ) а,ж,""1 х% + ( з ) а 2 х ? - * х * + + апх%

п 

= = <* = а" = .. . 
Если эту форму преобразовать посредствомъ линейной 

подстановки # : 

то она перейдетъ въ форму 

^ = Л ^ + ( у ) А.уг'у^ ( | ) А2уг*у*+. • • .+АЯУ;=А;, 

у которой коэффициентами, очевидно, будутъ различныя по­
ляры формы а$п съ переменнымъ у. АР = а^~~Р а^'. 

Инвар1антомъ формы / называется целая ращональная 
функщя * коэффищентовъ а, которая для преобразованной 
формы Р имееть значеше 1= 1.($уУ. Отсюда шгвдуетъ, 



что / должна быть функщей переменныхъ ^ степени X 
относительно того и другаго, т. е. / — з^ ; здъсь 
есть сумма символическихъ произведены вида а^а^ а 2 | 3 , 
и з^ — сумма символическихъ произведен^ вида а ' а/^ сЦ* 

Развернувъ символическое произведете 3 = г$х з^ въ 
рядъ по полярамъ его элементарныхъ ковар1антовъ и по 
возрастающимъ степенямъ (фу), мы получимъ на основанш 
предыдущаго параграфа: 

/ = V е I V 8 ф + а " I V ' ^ 1 9 М а 0 + * [ V < * \ > И * ( а ? ) 2 

Но такъ какъ «7 должно выделить факторъ , то 
въ этомъ разложенш всъ члены кроме посл^дняго должны 
обратиться въ нуль. Следовательно, мы получаемъ тожде­
ственное равенство 

откуда имеемъ г = ах" , . 

Такимъ образомъ мы показали, что инвар1антъ г мо-
жетъ быть представленъ какъ алгебраическая сумма X-
кратныхъ фальтовашй произведений вида а§ . . . . , 
где к -+- кх + кг + . . . = X, съ произведешями того же вида 

ай'| . . . . , где I + I, + 2, + . . . = X. Это и требо­
валось доказать. 

Очевидно, что предложете справедливо и для совмест-
ныхъ инвар!антовъ какой угодно системы бинарныхъ формъ 
/, <р, ф, х ' т а к ъ к а к ъ и в ъ этомъ случае можно 
повторить предыдуппя разсуждешя; придется только ввести 
новые символичесше факторы Ъ% Ъг^ . . . . с^" с$ с$ . . . . 
и соответственные съ у, 1гринадлежапце еще другимъ фор-
мамъ данной системы <р, ф, 

Наконецъ, предложете справедливо и для ковар1антовъ, 
потому что каждый совместный ковар1антъ г (а, Ь, с,...; хих2) 
системы формъ / \ ф, х> • • • можно обратить въ инва-
р1антъ г (а, 6, с ; — # 8 , дх) для системы формъ 

2* 



/, ф, Х> • . • •, 9\Хх+Д%Хъ, заменяя хг, х2 черезъ — д%, д{. 
Последнюю замену мы въ праве сделать, потому что при 
преобразования х посредствомъ подстановки 8^ 

хг = 62/1 + $ЪУ* , ж8 = У)ХУХ + ЪУ2 

форма <7, хх + дй х2 переходить въ форму 

т. е. ^ = 6 & + зу^я , & 2 = е8^г + Г1%д% 

+ ^ = ( ^ ( - ^ ) + ( | ^ ; 
это же показываетъ, что —# 2 , дх преобразуются посред­
ствомъ подстановки, отличающейся отъ подстановки $ только 
на факторъ (фу), который въ однородныхъ функщяхъ выде­
ляется, не нарушая инвар1антнаго свойства. Ташя перемен-
ныя величины какъ ху , х% и —д % , дг, преобразующаяся по­
средствомъ одной и той же подстановки %^ или посред­
ствомъ подстановокъ, отличающихся въ коэффищентахъ на 
факторъ (6?), называются к о г р е д 1 е н т н ы м и п е р е м е н ­
ными. Если мы имеемъ некоторый инвархантъ г, то для 
него существуетъ функциональное уравнеше / = г . ( ф ? у . 
Очевидно, что замена одной пары переменныхъ хх, х% ко-
гредхентными съ ними переменными — д2, ДГ изменить 
только показатель X. 

§ 12. Эквивалентность символическихъ пронз-
веденШ. 

Если два символическихъ произведешя Р и ф 1 ) имеютъ 
одни и теже символы и въ одинаковыхъ степеняхъ, 2) одно 
и тоже число скобочныхъ факторовъ, но самые скобочные 
факторы могутъ быть различны, 3) теже самыя степени 
относительно переменныхъ, то символичесшя произведены 
называются э к в и в а л е н т н ы м и ; ихъ можно назвать 
также и з о м е р н ы м и по аналопи съ известнымъ хими-
ческимъ понялемъ; объ этой аналогш мы будемъ говорить 
въ статье: „О совпад. метод." (См. выше стр. 10, прим.) 



П р и м е р ь . Произвел Е Н Ь Я 

Р = (аЬ)3 (со*)2 (ас)3 (Ас)4 (ад)г ах Ь/ ех* су

э о / 
Ц = (аЬ)ь (Ы)% (асУ (6с)8 (ааУ Ьх* с / с / е / 

суть эквивалентныя произведенья: *) они содержать одни и 
Г Б Ж Е символы а, 6, с, а\ е въ одинаковыхъ степеняхъ — 
9, 9, 12, 6, 2 ; *) они имъютъ одни и теже скобочные 
факторы (аЬ)г(сйу, а остальные скобочные факторы хотя и 
различны, но ихъ число 9 одинаково для обоихъ произ­
ведены; 3) оба произведешя содержать перемйнвыя х и у 
въ степеняхъ б и б. Такъ какъ эти произведенья имйють 
одинаковые скобочные факторы (аЬ)3 (со*)2, то можно сказать, 
что они эквивалентны или изомерны в н у т р и к л а с с а 
К= (аЬУ(сйу. 

Не трудно усмотреть, что эквивалентныя произведешя 
суть члены поляръ нъкотораго сопоставлетя. 

Разсмотримъ нашъ примъръ. Произведешя Р и ф 
очевидно служатъ членами поляры — 6 й по переменному 
у отъ сопоставлетя 

(аЬ)Чс<У.[ах'Ъх\ с » й Д . е ; . 

Въ частномъ случае, когда эквивалентныя произведенья 
содержать только одно переменное х, они суть члены со­
поставлетя. Когда же эквивалентныя произведенья содер­
жать только равные скобочные факторы и факторы перваго 
рода съ несколькими переменными, то они суть члены поляры. 

Примеромъ для перваго частнаго случая могутъ слу­
жить произведенья 

Р = (аЬу (Ы) (асу (Ьф Ьх йх, 
д = (аЬ)2 (сд) (ас)(Ьауахсх\ 

они суть члены сопоставлетя 
(аЬУ(сс1).[ахЧх\ с / й Д . 

Примеромъ для втораго частнаго случая могутъ слу­
жить произведенья 

Г = (аЪ)* (сс[Уа/ау*Ьх*Ьусу, 
<2* = (аЬУ (саУах*ау*Ьх<Ьусх, 



они суть члены поляры 
[ И ) 3 (ей)* а* Ьх* сх]^. 

Между всей совокупностью произведенш ф, эквива-
лентныхъ съ произведетемъ даннымъ — Р , т. е. между 
всеми членами поляры сопоставлетя, содержащей данное 
произведете Р , различаютъ с м е ж н ы я э к в и в а л е н т ­
н ы й п р о и з в е д е н 1 я или с м е ж н ы е ч л е н ы п о ­
л я р ы с о п о с т а в л е н 1 я ; это — татя эквивалентный 
произведенш (}г и С^^, к о т о р ы я р а з н я т с я м е ж д у 
собою т о л ь к о о д н о ю п е р е с т а н о в к о ю д в у х ъ 
с и м в о л о в ъ ( и л и д в у х ъ п е р е м е н н ы х ъ ) в ъ 
д в у х ъ ф а к т о р а х ъ . Напртгвръ, 

$г = (аЬ)3 (сйу (ас)* (Ьс)' (айу Ь° с х

2 с / е/ и 
й = (аЬУ (сау (ас)8 (Ьс)3 (айу Ья* с? с/ е / . 

Для большей простоты мы разсмотримъ произведешя 
Р ' и (Ц съ однимъ перем'Ьннымъ, приведенныя выше. Пред-
ставимъ ихъ въ такомъ виде: 

Р = (аЬУ (со) (ас) (Ьй)й (ас) Ьх йх , 
Я = (аЬ)2 (ей) (ас) (ЬаУ (Ьй) ах сх . 

Теперь очевидно, что они отличаются другъ отъ друга 
факторами р = (ас) Ьх йх и д = (Ьй) ах сх. Переходъ отъ 

р къ а' можно совершить последовательно черезъ пары 
смежныхъ членовъ, отличающихся другъ отъ друга только 
одною перестановкою символовъ: 

(ас) Ьх йх , (Ьс) ах йх , (Ьй) ах сх. 
(или (ад) Ьх сх) 

Следовательно, между Р и $ можно вставить одно 
произведете 
Ях = (аЬу (ей) (ас) (Ьс) (Ьй)$ ах й х (или (аЬ)г (ей) (ас) (ай) (Ьйу Ьх сх) 
такое, чтобы переходъ отъ Р къ $ былъ черезъ пары 
смежныхъ членовъ. 

Такимъ же образомъ можно всегда между двумя экви­
валентными произведешями Р и ф вставить татя промежу-



точныя произведешя, чтобы переходъ отъ Р къ § совер­
шался черезъ пары смежныхъ членовъ, отличающихся 
другъ отъ друга только одною перестановкою двухъ сим­
воловъ. 

Мы заметили выше, что эквивалентныя произведешя 
Р = (аЪУ (ей) (ас)* (Ьй)Чхд,х , 
Я' = (аЬУ (сд) (ас) (Ъй)< ах сх 

суть члены сопоставлетя : 
И И с Д ) К Ч \ ся*ал. 

б 
Въ этомъ выражены надо различать два вида фальто­

вашй: в н у т р е н н 1 я и л и с т а р ы я ф а л ь т о в а н 1 я , дав-
ппя произведете (аЬ)2(со*), и в н ^ ш н 1 я и л и н о в ы я 
ф а л ь т о в а н 1 я , содержащаяся въ операщи сопоставлетя; 
последшя даютъ скобочный факторы (ас), (ай), (Ьс), (Ы). 

Вообще при различныхъ преобравовашяхъ символиче-
скихъ произведешй всегда необходимо различать эти два 
типа фальтовашй: в н у т р е н ш я и в н е ш н 1 я. В с я 
ц ^ л ь с и м в о л и ч е с к и х ъ п р е о б р а з о в а н ^ с в о ­
д и т с я к ъ т о м у , ч т о б ы у м е н ь ш и т ь ч и с л о п р о -
д у к т о в ъ в н ' Ь ш н и х ъ ф а л ь т о в а н 1 й и у в е л и ч и т ь 
ч и с л о п р о д у к т о в ъ в н у т р е н н и х ъ ф а л ь т о в а ш й , 
пользуясь тождествами въ § 4. Отсюда следуетъ, что 
эквивалентныя произведешя при ихъ вычислешяхъ пред-
ставляютъ затруднешя, такъ сказать, одного порядка. 

Мы уже имели примеры подобныхъ символическихъ 
вычислены: такъ въ § б мы стремились въ выражены 
^ = (аах) ау аи увеличить число старыхъ фальтовашй и 
получили выражеше а = ^ (аа$ (уг), которое и решило 
поставленный вопросъ; точно также въ § 6 мы опериро­
вали съ произведешемъ (аЬ) (аЬх) Ьу 6и , стараясь увеличить 
число старыхъ фальтовашй. Дальше намъ придется часто 
прибегать къ этому принципу символическихъ вычислены. 

Если взять разность двухъ смежныхъ эквивалентныхъ 
произведены, то при помощи тождествъ въ § .4 можно 



уменьшить число внъ-шнихъ фальтовашй и увеличить число 
внутреннихъ фальтовашй. Напримеръ, произведенья Р ' и 
0>\, приведенный выше, даютъ разность 

Р' ~ Я[ = (аЬ)г (ей) (ас) (ЪД)' [(ас) Ъх - (Ьс) ах] йх, 
но на основаши тождества I въ § 4 

Ъх(ас) — ах(Ьс) = сх(аЬ)у 

следовательно мы получаемъ выражеше 
Р ' - Я\ = (аЪ)3 (сд) (ас) {Щ> сх йх, 

въ которомъ число старыхъ или внутреннихъ фальтовашй 
увеличилось. 

§ 13. Примеры символпческпхъ вычислен!!!. 
Въ §§ 2, 6 мы построили полную систему неприводи­

мыхъ инварьантовъ и коварьантовъ двухъ бинарныхь формъ 
второй степени: 

а; , (аахУ ; Ъх*, (ЪЪху; (аЪ) ах Ъх, (аЬу. 

Обозначимъ эти формы сокращенно значками 

очевидно, что Д{= (/,/)в, А9~ (<р,<р\У &=(/,(р)х, Щ<г= (А<р)%-
Не трудно показать, что квадратъ формы # выражается 

ц^лою ращональною функцьей черезъ остальныя формы этой 
полной системы. 

Въ самомъ деле, мы можемъ написать 
$* — (аЪ) ах Ъх. (ах Ьх) аХх Ьхт. 

На основанш тождества IV въ § 4 мы имеемъ 
2ахаХхауаХу = ах

% ах\ + а* а* — (ааху (хуУ; 
поляризуя обе части равенства по переменному уу получимъ 

2а, ахж ау аХ1 = а* аХу аи + ах\ ау а, — (аахУ (ху) (хг); 

заменяя ух черезъ Ьв и ух черезъ — Ьх, гх черезъ Ьхг и гг 

черезъ — Ьхху получимъ 
2а, а1х (аЪ) (ах Ъх) = ах* (а, Ъ) (ах Ь,) + а,; (аЪ) (аЪх) — (аа^ Ьх Ъ1х; 



следовательно, принимая во внимаше, что ах (а г 6) (аг Ьг) = 
< И ) ^ : 20 й = 2 / . (аф) (а, Ъ,) Ьх Ъ1х- Л , . ? • 

но на основанш тождества Ш въ § 4 мы имеемъ 
2 (а, Ь) (аг Ь,) Ьх Ь1х = (а, 6)* 6^ + (а, 6 / 6 ; - (66,)* а1х, 

следовательно, принимая во внимате, что (а1ЬуЬ1х~^(а1Ъ1уЬх, 
получимъ: 20' = 2 Я Л Р . — Л9 /*—4. у*, 
т. е. 20 8 = - [ 4 . р * - 2 Д ^ . / р + Л ? . / 8 ] . 

Найдемъ, далее, выражетя сопоставлетй (0 , / ) и (0,р) 
черезъ формы полной системы. 

Мы имеемъ 
(.9, /) = (V, а/) = (да) К ах , (0, <р) = (0Х

Й, 6Х

8) = (0, 6) 0 Х Ьх. 
Такъ какъ 0 — &х = (аЪ) ах Ъх, 

то полярный процесъ дастъ 

М , = 4 ( « * ) [ « Л + о Л ] 
или 0Х &у (ху) = % (аб) (ху) [ах Ьу + Ьж]; 
на основанш тождества II въ § 4 (аЪ)(ху) = ахЪу — ауЪх, 
поэтому 20 х г9у (ху) = а / 6 / — а* Ъх*. 

Если въ последнее равенство подставить ух — а%, 
у% = — аг, то получится 

— 20 х (0а) ах = I. ВГ9 — Аг. <р , 

т. е. - 2 ( 0 , Я = - Й Л , Р . / - Л , . 

Если же въ тоже самое равенство подставить г/г = Ь я , 
= — то получится 

- 2 0 , (^Ь) = / . Д9 - В,г# <р , 
т. е. —2 (0, р) = ^ . / — ВГ9 , (р . 

Зная выражетя для (0, / ) и (0, р) можно весьма 
просто получить выражеше для &*. 

Въ самомъ деле, мы имеемъ 
0 е = (об) а х Ьх . 0* 8, 

но на основанш тождества I въ § 4 #х(аЪ) = ах(Щ — ЪХ(Щ 
№ = а, 1 (06) 6Л 0* — 6 / (0а) ах 0 Я = / . (0, <р) — <р . ( 0 , / ) , 



или снова получаемъ уже выведенное выражеше для № 

Не трудно также получить выражеше (#, #) 2 , если 
принять во внимаше: (&, #)2 = [вх

л, (аЬ) ах &я]2 = (аЪ) (&а) (Щ. 
Выше мы имели равенство 

— 2&х ($а) ах = /. ЯГ9> — Дг. <р = ах . Ег<р — Д{. Ъх ; 
если заменить хг черезъ Ьг и х2 черезъ — Ь19 то получится 
равенство 

— 2 {Щ (Щ (аЪ) = (аЪУ. Пич> — А(. (ЬЪ,у 
или 2 (&, #) 2 = ^ . й9 — . 

Наконецъ, легко показать, что выражешя («9, / ) 2 и (&, <р\ 
тождественно равны нулю. Докажемъ это для перваго. 

Мы имеемъ 
( ^ , / ) 2 = ( ^ в , а 1 , 8 ) 2 = ( ^ , ) 2 . 

Если же въ равенств* 
#х* = (аЬ) ах Ьх 

заменить хх черезъ а 1 2 и х2 черезъ — а 1 М то получится 
равенство {й^хУ — {аЪ) (аах) фах); 
но выражеше ^ = (аЪ) (аа^) (Ьа,) при перестановке симво-
ловъ а и а а обращается въ выражеше (ах Ь) (ах а) (Ъа) 
= (Ъа^ (а,а) (аЬ), имеющее прежше скобочные факторы, 
только вместо {аах) здесь стоитъ (а^а) — — (аах); следо­
вательно, .разсматриваемое выражеше меняетъ знакъ при 
перестановке тождественныхъ символовъ а и аг, но вслед-
ств1е тождественности символовъ а и ах должно получиться 
опять прежнее выражеше ^ , т. е. д = — %, или д Н- д = О, 
откуда ^ = 0. Такимъ образомъ мы доказали, что ( # , / ) 2 = 0. 

§ 14. Фунвц1ональный детермпнантъ и детер-
минантъ Гессе. 

Если мы имеемъ две бинарныхъ формы 
/=ах

п, <р = Ъх

т , 
то выражеше изъ ихъ первыхъ производныхъ 

1 / а/. д<р д/ д<р \ 



называется ф у н к ц д о н а л ь н ы м ъ д е т е р м и н а н т о м ъ 
э т и х ъ ф о р м ъ , или д е т е р м и н а н т о м ъ Я к о б и. 

Взявъ первыя производныя формъ / и мы получимъ 

ё-=ш'"~1а» Ётш'~1а*' й = т Ь * т ~ 1 Ь " 5 = т Ь - " - , 6 « ; 

следовательно функщональный детерминантъ формъ / и <р 

равенъ ~ (ао) а*" о*1" , т. е. первому сопоставлешю этихъ 

формъ (/, <р). 
Не трудно показать, что квадратъ функщональнаго де­

терминанта можно п р и в е с т и къ виду целой ращональной 
функцш формъ / , <р и ихъ вторыхъ сопоставлешй: 

2 (/, 0 й = - [(/, Л ~ 2 ( / , Л / Р + <р)г /*]; 
это мы доказали для случая двухъ формъ второй степени 
въ предыдущемъ параграфе, и въ общемъ случае ходъ 
доказательства остается прежнШ. 

Докажемъ, далее, что функщональный детерминантъ 
отъ функщональнаго детерминанта (/, <р) и новой формы 
ф = с / всегда есть ф о р м а п р и в о д и м а я , т. е. выра­
жается целой ращональной функщей черезъ формы низ-
шихъ степеней. Поступая аналогично тому какъ въ преды­
дущемъ параграфе, заметимъ, что искомое выражеше 
V = [(/> <р\ Ф\ Р а в н о 

( Л т + Я - 2 , с / ) = (7с) 7/»+'^ 8

 с / - 1 9 

где = (/, <р) = (а&) а / " 1 Ьх

т~'. 
Возьмемъ поляру отъ 7 ; получимъ 

7,-+*- в 7 , = п + ^ П г [ ( я - 1 ) ( а 6 ) а * - ч , а , Ь . " - 1 + 
+ ( т - 1 ) (аЬ) а , - 1 Ь,—» Ь5] 

подставивъ вместо г/!, ?/2 соответственно с%, — с, и умно-
живъ обе части равенства на с / " 1 , мы получимъ 

(/с) л т + я - в с / - 1 = г / = ~ 2 ( а с ) а * й ~ й Ь * т ~ 1 с * * - 1 + 

ш—1 
+ №) (Ьс) а , - 1 б."-» с / - . 

з 



На основанш тождества III въ § 4 мы имеемъ 
(аб) (ас) Ь, с. = 4 (ас)2 6 / + ^ (об)" с / — ^ (Ьс)2 а,» , 
фа) (Ьс) ахся = ^ (6с)2 а*2 + | (6а)2 с / — ^ (ас)2 6 / . 

Следовательно, 

и = 2 ( ^ = 2 ) [ ( й С ) 2 а ; " 2 " 2 ^ " + { а Ь ? а " ' * Ь ° " " °* " ( & С ) 2 Ь"'" 2 С * * ] 
371—1 

~ 2(п+т-2) К & С ) 2 6 - " 2 С ' а ? + ( 6 а ) 2 &* а *'' С * - ( а С ) 2 а*"*С?'* Ь"Л 
и отсюда получаемъ окончательное выражеше 

К/. 0 . Я = 2Гп+ш=21 (/• 0* • Ф + * •? ~ (?> Ф)* • /] • 
Изъ этого соотношения легко получить соотвътственныя 

соотношешя предыдущаго параграфа. 
Функциональный детерминантъ первыхъ производныхъ 

п дхг ' ' 2 п дх3 

данной формы / = а*, т. е. выражеше 

Л (п-1) а \дх1 дх2 дх^дх^) п^п-Г^удх^дх* 16x^x^1 ) 

называется д е т е р м и н а н т о м ъ Г е с с е для данной би­
нарной формы / = а/ . 

Не трудно усмотреть, что детерминантъ Г е с с е есть 
второе сопоставление формы / съ самой собою, т. е. 
Н=а,П2 = (аа1Га,Г2 ^ • 

§ 15. Построен1е полной системы бинарной 
формы третьей степени. 

Разсмотримъ бинарную форму 
/ — ах = а1х ~ аЯх = . . . . 

третьей степени. 
Детерминантъ Г е с с е для этой формы 

(А / ) . = ( Щ ) * а * а 1 Х = 4 е = Л 

есть неприводимый ковар1антъ второй степени относительно 
переменныхъ и втораго порядка относительно коэффищен­
товъ данной формы. 



Детерминантъ Г е с с е отъ Л имеетъ видъ 
В=(Д,Д^ДДУ^^аа^а^, (а 2 а 9 ) 8 а % х а Ъ х \ 

=^[аа 1) 2(а ва 8) 2(аа я)(а 1а 3)+(аа 1) 2(а 8а а) 2(аа 8)(а 1а 2)]; 
но произведены въ скобке [] тождественны, потому что 
отличаются другъ отъ друга перестановкою тождественныхъ 
символовъ а и ах; следовательно, 

В = (аа,)* (а 2а 3) 2 (аа 2) {ахав); 
это есть неприводимый инвар]антъ формы / . 

Наконецъ, функциональный детерминантъ / и Д 
(/, Л) = (аД) ахЧх = (аагу (а,а) а1х а 2

2 =ЯТ* = Я 
есть неприводимый ковар1антъ формы / третьей степени от­
носительно перемънныхъ и третьяго порядка относительно 
коэффишентовъ. 

Ч е т ы р е ф о р м ы /, Д, В, составляютъ п о л н у ю 
с и с т е м у неприводимыхъ инвар1антовъ и ковар1антовъ би­
нарной формы третьей степени / . 

Для того, чтобы доказать это предложение, надо пока­
зать, что все остальныя формы, происшедшш черезъ сопо-
ставлешя / , Д и приводятся къ произведетямъ этихъ 
формъ и инвар1анта В или тождественно равны нулямъ. 

Следовательно, надо показать, что скобочные факторы 
( 0 * 0 , (аД)у (ДДХ), {аЯ), {ДО), 

суть р е д у ц е н т ы , т. е. всякое символическое произведете, 
содержащее одинъ изъ этихъ скобочныхъ факторовъ, п р и ­
в о д и м о ; подъ этимъ терминомъ мы будемъ подразуме­
вать приводимость къ произведетямъ формъ / , Д, Р , 1$ 
или къ нулю. 

1) Ф а к т о р ъ (ааг) е с т ь р е д у ц е н т ъ . Если сим­
волическое произведете Р имеетъ факторъ {ащ), то въ 
немъ символы « и а , должны встречаться еще по два раза; 
следовательно, Р должно содержать факторы 

л = {аах) а$аха17}а1у, 
где ^, ж, эу, у обозначаюсь каше угодно символы. Это 



выражение п очевидно служить смешанною полярою отъ 
выражешя /у == (аа,) а/ а* 

и, конечно, одновременно съ послъднимъ приводимо. Сим­
волическое произведете 77 разлагается, какъ мы знаемъ, 
въ рядъ 

П = (ааг) (ах

% а1х), + «; (аа,У {ах а1х) (ху) + ай" (аа,У (хуУ, 
У 9 

въ которомъ первый и послъдшй члены равны тождественно 
пулю, такъ какъ при перестановки тождественныхъ символовъ 
а и а, они мъняютъ знакъ (см. конецъ § 13). Следовательно 

77 = «Цаау^а^Цху) = &хйч(ху) (*[ = = Л 
V 1 / 

сводится къ поляре й, умноженной на (ху). 

2) Ф а к т о р ы (аЛ) и (ДА,) с у т ь р е д у ц е н т ы . 
Если символическое произведете Р содержитъ факторъ (аД), 
то оно имеетъ факторы 

я- = (ай)а^а,сЛу ; 

это же есть поляра отъ выражешя 

77 = (аД) ах

г Д у , 

которое разлагается въ рядъ 

П = (аД) {ах

% Д*)я + Й1 (аД)2 а* (ху) 
= ( / ,Д) , + < ( / , Д ) 8 ( ^ ) . 

Приводимость /7 зависитъ отъ приводимости (Л Д) и 
( / , Д)а; но (/, Д) = Я, а приводимость (/, Д)в не трудно 
доказать: 

(/, Д) 2 = (агьуа%= (аа,у (а2а) ( а д ) а%х 

= % (аа,) (ааг) (а,аг) [(аа,) а%— (аа2) а 1 т + (а,а%) ах] 
~ 0 ; ,(по § 4 тожд. I) 

здесь три отдельныхъ члена получаются перестановками 
аг съ аг и а 2 съ а въ произведены (шху (йга) (а2ах) а й х . 

Аналогично этому можно показать, что (ДД^ есть реду-
центъ, потому что (Д, Д) = (ДДХ) Д, Д 1 х ^ О, а (Д, Д)2 = Я. 



3) Ф а к т о р ъ (а Я) е с т ь р е д у ц е н т ъ . Символи­
ческое произведете, Р содержащее факторъ (аЯ) должно 
содержать и факторы 

тг ~ (аО) а? ах ф 7 Яу ; 
это же выражеше тг есть смешанная поляра отъ выражешя 

П = ( А © а*8 ЯУ* 
которое разлагается въ рядъ по полярамъ трехъ сопоставление 

(/, Я), (/, Я),, (/, Я),. 
Приводимость этихъ сопоставлены мы должны доказать. 

Мы им-Ьемъ Я,* = ( А ^ О ^ Д , ; 

применяя полярный процесъ, получимъ 
. 3«," ЯУ = ( О , Д ) [ < Ау + 2а й , а 8 у А , ] = 9, + 26?2 . 

Такъ какъ разность поляры съ однимъ изъ ея членовъ 
содержить множитель (а%Ау аи : 

З В , В - 3 ^ г = ( а 8 Д ) [а* Д „ - а%х айу Д , ] 

= ( а Г Д ) 2 а ^ ( а ^ ) , 
то она должна равняться тождественно нулю, ибо (/, Д ) Я = О ; 
следовательно, мы им^емъ 

Я/ Яу = (аЛУ ъ%х % Ах = М ) < а у . 

Подставивъ въ последнее равенство —а 1 в вместо г/г и 
а п вместо у2, мы получимъ по умножеши обеихъ частей 
равенства на а*х 

( А , 6) 0 / = ( « • * ) ( А Х А » ) а 2 , Д , а 1 ж ; 
переставивъ А , съ а 2 мы получимъ 
( а г ^ ) а 1 ^ / = ^ ( а 1 а г ) а 2 х а ] А [ ( М ) а 1 х — ( а 1 Д ) а Я х ] (по§4тожд.1) 

= — ^ а д О ' А ^ А » * - Д Х * 

т . е . (/, <2) = - ^ Д 8 . 

Подставивъ въ равенство Я*Яу — ( а 8 Д ) 8 а 2 Х Д „ вместо 
ж символъ а,, мы получимъ по умножеши обеихъ частей 
равенства на а1у 

(ЯъУ Яу % — Д ) Я ( » я « О * « 1 , д « , ; 

но (ая Д ) 8 (о, а^ 8
 А , , Д У = [(ах а я ) е

 А 1 У <ц, Д Д = ( Д , Д ) , 



следовательно 
(Л Я\ =* (А,А) - (ДДЛД.Д,, = О. 

Наконецъ, подставивъ въ равенстве О* = (а 2 Д)а 2 х Д х 

вместо ж символъ а х , мы получимъ 
(ОагУ = (ае Д) (а 2 а х) 2 (ДаО = — [(а, а2) а1х а%х, А/) , 

следовательно (/, Я)ъ = (Д, Д)2 = Е. 
Такимъ образомъ мы доказали, что факторъ (аО) есть 

редуцентъ. 
4) Ф а к т о р ы (АО) и (ЯЯХ) с у т ь р е д у ц е н т ы . 

Подобно предыдущему надо доказать, что (Д, О), (Д, Р ) 2 ; 
(0,0\ суть выражены приводимыя. 

Подставивъ въ равенстве О*Яу = (а 2Д)а 2

2 Д вместо уг 

символъ — Д2 и вместо у2 символъ Аг, мы получимъ по 
умножены на Ах 

(Д©)5 х "А х =(а | Д) ( Д ^ Х Д , , 
= 4 (АхА) а2,[(а2Д) Д и - ( а А ) Д , ] 
= $ (Д,Д)2. < , 

т . е . (А,0) = 1Я./. 
Если въ томъ же равенстве заменить х символомъ Д, 

то получится 
(2А)' Оу = (а2Д) (аА)* А, - [(/ , Д,) 2, Ах Ау] 

и такъ какъ (/, Д^ = О, то мы имеемъ 
( А , Р ) й ^ О . 

Наконецъ, докажемъ приводимость (<2, д)2. Для этого 
подставимъ въ прежнее исходное равенство вместо х сим­
волъ Ох и умножимъ обе части его на 01у, тогда получимъ 

09 Ог9 = (аг А) (а, ОУ Ау Оу; 

(/> Я)г = {а,ОУ а>хЯх тождественный лулъ и поэтому 

кроме того (адУ (ах <2У — а„ = (адУ(ху) (по § 4 тожд.Ц); 
складывая почленно эти два равенства, мы получимъ 



полагая х — А мы получимъ по умножевш на Ду 

(аду (аД) & А, - 4 (а^)». А/ = 4 Д . Д,». 
Такимъ образомъ мы получаемъ 

Такъ какъ ^ есть функциональный детерминантъ 
/ и Д, то его квадратъ приводимъ и имеетъ такое вы­
ражеше черезъ / и Д по § 14: 

2 р * = - [ Д 8 + Д . / * ] 
или, иначе говоря, между д, Д, Е й / существуетъ целое 
ращональное соотношеше 

2 ^ 4 - Д8 + Д . / * = 0 . 

Подобныя ц^лня ращопальныя соотношешя между не­
приводимыми ковар1антами формъ называются с и д з и -
г 1 я м и. Эта сидзипя для неприводимыхъ коваргантовъ 
формы третьей степени впервые была получена англ1йскимъ 
математикомъ К э л и . Въ § 13 мы имели также примеръ 
сидзипй — соотношеше между неприводимыми ковархантами 
совместной системы двухъ формъ второй степени. 

§ 16. Построен1е полной системы бинарной 
формы четвертой степени. 

Разсмотримъ бинарную форму четвертой степени 

/= а, = <ж = а** = 
Возьмемъ неприводимые ковар!анты этой формы 

с/; л - ( « м о 4 = з , 

(/. А) = (аД) л, 8 Дх

3 = (аа,У (о»ах) < а,8 а1х = Т л

в = Г , 
(/, Д)4 = (аД)4 = (аа${аха$ {а%а)г = ^. 

Д Л Я доказательства того, что эти неприводимые кова-
р1анты обраэуютъ полную систему надо поступать аналогично 
предыдущему параграфу, т. е. надо показать, что факторы 

«иц), (оД), (ДА,), (аТ), (ДТ), (7Т Х ) 



суть редуценты, для этого же достаточно показать, что со-
поставлешя формъ / А и Т, попарно взятыхъ, приводимы. 

Обычныя символичесшя вычислешя дадутъ слъдуюшдя 
выраженш для сопоставление формъ / , Д и Т: 
(/, Д) = Т, (/, Д), = ^ . / , (/, Д)3 = 0 , (/, Д)4 = I; 
(Д,Д) = 0 , ( Д , Д ) 2 = у . / - р . Д , (Д,Д)8 = 0 , ( Д , Д ) 4 = р 2 ; 
2(Т, / ) = Д 8 - р . Д ( Т , Д = 0 , 4 (Т , / ) 8 =-7 .Д -Л / ; ( Г / ) 4 = 0 ; 
2(ТА) = ^Л-Х/), (Г,Д) 2=0, 4(2 7 ,Д) 8 =^Д-р. 2 / , (Г,Л) 4=0; 
(Т,Т) = 0, 1 2 ( Т , Т ) е = - р ^ в - 2 / ^ . / + р . я / й ] , ( Т , Г ) 5 = 0 , 
(Т,Т) 4 = 0 , (Т ,Г) 6 = 0 , 4 ( Т , Г ) в = / 2 - ^ 3 . 

На основанш § 14 мы можемъ написать для квадрата 
функцюнальнаго детерминанта Т = ( / , Л) такую формулу: 

2 Г 2 = - у - ^ 7 . / 2 . Л + 
или, иначе говоря, между неприводимыми ковар1антами би­
нарной формы четвертой степени существуетъ сидзигы: 

1 2 Т 2 + б 4 8 - 3 7 . / « . Л - 2 / . / 3 = 0 . 

§ 17. Графо - химическое построен!е полныхъ 
совмФстныхъ системъ. 

Въ § 2 мы построили при помощи графо-химическаго 
способа полную совместную систему двухъ бинарныхъ формъ 
второй степени. 

Разсмотримъ теперь две бинарныхъ формы второй и 
третьей степени 
/ = а* = а}х = а?х = . . . . , В = {аах)г; 
<р = ах

в = а?х = = • • • • > т == (<**1У « А ? « I X , 
р = (аа^ 2 («>«) оцх <*2х , Л = (ааО8 (а8«8)2 (а«в) ( а д ) ; 

пусть для первой формы полная система будетъ пред­
ставлена такъ : /—• , I ) ; 
а для второй — | | 

« - р — , « - г - * , *-р~* , А. 
На основанш того же предложетя, на которое мы 

ссылались въ § 2, полная совместная система двухъ дан-



ныхъ формъ получится, если совершить всевозможная фаль­
товатя степеней / съ произведениями степеней г, р и 
взять изъ нихъ неприводимый. Эти формы можно пред­
ставить наглядно графо-химически. 

Соединения 
Г 

даютъ четыре формы неприводимыя. Соединетя же про­
пущенный р <рг , «— / 3 ц <р* —• 

даютъ распадавшаяся формы и / = , /== ^ —• 
и «—/8 ^ . 

Соединетя «—/—г—* , / — г даютъ две непри-
водимыхъ формы. 

Соединетя / съ р будутъ того же типа какъ для ( с ъ 
<р, но изъ нихъ надо исключить первое, потому что функ- ч 
щональный детерминантъ отъ функщональнаго детерминанта 
[ /» ( ^ г ) ] п 0 § ^ е с т ь Ф ° Р м а приводимая, и последнее, по­
тому что квадратъ функщональнаго детерминанта есть форма 
приводимая. Остальныя соединетя 

/ = / > - > , 
даютъ ДВ*Б неприводимыхъ формы. 

Наконецъ, изъ соединешй степеней / с ъ произведетями 
<р, г, р только одно не есть распадающееся — это соединеше 

РШ.9Р 
даетъ одияъ неприводимый инваргантъ. 

Такимъ образомъ мы показали, что полная совместная 
система двухъ бинарныхъ формъ второй и третьей степени 
содержитъ 15 неприводимыхъ инвар1антовъ и ковар1антовъ: 

(/,?), (/. 9\> С Л ? ) . , ( Л Л ; 
(/, г ) , (/, г ) г ; 
С / . р \ . ( А Л ; ( Л у / О -

Подобно предыдущему можно построить при помощи 
графо-химическаго метода полную совместную систему двухъ 



бинарныхъ формъ третьей степени; получится 26 непри­
водимыхъ инвар1антовъ и ковар1антовъ: 

/, 1уг,В\<р,тур, Д\ 
(/, ?), (/, ?\ (/ ?)3; (/, г), (/, г)„ (/, г*)8 

7), г) 8; ((, р\; (г, $г>)2, (г, р ) 8 ; 
( г , ^ ; (г , /о) в . 

Построете полной совместной системы двухъ бинар­
ныхъ формъ третьей и четвертой степени при помощи этого 
же графо-химическаго метода изложено въ моей статье 1 ) : 
„ОтапзсЬе АпЗДеПипз аея 81тиНапеп 8уз1еп)8 етег сиЫзсЬеп 
ип(1 етег ЫдоадгайвсЬеп Гогт, тсоаигсЪ (Не ВеЪегешйттип^ 
о!ег а^оппзйвсЪеп ТЬеопе ипй аег зутЬоНзсЪеп 1пуапап1#п1;пеопе 
пег^евЫи 181". Эта система содержитъ 61 форму. 

Процесъ, который мы имеемъ въ виду изучить въ этомъ 
параграфе, аналогиченъ полярному процесу, но относится 
не къ переменнымъ, а къ коэффищентамъ формъ; этотъ 
процесъ называется обыкновенно А р о н г о л ь д о в ы м ъ 
п р о ц е с о м ъ . 

Разсмотримъ две формы одинаковыхъ степеней 

Аронгольдовъ процесъ есть дифференщальный процесъ 
вида 

' = к * + з г *' + й * + + й '• 

его называютъ также п р о ц е с о м ъ д. Мы покажемъ, что 
этотъ процесъ есть и н в а р 1 а н т н ы й п р о ц е с ъ , т. е. 
применеше его къ инвар1анту г (а 0 , а х , . . . ая) даетъ въ 

§ 18. Аронгольдовъ процесъ. 

1) Ученыя Записки И м п е р. Юрьев. Универс. № 4, 1900 г. 



результате совместный инвар1антъ гх (а0, аг, ... ан; а 0 . . . а") 
двухъ формъ / и (р. Для этого мы нерейдемъ къ симво­
лическому определешю процеса д. 

Разсмотримъ для примера две формы второй степени 
/ и <р. Для_ первой изъ нихъ мы имеемъ инвар1антъ г 
= 2 (а0 аг — ах*) = (аах)2. Применеше процеса д дастъ въ 
результате : 

дг = 2 (аг а0 — 2аг ах + а0 а8) 
= 2 (а 2

2 а,2 — 2 а х а 8 ах а 8 + а,8 а8«) = 2 (а, а2— а 8 о,)*= 2{аа)%; 

но тотъ же самый результатъ мы получимъ, если въ сим-
волическомъ выраженш инвар1анта г = (ааху заменимъ по­
следовательно символы а и ах черезъ а и возьмемъ сумму 
результатовъ л - ^ + (аау = 2 (аа)*; 

новое д е л ь т а и р о в а н г е инварганта гх = (аа) г дастъ (с^а)2 

— инвар1антъ г для формы ^, 
Разсмотримъ другой примеръ. Пусть даны две формы 

четвертой степени / и у. Для первой изъ нихъ мы име­
емъ инвар1антъ 

/= {аах)\ах а2)г(<ш,)2 = 6 (а0 агак + 2ах аг<ц — а в

8 — а 0 а8

8— а^а,) 

третьяго порядка относительно коэффищентовъ а. 
Вообразимъ', что мы отъ символическаго выражешя 

I = (ааху {ахаг)г (аа 8) 2 переходимъ къ его развернутому виду, 
но предварительно заменимъ произведешя изъ символовъ 
а черезъ действительные коэффищенты а, произведешя изъ 
символовъ ах черезъ а и произведешя изъ символовъ аг 

черезъ а"; такимъ образомъ мы получимъ выражеше 1Х 

первой степени относительно каждой группы величинъ а, а', а", 
которое дастъ развернутое выражеше если въ немъ по­
ложить а — а = а ; но чтобы получить д^, мы можемъ сна­
чала продельтаировать 1Х по а, а, а въ отдельности сло­
жить полученные результаты и затемъ уже положить 
а = а = а", при этомъ дельтаироваше по а, заменить а 
черезъ а, дельтаировашя по а , а точно также заменять 



а\ а соответственно черезъ а, а", т. е. въ символической 
форме дадутъ результаты 

(аад* (ау а%)* (аа в ) в , (аа^ ( е д ) 8 (аа в ) в , {шг)* ( а д ) ' (ааг)*; 

следовательно, мы получаемъ 
дЗ == д {аа,)г (ед)* (аай)* = 3 (аа х) 2 ( а д ) 8 {аа2)\ 

Изложенное раз су ждете можно применить къ дельта-
ировашю какого угодно символическаго произведешя, 

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ заключешю, что 
результатъ применения Аронгольдова процеса къ символи­
ческому произведенш равенъ сумме результатовъ последо-
вательвыхъ заменъ въ немъ символовъ а, а х , а^, . . . сим­
вол омъ а; откуда следуетъ, что Аронгольдовъ процесъ есть 
инвар1антный процесъ. 

Аронгольдовъ процесъ даетъ возможность по извест-
нымъ инвар1антамъ и ковар1антамъ строить новые и, следо­
вательно, имеетъ большое значеше для теорш инвар1антовъ. 
Кроме того, этимъ процесомъ можно пользоваться для вы­
вода новыхъ соотношешй между инвар1антами и ковар1ан-
тами изъ известныхъ уже соотношенШ. 

П р и м е р ы . 

Возьмемъ бинарную форму четвертой степени 
/ = а / = а,* = ай* = . . . . ; 

ея полная система по § 16 состоитъ изъ формъ 
/, Л = (аа,Уа*аи, й = {аагУ, 

Пусть формою <р для Аронгольдова процеса служить 
детерминантъ Г е с с е А данной формы/ ; т. е. процесъ д 
определяется равенствомъ 

иначе говоря, процесъ д переводить форму / въ ея Гессев-
скШ детерминантъ. 

Мы получаемъ при помощи процеса д изъ формъ пол­
ной системы следуюшдя формы: 



дй = д(аа1уах*а*= 2(Дах)*й?а* = 2 ( Л , Д , 
или по § 16 

<М = 1 - 7 . / ; 
7 = д (аа.У = 2 {йа,У = 2 / ; 

< ? Т = <?(/, Л) = (<?/, 4) + (/, дД) 

= (Д,й) + (/, 1 .7 . / . )== о. 
= <?(/, 4) 4 = (<?/, Д\ + (/, Л1)4 

- ( 4 Л) 4 + * ^ . ( / , А 

Прим-вняя Аронголъдовъ процесъ къ нвкоторымъ изъ 
соотношение въ § 16, мы можемъ получить остальныя: 

изъ соотношешя (/, 4) й = ^3./ 
получаемъ дельтаировашемъ такое соотношеше: 

(д/,Д\ + (/,Щь= * ( Л 7 . / + -7- 4 0 . 
или (4, 4 , + 4-7. ( / / ) , = * ( 2 / . / + - 7 - 4 , 
и отсюда (4, 4) в = ^ / . / — ^ . 7 . Л ; 

изъ соотношен1я ( / 4)4 = . / 

получаемъ дельтаировашемъ такое соотношеше: 
( * / 4 > 4 + ( / , & 0 4 = А 7 \ 

или (4,4)4 + р . ( / Л в 1 ^ , 
и отсюда (4 4)*= <-«7в; 

изъ соотношенш 2(!Г, / ) = 4 8 — ^ -7 •/* 
получаемъ дельтаировашемъ такое соотношеше: 

или 2 (Г, 4) = 4 / . р . 4 - / . / ) ; 

изъ соотношенш 4(Т,/)9 —Э.Д —«/./ 
получаемъ дельтаировашемъ такое соотношеше: 

4(<?Т,/) 8+ 4 ( Г , 4 0 | в А 7 ^ + « 7 . ^ - А / У - 7 . « У 
или 4 ( Г , 4 ) 8 - / . 4 - ^ ^ » . / . • 



§ 19. Эвектантный процесъ. 
Если мы им-Ьемь форму п-й степени 

и въ Аронгольдовомъ процесв 

л. д -

заменить коэффищенты а 0 , а 1 ( о:,, ихъ символиче­
скими выражешями ах

Л, а," - 1 а, , . . . . а 2

п черезъ символы 
а х , а,, и затъмъ символы ах, заменить черезъ х% и — хх, 
то получится такъ называемый э в е к т а н т н ы й п р о ц е с ъ 
для формы / : 

Изъ извъстныхъ намъ свойствъ Аронгольдова процеса 
можно вывести соответственный! свойства эвектантнагопроцеса. 

Если мы имйемъ некоторый инвар1антъ формы / въ 
виде произведевоя скобочныхъ факторовъ, то результатъ 
применешя къ нему эвектантнаго процеса равенъ сумме 
результатовъ последовательныхъ заменъ въ немъ символовъ 
а х , а я черезъ х2, —хх или для большаго удобства черезъ 
—хг, ху. Напримеръ, для формы второй степени / = а* 
инвар1антомъ служить г — (оях)2. Црименяя къ нему эвек­
тантный процесъ, получимъ 

т. е. самую форму / , умноженную на числовой факторъ 2. 
Точно также для формы третьей степени / = ах инвар1ан-
томъ служить г = (оо^ Е (а 8 а 8 ) в (аай) (й^а,,). Применяя къ 
нему эвектантный процесъ, получимъ ковар1антъ 

ег = ( а д ) 8 ( а д ) а*х а 8 х + ( а д ) 8 (ааъ) а? а3х + (аа,)2 (аа а3) а 8 х ах + 

ег = а^Н- а/ = 2 а х

8 , 

+ (ал 1)'(«иц)а >;а г х 

= 4 ( а д ^ а д ) ^ а* = 4 [а^, ( а д ) 8 а*,а 8 х ] ; 



это есть неприводимый ковар1антъ третьяго порядка: функ-
щональный детерминантъ отъ формы / и ея Гессевскаго де­
терминанта (/,/),» — (а я а 8 ) 8 агх а3х. 

Изъ всего этого ясно, что эвектантный процесъ есть 
и н в а р 1 а н т н ы й п р о ц е с ъ : онъ в о з с т а н о в л я е т ъ 
изъ инвар1антовъ данной формы ея ковар1анты. 

§ 20. Р*шен1е кубическаго уравнен!я и изслФдо-
ван!е его корней. 

Въ заключете нашего изложетя основъ символической 
теорш инвар1антовъ мы покажемъ примерь приложены этой 
теорш къ р-вшенш вопросовъ алгебры, — именно къ рйшенпо 
вопроса о корняхъ кубическаго уравнешя съ однимъ неиз­
вестными < /^ч*^ 

Разсмотримъ кубическое у р а в н д й ^ У ^ Ч ^ 
- - - - ^ " т 4 ^ 
а0 х* •+ За а х* + аг% +\ аъ — ^ ч ф ^ ч 

ему соответствуем форма третьей степени . 

/ = а0 х? + Ъа>1 х% + За3 хх хл* + а8 х2*. 

Решить данное кубическое уравнеше, это значить найти 
три линейныхъ множителя, на которые распадается куби-
ческШ многочленъ, стояшдй въ первой части уравнешя. Мы 
же найдемъ соответственные линейные факторы, на которые 
распадается форма / , пользуясь сидзипей К э л и для непри­
водимыхъ инвар1антовъ и ковар1антовъ формы / (§ 16): 

2 0 е + А8 + Я . Г = О . 

Изъ этого соотношешя мы имеемъ 

Д9 = - (2<? + Я . П 

= - 2 ( ^ + / 1 / ^ | ) ( ^ - / 1 / = | ) 
Такъ какъ въ левой части этого соотношешя сто­

ить точный кубъ, а въ правой части два множителя 



<2 - г - / ] / — М. и — / | / _ . ^ вообще не имеютъ общаго 
множителя, то необходимо, чтобы оба этихъ множителя были 
точными кубами, т. е. 

следовательно, = — 2 ссх. Д . 

Теперь не трудно видеть, что данную форму / можно 
представить въ такомъ виде: 

/ = с . (а / - / У ) = с . (а, - (а, - еД) (а, - е%), 

где с некоторое постоянное количество, е одно изъ мнимыхъ 
значенШ ^ (—1 ± V—3) кубическаго корня изъ — 1 , а ах,' Д 
суть линейные факторы, на которые распадается Гессевсшй 
детерминантъ Д для формы /. 

Такъ какъ ах и Д суть выражетя 

то форму / можно представить еще въ такомъ виде 

Такимъ образомъ можно двоякимъ способомъ найти 
линейные факторы, на которые разлагается форма / : по 
первому способу требуется определете линеиныхъ факто­
ровъ ах, рх Гессевскаго детерминанта данной формы, по 
второму способу требуется извлечете корня третьей степени 
изъ выражешй ф + /V-1, (3 — /У-\. 

Изъ последняго разложения формы / на линейные фак­
торы сл^дуетъ, что при действительныхъ коэффищентахъ 
формы /1 если Я = (Д, Д)а = (аа^ (а2а8)% (аа^ (ахОъ) есть 
отрицательная величина, то одинъ линейный факторъ будетъ 
действительный, а остальные два — мнимы; следовательно, 



у соответственна™ кубическаго ураввешя съ действитель­
ными коэффищентами при условш В < О одинъ корень бу­
детъ действительный, а два — мнимы. 

Если инварианта В = О, то мы получаемъ изъ преды-
дущихъ соотношение ^ = 2 ^ 3 = 2 ^» 

и кроме того Д = 2 а/; 

но мы имеемъ (/, Д) = Я, следовательно можемъ написать 

2 ( о в ) а , в а , - 2 о в

в ; 

или сокращая обе части равенства на ах, получимъ тожде­
ственное равенство , ч » й 

^ (аа )а / = а*, 

которое показываетъ, что а* есть квадратный факторъ 
формы / . 

Въ самомъ деле , мы имеемъ 

(аа)* ах — [(аа) ах

%, в , | = | а / , а,] = О , 
(аа)8 - [(аа) а*, а / | 2 = |ах*, « Д , = О ; 

последнее тождество показывав гъ, что хх = а 8 , х% = — а4 

удовлетворяютъ уравнешю ах = = О; предпоследнее же по­
казываетъ, что 

ах (аа)* — О , аг (аа) 8 = О, 

т. е. и первыя производныя отъ формы / = а*8 

(1Х 0/$ у а 8 О/в* 

тоже обращаются тождественно в ь нуль при 3 ^ = а 2 , хг— — а х , 
т. е. первыя производныя содержат ь факторъ ах; следо­
вательно, форма / = а*8 содержитъ въ себе факторъ а с

й , 
потому что степень каждаго фа стора / понижается диффе-
ренцировашемъ на единицу. 

Если при равенстве нулю Я некоторая форма имеетъ 
квадратный факторъ, или, что тоже самое, соответственное 
целое алгебраическое уравнеше имеетъ два равныхъ корня, 

4 



то выражете В называется д и с к р и м и н а н т о м ъ данной 
формы или даннаго уравнетя. Изъ предыдущего слт>дуетъ, 
что для кубическаго уравнетя или для формы / третьей сте­
пени инвар1антъ 

Ят= 4 {6а0а,а2 а3 - 4а 0 а 2

3 - 4 а / а 3 + За?а2 - а*а*) 

служитъ дискриминантомъ. 

Если ГессевскШ детерминантъ формы / 

^Д = (а0а2 — а*) х? + (а0аэ— ед)зд+ ( а д — а2

2) з8" 

тождественно равенъ нулю, т. е. 

а0а2 — а* — О, а0аъ — аха% = О , а,а3 — а2 = О , 

то, какъ мы уже показали во введенш (стр. 7), форма / 
третьей степени есть полный кубъ, и соответственное ура­
внете имеетъ три равныхъ корня. 
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