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Liihikokkuvote

To66s vaadeldakse maatrikseid iile lineaarselt jarjestatud Abeli riihma A ja
iile kommutatiivse monoidi A+, mis on saadud rithmast A vilise vithima ele-
mendi | lisamisel. Analiitisitakse teist jarku ruutmaatriksite poolriithmade
(My(A),-) ja (My(A*1),-) struktuuri, kus maatriksite korrutamine on defi-
neeritud sarnaselt troopiliste maatriksite korrutamisega. Antakse poolrithma
(My(A),-) Greeni seoste R, £ ja H kirjeldus ning poolriihma (My(A71),-)
idempotentide kirjeldus. Niidatakse, et poolringis My(AL) on koik nullist
erinevad idempotendid taisidempotendid.
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ria, algebra, riithmateooria.

Marksonad: algebra, maatriksid, kommutatiivsed rithmad, poolrithmad



TROPICAL ALGEBRA AND MATRICES OVER ORDERED
ABELIAN GROUPS
Master’s thesis

Marilyn Kutti

Abstract

The master’s thesis explores matrices over a linearly ordered Abelian group
A and over the commutative monoid A+, which is obtained by adding the
external least element L to the group A. The study analyzes the struc-
ture of second-order square matrix semigroups, denoted by (Ms(A),-) and
(My(A?1), ), where matrix multiplication is similar to the multiplication of
tropical matrices. A description of the Green’s relations R, £ and H on the
semigroup (Ms(A),-) is provided, as well as a description of idempotents in
the semigroup (My(A”),-). Additionally, it is demonstrated that in the se-
miring M,(A?1), all non-zero idempotents are full idempotents.

CERCS research specialisation: P120 Number theory, field theory, al-
gebraic theory, algebra, group theory.

Key Words: algebra, matrices, commutative groups, semigroups



Sisukord

Sissejuhatus

1 Troopiline algebra
1.1 Pohimoisted . . . . . . . ...
1.2 Troopiline algebra . . . . . . . . ... ... ... ... ...

1.3 Troopiline geomeetria . . . . . . .. .. L Lo

2 Maatriksid iile jarjestatud Abeli rithmade
2.1 Jarjestatud Abeli rithm . . . . ... ... ... ... ... .. ...
2.2 Poolrithma (M3(A),-) regulaarsus. . . . . . .. ... ... .....
2.3 Poolrithma (My(A), ) inverssus . . . . . . . .. .. ... ...
2.4 Poolrithma (M3(A),-) ortodokssus . . . . ... ... ... ... ..
2.5 Laiendatud Abeli rithm ALt . . . .. ... ... ... .. ... ...

2.6 Poolriihma (Ma(A™L), ) regulaarsus . . . . . . . ... ........
3 Maatrikspoolrithma (M>(A),-) R-, £L- ja H-klassid

4 Idempotendid ja tidisidempodendid
4.1 Idempotendid . . . . . . . . ... ...
4.2 Poolriihma (Ma(A1),-) lokaalsetest alampoolriihmadest . . . . . .

4.3 Taisidempotendid . . . . . . . ... o L

Viited

15

15

17

18

20

20

23

25

36

36

38

41

45



Sissejuhatus

Troopiline algebra (tuntud ka kui max-pluss algebra) on lineaaralgebra, kus laien-
datud reaalarvude hulga R = R U {—o00} kahe elemendi troopiline liitmine () on
defineeritud kui maksimumi votmine neist kahest ja troopiline korrutamine (®)
on defineeritud kui nende kahe elemendi harilik liitmine. Hulk R on selliste tehete
suhtes poolring (tdpsemalt isegi poolkorpus). Aastal 2011 ilmunud artiklis “Mul-
tiplicative structure of 2 x 2 tropical matrices”, vaatlesid Briti matemaatikud Ma-
rianne Johnson ja Mark Kambites (2 x 2)-maatriksite multiplikatiivset poolrithma
iile troopilise poolringi R ning toestasid mitmeid olulisi tulemusi selle struktuuri
kohta. Antud t66s keskendume suuresti selles artiklis toestatud lemma 3.1 ja lause
4.1 tuldistamisele. Kuna vorejirjestusega Abeli rithma saab vaadata poolringina,
kus liitmise osas on {ilemise raja votmine ja korrutamise osas on rithma liitmistehe,
siis on loomulik kiisida, kas neid kahte tulemust on voimalik iile kanda jarjestatud
Abeli rithma juhule. Osutub, et see on toepoolest voimalik, kui jarjestusseos on li-
neaarne ning seda on antud t66s kirjeldatud ja toestatud. Tasub mainida, et kuigi
selles t006s saadud tulemused on sarnased Johnsoni ja Kambitese tulemustega, siis
nende artiklis on toestustes kasutatud olulisel méaéral troopilist geomeetriat, samas

kui selle magistrit6o toestused on puhtalt algebralised.
Jargnevalt anname iilevaate magistrit6o sisust ja struktuurist.

To606 esimeses peatiikis on antud iilevaade troopilise poolringi ja troopilise maat-
riksalgebra kohta, sealhulgas on vilja toodud t60s vajaminevad moisted ja tulemu-
sed. Antud peatiikk pohineb peamiselt Johnsoni ja Kambitese artiklil [7] ning lisaks

on kasutatud ingliskeelseid raamatuid [5] ja [6].

Teises peatiikis on defineeritud vorejérjestusega ning lineaarse jirjestusega Abe-
li rithma méisted. Need moisted on voetud raamatust |9]. Lisaks on antud peatiikis
kirjeldatud maatrikseid iile jarjestatud Abeli rithmade. Vorejérjestusega Abeli riith-
ma A = (A, +, <) korral tuuakse sisse véline vihim element 1, mis kéitub saranselt

elemendile —co € R. Toestatakse sarnaselt artikliga [7], et (2 x 2)-maatriksite pool-
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rithm {ile lineaarse jérjestusega Abeli rithma on regulaarne. Selles peatiikis on lisaks

kasutatud raamatuid [3] ja [9)].

Kolmandas peatiikis on vaadeldud Greeni seoseid, mille definitsioon on voetud
raamatust [9]. Uldistades artikli [7] tulemusi on kirjeldatud &ra maatrikspoolriih-
ma (Ma(A),-), kus A on lineaarselt jarestatud Abeli rithm, R-, £- ja H-klassid.
Maatrikspoolrithma (Ma(A), ) D- ja J-klassid on kirjeldatud V. Laane ja M. Kutti
késikirjas “Green’s relations for 2 x 2 matrices over linearly ordered abelian groups”

[11].

Neljandas peatiikis kirjeldame poolriihma (My(A1), ), kus A = (A, +, <) on li-
neaarselt jarjestatud Abeli rithm, idempotente tuginedes artiklile |7, Teoreem 4.1],
kus Johnson ja Kambites toestasid, et idempotentsetel (2 x 2)-maatriksitel iile
troopilise poolringi on tépselt neli voimalikku kuju. Toome sisse lokaalse alampool-
rihma (|2]) moiste ja kirjeldame millistest maatriksitest koosneb lokaalne alam-
poolriihm eSe, kus e € S = (Ma(A'),) on iiks kindel fikseeritud idempotent.
Sarnaselt ringide téisidempotendi definitsioonile ([14]) defineerime t66s poolringi
tiisidempotendi (ingl. k. full idempotent) mdiste. Niitame, et poolringi Mo(A™L)

koik idempotendid peale nullmaatriksi on téaisidempotendid.



1 Troopiline algebra

Selles peatiikis tutvustame troopilise algebra olulisemaid moisteid ja tulemusi. Esi-
meses kahes paragrahvis defineerime t60s vajaminevaid pohimoisteid, troopilise
algebraga seotud moisted ja kirjeldame liitmis- ja korrutamistehte kditumist troo-
pilise algebra korral. Kolmandas paragrahvis tutvustame troopilise geomeetria ole-
must ja sellega seonduvat. Molemas alajaotuses tugineme peamiselt Johnsoni ja

Kambitese 2011. aasta artiklile [7], lisaks ka raamatutele [5] ja [6].

1.1 Pohimoisted

Poolringi méiste (nii nagu ka ringi moiste) defineeritakse erinevates allikates erine-

vatel viisidel. Meie lahtume selles t66s jargmisest definitsioonist.

Definitsioon. Poolringiks nimetatakse kolmikut (R, ®,®), kus @ ja ® on kahe-

kohalised algebralised tehted hulgal R (poolringi liitmine ja korrutamine) ning

PR1. (R,®) on kommutatiivne monoid iihikelemendiga 0;
PR2. (R,®) on monoid iihikelemendiga 1;
PR3. Va,b,ce R,a® (b®c)=a®@bPa®@cja (a®b)®c=aQchb®c;
PR4. Va e R,O0®a=0=a®O0.
Nii nagu harilikult, me loeme, et korrutamistehe on korgema pioriteediga kui

liitmistehe. Seega néiteks avaldises a ® b @ a ® c tuleb enne leida korrutised a ® b

ja a ® c ning seejarel need liita.

Definitsioon. Poolringi R nimetatakse aditiivselt idempotentseks, kui a®a =

a iga a € R korral.

Kui (R,®) on kommutatiivne poolrithm ja kehtivad tingimused PR2 ja PR3

(aga mitte tingimata PR4), siis iitleme, et R on nullita poolring.
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Nullita poolringe kisitletakse raamatus [6], kus nende kohta tarvitatakse termi-
nit semiring (poolring). Meie definitsiooni jargi on iga poolring ka nullita poolring,
kuid vastupidine ei kehti. Selles t66s loeme, et N = {1,2,3,...}. Siis nditeks (N, +, -)
on nullita poolring, mis ei ole poolring (sest liitmise suhtes ei leidu iihikelementi),
ning (NU {0}, +,-) on poolring.

Olgu R nullita poolring. Iga positiivse tédisarvu n korral tdhistame siimboliga
M, (R) koigi (n x n)-maatrikiste hulk tile poolringi R. Maatriksi C' elementi kohal
(i,7) tahistame siimboliga Cj;. Kui A, B € M, (R), siis defineerime tehted @ ja ®

jargmiselt:

n
(A® B)yj :@Aik®Bkj =A1®B;;®... 0 A ®By; ja
k=1

(A® B)ij = Aij © Byj
iga 1 <4,5 <n korral.

Lemma 1 (|6, Exercise 2.13]). Kui R on nullita poolring, siis (M,(R),®,®) on

nullita poolring. Kui R on poolring, siis (Mp(R),®,®) on poolring, kus

o dhikelement on (n x n)-maatriks mille peadigonaalil on 1-d ja tlejidnud ele-

mendid on 0-d ning

o nullelement on (n X n)-maatriks, kus koik elemendid on 0-d.

Definitsioon. Poolkorpuseks nimetatakse kolmikut (K, ®,®), kus @ ja ® on
kahekohalised algebralised tehted hulgal K (poolkorpuse liitmine ja korrutamine)

ning

PK1. (K,®) on kommutatiivne monoid tihikelemendiga 0;

PK2. (K \ {0}, ®) on kommutatiivne rithm;

PK3. Va,b,c€e K,a® (b®c)=a®@bda®@cja(a®db)@c=a@chb®c

PK4. Va e R,0®a=0=a®O0.



1.2 Troopiline algebra

Olgu R = RU{—occ}, mida me vaatame lineaarselt jirjestatud hulgana, kus —oc on

vahim element. Defineerime troopilise korrutamise ® ja troopilise liitmise & hulgal

R nii, et
a®b=a+b
ja
a ® b = max(a,b)
iga a,b € R korral. (Siinjuures loeme, et (—o00) + (—o0) = —o00 ja (—o0) + a =

—00 = a + (—00) iga reaalarvu a korral.) Siis R on poolring iihikelemendiga 0 ja
nullelemendiga —oco. Oieti on R aditiivselt idempotentne poolkorpus, sest a®a = a

iga a € R korral ja a ® (—a) = 0 iga a € R korral.
Definitsioon. Poolringi (R, ®, ®) nimetatakse troopiliseks poolringiks.

Definitsioon. Troopiline maatriksalgebra on lineaaralgebra, kus pohikorpus

on asendatud troopilise poolringiga.

Iga positiivse tdisarvu n korral téhistame siimboliga M, (R) kéigi (n x n)-
maatrikiste hulka iile troopilise poolringi R. Vastavalt eespool antud definitsioo-

nidele, kui A, B € M,(R), siis maatriksite korrutise A ® B ja summa A & B

elemendid arvutatakse jargmiselt:
n
(A (=) B)l‘j = @ A ® Bkj = max(Ail + Blj, ey Ajn + an) ja
k=1

(A (o) B)U = Aij (2] Bz‘j = maX(Aij, BZJ)

iga 1 <1i,5 <n korral.

Ténu lemmale 1 on (M, (R),®, ®) aditiivselt idempotentne poolring, kus

e iihikelement on (n X n)-maatriks, mille peadiagonaalil on 0-d ja iilejdénud

elemendid on —oo ning



e nullelement on (n x n)-maatriks, kus koik elemendid on —oo.

Naide. Olgu meil maatriksid A, B € M3(R), kus

3 3 2 2 4 3
A=12 4 5|, B=|2 5 3
2 3 2 3 3 4

Siis nende maatriksite troopiline korrutis ® ja troopiline summa @ on vastavalt

max{3+2,34+2,2+ 3} max(3+4,3+5,24+3) max(3+3,3+3,2+4)
A®B = max(2+2,4+2,5+3) max(2+4,4+5,5+3) max(2+ 3,4+ 3,5+ 4)
max(2+2,3+2,2+3) max(2+4,3+5,2+3) max(2+ 3,3+ 3,2+4)

586
=1899
586

ja
max(3,2) max(3,4) max(2,3) 3 43
A® B=|max(2,2) max(4,5) max(53)| =12 5 5
max(2,3) max(3,3) max(2,4) 3 3 4

1.3 Troopiline geomeetria

Definitsioon. Olgu (R, ®,®) poolring nullelemendiga Og ja iihikelemandiga 1.
Kommutatiivset monoidi (M, +,03) nimetatakse vasakpoolseks poolmoodu-

liks iile R, kui on defineeritud kujutus

Rx M — M, (r,m)—rm



nii, et

PM1. Vm,m' € M,Vr € R r(m+m') =rm+rm/;
PM2. Vm € M, Vr,r’ € R (r & v )m =rm +r'm;
PM3. Vm € M, Vr,;r’ € R (r@r")m =r(r'm);
PM4. Yme M 1gpm =m;

PM5. Vm e M  Orm = 0py;

PM6. Vr € R r0p = Opg.
Tahistame grM.

Poolringi R elemente kutsume sel juhul skalaarideks ja kujutust M — M,
m — rm, nimetame skalaariga r korrutamiseks. Elementi 0;; nimetame pool-
mooduli g M nullelemendiks. Poolmooduli moiste iildistab nii vektorruumi mois-

tet kui ka iile ringi vaadeldava mooduli moistet.

Definitsioon. Olgu n € N. Afiinseks troopiliseks n-ruumiks nimetatakse hul-
ka R", kus vektorite (1, y2n), (Y1y---3Yn) € R" liitmine ja skaalariga A € R

korrutamine on defineeritud jargmiselt:

(@155 wn) + (Y15 yn) o= (max (@1, y1), - max(@n, yn)),
Mz, oo oyxn) = A+ 21, .0, A+ xp).

Nieme, et afiinne troopiline n-ruum on poolmoodul iile poolkorpuse R, mille

nullelemendiks on jérjend (—oo, ..., —oc0) € R".

Definitsioon. Projektiivse troopilise (n — 1)-ruumi saame kui afiinsest troo-
pilisest n-ruumist jatta vélja nullvektor (—oo, ..., —00) ja samastada kaks nullist

erinevat vektorit, kui tiks on teisest saadav nullist erineva skalaariga korrutamisel.
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Kirjeldame niitid iile poolkorpuse vaadeldava poolmooduli projektiviseerimise
protsessi tildjuhul. Olgu g M vasakpoolne poolmoodul iile poolkorpuse (K, ®, ®).

Defineerime hulgal M \ {05/} seose ~ jargmiselt:
m~m' < 3k e K\ {0k} :m=Fkm'

Néitame, et seos ~ on ekvivalentsiseos. Olgu m € M. Siis tédnu tingimusele PM4
kehtib m = 1m, kus 1 € K \ {Ox }, seega m ~ m. Jarelikult on seos ~ refleksiivne.
Olgu m,m’ € M ja kehtigu m = km/, kus k € K \ {Ox}. Siis k on pooratav tehte
® suhtes. Seega PM3 pohjal

m' =1m/ = (k™' @ k)ym/ = k= (km!) = k" 'm,

kusjuures k~! € K\ {Ox}. Jirelikult m’ ~ m ning seos ~ on siimmeetriline.

Olgu nitid m, m’,m” € M ja kehtigu m = kym/ ja m' = kom” | kus k1, ko € K\
{0}. Asendame m’ esimesse vordusesse ja saame, et m = kq(kam”) = (k1 ® ko)m”
( siin k1 ® ko # 0, sest poolkorpuses ei ole nullitegureid). Jarelikult m ~ m” ning

seos ~ on transitiivne. Kokkuvottes oleme ndidanud, et seos ~ on ekvivalentsiseos.

Elemendi m € M ekvivalentsiklassi seose ~ jirgi tdhistame [m]. Seega
m] = [m] < 3k € K\ {0k} :m = km'.
Faktorhulka
P(M) = (M\ {0x})/~ = {[m] | m € M,m # 0y}

nimetame poolmooduli x M projektiivseks ruumiks.

Definitsioon. Olgu M poolmoodul iile poolringi R ja olgu N mittetiihi poolmoo-
duli M alamhulk. Utleme, et N on poolmooduli M alampoolmoodul, kui N on

kinnine liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes ning sisaldab M nullelement;i.
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Lemma 2. Olgu g M wvasakpoolne poolmoodul iile poolkorpuse K ja olgu X,Y selle
alampoolmoodulid. Siis

X CY < P(X)C P(Y).

Toestus. Vastavalt definitsioonile

P(X) = (X\{0})/~x ={lz]x | = € X,z # 0},

P(Y) =Y \{0})/~y ={lyly |y €Y,y # 0}.

(=) Eeldame, et kehtib X C Y. Olgu [z]x € P(X), kus x € X \ {0}. Siis ka
xz € Y\ {0}. Néitame, et [z]x = [z]y € P(Y). Selleks toestame, et [z]x C [z]y
ja [z]y C [z]x. Olgu a € [z]x, siis a ~x z. Ekvivalentsiseose definitsiooni pohjal
leidub k € K \ {0} nii, et a = kz. Eelduse pohjal a € X \ {0} C Y \ {0}. Seega

a ~y x, mistottu a € [z]y ning [z]x C [z]y.

Olgu niitid b € [z]y, siis b € Y\ {0} ja b ~y x. Ekvivalentsiseose ~ definitsiooni
pohjal leidub k& € K \ {0} nii, et b = kz. Kuna X on alampoolmoodul, siis b € X.
Seega b ~x x, mistottu b € [z]x ning [z]y C [z]x. Kokkuvottes oleme néidanud,

et [x]x = [z]y. Jarelikult [z]x € P(Y) ning P(X) C P(Y).

(<) Eeldame, et kehtib P(X) C P(Y). Kuna X ja Y on alampoolmoodulid,
siis M nullelement 057 kuulub nii hulka X kui ka hulka Y. Olgu z € X \ {0}. Siis
[z]x € P(X). Néitame, et z € Y. Kuna [z]x € P(X) C P(Y), siis [z]x € P(Y).
Seega P(Y) definitsiooni pohjal leidub y € Y \ {0} nii, et [z]x = [y]y. Kuna

x € [z]x, siis ka € [y]y, muuhulgas x € Y. Jarelikult X C Y. O

Sarnaselt vektorruumide juhuga (vt [10, Lause 3.14]) saab toestada jargmise

lemma.
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Lemma 3. Olgu rpM wvasakpoolne poolmoodul ile poolringi R ja olgu mq,...,m, €

M (n € N). Siis hulk

L(my,...,myp)={rimi+...+rpymy | r1,...7, € R}

on alampoolmoodul poolmoodulis g M .

Hulga L(mq,...,my) elemente kutsume elementide my, ..., m, lineaarkom-
binatsioonideks ja seda hulka ennast elementide my,...,m, lineaarseks kat-
teks.

Vaatleme niitid konstruktsiooni, mida laheb vaja peatiikis 3 Greeni seoste kir-
jeldamisel. Kui (R, ®,®) on poolring, siis itheveeruliste maatriksite hulka M, 1 (R)

saab vaadelda vasakpoolse poolmoodulina iile R, kui defineerida tehted vordustega

1 7"’1 @) 1 rRT]

/
Tn ™n T™h DTy, Tn rXr,

kus r,r, 7 € R, i =1,...,n. Olgu A € M,(R) mingi fikseeritud ruutmaatriks.
Defineerime maatriksi A veeruruumi C'(A) kui A veergudele vastavate veerumaat-

riksite A1, ..., A, € My, 1(R) lineaarse katte poolmoodulis M, 1 (R), s.t.

C(A)=L(Ay,...,Ay) ={rmA1+...+1mA, | r1,...,mn € R}
r1® A rn @ Ap
- +...+ |7"1,---,7‘n6R

™ [} Anl Tn & Ann

MANLD...Dr, A1y,
= ’Tl,...,TnER QMnjl(R)

T1®An1@---@rn®Ann

Seega C'(A) on ténu lemmale 3 poolmooduli M, ;(R) alampoolmoodul. Mér-
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Or

gime veel, et poolmooduli C'(A) nullelement on maatriks
Or
Olgu nittid (K, @, ®) poolkorpus. Rakendame projektiviseerimise protsessi pool-
moodulile C(A) iile poolkorpuse K. Defineerime maatriksi A projektiivse veeru-

ruumi kui
Ox
PC(A) := P(C(A)) = {[u] lue C(A)u# | ... }
Ok
Arvestades seda, kuidas on tehted defineeritud poolmoodulis C'(A), voime Selda,

Ul U1

etkuiv=|.. .| jav=1]...], siis
[u] = v] <= Jk € K\ {0k} :u=kov
— Jke K\ {0k} :u1 =k®uvi,...,up =k Quy.

Analoogselt defineerime maatriksi A rearuumi R(A) kui A ridadede vastavate
iithereaaliste maatriksite troopiliste lineaarkombinatsioonide hulga. Projektiviseeri-

des poolmoodulit R(A) saame projektiivse rearuumi PR(A).

14



2 Maatriksid iile jarjestatud Abeli rithmade

Selles peatiikis defineerime jérjestatud Abeli rithma moiste. Vaatleme maatrikseid
iile jarjestatud Abeli riithmade A ning tdestame moéned nendega seotud tulemused.
Niitame, et maatrikspoolrithm (M3(A),-), kus - on niinimetatud troopiline korru-
tamine, on regulaarne ning uurime millal see on inversne v6i ortodoksne. Definee-
rime laiendatud Abeli rithma A+ := AU{ 1} ning niitame, et kui A on lineaarselt
jérjestatud Abeli rithm, siis maatrikspoolriihm (Ms(A<1),-) on regulaarne. Antud

peatiikis olevad moisted on raamatutest 8], [9] ja loengukonspektist [13].

2.1 Jarjestatud Abeli rithm
Definitsioon. Jarjestatud Abeli rithm on kolmik (A, 4, <), kus

1. (A,+) on Abeli rithm,

2. < on jarjestusseos ehk seos < on refleksiivne, antisimmeetriline ja trantsi-

tiivne,

3. iga a,b,c € A korral

a<b = a+c<b+ec

Nii nagu igas jarjestatud hulgas, saab ka hulgal A vaadelda seost <, mis on
defineeritud jargmiselt:

a<b<=a<bjaa#b.
Jarjestatud Abeli rithma (A, +, <) elementi a nimetatakse positiivseks (negatiivseks),
kui 0 < a (a <0).
Definitsioon. Oecldakse, et jirjestatud Abeli rithm (A, +, <) on

e vorejirjestusega, kui (A, <) on vore, s.t. mistahes kahel elemendil a,b € A

leidub alumine raja a A b ja tilemine raja a V b,
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e lineaarselt jirjestatud, kui (A, <) on lineaarselt jarjestatud hulk.

Lineaarselt jérjestatud hulgas (A, <)

(Va,be A)(a<b voi b<a).

Sellisel juhul defineeritakse

a, kuib<a,

b, kuia<b

ja analoogiliselt min(a,b). Lihtne on néha, et siis (A, <) on vore, kus

aVb=max(a,b) ja aAb=min(a,b).

Seega iga lineaarselt jarjestatud Abeli riihm on vorejarjestusega Abeli rithm. Muu-
hulgas kolmikud (R, +, <), (Q,+, <) ja (Z,+, <) on lineaarselt jarjestatud Abeli
rithmad.

Kuigi iga lineaarselt jarjestatud Abeli rithm on vorejirjestusega, siis vastupidi-
ne alati ei kehti. Toome néite jirjestatud rithmast, mis on vorejarjestusega rithm
aga ei ole lineaarselt jarjestatud rithm. Vaatame naiteks lineaarselt jarjestatud hul-
ga R otseruutu R x R. Siis kolmik (R x R, +, <), kus jarjestus on defineeritud

komponenthaaval, on vorejarjestusega aga pole lineaarselt jarjestatud rithm (sest

nt (1,2) £ (2,1) ja (2,1) £ (1,2)).

Lemma 4 ([3]). Kui (A,+, <) on vorejirjestusega Abeli rihm, siis

(Va,b,ce A) (aVb)+c=(a+c)V (b+c).

Sellest lemmast jareldub, et kui A = (A, +, <) on vorejarjestusega Abeli rithm,

siis (A, V,+) on nullita poolring. Tdnu lemmale 1 on teist jairku ruutmaatriksite
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hulk M3(A) nullita poolring, kui korrutamine defineerida vordusega

c d ' g h (c+e)V(d+g) (c+f)V(d+h)

ja liitmise osas vaadelda iilemise raja votmist, mis on defineeritud vordusega

a b e f avVe bV f

\/ _

c d g h cVg dVh

Muuhulgas (M2(A), ) on poolrithm. See poolrithm ongi kiesoleva magistrit6o
pohiline uurimisobjekt. Osutub, et kui jarjestus on lineaarne, siis see poolrithm on

regulaarne.

2.2 Poolrithma (M5(A),-) regulaarsus

Regulaarsus on iiks enim uuritud poolriimateoreetiline omadus.

Definitsioon. Poolrithma S nimetakse regulaarseks, kui iga elemendi X € S
korral leidub element Y € S nii, et XY X = X. Elementi Y nimetatakse elemendi

X pseudoinversseks elemendiks.

Jargneva teoreemi toestuse saab jareldada artikli [4] mérkusest 5.6, kui seda

pohjalikumalt analiilisida, kuid eelistame anda siinkohal otsesema toestuse.

Teoreem 5 ([12], lause 5.2). Kui A = (A,+,<) on lineaarse jarjestusega Abeli

rihm, siis (Ma(A),-) on regulaarne poolrihm.

Téestus. Olgu
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suvaline maatriks hulgast Mz(A). Kuna jirjestus on lineaarne, siis on kaks voima-
lust: kas ¢ —a < d—bvoi d — b < ¢ — a. Néitame, et kummalgi juhul leidub antud

maatriksi jaoks maatriks Y, nii, et XY X = X.

l.c—a<d-—b. Siis

a b —a —a+b—d a b
c d —a+c—d —d c d
OVib—a+c—d) (b—d)V(b—ad) a b

(c—a)V(c—a) (c—a+b—d)VO0 c d

a b —b—c+d —c a b
c d —-b a—b—c¢ c d
(a—b—c+d)VO (a—c)V(a—c) a b

(d=b)v(d—-b) O0V(a—b—c+d) c d

2.3 Poolrithma (M5(A),-) inverssus

Inverssete poolriihmade klass on regulaarsete poolriihmade klassi {iks oluline alam-

klass.
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Definitsioon. Poolrithma S elementi e nimetatakse idempotendiks, kui e? = e.

Poolriihma S koigi idempotentide hulka téhistatakse F(S).

Definitsioon. Poolriihm S on inversne, kui ta on regulaarne ja tema idempoten-

did kommuteeruvad s.t. ef = fe iga e, f € E(S) korral.

Lause 6 (|12], lause 5.3). Olgu A = (A, +, <) vorejirjestusega Abeli rihm. Siis

maatrikspoolrihm (Ma(A),-) on inversne parajasti siis kui |A| = 1.

Toestus. Piisavus on ilmne, toestame tarvilikkuse.

Oletame, et |A| > 1. Siis leidub meil mingi element a € A nii, et a # 0.
Téhistame b := a V0. Siis a < behk a —b < 0. Kui a — b < 0, siis oleme saanud, et
Abeli rithmas A leidub negatiivne element. Kui aga a —b =0, siisa =b =a V0,
millest 0 < a. Jérelikult —a < 0. Kuna a # 0, siis —a < 0. Seega oleme saanud, et

Abeli rithmas leidub negatiivne element, s.t. selline element x € A, et x < 0.

Sellisel juhul ka 2x =z +x < 0, sest z + = < 0+ z = x < 0. Saab néidata, et

maatriksid

2r x 2z 3z

3z 2z r 2z

Maatriksid on omavahel vordsed, kui neil on samad mootmed ja vastavad elemendid
on vordsed. Seega peab x = 3x ning seega 2x = 3x — x = 0. See aga on vastuolus

vorratusega 2x < 0. ]
Jarelikult ka poolrithm M3 (R) ei ole inversne, sest néiteks

0 -1 -2 -1
-1 -2 -1 0



on idempotendid, kuid

-2 -1 -2 =3
ef = % = fe.
-3 -2 -1 -2

2.4 Poolrithma (M5(A),-) ortodokssus

Definitsioon. Poolrithm S on ortodoksne, kui ta on regulaarne ja mistahes kahe

idempotendi korrutis on idempotent.

Lause 7 (|12], lause 5.3). Olgu A = (A, +, <) vorejirjestusega Abeli rihm. Siis

maatrikspoolrihm (Ma(A),-) on ortodoksne parajasti siis, kui |A| = 1.

Toestus. Piisavus on ilmne, toestame tarvilikkuse.

Oletame, et |A| > 1, s.t. leidub mingi nullist erinev element a € A. Niitame,
et siis maatrikspoolrithm ei ole ortodoksne. Selleks piisab leida kaks idempotentset
maatriksit, mille korrutis ei ole idempotentne. Nii nagu lause 6 toestuses olgu x € A

selline, et = < 0. Siis lause 6 toestuse pohjal on maatriksid

idempotentsed. Nende korrutis fe on

2z 3z 2z 3x 2z 3z dxr Sz
fe= , aga . = , kus = # 3x.
r 2z r 2z x 2 3z 4z
Seega oleme saanud, et see maatrikspoolriihm ei ole ortodoksne. O

2.5 Laiendatud Abeli rithm A+

Olgu A = (A, +,<) vorejarjestusega Abeli rithm. Votame elemendi L, mis ei

sisaldu hulgas A, ja laiendame jérjestusseose < hulgale A+ := A U {1} lugedes,
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et L < aiga a € A korral. Samuti laiendame tehte + hulgale A+ lugedes, et
l4+l=1ljal4+a=1=a+ 1 igaa€ A korral.

Lemma 8. Kui A = (A, +, <) on vorejirjestusega Abeli rihm, siis

1. (At +) on kommutatiivne monoid dihikelemendiga 0,
2. (A*, <) on wore vihima elemendiga 1,

3. iga a,b,c € A+ korral

a<b = a+c<b+ec

Teiste sonadega: A+ := (AJ‘,-F,S) on wvorejdrjestusega kommutatitvne monoid.

Lisaks sellele, (A, V,+) on poolring.

Téestus. Olgu A = (A, +,<) vorejirjestusega Abeli rithm. Niitame, et AL =

(AL, +, <) on vorejirjestusega kommutatiivne monoid.

1. Kuna (A,+) on Abeli rithm, siis leidub 0 € A nii, et a+0 =a = a+0
iga a € A korral ning 0+ L = 1L = 1 + 0. Seega 0 on liitmise suhtes
iithikelement. Kuna (A, +) on Abeli rithm, siis hulga A elementide liitmine on
assotsiatiivne ning elemendiga | € A' liitmise definitsiooni pohjal on hulga
A' elementide liitmine samuti assotsiatiivne. Oleme saanud, et (A*,+) on
monoid iihikelemendiga 0. Mirkame, et (A+, +) on kommutatiivne monoid,
sest (A4,4) on kommutatiivne rihm ning 1 + 1 =1l jal+a=1=a+ L

iga a € A korral.

2. Definitsiooni jéirgi on L jirjestatud hulga (A+, <) viihim element. On lihtne
niha, et aV 1L =ajaaA L =1 igaa € A korral. Lisaks veel L. V I = 1 ja
L A L= 1. Seega jirjestatud hulk (A, <) on vore.
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3. Teame, et iga a,b,c € A korral kui a < b, siis sellest jareldub a +¢ < b+ c.
Lisaks teame, et 1. < aiga a € A korral. Kui liita viimase vorratuse molemale
poolele element b € A saame, et | = | +b < a+ b, mis kindlasti kehtib iga
a,b € A korral. Kui liita vorratuse mélemale poolele element L € A+ saame,
et L =14+ 1 <a+ 1 =1, mis kindlasti kehtib iga a € A korral. Seega

oleme saanud, et iga a,b,c € A+ korral

a<b = a+c<b+e.

Kokkuvottes oleme nididanud, et AL on vorejirjestusega kommutatiivne mo-

noid.

Veendume niiiid, et (A+,V,+) on poolring. Tingimuse 1. pohjal teame, et
(A, 4) on kommutatiivne monoid iihikelemendiga 0 ning kuna element | € A+ on
vihim element jérjestatud hulgas (A*, <), siis (A*, V) on kommutatiivne monoid
ithikelemendiga L. Kuna (A, +, <) on vorejarjestusega Abeli rithm, siis lemma 4
pohjal kehtib

(Va,b,c€ A) (aVvb)+c=(a+c)V (b+c).

Elemendi 1 € At definitsiooni pohjal kehtib viimane vordus ka hulga A+ mistahes
elementide a, b, ¢ korral. Lisaks kehtib iga a € A korral 1. +a = 1 =a+ L. Seega

oleme niidanud, et (AL, V,+) on poolring. O

Olgu niiiid Ma(A™) teist jarku ruutmaatriksite hulk iile A*. Defineerides maat-
riksite korrutamise ja tilemise raja sarnaselt hulgaga M>(A) saame lemma 1 abil,

et (Ma(A*,V,-) on poolring. Muuhulgas (Mz(A"1),-) on monoid iihikelemendiga

0 L
10
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2.6 Poolrithma (M(A?1),-) regulaarsus

Teoreem 9. Kui A = (A, +, <) on lineaarselt jirjestatud Abeli rihm, siis pool-

riithm (Ma(A™L),-) on requlaarne.
Toestus. Olgu meil suvaline maatriks

a b 1
X = € My(A-).
c d
Teoreemi 5 toestuses ndgime, et igal sellisel maatriksil X, mis ei sisalda elemen-

ti L leidub pseudoinversne element. Jadb veel ndidata, et maatriksitel X, milles

vahemalt iihel kohal asub 1, on olemas pseudoinversne element Y.

e Kui maatriksi X koik elemendid on 1-d, siis on ilmne, et mistahes Y €

Ms(A1) korral XY X = X,

e Kui a # 1 ja d= 1 ning kdrvaldiagonaali elementidest on vidhemalt iiks L,

siis maatriks Y = B . Vaatame naiteks maatriksit ¢ , siis
N 1L
a b —a 1 a b oOvl 1Lvl a b
1L | 11 ‘ 1 1 N vl 1vl ' 1 1
0 L a b a b
N 1 1 ‘ 11 N 1 1

e Kui a = 1 jad # L ning korvaldiagonaali elementidest on vihemalt {iks

1, siis maatriks ¥ = . Analoogselt eelmisele punktile saame, et
1 —d
néaiteks
1 1 N 1 L 1 L
c d 1 —d c d c d



e Kuia# 1 jad# L ning korvaldiagonaali elementidest on vihemalt iiks L,
—a 1L a

siis maatriks Y = . Vaatame naiteks maatriksit , siis
1 —d 1 d
a b —a L a b ovlel Lv(b-d a b
1 d 1 —d 1 d vl 1vo 1 d
0 b—d a b a b
L0 1 d 1 d

e Kui b # 1 jac# L ning peadiagonaali elementidest on vihemalt liks L, siis

1 —c
maatriks Y = .Kuia=b=d= 1 jac# L, siis maatriksis Y
-b 1

element —b on L ning iilejddnud elemendid jadvad samaks. Analoogselt kui
b# 1 jaa=c=d= 1, siis maatrksis Y element —c on L ja iilejdanud
elemendid jadvad samaks. Sarnaselt eelmisele punktile saame vastavalt, et

naiteks

) ) 1l —c ) 1 b
a . =
c L -b L c L c L
b) 1 L 1 L 1 L 1 L
c L —c L c L1 c L
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3 Maatrikspoolrithma (M;(A),:) R-, L- ja H-
klassid

Selles peatiikis kirjeldame maatrikspoolriihma (Ma(A),-) R-, £- ja H-klasse. John-
son ja Kambites néitasid artiklis |7, Section 3| (kasutades troopilist geomeetriat), et
(2 x 2)-maatriksite multiplikatiivse poolrithma iile troopilise poolringi RU{—oco} R-
klassidel on kaheksa erinevat kuju. Antud t66s me ei vaata viliselt lisatud elementi
—00, mis muudab olukorra monevorra lihtsamaks. Maatrikspoolrithma (M (A), )
D- ja J-klassid on kirjeldatud V. Laane ja M. Kutti kisikirjas “Green’s relations
for 2 x 2 matrices over linearly ordered abelian groups”. Greeni seoste moiste on

voetud raamatust [9].

Definitsioon. Olgu <, <, seosed monoidil M, mis on defineeritud jargmiselt:
a<pb<—=aM CbM < dm € M : a = bm,

a<pb<— MaC Mb<—= ImecM:a=mb

mistahes a,b € M korral.

Paneme tahele, et seosed <r, <, on kvaasijarjestused hulgal M. Toepoolest,
iga a € M korral a <p a, sest aM C aM, seega on seos <g refleksiivne ja iga

a,b,c € M korral
a<pbANb<pc<—aM COM NDM CcM — aM CcM < a <p c,

seega on seos < transitiivne ning seega ka kvaasijirjestus. Analoogselt saame

toestada, et <, on kvaasijarjestus.

Analoogselt artiklis 7] toestatud lemmale 3.1, kus vaadeldakse maatrikseid {ile

R, saame toestada jargneva lemma (n x n)-maatriksite kohta iile poolkorpuse.
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Lemma 10. Olgu A, B € M, (K), kus (K,®,®) on suvaline poolkorpus. Siis pool-

rihmas M, (K) on jirgnevad vdited samavddrsed:
(i) A <g B (vastavalt A <, B);

(i) C(A) C C(B) (vastavalt R(A) C R(B));

(i1i) PC(A) C PC(B) (vastavalt PR(A) C PR(B)).

Toestus. Toestame samavairsuse ainult vaidete vahel, mis on seotud seosega < ja
veeruruumidega, sest samavaarsus seose <, ja rearuumide korral on duaalne. Kuna
C(A) ja C(B) on poolmooduli M, 1 (K') alampoolmoodulid, siis véidete (i) ja (ii7)
samavédrsus tuleb lemmast 2. Seega piisab néidata, et (i) ja (i) on samavéiirsed.

Eeldame, et kehtib A < B. Siis definitsiooni kohaselt leidub maatriks X €
M, (K) nii, et BX = A. Vaatame maatriksit BX. Ruumi kokkuhoiu méttes tahis-

tame siin maatriksi C' € M, (K') elementi kohal (4, j) stimboliga c;;. Siis

BX = ®

b1 @211 @ ... P01, @Tp1... 011 @T1, D ... D bip @ Ty
b1 @211 D ... Py QT - b1 QX1 D ... Dby @ Tm
b11 bin b11 bin

=l | ... |+ F+Fxma |l ... .1 ...+ Tan

bnl bnn bnl bnn

1. veerg n. veerg
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Maatriksi B veeruruum C(B) avaldub kujul

b11 bln
CB)=Rki|...|+ - k| ... | k1., kneK

bn 1 bnn

Paneme téhele, et maatriksi BX veerud sisalduvad hulgas C(B). Seega C(A) =
C(BX) C C(B). Jarelikult kehtib véide (i7).

Eeldame niitid, et kehtib C'(A) C C(B). Kuna poolkorpuses K leidub multip-
liktiivne iihikelement 1 ja kehtib a ® 0 =0 = 0® a iga a € K korral, siis maatriksi

A iga veeru A; korral

Kuna A veerud sisalduvad hulgas C'(A) ning kehtib C'(A) C C(B), siis A veerud
sisalduvad ka hulgas C(B). Jarelikult saame A iga veeru esitada B veergude li-
neaarse kombinatsioonina, mis aga tdhendab seda, et leidub X € M, (K) nii, et

A = BX. Seega kehtib (7). O

Definitsioon. Greeni seosed R L ja H defineeritakse monoidil M jérgmiselt:

iga a,b € M korral

aRb<—= a<pbjab<p a<= aM =bM,

alb<—=a<,bjab<,a<= Ma= Mb,

atb <= a(R N L)b.

Artikli [7] jérelduse 3.2 tildistusena saame jargmise tulemuse.

Jareldus 11. Olgu A, B € M, (K). Siis jargnevad vdited on samavadrsed:

(i) ARB (vastavalt ALB);
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(i) C(A) = C(B) (vastavalt R(A) = R(B));

(i1i) PC(A) = PC(B) (vastavalt PR(A) = PR(B)).

Vorduste C'(A) = C(B) voi PC(A) = PC(B) kontrollimine maatriksite A ja
B jaoks ei pruugi iildjuhul lihtne olla. Teist jarku maatriksite jaoks onnestub anda

R-klasside taielik kirjeldus.

Teoreem 12 (|11, lause 2.1]). Olgu A lineaarselt jarjestatud Abeli rihm. Siis
poolriihma (M2(A),-) R-klasside hulk on

{R:ry | x,yEA,xSy},

kus Ry = RL, U R

Ty’

1 a 9 b a
ny:{ ‘a,beA}, ny:{ ’a,beA}.
at+x b+y b+y a+z
a b
Toestus. Esmalt naitame, et iga maatriks X = € Ms(A) on iihes sellises
c d

klasssis. Kuna A on lineaarselt jirjestatud Abeli rithm, siis ¢ — a < d — b voi
c—a>d—>b Kui c—a < d-—b, siis tahistame = := ¢ — a, y := d — b ning kui

c—a>d— b, siis tdhistame y := ¢ —a ja v :=d — b. Seega X € R,,.

Niilid néditame, et (i) kui kaks maatriksit kuuluvad hulka R, siis nad on R-
seoses, (ii) kui kaks maatriksit kuuluvad erinevatesse hulkadesse, siis nad ei ole

R-seoses. Alustame esimesest.

Ténu jareldusele 11 me teame, et maatriksid X ja Y on R-seoses parajasti siis,

kui C'(X) = C(Y). Lihtne on aru saada, et

CX)=CY) < Xi,X2€ L(Y1,Y2) ja Y1,Ys € L(X1, X9),

kus X1, X5 on maatriksi X veerud ja Y7, Y5 on maatriksi Y veerud. Olgu = < y ja
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X,Y € Ry,y. Siis on meil neli voimalust.

1. X, Y € R;y. Siis peame nditama, et

a b c d
a+zx b+y c+x d+vy
Naeme, et
a b
(c—a)Xi+(c—b+z—y)Xo=(c—a) +(c—b+z—y)
a+zx b+y

& ct+x—y
+

ctw ctuw
cV(c+z—y) c
(c+z)V(c+ux) ct+ax

a b
(d-—a+z—-—y)Xi+(d-b0Xo=(d—a+z—1y) +(d—0)
a+x b+y

d+x—y d
_l_

d+ 2z —vy d+y
(d+zxz—y)Vvd d
(d+2x—y)V(d+vy) d+vy

Seega Y1,Ys € L(X7, X2). Analoogiliselt saab niidata, et X, Xo € L(Y1,Y2).
2. X,Y € R?Ey. See on anloogiline eelmise juhuga.

3. X e R}Cy, Y € ng. Siis on vaja néaidata, et



Naeme, et

a b
(c—a+a—y)Xi+(c—bXo=(c—a+z—y) +(e—b)
a+x b+y

c+x—vy c
_|_

c+2x—y c+y
(c+x—y)Ve c
(c+2z—y)V(c+y) c+uy
a b
(d-—a)Xi+(d=b+z—y)Xe=(d—a) +(d-b+2x—y)
a+x b+y

d d+x—y
+

d+wx d+wx
av(d+z—y) d
(d+z)V(d+x) d+x

Seega Y1, Yy € L(X1, X2). Analoogiliselt saab naidata, et X1, X9 € L(Y1,Y3).

4. X € R?,;y, Y e Ralsy. See on analoog eelmisega.

Veendume niiiid, et erinevatesse hulkadesse kuuluvad maatriksid ei ole R-seoses.

Oletame, et R;y = R.y, kus £ < y ja z < w ning kas x # z voi y # w. Siis

muuhulgas

X: R :Y.
Ty z w

Niitame, et siit tekib vastuolu. See vastuolu niitab, et kui (z,y) # (z,w), siis

Ryy # R.o.

Kuna Y7 avaldub X7, X5 lineaarkombinatsioonina, siis leiduvad sellised A, u €
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A, et

0=AVypu,

z=A+z)V(p+y).

Kuna jarjestus on lineaarne, siis nende vorduste kehtimiseks on neli voimalust.
1) Kui0=MXjaz=\+uzx,sis z =z

2)Kui0=MNjaz=p+y,sisc=c+A<zjapu<A=0,Seegaz=y+pu<y

ning x < z < y.

) Kui0=pjaz=A+uxz,sisA\<pjay=p+y < A+z =z Jirelikult

y<z=XA+z <z <y, kust x =y = z, vastuolu.
4) Kui0=pjaz=p+y,sisy=z

Seega peab kehtima vihemalt iiks kolmest voimalusest: ¢ = 2z, y = 2z voi <
z < y. Arutledes analoogiliselt veeruga Ys saame, et x = w, y = w voi x < w < y.

Siit tekib meil 9 erinevat paari:
Dkuiz=zjaz=w,slisz=2z=w<y;
2) kui z = z ja y = w, siis saame vastuolu eeldusega x # z voi y # w;
Nr=zjar=z<w<y;

4) kui y = 2z ja x = w, siis vorratusest z < y = 2z < w = zx jareldub, et

r =1y =z = w, vastuolu eeldusega = # z vOi y # w;
S)kuiy=zjay=w,siisz <z=w=y;

6) kui y = z ja z < w < y, siis vorratustest < y = z < w < y jareldub, et

r<z=w=1;

7) kui ¢ < z < y ja x = w, siis vorratustest z < w = x < z jéreldub, et

r=z=w <y,

8) x <z <yjay=w;
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9)z<z<yjaz<w<y,

millest 2 on vastuolulised ja iilejddnud 7 viivad vorratusteni

r<z<w<y. (1)

Vahetades maatriksite X ja Y rollid saame, et

z<zx<y<w. (2)

Pannes vorratused (1) ja (2) kokku saame, et z < z < x ja y < w < y, millest

T = z ja y = w, vastuolu.

Seega erinevatesse hulkadesse kuuluvad maatriksid ei saa olla R-seoses. O

Jareldus 13 ([11, jarldus 2.3|). Poolrihmas Ma(A) kehtib jirgmine seos
Y
R — {a—cb—d}={x—z,y—w}

Teoreem 14 (|11, lause 2.4|). Olgu A lineaarselt jirjestatud Abeli rihm. Siis
poolrihma (Ms(A),-) L-klasside hulk on

{Lay |2,y € Ajx <y},

kus Lz, = Lglgy U L2

Ty’

a a+x b b+
ik, ={ lavea}, 12,={ ") abea}.
b b+y a a+zx
Toestus. Analoogne teoreemi 12 toestusega. O
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Jareldus 15 ([11, jareldus 2.5]). Poolrihmas Ma(A) kehtib jargmine seos
Y
L — {a—-bc—d}={x—y,z—w}.

Lause 16 ([11, lause 2.6]). Olgu A lineaarselt jarjestatud Abeli rihm. Siis pool-
rihma Ma(A.,-) H-klassideks on hulgad

Lyy N Ry = (Lilw N Riw) U (L12w N RZw)a (3)

kus

a a—+u

L, N R, = { ’aeA} (4)

at+z at+v+z

a a-+v

12,0 R, = { )aeA} (5)

at+w at+ut+w

u,v,z,wEA u<v, z<wjeu+w=0v+z.

Toestus. Koige pealt paneme téhele, et kui u + w = z + v, siis ithisosa Ly, N Ry

0 U
on mittetiihi. Téepoolest, kui u +w =z 4 v, slisu+w— 2z =0 ja €

Z2 u+w
Ly N Ry

Néitame niiiid, et koik teised voimalikud iihisosad £-klasside ja R-klasside vahel

on tiithjad. Selleks naitame, et kui v + w # z + v, siis Ly, N R,y = (0. Oletame

a b
vastuvéiteliselt, et u + w # z + v, kuid leidub maatriks € Lyy N R,y
c d

Sellisel juhul on meil neli véimalust, mis koik viivad vastuoluni.

a b
1) €L, NR., Sisb-a=u,d-c=v,c—a=zjad—b=w.
c d

Seega u +w = d — a = z + v, mis on vastuolu.
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a b
2) € L2, N R?,. Analoogne eelmisega.
c d
a b
3) €L, NR?, . Sisb—a=u,d—c=v,c—a=wjad—b= 2z Niiid
c d

u<v=b—a<d—-c=b+c<a+d, z<w=d-b<c—a=a+d<b+c,
kust b+ ¢ = a + d. Seega
u+w=b+c—2a=a+d—2a=d—a=2d—a—-d=2d—b—c=z+w,

mis on vastuolu.
a

4) ; € L2, N RL,. Analoogne eelmisega.
c

Lopetuseks toestame hulkade vordused (1), (2) ja (3). Oletame, et u < v, z < w

jau4w=uv+ z. Siis
u=v,z2=w VOl u<v,z<w.

Esimesel juhul Ll = L2 = L,,, R., = R%, = R., ning vordus (3) kehtib.
a

b
Vaatame niitid juhtu, kus v < v ja 2 < w. Kui € LL, N R2,, nagu
c d

punktis 3), siisa+d=b+c. Seegaa+c+v=a+d=b+c=a+u+ c, millest
jireldub v = u, vastuolu. Seega L, N R%, = 0. Sarnaselt saame, et L2, N RL, = 0.

Seega saame, et vordus (3) kehtib.

Néitame, et vordus (4) kehtib. Sisalduvus D tuleb sellest, et a +v+z—a—u =
z+ v —u = w. Teistpidi sisalduvuse C néaitamiseks vaatame maatriksit X =
a

c d
Seegab=a+u,c=a+z,d=b+w=(a+u)+@w+z—u)=a+v+zja

e LLNRL,. Siisb—a=u,d-c=v,c—a=z2jad-b=w.
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a a+u
at+z at+v+z
Jaab veel néidata vorduse (5) kehtivus. Sisalduvus D tuleb sellest, et a + u +

w—a—v=u+w-—v = z. Teistpidi sisalduvuse C naitamiseks vaatame maatriksit

a b
X = € L2 NR%, Siisb—a=v,d—c=u,c—a=wjad—b=z
c d

Seegab=a+v,c=a+w,d=b+z=(a+v)+(u+w—-v)=a+u+wja

a a—+v
X = . O

at+w at+utw
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4 Idempotendid ja taisidempodendid

4.1 Idempotendid

Artiklis [7, teoreem 4.1] Johnson ja Kambites toestasid, et iile troopilise poolrin-
gi vaadeldavate (2 x 2)-maatriksite multiplikatiivses poolriihmas on idempoten-
tidel tépselt neli kuju. Sarnaselt neile kirjeldame selles peatiikis dra poolrithma

(M3(A%1),-), kus A on lineaarselt jirjestatud Abeli rithm, idempotendid.

Teoreem 17 (|12, teoreem 2.1]). Olgu A = (A, +, <) vorejdrjestusega Abeli rihm.
Siis maatriksid
0 z 0 x r4+y x\ | 1 1
) b ja C—) = )
y 4y y 0 Y 0 1 1
kus z,y € At ja x +y < 0, on idempotendid poolrihmas (Ma(A™L),-). Kui A on
lineaarselt jirjestatud Abeli rihm, siis poolrihma (Ma(A'L),-) iga idempotent on

sellisel kujul.

Toestus. Veendume esmalt, et need neli (2 x 2)-maatriksit on idempotendid. Null-

maatriksi © korral on see ilmne. Kui x + y < 0, siis

0 =z 0 =z 0V (x+y) zV 2z +y) 0 =
y z+y y z+y yVi(z+2y) (r+y)V(2x+2y) y r+y
0 =z 0 =z 0V (x+y) zVa 0 =z
y 0 y 0 yVy (x+y) VO y 0
r+y x vty z) [Qe+2y)V(r+y) Qet+y)Ve) [z+y z
y 0 y 0 (x+2y)Vy (x+y) VO y 0
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Seega need neli maatriksit on idempotendid.

Eeldame niiiid, et A on lineaarse jarjestusega ning olgu

Siis peavad kehtima vordused

(a+a)Vv(b+c)=a (1) (a+b)Vv(b+d)=b (2)

(a+c)V(c+d)=c (3) (b+c)V(d+d)=d (4).

Kuna jirjestus on lineaarne, siis mistahes a, b, c € A korral a V b = ¢ parajasti siis,
kuia,b<cjaa=cvoib=c.
Vorduste (1) ja (4) pohjal ndeme, et a+a < a ning d+d < d, kust L < a,d <0.

Vaatleme a jaoks kahte voimalust.

1) Oletame, et a < 0. Kui a € A, siis a + a < a ning (1) pohjal saame, et
a="b+c. Kuia= 1, siis jillegi (1) pohjal b+ ¢ = L, ning ka sellel juhul a = b+c.
Kui niiiid d = 0, siis saame maatriksi kujul

b+c b n
, kusb,ce A~ jab+c<O.

c 0
Teisalt kui d # 0, siis d < 0. Kui d € A, siis d +d < d ja (4) pohjal b+ ¢ = d. Kui
d = 1, siis vordusest (4) jareldub, et b+ ¢ = L = d. Seega igal juhul b+ ¢ = d.
Kui b € A, siis a + b,b+ d < b, mis on vastuolus vordusega (2). Kui ¢ € A, siis
a+ ¢,c+d < ¢, mis on vastuolus vordusega (3). Seega b = ¢ = L. Kuid kuna

a=d=>b+c, siis a = d = L ning oleme saanud nullmaatriksi ©.

2) Eeldame niiiid, et a = 0. Vorduse (1) pohjal saame, et b 4+ ¢ < 0 ning (4)
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pohjal d = 0 voi d = b+ c¢. Seega oleme saanud maatriksid kujul

0 b 0 b N
ja , kusb,ce A~ jab+c<N0.
c 0 c b+c
Sellega on lause toestatud. O

Definitsioon. Olgu G rithm. Olgu F' < G riihma G périsalamrithm. Siis F' on G

maksimaalne alamrithm (ingl. k. mazimal subgroup), kui

VH<GFCHCG = F=HvéiG=H.

On teada, et poolrithma maksimaalsed alamriithmad on parajasti need H-klassid,

mis sisaldavad idempotente.

Lause 18 (|11, lause 5.1|). Poolrihma (M2(A),-) H-klass Ly, N Ry sisadab idem-

potenti parajasti siis, kui

U=0v,2=wW V0T Z=—UV,W= —U.

Seega nende H-klassidel, mis sisaldavad idempotente, on kaks voimaliku kuju:

Luu N Rzz ja Luv N R—v,—u~

4.2 Poolriithma (M;(A1),-) lokaalsetest alampoolriihma-
dest

Iga idempotent tekitab poolrithmas lokaalse alampoolriithma. Need méngivad téht-

sat rolli muuhulgas poolriithmade Morita teoorias.

Definitsioon (|2|). Olgu S poolrithm ja e € E(S). Siis hulk

eSe ={ese|s e S}
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on poolrithma S alampoolrithm (sest mistahes s,t € S korral (ese)(ete) = esete €

eSe), mida nimetatakse lokaalseks alampoolrithmaks.

Kui e on poolriihma S = (My(A1),-) idempotent, siis iildiselt ei ole lihtne
kindlaks teha, millistest maatriksitest koosneb lokaalne alampoolrithm eSe. Mone

idempotendi korral on see siiski voimalik. Toome {ihe sellise konkreetse néite.

Lause 19 (|12, lause 2.6]). Kui A on lineaarselt jarjestatud Abeli rihm, siis idem-

0 0
potendi e = poolt tekitatud poolrihma S = (M2(A™L),-) lokaalne alam-
10
poolrihm on
a b
eSe = lce<a<be<d<b
c d

Poolriihm eSe on regulaarne.

Toestus. Tahistame

a b
H = lce<a<be<d<b
d

Niitame, et iga maatriksi X € My(A™1) korral korrutis eXe kuulub hulka H.

X
Olgu X = |7 V| € Mp(AL), siis

z w
0 0 T Yy 0 0 xVz yvVw 0 0
10 z w 10 z w 10

xVz (xVz)V(yVw)

A zVw

Ulemise raja definitsiooni pohjal on selge, et z < zV 2z < (zV 2)V (y V w) ja
z < zVw < (zVz)V(yVw) ning jarelikult eXe € H. Oleme toestanud, et
eSe C H.
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Néitame niitid, et iga maatriks hulgast H esitub korrutisena eXe, kus X €

a b
Ms(A1) on mingi maatriks. Olgu Y = € H. Kuna kehtivad vorratused

c d
c<a<bjac<d<b,siis
a b aVe bVvd a b
1 0 c d c d c d
a b 0 0 a aVb a b
Ye = = e = Y
c d 1 0 c ¢cVvd c d
Jarelikult Y = eYe.
a b
Viimaks veendume, et see poolrithm on regulaarne. Olgu Z := € eSe
c d

maatriks, mille iikski element ei ole L. Siis ¢ < a < b ja ¢ < d < b. Néitame, et
leidub selline Y € eSe, et ZYZ = Z. Kuna A jarjestus on lineaarne, siis kehtib

kasc—a <d—bvoid—0b<c—a. Mirkame, et maatriksid

—a —a+b—d —b—c+d —c
) € eSe,
—a+c—d —d -b a—b—c

sest esimese maatriksi puhul

—a+c—d<—-a<—-a+b—d,sestc—d<0jab—d=>0;

—a+c—d< —-d<—-a+b—d, sest —a+c<0ja—a+b>0

ning teise maatriksi puhul

—-b<-b—c+d< —c, sest —c+d>0ja—-b+d<0;

—b<a—-b—c<—c¢ sesta—c>0jaa—b<0.
Seega teoreemi 5 toestuse pohjal on poolrithma eSe maatriksid, milles ei ole ele-
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menti |, regulaarsed.

Vaatame veel maatrikseid Z € eSe, kus vahemalt iiks element on . Kuna
kehtib ¢ < a < b ja c < d <D, siis selliseid maatrikseid on viit tiiiipi:
a b L b a b L b\ . 1

L
5 ) ) Ja N kus a,b,dEA.
L d 1 d 11 11 .

Viimase maatriksi puhul on ilmne, et ta on regulaarne. Esimese kolme maatriksi

—a —a+b—d

korral rahuldab vordust ZY Z = Z maatriks ¥ = € eSe.
€ —d
Vaatame seda naiteks esimese maatriksi korral, teised kaks tulevad analoogiliselt.
Toepoolest,
a b —a —a+b-—d a b 0 b—d a b a b
1 d i —d 1 d L0 1 d 1 d
L b —b—c+d —c
Neljanda maatriksi korral sobib Y = € eSe,
11 —b a—b—c
sest
L b —b—c+d —c 1 b 0 a—c 1 b L b
1 L —b a—b—rc 1 1 1 1L 1 L 1 L

Seega olemegi saanud, et poolrithm eSe on regulaarne.

4.3 Taisidempotendid

Sarnaselt ringide tdisidempotendi definitsioonile (vt. [14], 1k 485) defineerime kées-
olevas alajaotuses poolringi taisidempotendi moiste. Naitame, et kui A on lineaar-
selt jirjestatud Abeli riihm, siis poolringi Ma(A+) kdik idempotendid (v.a. ©) on

téisidempotendid.
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Definitsioon. Poolringi (R, ®,®) idempotenti e nimetatakse taisidempoten-

diks (ingl. k. full idempotent), kui R = ReR, kus
ReR={(moear)®...®(r,®e®r,) |neN,r,r cR}.

Definitsioon. Poolrithma S idempotenti e nimetatakse tdisidempotendiks, kui
S = SeS, kus
SeS = {ses' | s, € S}.

Téisidempotendid méngivad tahtsat rolli Morita teoorias.

Teoreem 20. Kui A on lineaarselt jirjestatud Abeli riihm, siis poolringi Ma(A~L)

koik idempotendid, vilja arvatud nullmaatriks, on tdisidempotendid.

Téestus. Paneme tihele, et iga maatriks hulgast Mo(A~L) on esitatav “summana”
kujul

a b a L 1 b 1 L N

c d 11 N c L 1 d

Ae ) ,

korral néidata, et leiduvad sellised maatriksid B, C, et A = BeC.
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1) Iga idempotent , kus ¢ + y <0, on tédisidempotent, sest
y 0
0 L 0 z a 1 0 =z a L a 1
o) \y o)\ o)\ o\ o)\ )
0 L 0 = L b 0 =z 1 b L b
o) \y o)\ o)\ oo\ o)\ )
1 L 0 =z 1 1 1 L 1 L 1 1
1 0 y O c L N y 0 c L - c L 7
1 1 0 =z 1 L 1L 1L I
L o) \y 0 i) \y o a) \L 4
2) Iga idempotent 0 v , kus ¢ + y <0, on téaisidempotent, sest
y r+y
0 L 0 x a L 0 =« a 1L a L
L) \y z+y) \ o)\ o\ o)\ L) ’
1 0 x 1 b 0 =« L b 1 b
L) \y z+y) \ 1) 1 1 LL)LL)7
€ € 0 = 1 L N 1 1 1L
1l —z—y Yy T4y c L B —x 0 (c 1 (c il 7
€ € 0 = 1L N 1 1 1 L
1l —z—y y z+y d - —x 0 (L d N 1 d
3) Idempotentide vy z , kus ¢ + y <0, korral on toestus analoogiline. [
Y

Voib kiisida, kas ka poolrithma (Ma(A™), -) kéik nullmaatriksist erinevad idem-

potendid on téisidempotendid? Tuleb vélja, et nii see ei ole.
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0 —o0
Naiide 21. Oletame, et idempotentne maatriks B = on téaisidem-
—00 —00

potent poolriihmas (M(R), ). Siis leiduvad a, b, ¢, d, e, f, g, h € R nii, et

00} (a b 0 —oo e f _[a - e f
Ol_cd—oo—oo gh_c—oo g h
_[ate a+f
B c+e c+f
Jarelikult
at+e = 0
a+f =0
c+e = 0
L c+f =1

Kunaa4+e=a+ f,siise = f. Seega 1 = c+ f = c+ e = 0, mis on vastuolu.

Jarelikult maatriks B ei saa olla tédisidempotent.

Kui S on poolrithm, siis selle poolrithma idempotentide hulk E(S) on osaliselt

jarejestatud hulk loomuliku jérjestusseose < suhtes, mis on defineeritud

f<e <= ef=f=fe

(vt [1, peatiikk 1.8]).

Osutub, et osaliselt jarjestatud hulk E(S) on vore teatud maatrikspoolrithmade
S korral.

Teoreem 22 ([12, teoreem 4.1]). Kui A on lineaarselt jarjestatud Abeli riihm, siis

poolriihma Mo(AL) idempotentide osaliselt jirjestatud hulk on vore.

See tulemus on toestatud teoreemina 4.1 artiklis [12].
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