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Matemaatiline induktsioon.

Tunneoe naturaalarve 1, 2,3, ...ja nende
mitmeid omadusi. Naiteks arvu lahutumist algtegurite korruti-
seks, Pythagorase teoreemi ndudeid rahuldavaid arve, summa sol-
tumatust liidetavate Jarjekorrast, naturaalarvude Jarjestust
ja palju muud. Seekord tutvume naturaalarvude j & r g n e -
vVuse omadusega ja selle rakendustega.

Vdibolla te polegi seni marganud niisuguse omaduse oleraas—
olu. Pole viga. Ka inimkond kasutas naturaalarve mitu tuhat
aastat, enne kui markas seda omadust. Ja ka kaasaegsed mate-
maatika professorid ja akadeemikud ei tunne veel k&iki natu-
raalarvude omadusi. Naiteks pole teada, kas ule uUhe paiknevate
algarvude paaride, nn. "kaksikute" hulk 3 ja 5, 5 ja 7, 11 ja
13, 17 Ja 19, 29 ja 31, 41 ja 43, 59 ja 61, 71 ja 73,

101 ja 103 jne. on I6plik v&i I6pmatu. Lahendamata kuUsimuste
olemasolu naitab, et valiselt lihtne naturaalarvude hulk on
sisult véaga rikas ja keerukas. Vahel arvatakse, et selliste
keeruliste omaduste uurimine on mottetu. Sellise arvamuse val-
jendamisel on aga suur risk eksida. Sageli selgub hiljem, et
arvamuse avaldaja kippus réakima asjadest, millest ta veel ei
kaundinud aru saama. Nii peeti sada aastat matemaatilist loo-
gikat praktikale mittevajalikuks ... kuni see osutus véga vaja-
likuks elektronarvutite loomisel. Ka koolis peavad méned Opi-
lased esialgu teoreemide toestamist v6i mdne teema Oppimist
kasutuks. Pole vist siiski 0ige arvata, et terve inimkond ek-
sib juba mitusada aastat, kohustades oma lapsi koolis tdesta-
mist Oppima. Tegelik elu on vaga keeruline. Seeparast olge
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like etsuste, eriti eitavate otsuste tegemisel'. Sel pdhjusel

ei Julge minagi raita, et tulevane "kaksikute" probleemi lahen-
daja ei ole praegu teie hulgas Ja ei alusta tutvumist mate -
maatilise induktsiooniga.

Niisiis, naturaalarvudel o» jargnevuse omadus. Selle
"avastamiseks" peab nagu seisma j&ama Ja teraselt vaatama,
muidu ta jaab markamatuks oaa lihtsuse tottu.

Igale naturaalarvule jargneb naturaalarv.

Naiteks 1-le jargneb 2, 6-le 7, 2135-le 213b jne., vildi-
selt naturaalarvule «k Jargneb naturaalarv «k + 1. Vahel
tahistatakse arvule* k Jargnevat arvu veel k' (loetakse :
kaa—prim); siis K = kK + 1. Muuseas paneme t&ahele, et igale
arvule jargneb ainult Uks arv.

Veidi Jargnevuse omaduse tahtsusest. MOddunud sajandi
teisel poolel ndudis matemaatika edasiarendamine naturaalarve
ja nende omadusi kirjeldava teooria, nn. naturaalarvude teoo-
ria uUlesehitamist deduktiivselt. s.o. uUksteisele jargnevate
teoreemide slsteemina, kus jargnevaid teoreeme tdestatakse
eelnenud teoreemide abil. Sellise teooria esimese teoreemi
tdestamiseks tuleb vétta paratamatult moned toed aluseks,
mida antud teoorias ei saa tdestada. Neid tddeeid nimetatakse
aksioomideks. Aksioome pultakse valida vdimalikult vahe.

Aksioomide valik pole tavaliselt uhene, kuid nahtavasti
saab valida aksioomideks ainult vaadeldava objekti suhtes
vaga olulisi tddesid, mis nagu sisaldavad endaa kogu teooria
kontsentraadi. Sest jargnev teooria saadakse ju aksioomidest
Jareldamise kaudu. Kuid mingist kohvrist saab leida ainult
seda, mis seal sisaldub. Nii ka siin.

Kui etsiti aksioome naturaalarvude teooria uUlesehitami-
seks, jaadi peatuma ka naturaalarvude Jargnevuse omadusel.
Lahemal uurimisel selgus, et see omadus on naturaalarvude

suhtes Uks olulisemaid. Ta valjendab lausa naturaalarvude

Jargnevas kirjutises mdistame arvu all ikka naturaalarvu
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01l enust, mis seisnebki jargnevuses. Muide, jargnevuse
omadus peegeldab ka naturaalarvude jarjestatust suuruse jargi
ja asjaolu, et naturaalarvude jarjend on I86pmatu. Jargnevuse
omadus koos jargnevuse Uhesusega valitigi aksioomiks.

Kuid jargnevuse omadust saab kasutada alles siis, kui
on olemas mingi naturaalarv. Seepéarast valiti aksioo-
miks ka naturaalarvu 1 olemasolu. Kolmandaks aksioomiks vali-
ti eelnevuse omadus ("jJargneb” asendada sdnaga "eel-
neb") koos eelnevuse Uhesusega. Viimane omadus puudub ainult
esimesel naturaalarvul. Selgus, et need kolm aksioomi kirjel-
davad naturaalarvude hulka té&ielikult. Puudub aga meetod, mille
abil tdestada selle hulga omadusi. TOestada e i saa
kontrollimise teel, sest naturaalarvude hulk on
I6pmatu, meio eluaeg aga I6plik. Selgitame seda naite abil.
Putame tbOestada kontrollimise teel, et summa ei so6ltu liide-
tavate jarjekorrast. Teeme seda erijuhul, arvude 1 ja a
korral. Oletame, et liidame igas minutis arvud 1 ja a mole-
mas jarjekorras ning vordleme tulemusi. Arvutades nii seitse
tundi toopaeviti kolmekimne aasta jooksul, jéuame kontrollida
umbes

30(365 —55) « 7 « 60 = 3 906 000,

s.0. peaaegu 4 miljonit arvu. Sellise toestamiameetodi pers-
pektiivitus on ilmne

Neljanda ja viimase aksioomina valitigi tdes ta -
mismeetod naturaalarvude hulga jaoks.Ka see sisal-
dab jargnevuse omadust.

Kui mingj naturaalarvude hulk sisaldab arvu 1 .ja selles

kehtib jaiy.nevuse omadus, siis see hulk sisaldab kdiki

naturaalarve.

Nuud saab tdestada naturaalarvude kohta kaiva vaite 10p-
liku arvu sammudega. Esiteks tuleb n&idata, et vaide kehtib
naturaalarvu 1 korral. Seda suab teha kontrollimise teel.

Teiseks tuleb naiduta, et vaitel on jargnevuse omadus. (Kuidas

-5 —



aeda konkreetselt teha, seda vaatame hiljem). Rohkem meil pole-
gi Taja teha, sest nuud hakkab toole viimane aksioom ehk, tap-
semini, jargnevuse omadus. Selle kaudu nagu kandub vaite 0ig-
suse kontroll automaatselt edasi koikidele natu-
raalarvudele. Nii toimub vaite Uuhekordse kehtivuse ja jéargne-
vuse osaduse alusel vaite UGl distamine kdikidele

naturaalarvudele momentaalselt, mottelennu Kiirusega.

Uldistamist Uksikjuhult Gldjuhule nimetatakse induktsiooniks.
Seepéarast nimetatakse neljandat aksioomi ka induktsiooniaksioo—
miks. TOestamismeetodit, mis tugineb induktsiooniaksioomil,
nimetatakse matemaatiliseks induktsiooniks. Viimase erinevus
harilikust induktsioonist seisneb selles, et hariliku indukt-
siooni korral uUldistuse Oigsus jaab tdestamata, matemaatilise
induktsiooni korral aga tdestatakse. Seega matemaatiline in-
duktsioon taiendab harilikku induktsiooni, valdib valesid ul-
distusi.

Ajaloo valtel on mitmed rahvad JOudnud naturaalarvude
tundmadppimisele ja kasutamisele iseseisvalt ning see on neile
suurt kasu toonud, vdimaldades elu paremini organiseerida ja
tootmist arendada. Seetdttu vOib pdhjendatult kisida, kas mate-
maatika kirjeldused naturaalarvude kohta on Oiged,, kas natu-
raalarvude akslomaatillne. 3.0. aksioomidele tuginev teooria
on Oige vOi mitte? Sellest sdltub ka matemaatilise induktsiooni
Oigsus. Vastus on jargmine. Kui naturaalarvude aksioomid on 0i-
ged, siis on ka teooria Oige. Aksioomide digsusele aga viitab
kaks asjaolu. Esiteks pole vastuolusid selles teoorias, mis
tuletati nendest aksioomidest. Teiseks pole teooria sattunud
pika aja jooksul vastuollu igapaevase eluga, praktikaga. Vii-
mast vaidet voiksime selgitada maakaardi ja maastikuga. Kuidas?

Aksioomid on nahtavasti 6iged. Nende 18plikku Oigsust aga ei
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saagi tdestada.

Eelnev arutelu oli mdeldud idee andmiseks looduse Ja mate-
maatika vahekorra kiUsimuses. Seda el tohi aga nii mdista, nagu
oleksid matemaatika tulemused kaheldavad Ja neid ei vOikski ra-
kendada. Kahelda loomulikult v8ib ja peabki, kuid teistes tea-
dusharudes on seda vaja rohkem kui matemaatikas. Praktika on
kinnitanud matemaatika ja matemaatiliste meetodite vajalikkust
uhiskonnale.

Jargnevas kasutame matemaatilise induktsiooni meetodit
mitmesuguste tdestamistlesannete lahendamiseks. Selleks tuleb
niisiis iga vaite korral naidata kahe eelduse taidetust:

(1) vaide kehtib arvu 1 korral,
(11) vaitel on jargnevuse omadus.

Sisuliselt pole oluline, millises jarjekorras neid eeldusi
kontrollida. Tavaliselt alustatakse esimese eelduse kontrolli-
misega. Seda on lihtsam teha, ka pole muret, et ndeme asjata
vaeva Jargnevuse omaduse tOestamisega siis, kui vaide arvu 1
korral ei kehtigi. Esimese eelduse kuju vOib ka muuta. Nim«lt
pole oluline, kas vaide kehtib Just arvu 1 korral. Piisab,
kui vaide kehtib mingi naturaalarvu korral. Siis toimub
uldistamine sellele arvule Jargnevatele arvudele. Loomulikult
pole siis tdestatud vaite kehtivus k&igi naturaalarvude korral,
vaid ainult alates kontrollitud arvust.

1. N &ai de. TOestada, et n esimese naturaalarvu summa
vOrdub avaldise nlD- £1 vaartusega.

Tuleb toestada, et iga naturaalarvu korral kehtib valem
1+2+3+ ... +(n -1+ n-n™Mg

Valemi kehtivus soltub naturaalarvust. Niisugusel Juhul saame
tdestada matemaatilise induktsiooni abil.
() Kontrollime, kas valem uldse kehtib. Kui n « 1, vor-

dub vasak pool

ja parem pool



J&relikult V =p
ning valem kehtib, kui n = 1.

(1) kontrollime, kas valemil on jargnevuse omadus. V&tame
suvalise arvu k. Jargnevuse omadus tédhendaks nuidd, et valemi
kehtivusest k korral jareldub valemi kehtivus k + 1
korral. Seega tuleb tdestada teoreem:

E: 1+ 2+ 3+ ... + (k —1) + K= 4y ,

Vi 1+ 2+ 3+ ... + K+ (K+ 1) « + D(fc + ?) #

T: Lahtume véaite vasakust poolest ja puuame selle teisen-
dada vaite paremaks pooleks. Loomulikult voib kasutada selle

teisendamise kaigus eeldust.

V=1+ 2+ 3 & ... + k» U + 1) — g™ + (k+ 1) =
eeldus
» k(k + 1) + 2(k + 1) _ (k+ 1)(k+ 2)
2 “ 2 7 op*

Teoreem on tdestatud. Esitatud valemil on Jargnevuse omadus.

(111) Uldtdestuse osade (1) Ja (11) tulemuste ihendamisest
jargneb (induktsiooni aksioomi pdhjal), et tdestatav valem keh-
tib iga naturaalarvu korral.

Kdrvalpdikena margime, et uUldiselt on soovitav teisenduste
kaigus tuua Uhised tegurid sulgude ette. Hii saab valtida kdrgema
astme hulkliikmete tekkimist, mida me ei oska teguriteks lahutada.

2. Na i de. Leida summa

SpT B Y SHE T gem 0 Y n(n + 1)

arvutamise eeskiri.
Oletuse otsimine.

Ulesande lahendamiseks peame leidma esialgse valemi, mille

e«Jargi saaks Sn vaartust arvutada. Seejarel tuleks toestada lei-
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tud valemi kehtivus. Plutame tuletada otsitavat valemit Uksik-
juhtude poéhjal, s.t. induktsiooni teel. Sellelre vBrdsustame n

arvudega 1, 2 ja 3.

- -1 si ' w -1
" om2 s2 mllr + r7Ta ml
£ 3 S3* F2+ 2T5*3"~ =1-

Nende tulemuste pdhjal vdib pustitada oletuse ehk hiupoteesi. et

Sp T
Matemaatikas on lubatud selle valemi véaljakirjutamine niisuguste
saatesdnadega: "Analoogia pdhjal kehtib iga naturaalarvu kor-
ral valem ...". Sest induktsioon v&ib anda nii digeid kui ka
valesid Jareldusi'.
HUpoteesi toestamiseks kasutame matemaatilist ehk taielikku
Induktsiooni.

(1) Valides n = 1, saame

V = r 72 2 Ja b 1T+ i o= =
Valem kehtib.
(1) Jargnevuse omaduse olemasolu kontrollimine.

E: JL + ... + - | K
1%2 2-3  3*4 ke k(k + 1) K+ 1 *

Vig o 2x3 3.4t et P OFFN T (keif(kerr
k+ 1
K+ 2

T: v 1 + 1 +JL + ... + i + 1
-2 3  3*4 oxx k( k+1) (k+1)( k*2)

1 2—
eeldus P
K 1 k(k+2) + 1 K+ 2k + 1
" k+1 (kfl)(k+2) = (k+1) (fc+2) * (k+1)(k«=2) *
-kx1-n
K+ 2 —~

(111) Leitud valemil on nii konkreetne kehtivus arvu 1



korral kui ka jargnevuse omadus. Selle pd&hjal valem

1, L .J .1 n
1*2  2-3 3.4 " n(iHl) = n+1
kehtib iga naturaalarvu korral.
3. Nai de. Tbestada, et 840 jagub iga naturaalarvuga,
mis on vaiksem kui 30.
(1) Valides n* 1, n =2, n =3, n = 4, saame Jaatavad
vastused,
(11) Jargnevuse omaduse kehtivust ei saa aga toestada.
See Jareldub Juba Uhest eitavast naitest: 840 ei jagu 1ll-ga.
Jarelikult vaide ei kehti.
4. Na i d e. Selgitada, ka3 funktsiooni

f(n) » n2 + n + 41
vaartused iga naturaalarvu korral on alg-— vo6i kordarvud
Oletuse otsimine.

Vdrdustame n arvudega 1, 2, 3, 4 ja 5. Saame
f(l) — 43, f{2) =47, f@3) -53, f@) =61, f(B) =71
Kontrollitud juhtude alusel vGime pustitada hupoteesi, et
avaldise f(n) vaartuseks on iga n korral algaryv
Uhtlasi on kontrollitud vaite &igsus, kui n = 1.

(11) Jargnevuse omaduse t&estamine ei Onnestu. Kuid sel-
lest veel ei jareldu, et oletus on vale.

Jatkates oletu9e kontrollimist, saaksime vastuseks alg—
arvud ko&igi n vaartuste korral kuni 40—-ni. Kuid n = 40
korral saame
f(40) = 402 + 40 + 41 = 40(40+1) + 41 = 40*41 + 41 = 41(40+1),
s.o. kordarvu. Jarelikult on funktsiooni f(n) vaartusteks
nii alg— kui ka kordarvud. I nduktsiooni alu -
sel tehtud oletus osutus valeks.
Vaadeldud néaide hoiatab kergek&eliste uldistuste tegemise eest.

5. Naide. Toestada, et iga naturaalarv voérdub talle

jargneva naturaalarvuga.
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Alustame seekord jargnevuse omaduse kontrollimisega,
kuna kahes eelmises naites Just selle puudumine osutus maara-
vaks.

(1) Jargnevuse omaduse olemasolu:

E: k = kK+1,

V: K+l &« K + 2.

T: Lahtume eeldusest ja liidame selle mdlemale
poolele arvu 1:
K= K+1 I+ 1, saame
k+1= (k + 1) + 1 ehk

K+ 1=K+ 2.

Jarelikult vaitel on jargnevuse omadus.

(1) Vvaite konkreetne kontrollimine. Meil ei dnnestu aga
leida kahte jarjestikust Ja vdrdset naturaalarvu. Vaide on
seega vale. Naited 3, 4 ja 5 juhtisid tahelepanu sellele, et
matemaatilist induktsiooni saab rakendada ainult siis, Kkui

mdlemad eeldused (1 Ja Il1) on rahuldatud.

Kordamiskisimus:.i

Mida tahistatakse sOnaga aksioom ?

Millised naturaalarvude omadused valiti aksioomideks ?
Kuidas nimetatakse jareldamist didJuhultetksikjuhule ?
Kuidas nimetatakse jareldamist Uuksikjuhult uldjuhule ?
Millise jareldamise korral vdib eksida ? Miks ?

Kuidas saab valtida valejarelduste tegemist ?

Mida nimetatakse matemaatiliseks induktsiooniks ?
Millised on matemaatilise induktsiooni eeldused ?

Kuidas kontrollitakse nende taidetust ?

© © T N o o > w DR

Milleks kasutatakse matemaatilist induktsiooni ?
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10.

Ulesandeid

Toestada, et

12 + 22 + 32 + ... + n2 * + 1 #

Tdestada, et
1-2 + 2-3 + 3-4+ ... + n(n + 1) = ntn.— AH[ 21 #

Toestada, et
1-4 + 2-7 + 3*10 + ... + nBn + 1) — n(n + 1)2

Leida Ja tdestada, millega vOrdub n esimese paaritu arvu
summa, S.Oo.

Sn =1+3+5+... + (2n -1)
Tdestada, et n esimese naturaalarvu kuupide summa on
ruut, s.o.

13 + 23+ 33+ ... +n3 =(1+2+ 3+ ... +n)2.
M&ar kus: Kasutage parema poole teisendamiseks ul.l

lahendust.
Tdestada, et

12 + 32 + 52+ ... + (2n - 1)2 = 42~ AH2A,+ 1J e

TOestada, et

+ —L. + + .t ————— 1 2
+

a .

1-37 3-5 5-7 (En - 1)(2n +1> 2n
Toestada, et kolme jarjestikuse naturaalarvu kuupide sum-
ma jagub 9-ga.

3
Tdestada, et n + 5n jagub 6-—ga iga naturaalarvu korral.

Tdestada, et aritmeetilise progressiooni n-es liige aval-

dub valemiga
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

an= ax + (n - I)d,
kui aritmeetiliseks progressiooniks nimetatakse arvude jada,

milles iga arv, alates teisest, vOrdub eelneva arvu ning

Uhe ja sama, antud jada jaoks jaava arvu summaga.

Tdestada, et geomeetrilise progressiooni n-es liige aval-

dub valemiga

kui geomeetriliseks progressiooniks nimetatakse niisugust
arvude jada, milles iga arv, alates teisest, vOrdub eelneva
arvu ning Uhe ja sama, antud jada Jaoks jaava arvu korruti-

sega.

Tdestada, et

2F4+6+ ... +2n=n2+n

Toestada, et
2+ 6+ 10 + ... + (4n = 2) = 2n2

Tdestada, et iga naturaalarvu n korral kehtib valem

(i)n = , kus b/ 0
b

Tdestada, et n-—nurga sisenurkade summa Sn avaldub
valemiga

Sn = (n —2) + 180°, kus n>2

Tdestada, et kui n>1, kehtib vdrratus
8 — | + n . . 1-> 13
n~n+1 n+2 2n
M &r kus: Naidata, et —Sn'> 0, millest jarelAub,
et Sn *
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