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I. TAPNE ARVUTAMINE,

1.1 el ne’ Ja "l eahutanil

Need on lihtsaimad arvutusoperatsioonid ning siin on
raske erilisi lihtsustusi leida. Mdrkimist vddridb vaid juht,
kus on tegemist terve rea arvude liitmisega. Siis piilitakse
liidetavaid 2-3 kaupa kombineerida, nii et nende summa oleks
10 vdi 20. Sel otstarbel vdime isegi ménest numbrist iile
hilpata ja seda tagantjarele arvestada.

Paris kasulik on meelesf pidada, et jargmiste arvukolmi-
kute summa on 20: 2,9,9; 3,8,9; 4,7.9; 4,8,8; 5,6,9;
B:6,8: - 6.7,7-

Nditeid:
‘4-8) 87
72 8
29) 3
81 29)
23 69
" 4
55
- G
423 ooe

Siin on tingimuseks, et liidetavaid, mille summa on 10
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voi 20, ei tohi kaua otsida. Peale selle on oluline, et ve-
hesummasid ei tohi eraldi arvutada ega ka mdttes nimetada,
vaid nende liitmine peab toimuma otsekohe, liidetavaid ainult
pilguga haarates. (Esimese ndite puhul mStleme nii: 10, 20,
29, 39, 43; 8, 20, 30, 40, 42, Teise ndite puhul: 20, 40, 47,
52; 13, 23, 73, 43, 55). Ididetavaid v3ib rihmitada mitmeti,
peamine on arvutuste mugav teostamine.
Iehutamise asemel on tihti kasulikum liita:
2 P65 (4 ja L on 5; 7 ja 9 on 16, 1 meeles;

_35.?.‘.". 732 2 on 93 3 ‘38 5 om 8).
5291

See on eriti kasulik, kui on tarvis iihest arvust lahutada ter—
ve hulk arve.

Néide. cAsh

572 4
484
566

2
248

36
175
849
S~k . Jie

Kui mitme nulliga lippmst arvust on vaja lehutada min-

git teist arvu, siis tuleb lahutatava viimane koht tédiendada
kimneni ja teised nullide kohal olevad numbrid iiheksani :

20000 - 3456 = 16544



§2.Korrutamise erividtted.

Korrutamise juures saab juba rakendada iisna mitmeid to&-—
vaeva vihendavaid vitteid. Xoigepealt vaatleme nn. suurt iiks
kordihte. Selleks, et korrutadas kahte kiimne ja kahekiimne va-
hel asetsevat arvu, kasutame kergesti kontrollitavat samasust

(10 + 2)(10 + b) = (10 + a + b) - 10 + ab.
Naiteid: 17 - 18

(25 je viis kuus) = 306,
12-14 = (16 ja 8) = 168,
12+ 19 = (21 ja iks 8) = 228,
See vdte on ilmselt {ildistatav ka kahe 20 ja 30 wva-

i

hel asetseva arvu korrutamiseks:
(20 + 2)(20 + b) = (20 + a + 1) 2C + ab.
Nditeid: 24.21 = (25; 500 ja 4) = 504,
23.22 = (25, 500 ja 6) = 506,
21-28 = (29, 580 ja 8) = 588.

Uldiselt
(10c + a)(10c+ b) = (10¢c + & + b))+ 10c + ab.
Praktiliselt tuleb selle valemi rakendzmine arvesse ainult ¢
vidrtuste 1, 2, 3 puhul. Kill age pakub huvi erijuht, kus
a +b =10. Sel korrel valem lihtsustub tunduvalt:

(10¢ + a)(10c + b) = 100c(c + 1) + ab.

Niiteid: . 26« 624,
33«37 =.1221,
182 - 188 = 34216,

45 . 45 = 2025,

Suure iikskordilhe juures kasutatud lihtsustusvdtet, mis
voimaldab kshe korrutise leidmist asendada ihe liitmise ja
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Uhe korrutamisega, on sobiv rakendada ka 107 liheduses aset-
aevate arvude korrutsmiseks: :
(10® - a)(10% = b) = (10® = a - b)Y+ 10® ¢ ab,
(30" + a)(10% + b) = (202 +'a + Bb) . 10® + ab,
(10" + 8)(10% - b) = (10% + a - b)- 107 - ab,
(Valemid n = 2,3,4 jaoks vilja kirjutada!).
Naiteid: 97- 83 = 8051, 108 « 114 = (122 ja iiks 12) =
= 12312, 984+ 983 =.967272, 1023 - 1028 =
= 1051644, 98 - 105 = 10290, 968 - 1012 = 979616.

]

Vdikese treeningu jirel ssab rakendada ka valemeid
(5:20% £ a)(5-10% £ b) = 3(5-10% + a & b) - 10°*1 4+ ap,
(5-10% + a)(5-10% - b) = 3(5- 10° + a - b) - 10 - g,

Naiteid: 52 56 = 2912, 502 513 = 257526,
4188 - 4996 = 2092 3248,
5107 « 4895 = 25010000 - 11235 = 24998765.
Ka arvudege 15 = 10 + 3:10 ja 25 = } -100 korrutami-

L}

ne ei valmista raskusi:
187 - 15
493 . 25

i

1870 + 935 = 2805,
12325.

"

$3. Tipsete arvutuste kontrollist.

Tdpsete srvutuste kontrollimiseks kasutatakse kordusar-—
vutust mingis jddgiklassiringis. Harilikult kasutatakse jaa-
giklassiringt R vé1 RI), Rui ténisteds arvu a R-jad-
ki simboliga [a], 8iis jdreldub seosest a + b = ¢ seos
[a] + [b] = [c] Ja seosest &:.b =c seos [a]- [b] = [c ]

Tuletame meelde: arvu iliheksajadk vordub selle arvu iihe-
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kohalise ristsummaege (leitakse jirjestikku ristsummade rist-
summasid, kuni jButakse iithekohalise arvuni):
[a38)y = [15], = &.

Uheksajisigi rakendemine arvutuste kontrolliks on lihtne.
Naiteks korrutise 23- 26 = 598 puhul peame kontrollima,
kas iiheksajdidkide korrutis vordub korrutise ilheksajisgiga.
Toepoolest 5- 8 = 40 = 4 ja [598]9 = [22]9 = 4. Kontrol-
limise gﬁiku on sobiv korraldadaz jdargmisse skeemi:

N 4

SR

Uheksa jaigiga kontrollimisel peame arvestams seda, et

gsellega ei avastz koiki vigu. Xul kirjutada 52 asemel ko-
gemata 25, siis iiheksajidk ei muutu. Samuti ei muutu iihek-
sajiik, kui kirjuteds juurde méni 9, niiteks [529]9 = [53L
= 7. Seda viimast asjesolu saab edukalt &ra kasutada pikemate
arvude iineksajiikide arvutamise lihtsustamiseks. limelt vTib
ristsumma srvutamisel irs jatta kdik iiheksad v&i iihekss kord-
sed:
r ] r
[598) = [13 = 5 + 8] = ;. [s362]g = 2.

Et iiheksajidgiga kontroll v3dimaldab kiillalt sageli esi-
nevate vigade ldbilipssmist, siis on kontrolliks kindlam k&
sutada iiheteistkiimnejddxi.

Uheteistkiimne jadgi srvutamiseks peame meeles, kuidas lei-
da arvu 12. iiheteistkimnejikki. Selleks piisab, kui iihelis
test lahutads kimnelised: 2 - 1 = 1. Pikemate arvude puhul
tuleb liikuda 13pust alates kahe koha ksupa ettepoole ja ru

kendada iga paari juures same vdtet. Tekkivate jaakide summe



annabki arvu iiheteistkiimnejaigi (endal tdestada!).
[43'87'26'59),, = 4 + 4 =8,8-1=72,7-1=6) =6.
Umrarsulgudesse on mirgitud mdttes nimetatavad vahetulemused.
Uheteistkimnejiik avastab numbrite jirjekorra vahetamise ot-
sekohe: [52]11 =l [25]11 =3,

Nedide rakendsmisest:

92+ 89 = 8188

S4.India ristkorrutamismeetod.

Kahe- ja kolmekohaliste arvude korrutamiseks on kasulik
tarvitada nn. "india ristkorrutamismeetodit”.

Korrutise 43 - 87 leidmiseks kirjutame korrutatavad tei-
neteise alla:

43
e

Korrutise iiheliste leidmiseks korrutame 7 ja 3. Saa-
me 20 ja iiks. he paneme korrutise itheliste kohale kirja

43
X g7

e

: .
Korrutise kiimnete leidmiseks korrutame vastavalt ithe kor—
rutatava lihelised teise korrutatava kiimnelistega ja liidame
' nende summale tilheliste korrutamisel saadud kimnelised: 7-4 +
+ 8+ 3 + 2 = 54. Paneme kiimneliste arvu kirjas:
43
X 87

41
8



Korrutise sajaliste leidmiseks korrutame kiimnelised ja lii-
dame meeldejdinud sajaliste arvu: 8-4 + 5 = 37.
Loplikult

43
X g7

3781 .
Mirgime, et meelegpeetavad arvud on kasulikum kohe liita esi-
mese leitava osaskorrutisege (toodud nidite puhul: 2, 30
(=28 + 2), 54).

Ristkorrutamismeetodi eelis seisneb selles, et osakorru-
tiste liitmine ei tekita mingeid raskusi ja juba iisna viike-
ge treeningu jarel on vdimalik ristkorrutamismeetodiga kshe-
Jja kolmekohalisi arve korrutada isegi kiiremini kui aritmo-
meetriga.

Toome veel iihe ndite, kus sulgudes on mirgitud ainult
mdttes nimetatavad arvud. Osakorrutisi pole vaja nimetada,
need vi0ib kohe eelnevale tulemusele juurde liita.

37 (42, 22, 50, 17)
46
e .
Ka kolmekohaliste arvude korrutamine toimub sama skeemi
kohaselt (iileskirjutatavad numbrid on sulgudes alla kriipsu-
tatud).

234 (2&, 20, 49, 20, 32, 42, 16, 26, 19)
456

106704 3
Kahekohaliste arvude korrutamine toimub seega l1lGpust
alates jirgmise skeemi kohaselt:
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30 AT
Kolmekohaliste arvude korrutamine aga jadrgmise skeemi

kohaselt:
X >K X!

§5.Ar§ude ruuntude leidmine.

Jéargnevas vaatleme votteid, mis vdimaldavad 2- kuni 3-
kohaliste arvude ruute peast leida. Suuremskohaliste arvude
Jaoks vaatleme hdlpsasti kasutatavat kirjalikku arvutusskee-
mi,

Koigepealt mirgime, et yiiega ldppevate arvude ruute on
kerge arvutada jéirgmise eeskirja kohaselt:

(10a + 5)2 = a(a + 1) 100 + 25,
(Kimneliste arv tuleb korrutada ilhe vdrra suurema arvuga ja
tulemusele tuleb 13ppu juurde kirjutada 25).
45%= 2025, 95°= 9025, 125°= 15625, 175°= 30625, 2352=55225.

Edaspidiseks tuleb pdhe Sppida arvude 1-25 ruudud:
sealhulgas 16°= 256, 17°= 289, 18°= 324, 19°= 361, 20° =
= 800, 21°%= 441, 222= 484, 23°= 529, 24°= 576, 25°= 625.

Arvude 25-75 ruutude leidmiseks kasutame valemit

%= (a - 25)+ 100 + (50 - a)2.
(Iahuteme antud arvust 25 ja kirjutame talle kshe kohaga
juurde 50 suhtes vdetud tdienduse (vst. liia) ruudu).
48%= 2304, 37°= (12 ja iks 69) = 1369, 28°= (3 ja neli
84) = 784, 542= (25 + 4)- 100 + 16 = 2916, 56°= 3136, 67° =
= (42 ja kaks 89) = 4489, 0,39°= 0,1521, 7,2°= 51,84.

"

Arvude 75-125 ruutude leidmiseks kasutame valemit
a?= [a - (200 - &)]* 100 + (100 - 3)2.
10



Sajast vidiksema arvu puhul lahutame sellest tdienduse
sajani ja kirjutame kahe kohaga juurde tdienduse ruudu,
Sajast suurema arvu puhul liidame sellele liia iile saja
Ja kirjutame kahe kohaga juurde liia ruudu,
96°= 9216, 99°= 9801, 87°= 7569, 106°= 11236, 123°= 15129.
Suuremate arvude ruutude leidmiseks voib soovitada Jérg-
mist mugavat arvutusskeemi. Kuna ¢986 = (4 + 1000 + 9 100 +
+ 8+10 + 6) , siis kasutame hulkliikme ruudu leidmise ees-
kirja, vastavaid arvutusi otstarbekalt skeemi paigutades,
4986°

16816436
734496
6508
48 a

24860196 .

Skeemi esimeses reas asetsevad kdigi numbrite ruudud ks-
he kohaga kirjutatult (3= 09!), Skeemi teises reas asetse-
vad 1Gpust alates kdigil kdrvutiolevate numbrite kah iordsed
korrutised. Skeemi kolmandas reas asetsevad 13pust alates
ile iihe vietud numbrite kahekordsed korrutised jne. K3ik kor—
rutised on kirjutatud kshe kohsaga.

2345672

40916253649
1224406084
16304870
203656
2442
28

55021677489 .
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§6. Arvude kuupide leidmine

Kahekohaliste arvude kuupide leidmiseks sobib valem:
(102 + b)3= &3.1000 + b+ (108 + b)- 3ab - 10.
ISpuosa arvutamiseks kasutame ristkorrutamismeetodit.

e 3+ 249 = 68
64= 216064 293 8729
4608 1566
262144 , 24389 .

§7.M83ned ildised markused

korrutamise Jja Jagamise koht a.

"Kisitsi" korrutamisel tuleb alati hoolega jdlgida, kss
teglmi‘gel pole mdningaid erilisi omadusi, mis aitavad toomah-
tu vdhendada ja koos sellega ka tulemuste usaldatavust tdstz.

Ménikord on iiks teguritest niisugune, et liks tema osa on
teise osa tdpne kordne. Nditeks teguri 186 puhul korrutame
kdigepealt kuuega ja siis tulemust kolmega:

2574 5462
X186 X 856
15444 43696
46332 305872
4787¢4 4675472 .
Tuledb dppida nigema ka niisuguseid véimalusi, nagu
: 6125 (6- 345; F - 1000 - 345).
345
2070000
43125
2113125

12



Tédpse jagamise juures pole olulisi lihtsustusvdtteid.
V8ib ehk mirkida, et mdnikord murru % lugejat ning nimets—

Jat sobiva arvuga korrutades saab arvutusi lihtsustada:

286 : 68 _ L. B e 28
“BG 5%% » 25~ 100 ¥ 135 ~ 1000
Uldisi eeskirju niisuguste vdimaluste otsimiseks ei saa

anda. Pealegi ei tasu nende spetsiaalne otsimine end éra.
Motet on neil vdtetel ainult siis, kui lihtsustusvdimalusi
mirgatakse silmapilkselt.

Vastav nigemisoskus kasvab aga koos arvutuslike kogemus-

tega.

§8. Arvutamise abivahenditest.

Arvutuste kergendamiseks sobivatest abivahenditeat tuleb
mainida kdigepealt mitmesuguseid tabeleid.

Korrutamise hdlbustamiseks on véga sobivad O'Rurki korrmu-
tustabelid [1], mis véimaldavad kohe lugeds ige kolmekohali-
se arvu korrutist ige kahekohalise arvuga. Nende tabelite
abil liheb korrutamine tunduvalt kiiremini kui logaritmide
vol arvutusmasina "Felix" abil.

Igal metemaatikul peaks olema Barlow' tabelid [2] , mis
sisaldavad arvude 1-12500 ruudud, kuubid, ruutjuured, kuup-
Juured ja pébrdvéértused.‘Nende tabelite suureks plussiks o
see, et nad on vigadeta.

IoSpuks vddrivad veel miarkimist Segali ja Semendjajevi
viiekohalised elementaarfunktsioonide tabelid [3].

Logaritme arvutusvshendina kasutatakse kaasajal kzunis
harva, enamasti on lihtsam elektriajamiga t86tava'e arvutus-
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masinate v3i isegi elektronarvutusmasinate kasutamine.

Idpuks tuleb veel mirkida, et terve rea viiksemat tépsust
ndudvate arvutuste juures (3-4 tiivikohta) on otstarbekas
arvutusliikati v3i nomogrammide (graafiliste arvutustabelite)

kasutamine.

II, LIGIKAUDNE ARVUTAMINE .

f51. Ligikaudse arvutamise

pdhiprobleeniad.

Seni me vaatlesime tdpsete arvudega arvutamist. éraktikas
on aga reeglina tegemist ligikaudsete arvudega. See on tingi-
tud mitmest asjsolust. Esimene ja viga sagedane pdhjus on see,
et avaldis, mille vadrtuse me peame leidma, sisaldab suurusi,
mis on saadud mddtmise teel. M53tmistulemused on aga alati -
usaldatavad ainult teatava vea gleupiirini. FRilisikas ja ast-
ronoomias on kogu aeg tegemist ligikaudsete arvudega. Aga ka
puhtmatemaatiliste avaldiste Juures tuleb paratamatult ope-
reerida ligikaudsete arvudega. Nii naditeks kasutatakse irrat
sionaalarvu asemel ju alati selle ldhisvaartust.

Ligikaudsete arvudega opereerimine toob meid kolme pdhi-
probleemi Jjuurde.

1. Tuleb hinnata ligikaudseid suurusi sisaldava avaldise

vadrtuse tidpsust.

i

, V8ib nditeks kiisida, millise tépsusega me leiame 1!2,
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YT, kui ® jaoks kesutada léhisvédrtusi 3,14 v3i 3,1416.
2. Tuleb otsusteda, millise tépsusega peadb vatma teata-

vasse avaldisse kuuluvnid suurusi, et garanteerida avaldise

vaartusele ndutavat tépsust.

Naidetena vaatleme jargmisi ﬁlesandeidﬁ

Ulesanne nr. 1. Kui tipselt tuleb vdtta T ja V2 , et
seaada korrutist ™\/2 veaga, mis ei iileta suurust S - 10782

Ulesanne nr. 2. FKui tépselt tuleb arvutada \[E: et
cos 18°= % 10 +\[§. viga ei iilletaks suurust 5 . 10.8?

Kui need probleemid on lahendatud, siis kerkivad uued ki
simused. Oletame niiteks, et \[2T arvutamise juures selgus,
et nii VE? kui U tuleb wvajaliku tédpsuse garanteerimiseks
vdtta kaheksa kimnendkohaga: \[2 = 1,41421356; 0= 3,14159265.
Barilikul viisil korrutades sasme tulemuses 16 kiimnendkobh-
ta. Meil on aga teada, et juba kaheksas kiimnendkoht on eba-
kindel ja edasised kohad ei oma iildse mdtet. Siit Jérgheb
kolmas pdhiprobleem.

¢ Kuldas teostada elementaaroperatsioone nii, et vaja-

lik tapsus oleks saavutatav minimaalse too&uluga’

S$2. b8 01ldutne jJa relatiivnhe

v i g e

Rui a on suuruse A ldhisvaidrtus, siis kirjutame li-
hiduse mGttes
A= a.
Iigikaudse arvu a t3eliseks veaks nimetame suurust

A:A—a.
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Iigikaudse arvu a absoluutseks veaks nimetame suvalist

positiivset arvu m, mis rshuldab vdrratust
A1 = 1A -alm.,
Tdpne vdartus A asetseb seega tokete
a-mgASa+n
vahel ja iUmberpéordult - lﬁhisvéértua a asetseb tdkete
A-mSag€A+m
vahel. Sageli kaéutatakse kirjutusviisi
A=za+m.

Absoluutne viga ei iseloomusta suuruse tdpsust kiillalda-
selt, Kui niiteks m&3ta sentimeetrilise tidpsusega laua pik-
kust vdi maja pikkust, siis on ilmne, et teine mdotmine on
esimesest palju tdpsemini teostatud, kuigi absoluutsed vead
on vdrdsed, On veel teine asjaolu, mis sunnib meid absoluut-
se vea asemel otsima paremat vea hinnangut. Nimelt on abso-
luutne viga enamasti nimega arv, mddtithikut muutes aga muu-
tub ka absoluutne viga.

Idigikaudsete suuruste tdpsuse hindamiseks kasutatakse
seepdrast sageli nn., relatiivset viga.

Iigikaudse arvu a tdeliseks relatiivseks veaks nimeta-

me suurust
m =4
2
Tigikaudse arvu a relatiivseks veaks aga nimetame suva-

list positiivset ervu d , mille korral on tdidetud vdrratus
o
N = l_. < d.
3 il %

S1it jédreldub, et kui ligikesudse arvu a absoluutne vi-

ga on teada, siis viime selle arvu relatiivseks veaks lugeds
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suuruse n
d=— .

lal
Kui laus pikkus-on 1 meeter ja maja pikkus 10 meet-

rit ning mdlemad on mdddetud sentimeetrilise tédpsusega, siis
laua pubul on relatiivme viga 0,01 = 1%, maja puhul aga ai-
nmalt ~,001 = O,M%5..

§3.7T4vikohad ja kimnendkohad,

RKui meil on tegemist ningi.lisikaudu arvuga, siia on
oluline eristada tiivikohti ja kiimnendkohti. Arval 0,00352
on vils kimnendkohts ja kolm tivikohta, arvul 12,340 aga
kolm kimnendkohta ja viis tiuvikohta. Kuma tivikohtade hulka

vdib mmta arvu loppu nulle juurde kirjutades vai kustutades,

siis vBib seda ar“aclu kasutada arvude niisuguseks esitami-
seks, et nende viimese tivikoha jirgi sasks otsustada ligi-
kaudse arve absoluutse vea suuruse iile. :

Lepime koltku lugeds ligikaudse arvu a viimest kohta
Sigeks, kuil ta viza ei iileta iiht ithikut. Tabelites on ema-
masti viga alla poole viimase koha idhiku, kuid viimasel ajal
on itha enam 1lnlxunnd tabeleid, kus viga ulatub iihe viimase ko~
ha {ihikuni.

Ligikaudsete arvude juures tuleb séilitada ainult diged
kohad (pikemate arvutuste juures tuleb vigade kuhjumise vdl-
timiseks sdilitada vahearvutustes 1-2 enamkohta). Eriti ti

helepanelik peab olema ligikaudse arvu 1opus asetsevate nul-
lide suhtes. Tuleb kindlaks teha, kas null on tihendusega
number v5i seisab tea tundmetu numbri asemel. Niiteks vdrdu-
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ses "1 kg = 1000 g" on kdik nullid Jdiged, vdrduses “"Tartus
on 80000 elanikku" on nullid tundmatute numbrite asemel. Ede-
sises kasutame kahtleste numbrite mirkimiseks allakriipsutae-
mist, kahtlaste 1Gpunullide puhul aga ka esitamist kiimne asb-
mete kaudu: _
6,78, 80000 = 8 10%,
Arv 6,000 on seega palju tédpsem arv kui arv 6,0,
Kahtlaste kohtade iimardamisel ldhtume jirgmistest reeg-
litest. Kui viimasele iimardamisel sé@ilivale kohale jdrgneb:
a) 0,1,2,3,4, siis viimane koht ei muutu;
b) 6,7,8,9, siis suurendatakse viimast kohta iihe vdrra;
¢) 5 veel vihemalt iihe nullist erineva lisakohaga, siis
suurendatakse viimast kohta {ihe vdrra;
d) {imardamisel saadud 5, siis iimardatakse vastupidiselt
varasemale- suunale;
e) tdpne 5 voi tundmatu 5, siis iimerdatakse sdiliv
koht paarisarvuks.
Nditeid limardamise kohta:
a) 8,6334 - 8,633 — 8,63;
b) 12,6358 — 12,636 — 12,64;
c) 8,27501 — 8,28;
d) 16,8149 — 16,815 — 16,81;
14,1352 —» 14,135 — 14,14;
e) 0,0735 — 0,074;
0,385 — 0,38.
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§4, Vigade edasikandumisest

arvutustes.

Olgu meil vaja leida pidevalt diferentseeruva funktsioo-
ni
U= f(xl. Xy eee s xn)
vadrtusi, kus argumentidel =x,, Xyy see s xn on vasi_:avalt
vead My Moy ooy M. On ilmne, et argumentide vead kandu-
vad edasi ka nendest funktsionaalselt sdltuvale suurusele U,
Funktsiooni vadrtuse :iga avaldub kujul

AU =~ af =Z -;—f; .. .
- axi i
Kui vead My, Myy se. 5 M OD kiillalt vdikesed, siis
AU on kiilllalt hdsti kirjeldatav df véddrtusega kohal X3

X5y «se 3 X,. Suuruse U absoluutse vea m, hinnanguks sea-

me siit: )
nuéétlgi;l my

Vaatleme niiiid selle valemi rakendamist rea sageli esine-
vate operatsioonide korral.

Witmine. Olgu U=x) + X, + ... + X, kus x,> 0.

Et AU =1, siis e E m, .
Seega liitmisel liituvad ka liidetavate absoluutvead.

Naiteks arvude 2,35 + 0,01 ja 3,46 + 0,05 1liitmisel
saeme summsks 5,81 + 0,06, are

Tohutamine. Vaatleme kahe arvu vshet U = X - X (>
> x;> 0). Absoluutne viga avaldub jdlle summana m, =m +
+m,. Keerulisem on aga lugu relatiivse veaga. Et lihedaste
arvude korral U on suhteliselt viike arv, siis relatiivme
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viga véib kasvada vidga suureks. Naiteks vahe U = 32,43 -
- 32,41 = 0,02 korral (ul =m, = 0,01) on absoluutne vi-
ga m = 0,02, relatiivne viga aga

J:%—:-g%=1=1oox!

Nende samade arvude liitmisel on relatiivme viga aga ai-

nult
J=£‘,‘g§ = 0,0003 = 0,03 %.

(Vea vddrtus tuleb alati iimardada iilespoole!).

Siit ndeme, et lahutamine on arvutamise tdpsuse mdttes
iisna halb operatsioon. Kui on karta, et arvutuste kidigus on
tegemist ldhedaste arvude lahutamisega, siis tuleb alati piii+
da lahutamisest arvutuseeskirja kuju teisendamisega vabaneda.
Néitena v0idb tuua Shukese kerakihi ruumala arvutamise valemi:

v = ‘3‘11[(3 S
Numbriliseks arvutamiseks tuleb ta teisendada kujule
V= %‘K(BRaa + 3RaZ + 33).

Siin pole enam karta suure relatiivse vea tekkimist.
Korrutamine, Olgu U = Xy Xy oot Xy o
Korrutise vea arvutamisel on otstarbekas liéhtuda rela-
tiivsest veast. Peale lihtsaid arvutusi leiame, et

SEIETR

i=1

Korrutamisel tegurite relatiivsed vead liituvad.
Hagiteks korrutise U = X)%o korral, kus x, = 10 + 0,15
© X, = 100 + 0,2, on ‘U relatiivne viga

%-)l + 98 = 0,01 + 0,002 = 0,012
ja absoluutne viga
= 1000~ 0,012 = 12.

20



.
Jagamine. Olgu U= — .
S e S RRAPOLE G x5

LM SR i g
Kuna a—x—i—i; 3& 322 = “;2"[ , 8iis leiane, et

J:g—u'z

Jagamisel jagatava ja jagaja relatiivsed vead liituvad.
Iogaritmimine. Olgu VUV = 1n x.

Bt g = %. siis U sabsoluutne viga on % , ehk teiste

.

sdnadega, loomuliku logaritmi absoluutne viga vdrdub argumer

di relatiivse veaga.

Kiimnendlogaritmi puhul arvestame seost 1log x = M ln x,
kus M = log e = 0,434, Siit leiame, et kimnendlogaritmi ab-
soluutne viga vdrdub poolega ta argumendi relatiivsest veast

Juurimine. Olgu U= \3/5': > i

&L 1
Et g— = % = , 8iis Juure relatiitme viga on

1
5 m,

X

=1d

x

d=m

=1

- i s
x 0

Seega n-nds juure relatiivne viga on juuritava rela-

tiivsest veast n kords vdiksem.

Astendamine: U = x®, Bt gg n 271, siis

ot 4
J:mxn—%— n-;-;—-xl=nJI .

Seega 1n-nda astme relatiivme viga on astendatava relé—

"

tiivsest veast n korda suurem,

Ka trigonomeetriliste arvutuste puhul ei valmista ees-
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pool toodud veahinnangu rakendemine erilisi raskusi.
~ Haide. Kolmnurgest on antud kiiljed a = 5,2 + 0,05 ja
b= 7,8 % 0,05 ning nende vaheline nurk C = 35,6°% 0,1°.
Leida kiilg c.
Koosinuslause pdhjal c¢ = a2+ b2— 2ab cos C = 4,682,

Absoluutne ja relatiivne viga avalduvad kujul
a - b cos Ql lb -_a cos Cl ab _sin Cl ;
'c,s.IE‘ (- =y c +.m ¥

c

J:

c

Ze
c

Seega

mcsg ;—'ig {0,05{5,15 - 7.85-0,81a1\’ + 7,85 - 5,15
+0,8121)+0,05 + 0,00175 - 5,25 - 7,85 - 0,5835 } £ 0,062

Ja

J.< ‘3'.‘2,553' £ 0,0133 = 1,33 %.

c -~
L3plikult
c = 4,68 + 0,062 = 4,682+ (1 + 0,0133).

§5.L3pptulemusele vajalikka
tapsust g a f anteerivate

argumentide tédpsuse valikust

V3ib plistitada ka eelmises punktis vaadeldud ililesande
poordiilesande -~ leida, millised v3ivad olla argumentide Xy
Xng ee- s X vead Oyy Moy eee 5 By et garanteerida tule-
musele y = f(xl. Xyy ene s xn) etteantud tépsust.

See probleem pcle mitme muutuja funktsioonide korral
iheselt lahenduv, sest vigu my voib mitmeti niiviisi kom-
bineerida, et o, jddks etteantud tokkest vaiksemaks. K3i-

ge viiksema vaevaga saab sellele kiisimusele vastata, kui ee
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& Tk SRRl T

dada, et kdik osadiferentsiaalid 31. m
Xy -
juvad tulemuse veale iihesuguselt; s. o.
3
my~ o 55| 5

Siit saame, et

.

my RS
ln ox; I

Naide. Millise tédpsusega tuleb kolmnurgas mddta kiilge
c®12 cm ja nurki A =265°, C 2263°, et killge a leida re-
latiivse veaga 0,5 %

Otsitava kiilje ligikaudne vddrtus on

e =c SIDA g5 0.9063 35 5 op
sin C 0,8910

Jja
m, A 0,005 - 12,2 = 0,061 cm.

Moddetavate elementide absoluutsed vead vdivad seega ol-

la:
nz———L——~ TA%WQ;OQZ cm;
c i
3,
gin C

m
___é_._ ~ 206l o 0,0036 &= 0,21°%;

' 36:0,475
% sin "
m, 0,061 o
o~ - ~ %3 0,0033 & 0,197,
3e Siﬁ--é—-g,—"-sﬁ, 36-0,518
sin™C

Etteantud veags tulemuse leidmiseks piisab, kui killge ¢
mddta tipsusege 0,02 cm , nurki A ja C <tédpsusega
20", X
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56.Ligikaudsel arvutamisel

sailitatavate kohtade arv.

Keerulisemate arvutuste korral tuleb sédilitatavate koh-‘
tade arvu hinnats eelmises punktis toodud iildise vea hinda—~
mise valemi abil. Aritmeetiliste tehete korral vdib aga ka—
suteds jimeda "rusikareeglina” jirgmisi akesdeemik A. N. Krd
lovi poolt antud eeskirju.

ldgikaudsetée arvude 1iitmisel ja lahutemisel tuleb tule-

muses sdilitade niipalju kiimnendkohti, kui neid on vihima

kiimnendkohtade hulgaga arvus.
ligikaudsete arvude korrutamisel ja jagemisel tuleb tu*
lemuses sdilitade vaid niipelju tiivikohti, kui neid on vihd~

ma tivikohtede hulgage arvus.

Yende reegiiteni jduame, kui peame silmas, et liitmisel
je lahutamisel liituved sabsoluutvead, s. t. kohtade arnm
kiid kimnendkohtade jirgi; korrutamisel ja jegamisel ags ldf
tuvad relatiivsed vead, s, t. kohtade srvestus tojmbnmg

kohtade jargi. 4
Wirgime, et ligikaudse arvu a relatiivne viga avﬂdub‘
kujul
B 1 Sy

~ »

allok’ 1
kus 8, on esimese tiivikoha number ja k on digete tiivi-
kohtade arv. ‘
Korrutamise ja jagamisega analoogiline reegel kehtib ka
logaritmimise, eksponent- ja trigonomeetriliste funktsiooni-

de arvutamise korral.
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Vahetulemuste arvutamisel tuleb vdtta iikks koht rohkem,
kui seda soovitavad &sjased reeglid. Lopptulemuses see lisa-
koht limardatekse.(Lisakohale tdmmatakse tavaliselt kriips
alle voi kirjutatekse vihendatud kujul).

Kui mOned andmetest omavad rohkem tiivikohti kui teised,
siis tuleb need enne tehete sooritemist ilimardada, sdilitades
vaid iihe lisakoha.

Néiteid:

2,4 + 13,85 + 0,0473
35270 + 6385 + 43700
45,77 - 2,3658 = 45,77 - 2,37 = 43,40;
/68,7:5003 = 68,7:5000= 0,0137.

2,4 + 13,85 + 0,05 = 16,30 = 16,3;
85400 ;' 8,8+ 12,47 = 8,8 +12,5 = 110;

0

§7.Lihendatud korrutamine

Jja jJag.amine.

Olgu meil vaaa'ioida korrutis 98,7352 39,87. Harilikul

viisil korrutades: $
98,7352
X 39,87
6911464
7398816
8886168°
2962056

3936572424 .

Eelmises punktis toodud reegli pdhjal peaksime tulemu-
ses siilitama 4 tiivikohta. Tihendab, harilikul viisil kor
rutades me teeme palju lilearust t66d. Enamus leitud numbreist
pole meile vajelikud ja jdrelikult tuleks korrutamist teos-—

tada niisugusel viisil, et {ilearuseid kohti ei oleks vajs
4 25



arvutadagi.

Vaatleme jirgnevas nn, lilhendatud korrutamise votet. Kir-
jeldame seda vGtet eespool toodud ndite varal.

Kuna me l13pptulemuses sdilitame ainult 4 +tiivikohta,
siis ;asakorrutistes on motet sdilitada iilimalt viit tilivikoh-
ta. Mirgime tédpsema arvu ililearuseid kohti pealetdmmatud kriip-
suga:

98,7352
x &

29621 .
Korrutamist alustame arvu 39,87 peast. Esimene osakor-

rutis tuleb 29621 (viimase koha saamisel votsime arvesse 5
ja 3 korrutamisel tekkiva kiimneliste arvu 2: 3 -3 + 2). 2
Jargmise osakorrutise leidmiseks ldheme korrutajas iihe jargu
vorra madalamale, Osakorrutise ldpunumbri jargu sdilitamiseks
tuleb korrutatsvas jdlle iihele kohale kriips peale tGmmata.
Uue osakorrutise ldpunumber on 6: (7359 = 66). Jdrgmise
osakorrutise leidmiseks kustutame jdlle ithe koha, jne. seni,
kuni korrutaja kohad on k3ik ammendatud. Korrutusskeem ndeks
13plikult vdlja nii:
98852
;87
29621
8886
790
69
39366 = 3937.
Muide, selle korrutise arvutamist v3iks teha ka jargmiselt:

98,7352-39,87 = (100 - 1,265)+39,87 = 3987 - 1,265:39,87 =
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= 3987 - 50 = 3937.
Ummarguste arvude ldheduses olevate arvude korral tuleb nii-
sugust voimalust alati jalgida!

Toome veel paar ndidet ligikaudse korrutamise kohta.

6,15 56,83
0,45 3,58
2,46 17 05
0,31 2 84
St ¢ 53
2,8

2007

Leiame kolme kohaga korrutise 2,3456« 3,2178:

2,3456
3,2178
7,036
469
23
16
2
7’55 .

Iigikaudsete arvude jagamisel kustutame jagajas jérjest

kohti dra, sest koolipraktikas kasutatav jagatavale nullide
16ppu lisemine pole millegagi Gigustatud.

Jagame nelja kohaga arvud 12,3743 ja 18364. Jagajas
kustutame kohe alguses viienda tiivikoha, jagatavas iimardame

kuuenda tiivikoha.

12,3743:1836% = 0,0006739
11 018

1 356
1 285

7x
5
16
16

al



Jagame kolme kohage 62,73 ja 4,6752:
62,73:4,6752 = 13,4
46 8

9.9
4

B

[
o

§8.Etteantud tédpsusega

arvutamine.

Kui andmed vdib vdtte suvalise tapsusega, s:‘Lis tuleb nad
k-kohalise tépsuse saavutamiseks vdtta niisuguse kohtade arvu-
ge, et me saame verasemate reeglite pdhjal tulemuses k + 1
kohta.

Naide. Leisme ringjoone pikkuse kolme tiivikohaga, kui

\/3 cm. Et tulemuses on vaja kolme kohta . siis vdtame nii

N xui V2 nelja tiivikohaga.
3,142
1,414
3 142
1 257
31
13

4,443 .

\

Jarelikult ringjoone pikkus kolme tiivikohaga on 4,44,
Leiame eelnevalt kiimnendmurdudeks teisendatud murdude
la %5-, i1 ~§ korrutise kolme Gige tiivikohaga. Selleks vo-
tame kdik kiimnendmurrud nelja @uvikohaga:
18 & 1,429; 5~ 0,02222; 2l ~1,909; & = 0,9167.
Jiarjest korrutades saame
28



1,433 0,03175 0,086032

0,02222 1,909 0,9167
2858 3175 5456
286 2858 61
28 29 36
3 ety 4
_— 0,06062 o ey
0,03175 0,05557
Samal ajal leiame otseselt, et
10 . 1.21.1 4.1 0,05555 .
7 45 11 12 18

Kui on tarvis saada tulemuse vea tapset hinnangut, vdi
kui on tegemist lahutamisega, siis tuleb loomulikult léhtuda
eespool antud iildisest hindamisvdttest.

§9, Arvutusskeem.

Védhegi keerulisemate valemite pdhjal arvutamiseks (eri-
ti kuil on tegemist sams valemi korduva rakendamisega) tulebd
arvutused tingimata korraldada arvutusskeemi., Sobivalt vali-
tud arvutusskeem aitab oluliselt vahendada vigade tekkimise
voimalust ja iihtlasi kergendab xa arvutuste kontrollimist.
Peame meeles, ilma kontrollita nole ukski arvutus midagi
vaart.

Lihtse naitena arvutusskeemi kasutamise kohta koostame
funktsiooni V = ‘V&2+ 3,367x + 3,873 tﬁbeli argumendi vaar-
tuste x = 0,1,2,3,4,5 jaoks nelja tiivikohaga.

Hulkliikme x°+ 3,367x + 3,873 vidirtuste arvutamiseks
kasutame Horneri skeemi, s, t. esitame hulkliikme kujul
(x + 3,367)x + 3,873,




[i?ii"“T“fLTE) 9 (@) By

x (1) + 3,37 (2%x ((3) + 3,873 v=V@)
0. | 389 1 LU6h
4,367 | 5,367 | 8,280 | 2,871 |
5,367 | 10,73% | 14,607 | 3,822
6,367 | 19,101 | 22,97 4,793 ‘
7,367 | 29,868 | 33,341 | 5,77
8,367 | 41,835 | 45,708 | 6,761 l

W WO

Ruut juurte arvutemiseks kasutati Segali ja Semendjajevi
viiekohalisi tabeleid {3].

Arvutuste kontrolliks on siin kdige lihtsam kahekordse
arvutu;; teostamine erinevate arvutajate poolt.

Hulkliikme vddrtuse arvutamiseks kasutatud Hornmeri skeem
on fiheks tiilipilisemaks arvutusskeemiks. Horneri skeemi abil
saab hulkliikme f(x) = a x"+ alz.}"'lf ... + 8, vidrtuste kdr-
val leida ka tuletiste vddrtusi. Tuletiste arvutamiseks vaja
liku arvutuseeskirja sasmiseks tuletame meelde, et hulkliiget
f{x) 1lineaartegurige x - X, jagades saame tulemuseks f(x)=
g kx - xo)(boxn—1+ blxn'2+ Tl bn—l) + b, kusjuures jaga-
tispolinoomt bx 1+ byx"2+ ... + b, kordajad leieme Hr-
neri skeemiga seose bi= a;+ xobi-l abil. Kui jagatispoliinoo-
mi omakorda jagada lineasrteguriga x - Xy siis ssame virdu-

se

£(x) bn+(x-xo)[cn_1+(x—xo)(coxn'1+c1xn-3+...+cn_2)]=

= b+ cn_l(x—xo)+(cozn'2+clxn'3+...+cn_2)(x-x°)2.

Peale n-kordset jarjestikust lineaarteguriga x - X,

jagamist Jduame jirgmise f(x) arenduseni:
(%) '= bn+cn_1(x—x°)+dn_2(x—xo)2+en_3(x-x°)3+...+fL(x—xof3
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Kui saadud tulemust vdrrelda hulkliikme f(x) Taylori

reaksarendusegs kohal x_:

°
"(x) (@) (g )
£(x) = f(x )+£! (x )(x—x )+ - -2--9 (x-x | D e (x-x )t
n!

siis jagamise ja Taylori reaksarenduse iihesust arvestedes on

ilmne, et

- £ (x ) 2@ (x
t(xo) = bn, ; (xo) = 0 iy B = dn-2' Sy —n—'—g ={.,

kusjuures suurused b, ¢ ., G oy ... (O on Hormeri
skeemi jarjestikuse rakendamise teel lihtsal viisil leitavad:

& o b A A ) &p-2 8p-1 &
%o TPy  XgPy e Xobpy Xgbp3 X B, XDy
b=a, b SERTE I W T S af(x_)
X%  XoC1 v+ Tony Xplpa Xlu o
€,=b, ©; €y oo Cp g Cph-p Cp-1=f' (xo)

xod‘o xodl 153 xodn-4 ,20%_3
" (xo)
21

d_=c dl -] cee d 3 %_2~

Naide. Ieiame hulkliikme x'+ Sx-+ 6124- 7x + 10 enda

ja tuletiste viadrtused kohsl Xy = -23



oo 5 6 ? 10
S =3 -6 0 -14
T 33 0 7 ~4=F(~2)
il % -2 ol 4 .
3 1 2 11=£'(-2)
, e 2
1 =3 o.-.fié—'il
2
: 2
3
1 E(=2)
| 24

liorneri skeemi voib jarelikult kasutada ka hulkliikme.
Taylori reaksarenduse leidmiseks kohal X,= -23

£(x) = 4 + 11(x#2) - -3(x+2) 0 (x+2)*.

§10. Reaksarenduste kasutamisest

)

I 1Tgtkandswl arvutamisel.

Ligikeudse arvutamise juures on sageli otstarbekas kasw
tada renksarendusi.

Eriti palju leiab rakendamist Taylori reaksarendus:

f(x) = £(a) + £'(a)(x-a) +2;3 £"(a) (x-a)%+... .

Ndidetena voib tuua matemaatilisest analliiisist juba tuntud

reaksarendused:

3 = 2n+1
sinx =x -3 + X _ 4 (-1)" X #i ol re o)

3.5 3 (2n-1)!




W

2k
cos x o SRRl o +F L Uit dee )
41 (2n)!

ban x mx + ke gy L 3l SRR 1[),
3 15 315 2835 2
TN kNG A g A
owx=z-15+ &35 4725""] (1x1 <X ),
3
eX =1+ x+ gg + §— +oe. # i; * ivs (Ixi<©9),

Kiillaltki ammendava valiku sellistest reaksarendustest
v3ib leida Bronéteini ja Semendjajevi "Matemaatika kasiraame-
tust". Vea hinnanguks sobib drajdetud rea liikme suurusjérk.
Nditeks ldhendvalem sin x = x garanteerib meile 1%—lise
tédpsuse vahemikus (-14°, +14°), valem. sinx =x - !T aga
juba vahemikus (-59°, +59°), .

Teine praktikas suurt tidhtsust omav reaksarenduste klass

pohineb binoomrea kasutamisel:

(1+x)m=.1+m+“—‘-§32'—]—'lx2+...+x‘m.

Siit saame rea olulisi erijuhte'

a9 B A

& X _ !.._  TiRd - A ixl
L#xeless Ry Be s st i (ixi < 1),
- =1-x+x2-x3+... (ixbc 2y,
1l +x
3 ¥ 9% P 8 35 _4 i

= - B e sue < 3
e 1 5+gx 16 * +128x+ (Ix1<1)

Vea hinnanguks sobib jdlle drajdetud rea liikme suurusjirk.
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ﬁleaanne. Ieida kdigi toodud reaksarenduste puhul, mil-
liste argumendi védrtuste korral garanteerivad rea =% 'sgls
mest liiget O,l%-llise tédpsuse.

Neid reaksarendusi saab edukalt kasutada keerulisemate
avaldiste koostisosadena.

Rdaide 1.

a o TR W RS - R ALY, :
b+ x b1+§ b[l b+(b) (b) +"']’

38 | 0,384(1 = —5— ) = 0,384;

1002 1000

28 _ o,384(1 - 42~ ) = 0,384 - 0,005 = 0,379.
1012 1000

Niide 2. Olgu meil vaja leida suurus y valemist

y=b - bz-xa,

kus b > x.
Binoomvalemit kasutades saame

4
2 13 1o F
Jb-xazb\‘l- = bl ~-2F% A e
:2! 2b*a ;3‘ '
Ja Jérelikult
A AR
y,zb 8:3+

Kui piirdudes resksarenduses esimese liikmegs

.

y=

b

N 1

o= T
%

x‘#

aiis absoluutne viga on umbes . Saadud valem annab seeg

y vidrtuse relatiivse veage 25( :t-f »* %

Kui b =100 em ja x = 10 cm, siis y = 0,500 ecm,
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kus juures relatiivne viga on ﬁ% Absoluutviga on seega
0,001 ecm. Et sama tdpselt arvutada ruutjuure viadrtust otse-
selt leides, peaksime ruutjuure andma viie Jige tiivikohaga.

Naide 3. Ruutjuure ligikaudne arvutamine reaksarenduse
abil.

Idhtume kujust \!az + x, kus az» X. Binoomrida annab

\/2 oAE I X
a +x = z 5 4+... ). S
\!az+xssa.-.+ =
]

m

_ 2a
S S
kusjuures veahinnanguks saame =
. 8 ;7
Naiteid. . 83 92 + 2 2 = 9,111, veaga.
- S35 1
9.700
\} 8735 = \/ - 101"'94 = 93 #63, veaga 10*
8-8-1
~ 2.1072,
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III, ARVUTUSLUKATI,

§1l. Ar»vutuslikati ehitus

Standardne arvutusliikati koosneb kolmest osast: korpu-
sest ehk pdhiosast, keelest ja mdrkijast. Korpusele on kantud
4 skaalat. Neid nimetatakse jarjekorras ililevalt alla K-, A-,
D- ja I~-skaalaks. Keele esikiiljele on kantud 3 skaalat ja
neid nimetatakse jédrjekorras iilevalt alla B-, E- ja C-skea-
laks. Keele tagakiiljel leiame veel kolm skaalat, mis omavad
téhistusi Sin, S&T Jja Tg. Markija klaasi alumisele kiiljele
on graveeritud peenike joon shk "niit", mida kasutatakse lii-
kati skaaladel jaotuste fikseerimiseks.

§2. - ja Dskaala.

I~gkaala on jaotatud iihtlaselt kiimmendikeks, sajandikeks
ja kahetuhandendikeks. Kui kahetuhandendike jaotuste vahet
silmamddduliselt poolitada, siis saab I~skaalal médta kaugu-
si skaala algusest tidpsusega kuni 0,001 (kui pikkuseiihikuks
vdtta kogu IL—skaala pikkus).

Harjutus. Paigutada niit IL-skaala algusest jargmistele
kaugustele: 0,023; 0,408; 0,501; 0,51; 0,051; 0,094; 0,005,
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D-skaala jaotused ei ole iihtlased ja liilhenevad skaals

parempoolse otsa suunas. D-skaala kdirse jimedam alajaotus orn

varustatud numbritega 1, 2, 3, ..., 10. £ui paigutadz niit
Jjédrjestikku D-skaala jesotustele 1, 2, 3, ..., 10 ja sexi-
Jjuures lugeda I-skaslalt vastavaid vddrtusi, siis ~oame o
mise tabeli:

p| 1 TR SeBE ke s SRR S B 9 i3
£/0,000(0,301 0,47710,60210,6990,778' 0,845 0,003 0,954 1, AL

Teiselt poolt aga leisame kiimnendlogaritmide tzhelis’, et

log 1 = 0,0000, log 2 = 0,3019, log 3 = Q,4771, log 4 =
= 0,6021, log 5 = 0,6990, log 6 = 2,7/82, log 7 = 09,8451,
log 8 = 0,9031, log 9 = 0,9542, log 10 = 1,007,

Neid védrtusi vorreldes jouame jireldusele, et D-skaala
jaotused 1, 2, ... , 10 on paigutatud nii, et nende kaugu-
sed skeslzs cl-usest vorduvsd jaotustele vestavate arvude kiim-
nendlogaritmidega, Selliselt jaotastud skaslasid nimetatakse

logaritmilisteks skaaladeks.

D-skaala peenemad alajaotused vastavad arvudele, millsl
on peale iihe tdiskohs veel kimnendikke ja sajandikke. ¥ii ndi-
teks leiame D-skasls d. je 2. jaotuse vahel jaotusi, mis
on tdhistatud arvudega 1.1; 1.2; ... 1.9. Selles D-skaals
osas vastavad ssjandikkudele kiige peenemad jaotused. Aseta~
des niidi 1.4 Jja 1.5 vahele esimesele, teisele jne. kdige
peenemale jaotusele, saame arvud IN41; 1,42 jne. D-skaala
o g8 5aotuse vahel on viimalik tdpselt markida 2, 4,

6, 8 sajandikuga arve. Kahe naaberjaotuse vahet silmamd3du-
liselt poolitades saame mirkida aga ka 1, 3, 5, 7, 9 sajan-
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dikuge arve.

Kdige raskem (eriti algajale) on D-skaala 4, ja 10,
jaotuse vashelises piirkonnas leida 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9
sajendikuge arvudele vastavaid kohti, sest selles piirkonnas
on kahe nsaberjaotuse vahe 5 sajandikku. Siin tuleb kasute-
da silmamdddulist interpoleerimist, mis nduab péris head tree-
ningut.

Harjutusi: Mdrkige niidiga D-skaalal jargmised arvud:
1,085 1,09; 1,15; 1,263 2,02; 2,13; 2!26; 2,43; 2,50; 4,43
4.45; 4 o4; 4,72; 5,09; 8,13; 7,68; 2,08; 2,8; 3,17; 5,17,

Eespool ndgime, et D-skaala jaotused vastavad ainult
iihe tidiskohaga arvudele ja seda peame arveétama liikati teoo~
riaga seotud kiisimuste juures, Idikati kasutamise praktikas
aga, nagu hiljem selgub, v3ime D-skasla ithele ja samale jao—
tusele seada vastavusse k3ik iihesuguste tiivinumbritega arvud.
Nii naiteks D-skaala jaotusele 2 vastavad arvud 20, 200,
vesy 0,2, 0,02; 0,002 jmne. Samuti vastavad jaotusele 4,55
arvud 45,5, 455, 4550, ... , 0,455, 0,0455 jne.

93. Logaritanilisate skaalade pahi
>

omadusi.

C-gkaala jaotused iihtuvad D-akaala Jaotustega. Selles m
kerge veenduda otsese v3rdluse teel. Kuil viia C- ja D-skaa
la esimesed jaotused iihtimisele, siis langevad ka kdik iilejé
nud C- ja D-skaala vastavad jaotused kokku,

Vaatleme niilid likati seisu, kus C-skaala esimene jaotus
on viidud D-skaala 2 kohale.
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Niisuguse liikati seisu juures asetsevad C-skaals jJaotu
sed 1, 2, 3, 4 ja 5 vastavalt D-skaala jaotuste 2, 4,
6, 8 Jja 10 kohal, millest néhtub, et iiksteise kohal asuve-
tele C- ja D-skaala jaotustele vastavad arvud on vordelised.
Kui omistade C-skaslale kantud arvudele murru lugecja tdhen-
dus ja D-skaala arvudele murru nimetaja tédhendus, siis tei-
neteise kohal asetsevad C- ja D-skaala arvud kujutavad rida
vdrdseid murde. Joonisel ndidatud lilkati seisu juures oleksid
niisugusteks murdudeks

Lid 83

Vaheteme C-gkaale esimese jaotuse C-skaala viimase jso-
tusega, s. t. viime C-skaala 10 D-skaala 2 kohale. (Edes-
pidi nimetame seda operatsiooni lithidalt keele Uleliikkeks).

5 8 10

C
D

Sellise liikkati seisu juures asuvad C-gkaala jaotused
5, 6, 7, 8, 9, 10 vastavalt D-skaala jeotuste 1; 1,2; 1,%;
1,65 1,8; 2 kohal. Seega ka selle liikati seisu juures on
teineteise kohal olevate C- ja D—gkaala jaotustele vastavad
arvud vdrdelised ja nendest arvudest moodustetud murrud on

vdrdsed:
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Xui vdrdleme viimaste murdude vddrtust (5) 1liikati esi-
mesest seisust sasdud murdude vairtusega (0,5), siis nieme,
et viimaste murdude vadrtus on 10 korda suurem esimeste
murdude vaartusest. Arvude suurusjdarke arvestamata jattes
viime litelda, et nii esimese kui ka teise liikati seisu juures
aasab C- ja D-skaala kohskuti asuvatele jaotustele vastava-
test arvudest moodustada murde, mille vaidrtuste tilivinumbrid
on virdsed. Siit jireldub ka asjaolu, et C-skaala esimese ja
viimase jeotuse vmhetamine ei avalda méju kirjeldatud murdude
vaartuste tiivenumbritele ja me vOoime selles mottes C-gkaala
esiment Jf viimast jaotust pidada samavaiarseks.

Nuiteme, et kirjeldatud konkreetsest nditest jiareldatud
tulemused kehtivad iga likkati seisu korral.

Teoreem.lis tahes liikati seisu juures on C- ja D-ska&
ladel kohakuti asuvad arvud vordelised. ‘

Annsme keelele suvalise nihke:

.

@ 40

C
O

p

5 - .
4 c e o

Olgu & ja b kaks nuvhliat teineteise kohal asuvat
arvu C- ja D-skaslsl. Ueile arvudele vastavad kaugused sksa-
lade alguspunktidest on log & ja log b. Joonisest ndhtub,
et- log ¢ + log a = log b.

Logaritmi omaduste pdh sl

ehk
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Iga konkreetse liikkati seisu juures on c ning seega ka
+ konstantne suwurus. Bt a ja b olid suveliselt valitud
teineteise kohal asuvad arvud, siis peavad kdik kohakuti asu-
vatest arvudest moodustatud murrud olema vOrdsed.

Kui mingi konkreetse lilkati seisu juures teha keele iile-
likke, siis uue liikati seisu Jérgi moodustatud murrud on vdrd-
sed ja nende vidrtuste tiivenumbrid iihtivad erialgse lilkkati
seisu jirgi moodustatud murdude vidrtuste tiivenumbritega.

Teostame keele iilelilkke:

Vaatleme jille C- ja D-skaala kahte suvalist kohakuti
asuvat arvu 4 ja e. Joonisest ndhtub, et

log e + log 10 - log d = log ¢,

kust
ehk
4 _ 10
e B
Arvud c¢ ja 10 on konkreetse liikati asendi korral

e
konstantsed, seega peavad kdik kohakuti olevatest arvudest
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moodustatud murrud olema vérdsed. ILiikati teise seisu jargi
leitud murdude véd#drtus on esimese seisuga saadud murdude vB&Ar-
tusest 10 korda suurem, siit jédreldub, et mdlemal korral on

murdude tivenumbrid vdrdsed.

§4. Vdrde realiseerimine likatil.

Kui meil on tarvis leida neljandat vordelist avaldisest

siis toimime jérgmiszelt.

Vaatleme C- ja D-skaala vahelist pilu murrujoonena ja
~ paigutame vorde liikmed skaaladele C ,ja’ D tapselt nii, na-
gu nad vordes seisavad. Selleks viime keele liikkega kdigepealt
kohakuti vérde tuntud osa arvud a Jja b ning loeme siis
niidi ebil C-skasala jaotuse d kohalt D-skaalalt neljanda
vordelise vaidrtuse.

iy
®
x
s

]

Mdnikord vdib juhtuda, et neljas vordeline satub lugemispiir-
konnast vdlja. Sel puhul tuleb teha keele iileliike ja kdik on
Jdlle korras. Et iilesannete lahendamisvitteid saaks liihemalt
kirjeldada, selleks vafame kasutusele tdhistuse C-24, 0-42,
c-4, C-1, D-10 jne, kusjuures D, C, A jne. nditavad, mis-
suguse skanlaga on tegemist ja arvud 24, 42, 4, 1, 10  jne.

niitavad skaala jaotustele vastavate arvude tiivenumbreid.
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Harjutusi. Leida neljas vordeline:
RS S P S R SRS S . 4
Ll S S R 139 3,5 - 0,57 - 4,08

Mitu protsenti moodustab arv 0,446 arvust 6,157

§$ 5. RorPutanine ja Jagaxine

C~ J3a P~ skaala. a2abill

Eespool selgus, et virde lahendamine on C- ja D-skae
la abil alati kergesti teostatav. Selgub, et vdrdele iilemine-
kut on hea kasutada lisna mitmekesiste ililesannete lahendamise
Jjuures. Nii nditeks kahe arvu korrutise

asb = x
leidmiseks kirjutame
a:b = 1-x
ning véime kohe iiles kirjutada neli vorret:
1. ¢

a

o'

4.

W
oI KD -
]
HIg oI oI M

Valides nendest nel jast vordest ikskdik millise, saame
hdlpsasgsti leida otsitava suuruse vdrde lahendamise meetodil.

Varde i =£ likatil realiseerimiseks viime C-1 ja

D-a kohskuti ning liikkame niidi C-b kohale. Korrutise x

tiivenumbrid leiame niidi alt D-skaalalt:
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Kui C-b peaks sattuma viljaspoole D-skaala piirkonda,
giis teeme keele ﬁlelﬁkke.

Muidugi jOouame sama tulemuseni ka iilejédnud kolme vorret
lahendades. Bt kahe arvu korrutamisel védltida vordele iilemi-
nekut, siis kasutatakse korrutamiseks tavaliselt viimasel
skeemil toodud lilkkati asendit.

Harjutusi. 2,4-31; 37,2.1,82; 4,04:66,5; 208.520;
0,133.0,732; 0,0206-873; 0,00846-52,7; 68,9:72,6; 2,008-
+76,28.

Kahe arvu jagatise

-

b
leidmigeks vitame jdlle appi vdrde

a_x

ot b

b 1
ehik

b_1

a i

Viimase vorde realiseerimiseks viime C-b D-a kohale
Ja loeme vastuse tiivenumbrid D-skasalalt C-1 kohalt. (Kui
C-1 satub viljapoole D-skaals piirkonda, siis loeme vastu-

se C-10 kohalt). Vastuse Jige suurusjdrgu midrame jimeda
hindamise teel.

'y
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Peame jille meeles kahe arvu jagamiseks vajaliku likati
seisu, et igs kord poleks tarvis iile minna vdrdele.
Harjutusi. 24:6; 86,6:17,4; 0,192:6,45; 3,08:0,0755.

§6.Pssrdskaala.

Keele keskel asetsevat skaalat nimetatakse poordsksalaks
ehk lithidalt E-akaalaks.’Ta kujutab endast umberpoéoratud C-
skaalat, E-skaasla ige jaotus on skaala parempoolsest otspunk-
tist kaugusel, mis vordub sellele jaotusele vastava arvu lo-
garitmiga. E-skaala jaotuste lugemisel ja midrkimisel ei tohi

unustada, et see peab toimuma paremalt vasakule.

Kerge on veenduda, et iga E- ja C-skaalal kohakuti
seisva arvupaari korrutis on 10. Arvude suurusjdrke arvesta-
mata jédttes voime litelda, et E- ja C-skaala kohskuti aset-
sevatele jaotustele vastavad péordarvude tiivenumbrid.

Poordskaalat voib edukalt kasutada mitme arvu jarjest
korrutamise v61 jadrjest jagamise puhul,

Naiteks korrutise &4,3:7,35-0,122 arvutamine toimub
poordskasla abil jargmiselt. Kirjutame selle korrutise iimber
kujul

x = 68,31—— . 0,122

’

Ja toome D-643 kohale E-735. Niiid on C-1 kohal * D-skaa-
lal vahetulemus. Selle korrutamine 0,122-ga on juba lihtne.
P66rds'zaalat on sageli mdnus kasutada ka ainult kahe er-
vu korrutamisel keele lilkkke ulatuse vidhendamiseks. Olgu ndi-
teks vaja korrutads 1,2 kaheksaga. Kui liikat on algseisus,
siis tarvitseb veid podrdskeala 8 tuua D-1,2 kohale niidi
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A

alla ja korrutis Q;6 ssetseb D-gskaalal C-10 kohal.
Kui meil on age lilkkati algseisust vaja leida korrutis
1,2-1,6, siis kasutame loomulikult harilikku korrutusviisi.
C-, D- Jja FE-skaalasid otstarbekalt kombineerides saab
ka lisna pikki arvavaldisi kerge vaevaga arvutada.

Kdigepealt mirgime, et avaldiste

L abed
- efg
arvutamisel on otetarbekas korrutamist ja jagamist vaheldumi~
si teostada. Jagame arvu a arvuga e; tulemust lugemata kor--
rutame ta niidi abil arvuga b; niilid toome niidi alla arvu F
ja korrutame saaduse kohe arvuga ¢; 13puks jagame arvuge g
ja korrutame niidi abil arvuga d.
Néide:

o - 62,2:5.00:0,38:4,72 _ 5 5.
0,73:13,2:2,71

Kome asukohta midsrame jameda arvutusegs: 0,73-13,2 = 103

62,2:10 = 6; 6:5== 30; 300,42 12; 12-5= 60; 60:3= 20.
Kui avaldise kuju on niisugune, et jagamisi ja korruta-

misi el saa vaheldumisi teostadﬁ. siis sasme poordskaalat ap-'

pi vdtten sdilitada endist mugavat arvutusskeemi. Naiteks ar-

vutame
3,k 5—%‘;
x = 3.1 5 s = 0,1525.
0,627-2,44-13,3  0,627-13,4

(Koma asukoht: 0,627-2,44 =~ 1; 3,1:13,3 A~ veerand).

Ka teiste taoliste avaldiste jaoks saab skaalasid kombi-
neerides anda otstarbekaid arvutusskeeme, mis vidhendavad kee-
le vajalike 1liigutuste arvu. Mida viahem on keele liikkeid,

saeds parem on tédpsus!
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$7.4~  ja B~ . wkaala,

A- ja B-skaala on logaritmilised sksalad, s. t. iga jao~
tus asub skaals algusest kaugusel, mis vdrdub sellele jaotu-
sele vastava arvu kiimnendlogaritmiga, kusjuures pikiruseiihi-
kuks on pool kogu skaala pikkusest. See aga tdhendab, et O
voi D-skaala arvu kohal on‘ A- v3i B-skaaslal (kui liikat

on algseisus) sellest arvust kaks korda suurema logaritmiga

arv ehk teiste sdnadega, selle arvu ruut. Selles viime veen-

* duda ka otsese virdlemise teel.

Harjutusi. Leids 32, 142, 10,72, 242, 3,16%, 0,4%,
5062. 0,0642 . Arvude suurusjirgu mddrame peast.

Ilma pikemata on selge, et kui asetada niit A-skaala
mingile jaotusele, siis peab niidi all D-skaalal seisma
Jaotus, mis vagstab A-skaala arvu ruut juurele. Ruutjuure
leidmisel peame A-gkaala esimese poole jaotustele vasta-
vaid arve lugema iihe tédiskohaga arvudeks,.teise poole Jaotus-
tele vastavaid arve aga kahe tdiskohage sarvudeks Ja D-skea—
la jesotustele vastavaid arve iihe taiskohaga arwvudeks.

Vajaduse korral muudame arvud, mis pole iihe v4i kahe
taiskohalised, niisugusteks koma kahe koha kaups vasakule
voi paremale nihutamisegs.

Harjutus. Leida V1,15, \/11,5, \s.6, V0,56,
V2800, \J0,9, \/0,025, \fo,031, \[s2500 .
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§8. K-skaala.

X-skasala on logaritmiline skaala, s.t. ta jaotused asu-
vad skaals algusest kauguaélz mis vdrdub jaotustele vastava
arvu kimnendlogaritmiga, kusjuures pikkusiihikuks on vdetud
iiks kolmandik kogu skaala pikkusest. See tihe: dab, et D-

akaasla arvule vastab K-skaalal ta kuup.

Siide: 0,214° = 0,0098.

Harjutus. Leida 15,43, 2883, 92,53, 0,512, o, 004443
o,ooov’.

Kuupjuure leidmiseks talitame imberpsordult, s. t. viime
niidi sntud arvule vastavale jaotusele K-skaalal ja yaatusé
loeme D-skaslalt niidi jdrgi. Kui antud arv on iihe, kahe
v3i kolme tédiskohaga, siis kasutame vastavalt esimest, teist
v3i kolmandat K-skasala osa. Kui arv pole iihe, kahe vdi kol-:

me tiiskohaga, siis muudame ta niisuguseks koma kolme koha

kaupa vajalikus suunas nihutamisega.

Harjutus., leida jargmiute arvude kuupjuurod.\’ \[

336, \1,47, \1weooo, \Jo,s5, \fo,1, 10000, \ﬁocﬂz.

§9.Kombineeritud arvutused

erinevate skaalade LR

Arvutuslilkati on eriti kasulik kombineeritud arvutuste
juures, kui on korraga tarvis kasutada mitut skaalat, Toome
mdned ndited avaldistest, mille vddrtusi saab leida ilihe kee-

le asetusega,

x=i~§. x=ab\fc_, x=a\jg, x=\/ab.x=ab ab,
c
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3
xsaba,x=ab3,x=%v;, x:abcz, xX=a 2, X =

= VE.{VE-’ X = i; Jjne.
Koigi nende avaldigte vddrtuste leidmise printsiip on iihine:
avaldis tuleb viia vdrde kujule, nii et vdrre oleks reali-
seeritav kas AB- v3i CD-skaaladel. Juuri sisaldavad avaldi-
sed on realiseeritavad CD-akaaiadel, astmeid sisaldavad
avaldised AB- ja K-skaaladel.

Nditeks avaldise x = -;L elg_ arvutamisel peame silmas,
et kuupjuuri saab leida vaid D-skaalalt. Jéarelikult tuleb

vdrre realiseerida skaaladel C ja D. Kdigepealt anname

vordele kuju
= ___J_-,_ 5
:ﬂb a %/?

siis viime a lugejasse:

x
e

See virre on juba realiseeritav. K-skaala ¢ kohale

toome niidi alla poordskaala a Jja K-skasala b kohalt

o I

loeme C-skaalalt vastuse,
Harjutus. Leida k3igi eespool toodud avaldiste jaoks
realiseeritud vorded. Votta vabalt ette mdni arvukolmik a,

b, ¢ Ja arvutada nende avaldiste vaidrtused.

§510. Trigonomeetrilised skaalad.

Keele tagakiiljele on kantud trigonomeetrilised skaalad:
iilal siinusskaala (sin), keskel vdikeste nurkade siinuste
ja tangensite ilhine skasla S % T ja all tangensskasla Tg.
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Viikeste nurkade siinuste ja tangensite skaala hoélmab
nurki 0°34',4 - 5°%4', siinusskaals nurki 5%y ' -.90° ja
tengensskaala nurki 5%43" - 459,

Need nurkade vdidrtused on valitud kaalutlusel, et iga
skaala puhul parempoolses otsas oleva nurga funktsiooni va&r-
tus oleks vasakpoolses otsas olevast funktsiooni vadrtusest

10 korda suurem:
sin 0°34',4 s tan 0°34',4 = 0,01000;

gin 5°4' =~ tan 5%3' &~ 0,1000;
sin 90° = 1,000, tan 45° = 1,000.
Trigonomeetrilistele skaaladele on kantud nurkade sii-
nuste ja tangensite logaritmid, jaotuste juurde on aga kir-
jutatud nendele vastavad nurgad.
Nende skaalade abil arvutamiseks pdorame keele Umber.
Kui panna skaalade 13pud kohakuti, siis on meil olemas sii-
nuste ja tangensite tabel. Tarvitseb vaid viia niit siinus-
skaala 30° kohale, ja me saame D-skaalalt lugeda sin 30°

= 0,5. Edasi sin 18°10' = 0,312, sin 1°11' = 0,02067,
tan 30° = 0,5774, tan 12°34' = 0,223 jne.

Teiste nurkade ja nurgafunktsioonide puhul kasutame iile-
minekuseoseid:

cos A = sin (90° - A);
oob A . e - ok - O € KAG 05%
tan A
tan A = cot (90° - A) = 1 , kui 45%°< A<90%

tan (90°- A)
cot A = tan (90° - A), kui 45°< A < 90°
Harjutusi. Leids trigonomeetriliste funktsioonide vaar—
tused: sin 22%44', sin 49°45', sin 4°02', tan 40°10',
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tan 8°37', +tan 2°39', tan 67°30', tan 88°15', cos 40',
cot 78°, cot 25°10', sin 54°, cot 87°48', cos 81°
tan 86°32',

Leids nurgad, kui sin A = 0,323, tan A = 0,982, tan A =
= 0,0722, sin A = 0,1146, sin A = 0,0605, sin A = 0,0215,
tan A = 0,0308, cot A = 0,3, tan A = 6,6,. cot A = 0,073,
cos A = 0,482, cos A = 0,062, cot A = 56,4, cot A = 0,073,

§11. Ul eminek radiaanmdddustikule.
34' vaiksemate nurkade trigono-

A et rPilised. TR ESTSL O onT A

Nurga suuruse leidmiseks radiaanides, kui nurk on antud
kraadides, minutites v6i sekundites, kasutame vastavalt va-
lemeid:

A° o
1) &= {80 » kui A" on nurga suurus kraadides,

2) °\=%;_g'-t@"'ﬁ'% ‘;: , kui A' on nurga suurus mi-
nutites,
An. N o e
3) &= kui A" on nurga
180760760 = 10T < oW s -

suurus sekundites
(¢ ja 9" on liketil téhistatud erimdrkidega).
Naide. 112°30' = 112,5° = 1,96 radiasni. Radiasnmdddu
leidmiseks kasutame siin vdrret 1%_0 = %‘i .

Harjutusi. Leida jirgmiste nurkade radiaanmdddud:
=23', A=17", A =40,6', A = 0,023', A = 0,0075",
34'st vidiksemate nurkade trigonomeetriliste funktsiooni-
de leidmisel léhtume asjaolust, et 34'-st vidiksemate nurka-

de siinused ja tangeﬁsid vorduvad liikati tédpsuse piires nen-
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de nurkade radiasnmdStudega.
Niide. sin 20' = 2?-9 = 0,00582; tan 1' = %,= 0,000291;

cot 89°54' = tan 6' = & = 0,00174; tan 89%4' = —i— =
' ¢ tan 16’
" a2,
16

Ka vastupidine iilesanne, trigonomeetrilise funktsiooni
véirtuse pohjal leida argumendi vddrtus, ei tekita siih eri-
lisi raskusi.

Herjutusi. . sin A = 0,0032, tan A = 4700, ten A = 365,
cot A = 893.

Juhime veel lugeja tdhelepanu asjaolule, et likkati kor-
puse tagskiiljel on kriipsudega, nn. indeksitega varustatud
viljaldiked, mis vBimaldavad trigonomeetriliste funktsiooni-
de viirtuste leidmist ilma keelt iimber pooramata. Enamasti
on aga need indeksid tdmmatud ebatdpselt, nii et enne nende
kasutemist tuleb igel juhul teha vastav kontroll. Nii ndi-
teks, kui viia siinusskeala indeksi kohale nurk 30° ja li
kati {imber poorata, siis ndeme, et otsitav siinuse vaartus
0,5 asetseb (vdi vihemalt peaks asetsema) D-10 kohal C-
skaalal. D-10 kohale tulevad nii siinuse kui ka siinuse ja
tangensi iihisskaals nurkade funhktsioonide véértused. Tengenm
si viddrtused tulevad aga D-1 kohale C-skaalale, kui vas-
tav nurk viia iihtimisele tangensskaala indeksiga. Juhul, kui
lilkatil on korrektsed indeksid, siis on ilmne, et mdningaid
lihtsamaid arvutusi, nagu a-:sin A, b-tan B jne. ,saab
teostada ilma keelt iimber pooramata. Ebatédpsete indeksite
korral tuleb aga arvutused teostada keelt ilimber poéorates ja
vérdeprintsiibist lahtudes.
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§12. Kolmnurkade lahendamine

arvutuseslikatiga;

Kolmnurkade lahendamiseks peame silmas, et kdik trigo-
nomeetrilised skaalad kombineeritune D-skaslaga moodustavad
vorrete koostamiseks sobivad skaalapaarid.

Nii nditeks siinussksala ja D-skaala kombinatsioon annab
meile siinuslause realiseeringu:

gin A _gin B
a b

T- ja D-skaala aga annavad seose
tan A _ tsn B
a b ¢
Seda.asjaolu kasutamegi kolmnurkade lahendamisel.

Ndide. Leida tdisnurkse kolmnurge kaatetid, kui hiipote-
nuus c¢ = 18,6 cm ja iiks teravnurk A = 37930',

Iehendus. Teine teravnurk B = 90° - 37°30' = 52°30',
Kiilje a leidmiseks kasutame vdrret 3

2 - Bin 4,
c
ehk
1 _sin 4
c a X
Vérde realiseerimiseks peamé silmas, et 1 = gin 90°.
Jarelikult
sin 90° _ sin 37°30'
18,6 ki a d
3iit

P S
Kaateti b seame leids semast vdrdest kssutades nurka

52930":
A 75
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Harjutusi. Leids tdisnurkse kolmnurge hiipotenuus ja tei-
ne kaatet, kui iiks keatet & = 7,2 m Jja selle kaateti vas-
tasnurk A = 12%35°'.

Leida téignurkse kolmnurge nurgad, kui on antud hiipote-
nuus c = 1,72 m ja kastet a = 0,45 m.

Leida tdisnurkse kolmnurga nurgad, kui kastetid on a =
=2.38m “j&- b =425 n.

1. Ka kaldnurksete kolmnurkade lahendamise juures on s&

geli sobiv kasutade siinuslauset

gin A _gin B _sgin C
a b e

selleks on vaja, et kolmnurgast oleks antud iiks kiilg ja kaks
nurka vdi kaks kiilge ja iihe kiilje vastasnurk.

Niide. Kolmnurgas on antud kiilg a = 215 m, nurk A=
= 50°30' ja nurk B = 28°25'. leida kiiljed b ja c.

Siinusleusest sasme kohe

sin 50°30' _ sin 28%5'
225y - 1

kust b = 132,5 m. Suurusjargu hindamiseks piisab tavali-
gelt kolmnurgs kuju ligikaudsest visandist. Ka peame.silmas,
a2t kolmnurgas 2sub syvrema nurge vastas pikem kiilg.

Harjutus. Xolmnurgas on antud killg a = 52,5 m Jja kilg
b = 31,6 m. Kilje a vastasnurk A = 122°16'. Leida kiilg c
ning nurgad B ja C.

2, Kui kolmnurgsst on antud kaks killge & ja b ning

nende vaheline nurk C, siis on sobiv kasutada tangenslauset

a+b tan

i

a->b tan

K=
e

o
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mida tuleb vaid esitada kujul

A-B A+ B
tan e tan 3

a->» a+b

Naide. Antud on kaks kiilge a = 40,8 em, b = 37,7 ja
nende vaheline nurk C = 112°40', Leida kiillg ¢ ning nur-
gad A je B

Iahendus. a + b = 88,5; a - b = 3,1.

o
Edasi &.%_B = l&gifLSZ ehk 5_§_B %, 90" g :

)
§= L2 30°. 56%20 ; 448 = 90° - 56%20" = 33%0".
Koostame vdrde

tan A—gfﬁ tan 33°40'

351 88,5

millest A—g—ﬁ = 1920' (tulemus tuleb lugeda S ja T
ilhisskaalalt, sest 3,1:88,5 = 0,035, milline vdidrtus on
0,01 ja 0,1 wvshel).

Nurkade A Jja B midramiseks saame vdrrandisgiisteemi

4 B

*

230",

N

A'2-B___ 1020"

mida lahendades leiame, et 2 = 35°, B = 32°20'.
Kiilje ¢ puhul kasutame siinuslauset

sig 357 _ sin 112%0°
40,8 [
Vorde ~ealiseerimisel peame silmas asjaolu, et
sin 112°40' = sin (180°- 112%0') = sin 67°20".
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Seega killg c¢ = 66 cm.
3. Kui kolmnurgast on antud kolm kiillge, siis kasutame

valemeid
K -b = c)
““5'\/ pp - a ’
B - -c)
"“2‘\/ R
o -8 - b)
tan 5= pp - ¢ ’

kugs p = % (a+ b+ c¢c).
lMiide. Kolmnurga killjed on & = 15,4; b =21,6; ¢ =
= 12,8. Leids nurgad.
Peale lihtsaid arvutusi leiame
tan 3 = \/ %% = 0,41.

siit A = 44°30',

Analoogiliselt
B 2 = 5% 0551
an B =\ B354 - 10, 3 = 9022,
5 GO s 5 < o
it \Jza.q- g0y = 0,328, 0 » 3636,

.
Kolmnurge nurkede summa A + B + C = 180°8', Korvale-

kalle on liikati tédpsuse piires paratamatu.

13, B rimldrgird ETikati i

Liikatile on kantud rides erimdrkidega jaotusi, nagu T ,
C, Cq, M, 9' ,?" ja fu . Arvutuslikati tagakiiljel on antud

nende suuruste tidhendused ja arvviddrtused.

= 3,168150,
i S
M =1 =o0,3183,
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- \f.g = 1,12838,
o= \'%(‘-’ = 3,56825,

? iég_é_\ %37,8
e M & 60.?' = 206300,

P = 636620,
Vaatleme mdningaid iilesandeid, kus need suurused leiavad
rakendamist.

Ringjoone pikkuse arvutamine.

Ringjoone pikkus vdrdub ‘T -kordse diameetriga.
Ringi pindala arvutamine.

Ringi pindela voib arvutada valemitega

.
8=N ;'2 vot S = ‘R———‘&d ’

kus r on ringi raadius ja 4 ' on ringi diameeter.
Esimesel juhul realiseerime skaaladel A ja B vorde

s %
2° 17

Teisel juhul anname ringi pindala valemile uue kuju
o TSy
4 w3
Ei
Eespool nigime, et\L% on lilkkatil tdhistatud c-ga.
d2

Seega

Ringi pindala leidmiseks tarvitseb vaid ringi 14bimédtu
Jagada c-ga ja C-skaala alguse v3i 1ldpu kohalt lugeda A-

skaslalt vastus.
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Silindri ruumala arvutamine.
Silindri ruumalr vérdub pdhja pindala ja k3rguse korruti-

sega: = =".'Sﬁh A Q;h :
‘ 7+ c
ehk vordena
B
02 v’

Uleminek nurgakraadidelt radiasanidele.

Seda osa on kiisitletud juba eespool {punkt ~11).

Sentesimaal jaotus.

Sentesimaal jaotuse korral on ringjoon jaotatud 400 krae~
diks, iks kraad on jaotetud sejaks minutiks ja iiks minut sa-
jaks sekundiks. Sellise jaotuse juures vastab 400-100-100
sekundile 29 radiaani ja ithele sekundile vastab

a2 = B =J‘—“- radiaani.
400-100-100 636620 ?

Kui nurga suurus A on antud sentesimaaljaotuse sekun-
dites, siis vastava radiasnmdddu leiame valemi
wy &
P
Jérgi. o suurusjirgu hindemiseks vdtame @, ligikaudseks
viirtuseks 600000 ehk 6°:10°.
Naide. Leida nurga radiasnmddt, kui ta suurus sentesi-
maaljaotuse jargi on 4°28,',.

& = &%%2—20-5 = 0,0672 radiaani.
6



S, Logaritbniliged arvatused.

I~ ja D-skaala abil vdib leida iisna keeruliste aval-
diste vdidrtusi, mis nduavad logaritmide appivitmist.

Arvutame niiteks avaldise 2,46°'91 viirtuse. Olgu x =
= 2,46°'91, sits log x = 0,91+log 2,46. Viime niidi D-2,46
kohale, siis I-skaalal on logaritmi mantiss: 391, s.t.
log 2,46 = 0,391, Seega log x = 0,910,391 = 0,356. Viies
niidi I~356 kohale, sasme D-skaalalt 227. Et logaritmi
tiisosa oli null, siis 2,460'91 #.2 .07,

Vaatleme veel iihte niidet. Leida x = 0,008620012% 1o-
garitmides saame log x = 0,1290,00462. Harilikul viisil
leiame 1log 0,00462 = 3,665. Edasiseks arvutamiseks tuleb
logaritm teha iileni negatiivseks: 3,665 =-2,335; logx =
= ~-2,335-0,129 = -0,301, Antilogaritmi vOtmiseks teeme man—
tissi jille positiiveeks: -0,301 = 1,699. Siit x = 0,500.

Barjutusi. 1,620'91; 2,671+95; 7212, 1073.27,

7,062 1,36+0,637:695 109 >/g9s5m
\/(fxz-?;; "385,5"'8.152,9 ’ 7% %;

38\ [ 5\
27 43

SIS A rvyutosldikety Epesws et

Arvutuslikatiga teostatavate arvutuste tipsuse hindami-
seks peame silmes, et lilkati skaaladele on kantud Jaotused
u = If(x), kus L on vastava skasla pikkus ja f(x) on
skaalale vastav funktsioon. Imgemi vige A u on argumendi

x veaga sectud jargmiselt:
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Au I (x)Ax .
Siit leiame, et
PG N | 1
Ax= iy -

Relatiivne viga on seega

Pl Tt
x Lf' (x)x 3

Vaatleme niitena pShiskaalade C ja D tédpsust. Nende

skaslade puhul f(x) = log x Jja relatiivne viga
Ax _ A

= = const.
x L loge

Relatiivase vea konstantsus ongi fiheks likkati suureks ee-
liseks. Kuna nende skaalade puhul L = 250 mm, siis vGttes
lugemi fﬁpsuseks 0,1 mm, saame, et

4x _ 91 0,001 = 0,1%.
S 250:0,4343

See on keskmine tdpsus, sest jaotuste vahed pole k@ik-
jal {ihesugused ja interpolatsioon pole vordse tdpsusega ‘teos-
tatav, Praktiliselt ei iileta siiski viga 0,2%.

Moénikord saab liikkati tédpsust kergesti tdsta. Nditeks kor-
rutise 52-74 puhul annab lilkkat vastuseks 3850. Et korrutis
on neljakohaline arv ja 13peb kaheksaga, siis 52-74 = 3848,

Kui mdnda korrutist voi jagatist on vaja leida 4-5 0Gige
tiivikohaga, siis leiame tulemuse 1-2 tiivikohta kdsitsi ja

kolm viimast kohta liikkatiga:
- M- 4712 = 34712 + 0,1416-4712 = 14136 + 667= 14803,
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§ 16. MG ned ildised miairkuse-d

Arvutusliikatil arvutamise oskuse aluseks on arvude pai-
gutamine likatile ja nemde se2lt lugemine. 4ui arvude luge-
mine toimub kiillaldase kiiruse ja tapsusega (silma jérgi in-
terpoleerimine néuab mdningat treeningut), siis on gerantee-
ritud ka 0igete tulemuste sasmine. Korras likat ei valeta
ise iialgi. Ves puhul on siuudi alati arvutaja.

Arvutuslikatil toctamist tuleb seni harjutada, kuni ar-
vutamisvotted on muutunud tdiesti automaatseks. Alles siis
suudetekse vabanede voimalikest vigasdest.

Toome siin nadite iihest arvestustoost. Selle variandi
kdik 10 iilesannet tuleb lahendada 50 minuti jooksul il1-
ma {ihegi veata (lubatud kdrvelekalle on J,3%). Need naited
tuleb mitu korda 14bi arvutada, nii et liigutused muutuksid
tGepoolest automastseteks. Kui 50 minuti piir on saavuta-
tud, siis tuleb endal koostada veel 1-2 ‘taolist kontroll-
varianti. Ainult nii Gpitskse usaldama oma afvutustulemusi.
Kui aga ige vajaliku tehte juures peab tiikx aega mdétlema,
siis tekivad paratszmatult vead

12,67:0,00153%4+2 : 20,0134
1) BBL 0 S0AR N T8 | &) 0,0003565 A

-0,0567

& 1258;-%,862-0,02; 7)) W ,
> 5 oS 2.6’ Y y

3 11,2 sin 47°20'
-+ g‘&_\rh;__za_ Vo,658:5.,9 " Nt
2 ! tan 56 20'
63,8 *\0,00356 Q[____
NE X o
4) 39 LS v T 12,?4‘1:811 68010’

5) \0,000356 - \[ 6,743 , Loy 12.2°"*3c0s 47%0".2,38

0,0146 tan 71°10'.0,037° °
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Tv. VORRANDITE LAHENDAMINE,

§1. s14sse juhatus.

jelles peatiikis vsatleme vdrrandeid
f(x) = 0,
milles otsitawaks suuruseks on arv. (Erinevalt diferentsi-
aslvorranditest, mille lshendiks on funktsioon). Toome mfned
ndited nn. harilike vdrrandite kohta:
x2 + ax + b =0,

+ ax2 +bx +¢c =0,

3

x° +'J1; =g Oy

x2 il &2 2500

e Xcos x = O,
x iy alxn-1+ evs d AL E B = 0.
Algebrakursusest on ruut- ja kuupvdrrandi lahendamiseks

vajalikud valemid juba tuntud. Ka neljanda astme virrandi
iildjuht on lahenduv radikaalides, kuigi tunduvalt suurema
toomahuga kui ruutvdrrand. Kdrgema astme algebraliste vor—
randite . {n > 4) Jja transtsendentsete vorrandite korrul aga
pole iildjuhul redikeslides lahendamine iildse vdimalik. K&i-
gil neil juhtudel tuleb kagutada juurte leidmiseks nn. 1&-

hendusmeetodeid, mis pShimbétteliselt vdimaldavad juurte leid-
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mist kui tahes suure tdpsusega ja mis ka kuup- ning neljanda
astme vdrrandi puhul annaved lahendi praktiliselt palju kii-
remini kdtte kui algebras tuletatud "tdpsed" meetodid. Isegi
ruutvérrandi lahendemisel tuleb mdnikord tavalist lahendus-
kédiku modifitseerids. ~imelt, kui ruutvdrrandi iiks juur on
absoluutvidrtuselt suur ja teine vdike, siis viikseme Juure
leidmisel tekib ladhedeste arvude lahutamise tdttu suur tivi-
kohtade kadu ja koos sellega juure relatiivse vea suur kasv.
Sellest raskusest sza. aga ile, kui arvutada vaiksem juur
vabaliikme ja absoluwtvdiartuselt suurema juure jagatisena,
Kui f(x) on antud, siis vorrendi f(x) = O lahendani-
ne toimub enamasti ‘(aixes etapis. Esimesel etapil médarame ot~
;itavate juurte ldhendid vaikese tapsusega ja teisel etapil
asume nende jamedate vaartuste parandamisele socovitud tapsu

seni.

p2ellglibhendite LTeldnine.

Vorrandi lehenditele esimeste lihendite leidmiseks kasu-
tame kas graafilisi meetodeid v@i ka lihtsalt funktsiooni
tabedleerimist.

Alglédhendite grasfiliseks leidmiseks tuleb ililes joonis-

, tada funktsiooni y = f(x) graefik ja leida argumendi x
vaartused, mille puhul y = O. Graafikute kasutamisel on ar
vutuste hulga vidhendamiseks monikord kasulik mitte otseselt
funktsiooni- y = f(x) skitseerida, vaid esitada vérrand
kdigepealt kujul fl(x) = f,(x) -ning siis midrata kiverate
¥ = fl(x) Ja g = fz(x) 13ikevunktid (vt. graafik). Parim
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protseduur soltub vorrsndi kujust ja siin on raske anda ul-

disi eeskirju.

= f,00

y= L0

7 ¢ >

Toome pasr naidet mdnede tillipiliste votete kohta:

D, ax + b = 0. Kasutame funktsioo-

1. Vorrand f{x) = x
nide y = x* ja y = -(ax + b) graafikuid.

2. Virrandi el/4 Xoin x = 1 skitseerimiseks kirjutame
ta imber kujul sin x = o /A x ja leiasme siis kbvera y =
= ain x 15ikepunktid kdveraga Yy = e 1/4 X, iiisugune esi-
tuaviis vidldib korrutiste el/4 Xgin x  arvutamise.

3. Kui kdver v = f(x) 1dikab x-telge vdaikese nurga
all, siis voib 1ldikepunkti masramisel tekkida suur viga.
Selle vidltimiseks joonistatékse iiles funktsiooni y = kf(x)
graafik, kus k = const> 1. See tdstab kdvera tdusunurka
ja aitab ldikekohts tédpsemini madrata.

Algléhendite leidmine tabelleerimise abil. Vorrandite

lahendamine tabelleeriﬁise abil pdhineb matemaatilisest ane-
liiisist teadaoleval asjaolul, et kui pideval funktsioonil o
13igu otstel erinevate markidega vadrtused, siis tal on sl
les 1digus vahemalt iikks nullkoht.

Kui me peale mdningat katsetamist oleme joudnud niisu-
guse 13iguni, siis edasine %60 kulgeb juba pdhimdtteliselt
lihtssalt.

TLeiame funktsiooni viaidrtuse 15igu keskpunktis ja valime
o4



vdalja selle 13igu poole, mille otstes funktsiooni véddrtustel
on erinevad mérgid. Poolitamist jdrjest korrates vdime leida
funktsiooni nullkohe kui tahes suure tdpsusega. (Niisugune
protsess on oma &drmiselt lihtsa programmeeritavuse tﬁttu_
leidnud kasutamist ke kaasaegsetes elektronarvutites).

K8sitsi arvuteamisel tuleb funktsiooni vaartuste arvuta-
misel piilida t606 véhendamiseks maksimaalselt dra kasutada
mitmesuguseid tabeleid ja eriti arvutusliikatit. Monikord
saab sobivate tabelite olemasolu korral vérrandi lahendeid
leida ilisna kergesti.

Nditeks var;andi‘ e - 5th x = O korral saame Brons$-
teini ja Semendjajevi metemaatilises kidsirsamatus [4] too-
dud e* ja th x tabeleid kasutades (suurusi e* ja
10 th x vorreldes), et x, % 0,27, x,71,51.

Algebraliste vorrandite :

= + ulxn'l +...ta x+a =0
korral kasutame tabelleerimiseks Hornmeri skeemi (lk. 31 ).

.§3.A1gebralise vdérrandi

reaallahendite eraldamine.

Algebraliste vorrandite
a x" + alxn_l +...%ta x+a =0, a>0
reaallahendite leidmisel on enne tabelleerimist kasulik
kindlaks méddrata piirkond, millest vorrandi lahendeid tasub
iildse otsida.
Positiivsete juurte iilemise t0kke leidmiseks kasutstak-

se sageli nn. Maclaeurini valemit
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q
Xz 1+ . S
\Iao

kus M on negatiivsete kordajate absoluutviirtuste maksi-
mm ja q on esimese negatiivse kordaja jarjekorranumber.
Tgepoolest, kuna :
£2(x) » ax" - M1+ L1y +x+1) =

1-q+1
=atn-M£——q-—-:—_-l,
9 x-1

siis x> 1 korral saame

-q+1 n b
£(x) > aoxn Bt s s 13 [aoxq—l(x -1) - M] >
x -1 x=-1

> Ex:q—ﬁ—L-[ao(x— 1)q—M].

o £ =1
1
Siit on ilmne, et kui x> 1 +\/g~ . siis £0e) >0 03
) o

Maclaurini valem annab ainult positiivsete juurte ile-
mise tokke. Kui aga vdrrandis teha muutuja vahetus X = -2z,
siis saame leids ka negatiivsete juurte alumise tdkie. Asen-
dustega x = i, x = - ;zL voime aga leida ka positiivsete
juurte alumise ja negatiivsete juurte iilemise tokke.

Peiseks kasulikuks algebrast teada olevaks abivahendiks

on nn. Descartes'i reegel, mis iitleb, et vérrandi

-1 ih

aox‘n + alxn $ iR R e
positiivsete lahendite arv, loendatud vastavalt ige lahendi
kordsusele, on kas vordne mirgimuutude arvuga selle vorran-
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di kordajate jadas
8oy 899 eee s 8o 9, 8)
vdi on sellest paarisarvu vorra viiksem.

Mis puutub negatiivsete lahendite arvusse, siis selle
leidmiseks tarvitseb vaid teha muutuja vahetus x = -z Ja
rakendada jdlle Descartes'i reeglit. :

Ngide reesallahendite eraldamise kohta.

] Olgu meil tegemist vorrandiga
2x - 102> + 10x + 3 =0,

1. Positiivsete lahendite ilemine ttke: a = 2, q =2,

M = 10.

K1 =1+ \/;( 4;
2. Positiivsete juurte alumine tCke. Asendus x =%‘ an-
nab vorrandi 325 + IOz“ - IOz2 +2=0 jaoks tdkke
E, =1+ \3/_15E <3,
. kust saame positiivsete juurte alumise tdkke 1]%2 > % .
3. Negatiivsete juurte alumine tdke. Asendus x = -2z
annab vérrandi
2x° - 10x + 10x - 3 = O
jaoks tokke
K3 =1+ \/—5- p B TS
kust -K3 > -4,
4. Negatiivsete juurte iilemine t3ke. Asendus x = - :;l

annab vorrandi
Ix° - 10xt + 10x° -2 =0

jaoks tdkke K, = 1% ]—‘39 < 5, kust
s A s B
Ky 5

67



Seega asetsevad vorrandi 2x” - 1Ox3 + 10x + 3 = O po-
sitiivsed lahendid vahemikus (%.4) ja negatiivsed lahendid
vahemikus (-4, - %).

Descartes'i reegel iitleb veel lisaks, et sel vorrandil
onkas 2 voi O positiivset lahendit ja 3 voi 1 nege
tiivset lahendit.

Reaallahendite tdielikuks eraldamiseks on algebrast tea
da nn. Sturmi lause, kuid .selle lause rakendamiseks vajalik
arvutustss ei tasu end praktiliselt dra. Lihtsam on juba ka-
sutada MacIeurini valemit ja Descartes'i reeglit koos jérg-
neva tabelleerimisega.

£

S4. Iteratsioonimeetod.

Kui vorrandi f£(x) = O juure x* jaoks on leitud la-
hend x , giis iiheks lihendi parandamise vdimaluseks on jar-
jestikuste léhendite meebtodi ehk nn. iteratsioonimeetodi ra-
kendamine.

Selleks esitame vdrrandi f(x) =0 kujul

x = Pix),
mis on alati vdimalik ja seejuures viga mitmeti, nditeks kas

v6i nii
x = x + cf(x) (¢ on suvaline konstant).

Leiame niiid jarjest

F(xo),



Seda jarjestikust arvude x, leidmist nimetatakse ite-
reerimiseks. v
Selgub, et teatavate piisava e tingimuste taidetuse kor-
ral iteratsiooniprotsess koondub, s.t. kiillalt suure n kor
ral ldhend X, erineb kui tahes vahe vdrrandi juurest x*.
Teoreem. Kui jads (xn} ja vérrandi x = F(x) juurt x*
sisaldavas vahemikus on tdidetud tingimus
Jr s <,
siis v{.i_..n”xn =, X%
PSestus. Kuna x* on vorrandi x = F(x) juur, siie
p ol T 5 A
Vastavalt definitsioopile on
5% 4 F(xo).
Iahutame esimesest vordusest teise ja rakendame lLagramgel

keskvaartusteoreemi:
St Flx*) - F(xo) b o) xo)F'(fo).

kus § € (x*x)).
Analoogilised virdused saame kxa jirgmiste lahendite
jaoks:
e Tt xl)F'(gl)
x* - xq = (x* - x,)F'(§,)

eeces s ase Peces s o s e e

x* - x, = (x* - x )P (&),

kus §1.€ (x;,x*). lieid virdusi liikmeti korrutades ja liht-
sustades saame
s s TR ] 1
2w w et IRUEIPE) . S )
Arvestades teoreemi tingimust, jouame hinnanguni

Ix* - | & Ix* - In?
x 216y x,lm”,
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Et m <1, siis sellega ongi teoreem t3estatud.
Vea hinnangu saamiseks arvestaume, et
Ix* - x S mix* -x ,t,
siit
- Rl P Lnix* - X, + X, - X 48 €alx* - x | +aix - x 1,
.ehk

- __m___
'S %, = Tt
Analoogilist mdttekdiku rekendades v3dib jouda ka hinnangumi
Ix® - e o > I o D
i; i=-m 1 o
Niitena iteratsioonimeetodi rakendamise kohta vaatleme

vérrandit ®
- 5x ¢+ 3 =0,

Sellele vorrandile sasb anda mitu iteratsioconiks sobivat

kuju 3
(1) == \/Sx i
2) x=1 &+, :
> : :
(3) x=2%4 (13 - 5z + 3).

Tabelleerimisega leiame kergesti, et selle vorrandi kolm
resaljuurt asetsevad vahemikes (0,5; 1), (1,5; 2) ja
(-2, =3). Kuju (3) pubul on F'(x) = 3x° - 4 ja 1#'(x)!
pole iihest vdikéem ithegi vahemiku korral.

Kuju (2) korral on F'(x) = 2?3 , tdhendab iteratsiom
koondub juureks, mis on 13igul [O,S; 1], kui algldhend wvali-
da samast 10igust. Jarjeatikuste lihendite leidmise prot-

sess kulgeb jadrgmiselt:
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i o
Xy = 0,8,
x, = 0,70,
xq = 0,67,
X, = 0,66,
x5 = 0,658,
xg = 0,657,
x, = 0,657.
Seega arvutuslilkati tdpsuse juures x = 0,657. Fuju (1)

korral on F'(x) = —3 ja mdlemas iileja&mnud .ahe-
3V(5x - 3)

mikus on F'(x) iihest vdiksem. Iteratsioonikuju x =
3 v
= \/5: ~ 3 korral voib kasutada jalle ilkatit v3i Bronstei-
ni ja Semendjajevi matemastika kiasirmamatus [‘i] toodud te
beleid. Vastaved arvutused annavad x = -2,491 je x =1,8%. .
§5.Iteratsioonimeetodi

koonduvuse kiirendémine.

Nagu eelnevast paragrahvist nédhtus, on iteratsioonimee-
todi koonduvus mdnikord kiillaltki aeglane. Koonduvuse kiiren-
damiseks voime kasutada &dra asjaolu, et jarjestikuste lahen-
dite vead kahanevad geomeetrilises progressioonis.

Seostest
x* - xk+196m(x" - xk)

x* - x =olx* - Xpeq)
meile tundmétut koonduvustegurit elimineerides saame
oo Te=1%el T i

Xy ¥ Tge1 ~ Xy
71
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ehk peale lihtsat imberkirjutust:

(x, - x)°
" = kel ~ X :
B b o T

(Viimane valemi kuju on palju vdhem tundlik tépsuse kao suh-
tes). Saadud valemi rakendsmine toimub harilikult jargmiselt

Mingist alglihendist x lahtudes arvutame iteratsiooniees-

k
kirja pdhjal kaks jargmist lihendit ja kasutame siis uue alg-
ldhendi sasmiseks isjatuletatud koonduvuse kiirendamise vo-
tet. Peab veel mdrkima, et nimetatud koonduvuse kiirendamise
vdttega Bnnestub ks mitte eriti kiiresti hajuvaid iteratsi-
ooniprotsesse teha koonduvateks.

5 d . b & %

Ndide. Leieme \/10. Kuup juure leidmine tihendab vdérrandi
13 = 10 = O 1lahendamist. Xatsetame iteratsioonikujuga

x = 19
x2

Algléhendist > 2 lédhtudes saame Xy = i o an X, =
= 1,6, Koonduvuse kiirendemise vote annab:
2 -
$p= 1,6 - 22 = 1,67 L8l o
-1,4 14
Jargmised lédhendid on x4 = 20,305, x, = 2,257. Koondu--

vuse kiirendamise v3te annab

< 2
%, = 2,257 - 2d32 5 355,

>
Kui silmas pidsda, et \/10 = 2,1544, ja et iteratsiooni-
protsess x = lg hajub, siis tuleb saadud tulemust hinnata
x
kiillaltki heaks.
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§6. Newtoni meetod ja kdd3lude meetod,

Asendame vdrrandi f£(x) = O samaviidrse vorrandiga
x = F(x), :
kus F(x) = x - p £(x) ja md&rame konstendi p nii, et ite-
ratsioonifunktsiooni tuletis F'(x) oleks meid huvitavas
piirkonnas vdimalikult viike. Sageli leitakse p nii, et

F'(xo) = 0, kust
PO '

Pt e

Sel viisil saame iteratsioonieeskirja

flx )
o T ey e
)
mille rakendamine on suhteliselt lihtne ja mis koondub ha-
rilikust iteratsioonimeetodist paremini.

Kui tuletise arvutamine valmistab raskusi f£'(x) kee-
rulise kuju t3ttu, siis voib tuletist lihendada mullkoha
limbruses. kéverat y = f(x) l#hendava sirge tGusuga:

: f'(xo)z f(xl) - fix) :

TS

Graafiliselt v0oib seda olukorda kujutada ette jargmiselt:
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Probleem seisneb iteratsioonieeskirja

e
o T v
jaoks niisuguse kordaja k valikus, mis viiks meid vOima-
likult lihedale juurele x*. Ideaalseks kordajaks oleks ilm-
selt punkte (xn’.yn) ja (x*,0) 1ldbiva k85lu tdus. Kuid
kuna me juurt x* +tépselt ei tunne, siis ei tea me ka ide-
salset kordajat k, vaid peame leppima mitmesuguste vdrran-
dist arvutatavate k ldhenditega.

1. Kui k jdetakse kogu aeg vordseks punktis X, lei-
tud puutuja tdusuga f'(xo), siis saame meile juba tuttava
modifitseeritud Newtoni meetodi

: 3 Sl flx,)
n+1l n f'(xo)

2, Kui igas ldhendpunktis X, arvutatakse uus puutuja

tOusu viddrtus, siis saame iteratsioonieeskirjaks nn. Newto-

ni meetodi

£lx )
X ., =x - —32

n+l n '
: o (xn)
Modifitseeritud Newtoni meetod koondub kiill Newtoni mee-
todist aeglasemalt, kuid tema rakendamine on see-eest lihtsam.

3. Kui kordajsks k valida kaht nullpunkti {imbruses
: f(xn) - f(xn_l)
asetsevat punkti ldbiva k36lu téus k = ———=
T o
siis saame nn, k0Glude meetodi " ol

f(xn)(xn sl

el T TGS i
fix) - £(x ;)

X,

mida volb kirjsndusest leida ka lineaarse interpolatsiooni-
meetodi v3i Repula falsi (vale eelduse reegli) nime all.
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E561lude meetod leiab oma lihtsa arvutusskeemi tottu eriti
sageli rakendemist kaasaegsetes elektronarvutites.

Teine vdimalus Newtoni meetodi tuletesmiseks, mis annabdb
ka jdrjestikuste ldahendite veahinnangud, on jargmine.

Taylori valemi pdhjal kehtib vordus
£{x) = f(xn)+ftxn)(x—xn_)+ %k-xn)z (§ € [x‘,xn]).
Seega vorrandi f(x) = O lahend x* rahuldab seost

) - g

*=x_ - - (x - x )2,
e i) ) S

Kui vastavas piirkonnas I£f'(x)!>m ja I£f"(x)!'< M, siis
saame Newtoni meetodi jacks veahinnangu

Ix* -2 21 & ﬁ Ix* - xnlz.

Nagu sellest veahinnangust ndhtub, on Newtoni meetod nn.
ruutkoonduvusega meetod, s.t. jdrgmise ldhendi viga on ligi-
kaudselt vdrdne eelmise ldhendi vea ruuduga.

Koigi iteratsioonimeetodite puhul saab vea hindamiseks
kasutada Lagrange'i keskvadrtusteoreemi. Kui vdrrandi f(x):
= 0 1l&hislahend on x,, siis Iagrange'i teoreemi pdhjal

fx*) - £x) = 2 (€ Mm%~ x),

ehk
e =_f(xn) ;

s 2 5)

Rui vastavas piirkonnas I!f'(x)!2 m, siis sasmegi vea-
hinnangu

e (x )i
Ixt e X VK __‘__Ql_ .
m



§72. Niateial

Wiide 1. Tehendame kdGlude meetodi abil vérrandi x> -

- e¥ = 0. Kuupide ja e~ tabelit kasutades leiame, et juure

ligikaudseks vdértuseks sobib x, = 1,7. Arvutame niiid f(x )

£(x,) = 1,72 - e1+7 = 4,919 - 5,4739 = -0,5609.
Teise vilirtusena proovime x,.= 1,8. f(xl) = 5,832 -

6,0496 = -0,2176. Nagu ndha, tulemus paranes.
Katsetame veel viirtusege x, = 1,9. f(x,) = 6,859 -
- 6,6859 = 0,1731. Seega juur asetsedb X, = 1,8 ja x, =

1,9 wvahel. Rakendame niiid k3dlude meetodit:

x3=1,9 - 0,1731:0,1 _ 4 9 - 0,0843 = 1,8557 == 1,856.
0,3907

. Kuma f(xy) = 1,856° - 11856 = 6,393 - 6,393 = 0, siis
neljakohalise t#psusega on selle vdrrandi lahend 1,856.

Naide 2. Leiame vorrandi x3 -4x + 5 = 0 reaaljuured
kuue tivikohaga.

Descartes'i reegel iitleb, et sellel vGrrandil on kas 2
véi O positiivset juurt ja 1 negatiivrne reaaljuur. Alus-
tamegi negatiivse juure otsimisega.

Ketsetame mdningate x viadrtustega: f(-2) = 5; f(-3) =
= =10, Tlmselt juur on -2 ja -3 vahel ning -2-le ldhe-
mal. Proovime niilid ldhendit =-2,3. Arvutused teostame arvu-
tusliikatiga Horneri.skeemi abil.

1 0 -4
T S 2,3 AR L) 2,03
=281 ‘X =Pl 1. 76 0,77
-2,5| 1 -2,5 2,25 -0,63
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Esimene hinnang o0li veel veidi liiga ebatédpne. Katseta-
me ldhenditega -2,4 ja =2,5. Nagu ndeme, sobidb jargmiseks

lahendiks =-2,45. Teosteme niilid arvutused tdpsemalt:

1 0 - 5
2,45 K
-2,45 6,0025 -4,906125
1 2,45 2,0025  0,093875 = £(-2,45)
-2,45 12,005 :
1 -4,90 14,0075 = £'(-2,45)

~ Newtoni meetod annab paranduseks
o fx) . - 0.093875
f'(xo) 14,0075
Mitme kohaga jagsda? 5igote kohtade arvu saamiseks hin-
dame leitava paranduse suurust (-0,0067), Paranduse ruut on
0,000045. Nieme, et viga on viiendas kiimnendkohas. Jareli-
kult piisab, kui me srvutame paranduse suuruse liikkatiga.
Liketilt saame paranduseks =-0,00670. Jirgmine léhend on
seega -2,45670, kusjuures viimane koht on kahtlamne. Et
meil oli {ilesandeks leida juurte vddrtused kuue tiivikohagas,
siis oleks tarvis parandada ainult viimast kohta. See ;n

poliinoomvérrandite puh:l kergesti teostatav., {imelt tuleb

meil % f"(xo) leidmiseks rakendads veel ainult iikks kord
Horneri skeemi:
i 1 -4,90 14,0075
-2,45 -2,45
]»_1 -2,35 = 1 £(-2,45)

Eespool ndgime, et Newtoni meetodigza leitud ldhendi
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x viga on

n+l

- 'f;"—'is-)- {x* = xn)2 .
2f' (x,)
Kuna me oleme juba jdudnud juure vahetusse ldhedusse,

siis vdime £"(€ ) asendada kiilllaltki tépselt suurusege

5 £fx. ) \?
t"(x,)) Ja (x* - x )° suurusega —~&_ )}, See annab mei-

16e)
le iihtlasi uue iteratsioonimeetodi

- g + £(x_) : r"(ﬁL) (f(xn) )Z ,

n+l xn 1 '
f (xn) 2f'(xn) - (xn)

mis ksnnab suler-TSebdsevi meetodi nime.

Kui teise tuletise vddrtus on leitud, siis Euler-Tsebd-
sevl valem annab meile viimase koha tédpsustuse kerge vaeva-
ga (arvutused likatil): |

i
>

£ ( £( 2
- %) %o/ = 0,000023.
2f'(x°) f'(xo) :

ISplikult x; = -2,45670 + 0,00002 = -2,45668. (Tdendo-
liselt oleks Jige ka seitemes tiivikoht, kuid siis tuleks
Newtoni meetodi parasndus -0,00670 arvutada nelja tiiviko-

|

|

|

|

|

i
haga). ;
Vaadeldava vdrrandi iilejddnud juured on komplekssed. i
See nahtub ruutvérrandist 22 - "2,45x + 2,0025 = 0, mille |
saime linesarteguri =x + 2,45 eraldamise tulemusena. !
|

Oletame niiiid, et meil oli veja leida sellesama vdrrandi

vdhim remaljuur seitsme tiivikohags ilma teist tuletist kasu-

tamata, (llditeks mdne trenstsendentseid funktsioone voi ruwh
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Juuri sisaldav# vorrandi korral on teise tuletise arvutamine
sagell viga ebameeldiv t606).

Kui me votaksime niiid uwueks slglihendiks x) = -2,4567,
sils sasksime Jérgmise lshendi leids umbkaudu veagsz
(0,000045)% = 0,Q00000002 ! Seitsme Sige tivikohs leidmiseks
pole seega nii té#pset algldhendit tarvis. Esiteks teeksime
lilearust t60d ja teiseks tuleks juurde veel iiks ootamatu res-
kus. Nii tépse alglshendi korral on f(x,) tivikohtade arv
viiga vdike ja kui me ei arvuta 9-10 tiivikohaga, si's me ei
tarvitse saada paranduses iihtegi diget kohta. (Punkts. -ni
védrtus tuleb leida ligikaudselt ja jagamisel sailib ju tu-
lemuses vaid niipalju tiivikohti, kui neid on vaiksema tiivi-
kohtade hulgaga arvul!).

P;roovime, kas algldhendist =-2,457 piisab seitsme Gige
tiivikoha saamiseks. Iéhendi -2,457 wvige on 0,0003, Uue
ldhendi viga on seega 2lla 0,00000709. Téhendab, slgldhend
~2,457 garanteerib meile tdendoliselt veel isegi kaheksan-~
das tilivikohas i{ilimalt {iheilhikulise vea.

Arvutusi teostame jdlle Horneri skeemi abil. Meil on pe-
randuses vaja saada kolm Jiget tiivikohta, seega ka f(x)

vadrtuses peab olema vidhemelt kolm tivikohta.

1 0 -4, 5
-2,457 ~2,457 6,03685
X -2,457 2,0368%

Enne, kui asuda jdrgmise korrutise arvutamisele, teeme
viikese "lahinguluure" f(x) tiivikohtade arvu kohta. Selleks
leiame korrutisest 2,457-2,03685 kdigepealt 2,457 2 =
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= 4,914 ja korrutame liikati abil veel juurde 2,457.
* 0,03685 = },0906..?3033
' £(-2,457) = 5 - 5,0046 = -0,0046,
Téhendab, liikkatist ei piisa ja vastav korrutis tuleb lei-
da kuue tiivikohaga (kasutame lithendatud korrutamist):

2,03885
2,457

407370
81474
10184

1426

5,00454
Jarelikult f(xl) = -0,00454, Tuletise viairtuse arvuta-
miseks piisab liikkati tédpsusest:

3 -2,457 2,03685.
-2,457 -2,457 12,05
1 -4 ,914 14,09
f(x ) 0 00455
ius parandus: - -—2i— = 4+ S = 0,000322,
f'(xl) 14,09

-

Seegs seitsme tiivikohaga x = 2,456678.

738. Newtoni meetodi Wldistiused,

Kui f(x) reakssrendusest votta rohkem liikmeid, siis
sasme Jjdrjest paremaid ldéhendfunktsioone ja vastavalt sel-
lele ka jarjest tadpsemaid iteratsioonivalemeid.

Kui néiteks votts kolm esimest Taylori rea liiget:

v e 2
0= 2(x) = f(xo) + f (xo)(x - xo) + §f (zo)(x - xo)

80



ja asendada kolmandas liikmes iiks tegur =x - X, Newtoni
. meetodiga arvutatud ldhendiga, siis saame tekkivat lineaar-
vorrendit tundmetu x suhtes lahendades

Bl 'T%I:_I—-

212 - orew
(lihiduse m3ttes on aigunent dra jéetud).
Selle iteratsioonimeetodi esitas juba 1694. sastal ing-
" lane Halley. Newtoni meetod pdrireb umbes 1670-test aasta-
test.

See meetod on juba kuupkoonduvusega meetod. Muide, kuup-
koonduvusega oli ka Buler-TSebdSevi meetod, kuid Halley mee-
tod annab lildiselt veidi tZpsemaid tulemusi.

Néiteks vorrandi i3 - 4x + 5 = 0 puhul saame alglihen-
dist =-2,45 1ldhtudes

% =2A5 v 0,093875+14,0075 .

xl = =
14,0075° + 7,35-0,093875
= -2,45 - 1,3149%4 _ -2,456678 .
196,9000

Nagu néha, on tulemus seitsme tiivikohaga dige. Jdme vea—
hinnang annab (0,0067)3 = 0,0000003,

Kuupkoonduvusega meetodeid eksisteerib 1dpmata palju.
Nende iildisema teooria andis U,Kaasik oma kandidsadivdite-
kirjas. Teiste kuupkoonduvusega meetodite hulgas ndib efek- .
tiivsem olevat L, Vohandu poolt vaadeldud meetod

2212 - Zeev) <f ) 1- 35850
oL =X x, - — 2

'
$ E %l'fl

O pr(£'? - pem)

mille puhul viga hindab suurus
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g A3
6’ 2

kus A X, on dsja leitud parandus. Vea suuruse hinnang vea—
deldud ndite puhul on +2,14-10'8; Peale vastavaid arvutusi
leiame, et :

x) = -2,45667838.

Kuigi kuupkoonduvusege meetodid on viga efektiivsed
koonduvuse mdttes, on nende kasubtamine sageli raskendatud
teise tuletise leidmise vajaduse tdttu.

Kuupkoonduvusega meetodite rakendamist raskendadb ka va-
lemite keerukus, mis nduab suhteliselt palju arvutusi. Nen-
de rakendamine ndib olevat efektiivme juhul, kui funktsioo-
ni vddrtuste arvutamine nduab kiillalt palju t66d, nditeks
kdrgema astme algebraliste vdrrandite puhul.

Juhul, kui tuletiste arvutamine on ebamugav, on iiheks
vdl japddsuks kasutada k&5lude meetodit. Et kd5lude meetod on
ainult lineaarse koonduvusega, siis otsiti ka siin koonduvu-
se parandamise voimalusi. Need leitigi kdrgemat jarku inter-
polatsioonivalemite kasutuselevotmise ndol.

Praktikas piisab enamasti ruutinterpolatsioonist. Arvu-
tused osutuvad eriti lihtsaks, kui valida kolm vdrdkaugus-
tel asetsevat argumendi viddrtust:

X - X, = X5~ X = h.
Abstgigsid Xyr Xy %o olgu nii valitud, et otsitav

Juur asetseb 13igus [xo, 12] -



Zolme punkti labivatest interpolatsioonipoliinoomidest
sobib meile eriti Stirlingi polimoom y(t) = y; + ) 7yt +
x =~ -—
- %62:{1172, kus t = ——h—-l ja suurused Jyl ning Jzyl
on leitavad jirgmise vahede skeemi abil (vastavad tdestused

jdrgnevad kursuse edasises osas)

Vi

(] o «
JYl/a
x; ¥y d 2y1 ’
c‘-3'3/2
- T2

Iy = 30y + Iy
lullkoha leidmiseks saame siit ruutvorrandi
L T ?ylt + %52y1t2 = 0,

Selle ruutvorrandi lahendamiseks on mdistlik kasutada

iteratsioonimeetodit. Nimelt me kirjutame vdrrandi imver ku-

Jul

t=a+bt2

ja kasutame * algldhendipa vddrtust a. Teist liicet bt~
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vaatleme parahdusena. Kuna t < 1, siis on parandus kaunis
vdike ja harilikult piisab juba {ihest-kahest iteratsioonist
dige t vddrtuse leidmiseks.

Kui t on leitud, siis X3 = X + th. Arvutades niiiid
f(x3), gsaame ettenshtud tdpsuse piires kas nulli vGi vdga vai
kese arvu. Kui f(x3) pole veel null, siis vGime ldhendit
xq veelgi parandada Newtoni meetodi abil. Nimelt annab in-

terpolatsioonipoliinoom meile hea ldhendi £'(x) jaoks:
£ Qx-gﬁ = l(g:yl + Jaylt).
dtd&x h
Siit saame veel korrektuurina
Ix - - )
£5Gx)

Naéide. Leiame vorrandi x tan x = 1/2 Juure, mis aset-
seb 0,6 ja 0,7 vahel. Vajalik tépsus olgu seitse tiivikoh-
ta. Arvutuste ;nﬁnusamaks 1abiviimiseks anname vorrandile ku-
Ju 2x - cot x = 0, Kasutame Hrenovi seitsmekohalisi trigo-
nomeetrilisi tabeleid, mis nduab aga radiasnide eelnevat tei-
gsendamist kraadideks. '

x x© ¥

0,60 34922'38,89" -0,2616960
0,65 37°14132,13" . -0,0154356
0,70 40°06'25,37" +0,2127582

(Ruumi kokkuhoiu mdttes on skeemist #ra jaetud veerud
2% '‘ja’ cot x)

Koostame niilid vahede skeemi:

dy &2y
0, 2462604
& boniaan 0,0180666
0,4764542



&y, = 0,2372271.
Skeemi pdhjal :
y = -0,0154356 + 0,2372271 t + 2,0090333 t° = 0
y'= 20 (0,2372271 + 0,0180666 t)
Esimest vOorrandit t+ suhtes lahendades (siin on vaja jubs
arvutusmasinat):
t = 0,065066755 - 0,038078701 t° = & + bt2,

Iteratiivne lahendsmine:

a = 0,065066765 = O,065066765 0,065066765
bt2 = =0,000161213 -0,000160415  =0,00716%19
0,064905552  0,064906350  O,064906%6
t = 0,06490635
R = 0,05

xy= 0,65 + th = 0,65324532.
Uuesti vdrrandisse asetamine annab

f(x3) = -0,0001217:
Newtoni meetodiga parandamine:
y' = 4,7579%,
dx = 0,00002552.

Tug ldhend: x, = 0,65327084,
f(x,) = - 0,0000095,
Jdx = - 0,0000020,

Loplikult:
= 0,6532688.

~
I
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o
9. XompleksJuurte leidmine.
Jirgnevas vaatleme 2inult reaalkordajatega algebralisi
vérrandeid
-1
=2 + aoxn + a; :
millest on ersldatud juba kdik reasljuured. Xompleksjuurte

e SooyX 8y = 0,
leidmiseks voib kasutada k&iki eespool vaadeldud meetodeid,
kuna aga argumendi vaartused on kompleksarvulised, siis kuju-
nevad srvutused ilisnasgi komplitseerituks ja ka arv i toob
endags ksasa eksimise vdéimaluse, Reaalarvuliste kordajatega
vdrrandite puhul sasb agas edukalt dra kasutada asjaolu, et
kompleks juured esinevad siin alati kaaskompleksarvude paari-

dena
xl'2 =u t iv,

See véimaldab mdlemaid kompleksseid lineaartegurexg
(x - x,) ja (x - xz) v3tta kokku iiheks reaalkordajatega
ruutteguriks

(x - xl)(x - xe) =x° + 2ux + (u° + vz) =2 - pPxX - q,

kus'  p =2u, q= A, v2).

'neera taandub kompleksjuurte leidmise iilesanne ruuttegu-
rite ernldamise iilesandele. Enne, kui asume ruuttegurite emsl-
damise probleemi kidsitlema, vastleme, kuidas iildistada Horne-
ri skeemi ruuttegurige jarsamise jaoks.

5

“ui viienda astme poliinoomi x~ + alx4 ¥ a9x3 # a3x2 >

+ a,x + 85 jagada ruutteguriga x2 - px - q, siis saame

b

5 4 3 2 7,
X7 + 81X + 8,X° + 85%° + a,X + 8g =
2 2
= (x° = px - a) (x> + byx° + box ¢ b3? P bX + b5'
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Paremat poolt 1&8bi korrutades ja tundmatu x

ees olevaid kordajaid vérrutades ssame
o § g
a, = b2 = pby - g,
o b3 = pb2 o~ qbi,
a, =b, - pb3 - gby,,
a5 = b5 - qb3.
Siit avalduvasd meid huvitavad kordajad
sete-seoste kaudu
b, = a; + p,
pby; + g,
b3 =8y pb2 ¥ qbl’
b, =8, + pb3 +-qb2,

o
i
+

b5 = as + qb3.

b

: 1

agstmete

Izkurrent-

Arvutusi on otstarbekas korraldadz jédrgmise skeemina:

{ X a8, a8y aj ‘8, ag
P 1 4 pDy pb, pog

i a qbl qb, qb3

4 S e = S i

$ oy by b, by b bg

Uldistus muudele astmetele on siit vdgs lihtne,

Ndide. Jagame xa + 313 # 522 + 6x + 7 ruutteguriga
- ¥~ 52
F 3 5 6 7
3 3 18 78
5 S 30 140
1 6 28 114 147
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x*e 3% 5x°+ 6x + 7 =(x°- 3x - 5)(x2+ 6x + 28) +1l4x + 147.
Ruutteguriga jagub mingi kdrgema astmega poliinoom parajasti
siis, kui eaimese sstme jddkpoliinoomi kordajad on nullid.

Ruuttegurite ersldamiseks on olemas terve rida meetodeid,
kuid selle kursuse n?ires piirdume vaid Lini meetodiga ebk m.
eelviimase jadgi meetodigs.

Olgu meil teremist poliinoomige

4 3

x + 13x” + 4912 + 85x + 60 = (x2 + 3x + 4)(:2 + 10x + 15).

Jagame seda neljanda istme poliinoomi ruutteguriga x°+ 3 + 4

1 13 49 85 60
-3 -3 -30 45
-4 -4 40 -+ -60
i 10 15 r 0 )

'agu ndeme, tuleb jiidgiks tdepoolest nullpoliinoom. Vaa- |
tame, mis juhtub siig, kui me ei jaga ldpuni vidlja, vaid pea-
tume ‘ks samw warem g.t, jitame pdhiskeemist dra liikmed

pbn‘2 ja qbn-Z'

g 13 85 60
E Sk g
-4 -4 -40
7w e 10 15 45 60

Sel korral saame eelviimaseks jadgiks ruutpoliinoomi

15x° + 45x + 60 = 15(x° + 3x + 4).
[lmselt kehtib omadus, et tipse ruuttepuri korral nor—
mecritud eelviimane jddk vdrdub ruutteguri endaga. Seda asja-
olu v3ib iira kasutada kergesti rakendatava iteratsioonimeeto-

di saamiseks. ‘imelt vGtsme ette mingi otsitava ruutteguri |
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alglédhendi, jagame sellega poliinoomi kuni eelviimase jédgini,
normeerime selle jddgi jé votame ta uueks algldhendiks jne.

Selle meetodi kopnduvuse kohta ei saa anda kergesti ra-
kendatavaiq kriteeriume, kuid praktika nditab, et eelviimase
Jjéddgi meetod koondub kiillaltki avaratel tingimustel (kuigi
mitte just alati selleks ruutteguriks, mille ldhedusest alus-
tatakse). :

Jadb veel lahendada kiisimus, kuidas leida otsitavale
ruuttegurile algldhendit. Selle kiisimuse lahendamiseks sn kgi-
ge lihtsam lahtuda Vieta valemitest.

Nimelt kehtivad poliinoomi P(x) = x+ alxn-l+ azxn'2 +
L ; a, korral tems kordajate ay ja juurte =x

g Bkt

X, vahel jargmised seosed:

—al = xl » 12 Wocaie g W xn,

8y = XX, + XyX3 + ...+ xn—lxn .
Kui kahe esimese juure moodulid on teiste juurte moodu-
litest palju suuremad, siis kehtib ligikaudne vdrdus
-8, % X, + X5,
8, RS X X,.
See aga tdhendab, et kaks kdige suuremat juurt rahulda-
vad ligikaudselt vdrrandit
2 &
X" +a)Xx+a, = 0.
Siit sa~mmegi sobiva algldhendi.

Teine vdimalus alglédhendi valikuks on kahe vdiksema moo-

duliga juure ligikaudne eraldamine:

a a
(x% + 21 4 ot

2
B AXT B SR oa A
n-2 n-1 n n-2 a,_- 02

Enamasti ongi kasulikum kahe vdiksema mooduliga juure
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eraldamine.
" 3 4 !3 x? s
Niide. Leiame hulkliikme x + 6x° + 23X + 42x + 40 =
= (%% + 3x + 4)(x° + 3x + 10) ruuttegurid.
Agléhendiks valime 23%2 + 42x + 40 = 23(x° + 1,83z +
+1,74).
Arvutused korraldame iildistatud Horneri skeemi:

1 6 B3 4z 40
-1,83 1,837 =760
-1,74 ' -1,74 -7,26
I 4,17 1963 WA 40
=2,55 : -2,55 8,70
-2,94 -2,94 10,34
i 3,45 . 11,36 31,86 40
-2,81 -2,81  .-8,96
=353 -3,53 1.2
1 3,19 10,51 30,73 340
-2,92 -2,92 -9,00
-3,81 -3,81 1373

1 3,08 10,19 30,27 30

Viimase itereerimise tulemusena saame uueks lahendiks
‘aP 4 2,97x + 3,93. Nagu senisest arvutuskiigust nihtub, on

meil tdepoolest tegemist koonduve iteratsiooniprotsessiga.
Koonduviige kiirendamiseks kasutame eespool tuletatud koondu-
vuse kiirendamise votet.

una meil on tegemist ruuttegurite leidmisega, siis on
selle votte rakendamiseks kaks varianti. Juhul, kui ruuttegu-
ri mdlemad kordejad jarjestikustes ldhendites muutuvad mono-
toonselt iihes gsuunas, siis on otstarbekas kiirendamise votet
rakendada otseselt tegurite kordajatele (omaette x korda—
jatele ja omaette vabsliikmetele). Xui age ruuttegurite kor-
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dajad ei muutu monotoonselt, siis on parem leida jirjestikus-
te ruuttegurite kompleksjuured ja rakendada koonduvuse kii-
rendsmise votet nendele. Uleminek kompleksjuurtelt ruuttegu-
rile toimub jalle harilikul viisil. Peab mirkima, et kuigi
siin on tegemist kompleksarvudega, ei kujune arvutused eriti
keeruliseks.

Muide, nimetatud koonduvuse kiirendamise vottega Gnnes-—
tub ka mitte eriti 'kiiresti hajuvaid iteratsiooniprotsesse
teha koonduvateks.

Kasutame niiid koonduvuse kiﬁ:endamise votet meie poolt
vaadeldud ndite juures. Kolm viimast ldhendit on

x° + 2,81x + 3,53 ,
= + 2,92x + 3,81 ,
X + 2,97% + 3,93 .

Kuna on tegemist monotoonselt muutuvate kordajatega,

siis rakendame koonduvuse kiirendamise vitet otseselt korda—

Jatele:
S iies . o 2,92)2 - 2,97 + 20025 _ 3 o7,
(0,01 + 0,17 - 0,24) 0,06
a=3,93- 0,08% 23,03 2000% 5 g9
(0,03 + 0,43 - 0,62) 0,16

Uneks lahendiks saame seega x° + 3,01x + 3,97. Raken-

dame jdlle eelviimase jadgi meetodit.

1 6 23 42 40
3,01 -3,01 -9,00 .
-3,97 ~3,97 -11,88

1 -2,99 10,03 30,12 40

Viimane lihend on liikati tipsuse piires x°+ 3,00x +4,00
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Rui meil on vaja suuremet tépsust, siis tuleb arvutamisel kob-
tade arvu suurendada ja kasutada kas korrufamistabeleid voi
arvutusmasinat.

Eelviimase jasgi meetod koondub harilikult kiillalt hés-
ti, kui on tegemist vérranditega, milles lahendite reaalosad
on negatiivsed ehk,nagu insenerid iitlevad, kui on tegemist
stabiilsete vérranditega. Nimelt vdib ndidata, et autoregu-
leeruvate protsesside diinaamikat kirjeldavatel diferentsiaal-
vorranditel on stabiilsed lahendid, kui nende karakteristlike
vorrandite juurte reaalosad on negatiivsed. Vastasel korral
on tegemist ebastabiilsete protsessidega ja see asjaolu ka-
jastub huvitaval viisil ka eelviimase jdidgi meetodi koonduvu-
ses.

Vajaduse korral sasb juurte reaalosi teha negatiivseks

lihtsalt nullpunkti nihutamise teel.

§10. Lobatsevski meetod,

Reaalkordajatega algebraliste vSrrandite lahendamisel
on iiheks universaalsemaks meetodiks LobatSevski meetod. Selle
meetodi olemus seisneb jédrgnevas.

Olgu vorrandi

o -1 .
£(x) = ax" + 835 ¥ s ppb BpaX By 20
lahendid kdik resalsed ja erinevad, kusjuures
Ix, ! Ix. | Ix |
x1>x2>...>xn %

Kui x;, on teistest lahenditest palju suurem, siis Vie-

ta valemite pdhjal kehtib ligikaudne vordus

X x-alz a8

X o
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»Mida rohkem X, teistest Jjuurtest erineb, seda parem see la-
hend on. LobatSevski andis meetodi, kuidas vdrrandilt {(x)=0

iile minna vorrandile fl(z) 0, mille nullkontadeks on suu-

rused -xlz, —x22, e g e

Nl

e s,t. ta andis meetodi, kuidas
vorrandi lahendite vahekordi meile sobivas suunas muuts. Saa
dud vorrandilt fl(z) voib iile minna vorrandile, mille la-
hendid on -xla, _;24' HEEL —xnu. Wiiviisi jdrjest edasi
minnes vorrandi lihendid eralduvad iiha rohkem. Kui kahe kor-
vutise juure xi+1 ja x; absoluutvairtuste suhe on k,
siis peale m-kordset teisendamist saame abivdrrandi, mille
vastevate lahendite absoluutviddrtuste suhe on juba kzm. Ku~-
na k <1, siis kiillalt suure m korral saab k kui tahes
vaikeseks,
Olgu m-ndaks abivorrandiks vorrand
o v" + ply“'l * e PP v P, =0,
Aui ta lahenditeks on suurused Fys Tor ese s Tpo g8iis Vieta
valemite olhjal
6 g O IR S B o L
J173 ¥ F1¥3 . * eee *Tp_qTnT PoiPy
Y1I293 * T1Vo¥y * eve * Ip-2Tp-19n" "P3*Po

Killalt suure m korral

Y1 “P1iPgy
Y172 = P2iPgy
Y1Y72¥3 = “P3%Py»

D R

Jarjest jidrgmist seost eelmisega jagades saame

X



;o s 'Plipov
s b [l ‘pzzplo
Fog o= TPy Vo

Yn = PA*Pp-1 °
Seega killlalt suure m korral laguneb vdrrand
p?® + Py e oo+ PpY * P = O
n lineaarseks vorrandiks:

PAY. ¥ Py = @ gy Y By % B i x Dait YL 00
mille lahendamine on jube lihtne iilesanne. ;

Zune selle vorrandi lahendid ¥y Yp» eee I, on alg-
v3rrandi f(x) = O lahendite absoluutvidrtuste 2" agtmed,
aiis algvorrandi lahendite absoluutviirtuste saamiseks tuleb
neist votta o™  patme juur. L[ahenditele digete markide omis—
tamiseks ja arvutuste kontrolliks kasutame Horneri skeemi.

Vaatleme niiid, kuidas saab lobatdevski teisendust reali-
seerida. $e11eks korrutame hulkliikme

i n -1 e
Pix) = ax + alxn P Y B

= no(x - xl)(x - ;2) T I xn)

hulkliikmega

f{-x) = (-l)n(aoxn - alxn_l AR Y
= (-1, (x + %)) (x + x?) o SR % ).
Korrutises
: 2 e R 2 e 2 2.0 2
f(x)f( x} = (=1} a, (x xy ) (x X, SRR x, )
punduvad ilmselt muutuje X paaritud nstmed. Kui niitid teha

asendus x2 = -z, 8iis sasnme vorrandi

fl(z)

i

=

aoz(z . xla\(z + x22) St iR xnz)

on



mille lahenditeks on suurused -xl“. —xpz. sty *xnd.

Vorrandi

£,(z) = bozn + blz"‘1+ S

z2+b. =90
n-1 n

kordajate arvutamise eéskirja leidmiseks korrutame nulkdiik-
me T(x) hulkliikmege f(-x) tegelikult libvi. Asendades

3 2 :
siis x° suurusega -z, saame, et

fy(z) = bozn + blzn-1+ ces B 12+ Db =
&1 { e 25 2
=:ab22n + a12 21 4 a22 | 8772 aJZ !zn SRR
- 2a°a2 - 2ala3 - 2a2ak ?
+ 2a°a4 + 2&1a5 !
- 2a°a6 !

feega uue vorrandi iga kordajs ssamiseks tuleb vitta
algvorrandi vastave kordsja ruut, sellest lahutadas temast va
sakul ja paremal asetsevate kordajate kahekordne korrutis,
liita iile iihe asetsevate kordesjate kahekordne korrutis jne.

fuigi teisendamiseks vajalik arvutuseeskiri on niid ole
mas, jddb veel lahendada rida kiisimusi!¢ kui kaugele tuleb tei-
sendustega minns, kuidas arvutusi kontrollida, kuidas toimi-
da komnleksjuurte korral jne. Kaikilneid kisimusi kasitleme
konkreetsete niidete varal. Esimesg nditenz veetleme var‘an—
dit

x3 - 6x2 A1y ~ 620,

mille lahenditeks on 1, 2 ja 3.

Arvutused korraldatskse jargmisse skeemi, kusjuures ar—
vude kiire stvu t3ttu viskame Hlearused kohad minema ja ka-
sutame kirjutusviisi, kus kiimne astmed kirjutame koma kohale

ipdeksina:
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2376000 = 2,376+108 = 26.376,

Arvutused on teostatud arvutusliikati abil. Nagu skee-

mist nihtub, kahekordsed korrutised kahanevad kogu aeg. Pea-

le lahendite

3,

astme moodustamist kahekordsed korrutised

jargnevad vorrandite kordajatele enam mdju ei avalda. See as—

jaolu onri tunnuseks, et astendamise voib ldpetada.

1 -6 11 =3 Astmed
1 36 121 36
-22 =72
1 14 49 36 2
1%96 270 13296
-0 98 -1 01
1 a8 1739 17296 4
9360 1893 1%68
1 6782 168 1%68 8
4765 2128, 212g2
-0 W -0 02
1 4731 212g0 212g; 16
11586 72" a4 72495
-0 01 -0 00
1 11585 724, 72495 32
. ¥ Vahed Vahed: 32
log 7°%95 24,9004 0,0061 0,0002 %, ! = 1,000
log 7°%8 24,8943 9,6271 0,3008 Ix,! = 1,999
log 11985 15,2672 | 15,2672 0,4771 Ix3} = 3,000

Jahendite absoluutviidirtuste midiramiseks kasutame nelja-

kohalisi logaritme.

Jahendite midrkide leidmiscks kasutame

Horneri skeemi. “ee vdimaldab kontrollida arvutuste tidpsust
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ja annab ka vdimaluse leitud lahendite tipsustamiseks (vt.
Newtoni meetod, 1lk. 73 ). ‘
Kui vdrrandil esineb7reqall§heﬁdite'karval ka kompleks-
juuri, siis peegeldub see séllés. et teisendatud varréhdites
esineb negatiivseid kordajeid. XKuid negatiivsed kordajaid esi-,
neb ihesainsas veerus, siis on tegemist ﬁhe‘kaaskomplekajuurwl
te pasriga ja selle. eraldanj.vne;e‘:_l ‘tekita raskusi. Mitme e

gatiivset mirki omava veeru kermal tuleb aga soovitada pdor-
dumist Berezini ja Zidkovi rasmatu [5] poole.

Toome iihe ndite itht kompleksjuurte paari omava vérrandi
lahendamisest. Olgu vérrandiks 12x°- 17%°+ 55x + 15 = O, Jir
jestikuste abivOrrandite leidmise korraldame jédllegi harilik-
ku skeemi. ;

- Sy -17 55 15 o
-289 3025
-1320 510

144 -1303 3354 225 2
1506 1725
-1502 0’05

2to7 oBoy 1730 5706 4
olloz 1149
-5ilgg 000

4827 -sllgg 11*69 2955 8 -

Nagu ndeme, teises veerus esineb teisendatud vérrandi-
tes negatiivsgid kordajeid ja ei toimu kahekordsete korrutis-
te kahanemist. Seega on tegemist kompleksjuurtega. Vahima
reaalju&re leidmine on lihtne:
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8
9
3% -\ /31-2%9- A - 0,2497 .
1

Miinusmérgi sasme juurde omistada Descartes'i reegli
pdhjal. Sel vdrrandil on iiksainus reaaljuur. Descartes'i ree-
gel iitleb aga, et vdrrandil on 2 V31 0 positiivset reaal-
Juurt ja 1 negatiivne reaaljuur.

Kompleksjuurte leidmiseks voib kasutada ruutvorrandit

14827(x8)? - slg6(x®) + 1169 = 0.
Iihtsam on aga leida kdigepealt ruutvorrandi lahendi

moodul
8

14
e\ (252 = 5,008,
4827

ja siis kasutada Vieta teoreemi, mille pdhjal Xt Xyt Xg =

a
= 'El . Kuna x, + x, = (u + iv) + (u - iv) = 2u, siis
0
a3
~ 8y “& "% o+ o+ o0,2097
2u + x5 = - y.8hk u = = =-0.8332,
8o 2 2 :

Tmaginaarosa kordaja v aga leiame seosest

u2+v2=r2.

Siit seame, et v = \[5,008 - 0,83322 = 2,077.

Seega X, = 0,8332 + 2,077i.
Mirgime, et tédpsed juurte vddrtused on

 Yiss

o ]
BN 020y X o B E L 1TE

= 0,83333...+1-2,0742... .

TobatSevski meetodi kasutamine voib kdrgema astme vor-

randite puhul lihedaste juurte korral nduda kiillaltki palju
; 98
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t00d. - Seepdrast tootatakse tavaliselt alguses liikati tédpsu-
sega ja hiljem parandatakse leitud ldhendeid Newtoni meetodi
voi eelviimase jadgi meetodiga vajaliku tépsuseni.

§11. Ligikaudsete parameetrite g a

¥YyO8rrandite lahendamine.

Enamus prektikas esinevaid vdrrandeid on ligikaudsete
kordajatega., Niisuguseid vdrrandeid nimetatakse ligikaudseJ
teks vdrranditeks. On selge, et kordajate ebatiépsused mdju-
vad ka vorrandi juurtele. Iga ligikaudse vdrrandi lahendil
on nn. tingimatu-viga, mis ei sdltu ei lahendusmeetodist ega

arvutajast. Antud pShivorrandi lahendamine on aga pdhimdtte-
liselt vdimalik suvalise tédpsusega., Pohivdrrandi lahendi vi-
ga nimetatakse tinglikuks veaks ja ta s3ltub ainult arvuta-

Jjast. Koguviga avaldub tingliku ja tingimatu vea summana.

Olgu ligikaudse vdrrandi kuju

f(x,al(iAal), a,(24a,), ... , a‘(tdan) 270
kus x on tundmatu ja ai-d on antud ligikaudsed arvud ning
l&ai nende absoluutvead. Pghivdrrand, mida me lahendeme, on
f(x,al,az, aaT g am) = 0,

See virrand m#drab iga lihekordse juure x = a imbruses

x~i kordajate ay ilmutamata funktsioonina, kusjuures selle

ilmutamata funktsiooni diferentsiaal avaldub kujul

A et bR 55

- pamll | P TGP

dx = -
' i
: of & bal

(f', tédhistab f tuletist muutuja x Jjérgi kohal x = a).
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Kui wvead Aai on kiillalt vdikesed, siis v0ib juure
X = a tingimatut vige hinnata jdrgmiselt:

Aa = ltdai *i, . ‘f;m'Aam).

fig?
a
Ifél
Erijuhul saame siit algebralise vOrrandi
-1 i
aoxn+a1xn *taee @ =0
Juure x = a tingimatuks vesks

Aa = _Ii’.'—l (la'nAao + Ialn-lAal A +Aam).
a

Kui k&ik kordajad on antud vdrdse absoluutse veaga v, siis

Aa ‘i vg; s |a|n+12

(1 - tal)igy

ligikaudsete vdrrandite lahendamisel ei saa juuri leida
t&psminil. kui seda vdimaldab tingimatu viga (iga erineva juu-
re puhul on tingimatu viga erinev!). Juurte arvutamisel tekki-
va tingimatu vea hindamiseks piisab jamedatest ladhenditest,
mida ssame kas graafikult vdi lilkkati js Hormeri skeemi abil.

§12. Mittelineaarsete voérrandi-

slisteemide lahendamine.

. Mittelineaarsete véuandisﬁsteemide lahendamine on iisna-
gl toomahukas iilesanne. Kuigi selliste siisteemide jaoks on
olemas terve rida iteratsioonimeetodeid, on nende meetodite
koonduvus enanasti ilisnagi seglane ja nad vajavad haid algléa-
hendeid. .

Vaatleme konkreetsuse m3ttes kahe virrandi ja kahe tund-

matuga vdrrandisiisteemi
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Nx,7) =0,

0.

i

glx,y)
Teldame, et me oleme mingil viisil leidnud siisteemi lshen-
di jaoks kiillzslt hea algléhendi (xo, yo). Alglahendi otsimi-
seks sobib sageli graafiline meetod.
Arendsme niiid f(x,y) ja g(x,y) kohal (xo.yo) Taylo-
ri ritta.

x
0= 5(x°,y°) + gx(xo,yo)Ax + gy(xo,yo)Ay s Ty

0= :t‘(xo,yo) + f (xo,yo)Ax + fy(xo.yo)dy T

Piirdudes reaksarenduses linesarsete liikmetega, saame
paranduste QDx Jo Ay ndiraniseks linesarse vdrrandisiis-
teemi, Geomeetriliselt tihendaks see kdverate f(x,y) = 0 ja
g{x,y) = 0 esendanmist 13ikepunkti iimbruses sirgetega ja ner—
de sirgete 13ikepunkti leidmist*.

Leitud paranduste abil saame uued lédhendid

X =x + Ax,
g R
millega vdime protsessi jalle korrata.

Ndide. Leiame siisteemi

gl L Ry wn
xy3 R i B
reaallahendid.

Jéme skits nditab, et kdveratel on iiksainus ldikepunkt,
mille koordinaadid on ligikaudu (1,2; 1,7). Vastavaid osa-

tuletiste vddrtusi arvutades sasme linesarse vdrrandisiistee-

mi
8,64 Ax - 3,40 Ay = 0,434,

4,91 Ax + 9,80 Ay = -0,1956.
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Ox = 0,0349, Ay = -0,0390.
Uuteks léhenditeks on seega x = 1,2349; y = 1,6610.
Neid lahendeid uuesti vdrrandisiisteemi asetades seaame,
et
£(x),7,) = 74,70+107%,
g(x),y,) = -19,87-107%,
Idneaarvdrrandisiisteem uute paranduste leidmiseks on seega
9,150Ax - 3,3224y = -74,70-107%,
4,583Ax + 9,2214y = 19,87-107%

[}

ja uued parandused: 1311 = -6,253:107%; Alyl = 5,263-10°F,
Ioplikult saame

x = 1,2342747
y = 1,6615263.

Leitud lihendites on viimased kohad kahtlased.

u

Kérvuti dsja vaadeldud Newtonli meetodi iildistusega v3ib
giisteemi lahendamiseks kasutada ka lihtsat iteratsioonimeeto-

dit.
Kui me sasme vorrandisiistedmi

£lx.v¥ =
glx.v) &

wou
o O

kirjutada ilimber kujul

Fix,y),
G(x,y),

x

(1) y

kus paremad pooled muutuvad x ja y muutumisel iisna aegle-
selt, siis on sellega mddrstud iteratsiooniprotsess

Xpey = Flx .y,
Yo+l = G(xn,yn).

(2)
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Iehutades vdrdustest (1) vastavalt vdrdused (2), sas-

me
C XXy s Kx,y) - F(xn,;;rn),
Y = Tpep = 60xy) - Glxp,y,).
Rakendame nende vdrduste parematele pooltele eskvidrtus-
lauset

X=Xy = (x - x,_‘)li'x + (y - yn)Fy
- o SO R xn)(;x + (y - yn)Gy,
kus osatuletised on vietud x j= xn ning y je h vahe-
listes punktides.
Vigade absoluutvidrtuste jaoks saame siit
Ix - xm—l' iy - xnl-lpxl + ly - ynl-lpyl,
iy - yn-v-ll g Ix - xnlchxl + ly - ynl-a(;yi,
Vorratusi liites ja eeldades, et gt e iG i dal]l ning
lel + ‘Gy' < m <1, ndeme, et
Erdii T i ded SRR S L B e iR it
Téhendab, iteratsioonimeetodi koonduvuseks on piisav, et la-
hendit ja kdiki lihendeid sisaldavss piirkonnas oleksid tai-

detud tingimused
sl iK1,

IF ! g 1< L
Fy + uy\m<l

Néide. Vaatleme vdrrandisiisteemi

sin A = 0,160 cos A + 0,335 sin (4 + B)
sin B = 0,160 cos B + 0,500 sin (A + B).

Iahendame selle siisteemi iteratsioonimeetodiga, ldhtudes alg-
ldhendist A = 30°, B = 30°,
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n sin A sin B A B

0 - - 30° 30°

1 0,4287 | 0,5716 25,38° | 34,86°

2 0,4361 0,5653 25,86° 34 ,42°

3 0,439 | 0,5662 25,78° | 34,49°

4 0,4349 0,5661 25,78° 34,48° |
n A+ B cos A cos B sin(A + B)
0 60° 0,8660 0,8660 | 0,8660

1 60,24° | 0,9035 0,8206 | 0,8681

2 %0,28° 0,8999 0,8249 0,8684

3 60,27° | 0,9005 0,8242 0,8684

4 > - 4 -
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V. STATISTIKA AILGED

§1.81ssejuhatus.

Véga paljude teadusharude juures on teoreetiliste jdrel-
duste tegemiseks vajalik kiillaltki mahuka vaatlusmaterjali
kogumine., Enne kui vaatlusmaterjalist saab teha 1dppjireldu-
81 v0i teoreetilisi ﬁldistusi; tuleb tepstada nn., vaatlusma-
terjali statistiline toitlemine. See on hidavajalik protse-
duur; sest mitmesugustest faktoritest tingituna on iiksikvaat-
luste tulemused iiksteisest vihem vdi rohkem erinevad.

Siin tuleb vahet teha, kas meil on tegemist mingi objek-
ti suuruse midramisega (modtmisvigade probleem) v3i on meil
vaja iseloomustada mingit kollektiivi, mille iiksikindiviidid
on iksteisest teataval midédral erinevad (niiit. inimesed).
icotmisvigade probleemi kohta vdib leida iisna piisava kisit-
luse P. Priilleri ja M. Tammeti brosiiirist [6] , mille
omandamine j-» 1ldbitdotamine on enne kiesoleva peatiiki mater—
jalide jrurde asumist kohustuslik.

Jirgnevalt kirjeldame 1§hem§it méningaid nimetatud bro-
siili*is toodud tulemuste hindamisvotteid ja nditame iildise

printsiibi taoliste hinnangute saamiseks.
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§2. Vihimruutude printsiip.
4
Juhul, kui on tegemist tunnusega, mille hajumine teata-

va keskvddrtuse lmber on odhjustatud ainult juhuslikest fak-
toritest, siis vdidab vdhimruutude prinfsiip, et vaadeldava
.suuruse tdendoseim vdidrtus on selline, mille suhtes arvuta-
tud ﬁksikvaatluste‘vﬁértuste halvete ruutude summa on mini-
maalne.

Kui iksikvsatlused on Xys Xpy eee s Xy siis vdhimruu-

tude printsiip iitleb, et taenioseim vaidrtus x rahuldab tin-

o
z (x; - %)% = min.
=1

ldirame suuruse X nii, et miinimumtingimus oleks ra-
huldatud:

gimust

n n :
—%2 (xi-l_:)2=-22—(xi—:—:)=0.
ax 757 =1 )
Sellest vorrandist leiame, et

n
_lz

S S 4 X5
=1

s.t. muutuja tdendoseimaks viddrtuseks on ta aritheetiline
keskmine.

Peame siit meeles. edasiseks tahtsa asjaolu, et aritmee-
tiline keskmine annab minimaalse hélvete ruutude summa. Uht-
lasi ndeme miinimumtinginusest, et aritmeetilise keskmise
suhtes arvutatud hdlvete sumna on null.

Need kaks omadust teevadki sritmeetilise keskmise iiheks
enamkasutatavaks statistil%seks tunnusarvuks.

Aritmeetiline keskmine ei sobi suuruse kirjeldamiseks,

Kui on tegemist suvuruse ebasiimneetrilise voi mitmetipulise
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Jjaotumisega,
Aritmeetiline keskmine.ei esinda vaatluste hulka nditeks
Jirgmiste jaotuste korral:-

p ?

3

—— 2
. ¥ —

: R
“Tiisugustel kordadel on parem kasutada statistlkana moo—

di. YMood nditab, milline suuruse viirtus esineb koige eageda—
‘mini.

§3. Arttmeetiliase kegknise vyigas

Kpi me teostame suuruse x modtmist, siis kdik vaatlu-
sed X; on vigased. Tdhistame vaatluste tdelisi vigu nii:

{1 X X =W,

» i
Kui w on aritmeetilise keskmise viga, siis X - x = w,

ehk x = X - w. Liidame niiid n seost (1):

nx =in -Zwi = nx —Z‘wi,
n(x - w) = nx -Zwi,
nw =Zwi.

Viimast vOrdust ruutu tdstes saame

n°w? Z ZZWW HoEa).

e=4 J-1

millest

ehk

{una positiivsete ja negatiivsete vigade esinemine on
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vdrdtdensoline, siis kahekordses summas toimub liikmete vas-
tastikune kustumine ja ta on esimese liikmega vorreldes prak-
tiliselt null. Kui tdhistada tSeliste vigade ruutude summa

keskmist
Z w!2,

n

siimboliga s> ja aritmeetilise keskmise viga kahekordse
summa nulliga v@rrutamise juhul siimboliga m, siis

2
Yl e

By ¥ wngliny
Bt meil tdelised vead pole teada, siis peame piilidma neid

seostada aritmeetilise keskmise suhtes arvutatud ilkksikvaat-
luste hdlvetega.

Tahistades X = v; Ja pidades silmes, et x;- x =
= Wy, saame esimest vOrdust teisest lahutades
Rew B W Wy ™ Voig

Teiselt poolt aga X - x = w, seega
|

ehk

Selle vdrduse mdlemaid pooli ruutu tostes ja sumneerides

Zviz = Z w12 - ZWZwi + nw2 = n32 v nw2.

saame:
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Tahendab >
v
i e

B3
ja sritmeetilise keskmise nn. standardvigs avaldub kujul
o
m, = SR
n(n - 1)
Suurust s nimetatakse keskmiseks veaks ja ta peegel-
dab iiksikmddtmise tdpsust.
Toome iihe ndite keskmise ja ta ves nrvutamise kohts. Ol-
8u meil tegemist vamrtlusseeriaga
18,6; 18,7; 18,3; 18,8; 18,6; 18,7.
Aritmeetilise keskmise arvutamisel peame silmas, et sa-
geli on kssulik k&iki vasdeldud suurusi vihendeds iihe iz sa-
ma suuruse vOrrs, see vidhendab zritmeetilist tood (vastzvalt
‘véheneb muidugi ka aritmeetiline keskmine). Prsegusel juii.i
on mdistlik vihendads kdiki veatlusi suuruse /[ = 18,6 vorra:

) 18,3 o

:E:(x.- A) g

Et n=6, siis X =4 + = 18,6 + = 18, 68
6

Leitud keskmise vea hindamiseks tuleb arvutada keskmise
suhtes arvutatud hdlvete ruutude summa. Arvutuste lihtsusta-

miseks kasutame seost
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v Y
S £
s (xi - %)° =Z (x1 - 4)% - n(x - 1)?
=1 =1

(endal t3estada!).
x, = A)2 = 0+ 0,01 + 0,09 + 0,04 + 0,0 + 0,01 = 0,15;

e 0 6:0,007% _ o o7
6(6 - 1)

Mirkue. Hilvete ruutude ja nende summa arvutamise teos- .

tame otstarbekalt piistskeemi (1) kolmandas veerus.

Arvutuse tulemused esitatakse tavaliselt kujul: x 3;mx.

4, Aritmeetilise keskmise

useldatavus.

Aritmeetilise keskmise arvutemisega on tihedalt seotud
keskmise ussldatavuse ja usalduspiiride méisted. Kiillalt va- |
r’ eeruvate mddtmistulemuste puhul kerkib paratamatult kiisi-
mus, kas keskmine tdepoolest esindab vaatlusseeriat ja milli
ged vdivad ollm piirid, mille vahel otmsitav vadrtus peaks tee
tave tdendosusega asuma.

Viikeste vantlusseeriate korral (n < 20) ei kehti ni-
melt normaslne jnotusseadus, vsid kdik tdendosuslikud hinnangud
tuleb teostads nn. Studenti t-jaotuse pdhjal (t-jaotuse ta-
belit vt. 1lk. 141),

Kui keskmine ja t2 viga on leitud, siis keskmise usalde
tavuse kontroll toimub jargmise, statistikastiipilise métte-
kiiigu péhjal. “imelt me plstitame koigepealt hiipoteesi, et

keskmine nole usaldatav (nn. nullhiipotees) ja kontrollime
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siis 3tudenti t-jaotuse abil, kui suur on nullhiipoteesi toe—

o1

naoaus meie kisutuses olevat vastluste arvu ja suhet ¢t = ——
X

arvestades. ¥batdendoliseks loeme hiipoteesi harilikult siis,

3

kui ta tGendosus on alla 0,05. Studenti t-jaotuse tabeli o
sutamisel kohtume veel iihe uue mdistega - vabadusasinmete ar-
vuga. Vabadusastmete arv néiteb, kui suur on peale meid huvi-
tavate parameetrite midarsmist vabalt vslitevate vastluste arv,
Hii nditeks on aritmeetilise keskmise usaldatavusc hindamise
juures vabasdusastmete arv n - 1, sest teatava kindla keskmi-
se etteandmise korral me viime n - 1 vaatluse vddrtust va-
balt valida ja alles n-nda viirtuse peame vdtma sellise, ot
véddrtuste aritmeetiline keskmine vérduks etteantuga. Toodud

ndite puhul
18,62

N e

; t-tabelist jdrele vasdates nieme, et‘viie vabadusastme
korral on f = 266 puhvl nullhiipoteesi tdendosus alla 0,001,
s.t. nullhiipotees, mis vdidab, et keskmine pole usaldatav, on
véga vidikese tGendosusege. Jarelikult tuleb keskmist lugeda
usaldatavaks.

Edesi leiame keskmise usalduspiirid. Piirid arvutatskae
valémist

Xt e b5y no1) o

kus n-l on vabadusastmete =rv je 5% on tavaline nullhiipo-
teesi tdensosus.

Varem toodud n3ite puhul

18,62 + 2,57+0,07 = 18,62 + 0,18.
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Tulemust tdlgendsme jargmiselt: kui me teostame veel
torve rea selliseid vastlusseeriaid, sils 95% juhtudel lan-
geb X vahemikku

18,44 € x < 18,80,

Uksikvaatluste usalduspiirideks on

X s s-t(s%; Gl )i
Nendesse pliridesse langeb 957 kdigist vaatlustest.
Vidljespool usalduspiire olevate vaatluste korral peab eraldi

uurime, millest on kdrvalekalle tingitud.

5. Dispersioonide ja keskmiste

vordlemine.

“ui me liheme iihelt vastlusseerialt iile kahele vaatlus-
seeriale, siis me vdime peale kummagi seeria keskmiste ja
nende vigede arviutamist piistitada ka kiisimuse nende keskmis-
te erinevustest. Xdrvuti keskmiste vordlemisega on aga suur
tdhtsus ka mesterjali varieeruvuse vGr@lemisel.

Varieeruvuse iseloomustajesna kasutatakse harilikult nn.
LAY

dispersiooni Lt
E (x1 - %)°

2
8% = T A S

n-1

Varieeruvuste erinevuse olulisuse hindamiseks kasuta-
takse nn. P-testi. Kui meil on iihe n, vaatlusega seeria

2 Jja teise n, vaatluse-

puhul tegemist dispersiooniga 8,
ga seeria puhul dispersiooniga 322. siis dispersioonide

vérdlemiseks kasutame dispersioonide suhet
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F=-sj'§ ’
82

kusjuures indeksid on nii valitud, et dispersioonide suhe on
alati iihest suurem. Edasi tuleb vaid F-tabelist (1k. 142 )
vaadata, milline on vabadusastmetega nl-l Jja n,-1 nullhi+
poteesi tdendosus. (Tabeli peast tuleb vdtta suurema disper—
siooni vabadusaste).

fui selgub, et dispersioonid on oluliselt erinevad (null-
hiipoteesi tdendosus on alla 0,05), siis on juba kindel, et
meil on tegemist tidiesti erinevalt kdituvate seeriatega jé
kiillalt tihti ei tekigi enam vajadust keskmiste vdrdlemiseks.
Seda peamiselt just big%qogias. Filisikaliste nodtmiste xorral
nditab dispersiooni;; erinevus lihtsalt sed2, et modtmised on
teostatud oluliselt erineva tédpsusega. “ioloogias aga on dis-
iersioonide erinevus Suba suure gisulise tdhtsusega. Oletame
niditeks, et sordiaretusliku t66 juures aretati kaks uut kar-
tulisorti, mille keskmised hektarisaagid olid vdérdsed, aga
mille dispersioonid o0lid oluliselt erinevad. 3ee tihendab, et
thes sordis olid k&ik kartulid enam-vdhem i{ihesuurused, teises
sordis oli aga palju viga suuri kartuleid ja palju viaga vaike-
si kartuleid, mis v3ib selle sordi majanduslikku efektiivsust
juba oluliselt mdjutada.

Xui dispersioonid ei erine oluliselt (nullhiipoteesi tde-
ndosus p > 0,05), siis kasutame keskmiste erinevuse oluli-

suse hindamiseks t-testi.

15 113



%, - %!

\Ilz(xu’ﬂ;?* 2_(xpy- %)

nl +n, - e

t =

n, +n, - 2 vabadusastmegs .

Niitena vordleme seeriat 18,5; 18,9; 18,7; 18,9;
19,0; 19,1; 19,2 meie poolt eespool vaadeldud seeriaga.
Uue seeria puhul X = 18,9; s = 0,057, Vana seeria puhul
0li ¥ =18,62. s° = 0,03. -

: Kontrollime kdigepealt dispersioonide erinevusti:
0,0
- 6—:622 21,9
F-tabelist leieme 6 js 5 vabadusastmega, et nullhiipotee-
s8i tGendosus on iile 0,20, s.t. me ei saa nullhipoteesi im-
ber lilkata ja jarelikult tuleb dispersioonid lugeda homogeen-
seteks,

Niilid vordleme keskmisi:

0,28 Q.28 . 0284

/ 15 + O \’o o166 0129

t-tabelist leiesme 11 vabadusastmega, et nullhiipoteesi

2R E

taenAOsﬁs on dige veidi iile 0,05. Verasema kokkuleppe pdhjal
peaksime iitlema, et nullhiipotees peab paika Jja jarelikult
keskmised pole oluliselt erinevad. Kuna age nullhiipoteesi
tdendosus on parajasti kriitilise vdirtuse 0,05 juures,
siis on mdistlikum 18plikku otsustust mitte vastu vdtta ja

uurida asje konkreetse {ilnsande korral lihemalt.
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Zui dispersioonid on oluliselt erinevad, siis leitakse
_kahe seeria korral, mille andmed on il’ 312, n, je iz, 52%
n,, kriitiline + viaidrtus jargmiselt:

-
&

t' > ltl X n2t2 -
o

Harjutus. Vorrelda seeriat 172,8; 20,85 21,33 23,7
24,3 seeriaga 17,8; 17,9; 18,0; 18,2; 20,0,

§6. Regressioon ja korrelatsioon.

Kiillalt sageli on eksperimentaatoril tarvis uurida kahe
teatava tunnuse vahelist seost. Olgu meil nditeks antud n

indiviidi pubul arvupaarid (xy,y;), (xe,yz), LR (xn,yn)

ja olgu nende arvupaaride paigutus tasandil jargmine:

4

|
{
|
|
|

-
st
N



. Graafikult on ilmne, et tunnused x Jja y on omavahel
seotud, kus;juures‘seose kuju on ndhtavasti lineaarne: y =
= & + bx, "Parima" sirge, nn. regressioonisirge kordajate
‘a ja b leidmiseks kasutatakse jdlle vdhimruutude printsii-
pi, mis nduab, et hilvete ruutude summa
Z[yi - (a + bxi)]2
oleks minimaalne.
Kordajate a ja bt miiramiseks saame a ja b jiargi
voetud osatuletisi nulliga vdrrutades lineaarse vdrrandisiis-

teemi:

—2Z[yi - (a + bxi)] = 0,
ZZ[yi - (a + bx_,‘_)]xi = 0,

Susteemi iiksikasjalikumalt vidlja kirjutades

a-n+b-§ xi=§ ¥
a'Ex + b 12= =y
i 4‘ . 7 3y

ning lahendades saame
Z Xy, - nXy
o F e 3

¥ &g
in e

a =y - bx.

Kordaja b avaldist saab veel iimber kirjutada kujul
4 E (xl- x)(yi‘ ¥

> (x-%°

Ea regressioonisirgele antakse sageli praktiliseks kasu-

b

(tdestada!).

tamiseks mugavam kuju:
y = ‘}_l + b(x - i) .
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Et otsustada, kas leitud tdus b on oluline v3i mitte,

arvutame vdlja selle keskmise vea:

8, =\l§[y1" (a + vx;)]? ¥ JZ%-;)?-bZ(xi_ x)(y,- ¥)

n -2 =2

Regressioonikordajs olulisuse hindamiseks kasutame t-

testi
D - 32
ity (xi x)

vabadusastmete arvugs n - 2 (sirge médramiseks kulub kaks
punkti).

Uksikvaatlused'vaivad regressioonisirgest normaalselt

kdrvale kalduda suuruse tsén’ak 8, vdrra.

Juhime lugeja tdhelepanu asjaolule, et dsjases kdsitlu-
ses me vastlesime suurust y sdltuvana suurusest x Jja vas-
tavalt sellele minimsliseerisime vertikaalsuunaliste hilvete
Tuutude summs. Kui me aga otsiksime suurust x suuruse y
funktsjoonina, siis tuleks meil minimaliseerida horisontaal-
suunaliste hilvete ruutude summa ja sirge x = x + b'(y - ;)

téus b' avaldub jirgmiselt:

i ;E:(xi— i)(yi- y)
Z (yy- ?

(Uldiselt b-b' # 1, vérdus kehtib ainult tédpse lineasar

bv

se seose korral).

Mida vdiksem on punktide korvalekalle leitud regressioo-
nisirgest, seda tihedam on ilmselt seos kahe vaadeldava tun-
nuse vahel. Tiheduse mddduna kasutatakse cirge iimber olevate
Yy véadrtuste hajuvuse ja y-de koguhajuvuse suhet
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Z Y,- 7)°
% =  Row S , kus Yi on sirge punkt abstéisaiga x,-
Silmes pidades, et ¥ - ¥ = b(x - X), saame

- %)°

- 1Z(y1 o

Asendades b tems avaldisega suuruste x js y kaudu,

leiame, oe
n - IZ(x - x)(y - »)? 82
= g A

¥ui k@ik punktid asetsevad sirgel, siis . B avaldises
lugeja ja nimetajs iihtuvad ning B = 1. <ui kdik ¥Y;-d vér-
duved y-ga, siis saab lugeja nulliks ning B = O. Sel korral
pole x Jja y vashel lineaarset seostatust. B nditab, mil
line osa y koguvarieeruvusest on seletatav lineaarse seo-
sega x Jja gy vahel.

Ntatistilises kirjanduses on seose tiheduse moGoduna

rohkem lidbi 16onud nn. korrelatsioonikordaja
\]— Z (x x)(yl- y)
F4 =\ 2
\/E (xy - x) E (yi- y)

mis muutub samuti nullist iiheni, kuid omab lisaks absoluut-

vaartusele ka mirki. r on positiivne, kui x Jja y kas-
vavad iihes suunas; r on negatiivne, kui ithe muutuja kasvades

ine kehaneb,




Korreiatsioonikordaja r ussldatavuse hindamiseks ka-~
sutame, jille t-testi
L R

Tt = .
L o

n'=g -2

(Selle kriteeriumi sesme, kui laiendame sobivsl viisil
regressioonikordaje b wussldatavuse hindsmige valenit. Tdes~
teda!). 3

Naide.

Vaatleme jirgmisi ounktipasre (xi,yi): & 08 % i R B Y
(2,3), (3,3), (3,4), (4,5) Jjs leieme nende punktide jmoks
regressioonisirged ning x ja y vehelise korrelatsiooni-
korda js.

Kdigepenlt kontrollime grassfi<‘u pshjal, kas lineazrse

seose otsimine suuruste x Ja y vahel on illdse otstarbekes

L
vt

Grsafik n#ditab, et lineasrse seose otsimine on pdhjen—
. 525
datud. Arvutame niilid edssiseks vajalikud suurusedéi“(yi~ 2
= -l iy -
Z (xj— x) E (xj- x)<75~ y¥). Arvutused korraldsme jarg-

mige skeemina:



x, ¥y Ry X |3y- T (- %)° (yy- 3)2 (x4~ x)(y;- )

1 1 #1,5.| =2 228 [um 3,0

2 T2 -0,5 | -1 0,25 1,0 0,5

2 2 -0,5 0 0,25 0 0

3 3 +0,5 0 0,25 (o] 0

3 4 +0,5 | +1 0,25 1 0,5

4 5 +1,5 | *2 2,25 4 3
Z::Lsz: 1% =OZ= ) Z: 5,50 Z: 10 Z-_-7

225 . y=3.

Regressioonisirge tdus
g I - N
5'50

Téusu usaldatasvus:

Bb - \]10 = l.zz:-z =Jl.@ = 0’522'
5 4

t = 3,273 785,90 "0= 5,72
0,522

Studenti t-tabelist leigme, ef nullhiipoteesi tGensdosus
on alla 0,01, Seege tuleb tdusu pidads usaldatavaks ning
regressioonisirge omab kuju

y=3+1,273(x~2,5).

Uksikvaatlus vdib regressioonisirgest kalduda kdrvale

suuruse
0,522:2,78 = 1,45

vorra.

7 2 7 3 =
{orrelatsiconikordaja r = —p==—=== = 0,944, See tdhen-
\[5,50-10 '

dab, et 0,9442: 0,89 = 89% y varieeruvusest on seletatav
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x varieeruvusega. Ainult 11% on tingitud meile tundmatu-
test faktoritest. Kui avsldad» suurus x suuruse y kaudu,

siis saame

Seega
x= 2,9+ 0,7(y - 3).

Téusu b' usaldatavus: sb:\/L%.M:\JQé:
‘ ; :

= \1’3,15 = 0,387,
R L T

© 0,387

§7.Mittelinesarne regressioon.

VEhimruutude primtsiipi saals edukalt rekendada ka juhul,
ewd mb}umterjaiﬁ stlumiseks on vaja kasutada korgemat jér-
i polilmoome.

Olgu meil nitteks vaatlusamdmeid (xy,7,), (%,,¥5), ...,
(x,7,) vaje Iihendiﬁ;runt901ﬁhocniga

Yy=a+ bx + cxz.
Vahimruutude printsiibi pohjal minimaliseerime suuruse

:E:[yt— (a +bxy + cxi2)}2.

Vastavaid osatuletisi vdlja arvutades Ja nulliga vorru-

tades gaame a,b Jja c¢ midiramiseks varrandisilisteemi

[
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< aen + b;E:x + clz:xz =‘zily ’
a;E:i + h;E:x?+ q;E:xB = Xy »
aZrz+ bZ x3+ ch“' =Z xzy.
Leitud ldhendamise headust sasb jdlle kontrollida vasta-

va vea viljaarvutamise teel:

kus v, =y, - (a + bxy +-cxiz). j

Kui s on alla mddtmisvea suurust, siis véib piirduda
ruutpoliinoomiga, kui aga s iiletab m3dtmisvea, siis tuleb
otsida paremat lédhendit kuup- v3i kdrgema astme poliinoomi
nédol voi kasutada poliinoomide asemel hoopis eksponentsiaal-
set tiilipi kdveraid. (Viimalikest lidhenduskdveratest voib lei-
da iileveate BronSteini ja Semendjajevi kdrgema matemaatika
kidsiraamatu viimasest peatiikist).

Néide. Ajamomentidel ti md8deti teatavat suurust H,
‘kusjuures mdStmisviga oli kindlasti viiksem kui $0,1,

t H tt

0 8,3 -5

5 s $ ! 4
10 6,2 -3
15 5,5 =2
20 4,7 -1
25 4,1 0
30 3.5 3
35 3.2 2
40 2,8 3
45 2,5 4
50 2,3 2
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Arvutuste hdlbustamiseks toome sisse abimuutuja t' =
=8=25 . Kasutame kdigepealt lineaarset lihendamist

s H=a + bt'.

Arvutusi 1ibi viies leiame, et a = 4,5727 ja b =

_. i [

= -0,5854, Vastav lihendamisviga s =vn 5 =\} 5 = 0,46..

Saadud ldhendusviga on aga oluliselt suurem teadaolevast
H m3dtmise tdpsusest 0,1, Jirelikult lineaarsest lihendist

ei piisa mddtmistulemuste iseloomustamiseks.
Katsetame ruutpoliinoomiga. Peale vastavaid arvutusi
leiame, et ;

H = 4,11 - 0,584t"' + 0,086t'2

' -2
S = [2a22:20 7 _ o o7,
8

Saadud tulemus vastab mdotmise tdpsusele, seega piisab

ning viga

andmete silumiseks ruutpoliinoomist.
Vahimruutude printsiibi rakendamine ka korgema astme po-
liinoomide korral ei tekita ilmselt pShimdttelisi raskusi.

§8.statistilisest veahinnangust

vigade edasikandmisel.

Olgu meil vaja arvutada pidevalt diferentseeruva funk-

siooni U = f(xl,xz. TR xn) vaidrtus kohal xlo. x2°, s
0

X, s kus juures xlo, x2°, S xno on segadud mGotmise tu-

lemusena ja omavad vastavalt keskmisi vigu My yMsy eoe 5, W,
Ligikaudset arvutamist kidsitlevas peatiikis me joudsime
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a

vea hinmnanguni diferentsiaasli

3
au =Z g‘i

kavdu (osatuletiste —3—5['— viirtused on.ledtud punktis (x,°,
i

x2°. R xh°33. Vea iilemise bBkke ssamiseks me oletasime
tipsuse mottes kdige halvemat voimalust, s.t., et vead voi-
wadtﬂik la:ltuda Praktike ndibed age, et selline ihesuuna-
line vigade 1idtumine on viiga wiie ‘tSeniline, Seksa matemaa-
ik ‘Stadtyagen'valtles moodunud sajandi 80-ndail asstail
kahekimne arva kiimnendlogaritmide liitmist. Logaritmid vdeti
viie kimnendkohaga, absoluutvige hinnati seitsmenda kimnend-
*ohe Ghilkutes. Renge weshinnangu pdhjal me sraksime absoluub-
wes Suuruseks 20.-50 = 1000 geitsmenda koha ilhikut, s.t, 10
1iiemﬂaikoha Shikut. Stedthagen teostas 440 sellist liit-

- mist Ga waatles tegelikult tekkinud vigu. Tegelik vigade jao-
*"lfiﬁﬁjﬂn@s jargmiseks:

Bubteline sumnade

Absoluutne viga '
) hulk .eksperimendis

0 - 100 65%
100 - 260 28%
200 --300 &%
300 - 400 1%
400 -1000 0%

Toodud niditest selgub, et maksimaalne veatdke or viga
suure iilehinnanguga.

Woopis prektilisema veahinnanguni jouame, kui kasutada
eelmistes paragrahvides kesutatud vea hindamist keskmise vea
abil.
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Et iksikmdotmiste vigédel on nii pluss- kui ka miinus-
mirke, siis toimub nende vigsde tasendumine arvutuste kaigus.
Kui me vastleme suuruste X9 Xy eee y X k iikgikmGdtmise

tulemusi iiksikmdotmise vigadegs mn.j' siis on suuruse U vas-

e 3%
AR TN

k tiksikveatluse keskmise vez leidmiseks tuleb meil lei-

tav liksikveatluse viga

de suurus

Uksikvaatluse viga 'dﬂj on aga summ&é, mille ruututdst-
. migel kshekordsed xorrutised tassnduvad ja peale vabadus=z-t-
.mebte arvuge k - 1 jagemist sasme

W
m=Z( m, )%, (2;——1).
> K.l

=1

§aiteks summe Xy + % + ...+ x  puhul, kus m, =m,

saame suma keskmiseks veaks A

SR odrs Y utud REGTtELEed

Lht ja same suurust m&ddzti n veatlejs poolt ning
sa2di mGotmistulemusteks Q) £ My, Q5 2 Wy oev 4 G * @,
kusjuures q-d ja m~d on iildiselt riikides erinevad suu-
rused. Xuidas votta koikide nende mddtmiste tulemusi kokku
suurusele g vOimalikult varem2 hinnangu saamiseks? &t olu-

korrast paremat iilevaadet sasda, vGteme konkreetse niaite,
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Viis inimest mdGtsid spetsisalse riistaga - planimeet-
riga teatesvat pindala:

Q m Py plq - 460) v v pv2
462 2 4 8 +1,724| +6,896 | 11,87
460 4 1 0 +3,724| +3,724 | 13,85
473 2 4 52 -9,276(-37,104 | 344,29
463 1 16 - 48 +0,724|+11,584 8,34
460 2 4 0 +3t72‘$ +14,896 55'43
29 | 108 - 0,004
3 M q'_—. l% = 3,72“

M3dtmiste erinev tdpsus v3is tuleneda riista erinevast
tapsusest voi ka mddtmiste erinevast arvust. Ilmselt oleks
ebama janduslik ja ka vadr, kui me leiaksime lihtsalt qi-de
aritmeetilise keskmise vaatluste erinevat tapsust arvestama-
ta jdttes.

Modtmistulemuste erineva tdpsuse arvesse votmiseks lah-
tutskse méttelisest fiktsioonist, mis vdoimaldab probleemi
suhteliselt lihtsalt 1lshendada. Nimelt mdeldakse, et kdik
m33tmised on vaatlejate poolt t;ostatud iihe ja sama riista-
ga, mille keskmine viga on M Jja tulemuste qy erinev tﬁf—
sus on tingitud ainult iksikmGotmiste erinevast arvust.

Xui nende fiktiivsete iiksikmGdtmiste hulk tédhistada suu-
rusega p,, siis ilmselt kehtib vdrdus

el

ms = == .
y i
qpi .
Olgu need fiktiivsed iiksikm3otmised, mille keskmine on

q 2 g
i rl(i)’ rz(l)' . B rpil3 ;




Siit saame, et

1 pl
gl(Z)* S (2)
95 = »
P2
(n) (n)
r # sss X
Q, = Pn
Pp

Meie kidsutuses on seega Dy + Dy *+ ... * D =;§ py fik-
tiivset vordtipset iikksikmodtmist, mille keskmise leidmine on
lihtne:

L (fl, e E rpil)) $aea ¥ {fl
2 P ,

Ingejas olevad sulgavaldised on z2ga parajasti P393+

Pod5s -+ s Ppq,. Seege
0

Kui me suurusi Py tunneksime, siis oleks kaszlutud

keskmise leidmine juba lihtne iilesanne. llagu margitud, need

il

kordajrd p; on seotud suuruste 9 vigadega : m, =\j== .
P
b $

Sellest vordusest sasme, et TR Esimesel hetkel vGib

m,
ndida, et p-de leidmine on voimatu’ M mittetundmise pérast.
Vaadeldes age lihemslt kaalutud keskmise q valemit, nideme,
et suurus M tsesndub q avaldisest vdlja. M on seega ar-

vutuslik abisuurus, mide voib valida tdiesti suvaliselt.
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Suurusi Py nimetetakse kasludeks, millega tuleb iksik-
seeriate weskmisi korrutads enne tﬁpsus:aﬁud Xeskmise saami-
seks veajsliku aumme leidmist.

Xaaluvud keskmise vigs on
el ot K
a -
51
Ka vigp on ftegelikult M-st sdltumatu ja on mairatud

ainult suurustega o, sest vea avaldist liksikasjalikult wval-

je kirjutades niéeme, et avaldisest

taandub N vdlja, o

Tegelikul arvutamisel valime M vdrdsena suurima vesga
m, . Beitatud konkreetse naite puhul on arvutuste hélbustami-
seks Jeitud 1560 gsuhtes vietud hiélvete keskmine. Tegelik
keskmine 1563,724 on saadud hidlvete keskmist 3,724 1560
vdrra suurendades.

Anslillieime sasdud tulemust veel liahemalt.

KGigepealt moodustame srvutuste komtrollimiseks hilbed
Vi ¥ gy Nimelt peab kehtima arvutuse btapsuse plires vor-
dus Zpivi = O (Fndal tdestada!).

idasi selgub, et sumrast S = zz;piviz saab teha oluli-
si jareldusi kaslutud keskmise tidpsuse kohta. Seda tapsust
hindab kiill juba keskmine viga m

o " . kuld see- i
5 \/Zvi

vota arvegse v1 suurust. it nuidata summa S tahendust
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kaalutud keskmise q tépsuse hindamisel, psordume veel kord
vordtépsete fiktiivsete iliksikvaatluste juurde tagasi. Wende
keskmine viga arvutatakse formaalselt iikkskord antud qi—de
suhtes voetud hidlvete kaudu ja teinekord kaalutud keskmise

q suhtes vietud hdlvete kaudu. Glema tulemuse vorrutamisel
saame S Jja WM vahelise seose.

Olgu fiktiivsete ilksikvaatluste 1, 't} hilbed antud 2

h
suhtes
£ e R (i) ¢ S R )
ih = Y h (Eim R 200 e B8 Sonlighe’ts 0w s D Ae
Siit saame, et
rh(i) ne
. S Y Z Uy = O kdigi i-de puhul.
Py fe=1 :

Keskmise vea jaoks sasme seega kdigi i-de korral aval-

Halbed kaalutud keskmisest olgu L rh(i), Kui

nende kaudu arvutada keskmine viga M, siis saame

“o N4 Ra R
“5 2 2 2
w- * w. G A W
3 Z&_q 1h 1.2:-4 2h 4,% =5

Py + Dyt oLl F P 1

Siit jdreldub, et
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Kas nii arvutatud keskmise vea M viirtus peab iihtuma
varem suvaliselt vBetud M vidrtusega? Vahetegemiseks varus
.ta-n arvutatud keskmise vea vddrtuse ilakomaga:
ez

n=1

gellele kﬁsimusele_saamg lihtsaimini vastuse, kui arvu-
same M' vidlja. Arvutused annavad ootametult tulemuseks i'=
= 10,4 (M oli 41),

M'

Erinevuse pdhjuseks on asjeolu, et Q3 modtmisel oli
tehtud riista justeerimisel viga: planimeetri iileminekukor-
dajs oli valesti arvutatud. Niipea, kui méne md0duriista null-
punkt on valesti mddratud, peegeldub see otsekohe ' ja M
erinevuses,

Kui teistest vaatlustest erinevat vaatlust ei Snnestu
parandade, siis tuleb sasadud kaalutud keskmise tédpsuse iile-
hindsmise vidltimiseks v3tta kaalutud keskmise veaks suurus
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1
57
13
69
25
81
3?
93
56
12
68

e

80

1. Teida kdikide veergude summad iilevalt alla liites.

Liitmine' ja lahutamine.

HARJUPUSULESANDEID,

Jirgnevas tabelis on libisegi toodud kdik »a.x"vud 1-99:

8
4
20
76

~E8N

63
19
75
3.
87

15
71
27
83

82
.38
94\

2
78
34
90
46
2
58.
2%
77
33
89.

¥

45."

29

85

BRESRGLUBE

BLuitRYNEB+E8 Y

43
99
55
11

67
23
79
42
98
54

10.
66

leida kdikide veergude summad alt iikes liites.

leida kdikide ridade summed.

50
6

62
18
74

SEwERY

73

Leida kahes kdrvutises veerus asetsevate arvude summad

57 + .64 = 121,

(1+8=09,

vasakult paremale teostades.

1+ 205933, i)

lid tmist

leida kdoikide veergude sumnad, liitmist iilevalt alle teos-
(1L +57 =

tades ning arve kahekohaliste drvudena liites
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2585 58+ 13 =713 71 +49 = 140, .. ).
6. leida jirgmised vahed:

279 - 186 = 828 - 665 =
317 - 197 = 2,62 = 1,89 =
950 - 669 = 4,47 - 2,61 =
256 ~ 191 = 3,23 - 1,60 =
477 - 281 = 7,44 - 4,49 =
7207 ksl 38? = 2&2 -~ 6& =
7919 - 758 = 8704 - 253
950,49 - 498,65 = 416,07 - 219,44 =

10000 - 6734 = 2600 - 327 =

Korram® azﬁAi ne .

7. Leida peast 3amised Jcorrutised :

17 - 12 = 28 .2 B =
13 v 1§'= 22 - 6 =
19 - 18 = 16 - 12 =
a7 Ay s 8+ 19 =
ap v S [ ;P B i
107 - 114 = W6 - 123 =
b i P RBRTS: & l 112 - 118 =
103 - 142 = 109 - 103 =
86 - 97 = 87 - 9% =
7?7 + 96 = 83 92 =
88 +'107 = 1004 - 1027 =
93 1306 = 1013 < 1025 =
89 +115 = 106 - 98 =
38 + 46 = 492 -« 496 =
o SREL - S 491 - 498 =
507+ 599 = 502y~ H13 =
503 - 531 = 466 © 494 =
987 - 996 = 993 - 1015 =

8. Korrutada jirgmised arvud arvudega 11,15 ja 25:
42, 36, 87,91, 62, 34, 73, 264, 786, 935, 12634,
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9. Leida korrutised:

M3 = 84:86 =
82:88 = 73: 7%=
16+14 = 43.47 =

10. Ristkorrutamismeetodit kasutades arvutada korrutised:

47 345 284 2%
26 678 362 38
625 72 673 436
383 g 56 87
68 262 7% 64
393 585 28 38
54 87 47 82
83 46 43 37

Arvude ruudud Jja PR L S

11, ILeida jargmiste arvude ruudud:

352 = 85° =
652 = 165° =
1352 = 285 =
2452 - 885° =
515% = 945° =
942 - 08° =
1062 = 113° =
872 = 78% =
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3.

15.

16.

Je

7628 482'-'

282 = : 362 B
862 = 572 =
1152 = e =
965° = 1123 =
a7%° = 9982 =

Kirjaliku skeemi abil arvutsda jarrmiste arvude ruudud:

3872, 83942, ss58%, 138759, 10932 .

Leida kuubid:

112, 183, 263, 3, a93, 88, 993, 1023,

LigdRewdne eapyataninae.

leidn sumnrad:
13,42 + 0,847 + 168,07 + 346,28
8,6734 + 39,735 ¢+ 2,65 + 78,3

-

Teidn vrhed:

6,719 + 2,354 = 3,965 - 4,38

68,73 - 0,673 = 32,76 - 6,7 =
425,7 - 38,653 = 13,854 - 8,8538 =

[eida korrutised ja jagatised:

3,47 + 0,009 -

15,748 : 0,825

1}

45,6783 - 8,6 = 581,46 : 87,062 =
A B O W 0,0636 : 0,00231 =
62,735 « 3,453 = 0,03476 : 92,85 =

. Kui suur on' korrapédrase 24-nurga perimeeter, kui ta

plkkus on 1‘,08 cm?
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18. Leida vahe 6% - 2,6538,

19. Arvutads jargmise avaldise viartus, muutes harililkud
murrud enne kolme kimnendkohaga srvwdeks:

5 ARG VS S TR
2 4 8 16 32 (=23

Rontrollide tulemuse tapsust.
20. Mitme tiivikohegs pesb vdtma arvu T , et ta relatiivne
viga oleks all» 0,001, alla 7,000017
-
21. Teades, et ligikaudse arvu 8,67348 relatiivne vi-s on

0,01%, hinnate selle arvu digete tiuvikontade hulks.
22. Leida avsldise

(128 -2 1
S 3 3 ;

3
*5

vadrtus nelje dige kimnendkohaga (kahel wiisil).

23. Ieida svaldise

1

X = ——
32

+

AT

5 5 - 2
— —  —— & 55 + e + .—L.
2! :

B 45 B.gl g7 PoB

vaartus kolme kiimnendkohsags

/S5 5RE p L™ o S
x =V $rh \"u—\/—;« V6 -V

vadrtus kolme tivikohaga. Ilitme kohags tuleb arvutads

24, leida sgsldise

ruuf juured”?
v
25. ILeide kolme kimnendkohage sin 720, arvestades asjaoclu,

sin 72° =%\/10+ 2\f5’

et



26.

27.

28.

29.

30.

ik,

Fico '
Leida avaldise 3z = !-‘—Zli-[’& vddrtus kahe kiimnend-
Xi~:2 \/xy
kobaga, kul? s 2;3¢y =84
2
Ledda x=St4 g a=1,185+0,015, c = 122 |

avfe 15

d = 5,46 ¢ 0,01.
Leida tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus, kui kaatetid onm
2,17 + 0,005 3ja 3,9 + 0,05,

Milliste nurkade puhul on tangensite tabelis argumendi
veal kdige vdiksem mdju tangensi vaartusele?

§

Kolmnurge pindala tahetakse leida O0,2%-lise tidpsusega.

Millise tédpsusegs tuleb selleks mddta suurusi a =148,8m,

ba96,5m ja C=As47,3° 2

Arvutamine Jiglkaundasete
velemite B o e

Iigikaudseid valemeid kssutades leida:

1,003 - 1,024 = 1,018%=

0,996 - 0,992 = 1,0086% =
1,006 - 1,018 = 0,994° =
1,015° = 0,994 =
0,98 = 1,006 =

\[1,008 \/0.994
\/1,0076 \’1‘,013

1,07 = . \510,992
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1:1,016 = 1:0,98 =

1,003 : 0,988 = 0,998 : 1,024 =

1,017 0,998 1,005 = 1: 0,986° =

1:1,00322 = 1 \3/1,006 o

1,003 + 1,009 0,979 - 1,0094 _
0,991 1,0017

Arvu¥boesliaikati,

K3ik tdhekesega mirgitud iilesanded tuleb lahendada ithe-

ainsa keele asetuseges ainult niiti liigutades.

B

334,

35*.

36.

Teisendage jérgmised tollides mdddetud pikkused senti-
meetritesse:

0,758; 1,361; 2,493; 3,58; 5,71; 9,263 J%,0%

(1 toll = 2,540 cm). :
13,25 kilomeetri pikkune teeldik tuleb jsotada viide
ossa, mis suhtuvad nagu 2:3:5:7,5:10,

Ieida ringide pindalad, kui nende 1ibimdodud on

2,005 890 D 255 A3 n 06 38,77,

Kérguselt h vabalt langeva keha kiirus avaldub vale-

N \(23h 5

Millised kiirused vastavad kSrgustele
125 23,796, 581 312 n?
Leida jdrgmiste avaldiste vdidrtused:

miga

815- 0,504 . 427-0,08% .
71,6 + 0,0281 17,35+ 0,526
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37. Leidke jirgmiste avaldiste vaidrtused ja mirkige iiles ar—
vubamiseks kuluv aeg. Kui te kOik arvutused teete Giges-
ti ja ei kuvluta selleks aega lile 25 minuti, siis olete

saavutanud juba kiillaldase arvutusvilumuse:
a) 1,2: 20,6 1,43 0,223;

b) 4,75 6,250 ¢:22,1 ;
14,05+ 3,76 * 8,24
1920 0,00500 - Y 6,24
4,07- 70

d) "-8,8 = 0.005% ;
12,6+ 0,0304
A L1 e
6,08 + NC,0495 .

e) ]
15,8 - 0,00834

c)

£) 2,671:5% |

R rETisEnd. YL rangd i d .

38. Ieida jargmiste vﬁrrangite reaal juurte arv ja hinnata
nende ligikaudseid vaartusi:
a) 2x-2¥=0;
) 2% = 4x;
c) x2 = 2%,
a) x-2=22%5

e) cos x = x2;
?) sinx = Xx;
g) cos X = X;
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39.

40,

41.

42.

43,

By xt - . W ol T
i) \/10 -%x 3= \/7 # X5
et =1+ x\x

k) log x = 8in x ;

Ieida vOrrandi
13 P x2 s 2; #1320

reaaljuured tdpsusega 0,001, kasutades seejuures

a) kd6lude meetodit;

b) Hewtoni meetodit;

c¢) monda kuupkodnduvusega meetodit.
Ieida vOrrandi

xX°+6x-8=0
positiivae juur kuue Gige kiimnendkohaga.
Ieida vorrandi
X = COS X
reazljuured tipsusega 0,0001,
leida vdrrandi
-2 - 13%° + 1x% + x - 1=0

kdik juured 0,1% tdpsusegs.
Ieida Lobatsevski meetodiga vdrrandi

- s 13x% - 06 -49 =0

kdik juured 4 Cige tivikohaga.
leide vorrsndi
=t . 313 + 8X° - 5 =0

kdik juured lilkati tapsusega.

X



46, Vorrandisiisteemi
20x° = 1 - 2x°% 4y°
10y =5 + 2x°- 3y’
lahendi alglahendiks sobib psar x = 0,3; y = 0,5. Pa-
rendada neid viddrtusi iterstsioonimeetodiga.
47, lahendad~ vdrrandisiisteem

x:lni‘,

N
W
+
Nl\)
]
)
-

y

1+ X
10

i

48, Lahendeda 0,01% lise tdpsusega lewtoni meetodi abil
vdrrandisiisteem
4,52 +2y2 -2x-1=0

xa—l,5x-y:0.
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St udentil -t abe k.
Nullhiipoteesi tdendiosus p vabadusastmete arvu n' korral.

0,10 0,05 c,02 0,01 0,000
1 6,31 12,71 31,82 63,66 636,62 .
2 2,92 4,30 6,97 9,93 31,60
3 2,35 3,18 4,54 5,84 12,94
4 2413 2,78 3,75 4,60 8,61
5 2,02 2,57 3,37 4,03 6,86
5 1,94 2,45 3,14 391 5,96
/4 1,90 2,37 3,00 . - T3.50 5,41
8 1,86 2,31 2,90 3,36 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,59
11 1,80 2,20 2,72 312 4 44
12 1,78 2,18 2,68 3,06 % 4,32
13 1,77 2,16 2,65 =30t 4,22
14 1,76 2,15 2,62 2,98 - 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 4,97
16 1,75 2,12 2,58 2,92 4,02
17 1,7 244 2,57 2,90 3,97
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,92
19 2,09 2,54 2,86 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,85
21 " s 2,08 2,52 2,83 3,82
22 T 2,07 2,51 2,82 3,79
23 172 2,07 2,50 2,81 R
24 3 ) 2,06 209 .0 D80 375
25 1;71 g;oe 2,48 2,79 3
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,65
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,55
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,37
oo 1,65 1,96 2,33 2,58 3,29
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F-tabel
Nullhiipoteesi tdendosus 0,05

1 2 3 4 A 6 12 24 =S

1 164,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 244,9 249,0 254,3
2 18,5 19,2 19,2 19,3 19,3 19,3 19,4 19,5 19,5
3. 300 9.6 0.3 9290 -89 8,7 86 85
B 6N 6.6 68 6,3 62 59 58 5.6
5 6,6 5,8 58 5,2 51 50 M7 A5 AH
6
7
8
9

B0 50 B RS BN T e R Y
FoF T ARG e S A R W A e
B3 08 a3 38 8% As 53 1A%
S04, 39 38 a3 38 A 28 A2

Bg-T 80 w1 3.7 9.5 -390 30 29 a7 A

B0 40 16 38 3.0 9133 2.8 2,6 204
MR N 58 NS A 30 2.7 25 2.8
38 87 3B A 02 30 29 26 28 0,2
B E 39 3% 3,1 5,00929 25 2y 2A
ey S e v i T TR Wi MY S W B R e |

Ry YA 32 N 29 YRk 2R XS
W AS. 38 32 30 2.8 2,7 28 22 2,0
oAb ERR T SR WO AR AR BN S Ba L T I
BRI K G RS O Komes R R e S e U
B0 A 350 3,128 27 28 23 2% 18

B2 8,3 34 X W88 2,7 2,6 2,2.723,0 1,8
RT3 3.0 BB R6 a5 R d 0 .7
PR D Ry 3B R 7 D gD g i BLD 520 1.7
L See v B Mive B BOIE 0 st o 0T B Saa o IRHCS: T RS WU
- S Sl T e U RRRE T RO St (Y SR S R R - e o

40 4,1 3,2 29 2,6 2,5 2,3 :2,0 A,8 ‘1,5

B0 W0 3,2 2,8 .28 2A 2,5 2,9 1,7 14

120 ;1 R I it oL ARIOR B SPNE- B BU V- DR 5 ek R B
2,1

o 38 30 86 BN 2,3 890 X 8
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120

1

2

3

(a

i

Fr-tebel
‘ullhiivoteesi toendosus

6

8

0,01

12

24

oo

4052 4999 5403 5625 5764 5859 5081 6106 6234 6366
9895'%’0 99,2 99,3 99’3 ”’q’ 99'3 99"" 99’5 99’5

34,1

‘Bhye

16,3

1,37
12,3
11,3
10,6
10,0

9.7
- £
91
8,9
8,7

8,5
8,4
8,3
8,2
8,1

7,9
7,8
7
7,6
746

Lo
4 N
6,9
6,6

10,9

9,6
8,7
8,0
2.5

7,2
6,9
67
6,5
6,4

6,2
6,1
6,0
5:2
59

57
546
545
245
5,4

D2
5,0
4,8
4.6

13,3 12,2

9.8

8,5
7,6
7,0

6,6 -

6,2

6,0

5,7
5,6
5.4

5,3

52

5,1
9,0
4,9

4.8
4,7
4.6
4,6
3,5

4,3
4,1
4,0
3,8

9,2
7,9
7,0
6,4
6,0

5,7
5,4
5,2
5,0
4,9

4,8
4,7
4,6
4,5
4.8

8,8
7,5
6,6
6,1
5,6

5,3
5,1
4,9
4,7
4,6

4.4
K
4.3
4,2
4,1

4.0

11,4 11,0 10,7

8,5
e
6,4
5,8

5.4

5,1
4.8
4.6
4,5
4.3

8,2
4,1
4,0

3,9

. e w w
oy @

B0 0 A AR
- - -
ol w W

30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,5 27,1 26,6 26,1
18,0 16,7 16,0 15,5 15,2

14,8 14,4 13,9 13,5

10,3

8,1
6,8
6,0
5,5
5,1
4,7
Be5
4,3
4,1
4,0

1

7,7
6,5
5,7
5,1
5,7

4.4
4,2
4,0
3,8
3.7

3,6
3,5
3,4
3v3
352

3,1
3,0
3,0
2:9
2,8

2,7
2,5
253
2.0

9,5

e
6,1
ek
2%

4.3

4,0
3,8
3,6
3,4
3,3

3,2
3,1
3,0
2,9
2,9

2,8
2;7
2,6
2,5
2,5

233
2,1
2,0
1,8

2,0
6,9
5,7
L

4.3

3,9

3,6

3,4
3,2
3,0
2,9

2,8
252
2,6
2,5
2,4

2,3
2.2
2,1
2%
2,0

1,8
1,6
1,4
1,0
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