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Eessona.

A. Kisseljovi elementaargeomeetria 6pik oli pikemat aega kdige levi-
numaks geomeetria-opikuks. Selle peamised paremused on keele lihtsus ja
selgus ning joukohasus keskkoolidpilaste arusaamisele.

Opiku @mbertddtamisel ja kehtivate keskkooli ppeprogrammidega
kohandamisel on ette véetud rohkearvuliselt muudatusi ja tiiendusi sihiga
tapsustada, monikord aga ka laiemalt valgustada tiksikuid kiisimusi. P6himat-
telist laadi kiisimusis on minu poolt tehtud autori tekstis olulisi muudatusi.
Raamatu viljaantavas esimeses osas (planimeetria) on tihtsamaiks muudatu-
siks jargmised : sirgldikude mootmise kiisimuse kisitlemisel on tarvitusele
voetud l6ppematud kiimnendmurrud; sarnasusteooria on iihendatud iild-
iilesandega sarnasusteisendusest; on antud rangem esitus kiisimusele ring-
joone pikkuse mddtmisest; on tipsustatud ja koos sellega ka veidi lihtsusta-
tud pindalad+ md6tmise teooriat ; on dra naidatud tiksikute teoreemide tihtsus
geomeetria tildkursuses; on antud tiiendavaid ndpuniiteid monede raskei-
mate ulesannete lahendamiseks; lahendusmeetodid konstruktsioonitiles-
annetele, mis olid autori poolt antud lisana raamatu l6pus, on ndutavate
redaktsiooniliste muudatustega paigutatud raamatu vastavatesse kohtadesse
(selleks, et Gpilane saaks tutvuda nendega ja neid kasutada aine Sppimise
protsessis) ; on lithendatud arvutusiilesannete osa, nimelt on korvale jaetud
tilesanded, milledel pole suurt praktilist ja teoreetilist vdirtust; tiiesti on
vilja jaetud peatiikk ,Suhted ja vorded”, mis kaasaja seisukohalt on tiiesti
vananenud.

Peale selle on minu poolt raamatu esimesele osale kirjutatud jirgmised
tidiendused: 1) Kujundite siimmeetria (teljeline ja tsentraalne, § 37 ja §84—86);
2) Kujundite sarnasusteisendus, hulknurkade perspektiivne asend ja ring-
joonte sarnasus (§ 173—178); 3) Arvujada ja muutuva suuruse piirvaartus
(§ 227—231).

Opiku dmbertdttamisel piitidsin anda ainele véimalikult tipse esituse
ja tiksikuid kiisimusi valgustada véimalikult laialt, samuti piiiidsin nihutada



esikohale geomeetrilised pshiideed liikumisest, siimmeetriast ja sarnasus
kui geomeetrilisest teisendusest. Kaik sce toimus sel madral, kuipaljiu se
lubas teha juba olemasolev tekst ja raamatu ulatus. Pealeselle piitd
raamatu {mbertd6tamisel hoiduda stiili mitmekesisusest, mis oleks oln
takistuseks &pilastele raamatu kasutamisel.

Vereja linn, 20. II 1938.
N. Glagolev.



Sissejuhatus.

1. Geomeetrilised kujundid. Igalt poolt piiratud ruumi
ysa nimetatakse geomeetriliseks kehaks.

Geomeetrilist keha eraldab teda timbritsevast ruumist pind.

Pinna tiht osa eraldab teisest joon.

Joone iiht osa eraldab teisest punkt.

Geomeetriline keha, pind, joon ja punkt ei esine . eraldi.
Kuid abstraheerimise abil véime pinda vaadelda soltumatult
kehast, joont séltumatult pinnast ja punkti soltumatult joo-
nest. Seejuures tuleb pinda kujutella paksuseta, joont laiu-
seta ja paksuseta, ning punkti pikkuseta, laiuseta ja paksuseta.

Ruumis teataval viisil asetatud mistahes punktide, joonte,
pindade vGi kehade kogu nimetatakse kujundiks. Geomeetri-
lised kujundid voivad ruumis liikuda, ilma et nad selle juures
muutuksid. Kahte gesmeetrilist kujundit nimetatakse vord-
seiks ehk kongruentseiks, kui on voéimalik tihte neist viia téie-
liku dhtimiseni teisega.

2. Geomeetria. Teadust, mis uurib geomeetriliste kujun-
dite omadusi, nimetatakse geomeetriaks, mis kreeka keeles
tihendab maamddtmist. See teadus sai sellise nimetuse selle-
pirast, et vanal ajal oli geomeetria peamiseks ilesandeks mo6ta
maapinnal kaugusi ja pindalasid.



Tasapind.

3. Tasapind. Kaikidest pindadest on meile tuttavaim ta-
sane pind ehk lihtsalt tasapind, millest annab kujutluse hea
aknaklaasi pind, vaikse vee pind tiigis jms.

Osutame jirgmisele tasapinna omadusele:

Tasapinna iga osa saab asefada koigi tema punkiidega
sama tasapinna monele teisele osale v6i maonele teisele tasa-
pinnale, seejuures voib pealeasstatavat tasapinna osa ka
limber poorata.

Sirgjoon.

4. Sirgjoon. Koige lihtsamaks jooneks on sirgjoon. Kujut-
lus sirgjoonest ehk lihtsalt sirgest on kaigile histi tuttav.
Kujutluse sellest annab pingule tommatud niit v&i valguskiir,
mis valjub kitsast avast. Selle kujutlusega tihtib sirge jirgmine
peaomadus:

Lébi kahe punkti on véimalik tommata ainull itht sirget.

Sellest omadusest jireldub:

Kui kahest sirgest on iiks asetalud teisele nénda, el iihe
sirge mistahes kaks punkti langevad iihte teise sirge kahe
punktiga, siis need sirged iihtivad ka oma kéigis teistes
punktides (seepirast, et vastasel korral oleks véimalik tom-
mata libi kahe punkti kaks sirget, mis on véimatu).

Samal pohjusel kaks sirgel véivad loikuda ainult iihes
punktis.

Sirge voib asetseda tasapinnal. Seejuures on tasapinnal
jargmine omadus:

Kui tasapinnal votta kaks mingit punkti ja libi nende
tommata sirge, siis selle sirge koik punktid asetsevad sel
tasapinnal.
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5. Piiramatu sirge. Kiir. L&ik. Kui sirget kujutella pi-
kendatuna mélemale poole piiramatult, siis teda nimetatakse
16pmatuks (ehk piiramatuks) sirgeks ehk lihtsalt sirgeks.

Sirget tihistatakse tavaliselt kahe suure tihega, mis on pai-
gutatud sirge mistahes punktide juurde. Nii celdakse ,sirge AB”
ehk ,BA" (joon. 1).

A a B L b D

Joon. 1. Joon. 2.

Sirge osa, mis on piiratud mélemalt poolt, nimetatakse
sirgloiguks; sirgloiku tihistatakse tavaliselt kahe tihega, mis
on paigutatud selle otste juurde (sirgloik CD, joon. 2). Méni-
kord tihistatakse sirget voi sirgloiku tihe (viikese) tihega;
niiteks oeldakse: ,sirge a”, ,sirgloik b” jne.

Sageli celdakse ,sirgloigu” asemel lihtsalt ,l6ik".

A

Joon. 3.

Monikord vaadeldakse sirget, mis on piiratud ainult thelt
poolt, niiteks punktis A (joon. 3). Niisuguse sirge kohta gel-
dakse, et ta lihtub punktist A; teda nimetatakse kiireks (ehk
poolsirgeks).

6. Loikude vordsus ja vordumatus. Kaks [oiku on
véordsed, kui on voimalik iiht teisele asetada nii, et nende
otsad iihtiksid.

Oletame niiteks, et 16ik AB on asetatud 16igule CD (joon. 4)
nii, et punkt A on ihtinud punktiga C ja sirge AB liheb
mooda sirget CD; kui seejuures osutub, et otsad B ja D ihti-

A B8 c D

——

e

Joon. 4.



vad, siis 16igud AB ja CD on vérdsed; vastasel korral 15igud
pole vordsed, seejuures on viiksemaks 16iguks see, mis moo-
dustab osa teisest l6igust.

Selleks, et mingile sirgele asetada 16ik, mis vérduks teise
16iguga, tarvitatakse sirklit — riista, mida &pilased tunnevad
oma kogemusist.

7. Loikude summa. Mitme 16igu AB, CD, EF (joon. 5)
summaks nimetatakse niisugust 16iku, mida saadakse jirg-
miselt:

A -] c D E F
208 Pr—————————————————— R
M ; N P Q
Joon. 5.

Mingil sirgel véetakse mistahes punkt M, sellest alates paigu-
tatakse sirgele 16ik MN, mis on vordne AB-ga, siis paiguta-
takse punktist NV samas suunas 16ik NP, mis on vérdne CD-ga
ja 16puks lsik PQ, mis on vérdne EF-ga. Niiid osutub 15ik
MQ antud l6ikude AB, CD ja EF summaks (need antud 16i-
gud on saadud summa suhtes liidetavad).

Samal viisil on véimalik saada mistahes 15ikude arvu puhul
16ikude summat.

Léikude summal on kéik arvude summa omadused; nii ei
soltu ta liidetavate jarjekorrast (vahetuvusseadus ehk
kommutatiivsuse seadus) ega soltu ka sellest, et
moned liidetavad on asendatud nende summaga (ihend u-
vusseadus ehk assotsiatiivsuse seadus). Niisiis:

AB+CD + EF = AB+} EF + CD=EF+CD+ AB—. ..
ja

AB+CD +EF—=AB + (CD+EF)=CD -+ (AB+EF) — . . .
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8. Tehted 16ikudega. Summa moistest saab tuletada 16i-
kude vahe mdiste, samuti ka jireldada, kuidas l6iku korrutada
ja jagada nimetu arvuga. Nii on I6ikude AB ja CD
vahe (kui AB > CD) niisugune kolmas 16ik, mille summa CD-ga
vordub AB-ga; 16igu AB korrutis 3-ga on kolme l6igu summa,
milles koik liidetavad on vérdsed AB-ga; l6igu AB jagatis 3-ga
on kolmandik iGigust AB jne.

Kui antud 16igud on moédetud mingi pikkusiihikuga (néi-
teks sentimeetriga) ja nende pikkused on viljendatud vasta-
vate arvudega, siis loikude summat esitab loikusid valjenda-
vate arvude summa, nende vahet esitab arvude vahe jne.

Ringjoone mdiste.

9. Ringjoon. Kui anda sirklile mistahes haare, asetada
sirkli teravik tasapinna mingisse punkti O (joon. 6) ja podrata
sirklit selle punkti timber, siis sirkli
teine jalg, mis on varustatud pliiatsi
voi sulega, joonestab tasapinnaga
kokkupuutel seliele pideva joone,
mille koik punktid on ihel ja samal
kaugusel punktist O. Seda joont 0
nimetatakse ringjooneks, punkti O
agatema tsentriks ehk keskpunktiks.
Léike 0A, OB, OC. . ., mis tihenda-
vad keskpunkti ringjoone punkti-
dega nimetatakse raadiusteks. Uhe
ja sama ringjoone koik raadiused

Joon. 6.

on vordsed.
Vordsete raadiustega ringjooned on vérdsed, sest kui nad

asetatakse (ihele tasapinnale nii, et nende keskpunktid dhtivad,
siis nad katavad teineteist tdiesti.



Sirget (MN, joon. 6), mis libib ringjoone kahte punkti,
nimetatakse 18ikajaks.

Sirgloiku (EF), mis tihendab ringjoone kahte punkti, nime-
tatakse kooluks.

Keskpunkti libivat k&6lu (AD) nimetatakse diameetriks
ehk 1dbimdoduks.

Diameeter vordub kahe raadiuse summaga ja sellepirast
on iihe ringjoone koik diameetrid vérdsed.

Ringjoone osa (nditeks EmF) nimetatakse kaareks.

Mingi kaare otspunkte iihendava kéolu (EF) kohta &el-
dakse, et ta toetub kaarele EmF.

Kaart tihistatakse mdnikord siimboliga — ; niiteks kirjuta-
takse nii: — EmF. ,

Ringjoone poolt piiratud tasapinna osa nimetatakse ringiks .

Ringi osa kahe raadiuse vahel (joonisel 6 osa COB, mis on
viirutatud) nimetatakse sektoriks, osa aga, mlle 16ikab ringist
dra mingi loikaja (osa EmF), nimetatakse segmendiks.

10. Kaarte vordsus ja vordumatus. Uhe ja sama ring-
joone (voi vordsete ringjoonte) kaared on vérdsed, kui on
voimalik tht asetada teise peale nii, et nende otspunktid

M N tihtiksid. Oletame niiteks, et asetame
kaare AB (joon. 7) nii kaarele CD, et
punkt A tihtiks punktiga C ja kaar AB
liheks moo6da kaart CD; kui seejuures
otspunktid B ja D iihtivad, siis ihtivad
ka nende kaarte vahepealsed punktid,
sest nad on koik iihekaugusel kesk-
punktist, tihendab « AB = < CD.
8 ¢ Kui aga punktid B ja D ei iihti,

Joon. 7. siis kaared pole vérdsed, seejuu-

>

1 Manikord tarvitatakse sona ,ring” samas mottes kui ringjoon. Seda

tuleb aga viltida, sesc ithe séna tarvitamine kahe eri maiste jaoks voib
esile kutsuda arusaamatusi.
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res on viiksem see kaar, kumb moodustab osa teisest kaa-
rest.

11. Kaarte summa. Mitme vordse raadiusega kaare
summaks nimetatakse niisugust sama raadiusega kaart, mis
koosneb osadest, mis on vastavalt vordsed antud kaartega. Kui
ringjoone mingist punktist M (joon. 7) alates votame kaare
MN, mis on vérdne kaarega AB, ja siis punktist N paigutame
edasi samas suunas kaare NP, mis on vordne kaarega CD,
siis kaar MP on kaarte AB ja CD summaks. Samal viisil saame
kolme ja enama kaare summa.

Vordsete raadiustega kaarte liitmisel v6ib juhtuda, et summa
ei mahu thele ringjoonele, iiks kaartest voib osaliselt katta
teist. Niisugusel korral on kaarte summaks kaar, mis on suu-
rem tervest ringjoonest.

A B A

m
Joon. 8.

Nii niiteks saadakse kaarte AmB ja CnD liitmisel (joon. 8)
kaar, mis koosneb tervest ringjoonest ja kaarest AD.

Kaarte summal on nagu sirgldikude summalgi vahetuvus-
ja tthenduvusomadus.

Kaarte summa moistest jireldub, nagu sirgloikudegi puhul,
kaarte vahe maoiste, samuti méiste kaare korrutamisest ja jaga-
misest nimetu arvuga.

12. Geomeetria jaotus. Geomeetria jaotub kaheks osaks:
planimeetriaks ja stereomeetriaks. Esimene osa uurib niisu-
guste kujundite omadusi, millede kéik osad asetsevad tihel
tasapinnal; teine osa uurib omadusi kujunditel, millede koik
osad ei mahu tihele tasapinnale.
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"PLANIMEETRIA.

Esimene peatiikk

SIRGJOON.

I. Nurgad.

Eelmoisted.

13. Nurk. Kujundit, mille moodustavad kaks tihest punk-
tist viljunud kiirt (OA ja OB, joon. 9), nimetatakse nurgaks.
Poolsirgeid ehk kiiri, mis moodustavad nurga, nimetatakse
tema haaradeks, ja punkti, millest need kiired viljuvad —nurga
tipuks. Haaru tuleb kujutella tipust piiramatult pikendatutena.

Nurka tihistatakse tavaliselt kolme suure tihega, milledest
keskmine tiaht on paigutatud tipu juurde, dirmised tihed aga
haarade mistahes punktide juurde; niiteks oeldakse: ,nurk
AOB" ehk ,nurk BOA" (joon. 9).

Nurka véib aga tihistada ka tihe tihega, mis on paigutatud
tipu juurde, kui selle tipu juures pole teisi nurki. Monikord
tihistame nurka numbriga v6i kreekakeelse tihega, asetades
selle nurga sisse tipu juurde.

Nurga haarad jaotavad kogu tasapinna, millel asetseb nurk,
kaheks piirkonnaks. Uks neist on nurga sisemine piirkond,
teine nurga viline piirkond. Harilikult loetakse sisemiseks
piirkonnaks seda, millesse tiielikult asetub sirgl6ik, mis tihen-
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dab nurga haaradel véetud mistahes kahte punkti, niiteks
punkte A ja B nurga AOB haaradel (joon. 9). Manikord aga
loetakse nurga sisemiseks piirkonnaks tasapinna teist osa. Nii-

S 0 N \ N o \\:

\\\\\

Joon. 9. Joon. 10.

sugustel juhtudel tavaliselt ndidatakse eraldi, milline tasapinna
osa on véetud nurga sisemiseks piirkonnaks.

Joonisel 10 on niidatud eraldi molemad juhud. Viiruta-
tud pinnaosa on nurga sisemiseks piirkonnaks.

Kui nurga tipust (joon. 9) on nurga sisse témmatud min-
gid sirged OD, OE, . . ., siis siinjuures tekkinud nurgad 40D,
DOE, EOB . . . on nurga AOB osad. :

Séna ,nurk” asemel tarvitatakse tihti siimbolit Ao

Niiteks ,nurk AOB” asemel kirjutatakse : / AOB.

14, Nurkade vordsus ja vérdumatus. Vastavalt geomeet-
riliste kujundite vordsuse ehk kongruentsuse iilddefinitsioo-
nile (§ 1) on kaks nurka vordsed, kui neid saab panna iihtima
teineteisele asetamisega. Oletame niiteks, et paigutame nurga
AOB nurgale 4,08
(joon. 11) nii, et tipp p
O iihtiks tipuga O,, o
haar OB liheks mo6-
da O;B; ja mélema
nurga sisemised. piir-
konnad on iihelpool
sirget O,B;. Kui see- Joon. 11.

0 B 0 8,
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juures haar OA iihtib haaraga 0,4, siis on nurgad vordsed;
kui aga haar OA osutub nurga 4,0,B, sees véi viljaspool
seda olevaks, siis pole nurgad vordsed; seejuures on see
nurk viiksem, mis moodustab osa teisest nurgast.

Q

0 L) AN M

1
Joon. 12.

15. Nurkade summa. Nurkade AOB ja A,0,B, (joon. 12)
summaks nimetatakse sellist nurka, mis saadakse jirgmisel viisil :

Joonestame nurga MNP, mis on vordne esimese antud
nurgaga AOB, ja selle juurde joonestame nurga PNQ, mis on
vordne teise antud nurgaga A4,04B;, nii, et nurkadel oleks
tihine tipp N ja tihine haar NP ja et nurkade sisemised piir-
konnad oleksid asetatud moélemale poole iihist haara NP.
Niiiid nimetatakse nurka MNQ antud nurkade AOB ja A4,0,B,
sunmaks. Selle nurza sisemiseks piirkonnaks on see osa
tasapinnast, mille moodustavad liidetavate nurkade ‘sisemised
piirkonnad koos. See on piirkond, milles asetseb liidetavate
nurkade tihine haar (NP). Samal viisil voib saada ka kolme
ja enama nurga summat.

Nurkade summal on nagu sirgléikude summalgi vahetuvus-
ja tihenduvusomadus.

Sageli riigitakse niisugusest kiirest, mis poolitab antud
nurka; seda kiirt nimetatakse nurgapoolitajaks ehk bisektoriks
(joon. 13).

16. Nurga maiste laiendamine. Nurkade liitmisel véivad
esineda moned erijuhud, mida on soovitav eraldi libi arutada.

15



1) Voéib juhtuda, et nurkade liitmisel, niiteks kolme nurga
AOB, BOC ja COD (joon. 14) liitmisel, nurga COD haar OD
moodustab nurga AOB haara OA pikenduse. Me saame siis

bi sek{or

Joon. 13.

0
Joon. 14,

kujundi, mille moodustavad kaks iihest punktist lihtuvat ja

tihel sirgel asetsevat Kkiirt.
nurgaks (sirgnurgaks).

Niisugust kujundit nimetatakse ka

2) Véib juhtuda, et nurkade liitmisel, niiteks viie nurga:
AOB, BOC, COD, DOE ja EOA (joon. 15) liitmisel, on nurga

B

E
Joon. 15.

kolmandat jne. korda.

EOA haar OA ihtiv nurga AOB
haaraga OA.

Kujundit, mille moodustavad nii-
viisi tihtinud kiired (koos kogu tasa-
pinnaga, mis asetseb ithise tipu O
amber) nimetatakse ka nurgaks
(taispoordeks).

3) Lopuks voib juhtuda, et nur-
kade summa ehitamisel meie mitte
ainult ei tidida kogu tasapinda tihice
tipu Gmber, vaid oleme sunnitud
asetama nurki teineteise peale, kattes
tasapinda thise tipu timber teist,

Niisugune nurkade summa véordub

tdispoordega, millele on liidetud méni nurk, véi kahe tiis-
poordega, millele on liidetud méni nurk jne.

16



Nurkade médtmine.

17. Kesknurk. Nurka (A0B, joon. 16), mille moodustavad
ringjoone kaks raadiust, nimetatakse kesknurgaks, niisuguse
nurga ja kaare kohta, mis asetsevad nurga haarade vahel, sel-
dakse, et nad vastavad teineteisele.

Kesknurkadel on vastavate kaarte suhtes kaks jirgmist
omadust :

1) kui kesknurgad iihes ringis voi vordsetes ringides on
vordsed, siis on vordsed ka nendele vastavad kaared ja

2) timberpéordult: kui kaared on vordsed, siis on vord-
sed ka nendele vastavad kesknurgad. z

[4]
Joon. 16. Joon. 17.

Olgu / AOB= / COD (joon. 17); niitame, et kaared AB
ja CD on samuti vordsed. Kujutleme, et sektor AOB on
pédratud tmber keskpunkti O noolega niidatud suunas nii, et
raadius OA on thtinud OC-ga. Siis nurkade vordsuse tottu
raadius OB iihtib OD-ga; tihendab kaared 4B ja CD iihtivad,
s. 0. nad on vordsed.

Teist omadust voib kergesti pohjendada ka pealeaseta-
misega.

18. Nurga- ja kaarekraadid. Kujutleme, et mingi ringjoon
on jaotatud 360-ks vordseks osaks ja koik jaotuspunktid on

2 Geomeetria 17



ithendatud keéskpunktiga. Siis tekib keskpunkti timber 360
vordset kesknurka, sest neile vastavad véordsed kaared. Sii-
rasel viisil saadud ringjoone iga kaart nimetatakse kaarekraa-
diks, keskpunkti juures tekkinud iga kesknurka aga nurga-
kraadiks. Tihendab iiks kaarekraad on 376!6 ringjoonest, nurga-

kraad aga on kesknurk, mis vastab iihele kaarekraadile.
Kaare- ja nurgakraadid jaotatakse 60-ks vordseks osaks, mida
nimetatakse minutiteks, minutid aga jaotatakse veel 60-ks
vordseks osaks, mida nimetatakse sekunditeks .

19. Vastavus kesknurkade ja kaarte vahel. Olgu AOB
mingi nurk (joon. 18). Tombame tipust O kui keskpunktist
selles nurgas mistahes raadiusega kaare CD; siis nurk AOB on
kesknurk, mis vastab kaarele CD.

Oletame niiteks, et selles kaares
on 7 kaarekraadi (joonisel on kraa-

c/ did kujutatud suarendatult). Kui
niitid tthendada kaare jaotuspunktid
keskpunktiga, siis nurk AOB jaotub
ilmselt 7-ks nurgakraadiks. Uldiselt
voib oelda, ef nurka maoodetakse

B temale vastava kaarega, moistes
selle lause all jirgmist: nurgas on
samapalju nurgakraade, -minuteid ja

-sekundeid, kuipalju vastavas kaares
on kaarekraade, -minuteid ja -sekundeid. Kui niiteks kaares
CD on 20 kaarekraadi, 10 kaareminutit ja 15 kaaresekundit,
siis nurgas AOB on 20 nurgakraadi, 10 nurgaminutit ja 15 nurga-
sekundit. Seda viljendatakse lithidalt jargmiselt:

I On tarvitusel ka nurkade ja kaarte sajandstisteem ; selles siisteemis

1A . 1 \ ¥
on iiks kaarekraad 100 Fingioonest; minut S kraadist ja 1 sekund

100
minutist.
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/. AOB = 20°10'15", tihistades siimbolitega °, ‘ ja “ vastavalt
kraade, minuteid ja sekundeid.

Nurgakraadi suurus ei soltu ringjoone raadiusest. Tepoo-
lest, kui liita § 15 antud reegli pohjal 360 nurgakraadi, siis
saadakse tdispoére ringjoone keskpunkti juures. Milline ka
ringjoon poleks, tiispSore on alati sama suur. Tihendab, véime
Gelda, et nurgakraad on ?%d tdispodrdest. See nurka tiielikult
mddrav nurgamoo6t ei séltu ringjoone raadiusest.

Nurgakraadide arv méirab antud nurgas tihe haara kalde
suuruse teise haara suhtes.

20. Mall. Nurkade méé6tmiseks tarvitatakse erilist riista —
malli. See riist (joon.19) kujutab enesest poolringi, mille kaar

Joon. 19,

on jaotatud 180-ks kraadiks. Selleks, et mé6ta nurka DCE,
asetatakse sellele mall nii, et poolringi keskpunkt ithtiks nurga
tipuga, raadius CB liheks aga mésda CE-d. Siis nurga DCE
haarade vahel asetseva kaare kraadide arv niitab nurga suu-
rust. Malli abil saab joonestada ka nurka, mille suurus kraa-
dides on antud.

21. Taisnurk, teravnurk ja niirinurk. 90°-list nurka (see
on jarelikult pool sirgnurgast ehk veerand tdispérdest) nime-

9+
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tatakse taisnurgaks; nurka, mis on viiksem tdisnurgast nime-
tatakse teravnurgaks, ja nurka, mis on suurem tdisnurgast,
kuid viiksem sirgnurgast, nimetatakse niirinurgaks (joon. 20).

90°
tdisnurk teravnurk ndrinurk

Joon. 20.

Muidugi, koik tdisnurgad kui nurgad, mis sisaldavad the-
palju kraade, on vérdsed. :

Tiisnurga suurust tahistatakse monikord tihega d (esimene
tiht prantsuskeelsest sonast ,droit”, mis tihendab ,&ige”).

K&rvunurgad ja tippnurgad.

22. Kérvunurgad ja nende omadused. Kaht nurka (A0B
ja ‘BOC, joon. 21) nimetatakse kdrvunurkadeks, kui neil on
itks tihine haar, ja teised haarad on teineteise pikenduseks.

B
B
¢ 0 A
A
0 : /
/]
Joon. 21. Joon. 22.
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Kuna niisuguste nurkade summa on sirgnurk, siis kérvu-
nurkade summa vordub 180°-ga (teiste sonadega, ta vordub
kahe tdisnurga summaga).

Igale nurgale saab joonestada kaks korvunurka. Niiteks nur-
gale AOB (joon. 22), pikendades kiilge AO, saame kérvunurga
BOC ja pikendades kiilge BO, saame teise kérvunurga AOD.
Kaks nurka, BOC ja AOD, mis on iihe ja sama nurga AOB
korvunurgad, on vérdsed, sest kumbki neist tdiendab nurka
AOB 180°-ni.

Kui nurk AOB on tiisnurk (joon. 23), s. t. vordub 90°-ga,
siis on ka iga tema kérvunurk COB ja AOD tiisnurk, sest nad
vorduvad 180°—90°, s. 0. 90°-ga. :

Neljas nurk COD on samuti tis- B

nurk, sest kolme nurga, AOB, BOC
ja AOD summa on 270° jirelikult .

neljas nurk vérdub 360°—270° s.o. 90" | 90°
90°-ga. Niisiis: kui kahe sirge ¢ 5 A
(AC ja BD, joon. 23) loftkumisel 90° | 90°

iiks nurkadest osulub tiisnurgaks,
siis on ka lilejéinud kolm nurka
tdisnurgad. D

23. Ristjoon ja kaldjoon. Kahe Joon. 23.
kérvunurga tihist haara (OB), kui
nurgad pole vordsed, nimetatakse kaldjooneks sellele sir-
gele (AC), millel asetsevad kaks teist haara (joon. 24);

B

B

0
Joon. 24. Joon. 25.
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juhul aga, kui kérvunurgad on vérdsed (joon. 25), s. o. kui
kumbki neist vordub tdisnurgaga, siis ihist haara nimetatakse
ristjooneks ehk perpendikulaariks sellele sirgele, millel asetse-
vad kaks teist haara. Uhist tippu (0) nimetatakse esimesel
juhul kaldjoone aluseks, teisel juhul ristjoone aluseks.

Kahe sirge kohta (AC ja BD, joon. 23), mis I6ikumisel
moodustavad tdisnurga, oeldakse, et nad on teineteisega
risti. Seda, et sirge AC on risti sirgega BD, viljendatakse
nii: AC _|_BD. ; :

On silmanihtav, et antud sirge igast punktist saab tom-
mata sirgele ainult tihe ristjoone.

24. Toestame, et: igast véljaspool sirget asetsevast punk-
tist saab sirgele tommata ainult iihe ristjoone.

Olgu antud mingi sirge AB (joon. 26) ja viljaspool seda
mistahes punkt M; esiteks tuleb niidata, et sellest punktist
on voimalik tédmmata ristjoon sirgele AB, ja teiseks, et see

M E
b D
\\
A AR /’L 8
J
i A c 8
\ ? \§
N
Joon. 26. Joon. 27.

ristjoon on ainus ristjoon, mida on véimalik joonestada antud
punktist M antud sirgele AB.

Kujutleme, et joonis on kokku murtud moésda sirget AB,
nii et tlemine osa on langenud alumisele. Siis votab punkt
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M mingi asendi N. Ara mirkinud selle asendi, viime joonise
endisesse asendisse. Niiiid tthendame sirgldiguga punktid M ja N
ja veendume selles, et tommatud sirgloik MN on risti AB-ga,
kuid iga teine punktist M tédmmatud sirge, nditeks MD, pole
risti AB-ga. Selleks murrame joonise teistkordselt kokku.
Punkt M langeb uuesti punktile N, punktid
C ja D jaavad aga endistesse kohtadesse; jire-
likult sirgloik MC iihtib NC-ga ja MD ND-ga.
Sellest jareldub, et / MCB = _/BCNja / MDC=
=/ CDN. Nurgad MCB ja BCN on aga kérvu-
nurgad ja nagu praegu nideme, on nad ka 0
vordsed; jdrelikult on kumbki neist tdis-

nurk ja seepirast MN | AB. Kuna aga

joon MDN pole sirgjoon (sest ei saa olla

kahte sirget, mis libivad punkte M ja N), siis ¢ B
kahe vordse nurga MDC ja CDN summa ei Yoo, 28,
vo rdu sirgnurgaga, s. o. 2d-ga; seepirast

nurk MDC pole tiisnurk ja, tihendab, MD pole risti AB-ga.
Niisiis: teist ristjoont punktist M sirgele AB tGmmata ei saa.

A D

25. Joonestamiskolmnurk. Antud sirgele ristjoone joones-
tamiseks on hélpus kasutada joonestamiskolmnurka, kuna
tema tiks nurk on tdisnurk. Selleks, et sirgele AB (joon. 27)
tommata ristjoon sirgel asetsevast punktist C voi viljaspool
sirget asetsevast punktist D, paigutatakse joonlaua serv AB-le
ja joonlaua kiilge kolmnurk; joonlauda kiega kinni hoides ni-
hutatakse kolmnurka méoda joonlaua serva nii kaugele, kuni
tiisnurga teine serv libib punkti C v6i D. Niitid tommatakse
sirge CE.

26. Tippnurgad ja nende omadused. Kahte nurka nime-
tatakse tippnurkadeks, kui tithe nurga haarad on teise nurga
haarade pikendusteks. Nii tekib kahe sirge AB ja CD (joon. 28)
l6ikumisel kaks paari tippnurki: 40D ja COB, AOC ja DOB
(ja neli paari kérvunurki).
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Kaks lippnurka on vdrdsed (nditeks / AOD = / BOC,
joon. 28), sest kumbki neist on tihe ja sellesama nurga kérvu-
nurk (/ DOB véi / AOC kérvunurk), niisugused nurgad on
aga, nagu nigime (§ 22), vordsed. :

27. Mérkus ihist tippu omavate nurkade kohta. Uhist
tippu omavate nurkade kohta on kasulik meeles pidada jirg-
mised lihtsad toed :

1) Kui ménede iihist tippu omavate nurkade (AOB, BOC,
COD, DOE, joon. 29) summa on sirgnurk, siis see summa
vordub 2d-ga, s. o. 180°-ga.

2) Kui moénede iihist tippu omavate nurkade (AOB, BOC,
COD, DOE, EOA, joon. 30) summa on tiispéire, siis see
summa vordub 4d-ga, s. o. 360°-ga.

A Y
(¢}
Joon. 29. Joon. 30.

m

3) Kui kaks nurka (AOB ja BOC, joon. 24) omavad iihist
tippu (0) ja iihist haara (OB) ja nende summa on 2d (s.o.
180°), siis nende nurkade teised haarad (AO ja OC) on feine-
teise pikendusteks (s.t. niisugused nurgad on kérvunurgad).
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Harjutusi.

1. Nurk vordub 38%20°; leida selle nurga korvunurga suurus.

2. Kahel nurgal ABC ja CBD on ihine tipp B ja thine haar BC. Nur-
gad ei kata teineteist; nurk ABC =100°20" ja nurk CBD =79%0’. Kas

haarad AB ja BD moodustavad sirge v6i murdjoone?
] 3. Joonestada mingi nurk ja poolitada see malli ja joonlaua abil.

4. Toestada, et kahe korvunurga poolitajad on teineteisega risti.

5. Toestada, et kahe tippnurga poolitajad moodustavad tihe sirge.

6. Toestada, et kui sirge AB punkti O juurde (joon. 28) joonestada
molemal pool AB vérdsed nurgad AOD ja BOC, siis nende haarad OD ja
0C moodustavad iihe sirge. ¥

7. Toestada, et kui punktist O (joon. 28) tdmmata kiired 04, 0D,
OB, OC nii, et L AOC=[DOB ja [AOD = [COB, siis OB on 0OA
pikenduseks ja OD on OC pikenduseks.

Juhis. Tuleb rakendada § 27, 2 ja 3.

II. Matemaatilised laused.

28. Teoreemid, aksioomid, definitsioonid. Esitatust voime
jireldada, et méoned geomeetrilised toed lugesime téiesti silma-
_ nihtavateks(niiteks tasapinna ja sirge omadused § 3 ja 4), teised
aga tegime kindlaks arutluste abil (nditeks kérvunurkade oma-
dused § 22 ja tippnurkade omadused § 26). Niisugused arut-
lused on geomeetrias peamiseks vahendiks geomeetriliste
kujundite omaduste kindlakstegemisel. Seepdrast ongi edas-
pidise kursuse libivotmisele kasulik tutvuda arutluste nende
liikidega, mis leiavad rakendust geomeetrias. Koik toed, millega
tegeleb geomeetria, viljenduvad lausetena.

Need laused voivad olla jirgmised.

Definitsioonid. Definitsioonideks nimetatakse lauseid, mis
selgitavad iihe voi teise nimetuse v6i viljenduse motet. Ni-
teks tutvusime juba kesknurga, tiisnurga, ristjoone ja teiste
moistete definitsioonidega.
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Aksioomid. Aksioomideks nimetatakse tédesid, mida
tunnustatakse tGestuseta. Niisugusteks on niiteks laused, mida
eespool kisiteldi (§ 4): labi kahe punkti saab témmata ainult
tihe sirge; kui sirge kaks punkti asetsevad tasapinnal, siis ka
selle sirge tilejiinud punktid asetsevad sel tasapinnal.

Toome veel jirgmised aksioomid, mis leiavad rakendust
iga litki suuruste puhul:

Kui kaks suurust on vérdsed ithe ja sellesama kolmanda
suurusega, siis on nad ka omavahel vordsed;

kui vordsetele suurustele lita vordsed suurused voi vordse-
test suurustest lahutada vérdsed suurused, siis saadud suuru-
sed on vérdsed;

kui mittevordsetele suurustele liita vordsed suurused voi
mittevordsetest suurustest lahutada vordsed suurused, siis suu-
rem suurus jaib suuremaks.

Teoreemid. Teoreemideks nimetatakse niisuguseid lauseid,
mille Gigsus avaldub ainult pirast maningat arutlust (tdestust).
Niideteks voiksid olla jirgmised laused:

Kui thes ringis v6i vordsetes ringides kesknurgad on vord-
sed, siis on vordsed ka neile vastavad kaared;

kui kahe sirge Isikumisel iiks neljast nurgast on tiisnurk,
siis on ka tilejiinud nurgad taisnurgad jms.

Jareldused: Jireldusteks nimetatakse lauseid, mis’ jirgne-
vad vahetult aksioomidest v6i teoreemidest. Niiteks aksioo-
mist: ,libi kahe punkti saab tommata ainult tihe sirge” jirel-
dub, et ,kaks sirget 16ikuvad ainult tihes punktis”.

29. Teoreemi koostis. Igas teoreemis on kaks osa: eel-
dus ja viide. Eeldus viljendab seda, mis on antud, viide
seda, mida tuleb tGestada. Niiteks teoreemis: ,kui kesknur-
gad on vordsed, siis on vordsed ka neile vastavad kaared”, on
eelduseks teoreemi esimene osa: ,kui kesknurgad on vérdsed”,
viiteks on aga teoreemi teine osa: ,siis on vordsed ka neile
vastavad kaared”; teiste sonadega, on antud (on teada), et
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kesknurgad on vordsed, toestada aga tuleb, et sel eeldusel on
ka vastavad kaared vordsed.

Teoreemi eeldus ja viide vdivad monikord koosneda mit-
mest eri eeldusest ja eri viitest; niiteks teoreemis: ,kui arv
jagub kahega ja kolmega, siis ta jagub ka kuuega” koosneb
eeldus kahest osast:  kui arv jagub kahega” ja ,kui arv jagub
kolmega”.

On kasulik markida, et iga teoreemi saab tépselt viljendada
sonadega nii, et tema eeldus algaks sonaga ,kui”, viide aga
sonaga ,siis”. Niiteks teoreemi: ,tippnurgad on vordsed”
voib tipselt sonastada nii: ,kui kaks nurka on tippnurgad,
siis on nad vérdsed.

30. Pé6rdteoreem. Antud teoreemi pédrdteoreemiks nime-
tatakse niisugust teoreemi, milles eelduseks on véetud antud
teoreemi viide (voi iiks osa viitest), viiteks aga antud teo-
reemi eeldus (v6i osa eeldusest). Naiteks on jirgmised kaks
teoreemi teineteise pdordteoreemideks:

Kui kesknurgad on vord- Kui kaared on vordsed,
sed, siis on vordsed ka neile siis on vordsed ka neile
vastavad kaared. vastavad kesknurgad.

Kui tihte neist nimetame otseseks teoreemiks, siis teist
tuleb nimetada pdordteoreemiks.

Antud niites on mdolemad teoreemid oiged. Nii pole see
aga alati. Niiteks teoreem: ,kui kaks nurka on tippnurgad,
siis on nad vérdsed” on Gige, aga poérdteoreem: , kui kaks nurka
on vordsed, siis on nad tippnurgad” pole Gige.

Taoepoolest, oletame, et mingis nurgas on témmatud poo-
litaja (joon. 13). Nurgapoolitaja jaotab antud nurga kaheks
viiksemaks nurgaks. Need nurgad on vordsed, aga nad pole
tippnurgad.

31. Vastasteoreem. Antud teoreemi vastasteoreemiks nime-
tatakse niisugust teoreemi, mille eeldus ja viide on antud
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teoreemi eelduse ja viite eitamine. Niiteks teoreemile :
skui arva ristsumma jagub theksaga”, siis arv jagub iihek-
saga” vastab vastasteoreem: ,kui arvu ristsumma ei jagu
tiheksaga, siis arv ei jagu tiheksaga”.

Ka siin tuleb dra mirkida, et otsese teoreemi Gigsus veel
ei tahenda vastasteoreemi Gigsust; niiteks vastasteoreem: ,kui
iga liidetav ei jagu iihe ja sellesama arvuga, siis summa ka ei
jagu selle arvuga” pole Gige, kuna otsene teoreem on aga dige.

32. Seos otsese teoreemi, pddrdteoreemi ja vastasteoreemi vahel. Selle
seose paremaks selgitamiseks viljendame teoreemid lithidalt (tihega A ta-
histame teoreemi eeldust, tihega B teoreemi viidet).

1) Otsene teoreem: kui on A, siis on ka B.

2) Poo6rdteoreem: kui on B, siis on ka A.

3) Otsese teoreemi vastasteoreem: kui pole A4, siis pole ka B.

4) Poordteoreemi vastasteoreem: kui pole B, siis pole ka A.

Vaadeldes neid lauseid, on kerge mirgata, et esimene neist on sarnley
neljandaga nagu teine kolmandaga, nimelt: esimene ja neljas lause on
timberpéératavad, samuti ka teine ja kolmas lause. Ta&epoolest, lausest:
Jkui on A, siis on ka B” jirgneb vahetult: ,kui pole B, siis pole ka A"
(sest kui A oleks, siis vastavalt esimesele lausele oleks ka B); tmberpdor-
dult, lausest: ,kui pole B, siis pole ka A” jareldame: ,kui on A, siis on
ka B" (sest kui poleks B, siis poleks ka A). Tapselt samuti veendume, et
teisest lausest jirgneb kolmas ja @mberpdsrdult.

Niisiis, et olla kindel kéige nelja teoreemi Oigsuses, pole tarvidust
tdestada koiki neid eraldi; piisab, kui tdestada ainult kaks: otsene teoreem
ja podrdteoreem, voi jille otsene teoreem ja vastasteoreem.
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III. Kolmnurgad.

Hulknurga ja kolmnurga moiste.

33. Murdjoon. Murdjooneks nimetatakse joont, mis on
koostatud mitte tihel sirgel asetsevatest sirgloikudest nii, et
esimese 16igu otspunkt on teise 15igu algpunktiks, teise 16igu
16pp-punkt on kolmanda 16igu algpunktiks jne. (joon. 31 ja 32).

Neid sirgloike nimetatakse murdjoone kiilgedeks, naaber-
{6ikude poolt moodustatud nurkade tippe nimetatakse murd-
joone tippudeks. Murdjoont tihistatakse tihtede reaga, mis
on paigutatud tema tippude ja otspunktide juurde; naiteks
seldakse : murdjoon ABCDE.

n
~

; D /B\__/ .
A f . i & D
Joon. 31. Joon. 32.

Murdjoont nimetatakse kumeraks, kui ta tervikuna asetseb
ithel pool iga teda moodustavat 16iku, mis on piiramatult pi-
kendatud mélemale poole. Niisugune murdjoon on naiteks
joonisel 31 kujutatud joon, kuna aga joonisel 32 kujutatud
joon pole kumer (ta ei asetse iihel pool sirget BC).

Kui murdjoone otspunktid tihtivad, siis murdjoon on kin-
nine (niiteks joon ABCDEA joonisel 33).

34. Hulknurk. Kujundit, mille moodustab kinnine murd-
joon koos selle joone poolt piiratud tasapinna osaga, nimeta-
takse hulknurgaks (joon. 33). Murdjoone kiilgi nimetatakse
hulknurga kiilgedeks, nurgad iga kahe naaberkiilje vahel on
hulknurga nurgad, nurkade tipud on hulknurga tipud.

Seejuures on hulknurga nurga sisemiseks ~ piirkonnaks
see osa hulknurgast, mis puutub vahetult kokku nurga tipuga,
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Nii on hulknurga MNPQRS (joon. 33) puhul nurgaks tipu P
juures nurk, mis on suurem kahest tdisnurgast (viirutatud sise-
mise piirkonnaga). Hulknurka piiravat murdjoont nimetatakse
tema kontuuriks ehk piirjooneks ja loiky, mis vérdub koigi
killgede summaga, perimeetriks ehk timberm&dduks.

Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui ta on piiratud ku-
mera murdjoonega; selline on niiteks hulknurk ABCDE, mis
on kujutatud joonisel 33 (hulknurk MNPQRS pole kumer
hulknurk); meie tegeleme peamiselt kumerate hulknurkadega.

Iga sirget (nagu AD, BE, MR, . . ., joon. 33), mis tthendab
hulknurga kahte mitte iihe kiilie juures asetseva nurga tippu,
nimetatakse hulknurga diagonaaliks.

Joon. 33,

Hulknurga viiksem kiilgede arv on kolm. Kilgede arvu jirgi
véivad hulknurgad olla kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne.
Lihidalt tihistatakse kolmnurka stimboliga »\ .

35. Kolmnurkade liigitelu.

Kolmnurki liigitatakse kiilgede

_ pikkuse ja nurkade suuruse jirgi.
Kiilgede suhtes kolmnurgad on:

isekiilgsed (joon. 34), kui koik

/ kiiljed on eri pikkusega, ja vérd-

haarsed (joon. 35), kui kaks
_ Joon. 34, Joon. 35.  kiilge on tihepikkused; erijuhul
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nimetatakse vordhaarset kolmnurka vérdkiilgseks (joon. 36),
kui kéik ta kiiljed on vordsed.

Nurkade suuruse jirgi on kolmnurgad teravnurksed (joon.
36), kui ksik nurgad on teravnurgad, tdisnurksed (joon. 37),

kaatet

kaatet

Joon, 36. Joon. 37. Joon. 38.

kui tiks nurk on tiisnurk ja niirinurksed (joon. 38), kui tks
nurk on niirinurk.

Tiisnurkses kolmnurgas nimetatakse kiilgi, mis moodusta-
vad tiisnurga, kaatetiteks ja tdisnurga vastaskiilge hiipote-
nuusiks.

36. Peamised jooned kolmnurgas. Kolmnurga tiht kiilge
nimetatakse aluseks, selle vastas asetseva nurga tippu nime-
tatakse kolmnurga tipuks; ristjoont, mis on joonestatud tipust
alusele voi selle pikendusele nimetatakse kolmnurga kdrgu-
seks., Kui kolmnurgas ABC (joon. 39 ja 39-a) on aluseks vée-
tud kiillg AC, siis tipuks on B ja korguseks on BD.

ALELLE D

Joon. 39-a.
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Vérdhaarses kolmnurgas voetakse aluseks tavaliselt see kiilg,
mis ei kuulu vordsete kiilgede hulka; siis on ta tipuks vérd-
sete kiilgede vahel oleva nurga tipp.

Sirgldiku BE (joon. 39 ja 39-a), mis tthendab mingi nurga
tippu vastaskiilje keskpunktiga, nimetatakse mediaaniks ehk
kiljepoolitajaks. Sirglsiku BF (joon. 39), mis jaotab kolm-
nurga mingi nurga pooleks, nimetatakse kolmnurga nurgapoo-
litajaks ehk bisektoriks (nurgapoolitaja ei lange iildiselt ihte
ei mediaani ega korgusega). Kolmnurga igast tipust saab t&m-
mata ristjoone vastaskiiljele v6i selle pikendusele; jirelikult on
kolmnurgal kolm kérgust.

Kolmnurga iga tippu saab iihendada vastaskiilje kesk-
punktiga; jarelikult on kolmnurgal kolm mediaani.

Samuti on selge, et kolmnurgal on kolm nurgapoolitajat.

Geomeetriliste kujundite teljeline siimmeetria.

37. Kolmnurkade, hulknurkade ja teiste geomeetriliste
kujundite omaduste uurimisel esineb tihti ,juhte, kus kahel
vordsel kujundil voi kahel vérdsel 16igul voi kahel punktil on
eriline asend tasapinnal mingi sirge suhtes. Kui kaks mingisu-~
gust punkti A ja A’ (joon. 40) asetsevad mélemal pool sirget
MN selle sirge iihel ja selsamal ristjoonel ja vordsetel kaugustel
ristjoone alusest (A'a = A'a), siis niisuguseid punkte nimeta-
takse stimmeetrilisteks punktideks sirge MN suhtes.

Kaht kujundit (v6i the ja sellesama kujundi kaht osa)
nimetatakse simmeetrilisteks sirge MN suhtes, kui the kujundi
(v6i kujundi tihe osa) igale punktile 4, B, C, D, E, . . . (joon.
40) vastavad teise kujundi (v6i kujundi teise osa) siimmeetri-
lised punktid A', B, C', D', E, . . . ja timberpdordult. Sirget
MN nimetatakse sel juhul simmeetriateljeks. Siin tarvita-
takse sona ,telg” seepirast, et kui tasapinna osa, mis asetseb
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tihel pool sirget MN (niiteks vasakul pool), hakkame po66-
rama MN kui telje timber niikaua, kuni ta tihtib selle osaga,
mis asetseb teisel pool sirget MN (parema poolega), siis s itm-
meetrilised kujundid thtivad, sest punkt A ihtib
seejuures punkti A’-ga, punkt B punkti B'-ga jne.
Umberpéérdult, kui thel pool mingit sirget asetsevat
kujundit saame selle pédramisega timber antud sirge viia thti-

M A
8
Joon. 40. Joon. 41.

misele teisel pool sirget asetseva kujundiga, siis on need kujun-
did stimmeetrilised pdorlemistelje suhtes. Oeldust jireldub, et
kaks kujundit, mis on sitmmeetrilised mingi telje suhtes, on
vordsed.

Stimmeetriat telje suhtes nimetatakse teljeliseks siimmeet-
riaks.

Mirkus. Kuigi siimmeetrilisi kujundeid saab pésramisega
timber siimmeetriatelje viia tihtimisele, siiski pole nad, iildiselt
riikides, samased oma asendi suhtes tasapinnal. Seda tuleb
mdista jargmiselt.

Selleks, et viia iihtimisele kahte simmeetrilist kujundit,
tuleb iihte neist timber poorata ja jirelikult ajutiselt tasapin-

3 Geomeetria
33



nast vilja tosta. Kui seda mitte teha, siis pole mingi litkumi-
sega sellel tasapinnal véimalik teda viia thtimisele temaga telje
suhtes siimmeetrilise kujundiga.

Joonisel 41 on kujutatud sirge AB suhtes kaks sitmmeet-
rilist mustrit. Podrates parempoolset mustrit timber sirge 45,
voib teda viia thtimisele vasakpoolse mustriga.

Seejuures tuleb parempoolne muster dmber poorata. Kui
aga parempoolset mustrit mitte eraldada tasapinnalt, vaid teda
nihutada nii, et ta liuguks méoda tasapinda, siis ei saa teda

!

Joon. 42.

kuidagi tihtimisele viia vasakpoolse mustriga. Teljelist siimmeet-
riat esineb sageli igapdevases elus. Mustrid dekoratiivsetel
kangastel ja tapetitel, arhitektuurilised ilustised hoonetel tasa-
pinnaliste joonistuste ndol ja hoonete fassaadid ise on siim-
meetrilised mdne telje suhtes. Ka looduses esineb tihti siim-
meetrilisi kujundeid. Nii niiteks on puude lehed ja 6ite
kroonlehed siimmeetrilised varre suhtes. Niisugune on jooni-
sel 42 kujutatud vahtra leht. Liblikate tiivad ja nende virvi-
kiri on siimmeetrilised keha telje suhtes (joon. 43).
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Vordhaarse kolmnurga omadusi.

38. Teoreemid. |. Vordhaarse kolmnurga tipunurga
poolitaja on ka kolmnurga mediaaniks ja korguseks.

2. Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

Olgu /. ABC (joon. 44) vérdhaarne ja sirge BD poolitagu
nurka B ta tipu juures. Tuleb téestada, et nurgapoolitaja BD
on ka mediaaniks ja korguseks.

Kujutleme, et A ABD on péoératud kilje BD kui telje
iimber nii, et ta on langenud kolmnurgale BDC. Siis nurkade
1 ja 2 vordsuse tottu kilg AB lan-
ges kiiljele BC ja nende kiilgede
vordsuse tottu punkt A langes punk-
tile C. Seepirast DA ihtib DC-ga,
nurk 4 ihtib nurgaga 3 ja nurk 5
tthtib nurgaga 6, tihendab DA = DC,
Ld=/3 ja /8= /8 .Sellest, et
DA= DC, jireldub, et BD on mediaan;
sellest, et nurgad 3 ja 4 on vordsed,
jareldub, et need nurgad on tidisnur-
gad ja BD on jirelikult kolmnurga
kérgus; lopuks, alusnurgad 5 ja 6 on
vordsed.

39. Jireldus. Nieme, et vordhaarses kolmnurgas ABC
(joon. 44) iihel ja selsamal sirgel BD on neli omadust: ta on
tipunurga poolitaja, aluse mediaan, korgus ja ka aluse kesk-
ristjioon. Kuna juba iiks neist omadusist miirab tiielikult
sirge BD asendi, siis tihe omaduse olemasolust tulenevad ka
koik teised omadused. Niiteks kérgus, mis on tommatud
vordhaarse kolmnurga alusele, on samal ajal tipunurga
poolitajaks, aluse mediaaniks ja aluse Reskristjooneks.

40. Vordhaarse kolmnurga sitmmeetria. Nigime, et nurga-
poolitaja BD jaotab véordhaarse /A ABC (joon. 44) kaheks

Joon. 44.
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kolmnurgaks (vasak- ja parempoolseks), mida saab poérami-
sega timber BD viia tihtimisele. Sellest v6ib jireldada, et mis-
sugust punkti me ka ei votaks vérdhaarse kolmnurga itihel
poolel, alati leidub tema teisel poolel punkt, mis on simmeet-
riline esimese punktiga telje BD suhtes. Votame nditeks punkti
M kiiljel AB (joon. 44). Tombame sellest BD-le ristjoone MK
ja pikendame seda ristjoont l6ikumiseni kiiljega BC. Siis saame
sellel kiiljel punkti M’, mis on stimmeetriline punktiga M telje
BD suhtes. Té6epoolest, podrates A ABD tmber BD ja viies
ta thtimisele A BCD-ga, KM langeb KM'-le (tdisnurkade
vordsuse tottu), tihendab, punkt M mis asetseb KM-1ja BA-,
langeb KM'-1 ja ka BC-1 asetsevale punktile M’. Siit on niha,
et KM —=KM'. Nii asetsevadki punktid M ja M’ méblemal
pool DB-d iihel ja samal DB ristjoonel ja vordsetel kaugus-
tel selle ristjoone alusest; tihendab need punktid on stm-
meetrilised telje BD suhtes. Seega vordhaarses kolmnurgas
tipunurga poolitaja on kolmnurga siimmeetriateljeks.

Kolmnurkade vordsuse (kongruentsuse) tunnused.

41. Eelmoisted. Kaks geomeetrilist kujundit, niiteks kaks
kolmnurka, on, nagu teame, vordsed (kongruentsed) sel kor-
ral, kui neid saab teineteise peale paigutada nii, et nad iihti-
vad. Uhtivates kolmnurkades peavad muidugi vordsed olema
vastavall koik elemendid, s. o. kiiljed, nurgad, mediaanid ja
nurgapoolitajad. Kuid selleks, et otsustada, kas kaks kolm-
nurka on vordsed voi mitte, pole tingimata tarvilik toestada
koigi elementide vordsust; piisab juba sellest, kui méned ele-
mendid on vastavalt vordsed.

42. Kolmnurkade vordsuse kolm tunnust. Teoreemid.

1. Kui ithe kolmnurga kaks kiilge ja nende vahel olev nurk
on vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega ja nende
vahel oleva nurgaga, siis kolmnurgad on vordsed.
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2. Kui ithe kolmnurga kiilg ja selle™lihisnurgad on vas-
tavalt vordsed teise kolmnurga kiiljega ja selle lihisnurka-
dega, siis kolmnurgad on vordsed.

3. Kui iihe kolmnurga kolm kiilge on vastavalt vordsed
teise kolmnurga kolme kiiljega, siis kolmnurgad on vordsed.

1. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 45), mil-
ledel

AC=A,C,, AB=A,B, ja /A= /A,.

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vérdsed.

A A,

c /S o 8,

Joon. 45.

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurgale A,B,C, nii, et
punkt A langeks punktile A, ja kilg AC liheks modda kiilge
A,C,', Siis nende kiilgede vordsuse tottu punkt C ihtib
punktiga C,, nurkade A ja A, vordsuse tottu kiilg AB liheb
modda kiilge A, B, ja nende kiilgede vordsuse tottu punkt B
ithtib punktiga B, ; seepirast ka kiilg CB iihtib kiiljega C, B,
(sest kahte punkti voib ithendada ainult tihe sirgega), ja kolm-
nurgad iihtivad; tihendab nad on vérdsed.

1 Selles paragrahvis niidatud pealepaigutamiste teostamiseks tuleb
mdnikord pealepaigutatavat kolmnurka iimber pdorata.
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2. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 46), mil-
ledel

/C=/C, /[B= /B, ja CB=C,B,.
Tuleb téestada, et need kolmnurgad on vérdsed.
Paigutame kolmnurga ABC kolmnurgale A,B,C, nii, et

punkt C langeks punktile C, ja kiilg CB liheks mooda kiilge
C,B,. Siis nende kiilgede vordsuse téttu punkt B {ihtib

A

& 8 8,
Joon. 46,

punktiga B,, kuna nurkade B ja B, ning C ja C, vérdsuse
tottu kilg BA liheb mooda kiilge B A, ja kilg CA mooda
Ci A

Kuna aga kaks sirget véivad 16ikuda ainult tihes punktis,
siis tipp A peab tihtima tipuga A4,. Seega kolmnurgad iihti-
vad; tdhendab nad on vérdsed.

3. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 47), mil-
ledel

AB=A,B,, BC=B,C, ja CA=C,A,.

Tuleb téestada, et need kolmnurgad on vérdsed.

Toestada seda vordsuse tunnust pealepaigutamisega, nagu
seda tegime kahe esimese tunnuse toestamisel, ei saa, sest
teadmata midagi nurkade suuruse kohta, meie ei saa viita, et
kahe vordse kiilje thtimisel iihtivad ka dlejaanud kiiljed.
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Pealepaigutamise asemel kasutame siin korvalepaigu-
tamist.

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurga 4,B,C,; kiilge nii,
et vordsed kiilied AC ja A,C, thtiksid. Siis kolmnurk ABC
votab asendi A,C,B,. /

Punktide B, ja B, ithendamisel sirgega saame kaks vord-
haarset kolmnurka: A,B,B, ja B,C,B,; neil on ihine alus
B,B,. Vordhaarses kolmnurgas on aga aluse lihisnurgad
vordsed (§ 38); jarelikult /1= /2 ja /3=/4 ja seepdrast
AAB.C, =/ A BlCi==7.DB

N

Joon. 47.

Niisugusel juhul peavad aga kolmnurgad olema vérdsed,
sest ithe kolmnurga kaks kiilge ja nende vahel olev nurk on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe kiilie ja nende vahel
oleva nurgaga '.

Mirkus. Vordsetes kolmnurkades on vordsete kiilgede
vastas vordsed nurgad ja tmberpoordult, vordsete nurkade

pastas on vordsed Rkiiljed.
I Selleks, et sirge BBy oleks alati kujundi AyB1CiB, sees, tuleb

kolmnurgad iksteise kérvale paigutada nii, et nende iihiseks kiiljeks 4,04
oleks koige suurem kiilg.
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Téoestatud teoreemid kolmnurkade vérdsusest ja oskus
vordseid kolmnurki dra tunda ndidatud tunnuste jirgi kergen-
davad suurel miiral paljude geomecetriliste iilesannete lahen-
damist ja on hidatarvilikud paljude teoreemide téestamiseks.
Teoreemid kolmnurkade vérdsusest on peamiseks vahendiks
keerukate geomeetriliste kujundite omaduste kindlakstegemi-
sel. Opilased veenduvad selles aine edasisel libivotmisel.

Kolmnurga vilisfiurk ja selle omadus.

43. Definitsioon. Kolmnurga (v6i hulknurga) mingi nurga
korvunurka nimetatakse selle kolmnurga (véi hulknurga) vilis-
nurgaks. Vilisnurgad on niiteks nurgad BCD, CBE ja BAF

. (joon. 48). Vilisnurkadest
eraldamiseks  nimetatakse
kolmnurga (v6i hulknurga)
oma nurki sisenurkadeks.
Kolmnurga (v6i hulknurga)
igale nurgale saab joones-
tada kaks vilisnurka (pi-

bt aE kendades nurga iht véi
teist haara). Need kaks
nurka on tippnurkadena véordsed.

44. Teoreem. Kolmnurga vilisnurk on suurem sise-
nurgast, mis pole selle vélisnurga korvunurgaks.

Niiteks toestame, et kolmnurga ABC vilisnurk BCD (joon.
49) on suurem kummastki sisenurgast A ja B, mis pole vilis-
nurga BCD kérvunurkadeks. Tombame kiiljele BC mediaani
AE ja selle pikendusele paigutame 16igu EF—= AE. Punkt F
asetseb ilmselt nurga BCD sees. Uhendame F ja C sirgega.
Kolmnurgad ABE ja EFC (viirutatud) on vordsed, sest neil
on punkti £ juures vérdsed nurgad kahe vastavalt vérdse
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kiilje vahel. Kolmnurkade vordsusest jireldame, et nurgad B
ja ECF kui vordsete kiilgede AE ja EF vastasnurgad on

vordsed. Nurk ECF
moodustab vilisnur-
gast BCD aga ainult
osa ja on seepdrast
viimasest viiksem; ja-
relikult ka nurk B on
viiksem nurgast BCD.

Pikendades kiilge
BC viljaspoole C-d,
saame vilisnurga ACH,
mis on vordne nurgaga
BCD. Kui tommata
kiiljele AC mediaan
ja seda pikendada
mediaani pikkuse vorra

viljapoole AC-d, siis

Joon. 49.

voime toestada tdpselt samuti, et

nurk A on viiksem nurgast ACH, s. t. viiksem nurgast BCD.

B

4 Vg

Joon. 50.

L4

(1

Joon. 51.

45. Jireldus. Kui kolmnurgas iiks nurk on tidisnurk
voi niirinurk, siis teised nurgad on leravnurgad,

Toéepoolest, oletades, et kolmnurgas ABC mingi nurk C
(joon. 50 ja 51) on tidisnurk vo6i niirinurk, siis selle korvunurk
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BCD peab olema tiisnurk véi teravnurk; jirelikult nurgad A
ja B on toestatu pohjal viiksemad sellest vilisnurgast ja on
seega teravnurgad.

Seosed kolmnurga kiilgede ja nurkade vahel.

-46. Teoreemid. Igas kolmnurgas:

1) vordsete kiilgede vastas on vordsed nurgad;

2) suurema kiilfe vastas on suurem nurk.

1. Kui kolmnurga kaks kiilge on véordsed, siis on kolmnurk
~vordhaarne; vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed
{§ 38), tihendab nurgad vérdsete kiilgede vastas on vérd-

sed. '

2. Olgu kolmnurgas ABC (joon.
8 52) kiilg AB suurem kui BC; tuleb
téestada, et nurk C on suurem nur-
gast A. Paigutame suuremale kiiljele
BA tipust B1digu BD, mis on vordne
lithema kiiljega BC, ja iithendame
sirgega punktid D ja C. Saame
vordhaarse kolmnurga DBC, mille
Joon. 52. alusnurgad, s. 0. ./ BDC ja / BCD,
on vérdsed. Nurk BDC, kolm-
nurga ADC vilisnurk, on suurem nurgast A, jarelikult ka
nurk BCD on suurem nurgast A, seepirast on nurk BCA

ammugi suurem nurgast A, mida oligi tarvis téestada.

47. Poérdteoreemid. Igas kolmnurgas:

1) vordsete nurkade vastas on vordsed Riiljed;

2) suurema nurga vastas on suurem Rkiilg.

1. Olgu kolmnurgas ABC nurgad A ja C vordsed (joon.
53); tuleb toestada, et BA = BC.

Viidame vastupidist, s. t. viidame, et kiiljed AB ja BC pole
vordsed. Siis tiks kiilgedest peab olema teisest pikem ja, jére-
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likult, otsese teoreemi pohjal peab nurkadest A ja C olema
itks suurem teisest. See aga raigib vastu eeldusele, et A4 =
=/ C; tihendab, ei saa oletada, et kiiljed AB ja BC pole
vordsed; jiib jirele oletus, et AB= BC.

2. Olgu kolmnurgas ABC (joon. 54) nurk C' suurem nur-
gast A; tuleb téestada, et AB> BC.

Joon. 53. Joon. 54.

Viidame vastupidist, s. t. viidame, et AB pole suurem
BC-st, siis voib esineda kaks juhtu: kas AB = BC, v6i AB< BC.

Esimesel juhul, vastavalt otsesele teoreemile, nurk C' peab
vorduma nurgaga A, teisel juhul nurk C peab olema viiksem
nurgast A; see ja ka teine jireldus radgib vastu eeldusele; ti-
hendab, molemad juhud tuleb kérvaldada. Jddb jirele ainus
juht, et AB > BC.

Jareldused.

1) Vordkiilgses kolmnurgas on kéik nurgad vordsed.

2) Vordnurkses kolmnurgas on koik kiiljed vordsed.

48. Vastuviiteline testusviis, Viisi, mida meie &sja kasu-
tasime poordteoreemide tdestamisel nimetatakse vastuvditeli-
seks toestuseks ehk absurdsusele viimiseks (reductio ad
absurdum).

Esimese nimetuse sai see viis sellest, et arutluse alguses
tehakse oletus, mis on vastupidine (riagib vastu) sellele, mida
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on tarvis téestada. Absurdsusele viimiseks nimetatakse seda
viisi seetSttu, et arutelles tehtud oletuse alusel, tuleme absurd-
sele otsusele. Sellise jirelduse saamine sunnib meid loobuma
algul tehtud oletusest ja tunnustama viite Gigsust.

Seda viisi kasutatakse tihti teoreemide tdestamisel.

49. Mérkus poordteoreemide kohta. Algajad geomeetria
Oppimises teevad sageli tihe viga tiiipilise vea. Viga seisneb
selles, et psdrdteoreemi Gigsust loetakse enesestmoistetavaks,
kui otsene teoreem on téestatud. Siit tulenebki kujutlus, et
poordteoreemide tGestamine on liigne. Sellise jirelduse vii-
rust tuleb niidata rea ndidetega. Uks niisugune niide oli
toodud § 30. Seepirast tulebki posrdteoreeme, kui nad Giged
on, eraldi téestada.

Murdjoone ja sirgloigu vordlev pikkus.

50. Teoreem. Kolmnurgas on iga kiilg viiksem kahe
teise kiilje summast.

Kui kolmnurgas votame iihe, kuid mitte koige suurema
kilje, siis on ta muidugi vdiksem kui kahe teise kiilje summa.
Tiahendab, tuleb téestada, et isegi kolmnurga kéige suurem
kiilg on viiksem kahe teise kiilje summast.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 55) kéige suuremaks kiiljeks
AC. Pikendame kiilge AB, paigutame selle pikendusele BD —
=BC ja témbame sirgldigu CD. Kuna /A BDC on vérd-
haarne, siis / D -/ DCB; seepirast on nurk D viiksem nur-
gast DCA ja jarelikult kolmnurgas ADC on killg AC viiksem
kui AD (§ 47), s. t. AC<AB-+BD. Asendades BD BC-ga,
saame:§

AC< AB - BC.

Jareldus. Lahutame saadud vérratuse molemast poolest
AB vo6i BC:
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AC — AB< BC;
AC — BC< AB.

Lugedes neid vérratusi paremalt poolt vasakule, nieme, et
kumbki kiilgedest BC ja AB on suurem kahe teise kilje va-

o c
B
8
A E
! / N
D
Joon. 535. Joon. 36.

hest; ilmselt véib seda ka Gelda kolmanda, koige suurema
kiillie AC kohta, seega: kolmnurgas iga kiily on suurem kahe
teise kiilje vahest.

51. Teoreem. Sirgloik, mis iihendab kahte mingisu-
gust punkti on viiksem igast neid punkte iihendavast murd-
Jjoonest.

Kui murdjoon, millest siin on jutt, koosneb ainult kahest
kiiljest, siis on teoreem juba toestatud eelmises paragrahvis.
Votame arutlusele juhu, kui murdjoon koosneb enamast kui
kahest kiiljest. '

Olgu AE (joon. 56) sirgloik, mis tthendab punkte A ja E,
ABCDE aga mingi murdjoon nende punktide vahel. Tuleb
toestada, et AE on viiksem summast AB -+ BC +CD + DE.

Uhendades punkti A punktidega C ja D, leiame eelmise
teoreemi pohjal:

AE < AD + DE;
AD<AC+ CD);
AC< AB + BC.
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Liidame liikmeti need vorratused ja saadud vérratuse méle-
mast poolest lahutame AD ja AC, saame:

AE < AB+ BC + CD + DE.

52. Kolmnurgad kahe vastavalt vordse kiiljega.

Teoreemid. Kui ithe kolmnurga kaks kiilge on vasta-
valt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega, siis:

1) nende kiilgede vahel oleva suurema nurga vastas on
suurem kiilg ; ' ;

2) amberposrdult: mittevordsetest kiilgedest suurema
kiilje vastas on suurem nurk.

Joon. 57.

1. Olgu kolmnurkades ABC ja A,B,C, (joon. 57) antud:
AC=A,C,, AB=A,B, ja L A>/ A,. Tuleb toestada, et
BC> B,C,. Paigutame kolmnurga A,B,C, kolmnurgale ABC
nii, et kilg A,C, thtiks kiljega AC. Kuna aga / A,</ BAC,
siis kiilg A, B, on nurga BAC sees; votku kolmnurk 4,B,C,
asend AB,C (tipu B, asend véib olla kolmnurga ABC sees,
temast viljaspool voi ka kiiljel BC — teoreemi voib toestada
koigi nende juhtude kohta). Témbame nurga BAB, pooli-
taja. AD ja ithendame D B,-ga; saame kaks kolmnurka ABD
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ja DAB,; need kolmnurgad on vérdsed, sest neil on tihine kiilg
AD, AB = AB, eelduse pohjal ja /BAD= / DAB, joones-
tamise jargi. Kolmnurkade vordsusest jéreldub, et BD = DB,.
Kolmnurgast DCB, : B,C < B,D + DC (§ 50) ehk (asendades
BsD BD-ga)

B,C < BD - DC, tihendab B,C,< BC.

- 2. Olgu samades kolmnurkades ABC ja 4,B,C, antud -
AB=A,B,, AC=A,C, ja- BC>B,C,; tuleb téestada, et
A>A,.

Viidame vastupidist, s. 0., et nurk A pole suurem nurgast
A,; siis voib esineda kaks juhtu: kas / BAC= /A, voi
/BAC< /A,. Esimesel juhul oleksid kolmnurgad vordsed
ja jarelikult kilg BC vorduks B,C,-ga, mis aga raagib vastu
eeldusele ; teisel juhul peaks kiilg BC (teoreemi pohjal) viik-
sem olema kiiliest B,C,, mis samuti on vastuolus eeldusega.
Tihendab, moélemad juhud tulevad korvaldamisele — jaab
jarele ainus juht, et /A> / A,.

Ristjoone ja kaldjoone vordlev pikkus.

53. Teoreem. Mingist punktist sirgele tommatud rist-
joon on viiksem samast punklist samale sirgele tommatud
kaldjoonest . !

Olgu AB (joon. 58) punktist A sirgele MN tommatud rist-
joon ja AC mingi kaldjoon tommatud samast punktist A sirgele
MN:; tuleb toestada, et AB < AC.

1 Paragrahvides 53, 54 ja 55 on lihiduse mottes tarvitatud termineid
Lristjoon” ja ,kaldjoon” mdistete ,ristléik antud punkti ja tema aluse va-
hel” ja ,kaldlgik antud punkti ja tema aluse vahel” asemel.
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Kolmnurgas ABC on nurk B tiisnurk, aga nurk C terav-
nurk (§ 45); tdhendab /€< / B ja seepirast on AB< AC,
mida oligi tarvis téestada.

Mirkus. Kui risgitakse ,punkti kaugusest sirgest”, siis
moéeldakse selle juures lihimat kaugust, mis on méodetud
antud punktist antud sirgele tommatud ristjoont mosda.

54. Teoreem. Kui viljaspool sirget véetud punktist on
lommatud sellele sirgele ristjoon ja moned kaldjooned, siis :

1) kui kahe kaldjoone alused on vérdsel kaugusel rist-
Joone alusest, siis kaldjooned on vérdsed ;

2) kui kahe kaldjoone alused pole vérdsel kaugusel
ristjoone alusest, siis on see kaldjoon pikem, mille alus on
kaugemal ristjoone alusest.

A A

o c B NM/

c 8 D E

Joon.,58. Joon. 59.

1. Olgu AC ja AD (joon. 59) kaldjooned, mis on témma-
tud punktist A sirgele MN. Nende alused C ja D on iihe-
kaugusel ristjoone AB alusest, s. o. CB = BD; tuleb téestada
et AC=AD.

Kolmnurkadel ABC ja ABD on iihine kiilg AB, peale selle
BC = BD (eelduse pohjal) ja /ABC = ~ ABD (kui tdisnur-
gad); seega need kolmnurgad on vérdsed ja seepirast siis ka
AC=—AD

2. Olgu AC ja AE (joon. 59) kaks niisugust punktist 4 sirgele
MN t6mmatud kaldjoont, millede alused pole tihekaugusel rist-

’
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joone alusest; olgu niiteks BE> BC. Tuleb tdestada, et
AE> AC. : ' .

Paigutame BD = BC loigule BE ja tombame AD. Asja-
toestatu pohjal AC = AD. Vordleme AE-d AD-ga. Nurk
ADE on kolmnurga ABD vilisnurk ja seepdrast on ta suurem
tiisnurgast ABD; jirelikult on nurk ADE niirinurk ja seepi-
rast peab nurk AED olema teravnurk (§ 45), tihendab
/ ADE>/ AED ja jirelikult AE >AD, seepirast AE> AC,

55. P66rdteoreemid. Kui viljaspool sirget voetud punk-
tist (joon. 59) on tommatud sellele sirgele ristjoon ja ma-
néd kaldjooned, siis:

1) kui kaks kaldjoont on vérdsed, siis nende alused on
vordsel kaugusel ristjoone alusest,

2) kui kaks kaldjoont pole vordsed siis pikema kaldjoone
alus on kaugemal ristjoone alusest.

Tdestagu oOpilased ise need teoreemid (vastuviiteliselt).

Tiaisnurksete kolmnurkade vdrdsuse tunnused,

56. Kaks tunnust, mis ei nOua eri toestust. Kuna tiis-
nurksetes kolmnurkades nurgad kaatetite vahel on alati véord-
sed kui tiisnurgad, siis tdisnurksed kolmnurgad on vérdsed:

1) kui ithe kolmnurga kaatetid on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kaatetitega;

2) kui iithe kolmnurga kaatet ja selle terav lihisnurk on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kaateti ja selle terava li-
hisnurgaga. :

Need molemad tunnused ei ndua erilist tdestust, sest nad
on iildiste tunnuste erijuhud. Toestame veel kaks jirgmist
tunnust, mis on kehtivad ainult tiisnurksete kolmnurkade
puhul.

4 Geomeetria
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57. Kaks eri tdestust nGudvat tunnust.

Teoreemid. Tédisnurksed kolmnurgad on vordsed:

1) kui ithe kolmnurga hiipotenuus ja teravnurk on vas-
tavalt vordsed teise kolmnurga hiipolenuusi ja tleravnur-
gaga voi

2) kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on vastavalt
vordsed leise kolmnurga hiipolenuusi ja kaatetiga.

B B, B

, e, A A o

Joon. 60. Joon. 61.

1. Olgu ABC ja A,;B,C, (joon. 60) kaks tdisnurkset kolm-
nurka, milledel AB=A,B, ja / A=/A,; tuleb tbestada, et
need kolmnurgad on vérdsed.

Asetame kolmnurga ABC kolmnurgale A,B,C, nii, et
tihtiksid vordsed hiipotenuusid. Siis nurkade A ja A, vordsuse
tottu kaatet AC liheb piki A,C,. Seejuures punkt C peab

B, thtima punktiga C,, sest oletusel, kui C
ei thti punktiga C,, peaks kaatet BC
vétma asendi B,C, v6i B;C3, mis aga
pole vo6imalik, sest tihest punktist B,
ei saa sirgele A,C; témmata kahte rist-
joont (B,C, ja B,Cy v6i B,C, ja

G Ry

]

A A A, 2. Olgu (joon. 61 ja 62) tdisnurksetes
Joon. 62. kolmnurkades antud: AB=A4 B, ja
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EC ==B,C,. Siis tdisnurkade vordsuse téttu CA liheb piki
C,A,. Seejuures hiipotenuus AB peab tihtima hiipotenuusiga
A B,; vastasel korral, kui ta votaks asendi A,B, voi 43B,,
oleks meil juhtum, kus kaks vérdset kaldjoont (4,B, ja 4.B,
véi A;B, ja AyB,) pole iihekaugusel ristjoone alusest, mis
pole véimalik (§ 54). -

Sirgléigu keskristjoone ja nurgapoolitaja omadus.

58. Sirgloigu keskristjoone omadus on viga sarnane nurga-
poolitaia omadusega. Selleks, et seda sarnasust paremini niha,
esitame toestused roéobiti.

1) Kui mingi punkt (K, 1) Kui mingi punkt (K,
joon. 63) asetseb sirgloigu joon. 64) asetseb nurga
AB  keskristjoonel (MN), (AOB) poolitajal (OM), siis
siis on ta vordsel kau- on ta wvordsel kaugusel
gusel selle sirgléigu ots- selle nurga haaradest (s. o.
test (s. o. KA = KB). ristloigud KD ja KC on

| vordsed).

M

o
K

¢ D
A g 8 K
N A M (it
Joon. 63. Joon. 64.

Kuna MN on risti AB-ga
ja AO=O0B, siis AK ja KB

Kuna OM jaotab nurga

|
|
|
|
|
| pooleks, siis on tiisnurksed
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on sirgele AB kaldjooned,
millede alused on vérdsel
kaugusel ristjoone alusest;
tihendab KA — KB.

2) P66rdteoreem.

Kui mingi punkt (K,
joon. 63) on vordsel
kaugusel  sirgloigu AB
olspunktidest (s. o, kui
KA = KB), siis asetseb see
punkt sirgloigu AB kesk-
ristjoonel,

Tombame libi K sirge
MN_| AB. Saame kaks
tiisnurkset kolmnurka KAO
ja KBO; need kolmnurgad
on vordsed, sest neil on
- tthine kaatet KO ja vord-
sed hiipotenuusid. Seepi-
rast AO =OB. Tihendab
sirge MN, mis on témma-
tud libi K risti AB-ga,
. jaotab 16igu AB pooleks.

kolmnurgad OCK ja ODK
vordsed, sest neil on iihine
hiipotenuus ja vordsed te-
ravnurgad tipu O juures.
Téhendab KC = KD.

2) P66rdteoreem.

Kui mingi punkt (K,
joon. 64) on vordsel kau-
gusel nurga haaradest (s.o.
ristjiooned KC ja KD on
vordsed), siis asetseb see
punkt nurgapoolitajal.

Tombame 1ibi O ja K
sirge.  OM. . Saame kaks
tiisnurkset kolmnurka OCK
ja ODK; need kolmnurgad
on vordsed, sest neil on
tihine hiipotenuus ja vérd-
sed kaatetid CK ja DK.
Seepirast on vordsed ka
nurgad tipu O juures. Té-
hendab sirge OM, mis on
tommatud 1ibi punkti K,
on nurga AOB poolitaja.

59. Jireldus. Kahest tdestatud teoreemist (otsesest ja
poordteoreemist) saab  tuletada veel jirgmised vastasteo-

reemid:

Kui punkt ei asetse
sirgloigu  keskristjoonel,
siis pole ta vordsel kau-
gusel selle sirgloigu ofs-
punktidest.
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Toestagu Gpilased ise need teoreemid (vastuviiteliselt).

60. Geomeetriline koht. Mingi omadusega punktide geo-
meetriliseks kohaks nimetatakse niisugust joont (v6i pinda
ruumis) v6i niisugust punktide kogumikku, milles koik punk-
tid on selle omadusega ja milles pole iihtki punkti, millel see
omadus puudub.

Niiteks antud punktist C vordsel kaugusel r asetsevate
punktide geomeetriliseks kohaks on ringjoon, mille keskpunk-
tiks on C ja raadiuseks on r.

Eelmiste paragrahvide teoreemidest jireldub:

Kahest antud !punktist vordsel Fkaugusel asetsevate
punktide geomeetriliseks kohaks“on antud punkte iihenda-
vale sirgloigule libi tema keskpunkti tommatud risijoon.

Nurga haaradest ‘vordsel kaugusel aselsevate punktide
geomeetriliseks kohaks on nurgapoolilaja.

IV. P&hilised konstrueerimisiilesanded.

61."FEelmirkusi. Felmistes peatiikkides tdestatud teoree-
mid lubavad lahendada méningaid konstrueerimisa
ilesandeid. Tihendame, et elementaargeomeetrias kisit el-
lakse ainult niisuguseid iilesandeid, mida on véimalik lahen-
dada joonlaua ja sirkli abil. Joonestamiskolmnurga ja

A
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monede teiste riistade kasutamine on lubatud aja kokkuhoiu
mottes, pole aga tingimata tarvilik.

62. Ulesanne 1. Joonestada kolmnurk, millest on antud
kolm kiilge, a, b ja c (joon.65).

Paigutame mingisugusele sirgele MN 16igu CB, mis on
vordne tihega kolmest kiiljest, niiteks a-ga. Joonestame kaks
viikest kaart keskpunktidest]C ja B, ithe raadiusega b, teise
raadiusega ¢. Punkti A, milles need kaared loikuvad, then-
dame punktidega B ja C. Kolmnurk ABC on otsitav.

Mirkus. Selleks, et kolm sirgloiku |voiksid olla kolm-
nurga kiilgedeks, on tingimata tarvilik, et suurem neist oleks
viiksem kahe teise summast (§ 50).

63. Ulesanne 2. Joonestada nurk, mis vordub antud
nurgaga ABC, mulle iiheks haaraks on antud sirge ja mille
lipp asetseb antud punktis O (punkt O on sirgel MN,
joon. 66).

0,
8,' [3 e 08 P

Joon. 66.

Joonestame tipust B kui keskpunktist mistahes raadiusega
kaare EF antud nurga haarade vahele; siis viime sirkli otsa
sirkli haaret muutmata punkti O ja témbame kaare PQ. Edasi
joonestame raadiusega, mis on vérdne I6iguga EF, keskpunk-
tist P kaare ab. Lopuks tombame libi punktide O ja R
(kaarte lGikepunkt) sirge. Nurk ROP vérdub nurgaga ABC,

54



sest kolmnurgad ROP ja FBE on vordsed kui kolmnurgad,
milledel on kolm kiilge vastavalt vérdsed. :

64. Ulesanne 3. Poolitada antud nurk ABC (joon.57);
{eiste sonadega, joonestada antud nurga poolitaja ehk nurga
siimmeelriatelg. Joonestame keskpunktist B nurga haarade
vahele mistahes raadiusega kaare DE. Siis tombame kesk-
punktidest D ja E mistahes raadiusega, mis peab aga suurem
olema poolest D ja E vahelisest kaugusest, kaks viikest kaart
(vaata mirkus dlesandele 1). Need kaared l6ikuvad mingis
punktis F. Tommates joone BF, saame nurga ABC poo-
litaja. :

{03
\‘/F
E F
E
A £ v 8
. D
Joon. 67. Joon. 68.

Toestuseks ithendame punkti F punktidega E ja D, saame
kaks kolmnurka BEF ja BDF; need kolmnurgad on vordsed,
sest neil on thine kiilg BF, BD =BE ja DF=EF joonestuse
jirgi. Kolmnurkade vordsusest jireldub, et / ABF =/ CBF.

65. Ullesanne 4. Joonestada sirgel AB antud punktist
C sellele sirgele ristjoon (joon. 68).

Paigutame sirgele AB mélemale poole véetud punkti C
mingid vordsed lsigud CD ja CE. Sama raadiusega (mis
peab siiski olema suurem CD st) joonestame keskpunktidest
E ja D kaks viikest kaart; need kaared l6ikuvad mingis punk-
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tis F. Sirge, mis on tommatud libi punktide C ja F, ongi
otsitav ristjoon.

Punkt F on tdepoolest, nagu joonisest niha, vérdsel
kaugusel punktidest D ja E; jirelikult peab ta asetsema l6igu
DE keskristjoonel (§ 58); 16igu DE keskpunktiks on C, aga
labi punktide C ja F saab tommata ainult iihe sirge; tdhen-
dab FC 1 DE.

66. Ulesanne 5. Joonestada ristjoon antud sirgele BC
antud punktist A, mis on viljaspool antud sirget (joon. 69).

Joonestame keskpunktist A mistahes raadiusega (mis siiski
peab suurem olema A ja BC vahelisest kaugusest) kaare. See
kaar l6ikub BC-ga punktides D ja E. Mingi raadiusega (mis
aga siiski peab olema suurem kui !/, DE) témbame keskpunkti-
dest D ja E kaks viikest kaart. Need kaared 16ikuvad min-
gis punktis F. Sirge AF ongi otsitav ristjoon.

Kumbki punktidest 4 ja F on téepoolest, nagu niha joonisest,
vordsel kaugusel punktidest D ja E. Niisugused punktid
aga asetsevad sirgloigu DE keskristjoonel (§ 58).

67. Ulesanne 6. Antud sirgléigule (AB) tommata kesk-
ristjoon (joon. 70); teiste sonadega, joonestada sirgloigu (AB)

A
e
B D B A 8
D
X B
Joon. 69. Joon. 70.
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siimmeetriatelg. Témbame keskpunktidest A ja B mistahes
raadiusega (mis aga peab suurem olema kui 'y AB) kaks
kaart. Need kaared 16ikuvad punktides C ja D. Sirge CD ongi
otsitav ristjoon.

Kumbki punktidest C ja D on tdepoolest, nagu niha joo-
nestusest, vordsel kaugusel punktidest A ja B; jirelikult need
punktid peavad asetsema 16igu AB stimmeetriateljel.

Cllesanne 7. Poolitada antud sirgloik (joon. 70). La-
hendus sama, nagu eelmisel iilesandel. ‘

68. Niide keerukamast iilesandest. Libiarutatud p&hi-
iilesannete abil voib lahendada ka keerukamaid iilesandeid.
Niiteks lahendame jirgmise tilesande.

Ulesanne. Joonestada kolmnurk, kui on aniud selle
alus b, aluse lihisnurk c« ja Rahe fteise Riilje summa s
(joon. 71).

Selleks, et koostada lahendusplaani, oletame, et iilesanne
on lahendatud, s. o, et on leitud niisugune kolmnurk ABC,
mille aluseks AC=0b, /A=« ja AB+ BC=s. Vaatleme
saadud joonist. Kiilge AC, mis on vordne b-ga, ja nurka 4,
mis on vordne a-ga, me oskame ehitada. Tihendab, meil
tuleb leida nurga A () teisel haaral niisugune punkt B, et
summa AB--BC vorduks s-ga. Pikendanud AB, mirgime
16igu AD, mis on vordne s-ga. '

Joon. 71.
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Niitid seisneb kiisimus selles, et leida sirgel AD niisugune
punkt B, mis oleks vordsel kaugusel punktidest C ja D. Niisu-
gune punkt, nagu teame (§ 58), peab asetsema l6igu CD
keskristjoonel. Punkt B on selle ristjoone ja sirge AD lsike-
punkt.

Seega ilesande lahendus on jirgmine: joonestame (joon. 71)
nurga A, mis on vérdne antud nurgaga «; nurga haaradele
asetame AC =05 ja AD —s ja tthendame sirgldiguga punktid
D ja C. Loigule CD tombame keskristjoone BE; selle 16ike-
punkti AD-ga, s. 0. punkti B, ithendame C-ga. A ABC on
otsitav, sest ta rahuldab koiki tlesande néudeid: AC = b,
/A=« ja AB+ BC—=s (sest BD = BC).

Vaadeldes joonist, meie tiheldame, et iilesanne pole lahen-
datav igasuguste andmete puhul. Téepoolest, kui summa on
b-ga vorreldes liiga viike, siis ristjoon EB ei tarvitse 15igata
AD-d (voi loikab selle pikendust viljaspool punkti A voi
viljaspool punkti D); niisugusel juhul on iilesanne lahenda-
matu. Ka séltumatult joonestusest vsib niha, et iilesanne pole
lahendatav, kui s<b véi s=25, sest ei saa olla kolmnurka,
milles kahe kiilje summa on viiksem v6i vérdne kolmanda
kiiljega.

Juhul; kui tlesanne on lahendatav, on tal ainult iiks lahend,
s. t. on olemas ainult iiks kolmnurk, mis rahuldab iilesande

ndudeid, sest ristjoon BE v6ib lsikuda sirgega AD ainult tihes
punktis.

69. Markus. Toodud niitest on niha, et keeruka konst-
rueerimisilesande lahendus koosneb neljast osast:

1) Oletanud, et tilesanne on lahendatud, tehakse otsitava
kujundi ligikaudne joonis ja seda tihelepanelikult uurides
piititakse leida niisuguseid seoseid tlesande andmete ja otsi-
tavate suuruste vahel, mis véimaldaksid antud iilesannet si-
duda teiste varem lahendatutega. Seda tihtsaimat tlesande
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{ahenduse osa, mille sihiks on koostada lahendusplaan, nime-
tatakse analiitisiks.

2) Kui lahendusplaan on niiviisi leitud, siis teostatakse vas-
tavalt sellele konstrueerimine.

3) Plaani Gigsuse kontrolliks tdestatakse tuntud teoreemide
pohjal, et saadud kujund rahuldab iilesande koiki noudeid.
Seda osa nimetatakse siinteesiks.

4) Siis esitatakse kiisimus, kas ilesanne on lahendatav
igasuguste andmete puhul, kas iilesandel on tiks lahend voi
mitu ja kas tlesandel pole erijuhte, mis lihtsustavad joonesta-
mist v6i, imberpddrdult, teevad selle keerukamaks. Lahen-
duse seda osa nimetatakse tilesande uurimiseks.

Kui iilesanne on viga lihtne ja pole kahtlust selle lahen-
datavuses, siis jaivad tavaliselt &ra analtiis ja uurimine, asu-
takse kohe joonestama ja siis viiakse labi toestus. Nii toimi-
sime selle peatiiki esimese seitsme iilesande puhul; ka edaspidi
toimime lihtsate iilesannete lahendamisel nii.

Harjutusi.

Toestada teoreemid.

1. Vérdhaarses kolmnurgas on vordsed kaks mediaani, kaks nurga-
poolitajat, kaks korgust.

2. Kui vordhaarse kolmnurga haaradele tdmmata keskristjooned I5iku-
miseni teise haaraga, siis tekkinud ristldigud on vordsed.

3. Sirge, mis on risti nurgapoolitajaga, likab nurga haaradest dra
vordsed 16igud.

4. Kolmnurga mediaan on viiksem kolmnurga poolest timberm6odust.

5. Kolmnurga mediaan on vaiksem nende kiilgede poolsummast, mil-
lede vahel ta asetseb.

Juhis. Pikendada mediaani tema oma pikkuse vérra, saadud punkt
dhendada selle kilje, millele oli tdmmatud mediaan, iihe otspunktiga ja
vaadelda saadud kujundit.
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6. Kolmnurga mediaanide summa on viiksem kolmnurga @imbermds-
dust, kuid suurem poolest iimberméodust.

Juhis. Vaata eelmist hariutust, aga ka § 50 jireldust.

7. Nelinurga diagonaalide summa on vaiksem nelinurga imbermds-
dust, kuid suurem poolest timberm&ddust.

8. Toestada otsese teoreemina, et iga punkt, mis ei asetse sirgligu
keskristjoonel, ei ole vordsel kaugusel selle sirgloigu otspunktidest, vaid on
lihemal nimelt sellele otspunktile, millega ta asetseb iihel pool ristjoont.

9. TGestada otsese teoreemina, et iga punkt, mis _ei asetse nurgapoo-
litajal, ei ole vérdsel kaugusel nurga haaradest.

10. Kolmnurga mingist tipust tdmmatud mediaan on vérdsel kaugusel
kolmnurga teistest tippudest.

11. Nurga A thel haaral on voetud 16igud AB ja AC:ja teisel haaral
16igud AB'=AB ja AC'= AC. Tboestada, et sirgete BC' ja B'C 15ike-
punkt asub nurgapoolitajal.

12. Tuletada eelmisest teoreemist nurgapoolitaja joonestamise viis.

13. Kui A’ ja 4, B ja B’ on kaks mingisirge XY suhtes siimmeetriliste
punktide paari, siis need neli punkti 4, A’, B, B’ asetsevad iihel ringjoonel.

14. On antud teravnurk XOY ja punkt A selle sees. Leida haaral OX
punkt B ja haaral OY punkt C nii, et A ABC iimbermddt oleks viiksem.

Juhis. Tuleb vétta punktid, mis oleksid siimmeetrilised punktiga A
haarade OX ja OY suhtes.

Konstrueerimistilesandeid.

15. Joonestada kahe, kolme ja enama nurga summa.

16. Joonestada kahe nurga vahe.

17. Kahe nurga summa ja vahe pdhjal leida need nurgad.

18. Jaotada nurk 4-ks, 8-ks ja 16-ks vordseks osaks.

19. Témmata labi antud nurga tipu niisugune sirge, mis moodustaks
nurga haaradega vérdsed nurgad.

20. Joonestada kolmnurk, kui on antud: a) kaks kiilge ja nende va-
hel olev nurk; b) iiks kiilg ja selle lahisnurgad ; c) kaks kiilge ja suurema
kiilje vastasnurk; d) kaks kiilge ja viiksema kiilje vastasnurk (saadakse
kaks, tiks véi ihtki lahendit).

21. Joonestada vdrdhaarne kolmnurk, kui on antud: a) alus ja
haar; b) alus ja alusnurk; c) haar ja tippnurk; d) haar ja alusnurk.
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22, Joonestada t#isnurkne kolmnurk, kui on antud: a) kaks kaate-
tit; b) kaatet ja hiipotenuus; c) kaatet ja ‘teravnurk.

23. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud : a) korgus ja
haar; b) kérgus ja tippnurk; © alus ja haarale tdmmatud korgus.

24, Joonestada taisnurkne kolmnurk hiipotenuusi ja teravnurga
jargi. > J

95. Toémmata libi antud punkti nurga sees niisugune sirge, mis 16i-
kaks nurga haaradest dra vordsed 15igud.

26. Kahe l6igu summa ja vahe pdhijal leida 15igud.

27.%Jaotada antud sirgloik 4-ks, 8-ks ja 16-ks vordseks osaks.

98. Leida antud sirgel niisugune punkt, mis asetseks vordsel fkaugusel
kahest antud punktist (viljaspool sirget).

29. Leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel kolmnurga tippudest.

30. Leida nurka libilsikaval sirgel punkt, mis asetseks vordsel kaugu-
sel nurga haaradest,

31. Leida punkt, mis asetseks vordsel kaugusel kolmnurga haaradest.

32. Leida sirgel AB niisugune punkt C, et libi C ihel pool sirget AB
asetsevatele punktidele M ja N tdmmatud poolsirged CM ja CN moodus-
taksid poolsirgetega CA ja CB ‘vdrdsed nurgad.

Juhis. Joonestada punktile M telje AB suhtes simmeetriline punkt
M' ja ihendada M' N-ga.

33. Joonestada tiisnurkne kolmnurk tihe kaateti ja hiipotenuusi ning
teise kaateti summa jirgi.

34. Joonestada kolmnurk aluse, aluse ldhisnurga ja kahe [teise kiilje
vahe jirgi (vaadelda kahte juhtu: 1) kui on antud viiksem aluse lahis-
nurkadest, 2) kui on antud suurem neist).

sJuhis. Vt. iilesanne § 68.

35. Joonestada taisnurkne kolmnurk iihe kaateti ja hiipotenuusi] ning
teise kaateti vahe jargi. b :

36. On antud nurk A ja punktid B ja C, milledest iiks asetseb nurga
tihel ja teine teisel haaral. Leida: 1) punkt M nii, et ta asetseks vordsel
kaugusel nurga haaradest ja et MC vorduks MB-ga; 2) punkt\N nii, et ta
asetseks vordsel kaugusel nurga haaradest ja et NC =CB.

37. Raudtee liheduses on kaks kiila A ja B. Leida raudteel (mis on
sirgjooneline) jaamale koht nii, et see oleks vordsel kaugusel A-st ja B-st.

38. On antud nurk A ja selle dhel haaral punke B. Leida nurga teisel
haaral niisugune punkt C, et summa CA + CB oleks vordne antud 16i-

guga L
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V. Paralleelsed sirged.

PGhiteoreemid.

70. Definitsioon. Kahte sirget nimetatakse paralleelseteks,
kui nad asetsevad iihel tasapinnal ja ei 16iku.

Sirgete paralleelsust mirgitakse stimboliga [|. Kui sirged
AB ja CD on paralleelsed, siis kirjutatakse : AB || CD.

Paralleelsete sirgete olemasolu téendab jdrgmine teoreem.

71. Teoreem. Uhele ja samale sirqele (MN) tommatud
kaks ristjoont (AB ja CD, joon. 72) ei Iloiku.

Toepoolest, kui need ristjooned Iikuksid mingis punktis
P, siis sellest punktist oleks sirgele MN tommatud kaks rist-
joont, mis aga pole véimalik (§ 24).

Seega tihe ja sama sirge kaks ristjoont on paralleelsed.

M
P
A
/2
A c 7 8
s,
¢ [ 7‘ 0
M B8 D N N
Joon._72._ Joon. 73.

72. Kahe sirge 16ikamisel kolmanda sirgega tekkinud
nurkade nimetused. Olgu kaks sirget AB ja CD (joon. 73)
I6igatud kolmanda sirgega MN. On tekkinud kaheksa nurka

(tihistame need numbritega), millede nimetused paarikaupa
on jiargmised :

62



kaasnurgad (ehk vastavad nurgad): 1 ja oL At 8,2
ja 6, 3 ja 7,

poiknurgad: 3ja 5, 4 ja 6 (sisemised); 1 ja 7, 2 ja 8.
(vilised);

lihisnurgad; 4 ja 5, 3 ja 6 (sisemised); 1 ja 8, 2ja 7
(vilised).

73. Kahe sirge paralleelsuse tunnused. Kui kahe sirge
(AB ja CD, joon. 74) loikamisel kolmanda sirgega (MN)
osutub, et:

1) iiks paar kaasnurki on vordsed vOi

2) iiks paar poiknurki on vordsed v0i

3) kahe sisemise lihisnurga voi kahe vdlise lihisnurga
summa on 2d, siis need sirged on paralleelsed.

Olgu niiteks antud, et kaasnurgad 2 ja 6 on vordsed;
tuleb tdestada, et sel juhul AB| CD.

Viidame vastupidist, s. o., et sirged AB ja CD pole pa-
ralleelsed; niisugusel korral Idikuvad sirged mingis punktis P
paremal pool MN-i v6i mingis punktis P’ vasakul pool sir-
get MN. Kui loikumine on punktis P, siis tekib kolmnurk,
mille vilisnurgaks on nurk 2, sisenurgaks aga nurk 6, mis pole
nurga 2 kérvunurk, tihendab, nurk 2 peab olema suurem nur-

Joon. 74. Joon. 75.

gast 6 (§ 44), mis raigib aga vastu eeldusele; seega sirged AB
ja CD ei saa loikuda mingis punktis paremal pool sirget MN.
Kui oletada, et sirged loikuvad punktis P’, siis tekib kolm-
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nurk, millel on sisenurgaks nurk 4, mis on vérdne nurgaga 2,
aga vilisnurgaks nurk 6, mis pole nurga 4 kérvunurk; siis peab
nurk 6 olema suurem nurgast 4 ja jirelikult suurem nurgast 2,
"mis raigib aga vastu eeldusele. Tihendab sirged AB ja CD
ei saa l6ikuda ka punktis, mis asetseb vasakul pool sirget MN;
jérelikult need sirged ei 16iku, s. t. nad on paralleelsed.

Samuti tGestatakse, et AB|| CD, kui ==t B ey O
L8=/ 7 jne. ;

Olgu veel antud, et /4+/5=2d Siis peame jirel-
dama, et /4 =/86, sest nurk 6 pluss nurk 5 on samuti 2d.
Kui aga /4=6, siis sirged ei saa I6ikuda, sest vastasel
korral nurgad 4 ja 6 ei saa olla vordsed (iiks oleks vilisnurk,
teine aga temaga mitte korvu olev sisenurk).

74. Ulesanne. Témmata 14bi punkti M (joon. 75) sirge,
mis on paralleelne antud sirgega AB.

Selle tilesande tiks lihtsamaid lahendusi on jirgmine: joo-
nestame mistahes raadiusega keskpunktist M kaare CD, edasi
joonestame sama raadiusega kaare ME keskpunktist C, Siis
tombame raadiusega, mis on vérdne E ja M vahelise kaugu-
sega, keskpunktist C viikese kaare. See kaar 15ikab kaart
CD punktis F. Sirge MF on paralleclne sirgega AB.

Toestuseks tombame abisirge MC; tekkinud nurgad 7 ja
2 on vordsed konstruktsiooni jirgi (sest kolmnurgad EMC ja
MCF on vordsed kolme kiilje vérdsuse tottu); kui aga sise-
mised podiknurgad on vérdsed, siis on sirged paralleelsed.

Paralleelsete sirgete joonestamiseks, nagu niha jooniselt 76,
on hélpus kasutada joonestamiskolmnurka koos joonlauaga.

75. Paralleelsete sirgete aksioom. Libi iihe punkti viljas-
pool sirget ei saa {ommata kahte sirgef, mis oleksid paral-
leelsed sama sirgega.

Niisiis, kui (joon. 77)CE || AB, siis tikski teine sirge CE,,
mis on tommatud libi punkti C, ei saa olla paralleelne AB-ga,
s. t. sirge CE, loikub pikendamisel AB-ga.
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Toestada seda lauset, s. t. tuletada teda kui jireldust va-
rem tunnustatud aksioomidest, pole véimalik. Sellepidrast tu-
leb sellele vaadata kui uuele aksioomile.

Joon. 76.

76. Jireldused. 1) Kui CE||AB (joon. 77) ja mingi
kolmas sirge CE, loikab iihte neist paralleelselest sirgetest,
siis la loikab ka teist. Vastasel korral labiks punkti C kaks
AB-ga paralleelset sirgetr, mis on voimatu.

2) Kui kaks sirget AA,; ja BB, (joon. 78) on paralleelsed
ithe ja sama kolmanda sirgega CC,, siis on nad paralleel-
sed ka teineteisega.

/ ! >N

Joon. 77. Joon. 78.

Toéepoolest, kui oletada, et sirged AA, ja BB, l6ikuvad
mingis punktis M, siis oleks libi selle punkti tommatud
kaks CC,-ga paralleelset sirget, mis pole aga voimalik.

5 Geomeetria
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77. Nurkadest, mis tekivad kahe paralleelse sirge l6ika-
misel kolmanda sirgega.

Teoreem (pddrdteoreem, § 73). Kui kaks paralleelset
sirget (AB ja CD, joon. 79) on l4bi lozga{ud mingi sirgega
(MN), siis:

1) kaasnurgad on vordsed ;

2) poiknurgad on vordsed;

3) sisemiste ldhisnurkade summa vordub sirgnurgaga;

4) véliste ldhisnurkade summa vérdub sirgnurgaga.

Toestame, et kui niditeks AB | CD, siis kaasnurgad « ja £
on vérdsed.

Viidame vastupidist, et nurgad pole vordsed (olgu niiteks
a>>PB). Joonestanud nurga MEB,=§, me saame sirge A, B,,
mis ei ihti AB-ga ja, jarelikult, meil on kaks sirget, mis on
tommatud libi punkti £ ja mis on paralleelsed iithe ja sama
sirgega CD, nimelt: AB||CD teoreemi eelduse pchjal ja
A,B, || CD vastavate nurkade MEB, ja B vordsuse tottu.
Kuna see otsus raagib vastu paralleelsuse aksioomile, siis' viide,
et nurgad « ja B pole vordsed, on vale, ja peab olema, et

My

8

Joon. 79. Joon. 80.

Samuti saab toestada.ka teoreemi iilejainud viited. Ulal-
toestatud teoreemidest jireldub vahetult jirgmine teoreem:
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Kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest, siis
on ta risti ka teisega.

Téepoolest, kui AB || CD (joon. 80) ja ME | AB, siis,
esiteks, ME, 16igates sirget AB, peab lgikama ka sirget CD
mingis punktis F'; teiseks on vastavad nurgad « ja f vordsed.
Nurk ¢ aga on tiisnurk, tihendab ka nurk 3 on tiisnurk,
s. 0. ME | CD.

78. Sirgete mitteparalleelsuse tunnused. Kahest teoree-
mist, otsesest (§ 73) ja selle poordteoreemist (§ 77), saab jarel-
dada, et vastasteoreemid on ka 6iged, s. o.

kui kahe sirge loikamisel kolmandaga osutub, et 1) vasta-
vad nurgad pole vordsed voi 2) sisemised péiknurgad pole
vordsed jne., siis sirged pole paralleelsed;

kui kaks sirget pole paralleelsed, siis nende l6ikamisel
kolmanda sirgega: 1) kaasnurgad pole vordsed, 2) sisemised
poiknurgad pole vardsed jne.

Neist mitteparalleelsuse tunnustest (neid on kerge tdestada
vastuviiteliselt) on kasulik juhtida erilist tihelepanu jirg-

/4 S
RS

Joon. 81.

kui sisemiste lihisnurkade summa (a ja {, joon. 81)
pole vérdne sirgnurgaga, siis sirged (AB ja CD) loikuvad.

5%
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Kui need sirged ei I6ikuks, siis oleksid nad paralleelsed ja
sisemiste lihisnurkade summa vorduks sirgnurgaga, mis raigiks
vastu eeldusele.

See lause (tdiendatuna viitega, et sirged l6ikuvad kolman-
dast l6ikajast sealpool, kus sisemiste lihisnurkade summa on
sirgnurgast vidiksem) oli voetud kuulsa kreeka geomeetri
Eukleidese (elas Il sajandil e.m.a.) poolt ilma téestuseta oma
geomeetria ,Elementidesse” kui paralleelsete sirgete aksioom
ja seepirast on ta tuntud Eukleidese postulaadi nime all.
Praegusajal on selliseks aksioomiks véetud lihtsam lause (§ 75).

e 8l ZD F \

Joon. 82. Joon. 83.

Niitame veel kaks jirgmist mitteparalleelsuse tunnust, mida
ldheb meil edaspidi tarvis:

1) Uhe ja sama sirge (EF) ristjoon (AB, joon. 82) ja
kaldjoon (CD) loikuvad, sest sisemiste lihisnurkade 1 ja 2
summa ei vordu sirgnurgaga.

2) Kaks sirget (AB ja CD, joon. 83), mis on risti kahe
loikuva sirgega (EF ja FQ), loikuvad.

Téepoolest, kui oletada vastupidist, s. 0. et AB || CD, siis
sirge FD, olles risti iihe paralleelse sirgega (CD), on risti ka
teise paralleelse sirgega (AB) ja tihest punktist F on siis iihele
sirgele AB tommatud kaks ristjoont FB ja FD, mis pole aga
voimalik.
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Vastavalt paralleelsete vdi ristiseisvate haaradega nurgad.

79. Teoreem. Kui ithe nurga haarad on vastavalt
paralleelsed teise nurga haaradega, siis nurgad on kas
vordsed voi nende summa vordub sirgnurgaga.

Vaatleme eraldi jargmist kolme juhtu (joon. 84).

1) Olgu nurga 1 haarad vastavalt paralleelsed nurga 2 haa-
radega ja peale selle olgu nad samasuunalised (joonisel
on suunad niidatud nool-
tega). Pikendanud nurga 2

tihte haara loikumiseni
nurga I haaraga, saame
nurga 3, mis on vordne

nurgaga I ja nurgaga 2 (kui ——7/*——
kaasnurgad paralleelide juu- /
res); jarelikult /1= /2.

2) Olgu nurga 1 haarad
vastavalt paralleelsed nurga
4 haaradega, suunad aga
olgu vastupidised.

Pikendame nurga 4 mélemaid haaru, saame nurga 2, mis
on vordne nurgaga 1 (dsja tdestatud) ja nurgaga 4 (kui tipp-
nurgad); jirelikult /4 =/1.

3) Olgu l6puks nurga 7 haarad vastavalt paralleelsed nurga
5 ia 6 haaradega, seejuures kaks haara on samasuunalised, kaks
aga vastassuunalised.

Pikendanud nurga 5 v6i nurga 6 {ihte haara, saame nurga
2, mis on vordne (tdestatu pohjal) nurgaga 7; aga /5 (voi
/ 6+ 2=2d (kui kérvunurgad); jirelikult ka /5 (voi

Seega paralleelsete haaradega nurgad on vérdsed, kui haa-
rad on sama- v6i vastassuunalised; kui aga see néue pole tii-
detud, siis nurkade summa vordub sirgnurgaga.

Joon. 84.
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Mirkus: Voiks ju éelda, et paralleelsete haaradega nur-
gad on vordsed siis, kui molemad nurgad on kas teravnurgad
vOi niirinurgad; esineb aga juhte, kus nurkade vilisilme jirgi
on raske otsustada, kas-nad on teravnurgad v6i niirinurgad;
seepdrast tuleb-vorrelda nurkade suundi.

80. Teoreem. Kui ithe nurga haarad on vastavalt risti
teise nurga haaradega, siis nurgad on kas vérdsed véi nende
summa vordub sirgnurgaga.

Olgu nurk ABC; mis on tihistatud numbriga 1 (joon. 85),
tiks antuist; teiseks nurgaks votame tihe neljast nurgast: 2, 3,
4 vai 5, mis on tekkinud kahe sirge 16ikumisel, milledest iiks
on risti haaraga AB, teine aga risti haaraga BC (nurkade
thine tipp voib olla tasapinna mistahes punktis).

Tombame nurga 1

tipust kaks abisirget:

| BD 1 BCja BE .| BA.
Nende sirgete poolt

N tekitatud nurk 6
vordub nurgaga 7, sest
N . nurgad DBC ja EBA

€ on vordsed kui tiis-
nurgad, ja lahutades
maélemast nurga EBC,
saame: L6=/1
Niitid nieme, et abi-
Joon. 85. nurga 6 haarad on
paralleelsed nende 16i-
kuvate sirgetega, mis tekitavad nurgad 2, 3, 4 ja 5 (sest kaks
ristjoont tihele sirgele on paralleelsed, § 71); jirelikult need
nurgad on kas véordsed nurgaga 6 véi moodustavad temaga
summa 2d. Asendades nurga 6 vérdse nurgaga 7, saame selle,
mida oli tarvis téestada.
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Kolmnurga ja hulknurga nurkade summa.

81. Teoreem. Kolmnurga sisenurkade summa vordub
sirgnurgaga.

Olgu ABC (joon. 86) mingi kolmnurk; tuleb toestada, et
nurkade 4, B ja C summa vordub sirgnurgaga, s. o. 180°-ga.

Plkendanud kilge AC ja tommanud CE|| AB, leiame:

~ A=/ EC D (kui kaasnurgad paralleelide juures), / B = BCE
(ku1 sisemised poiknurgad paralleelide juures); jarelikult
LA+ /B4 /C=/ECD+.BCE-+,/C=2d=180".

Jireldused. 1) Kolmnurga iga vélisnurk vordub te-
maga mitte korouolevate sisenurkade summaga (nii B CH =
=/LA+/B)

2) Kui iihe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed
teise kolmnurga kahe nurgaga, siis on vordsed ka kolmnur-
kade kolmandad nurgad.

3) Téisnurkse kolm- 8 E
nurga teravnurkade
summa vordub téis-
nurgaga, s.o. 90°-ga.

4) Vordhaarses tiis-

nurkses kolmnurgas A )
teravnurk vordub ,; d, Joon. 86.
s. 0. 45°-ga.

5) Vordkiilgses kolmnurgas iga nurk vordub d s. 0.
60°-ga.

6) Kui tdisnurkses kolmnurgas ABC (joon. 87) iks te-
ravnurkadest (niiteks / B) vordub 30°-ga, siis selle nurga
vastaskaatet vérdub poole hiipotenuusiga.

Tiheldades, et niisuguses kolmnurgas teine teravnurk vor-
dub 60°-ga, joonestame kolmnurga A BC juurde teise kolmnurga
ABD, mis on vérdne antud kolmnurgaga. Saame kolmnurga
DBC, milles iga nurk vérdub 60°-ga. Selline vordnurkne
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kolmnurk on ka vordkilgne (§ 47) ja seepirast DC = BC.
Aga AC = DC; tihendab, AC — +BC.

Toestagu opilased ise poordteoreem: kui kaatet vérdub
poole hiipotenuusiga, siis kaateti vastasnurk vérdub 30°-ga.

Joon. 87. Joon. 88.

82. Teoreem. Kumera hulknurga sisenurkade summa
vordub 180° ja n — 2 korrutisega, kus n on hulknurga kiii-
gede arv.

Vétnud kumera hulknurga sees (joon. 88) mistahes punkti
O, thendame selle hulknurga tippudega. Kumer hulknurk
tiikeldub nii kolmnurkadeks, millede arv vérdub hulknurga
kilgede arvuga. Iga kolmnurga sisenurkade summa on 2d;
jérelikult koigi kolmnurkade sisenurkade summa on 2dn. See
arv on ilmselt hulknurga sisenurkade summast suurem tipu O
iimber asetsevate nurkade summa vérra; tipu O mber
asetsevate nurkade summa on 4d; jirelikult hulknurga sisenur-
kade summa vérdub:

2dn —4d =2d (n — 2) = 180°(n — 2).

Miérkus. Teoreemi saab téestada ka nii. Kumera hulk-
nurga mingist tipust témbame diagonaalid (joon. 89). Siis
hulknurk tiikeldub kolmnurkadeks, millede arv on hulknurga kiil-
gede arv miinus kaks. Toepoolest, kui mitte arvestada
kahte kiilge, mis moodustavad nurga, mille tipust on tomma-
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tud diagonaalid, siis iga tilejadnud kiilje kohta tuleb iiks kolm-
nurk. Seega kéiki kolmnurki kokku on n—2, kus n on hulk-
nurga kiilgede arv. Igas kolmnurgas on sisenurkade summa 2d; -
tahendab koigi kolmnurkade sisenurkade summa on 2d (n — 2);

see summa on aga ka hulknurga sisenurkade summa.
Toestatud teoreem on kehtiv' ka mittekumerate hulknurkade kohta.

Kui hulknurga sees on voimalik leida niisugune punkt, et sirgldigud, mis

thendavad seda punkti hulknurga tippudega, asetsevad hulknurga sees,

Joon. 89. Joon. 90.

siis tdestus on tapselt sama, mis iilaltoodud esimene tdestus. Kui aga
hulknurga sees sellist punkti ei leidu, siis tuleb hulknurk tiikeldada mingi
diagonaaliga kumerateks hulknurkadeks ja arvutada siis iga sellise hulk-
nurga nurkade summa ja liita need summad. Tulemuseks on sama valem
2dn—4d. Soovitame lugejale teostada see arvutus.

83. Teoreem. Kui kumera hulknurga igast tipust pi-
kendame iihte kiilgedest iile tipu, siis koigi siinjuures tek-
kinud hulknurga vélisnurkade summa vordub 360°-ga
(olenemata hulknurga kiilgede arvust).

Hulknurga iga vilisnurk moodustab koos sisenurgaga kui
kérvunurgaga 2d (joon. 90); jdrelikult, kui sisenurkade summa
liita vialisnurkade summaga, saadakse 2dn (kus n on hulk-
nurga kiilgede arv); sisenurkade summa on aga, nagu nigime,
2dn — 4d; jarelikult vilisnurkade summa vérdub. '

2dn — (2dn — 4d) = 2dn — 2dn + 4d = 4d = 360°.
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Tsentraalne siimmeetria.

84. Paragrahvis 37 oli vaadeldud juhtum, kus kaks vérdset
kujundit on stiimmeetrilised sirge suhtes. Eespool tuletatud
paralleelsete sirgete omadused véimaldavad tutvuda veel iihe
tihelepanuviirse kahe vordse kujundi, kahe vordse l6igu véi
kahe punkti vastastikuse asetuse liigiga mingi samal tasapin-
nal asetseva punkti suhtes. ;

Kui punktid A, 4, ja O (joon. 91) asetsevad iihel sirgel
ja punkt O on sirgldigu AA, keskpunktiks (04 = O0A,), siis
punkte A ja A, nimetatakse siimmeetrilisteks punktideks
punkti O suhtes.

Selleks, et leida punkt, mis oleks siimmeetriline punktiga
A mdne teise punkti O suhtes, tuleb need punktid tihendada
sirgloiguga, siis seda 16iku pikendada ile punkti O ja sellel
pikendusel votta punkt A; nii, et 4,0 = A0. Saadud punkt
ongi otsitav.

85. Teoreem. Kui mingz sirge (AB) kahele punktile
{A ja B) joonestada siimmeetrilised punktid (A' ja B') méne
punkti O suhtes, siis:

1) Punkte A’ ja B' iihendav sirge on paralleelne antud
sirgega AB, seejuures on sirgloik AB vordne sirgloiguga A'B'.

2) Antud sirge AB igale punktile vastab sellele siimmeet-
riline punkt sirgel A'B’.

Toestus. 1) Kolmnurgad AOB ja A’OB' (joon. 92) on
vordsed, sest neil 40 = A0 ja BO = B'O (konstruktsiooni
pohjal) S AOB =/ A'OB’ (kui tippnurgad). Nende kolmnur-
kade vordsusest jireldub: AB=A'B’'ja / OAB = /0A'B;
tihendab AB || A'B’ (§ 73, 2. juhtum).

2) Votame sirgel AB mingi punkti D (joon. 92). Sirge, mis
libib D ja O, 16ikub sirgega A'B’ mones punktis D’. Kolm-
nurgad AOD ja A'OD’ on vordsed, sest neil AO= A0, /1=
=/ 2 (kui paralleelide sisemised poiknurgad) ja /3=/4
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(kui tippnurgad). Nende kolmnurkade vordsusest jireldub:
OD = 0D'. Tihendab punktid D ja D’ on siimmeetrilised
punkti O suhtes.
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Joon. 91. Joon. 92.

86. Siimmeetrilised kujundid. Kaks kujundit on siim-
meetrilised antud punkti O suhtes, kui iihe kujundi igale
punktile vastab teisel kujundil siimmeetriline punkt.

Punkti O nimetatakse antud kujundite siimmeetriakesk-
punktiks. Sellist siimmeetriat nimetatakse erinevalt teljelisest
stimmeetriast, mis oli kisiteldud varem (§ 37), tsentraalseks
siimmeetriaks. Kui antud kujundi igale punktile vastab mone
keskpunkti suhtes siimmeetriline punkt samas kujundis, siis
6eldakse, et antud kujundil on siimmeetriakeskpunkt. Sellise
kujundi niiteks on ringjoon. Siimmeetriakeskpunktiks on siin
ringjoone keskpunkt.

Iga kujundit saab ihtimisele viia kujundiga, mis
on temaga siimmeetriline, po6rates teda siimmeetria-
keskpunkti iimber. Toepoolest, votame niiteks kaks kolm-
nurka ABC ja A'B’C’ (joon. 93), mis on siimmeetrilised mone
keskpunkti O suhtes. P66rame kujundit, seda tasapinnalt eral-
damata, punkti O kui keskpunkti iimber seni, kuni sirge OA
langeb sirgele OA'.
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Kuna /1=/2 ja /3= /4, siis sirge- OB langeb OB’-le,
sirge ‘OC .aga sirgele OC'. Kuna OA= 0A’, OB=0B,
0C = 0C’, siis punkt A tihtib A’-ga, punkt B punktiga B’ ja
punkt C punktiga C’. Seega kolmnurk ABC. iihtib kolmnur-
gaga A'B'C’.

On ilmne, et niisugusel poor-
del iga sirge OA, OB ja OC ja
ka kolmnurga ABC iga kiilg
poordub 180° vérra. Kui kujun-
dil on stimmeetriakeskpunkt,
siis pdrast podret 180° vorra
timber siimmeetriakeskpunkti ku-
jund {ihtib iseendaga.

Mirkus. Pooramisel, mida
praegu rakendasime kolmnur-
kade ABC ja A'B’C’ iihtimisele
viimisel, liugus kolmnurk ABC
mooda tasapinda. Seega vaib keskpunkti suhtes siimmeet-
rilisi kujundeid tihtimisele viia, ilma et oleks tarvis neid tasa-
pinnalt eraldada. Sellega erineb tsentraalne siimmeetria
oluliselt teljelisest stimmeetriast (§ 37), kus stimmeetriliste
kujundite tihtimisele viimisel oli tarvis ‘tihte neist imber pé&orata.

Kujundite tsentraalne siimmeetria, samuti nagu teljeline,
esineb sageli looduses ja igapdevases elus. Joonisel 94 on
kujutatud lennuki propeller. Tal on siimmeetriakeskpunktiks
punkt O. Joonisel 95 on kujutatud lumehelve, millel on ka
stimmeetriakeskpunkt.

. Joon. 93.

0

R ) P

‘Joon. 94, Joon. 95.



VI. Roopkilikud ja trapetsid.

Roo6pkiilikud (parallelogrammid).

87. Roopkiilik. Nelinurka, millel on kaks paari paralleel-
seid vastaskiilgi, nimetatakse ré6pkiilikuks ehk parallelogram-
miks. Niisuguse nelinurga (ABCD, joon. 96) véib niiteks
saada, kui kaks paralleelset sirget KL ja MN libi loigata kahe
teise paralleelse sirgega RS ja FQ.

88. Teoreem (mis viljendab réopkiiliku kiilgede ja nur-
kade omadusi).

Réépkiiliku vastaskiiljed on vérdsed, vastasnurgad on
vordsed ja iihe kiilje lihisnurkade summa vordub sirg-
nurgaga (joon. 97).

5 d B ¢
2
P B/ /" P /@\<47/
e Lva P
X M
Joon. 96. Joon. 97.

Témmates diagonaali BD, saame kaks kolmnurka: ABD ja
BCD. Need kolmnurgad on vérdsed, sest neil on thine kiilg
BD, /1=/4 ja /2=/3 (kui poiknurgad paralleelide juu-
res). Kolmnurkade vordsusest jireldub: AB = CD, AD = BC
ja /A= /C. Vastasnurgad B ja D on samuti vordsed kui
vordsete nurkade summad.

Lopuks, tihe kilje lihisnurkade, niiteks nurkade 4 ja D
summa moodustab sirgnurga, sest nad on sisemised lihisnur-
gad paralleelide juures.
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Miérkus. Rodpkiliku vastaskiilgede vordsust viljenda-
takse ménikord lithidalt jargmiselt: paralleelide lGigud paral-
leelide vahel on vérdsed. v

Jareldus. Kui kaks sir-
¢ M N p get on paralleelsed, siis iihe
sirge koik punktid - on vord-
setel kaugustel tleisest sirgesi;
lihidalt:  paralleelsed sirged
s 2 F (AB ja CD, joon. 98) on igal

i pool teineteisest iihekaugusel.
Joon. 98. Téepoolest, kui sirge CD
mistahes punktidest M ja N
tommata sirgele AB ristjooned MP ja NQ, siis need ristjoo-
ned on paralleelsed (§ 71) ja seepirast kujund MNQP on 166p-
kilik; siit jireldub, et MP = NQ, s. o. punktid M ja N on
tthekaugusel sirgest AB.

89. Roopkiiliku kaks tunnust.

Teoreem. Kui kumeras nelinurgas: 1) vastaskiiljed on
vordsed voi 2) kaks vastaskiilge on vérdsed ja paralleelsed,
siis nelinurk on réopkiilik.

1. Olgu kujund ABCD (joon. 99) nelinurk, milles
AB=CD ja BC = AD.

Tuleb toestada, et see kujund on roépkiilik, s. o, et
AB || CD ja BC | AD.

Tommates diagonaali BD, saame kaks kolmnurka, mis on
vordsed, sest neil: BD on idhine kiilg, AB = CD ja. BC =
= AD (eelduse pohjal). Nende kolmnurkade vérdsusest jérel-
dub: /1=/4 ja /2=/8 (vbrdsetes kolmnurkades on
vordsete kiilgede vastas vordsed nurgad); seetéttu AB || CD
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ja BC || AD (kui pdiknurgad on vordsed, siis sirged on pa-
ralleelsed).

2. Olgu nelinurgas (ABCD, joon. 99) BC || AD ja BC =
— AD. Tuleb téestada, et ABCD on roopkiilik, s. o., et
AB | CD.

Joon. 99. Joon. 100.

Kolmnurgad ABD ja BCD on vordsed, sest neil: BD on
iihine kilg, BC = AD (eelduse pdhjal) ja /2=/3 (kui
psiknurgad paralleelide juures). Nende kolmnurkade vordsu-
sest jireldub, et /1=/4, seega AB || CD.

90. Teoreem (mis viljendab réopkiiliku diagonaalide
omadust).

Kui nelinurk (ABCD, joon. 100) on riépkiilik, siis tema
diagonaalid po olilavad teineteist.

Posrdteoreem. Kui nelinurga diagonaalid poolitavad
teineteist, siis nelinurk on roopRiilik.

1) Kolmnurgad BOC ja AOD on vordsed, sest: BC =
— AD (kui rodpkiliku vastaskilied), /1=/2 ja /3=/4
(kui péiknurgad paralleelide juures). Kolmnurkade vérdsusest
jareldub, et OC = 0A ja OB = OD.

2) Kui A0 = CC ja BO== 0D, siis kolmnurgad AOD ja
BOC on vordsed (kahe kilje ja nende vahel oleva nurga
jirgi). Kolmnurkade vordsusest jireldub: /1 =/2 ja /3=
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= /4. Jirelikult BC || AD (p6iknurgad on vordsed) ja BC —
— AD; seega kujund ABCD on réépkiilik.

91. Roopkiiliku simmeetriakeskpunkt. Ré6pkiilikul on
stimmeetriakeskpunkt. Selleks keskpunktiks on diagonaalide
16ikepunkt (joon. 100). Téepoolest, kuna BO= 0D ja OC =
=04, siis l6igud BC ja AD on siimmeetrilised punkti O
suhtes ja l6igu igale punktile P vastab lsigul AD (§ 85)
stimmeetriline punkt Q.

Samuti veendume selles, et 16igud AB ja CD on siimmeet-
rilised punkti O suhtes. Kui rospkilikut pdorata 180° vorra
tema diagonaalide I6ikepunkti timber, siis rodpkiiliku uus
asend ihtib esialgsega. Seejuures iga tipp iihtib vastastipuga
(joonisel 100 tipp A iihtib C-ga ja BD-ga).

Roopkiiliku méned eriliigid: ristkiilik, romb, ruut.

92. Ristkiilik ja ta omadused. Kui réopkiiliku tiks nurk
on tdisnurk, siis ka ta iilejiinud nurgad on tiisnurgad (§ 88).
Réopkilikut, mille kaik nurgad on tiisnurgad, nimetatakse
ristkiilikuks.

Kuna ristkilik on rgopkiilik, siis on tal kéik rospkiiliku
omadused; niiteks, ta diagonaalid poolitavad teineteist ja nende
16ikepunkt on siimmeetriakeskpunktiks. Ristkiilikul on aga ka
eriomadused.

8 ¢ 1) Ristkiiliku (ABCD, joon.
101) diagonaalid on vérdsed.

T ,{T Téisnurksed kolmnurgad A CD

7
2 ?
o §
=X

A\

ja ABD on vordsed, sest neil
AD on iihine kaatet ja AB =
3 t - CD (kui roopkiliku vastaskiil-
jed). Kolmnurkade vérdsusest

Joon. 101, jareldub: AC = BD.
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2) Ristkiilikul on kaks siimmeetriatelge.

Iga sirge, mis Jabib ristkiiliku stiimmeetriakeskpunkti ja on
paralleelne tema vastaskiilgedega, on tema siimmeetriateljeks.
Ristkiiliku stimmeetriateljed on teineteisega risti (vt. joon. 102).
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Joon. 102. Joon. 103.

93. Romb ja ta omadused. Roopkiilikut, mille koik
kiilied on vérdsed, nimetatakse rombiks. Muidugi, kéik r66p-
kiiliku omadused on olemas ka rombil, peale selle on tal aga
veel kaks eriomadust:

1) Rombi diagonaalid (ABCD, joon. 103) on teineteisega
risti ja poolitavad rombi nurki.

Kolmnurgad ABO ja BOC on vérdsed, sest neil: BO on
tihine kiilg, AB= BC (sest rombi kiiljed on vérdsed) ja AO =
= 0C (sest iga roopkiliku diagonaalid poolitavad teine-
teist). Kolmnurkade vordsusest jireldub, et /1= /2, s. o.
BD | AC ja /3=_4, see tihendab, et diagonaal poolitab
nurga B. Kolmnurkade BOC ja COD vordsusest jireldub, et
diagonaal poolitab nurga C jne.

2) Rombi diagonaalid on ta siimmeetriatelgedeRs.

Diagonaal BD (joon. 104) on rombi ABCD siimmeetria-
teljeks, sest poorates /. ABD tumber BD, viime ta iihtimi-
sele kolmnurgaga BCD. Téaepoolest, diagonaal BD poolitab
nurgad B ja D ja peale selle AB=BC ja AD= CD.

Sama arutlus on kehtiv ka diagonaali AC kohta.

6 Geomeetria S1



94. Ruut ja ta omadused. Ruuduks nimetatakse niisugust
roopkilikut, ‘milles koik kiiljed on vérdsed ja kéik nurgad on
tdisnurgad ; v6ib ka 6elda, et ruut on ristkiilik, mille kiiljed

B s \ S
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Joon. 104. Joon. 105.

on vordsed véi romb, mille nurgad on tdisnurgad. Seepirast
ruudul on réopkiiliku, ristkiiliku ja rombi omadused. Niiteks,
ruudul on neli siimmeetriatelge (joon. 105): kaks libivad vas-
taskiilgede keskpunkte (nagu ristkiiliku puhul) ja kaks libivad
vastasnurkade tippe (nagu rombi puhul).

Méned roédpkiiliku omadustel pshinevad teoreemid.

95. Teoreem. Kui nurga lihele haarale (niiteks nurga
ABC haarale BC, joon. 106) paigutame vordsed loigud
(DE = EF= . ..) ja libi nende otspunktide tombame pa-
ralleelsed sirged (DM, EN, FP, . . .) kuni loikumiseni nurga
teise haaraga, siis nurga tleisel haaral tekivad vordsed loi-
GO (MN— NP —=2 ).

Tombame abisirged DK ja EL paralleelselt AB-ga. See-
juures tekkinud kolmnurgad DKE ja ELF on vordsed, sest:
DE —=EF(eelduse pohjal), / KDE =/ LEF ja / KED — /LFE
(kui vastavad nurgad paralleelide juures). Nende kolmnurkade
vordsusest jireldub, et DK = EL. Aga DK = MN ja EL—
NP (kui roopkilikute vastaskiiljed), tihendab MN = NP.
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Mirkus. Vérdsed 16igud véivad paigutatud olla ka nurga
B tipust: BD=DE = EF= . .. Siis tuleb vordsed l5igud
ka teisel haaral lugeda nurga tipust: BM = MN= NP = . . .

8 A

Joon. 106,

96. Jireldus. Sirge (DE, joon. 107), mis on tommatud
ldbi kolmnurga kiilje (AB) keskpunkti paralleelselt tema
teise kiiljega (AC), poolitab kolmnurga kolmanda kiilje (BC).

Téoepoolest, nieme, et nurga B haarale on paigutatud
vordsed I6igud BD = DA ja libi jaotuspunktide D ja A on
tommatud paralleelsed sirged DE ja AC loikumiseni haaraga
BC; toestatu pohjal sellel haaral tekivad ka vérdsed lsigud
BE = EC ja seepdrast punkt E poolitab 16igu BC.

Mirkus. Loiku, mis ithendab kolmnurga kahe kiilje
keskpunkte, nimetatakse kolmnurga kesklGiguks.

97. Teoreem (mis viljen-
dab kolmnurga keskligu oma-
dust). Sirgloik (DE, joon. 107),
mis iihendab kolmnurga kahe b E
kiilje keskpunkti (s. o. kolm-
nurga ABC keskloik), on paral-
leelne kolmanda kiiljega ja vor- aL = ¢
dub kolmanda kiilje poolega. Joon. 107.
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Téoestuseks kujutleme, et labi kiilje AB keskpunkti tom-
basime sirge paralleelselt kiiljega AC. Siis eelmises para-
grahvis toestatu pohjal poolitab see sirge kiilje BC ja iihtib
jarelikult sirgldiguga DE, mis tihendab kiilgede AB ja BC
keskpunkte.

Tommates veel EF || AD, leiame, et kiilg AC poolitub
punktis ¥ samuti; tihendab, AF=FC ja peale selle AF =DE
(kui roopkiliku ADEF vastaskiiljed), seega:

DE:%AC.

Trapetsid.

98. Nelinurka, mille kaks vastaskiilge on paralleelsed, aga
kaks teist kiilge pole paralleelsed, nimetatakse trapetsiks. Tra-
petsi paralleelseid kiilgi (AD ja BC, joon. 108) nimetatakse
tema alusteks, mitteparalleelseid kiilgi (AB ja CD) —
haaradeks. Kui haarad on vordsed, siis trapets on vord-

haarne.
99. Trapetsi keskldigu oma-
8 c dus. Sirgloiku, mis iihendab
trapetsi haarade keskpunkte,

& nimetatakse trapetsi keskloiguks.
~ Sellel lsigul on jargmi d
s : ellel 16igul on jirgmine omadus.
A Teoreem. Trapelsi kesk-
loik  (joon. 109) on alustega
Joon. 108.

paralleelne ja vordub aluste
poolsummaga.

Toéombame libi punktide B ja F sirge kuni léikumiseni
kiilie AD pikendusega punktis G. Saame kaks kolmnurka BCF
ja DFG, mis on vordsed, sest neil: CF= FD (eelduse poh-
jal), /BFC=/DFG (kui tippnurgad) ja /BCF=/ FDG
(kui paralleelide poiknurgad). Kolmnurkade vordsusest jirel-
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dub, et BF = FG ja BC= DG. Niiid nieme, et kolmnurgas
ABG sirgloik EF ithendab kahe kiilje keskpunkte, tiahendab
(§ 97), EF || AG ja EF =1} (AD+ DG); teiste sonadega
EF|| AD ja EF= 1 (AD + BC).

Joon. 109.

100. Ullesanne. Jaotada antud sirgloik (AB, joon. 110)
vordseteks osadeks, millede arv on antud (niiteks kolmeks).
Sirgloigu otspunktist A tombame sirge AC, mis moodustab
AB-ga mingi nurga; paigutame AC-le punktist A kolm vord-
set 16iku: AD, DE ja EF; punkti F ithendame punktiga B;
I6puks témbame punktidest E ja D paralleelselt FB-ga sirged
EN ja DM. Siis sirgloik AB jaotub tdestatu pohjal punktides
M ja N kolmeks vordseks osaks.

A M N

Konstrueerimisiilesandeid.

101. Rédplitkkemeetod.
Roopkiiliku omaduste ra-
kendusele on rajatud konst-
rueerimisiilesannete lahen-
damise eriviis, mis on tuntud Joon. 110.
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r66p- ehk paralleellikkemeetodi nimetuse all. Kéige paremini
selgitab selle meetodi olu niide.

Ulesanne. Joonestada nelinurk ABCD (joon. 111), kui
on teada koik tema kiiljed ja sirgloik EF, mis iihendab
vastaskiilgede keskpunkte. :

Selleks, et antud jooni teineteisele lihemale viia, viime
kiljed AD ja BC rooplikkke abil asenditesse ED, ja EC,.
Siis kiilg DD, on vérdne ja paralleelne AE-ga ja killg CC,
on vordne ja paralleelne EB-ga; kuna aga AE— EB, siis

) DD,=CC, ja DD, | CC,. See-

8 tottu kolmnurgad DD, F ja'CC,F

on vordsed (sest DD, =CC,, DF=

—FC ja / D,DF=/FCC)) ; ti-

o, hendab, /D, FD= /CFC, ja see-

b pirast peab joon D FC olema sirg-

C, . joon, s. t. kujund ED,FC, on

foom. 4 115 kolmnurk. Selles kolmnurgas on

teada kaks kilge (ED =AD ja

EC,=BC) ja mediaan EF, mis on tommatud kolmandale

kiljele. Nende andmete pohjal on kerge joonestada kolm-

nurka ED,C, (pikendame sirglsiku EF ile punkti F oma pik-

kuse vorra ja saadud punkti ihendame D, -ga ja C,-ga; saame
réopkiliku, milles on teada kiiljed ja tiks diagonaal).

Kui kolmnurk ED,C, on leitud, joonestame kolmnurgad
D,DF ja C,CF ja siis kogu nelinurga ABCD.

Soovitame selle meetodi abil 6pilastel lahendada jargmised
tilesanded.

1. Joonestada trapets, kui on antud iiks nurk, kaks diagonaali ja
kesklaik.

2. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm kiilge a, b, ¢ ja kaks otsi-
tava kilje lahisnurka « ja f.

3. Joonestada trapets nelja kiilje jargi.
102. Simmeetriameetod. Teljelise simmeetria omadusi
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voime kasutada ka konstrueerimisiilesannete lahendamisel.
Monikord on kerge leida lahendusplaani, kui osa joonist p6&-
rata mone sirge imber nii, et ta votaks siimmeetrilise asendi
teisel pool seda sirget. Toome niite.

Ulesanne. Leida sirgel AB (joon. 112) niisugune punkt
X, et ta kauguste summa kahest antud punktist M ja N
oleks vidikseim.

Kui joonis kokku murda mooda sirget AB, siis punkt M
votab asendi M’ mis on simmeetriline M-ga AB suhtes ja
punkti M kaugus sirge AB mistahes punktist vérdub selle
punkti kaugusega M,-st. Seepirast ongi summad MX-+ XN,
MX, + NX,. .. vastavalt vordsed summadega M'X -+ XN,
M'X,-NX,. . .; viimastest summadest on aga koige viiksem
see, mille puhul M'XN on
sirge. Siit ongi arusaadav see N
lahendusviis. M

Sama lahendus on ka jirg-
misel tlesandel: leida sirgel
AB niisugune punkt X, et
sirged, mis tihendavad seda 7y,
punkti kahe antud punktiga
M ja N, moodustaksid sir- <
gega AB vordsed nurgad.

Soovitame opilastel stim-
meetriameetodi abil lahendada Joon. 112.
jargmised (tilesanded:

M‘

1. Joonestada nelinurk ABCD, kui on teada tema neli kilge ja et
diagonaal AC poolitab nurga A.

2. Taisnurksel piljardil on antud kahe paili A ja B asend. Mis suunas
tuleb likata palli 4, et see parast tagasiporkamist koigist neljast piljardi
adrisest porkuks kokku palliga B?

3. On antud nurk ja tema sees punkt. Joonestada vaikseima tmber-
mdoduga kolmnurk nii, et selle ks tipp oleks antud punktis ja kaks teist
tippu asetseksid antud nurga haaradel.
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Harjutusi.

Toestada teoreemid.

{. Kui tthendada jirjest mingi nelinurga kiilgede keskpunktid, saadakse
rospkiilik.

2. Taisnurkses kolmnurgas hiipotenuusile tdmmatud mediaan vérdub
poole hiipotenuusiga.

Juhis. Mediaani tuleb pikendada tema oma pikkuse vdrra.

3. Poordteoreem : kui mediaan on pool sellest kolmnurga kiiljest, mil-
lele ta on tdmmatud, siis kolmnurk on tiisnurkne.

4. Taisnurkses kolmnurgas moodustavad hiipotenuusile tdmmatud
mediaan ja kérgus nurga, mis vérdub kolmnurga teravnurkade vahega.

Juhis. Vt iilesanne 2. .

5. Kolmnurgas ABC nurga A poolitaja 15ikab killge BC punktis D ;
sirge, mis on tdmmatud D-st paralleelselt CA-ga, I5ikab kiilge AB punktis
E; sirge, mis on tdmmatud E-st paralleelselt BD-ga, l5ikab kiillge AC
punktis F. Toestada, et EA = FC.

6. Antud nurga sees on teine nurk, mille haarad on paralleelsed antud
nurga haaradega ja vordsetel kaugustel neist. Toestada, et teise nurga
nurgapoolitaja tihtib antud nurgapoolitajaga. !

7. Trapetsi kesklik poolitab iga sirgldigu, mis ithendab alumise aluse
mingit punkti tlemise aluse mingi punktiga.

8. Kolmnurgas on tdmmatud libi aluse lihisnurkade poolitajate Idike-
punkti sirge paralleelselt alusega. TGaestada, et selle sirge 16ik kahe kiilje
vahel vordub aluse lahiskilgede Iikude summaga (I5igud on maeldud
alusest kuni tdmmatud sirgeni).

9. Labi kolmnurga tippude on tommatud sirged paralleelselt vastas-
kiilgedega. Toestada, et nende sirgete poolt tekitatud kolmnurk koosneb
neljast kolmnurgast, milledest igaiiks vordub antud kolmnurgaga, ja et iga
tema kiilg on kaks korda suurem antud kolmnurga vastavast kiiljest.

10. Vordhaarses kolmnurgas on aluse iga punkti kauguste summa
haaradest jadv suurus ja see vordub haarale tdmmatud korgusega.

11. Kuidas muutub see teoreem, kui punkt votta aluse pikendusel?

12. Vordkilgses kolmnurgas on kolmnurga sees véetud iga punkti
kauguste summa kiilgedest jaiv suurus, mis on vérdne kolmnurga kér-
gusega.

13. Rovpkiilik, mille diagonaalid on vordsed, on ristkiilik.

14. Roopkiilik, mille diagonaalid on teineteisega risti, on romb.
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15. Rospkiilik, mille diagonaal ‘poolitab nurga, on romb.

16. Rombi diagonaalide 16ikepunktist on joonestatud ristjooned romb¥
kiillgedele. Toestada, et nende ristjoonte alused on ristkiiliku tipud.

Juhis. Vt. tlesanne 13.

17. Ristkiiliku nurkade poolitajad moodustavad ruudu.

18. Toestada, et kui A’, B/, ¢' ja D' on ruudu kiilgede CD, DA,
AB ja BC keskpunktid, siis 1digud A44‘, CC', DD' ja BB’ moodustavad

I6ikumisel ruudu, mille kiilg vordub %-ga iga 16igu pikkusest.

19. On antud ruut ABCD. Selle kiilgedele on asetatud vordsed 16i-
gud: AA;, BBy, CCy ja DD;. Punktid Ay, By, C; ja Dy on jarjestikku
tihendatud 16ikudega. Toestada, et 4{B{C;D; on ruut.

20 Kui mingi nelinurga kiilgede keskpunktid vétta uue nelinurga tippu-
deks, siis viimane nelinurk on roopkilik. Maiidrata, millal see rédpkiilik
on: 1) ristkiilik, 2) romb, 3) ruut.

Leida geomeetriline koht:

21. Antud punktist antud sirge mistahes punktidesse tommatud 16i-

kude keskpunktidele.
22. Kahest paralleelsest sirgest vordsetel kaugustel asetsevatele punk-

tidele.
23. Uhise alusega ja vordsete kdrgustega kolmnurkade tippudele.

Konstrueerimisiilesandeid.

24. On antud kolmnurga kaks nurka; joonestada kolmas nurk.

25. On antud tdisnurkse kolmnurga tiks teravnurk; joonestada teine
teravnurk.

26. Témmata antud sirgega paralleelne sirge antud kaugusel sellest.

27. Poolitada nurk, mille tippu pole joonisel.

28. Tommata libi antud punkti sirge, mis moodustaks antud sirgega
antud nurga.

29. On antud sirged XY ja X'V’ ja punkt P; tommata labi antud
punkti sirgetele niisugune loikaja, et antud punkt P poolitaks 16ikaja loike-
punktide vahelise osa.

30. Tommata sirge labi antud punkti nii, et selle 16ik kahe antud
paralleeli vahel vorduks antud 16iguga. '
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31. Paigutada antud sirgldik antud teravnurga haarade vahele nii, et
ta oleks risti iihe haaraga.

32. Paigutada antud sirgloik antud nurga haarade vahele nii, et ta
oleks paralleelne nurga haarasid ldikava sirgega.

33. Paigutada antud sirgldik antud nurga haarade vahele nii, et ta
16ikaks nurga haaradest dra vordsed 16igud.

34. Joonestada tdisnurkne kolmnurk, kui on antud teravnurk ja selle
vastaskaatet.

35. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja neist ithe nurga
vastaskiilg.

36. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud tippnurk ja alus.

37. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud alus ja korgus,
mis on tommatud haarale.

38. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud haar ja korgus,
mis on tdmmatud haarale.

39. Joonestada vordkiilgne kolmnurk, kui on antud korgus

40. Jaotada talsnurk kolmeks vordseks osaks (teiste sonadega, ehitada

nurk, mis vérdub Wd— 300-ga).

41. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus, kdrgus ja haar.

42. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus, kdrgus ja aluse lahisnurk.

43. Joonestada kolmnurk, kui on antud tiks nurk ja korgused, mis on
tommatud selle nurga haaradele.

44. Joonestada kolmnurk, kui on antud tks kiilg, kahe teise kiilje
summa ja korgus ihele neist kiilgedest.

45. Joonestada kolmnurk, kui on antud kérgus, imberm&ét ja aluse
lahisnurk.

46. Tommata kolmnurgas sirge paralleelselt alusega nii, et selle 16ik
haarade vahel vorduks haarade 16ikude summaga (16igud on véetud alusest
tommatud sirgeni).

47. Joonestada hulknurk, mis oleks vérdne antud hulknurgaga.

Juhis. Antud hulknurk tiikeldatakse diagonaalidega kolmnurkadeks.

48. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm nurka ja kaks kiilge, mis
moodustavad neljanda nurga.

Juhis. Tuleb leida neljas nurk.

49. Joonestada nelinurk, kui on antud kolm kiilge ja kaks diagonaali.

50. Joonestada réOpkiilik, kui on antud kaks mittevordset kiilge ja iiks
diagonaal.

51. Joonestada roopkiilik, kui on antud iiks kiilg ja kaks diagonaali.
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52. Joonestada roopkiilik, kui on antud kaks diagonaali ja nurk nende
vahel. <
53. Joonestada roépkiilik, kui on antud alus, kdrgus ja tiks diagonaal.

54. Joonestada ristkiilik, kui on antud iiks diagonaal ja nurk diago-
naalide vahel. :
55. Joonestada romb, kui on antud kiilg ja iiks diagonaal.

56. Joonestada romb, kui on antud kaks diagonaali.
57. Joonestada romb, kui on antud koérgus ja iiks diagonaal.

58. Joonestada romb, kui on antud nurk ja diagonaal, mis labib seda
nurka. :
59. Joonestada romb, kui on antud diagonaal ja selle vastasnurk.

60. Joonestada romb, kui on antud diagonaalide summa ja nurk dia-
gonaali ja kiilje vahel.

61. Joonestada ruut, kui on antud diagonaal.

62. Joonestada trapets, kui on antud iiks alus, selle lahisnurk ja kaks
haara (v6ib olla kaks lahendust, tiks voi ei thtki).

63. Joonestada trapets, kui on antud aluste vahe, kaks haara ja iiks
diagonaal.

64. Joonestada trapets, kui on antud neli kiilge. (Kas tilesanne on alati
voimalik?)

65. Joonestada trapets, kui on antud ks alus, korgus ja kaks diago-
naali (lahendatavuse tingimus?).

66. Joonestada trapets, kui on antud kaks alust ja kaks diagonaali
(lahendatavuse tingimus?).

67. Joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje summa.

68. Joonestada ruut, kui on antud diagonaali ja kiilje vahe.

69. Joonestada roopkiilik, kui on antud diagonaalid ja kérgus.

70. Joonestada rddpkiilik, kui on antud kiilg, diagonaalide summa ja
nurk diagonaalide vahel.

71. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks kiilge ja mediaan kolman-
dale kiiljele.

72. Joonestada kolmnurk, kui on antud alus, kérgus ja mediaan
haarale.

73. Joonestada taisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus ja kaa-
tetite summa. (Uurida.)

74. Joonestada taisnurkne kolmnurk, kui on antud hiipotenuus ja
kaatetite vahe.
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75. On antud kaks punkti A ja B, mis asetsevad iihel pool sirget XY.
Paigutada sellele sirgele sirgldik MN antud pikkusega / nii, et murdjoon
AM + MN + NB oleks lithim.

Juhis. Pankt A tuleb réoplikkke abil viia pikkuse / vorra punktile
B lahemale. ¢
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Teine peatiikk.

RINGJOON.

I. Ringjoone kuju ja asend.

103. Eelmirkus. On ilmne, et libi ihe punkti (4,
joon. 113) on voimalik tommata kuitahes palju ringjooni ;
nende keskpunktid véivad olla voetud meelevaldselt. Libi
kahe punkti (A ja B, joon. 114) saab tommata ka kuitahes

Joon. 113. Joon. 114.

palju ringjooni, nende keskpunkte ei saa aga votta meelevald-
selt, sest punktid, mis asetsevad vordsetel kaugustel punkti-
dest A ja B, peavad olema sirgl6igu AB keskristjoonel (§ 58).
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Nitid vaatame, kas on véimalik ringjoont tdmmata libi
kolme punkti.

104. Teoreem. L&bi kolme mitte iihel sirgel asetseva
punkti saab joonestada ainult iihe ringjoone.

Labi kolme punkti A, B ja C (joon. 115), mis ei asetse
thel sirgel (teiste sonadega liabi A ABC tippude) saab ainult
sel korral joonestada ringjoont, kui on olemas niisugune neljas
punkt O, mis asetseb vordsel kaugusel punktidest 4, B ja C.
Tdoestame, et niisugune punkt on olemas, ja seejuures ainult
tiks. Selleks arvestame seda, et iga punkt, mis on vérdsel
kaugusel punktidest A ja B, peab asetsema AB keskristjoonel
MN (8§ 58), samuti iga punkt, mis on vérdsel kaugusel punk-

tidest B ja C, peab aset-

3 sema BC keskristjoonel QP.

Téahendab, kui on olemas

punkt, mis on vérdsel kau-

gusel kolmest punktist 4,

B ja C, siis peab ta aset-

sema (iheaegselt sirgetel

MN ja PQ; see on vbima-

lik ainult siis, kui ta iihtib

] 5 nende sirgete l6ikepunktiga.

Join, 115 Sirged MN ja PQ 16ikuvad

alati, sest nad on ristjoo-

ned lGikuvatele sirgjoontele AB ja BC (§ 78). Nende lsike-

punkt O on punkt, mis on vérdsel kaugusel punktidest

A, B ja C; tihendab, kui vétta see punkt ringjoone kesk-

punktiks ja raadiuseks vétta 16ik OA (véi OB voi 0C), siis

ringjoon libib punkte A, B ja C. Kuna sirged MN ja PQ

voivad l6ikuda ainult tihes punktis, siis saab olla ka ainult

ks keskpunkt ja ainult wks raadius; tihendab ka otsitav
ringjoon on ainus.

Mirkus. Kui punktid A, B ja C (joon. 115) asetseksid
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ithel sirgel, siis ristjooned MN ja PQ oleksid paralleelsed ja
seega ei lIoikuks. Jarelikult, libi kolme tihel sirgel asetseva
punkti ei saa tdmmata ringjoont.

Jireldus. Punkt O (joon. 115), olles vordsel kaugusel
punktidest 4 ja C, peab asetsema kiilie AC keskristjoonel
RS. Seega kolmnurga kiilgede keskristjooned Iéikuvad thes
punktis.

105. Teoreem. Diameeter (AB, joon. 116), mis on risti
kdoluga (CD), poolitab koolu ja selle koolu otspunktide vahel
olevad kaared.

Murrame joonise médda diameetrit AB nii kokku, et joo-
‘nise vasak pool langeks paremale poolele. Siis vasakpoolne
poolringjoon iihtib parempoolse poolringjoonega ja ristjoon
KC liheb mooda KD-d. Sellest jireldub, et punkt C, mis on
poolringjoone ja KC l6ikepunkt, iihtib punktiga D; seepdrast

CK = KDy ~BC— —BD; —AC= —AD.

106. Poordteoreemid. 1. Diameeter (AB, joon. 116),
mis on tommatud libi kéolu keskpunkti (CD), on risti selle
kooluga ja poolitab koolu otspunktidevahelised kaared.

9. Diameeter (AB), mis on tédmmatud libi kaare (CBD)
keskpunkti, on risti kooluga, mis ihendab selle kaare ots-
punkte, ja poolitab tema.

£
A :

F— C D
o 0

K (1] A\L/ﬂ

8 £
Joon. 116. Joon. 117.
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Neid kahte teoreemi on kerge téestada vastuviiteliselt.

107. Teoreem. Kahe paralleelse koolu (AB ja CD,
joon. 117) vahelised kaared AC ja BD on vérdsed.

Murrame joonise kokku médda diameetrit EF, mis on risti
kooluga A B. Eelmise teoreemi péhjal véime viita, et punkt
A langeb punktile B, punkt C punktile D ja jarelikult kaar
AC ihtib kaarega BD, see tihendab aga, et kaared on
vordsed.

108. Ulesandeid. 1) Poolitada antud kaar (AB,
joon. 118). Uhendame kaare otspunktid ké6luga A B, joones-

C

et ot o)
Sl

Joon. 118. Joon. 119.

tame sellele ringjoone keskpunktist ristjoone ja pikendame
seda l6ikumiseni kaarega. Eespooltoodud teoreemi pohjal see
ristjoon poolitab kaare AB. Kui aga ringjoone keskpunkt
pole teada, tuleb kodlule témmata keskristjoon.

2) Leida antad ringjoone keskpunkt (joon. 119). Vottes
antud ringjoonel mingisugused kolm punkti A, B ja C, tém-
matakse libi nende kaks k&6lu, niiteks AB ja CB, ja nendele
kooludele piistitatakse keskristjooned MN ja PQ. Ringjoone
otsitav keskpunkt, olles vérdsel kaugusel punktidest 4, B
ja C, peab asetsema nii sirgel MN kui ka sirgel PQ; jirelikult
on ta nende ristjoonte likepunktis, seega punktis O.
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II. Seos kaarte, kddlude ja kdslude ning ringjoone
keskpunkti vaheliste kauguste vahel.

109. Teoreem. Uhes ringis voi vérdsetes ringides:

1) Kui kaared on vordsed, siis on virdsed ka nendele vas-
tavad koolud ja nad on vérdsel kaugusel ringi kesk-
punktist. ,

2) Kui kaks kaart, mis on viiksemad poolringjoonest, ei
ole vordsed, siis suuremale kaarele vastab suurem kool ja
see on ringi keskpunktile lihemal.

1. Olgu kaar AB vordne kaarega CD (joon. 120); tuleb
toestada, et kodlud AB ja CD on vérdsed ja et samuti on
vordsed ringi keskpunktist kédludele tommatud ristlsigud
OE ja OF.

i

Joon. 120. Joon. 121.

Poorame sektorit OAB noolega niidatud suunas imber
keskpunkti O niipalju, et raadius OB langeks iihte 0C-ga.
Siis kaar BA liheb mooda kaart CD ja nad iihtivad vordsuse
tottu. Seega k6ol AB iihtib kddluga CD ja ristlsik OF iihtib
ristldiguga; OF (iihest punktist véib antud sirgele témmata
ainult the ristjoone), s. t. AB=CD ja OE= OF.

2. Olgu kaar AB (joon. 121) viiksem kaarest CD ja mole-
mad kaared seejuures viiksemad poolringjoonest; tuleb tdes-

7 Geomeetria
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tada, et kool AB on viiksem koolust CD, ristloik OF on aga
suurem ristlsigust OF. Paigutame kaarele CD kaare CK, mis
on vordne kaarega AB,ja tdmbame abikéélu CK, mis téestatu
pohjal vordub kéoluga AB ja on samal kaugusel keskpunk-
tist kui k661 AB. Kolmnurkadel COD ja COK on kaks vasta-
valt vordset kiilge (kui raadiused), nurgad nende kiilgede vahel
pole aga vérdsed; sel juhul, nagu teame (§ 52), asetseb nurka-
dest suurema, s. 0. .~ COD vastas suurem kiilg; tihendab
CD>CK ja seepirast CD>AB.

Toestuseks, et OE> OF, tombame OL LCK ja arvestame
seda, et OE = OL; jarelikult piisab sellest, et vérdleme 16iku
OF loiguga OL. Taisnurkses kolmnurgas OFM (joonisel viiru-
tatud) on hiipotenuus OM suurem kaatetist OF; aga OL> OM,

tihendab, OL on ammugi suurem kui OF ja seepérast
OE > OF. _

Teoreem, mis on toestatud i he ringi kohta, siilitab oma
kehtivuse ka vordsete ringide puhul, sest niisugused ringid
erinevad iiksteisest ainult oma asendi poolest.

110. P66rdteoreemid. Eelmises paragrahvis labiaru-
tatud teoreemidele vastavalt on kehtivad ka péordteoreemid,
nimelt: thes ringis voi vordsetes ringides:

1) vordsed koolud on vordsel kaugusel ringi kesk-
punktist ja vordsetele kooludele vastavad vordsed kaared ;

2) ringi keskpunktist vordsel kaugusel asetsevad ROO-
lud on vérdsed ja neile kooludele vastavad vordsed kaared;

3) kahest mittevordsest koolust asetseb suurem ringi
keskpunktile lihemal ja talle vastab suurem kaar;

4) kahest koodlust, mis asetsevad ringi keskpunktist mitte-
vordsel kaugusel on suurem see, mis on ldhemal ringi kesk-
punktile ja talle vastab suurem kaar. '
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Need teoreemid toestatakse vastuviiteliselt kergesti.  Nii-
teks esimese teoreemi tGestamisel arutleme nii: kui antud
kooludele vastaksid mittevordsed kaared, siis vastavalt otsesele
teoreemile nad poleks vordsed, mis aga raagib vastu eeldu-
sele; tihendab, vérdsetele kosludele vastavad vordsed kaared;
kui aga kaared on vérdsed, siis, vastavalt otsesele teoreemile,
‘peavad kaartele vastavad koslud asetsema ringi keskpunktist
vordsel kaugusel.

U11. Teoreem. Diameeter on suurim kool

Kui mingi k66lu, niiteks AB (joon. 122) otspunktid then-
dada keskpunktiga O, siis saadakse kolmnurk A OB, milles iiks
kiillg on ko6, teised kiiljed aga — raa-
diused. Kolmnurgas on aga iiks kiilg
viiksem teiste kiilgede summast, jire-
likult on k66l AB viiksem kahe raa-
diuse summast. Tihendab diameeter
on suurem igast keskpunkti mittelibi-
vast koolust. Kuna aga diameeter on
ka kodl, siis voib Gelda, et diameeter
on suurim ko66l. Joon. 122.

III. Sirge ja ringjoone vastastikune asend.

112. On ilmne, et sirge ja ringjoon véivad olla jargmises
kolmes vastastikuses asendis :

1) Ringjoone keskpunkti kaugus (OC) sirgest ( AB) (s. o.
ristloik, mis on tommatud keskpunktist sirgele) on suurem
ringi raadiusest (joon. 123). Siis on sirgel voetud punkti C
kaugus ringjoone keskpunktist suurem raadiusest ja seepirast
on ta viljaspool ringi. Kuna sirge koik teised punktid on
veel kaugemal punktist O kui punkt C (kaldlsigud on pike-

7*
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mad ristlgigust), siis on nad koik viljaspool ringi; tihendab,
sirgel pole thiseid punkte ringjoonega. '

2) Ringjoone keskpunkli kaugus (0C) sirgest (AB) on
viiksem ringi raadiusest (joon. 124). Sel juhul asetseb punkt
C ringi sees ja sirge l6ikab ringjoont. -

] 3) Ringjoone  keskpunkti
A \ £ : 8 kaugus (0C) sirgest (AB) on

vordne ringi raadiusega (joon.
T 125). Siis peab punkt C kuu-
TR BT luma nii sirgele kui ka ringjoo-
/ ‘\l nele, sirge kéik muud punktid,
/ \/ mis on kaugemal punktist O kui
punkt C, on viljaspool ringi.
Tihendab, niisugusel juhul on
ringjoonel ja sirgel ainult iiks
ithine punkt, nimelt punkt, mis
Joor.. 333 " on ringi keskpunktist sirgele
tommatud ristldigu aluseks.
Niisugust sirget, millel on ringjoonega ainult ks thine
punkt, nimetatakse ringjoone puutujaks; thist punkti nimeta-
takse puutepunktiks. 3
113. Puutuja kohta téestame kaks jargmist teoreemi
(otsese ja podrdteoreemi) (joon. 126).

Yo

o

/\ A 8
A ‘i 8
A D
Joon. 124. Joon. 125.
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1) Kui sirge (MN) on risti raadiusega (OA) selle ots-
punktis (A) ringjoonel, siis on ta ringjoone puutuja, ja
iimberpoordult:

92) kui sirge on ringjoone puuluja, siis on ta risti puute-
punkti tommatud raadiusega.

1. Punkt A kui ringjoonel asetsev raadiuse otspunkt on
ringjoone punktiks; samal ajal kuulub ta ka sirge MN punk-
tide hulka. Tihendab, ta on ringjoone ja sirge thine punkt.
Koik muud sirge MN punktid, nagu B, C ja teised, asetsevad
ringi keskpunktist O kaugemal, sest lsigud OB, OC, . . . kui
kaldlgigud on pikemad ristlGigust OA, seepirast on siis punk-
tid B, C jt. valjaspool ringi. Seega sirgel MN on iksainus
iihine punkt (A) ringjoonega ja sirge MN on puutuja.

£
M A Binl N 5
/ ‘ Z>< c D
A
0 M 8
Joon. 126. Joon. 127.

2. Kui sirge MN puutub ringjoont punktis A, siis koik
muud selle sirge punktid on viljaspool ringjoont; seetGttu
lsigud OB, OC, . . . on suuremad raadiusest OA (punkt O on
ringjoone keskpunkt). Tahendab see raadius on viikseim
16ikudest, mis tihendavad punkti O sirge MN mistahes punk-
tiga ja seepirast OA | MN.

114. Teoreem. Kui puutuja on paralleelne kooluga, siis
puutepunkt poolitab antud kdolule vastava kaare.

Olgu sirge AB puutujaks ringjoonele punktis M (joon. 127)
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ja olgu ta paralleelne ko6luga CD; tuleb toestada, et —CM =
5= el M, ; :

Tommates diameetri ME libi puutepunkti, on meil
EM | AB, jarelikult EM | CD; seepirast ~ CM = _ MD.

115. Ulesanne. Joonestada puutuja antud ringjoonele
O paralleelselt antud sirgega AB (joon. 128).

Joonestame keskpunktist O sirgele
AB ristjoone OC ja libi punkti D,
milles see ristjoon 16ikab ringjoont,
tombame EF || AB. EF ongi otsitav
puutuja. TGepoolest, kuna OC L AB
00— D _IC  ja EF| AB, siis EF_| OD, aga sirge,
mis on risti raadiusega selle otspunk-
tis ringjoonel, on puutuja.

116. Kaare sujuv liitumine sirgega
vOi teise kaarega. Sirgjoonte ja ring-

Joon. 128, joonte kaarte joonestamisel raigitakse

- tavaliselt, et sirge AB (joon. 129) ja

ringjoone kaar BC, mis liituvad punktis B, on litunud
sujuvalt, kui nad selles punktis puutuvad teineteist.

Kaks kaart AB ja BC (joon. 130), mis liituvad punktis B,

on liitunud sujuvalt, kui seda punkti libib nende tihine puu-
tuja DE.

Joon. 129. Joon. 130.
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Sirge sujuvaks liitumiseks kaarega on tarvis (§ 113), et selle
ringjoone, mille osaks on antud kaar, keskpunkt asetseks rist-
joonel, mis on tommatud antud sirgele liitumispunktist.

Uhe kaare sujuvaks liitumiseks teise kaarega on tarvis
(§ 113), et nende ringjoonte, millede osadeks on antud kaared,
keskpunktid asetseksid tihel sirgel, mis on tommatud liitumis-
punktist risti nende kaarte tihise puutujaga.

Kahe joone (sirge ja kaare voi kahe kaare) sujuv liitumine
teeb tilemineku iihelt teisele ladusaks ja ilma nukkideta;
ta leiab rakendust niiteks raudteede ja trammiliinide kaanakute
ehitamisel.

IV. Kahe ringjoone vastastikune asend.

117. Definitsioonid. Kui kahel ringjoonel on ainult
iiks thine punkt, siis Seldakse, et nad puutuvad; kui aga
kahel ringjoonel on kaks tihist punkti, siis oeldakse, et nad
16ikuvad.

Kahel mitteiihtival ringjoonel ei saa olla kolme tihist punkti,
sest vastasel korral peaks olema voimalik libi kolme punkti
t6mmata kaks ringjoont, mis aga pole voimalik (§ 104).

Nimetame ringide keskjooneks sirget, mis ldbib kahe ring-
joone keskpunkte.

118. Teoreem. Kui kahel ringjoonel (joon. 131) on
iiks iihine punkt (A) viljaspool nende keskjoont, siis on neil
veel iiks teine iihine punkt (A ), mis on siimmeetriline esi-

_mesega keskjoone suhtes (ja jarelikult niisugused ringjooned
loikuvad).

Keskjoonel asetsevad molema ringjoone diameetrid ja see-
pirast on ta kogu kujundi siimmeetriateljeks; seepirast peab
ithisele punktile A, mis on ihel pool keskjoont, vastama
siimmeetriline thine punkt A, teisel pool sitmmeetriatelge (A,
asetseb stimmeetriateljele joonestatud ristjoonel samal kaugu-
sel teljest kui A).
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Jéreldus. Kahe Igikuva ringjoone thine kool (44,
joon.131) on risti nende keskjoonega ja poolitatakse selle poolt.

Joon. 131.

119. Teoreem. Kui kahel ringjoonel on iihine punkt
(A) nende keskjoonel, siis nad puutuvad (joon. 132 ja 133).

Nendel ringjoontel ei saa olla teist dhist punkti viljaspool
keskjoont, sest vastasel korral oleks neil veel kolmas tihine
punkt teisel pool seda joont ja ringjooned peaksid jarelikult
ihtima. Ka keskjoonel ei saa olla teist iihist punkti, sest
vastasel korral peaks ringjoontel olema ka ithine ko6l. Aga kool

N
Joon. 132. Joon. 133.

mis labib keskpunkte, on diameeter; kui aga kahel ringjoonel
on tihine diameeter, siis nad iihtivad; tihendab, on olemas
iiks ringjoon.
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Mirkus. Kahe ringjoone puutumine on viline, kui ring-
jooned asetsevad teineteisest viljaspool (joon. 132), ja sees-
mine, kui tiks ringjoon on teise sees (joon. 133).

120. Teoreem§ (p66rdteoreem eelmisele). Kui kaks
ringjoont puutuvad (punktis A, joon. 132 ja 133), siis nende
puutepunkt asetseb keskjoonel.

Punkt A ei saa asetseda viljaspool keskjoont, sest vasta-
sel korral oleks ringjoontel veel teine tihine punkt, mis on
vasturdikiv eeldusele.

121. Jareldus. Kahel puutuval ringjoonel on iihine
puutuja puutepunklis, seepirast, kui tdmmata ldbi puutepunkti
sirge MN (joon. 132 ja 133) risti raadiusega OA, siis see sirge
peab olema risti ka raadiusega O,4.

122. Kahe ringjoone vastastikuse asendi erijuhud. Tihis-
tame kahe ringjoone raadiused tihtedega R ja R, ja nende
keskpunktide vahelise kauguse tihega d. Vaatame, milline
seos on nende suuruste vahel ringjoonte vastastikuse asendi
erijuhtudel. Neid juhte v6ib olla viis, nimelt:

Joon. 134. Joon. 135.

1) Ringjooned ei puutu teineteist ja asetsevad
teineteisest vialjaspool (joon. 134); sel juhul ilmselt
d> R+ R,.

2) Ringjoontel on viline puutumine (joon. 135);
siis d= R -~ R,, sest puutepunkt on keskjoonel.

3) Ringjooned l16ikuvad (joon. 131); siis <R+ R,
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ja samal ajal d>R—R,, sest kolmnurgas OAO,' on kilg
00,, mis on vordne d-ga, viiksem teiste kiilgede summast,
aga suurem teiste kiilgede vahest. Teised kiiljed on vasta-
valt R ja R,. ;

4) Ringjoontel on seesmine puutumine (joon. 133);
sel juhul d =R— R,, sest puutepunkt on keskjoonel

5) Uks ringjoon on puutumata teise ringjoone
sees (joon. 136); siis ilmselt d <R — R,; erijuhul d=0, kui
ringjoonte keskpunktid thtivad (niisuguseid ringjooni nimeta-
takse kontsentrilisteks).

Mirkus. Opilastel on soovitav toestada jargmiste
podrdteoreemide Oigsus:

1) kui d>R-+R,, siis ringjooned ei puutu ja on teine-
teisest véljaspool;

2 kui d=R-+R,, siis ringjooned puutuvad véliselt;

Joon. 136.

3) kui d <R+ R, ja iihtlasi d> R —R,, siis ringjooned
loikuvad ;

4) kui d= R—R;, siis ringjooned puutuvad seesmiselt;
5) kui d< R — R, siis iiks ringjoon on teise sees ja nad
ei puutu teineteist.

Koiki neid teoreeme on kerge tdestada vastuviiteliselt.

1 Joonisel 131 tdmmata sirged OA ‘a O{A.
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V. Piirdenurgad ja mdned teised nurgad.
Puutuja joonestamine.

123. Piirdenurk. Nurka, mis on moodustatud kahe tihest
punktist lhtuva ké6lu poolt, nimetatakse piirdenurgaks.

Niisugune nurk on niditeks nurk ABC joonisel 137. Piirde-
nurga kohta &eldakse tavaliselt, et ta toetub kaarele, mis aset-
seb nurga haarade vahel. Nii toetub nurk ABC kaarele AC.

’

B B

C
Joon. 137. Joon. 138.

124. Teoreem. Piirdenurka moodab pool sellest kaa-
rest, millele ta toetub.

Seda teoreemi tuleb moista nii: piirdenurgas on samapalju
nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid, kuipalju kaarekraade,
-minuteid ja -sekundeid on pooles kaares, millele nurk toetub.

Teoreemi téestamisel vaatleme eraldi kolme juhtu.

1. Ringjoone keskpunkt O (joon. 137) asetseb piirdenurga
ABC haaral. Témmates raadiuse 4 O, saame /A AOB, mil-
les OA = OB (kui raadiused) ja jirelikult ~/ABO = /BAO.
Selle kolmnurga suhtes on nurk AOC vilisnurk ; seepirast
vordub ta kahe nurga ABO ja BAO summaga ja vordub seega
kahekordse nurgaga 4 BO; seepirast nurk ABO vordub kesk-
nurga AOC poolega. Nurka AOC moodab aga kaar AC, s. o.
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ta sisaldab niipalju nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid, kui-
palju kaarekraade, -minuteid ja -sekundeid on kaares AC;
jarelikult piirdenurka ABC m&ddab pool kaarest AC.

2. Ringjoone keskpunkt O on piirdenurga ABC haarade
vahel (joon. 138).

Tommates diameetri BD, me jagame nurga ABC kaheks
nurgaks, millest téestatu pohjal thte mo66dab pool kaarest
AD, teist aga pool kaarest DC; jirelikult nurka ABC mdo6-

dab summa ;—VAD—I—; —~DC, see summa aga vordub

3 («AD+_DOC), s. 0. 7 AC.
3. Ringjoone keskpunkt O on viljaspool piirdenurka ABC

Joon. 139. Joon. 140.

(joon. 139). Témmates diameetri BD, me saame: ABC =
= / ABD — /CBD. :

Kuid nurki ABD ja CBD, mdddavad tdestatu pohjal
kaarte AD ja CD pooled; jirelikult moodab nurka ABC

vahe ; ~AD— ; —CD, see vahe aga vordub suurusega
5 (<AD —_CD), s.0., _AC.
125. Jareldused. 1) Koik iihele ja samale kaarele

toetuvad piirdenurgad on véordsed (joon. 140), sest igaiiht
neist mdodab pool ithest ja samast kaarest. Kui neist nurka-
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dest iihe tihistame «-ga, siis voib Oelda, et segment AmB
(joonisel viirutatud) mahutab endas nurka, mis véor-

dub ea-ga.
2) Iga piirdenurk, mis toetub diameetrile, on tdisnurk

(joon. 141), sest iga niisugust

: nurka moédab pool poolring-

C joonest, jarelikult nurk vérdub

\ 90°-ga.

,\ 126. Ulesanne. Joonestada

8 tiisnurkne kolmnurk, kui on

antud hiipotenuus c ja kaatetb
(joon. 142).

Vétame mingil sirgel MN
16igu AB== ¢ ja joonestame AB-le
o 1A poolringjoone. Punktist A (vGi

B) kui keskpunktist tombame

N
7

A

L M

A 8
Joon. 142.

kaare raadiusega b. Poolringjoone ja kaare l6ikepunkti C
iihendame diameetri AB otstega. Kolmnurk ABC on otsitav,
sest nurk C on tiisnurk, ¢ on hiipotenuusiks ja & kaatetiks.
{27. Cllesanne. Joonestada ristjoon antud kiirele AB
tema otspunklist, seda kiirt pikendamata (joon. 143).
Vtame viljaspool sirget mingi punkti O nii, et ringjoon
keskpunktiga O ja raadiusega, mis on vordne Iiguga O A, 16i-
kaks kiirt AB mingis punktis C. Labi selle punkti tombame
diameetri CD, mille otsa D tihendame A-ga. Sirge AD on
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otsitav ristjoon, sest nurk A on tdisnurk kui diameetrile toe-
tuv piirdenurk. :

128. Ulesanne. 7Témmata antud ringjoonele puutuja
antud punktist.

Vaatleme kahte juhtu:

A 8

~

A (4 8
Joon. 143. Joon. 144,

1) Antud punkt (C, joon. 144) on samal ringjoonel.
Siis tombame libi punkti raadiuse ja raadiusele libi otspunkti
C témbame ristjoone (nii, nagu niidatud eelmises tilesandes).

2) Antud punkt (A, joon. 145) on viljaspool ring-
joont (keskpunktiga 0). Uhendame punktid 4 ja O, pooli-
tame AO punktis O; ja témbame punktist 0O, kui keskpunk-
tist raadiusega 0O, ringjoone. Méslema ringjoone 16ikepunk-
tid B ja B, ithendame sirgetega punktiga A. Toémmatud
sirged ongi puutujad, sest nurgad OBA ja OB, A on tiis-
nurgad (piirdenurgad, mis toetuvad diameetrile).

Jareldus. Viljaspool ringjoont asuvast punktist ring-
Joonele tommatud puutujad on vérdsed Ja moodustavad
vordsed nurgad sirgega, mis iihendab antud punkti ring-
Jjoone keskpunktiga. See jireldub kolmnurkade A0B jaAOB,
vordsusest (joon. 145). )

129. Ulesanne. Tommata iihine puutuja kahele ring-
joonele O ja O, (joon. 146).
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1) Analiiiis. Oletame, et ilesanne on lahendatud. Olgu
AB iithine puutuja ning A ja B puutepunktid. On ilmne,
et kui on leitud iiks puutepunktidest, nditeks A, siis on teist

Joon. 145. Joon. 146.

kerge leida. Tombame raadiused OA ja O,B. Need raadiu-
sed, olles risti sama puutujaga, on paralleelsed; seepirast, kui
punktist O, témmata O,C || BA, siis kolmnurk OCO, peab
olema tiisnurkne tiisnurgaga tipu C juures. Seetdttu, kui
joonestada ringjoon raadiusega 0OC punktist O kui keskpunk-
tist, siis peab see ringjoon puutuma sirget 0,C punktis C.
Abiringjoone raadius on teada; ta vordub OA —CA=
=0A— 0B, s. t. ta vordub antud ringjoonte raadiuste
vahega.

Konstrueerimine. Konstrueerimist saab seega teos-
tada nii : joonestame punktist O ringjoone raadiusega, mis on
vordne antud raadiuste vahega; saadud ringjoonele tombame
punktist O, puutuja 0,C (nagu niidatud eelmises iilesandes);
labi puutepunkti C tombame raadiuse OC ja pikendame seda
- 15ikumiseni antud ringjoonega punktis A. Lopuks tombame
punktist A paralleeli CO,-le.

Tipselt samuti saame joonestada ka teise thise puutuja
A B,. Sirgeid AB ja A,B, nimetame vilisteks tihisteks

puutujateks kahele ringjoonele.
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V6ib  veel témmata kaks seesmist .puutujat jargmisel
viisil (joon. 147). 4
2) Analiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Olgu
AB otsitav puutuja.
Tém bame puutepunk-
tidest A ja B raadiu-
sed OA jaO,B. Need
raadiused, olles risti
thise puutujaga, on
paralleelsed.
Seepirast, kui
punktist O, témmata
O0,C || BA ja piken-
dada 0A-d kuni 16i-
kumiseni O, C-ga punk-
tis C, siis OC on ris-
ti 0,C-ga; seetéttu
Joon. 147. Al 2 =
ringjoon, mis on tém-
matud  punktist O
raadiusega OC, puutub sirget O,C punktis C. Abiringjoone
raadius on teada: ta vordub OA+AC — OA+ OB, s.t. ta
vordub antud ringjoonte raadiuste summaga.

Konstrueerimine. Seega saab konstrueerimist teos-
tada nii: joonestame keskpunktist O ringjoone raadiusega, mis
vérdub antud raadiuste summaga punktist O, tombame sel-
lele ringjoonele puutija. O,C; puutepunkti C ithendame
O-ga; lopuks témbame punktist A, milles OC 15ikub antud
ringjoonega, AB paralleelselt CO ,-ga.

Samal viisil saab joonestada ka teise (ihise seesmise puu-
tuja A B,.

130. Teoreemid. 1) Nurka (ABC, joon. 148), mille
tipp asetseb ringi sees, mododetakse kahe kaare (AC ja DC)
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poolsummaga, milledest iiks asetseb nurga haarade vahel,
teine — haarade pikenduste vahel.

2) Nurk (ABC, joon. 149), mille tipp asetseb vdljaspool
“ringi ja mille haarad loikavad ringjoont, moddetakse nurga

Joon. 148. Joon. 149.

haarade vahel asetseva kahe kaare (AC ja ED) pool-
vahega.

Tommates koolu AD (nii thel kui ka teisel joonisel),
caame /A ABD, mille suhtes vaadeldav nurk ABC on vilis-
nurgaks, kui ta tipp on ringi sees, ja sisenurgaks, kui tipp
on viljaspool ringi. Seepirast esimesel juhul: - ABC =
— ~ADC + L DAE, teisel juhul: ~Z ABC = L ADC —
_ _~DAE. Nurki ADC ja DAE kui piirdenurki m&ddavad
kaarte AC ja DE pooled; seepdrast nurka ABC moodab
esimesel juhul summa 1/, AC + '/;~ DE, mis vordub 1/,
(—AC -+ —DE)teisel juhul aga vahe 1/, —AC—/;~DE, mis
vérdub !/ (—AC — — DE).

131. Teoreem. Nurka (ACD, joon. 150 ja 151), mis
on puutuja ja koolu vahel, moodab pool selle nurga sees
asetsevast kaarest. -

Oletame algul, et ksol CD libib keskpunkti O, s. t. et
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kool on diameeter (joon. 150). Siis nurk ACD on tiisnurk
ja vordub jarelikult 90°-ga. Pool kaarest CmD on samuti 90°,
sest kaar CmD on pool ringjoonest, seega 180°. Tihendab,
teoreem on kehtiv sel erijuhul.

T ¢
Joon. 150. Joon. 151.

Niitid vaatleme ildjuhtu (joon. 151), kui k36l CD ei libi
ringi keskpunkti. Témmates niiiid dlameetrl CE, saame:

/ACD = / ACE — / DCE,

Nurka ACE, mille moodustavad puutuja ja diameeter,
mobdetakse toestatu pohjal kaare CDE poolega; nurka DCE
kui piirdenurka mé&édab pool kaarest DE; jirelikult nurka
ACD mé&6dab vahe '/yo CDE — 1/, DE, s. 0. pool kaarest CD.

Samal viisil saab téestada, et niirinurka BCD (joon. 151),
mis on moodustatud puutuja ja koélu poolt, mé6dab samuti
pool kaarest CnED; vahe téestuses seisneb ainult selles, et
nurka vaadeldakse tdisnurga BCE ja teravnurga ECD sum-
mana, mitte aga vahena.

132. Ulesanne. Joonestada loigule AB segment, mis
mahutab endas antud nurga « (joon. 152).

Analiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud; olgu
segment AmB niisugune, mis mahutab enesesse nurga «, S. t.
niisugune, et mistahes piirdenurk temas vérdub «-ga. Tém-
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bame abisirge AE, mis puutub ringjoont punktis A. Siis
nurk BAE, mis on moodustatud puutuja ja koolu poolt, peab
vorduma piirdenurgaga “ACB, sest
seda kui ka teist méodab pool kaa-
rest AnB. Votame arvesse, et ring-
joone keskpunkt O peab olema sirg-
l6igu AB keskristjoonel DO ja samal
ajal ka puutepunktist puutujale AE
tommatud ristjoonel AO. Siit tule-
tame jirgmise mooduse joonestami-
seks.

Joonestamine. Joonestame B
loigu AB otsa juurde nurga BAE, mis
on vordne «a-ga; sirgloigule AB ehi-
tame keskristjoone DO ja punktist A £
ristjoone sirgele AE ; nende kahe rist- Joor. ‘152,

joone loikepunkti O votame raadiu-
sega AO tommatava ringjoone keskpunktiks.

Toestus. Segment AmB on otsitav, sest temasse
joonestatud mistahes piirdenurka méédab pool kaarest AnB,
aga pool sellest kaarest moGdab ka nurka BAE = «.

Mirkus. Joonisel 152 on joonestatud segment, mis aset-
seb pealpool sirgloiku AB. Samasugust segmenti saab joones-
tada ka teisel pool sirgloiku AB. Seega v6ib 6elda, et nende
punktide geomeelriline koht, milledest antud loik AB on
nihtav antud nurgas ¢, koosneb kahest seqmendikaarest,
millest kumbki mahutab enesesse nurga «, liks asetub iihel
pool ja teine teisel pool AB-d.

Konstrueerimisiilesandeid.
133. Geomeetriliste kohtade meetod. Paljude konstrueeri-
misiilesannete lahendamisel saab edukalt kasutada geomeetrilise
koha maistet ja sellel pohinevat geomeetriliste kohtade meetodit.

8*
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See meetod, mis oli tuntud juba Plato aegadel (IV sajan-
dil e. m. a), seisneb jirgmises. Oletame, et esitatud iilesande
lahendus néuab méne teatud tingimusi rahuldava punkti leid-
mist. Kui tlesande eeldustest kérvaldame tihe, muutub iiles-
anne mddramatuks, s. t. teda rahuldab siis 16pmata palju
punkte. Need punktid moodustavad méne geomeetrilise koha.
Joonestame selle, kui see osutub véimalikuks. Niiiid votame
arvesse enne meie poolt kdrvaldatud eelduse ja korvaldame
mone teise; tlesanne muutub jille miiramatuks, s. t. teda
rahuldab 16pmata palju punkte, mis moodustavad uue geomeet-
rilise koha. Joonestame ta, kui see on voimalik. Otsitav
punkt, mis peab rahuldama koiki tingimusi, peab kuuluma
moélemale geomeetrilisele kohale, s. o. ta peab olema nende
16ikepunktis. Ulesanne osutub lahendatavaks vai lahendama-
tuks vastavalt sellele, kas leitud geomeetrilised kohad Isikuvad
v6i mitte; tlesandel on niipalju lahendeid, kuipalju on lsike-
punkte.

Toome selle meetodi kohta iihe niite, mis iihtlasi niitab,
kuidas tuleb ménikord joonises tarvitusele vétta abijooni sel-
leks, et kasutada koiki tlesande andmeid.

134. Ulesanne. Joonestada kolmnurk, kui on antud
alus a, tippnurk A ja teiste kiilgede summa s.

Olgu ABC otsitav kolmnurk (joon.153). Selleks, et arvesse
votta kiilgede summat, pikendame kiilge BA ja asetame sel-
lele BM =s. Témmates MC, saame abi-
kolmnurga BMC. Joonestanud selle kolm-
nurga, on kerge joonestada ka otsitavat
kolmnurka ABC.

* Kolmnurga BMC joonestamine on raja-
tud punkti M leidmisele. Tiheldades, et
kolmnurk AMC on vérdhaarne (AM = AC)
ja  jarelikalt M=1/, 2 BAC (sest
Joon. 153. ZM+ —“MCA=__ BAC), nieme, et punkt
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M peab rahuldama kahte tingimust: 1) ta on B-st kaugusel s,
2) temast on sirgloik BC niahtav nurgas, mis vordub § -~ A-ga.
Korvale jittes teise tingimuse, saame 16pmatu  hulga punkte
M, mis asetsevad ringjoonel, mis on keskpunktist B tomma-
tud s-ga vordse raadiusega. Korvale jittes esimese tingimuse,
saame jille 16pmatu hulga punkte M, mis asetsevad segmendi
kaarel, mis on ehitatud 16igule BC, ja mis mahutavad enesesse
} / A-ga vorduva nurga. Seega viiakse punkti M leidmine
iile kahe geomeetrilise koha joonestamisele. Neid geomeet-
rilisi kohti me oskame joonestada. Ulesanne osutub lahenda-
matuks, kui neil kahel geomeetrilisel kohal pole tihiseid punkte;
iilesandel on iiks voi kaks lahendit vastavalt sellele, kas geo-
meetrilised kohad puutuvad véi l6ikuvad (meie joonisel on
saadud kaks kolmnurka ABC ja A,BC, mis rahuldavad iiles-
ande andmeid). '

Ménikord ei seisne iilesanne mitte punkti mairamises, vaid
mitut tingimust rahuldava sirge leidmises. Kui korvaldada tiks
tingimus, saame 15pmatu hulga sirgeid; seejuures v&ib juhtuda,
ot koik need sirged midravad mdone joone (niiteks, koik nad
on puutujad monele ringjoonele). Kérvaldades teise tingimuse
ja arvestades esimest, mis oli enne kérvale jainud, saame jille
I6pmatu hulga sirgeid, mis voib-olla mairavad mone teise joone.
Ehitanud, kui voimalik, need kaks joont, me leiame kergesti
ka otsitava sirge. Toome ndite.

135. Ulesanne. Joonestada loikaja kahele ringjoonele
O ja 0, nii, et loikaja osad antud ringjoonte sees vorduksid
antud loikudega a ja a,.

Kui arvestada ainult tihte tingimust, niiteks, et l6ikaja osa
ringis O vorduks 16iguga a, siis saame l6pmatu hulga 16ikajaid,
mis koik peavad asetsema vordsel kaugusel ringi kesk-
punktist (sest vordsed koolud asetsevad vordsel kaugusel
keskpunktist). Seepirast, kui joonestada ringis O kustahes
ko6l, mis vordub a-ga, ja tommata raadiusega, mis oleks vordne
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selle ko6lu kaugusega ringi keskpunktist, ringiga O kontsent-
riline ringjoon, siis kaik I6ikajad, milledest on jutt, peavad
seda abiringjoont puutuma ; samal viisil, vottes arvesse ainult
teist tingimust, otsustame, et otsitav I6ikaja peab puutuma
teist abiringjoont, mis on kontsentriline ringiga O,. Tahendab,
kiisimuse lahendamine seisneb iihise puutuja joonestamises
kahele ringjoonele.

Harjutusi.

Leida geomeetrilised kohad:

1. Punktidele, milledest antud ringjoonele tdmmatud puutujad on
vordsed antud Isiguga.

2. Punktidele, milledest antud ringjoon on nihtav antud nurgas (s. t.
antud punktist antud ringjoonele tdmmatud kaks puutujat moodustavad
antud nurga). 1

3. Antud raadiusega joonestatud ja antud sirget puutuvate ringjoonte
keskpunktidele.

4. Antud raadiusega joonestatud ja antud ringjoont puutuvate ring-
joonte keskpunktidele (kaks juhtu: viline ja seesmine puutumine).

5. Antud pikkusega sirgloigu teisele otspunktile, kui see sirgldik liigub
paralleelselt iseenesega nii, et iiks tema ots liugub ringjoont mosda.

Juhis. Vétame kaks sirgloiku, mis kujutavad liikuva sirgloigu kahte
asendit ja témbame nende ringjoonel asetsevatest otstest raadiused, IGikude
teistest otstest tombame libi sirged paralleelselt vastavate raadiustega kuni
16ikumiseni sirgega, mis on tommatud libi ringjoone keskpunkti paralleel-
selt liikkuva Idiguga. Vétame vaatlusele tekkinud rospkiilikud.

6. Antud pikkusega sirgloigu keskpunktile, kui see sirglik liigub nii,
et ta otspunktid liuguvad mosda tdisnurga haarasid.

Toestada teoreemid.

7. Koigist ringi sees vdetud punkti A libivaist kédludest on viikseim
see, mis on risti libi punkti 4 tommatud diameetriga.

8. Kéolul AB on voetud punktid D ja E vordsel kaugusel k&slu
keskpunktist € ja nendest punktidest on kéolule AB pustitatud ristjooned

DF ja EG kuni 15ikumiseni ringjoonega. Toestada, et need ristldigud on
vordsed.
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Juhis. Joonis kokku murda piki diameetrit

9. Ringis on tommatud kaks koslu CD' ja C'D’ paralleelselt diameet-
riga AB. Tdestada, et sirgloik MM', mis ithendab kédlude €D ja C'D’
keskpunkte, on risti diameetriga AB.

10. Ringis, keskpunktiga O, on t6mmatud kool AB ja pikendatud BC
vorra, mis vordub raadiusega. Labi punkti C ja keskpunkti O on tomma-
tud 16ikaja CD (D on teine l5ikepunkt ringjoonega). Toestada, et nurk
40D vordub nurga ACD kolmekordsega.

11. Kui labi ringjoone keskpunkti ja valjaspool seda- asetseva punkti
tommata l6ikaja, siis l6ikaja see 0sa, mis asetseb antud punkti ja lahima
Ioikepunkti vahel, on vaikseim kaugus, aga 16ikaja osa, mis asetseb antud
punkti ja teise 16ikepunkti vahel, on suurim kaugus punktist ringjooneni.

192. Vaikseim kaugus kahe teineteisest viljaspool asetseva ringjoone
vahel on see keskjoone osa, mis asetseb ringjoonte vahel.

13. Kui labi kahe ringjoone loikepunkti tommata l6ikajaid, pikenda-
mata neid valjapoole ringjooni, siis koige pikemaks loikaja loiguks on see,
mis on paralleelne keskjoonega.

14. Kui kahele ringjoonele, mis puutuvad teineteist valiselt, tommata
kolm ihist puutujat, siis neist seesmine poolitab iga valispuutuja puute-
punktide vahelise osa.

15. Labi ringjoone punkti A on tsmmatud kol AB ja labi punkti B
puutuja ringjoonele ; risti 0A-ga tommatud diameeter loikab puutujat ja
ko5lu (voi selle pikendust) vastavalt panktides C ja D. Toestada, et
BC = CD.

16. Kahele ringjoonele, keskpunktidega O ja Oy, mis puutuvad viliselt
punktis 4, on tommatud hine vilispuutuja BC (B ja C on ‘puutepunk-
tid); tdestada, et nurk BAC on taisnurk.

Juhis. Tommata punktist A ihine puutuja ja vaadelda vordhaar-
seid kolmnurki ABD ja ADC.

17. Kaks sirget lihtuvad punktist M ja puutuvad ringjoont punktides
A ja B. Tommanud raadiuse OB, pikendatakse seda valjapoole punkti
B pikkuse BC = OB vorra. Toestada, et L AMC =3 L BMC.

18. Kaks sirget lahtuvad punktist M ja puutuvad ringjoont punktides
Aja B. Punktide 4 ja B vahel asetseval viiksemal kaarel on voetud mingi
punkt C ja labi selle on tommatud kolmas puutuja kuni I6ikumiseni M4 ja
MB-ga punktides D ja E. Toestada, et: 1) A MDE iimbermddt ja
2) nurk DOE ei olene punkti C asendist.

Juhis. Kolmnurga DME @imbermdot = MA + MB,

1 DOE =Y, ["AOB.
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19. On tommatud 16ikaja paralleelselt kahe vordse ringjoone keskjoo-
nega 00'; see Isikaja 15ikub ringjoonega O punktides 4 ja B ja ringjoo-
nega O' punktides 4’ ja B'. Tdestada, et 44’ = BB' = 00".

Konstrueerimisiilesandeid.

20. Jaotada antud kaar 4-ks, 8-ks, 16-ks . . . vérdseks osaks.

21. Uhe ja sama raadiusega kaarte summa ja vahe pé&hjal leida
need kaared.

22. Joonestada antud keskpunktist niisugune ringjcon, mis poolitaks
antud ringjoone.

23. Leida antud sirgel punkt, mis oleks koige lahemal antud ring-
joonele. :

24. Ringis on antud k36l. Témmata teine kosl, mida poolitaks esi-
mene ja mis moodustaks sellega antud nurga. (Kas iga antud nurga puhul
on tlesanne lahendatav?)

25. Labi antud punkti ringis tdmmata ko6l, mis poolituks antud punktis.

26. Joonestada ringjoon antud nurga haaral véetud punktist nii, et ta
Iikaks teisest haarast antud pikkusega k&slu.

27. Joonestada antud raadiusega ringjoon nii, et ta keskpunkt asetseks
antud nurga haaral ja I6ikaks teisest haarast antud pikkusega kaolu.

28. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud sirget
antud punktis.

29. Témmata puutuja antud ringjoonele paralleelselt antud sirgega.

30. Joonestada ringjoon, mis libiks antud punkti A ja puutuks antud
sirget antud punktis B.

31. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud nurga haaru, seejuures
tihte neist antud punktis.

32. Kahe paralleeli vahel on antud punkt; joonestada ringjoon, mis
labiks antud punkti ja puutuks antud sirgeid.

33. Tommata antud ringjoonele puutuja nii, et see moodustaks antud
sirgega antud nurga. (Mitu lahendust?)

34. Tommata punktist viljaspool ringi sellele ringile IGikaja nii, et
ringi sees olev I5ikaja osa vorduks antud 16iguga (uurida iilesannet).

35. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis labiks antud punkti ja
puutuks antud sirget.

36. Leida antud sirgel niisugune punkt, et sellest punktist antud ring-
joonele témmatud puutujad vérduksid antud ldiguga.
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37. Joonestada kolmnurk, kui on antud iiks nurk ja kaks korgust,
millest iiks on tdmmatud antud nurga tipust.

38. On antud kaks punkti. Témmata sirge nii, et antud punktidest
sellele tommatud ristldigud vérduksid antud 16ikudega.

39. Joonestada ringjoon, mis libiks antud punkti ja puutuks antud
ringjoont antud punktis.

40. Joonestada ringjoon, mis puutuks antud kahte paralleeli ja ring-
joont nende vahel.

41. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud ring-
joont ja labiks antud punkti (arutada libi kolm juhtu: antud punkt aset-
seb: 1) viljaspool ringi, 2) ringjeonel ja 3) ringi sees).

42. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis puutuks antud sirget
voi antud ringjoont.

43. Joonestada antud raadiusega ringjoon, mis l6ikaks antud nurga
haaradest antud pikkusega kédlud.

44. Joonestada ringjoon, mis puutub antud ringjoont antud punktis
ja antud sirget (kaks lahendust).

45. Joonestada ringjoon, mis puutub antud sirget antud punktls ja
antud ringjoont (kaks lahendust).

46. Joonestada ringjoon, mis puutub kahte antud ringjoont, seejuures
iihte neist antud punktis (arutada labi kolm juhtu: 1) otsitav ringjoon on
viljaspool antud ringjooni; 2) ks antud ringjoontest on antud ringi sees,
teine viljaspool; 3) mdlemad antud ringid on otsitava ringi sees).

47. Joonestada ringjoon, mis puutuks kolme antud ringjoont seesmi-
selt voi vilimiselt.

48. Joonestada antud sektorisse ringjoon, mis puutuks sektorit piira-
vaid raadiusi ja sektori kaart.

49. Joonestada antud ringisse kolm vdordset ringjoont, mis puutuksid
tiksteist paarikaupa ja antud ringjoont.

50. Témmata labi ringi sees antud punkti kddl nii, et selle 1dikude
vahe vorduks antud 16iguga.

Juhis. Joonestada libi antud punkti antud ringiga kontsentriline
ring. Selles ringis joonestada, alates antud punktist, antud pikkusega kdl.

51. Témmata Idikaja labi kahe ringjoone |ikepunkti nii, et selle osa
ringide sees vorduks antud pikkusega.

Juhis. Joonestada tidisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuusiks on
sirgldik, mis tthendab antud ringjoonte keskpunkte, ja kaatetiks 16ik, mis
vordub antud I6igu poolega jne.
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59. Tommata lsikaja viljaspool ringi asetsevast punktist nii, et IGikaja
seesmine osa vorduks vilimise osaga.

Juhis. Olgu O ringjoone keskpunkt, R — selle raadlus, A — antud
punkt. Joonestame A AOB, milles AB =R, OB = 2R. Kui C on 13igu
OB keskpunkt, siis sirge AC on otsitav.

53. Joonestada kaar, mis oleks liidetud sujuvalt (§ 116) antud sirgega
antud punktis ja mis ldbiks antud punkti.

54. Liita sujuvalt kaks mitteparalleelset sirget kaarega (3 116). Votame
kolm juhtu:

1) kui pole antud liitumispunkte ja kaare raadiust;

2) kui on antud ainult kaare raadius;

3) kui on antud tks liitumispunkt, kaare raadiust pole aga antud
(niisugusteks sirgete kaarega liitumise naideteks véivad olla raudteede
kainakud).

55. Joont, mida arhitektuuris nime-
tatakse ,kolme keskpunktiga koveraks”
(ehk ,pool-ovaaliks”) joonestatakse jarg-
miselt (joon. 154): sirgloik AB jaota-
takse punktides C' ja D kolmeks vord-
seks osaks ; nendest punktidest joones-
tatakse raadiusega CD kaared, mis 1Gi-
kuvad punktis I; tdmmatakse sirged IC
ja ID ning pikendatakse neid; joones-
tatakse punktidest C ja D kaared AE

Joon. 154. ja BF ning kaar EF keskpunktist 1.

Seletada, mispéarast kaared AE, EF ja

FB on liidetud. Kas need kaared on ka siis sujuvalt liidetud, kui AC =
= DB, aga AC ei vordu CD-ga?

V1. K66lhulknurgad ja puutujahulknurgad.

136. Definitsioonid. Kui hulknurga ABCDE kaik
tipud (joon. 155) on ringjoonel, siis Seldakse, et see hulknurk
on k&olhulknurk, voi deldakse, et ringjoon on hulknurgale

~ iimberjoonestatud ehk @mberringjooneks.

Kui aga mingi hulknurga (MNPQ, joon. 155) kaik kiiljed
on puutujad ringjoonele, siis Seldakse, et see hulknurk on
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puutujahulknurk, véi 6eldakse, et ringjoon on hulknurgale
sissejoonestatud ehk siseringjooneks.

137. Teoreemid. 1) Iga kolmnurga iimber saab joo-
nestada ainult iihe ringjoone.

2) Igasse kolmnurka saab joonestada ainult iihe ring-
Joone,

1. Iga kolmnurga tipud A4,
B ja C on kolm punkti, mis ei
asetse (ihel sirgel. Libi nende
punktide on aga alati voimalik
joonestada ringjoont ja seejuures
ainult tihte (§ 104).

2. Kui on voimalik niisugune
ringjoon, mis puutub kolmnurga
ABC iga kiilge (joon. 156), siis
peab selle ringjoone keskpunkt
asetsema vordsel  kaugusel
kolmnurga kiilgedest. - Toestame, et niisugune punkt on ole-
mas. Kiilgedest AB ja AC vérdsel kaugusel asetsevate
punktide geomeetriliseks kohaks on nurga A poolitaja AM
(§60) ; kiilgedest BA ja BC vordsel kaugusel asetsevate punk-
tide geomeetriliseks kohaks on nurga B poolitaja. Need kaks
poolitajat peavad ilmselt 16ikuma mingis punktis O kolmnurga
sees. See punkt ongi vordsel kaugusel kolmnurga kiilge-
dest, sest ta asetseb moélemal
geomeetrilisel kohal. Niisiis, et
joonestada kolmnurga sisering-
joont, tuleb kaks kolmnurga min-
git nurka poolitada ja poolitajate
I6ikepunkt votta keskpunktiks.
- K Raadiuseks on tiks ristlgikudest
¢ N @ 0P, 0Q v6i OR, mis on joones-

Joon. 156. tatud keskpunktist kolmnurga

Joon. 155.
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kiilgedele. Ringjoon puutub kiilgi punktides P, Q ja R, sest
nendes punktides on kiiljed risti raadiustega nende otspunk-
tides ringjoonel (§ 113). Teist siseringjoont ei saa olla, sest
kaks nurgapoolitajat 16ikuvad tihes punktis ja tihest punktist
saab tommata sirgele ainult iihe ristjoone.

Joon. 157.

Mirkus. Soovitame opilastele ise veenduda selles, et
kolmnurga timberringjoone keskpunkt on kolmnurga sees ainult
siis, kui see on teravnurkne; niirinurkses kolmnurgas on see
keskpunkt viljaspool kolmnurka ja tdisnurkses kolmnurgas on
ta hiipotenuusi keskpunktis. Siseringjoone keskpunkt on alati
kolmnurga sees. :

Jareldus. Punkt O (joon. 156), olles vordsel kaugu-
sel kiilgedest CA ja CB, peab asetsema nurga C poolitajal;
jarelikult kolmnurga kolme sisenurga poolitajad lotkuvad
iithes punktis.
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138. Kiilgejoonestatud ringjooned. Kiilgejoonestatud ring-
joonteks nimetatakse ringjooni (joon. 157), mis puutuvad
kolmnurga thte kiilge ja kahe teise kiilje pikendusi (nad
on viljaspool kolmnurka). Niisuguseid ringjooni on  kolm-
nurgal kolm. Selleks, et neid joonestada, tommatakse kolm-
nurga ABC vilisnurkade poolitajad ja nende loikepunkdid
voetakse ringjoonte keskpunktideks. Nii on nurga A sisse-
joonestatud ringjoone keskpunktiks punkt O, s. o. nur-
gaga A mittekorvuolevate vilisnurkade poolitajate BO ja CO
I6ikepunkt; selle ringjoone raadiuseks on punktist O kolm-
nurga mingile kiiljele tommatud ristl6ik.

139. Kumera kéolnelinurga omadus.

1) Kumeras koolnelinurgas on vastasnurkade summa
vordne sirgnurgaga.

2) Umberpoérdult: kui kumeras nelinurgas vastasnurkade
summa vordub sirgnurgaga, siis selle nelinurga iimber saab
Joonestada ringjoone.

1. Olgu ABCD (joon. 158) sissejoonestatud kumer neli-
nurk; tuleb toestada, et

ZBA4ZD=2dja LA+ 2C=2d

Kuna iga kumera nelinurga nelja nurga summa vérdub
4d-ga (§ 82), siis piisab toestusest, et tiks vordustest on dige.

Toestame, niiteks, et .~ B+ D = 2d.

Nurki B ja D kui piirdenurki m66davad: esimest — pool
kaarest ADC ; teist — pool kaarest ABC; jirelikult summat
- B+ 2D moédodab summa !/, ~ADC + '/, < ABC; see
summa aga vordub suurusega '/ (~ ADC + —ABC), s. o.
1/, ringjoonega; tihendab .

2B D=180" = .

2. Olgu ABCD (joon. 158) selline kumer nelinurk, mil-
les <B4+ .- D=2d ja jirelikult L4+ 2 C =2d. Tuleb
toestada, et selle nelinurga timber saab joonestada ringjoone.
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Joonestame nelinurgas labi mingi kolme tipu, niiteks 4,
B ja C ringjoone (mis on alati teostatav). Neljas tipp D
peab asetsema sellel ringjoonel, sest vastasel korral nurga 5
tipp on kas ringi sees véi viljaspool seda ja siis seda nurka
ei mooda pool kaarest ABC; seepérast summat / B + /D
ei moodaks kaarte ADC ja ABC poolsumma ja, tdhendab,
summa .~ B+ __ D ei vorduks 2d-ga, mis riigib vastu
eeldusele.

il

D

Joon. 158. Joon. 159.

Jareldused: 1) Kéigist roopkiilikuist saab ainult rist-
kiiliku iimber joonestada ringjoone.

*2) Trapetsi iimber saab joonestada ringjoone ainult siis,
kui trapets on vordhaarne.

140. Puutujanelinurga omadus. Puutujanelinurgas on
vastaskiilgede summad véordsed.

Olgu nelinurk ABCD (joon. 159) puutujanelinurk, s. o.
ta kiiljed puutuvad ringjoont; tuleb tdestada, et AB - CD=
= BC + AD.

Tahistame puutepunktid tihtedega M, N, P ja Q. Kuna
kaks tihest punktist ringjoonele tommatud puutujat on vord-
sed, siis AM = AQ, BM=BN, CN=CP ja DP= DQ.

126



Jarelikult :

AM+ MB—+ CP+ PD= AQ+ QD+ BN + NC,

S5 e
AB + CD= AD + BC.

VII. Neli tahtsat punkti kolmnurgas.

141. Me nigime, et:

1) Kolmnurga kiilgede keskristjooned loikuvad koik
ithes punktis (mis on tmberringi keskpunktiks).

2) Kolmnurga sisenurkade poolitajad loikuvad koik iihes
punktis (mis on siseringi keskpunktiks).

Jirgmised kaks teoreemi annavad veel kaks tihtsat punkti
kolmnurgas: 3) kolme korguse l6ikepunkti ja 4) kolme me-
diaani loikepunkti.

142, Teoreem. Kolmnurga korgused loikuvad - koik
lihes punktis.

Tombame kolm- G 5
nurgas ABC (joon. 160) D
libi iga tipu sirge, pa-

ralleese t  vastaskiil- A =%
jega. Saame abikolm-
nurga A4,B,C,, mille

kiilgedega on risti an- 5,
tud kolmnurga korgu-

sed. Kuna C,B=AC=

= BA, (kui roopkiiliku vastaskiiljed), siis punkt B on kiilje
A, C, keskpunkt
~ Samal viisil veendume selles, et C on A,B, keskpunkt ja
et Aon B,C, keskpunkt. Niisiis, antud kolmnurga kérgused
on abikolmnurga kiilgede keskristjooned; need aga, nagu
meie teame (§ 104), léikuvad tihes punktis.

8 A,

Joon. 160.
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Mirkus. Punkti, milles I6ikuvad kolmnurga kérgused,
nimetatakse ortotsentriks. :

143. Teoreem. Kolmnurga mediaanid l6ikuvad koik
ithes punktis; see punkt loikab iga mediaani Riiljest lihe
kolmandiku, vastavast kiiljest arvates.

Vé6tame kolmnurgas ABC (joonis 161) kaks mediaani,
niiteks AE ja BD, mis léikuvad punktis O, ja téestame, et

0D = ; BD ja OE =; AE.

Toestuseks poolitame OA ja OB punktides F ja G ning
ehitame nelinurga DEGF. Kuna l6ik
F@G iithendab kolmnurga ABO kahe
kiilje keskpunkte, siis FG || AB ja
FG='/, AB. Léik DE iihendab sa-
muti kolmnurga ABC kahe kiilje
keskpunkte; seepirast DE | AB ja

DE — é— AB. Siit jireldame, et
DE || FG ja DE = FG; jirelikult on

nelinurk. DEGF roopkilik (§ 89) ja
Joon. 161. seepirast OF = OE ja OG=O0D.
Siit jireldub, et

OE = AE ja OD= | BD.

Kui niitid votame kolmanda mediaani koos kas mediaaniga
AE voi mediaaniga BD, siis veendume samuti selles, et nende

I6ikepunkt 16ikab kummastki neist ;,

tes; tihendab, kolmas mediaan peab l6ikuma mediaanidega
AE ja BD samas punktis O.

Fiitisikast on teada, et kolmnurga mediaanide I6ikepunkt on
kolmnurga raskuskese; ta asetseb alati kolmnurga sees.

vastavast kiiljest arva-
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Harjutusi.

Leida geomeetrilised kohad:

1. Antud punktist A 1abi teise antud punkti B témmatud sirgetele
lastud ristldikude alustele.
2. Ringi sees voetud punkti labivate koslude keskpunktidele.

Toestada teoreemid.

3. Kui kaks ringjoont puutuvad, siis puutepunkti labiv mistahes [6i-
kaja 15ikab ringjoontest kaks vastasasetsevat kaart, mis sisaldavad tihe-
palju kraade. s

4. Kui kaks vordset kaolu loikuvad iihes ringis, siis nende vastavad
16igud on vordsed.

5. Kaks ringjoont 15ikuvad punktides A ja B; labi A on tdmmatud
lsikaja, millel on ringjoontega 15ikepunktid C ja D; tSestada, et nurk CBD
on jaiv suurus punkti A labiva iga 16ikaja puhul.

Juhis. Nurgad ACB ja ADB on jiivad suurused.

6. Kui kahe ringjoone puutepunktist on tommatud kaks I6ikajat ja
nende otspunktid on ihendatud kodludega, siis need koolud on paral-
leelsed.

7. Kui labi kahe ringjoone puutepunkti nende ringide sees tommata
|5ikaja, siis puutujad, mis on tdmmatud libi l5ikaja otspunktide, on paral-
leelsed.

8. Kui kolmnurga korguste alused ithendada sirgetega paarikaupa, siis
saadakse uus kolmnurk, milles esimese kolmnurga korgused on nurkade
poolitajaiks.

9, Vérdkiilgse kolmnurga timberringjoonel on véetud mingi punkt M ;
tdestada, et suurim l16ikudest MA, MB, MC vordub kahe iilejadnud 15igu
summaga.

10. Punktist P on tdmmatud ringjoonele kaks puutujat PA ja PB ja
labi punkti B diameeter BC. Téoestada, et sirged C4 ja OP on paralleelsed
(0 on ringjoone keskpunkt).

11. Labi tihe kahe ringjoone likepunktidest on témmatud mdlemas
ringis diameetrid. Toestada, et sirge, mis ithendab nende diameetrite ots-
punkte, labib ringjoonte teise likepunkti,

12. Diameeter AB ja k36l AC moodustavad 30°-se nurga. Labi C' on
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tommatud puutuja, mis 1dikab AB pikendust punktis D. Toestada, et
A ACD on vordhaarne. :

13. Kui kolmnurga timber joonestada ringjoon ja selle mistahes punk-
tist joonestada ristlgigud kolmnurga kiilgedele, siis nende ristlsikude alused
asetsevad ihel sirgel (Simpsoni sirge).

Juhis. Téestus pohineb piirdenurkade (§ 124) ja sissejoonestatud
nelinurga nurkade (§ 139) omadusil.

Konstrueerimisitlesandeid.

14. Leida antud sirgel punkt, millest antud sirgldik on nahtav antud
nurgas.

15. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tippnurk ja kérgus.

16. Témmata antud sektori kaarele niisugune puutuja, et selle osa, mis
asetseb raadiuste pikenduste vahel, vorduks antud 15iguga. (See iilesanne
taandada eelmisele.)

17. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tippnurk ja aluse
mediaan.

18. On antud suuruse ja asendi poolest kaks I5iku a ja b. Leida
niisugune punkt, millest 16ik a oleks nahtav antud nurgas « ja 16ik b
antud nurgas p.

19. Leida kolmnurgas punkt, millest kolmnurga kiiljed oleksid néhta-
vad vérdsetes nurkades.

Juhis. Arvestada seda, et igaitks mainitud nurkadest peab vor-

duma : d-ga.

20. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle tippnurk, korgus ja aluse
mediaan.

Juhis. Pikendada mediaani oma pikkuse vorra ja selle 1igu ots-
punkt tihendada aluse otspunktidega. Vaadelda tekkinud réopkilikut.

21. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, aluse lihisnurk, ja
nurk, mis on antud nurga tipust tdmmatud mediaani ja selle kiilje vahel,
millele mediaan on tdmmatud.

22, Joonestada roopkiilik, kui on antud selle kaks diagonaali ja
iiks nurk.

23. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle alus, tippnurk ja teiste
kiilgede summa v&i vahe.
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24. Joonestada nelinurk, kui on antud selle kaks diagonaali, kaks
korvuti asetsevat kiilge ja nurk kahe iilejaznud kiilje vahel.

25. On antud kolm punkti A, B ja C. Tommata libi A niisugune
sirge, et punktidest B ja C sellele sirgele joonestatud ristjoonte vaheline
kaugus vorduks antud 1Giguga.

26. Joonestada antud ringisse kolmnurk, millel oleks kaks vordset
nurka.

27. Joonestada antud ringi tmber kolmnurk, millel oleks kaks vord-
set nurka.

28. Joonestada kolmnurk, kui on antud tippnurk, korgus ja tmber-
ringi raadius.

29. Joonestada antud Tringisse kolmnurk, kui on antud kahe kiilje
summa ja nurk, mis asub neist tihe kilje vastas.

30. Joonestada antud ringisse nelinurk, millel on antud iks kilg ja
kaks nurka, mis pole antud kiilje lahisnurkadeks.

31. Joonestada antud rombisse ring.

32. Joonestada vordkiilgse kolmnurga sisse kolm ringi, mis puutuksid
paarikaupa iiksteist ja kolmnurga kahte kiilge.

33. Joonestada kodlnelinurk, kui on antud selle kolm kiilge ja tiks
diagonaal.

34, Joonestada romb, kui on antud selle kiilg ja siseringi raadius.

35. Joonestada antud ringi Gimber taisnurkne vérdhaarne kolmnurk.

36. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on teada selle alus ja sise-
ringi raadius.

37. Joonestada kolmnurk, kui on tezda selle kaks mediaani, mis on
tommatud aluse otspunktidest.

Juhis. Vt § 143,

38. Joonestada kolmnurk, kui on teada selle kolm mediaani.

Juhis. Vt § 143.

39. On antud ringjoon ja sellel punktid A, B ja C. Joonestada selle
ringjoone sisse niisugune kolmnurk, et selle nwkade poolitajad piken-
damisel liabiksid need kolm punkti.

40. Samasugune iilesanne nagu eelminegi, ainult nurgapoolitajate ase-
mele votta korgused.

41. On antud ringjoon ja sellel kolm punkti M, N ja P, milledes 16i-
kuvad (pikendamisel) sissejoonestatud kolmnurga thest tipust tdmmatud
korgus, nurgapoolitaja ja mediaan. Joonestada see kolmnurk.

42. On antud ringjoonel kaks punkti A4 ja B. Tommata neist punkti-
dest kaks paralleelset koolu, millede summa on antud.

O%
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Arvutusilesandeid.

43. Arvutada piirdenurk, mis toetub kaarele, mille pikkus on 112 ring-
joonest.

44, Ring on jaotatud kaheks segmendiks k&6luga, mis jaotab ringjoone
suhtes 5:7. Arvutada nurgad, mille mahutavad enesesse need segmendid.

45. Kaks koolu moodustavad Isikumisel nurga 36°15'32". Arvutada
kraadides, minutites ja sekundites kaks kaart selle nurga haarade ja haa-
rade pikenduste vahel, kui kaarte suhe on 3 : 2.

46. Nurk ihest punktist ringjoonele tdmmatud puutujate vahel on
25915’. Arvutada kaared, mis asetsevad puutepunktide vahel.

47, Arvutada nurk puutuja ja kddlu vahel, kui ksl jaotab ringjoone
kaheks osaks suhtes 3 : 7.

48. Kaks vordset ringjoont moodustavad [Gikumisel nurga z d; maa-
_rata kraadides vaiksem lGikepunktide vahel asetsev kaar. ;

Mirkus. Kahe Igikuva kaare nurgaks nimetatakse seda nurka, mille
moodustavad puutujad kaartele kaarte I6ikepunktis.

49. Labi diameetri iihe otspunkti on tommatud puutuja ja libi teise
otspunkti 16ikaja, mis puutujaga moodustab nurga 20°30°. Leida puutuja
. ja loikaja vahel asetseva viiksema kaare suurus.

132



Kolmas peatiikk

SARNASED KUJUNDID.

I. Suuruste mootmise maoiste.

144. Ulesanne 16igu modtmisest. Kahte 16iku varreldes
saime me senini méirata, kas nad on vordsed, ja kui mitte,
siis milline neist on suurem (§ 6). Meil tuli seda teha kolm-
nurga kiilgede ja nurkade vahel olevate seoste uurimisel (§46,
47), sirge ja murdjoone vordlemisel (§ 50, 51) ja monedel teistel
juhtudel (§ 53, 54, 55). Sidrane 16ikude vordlemine ei anna
aga tapset kujutlust iga 16igu suurusest.

Niiiid esitame iilesande piistitada tipne 16igu pikkuse
moiste ja leida viisid selle pikkuse viljendamiseks arvuga.

145. Uhismoot. Kahe sirgloigu thismooduks nime-
tame niisugust kolmandat 15iku, mida sisaldavad antud 15igud
tiisarv korda. Nii niiteks, kui 16tk AM (oon. 162) mahub
5 korda AB-sse ja 3 korda CD-sse, siis AM on AB ja CD
ithismd6t. Samuti saab riikida kahe iihesuguse raadiusega
kaare, kahe nurga ja iildse kahe samaliiki suuruse tihism&dust.

M a
A o ]

e i

Joon. 162. Joon. 163.
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Mirkus. On ilmne, et kui AM on léikude AB ja CD
tthismd6t, siis, olles jaotanud AM kaheks, kolmeks, neljaks jne.
osaks, me saame l6ikudele AB ja CD viiksemad tthism6odud.
Niisiis, kui kahel 16igul on mingi {ihismaét, siis voib celda,
et neil on l6pmata palju ihismoote. Uks neist on suurim
thismoét.

146. Teoreemid, millel p&hineb suu-

a rima ithismdddu leidmine. Selleks, et leida
.| kahe 16igu suurimat tthismo6tu, kasutatakse

b jirjestikuse paigutamise viisi, sarnaselt selle
E...:.] jirjestikuse jagamisega, millega leitakse arit-
Jon it meetikas kahe tdisarvu suurim thisjagaja.

See viis pohineb jirgmistel teoreemidel:

1) Kui kahest loigust (a ja b, joon. 163) vdiksem loik
mahub tiisarv korda ilma jidgita suuremasse loiku, siis on
see viiksem [oik antud loikude suurim iihismoot.

Mahtugu niiteks 16ik & tépselt 3 korda 16iku a; kuna siin-
juures 16ik & mahub iseenesesse muidugi 1 kord, siis on &
l6ikude @ ja b iithismoot; teiselt poolt on see moot aga ka
suurim, sest mitte tikski &-st suurem 16ik ei mahu b-sse tiis-
arv korda.

2) Kui kahest loigust viiksem loik (b, joon. 164) mahub
suuremasse (a) tiisarv korda mingi jidgiga (r), siis antud
loikude suurim iihismoot (kui see on olemas) peab olema
ka vdiksema loigu (b) ja jédgi (r) suurimaks iithismooduks.

Olgu niiteks
a=b-4+b+b-+r.
Sellest vordusest saame tuletada kaks jirgmist jireldust:
1) Kui on olemas 16ik, mis mahub jiigita b-sse ja r-isse,
siis ta mahub ka jadgita a-isse; kui niiteks mingi 16ik mahub
b-sse tipselt 5 korda ja r-isse tipselt 2 korda,siis mahub ta
A-sse jaagita 5+ 54542, s. 0. 17 korda.
2) Umberpdordult: kui on olemas 16ik, mis mahub jaigita
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a-sse ja b-sse, siis ta mahub ka jadgita r-isse; kui naiteks
mingi 16ik mahub a-sse tipselt 17 korda ja b-sse tdpselt 5
korda, siis sellesse @ osasse, mis vordub 3b-ga, mahub ta 15
korda; jarelikult: a lejainud osasse s. o. r-isse, mahub ta
17—15, s. 0. 2 korda.

Niisiis, kahel 15ikude paaril a ja b ning b ja r peavad
olema samad ithismoddud (kui nad on olemas); sellepdrast
peab neil olema ka sama suurim ithismoot.

Neile kahele teoreemile tuleb veel lisada jirgmine aksioom
mootmisest (Archimedese aksioom):

Kui suur ka suurem loik (a) ja kui viike ka véiksem
loik (b) ei oleks, me saame, paigutades véiksema loigu suu-
remasse 1, 2,3 jne. korda, et péirast mingit m-kordset paigu-
tamist jdiki pole véi on jiék, mis on viiksem vidiksemast I6i-
gust (b); teiste sonadega: alati on véimalik leida niisugune
kiillalt suur positiivne tdisarvm, et b - m<a,aga b - (m-1) >a.

147. Kahe 16igu suurima ithismd6du leidmine. Oletame,
et tuleb leida kahe antud 16igu AB ja CD (joon. 165) suurim
ihismdot.

Selleks paigutame sirkli abil viiksema I6igu suuremale 16i-
gule niipalju kordi, kuipalju see on véimalik. ~Seejuures voib

vastavalt ~ Archimedese X
aksioomile esineda iiks A=
kahest juhust: kas 1) CD F
Lk R L ettt )
mahub l6iku AB jddgita,
siis vastavalt teoreemile Saansie

1 on CD otsitav moot,
v5i 2) saadakse mingi jadk EB, mis on viiksem l6igust CD

(nagu meil joonisel); siis tuleb vastavalt teoreemile 2 leida
kahe viiksema 16igu, nimelt CD ja jéigi £B suurim {ithismoot.
Selleks, et seda leida, toimime nagu ennegi, s. 0. paigutame
loigu EB loigule CD niimitu korda, kuipalju on voimalik. Ja
jillegi voib esineda iiks kahest juhust: kas 1) E8 mahub l6iku
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CD jaagita, siis otsitav m66t on EB, voi 2) saadakse jaak FD,
mis on viiksem léigust EB (nagu meie joonisel); siis kiisimus
seisneb kahe viiksema 16igu, nimelt EB ja teise jaigi FD
suurima ithism66du leidmises.

Jatkates seda vGtet, v6ib meil esineda kaks juhtu:

1) parast moningat paigutamist me ei saa mingit jaiki voi
2) jirjestikuse paigutamise vottel pole 16ppu (eeldusel, et meie
oleme suutelised paigutama kuitahes viikesi 16ike, mis muidugi
on véimalik ainult teoreetiliselt).

Esimesel juhul on viimane jiik antud l6ikude suurim
ithismo6t.  Selleks, et hélpsam oleks arvutada, mitu korda
mahub saadud suurim thism66t antud I6ikudesse, kirjutame
rea vordusi, mis saadakse xga paigutamise tulemusena. Vasta-
valt joonisele saame:

pdrast esimest paigutamist . . . AB=3CD+ EB;
,  teist I . . . CD=92EB-+ FD;
= kolmandat ™ ;BRI SORBRE A D),

Minnes tile alumisest vordusest tilemisele, leiame jirjest:
EB=4FD; CD=(4FD).2+4FD=9FD -
AB = (9FD) - 3 - 4 FD — 31FD,

Samal viisil leiame kahe sama raadiusega kaare, kahe nurga
jne. suurima ithisméédu.

Teisel juhul ei ole antud 16ikudel ihisméstu. Ft seda
kindlaks teha, oletame, et antud l6ikudel AB ja CD on mingi
tthism66t. See moo6t peab, nagu nigime, mahtuma tiisarv
korda mitte ainult l6ikudesse AB ja CD, vaid ka jaigisse EB,
jarelikult ka teisesse jidgisse FD, kolmandasse, neljandasse jii-
gisse jne. Kuna jidgid jirjest vihenevad, siis igasse jirgnevasse
jddgisse peab (ihism66t mahtuma vihem arv korda kui eel-
misesse. Kui niditeks 16iku EB mahub iihism6ét 100 korda
(ildiselt m korda), siis 16iku D mahub ta vihem kui 100
korda (tihendab, mitte rohkem kui 99 korda); jirgmisesse
jadgisse ta mahub vihem kui 99 korda (tihendab, mitte roh-
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kem kui 98 korda) jne. Kuna aga positiivsete vihenevate
taisarvude 100, 99, 98 ... Cildiselt m, m—1, m—2,...) real on
l6pp (kui suur arv m ka ei oleks), siis peab ka jirjestikuse
paigutamise votte kiillaldasel jitkamisel olema 16pp (s. 0. meie
jouame nii kaugele, et jaaki enam pole). Téhendab, kui
jarjestikusel paigutamisel 16ppu ei ole, siis ka antud loikudel
ei ole tthismootu.
: 148. Uhism6oduga ja ithismodduta 16igud. Kahte sirg-
l6iku nimetame tthismdoduga 16ikudeks, kui neil ithismoot on
olemas ja iithismd6duta 16ikudeks, kui ithismoot neil puudub.
Tegelikus elus puudub véimalus veenduda ihism6dduta
16ikude olemasolus, sest jitkates jarjestikku paigutamist, me
ikkagi saame l6puks niisuguse vaikese jaégi, mis niiliselt mahub
tiisarv korda eelmisesse jiiki. Voib-olla, et ka siin peaks
tekkima moni jaik, aga riistade (sirkli) ebatipsuse ja meie
meeleorganite (silma) ebatiiuslikkuse tottu pole meil voima-
lik seda kindlaks teha. Et siiski tthismééduta 16ike on olemas,
ndeme jargmisest toestusest.
149. Teoreem. Ruudu diagonaal ja kiilg on iihismoodula.
Kuna diagonaal jagab ruudu kaheks vordhaarseks kolm-
nurgaks, siis vGib teoreemi sonastada ka teisiti: vordhaarse
tiisnurkse kolmnurga hiipote-
nuus ja kaatet on ithisméoduta.
Eelkoige toestame niisuguse .
kolmnurga jirgmise omaduse: kui
hiipotenuusile (joon. 166) paigu-
tame 16igu AD, mis on vordne , / N
kaatetiga, ja tdmbame DE | AC,
siis tekkinud tiisnurkne kolm-
nurk DEC on vordhaarne ja
kaateti BC 16ik BE osutub vord-
seks hiipotenuusi loiguga CD.
Et veenduda selles, todmbame Joon. 166.

B
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sirge BD ja vaatleme kolmnurkade DEC ja BED nurki. Kuna
kolmnurk ABC on vérdhaarne ja tdisnurkne, siis -~ 7=_24 ja,
jarelikult, Z7=45°; seepirast on ka nurk 2 tdisnurkses
kolmnurgas DEC vérdne 45°-ga ja seega on kolmnurgal DEC
kaks vordset nurka, seepirast on ka kiiljed DC ja DE vérdsed.

Kolmnurgas BDE vordub nurk 3 tiisnurga ja nurga ABD
vahega ja nurk 5 vordub tiisnurga ADE ja nurga ADB va-
hega. Nurgad ADB ja ABD on aga vérdsed (sest AB=AD);
tihendab .~8=_<5.. Siis on aga. kolmnurk DBE vérdhaarne
ja seepdrast BE=ED—=DC.

Olles seda dra mirkinud, asume leidma l6ikude ABja AC
tthism66tu. Kuna AC>AB ja AC<AB+ BC,s. 0. AC<24B,
siis kaatetit AB véib paigutada hiipotenuusile AC ainult
ks kord mingi jiigiga DC. Niid on vaja seda jiiki paigu-
tada AB-le v6i BC-le. Loik BE vordub aga tdestatu pohjal
DC-ga. Tidhendab, DC on vaja paigutada veel EC-le. EC on
aga vordhaarse kolmnurga DEC hiipotenuus. Jirelikult' tihis-
mo66du leidmine viiakse tile vordhaarse tiisnurkse kolmnurga
DEC kaateti DC paigutamisele sama kolmnurga hiipotenuusile
EC. See paigutamine omakorda viiakse iile uue viiksema
vordhaarse tdisnurkse kolmnurga kaateti paigutamisele kolm-
nurga hiipotenuusile jne., ilmselt 16putult. Kuna aga see toi-
ming on I6putu, siis 16ikudel AC ja AB puudub iihismaét.

150. Léikude mdotmise mdiste. Selleks, et saada selget
kujutlust antud 16igu pikkusest, vérreldakse teda teise, meile
juba tuntud I6igu pikkusega, niiteks meetriga (seda tuntud
16iku, millega vorreldakse teisi 16ike, nimetatakse pikkusiihi-
kuks). Mo6a6tmisel véib esineda kaks erinevat juhtu: modode-
tav 16ik ja iihik on tihism66duga vai tihisméoduta.

1) Méota loiku, millel iihikuga on iihismoot, tihendab
leida, mitu korda mahub antud loigusse iihik voi selle mingi
osa.

Oletame, et tuleb moota mingi 16ik a (joon. 167) iihiku
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b-ga, millel on a-ga iihism66t. Siis leitakse nende (thismoot
ja tehakse kindlaks, mitu korda see iihism66t mahub b-sse
ja a-sse. Kui tthism6oduks osutub i6ik & ise, siis m&otmise
tulemuseks on tdisarv. Nii niiteks, kui 16ik & mahub l5iku
a kolm korda, siis oeldakse, et 16igu :
a pikkus vordub kolme ihikuga. Kui [ e B
aga tthism6oduks on 16igu b mingi osa, .

siis mo6tmise tulemuseks on murd- L]

arv. Nii niiteks, kui tthism66duks on Tabti 6%

:l{ b ja see osa mahub 16iku a tiheksa
korda (nagu kujutatud joonisel 167), siis deldakse, et l6igu a
pikkus vordub Z- tihikuga.

Mé66tmisel saadud arvu nimetatakse méddetava suuruse
modtarvuks. Tiis- ja murdarvusid nimetatakse ratsionaal-
arvudeks.

Kui aga antud 16igul @ pole tihismootu thikuga b, siis
mooGtmist toimetatakse kaudselt; 16igu a asemel moddetakse
kahte 16iku, milledel on ithism&6t tihikuga ja milledest
iiks on viiksem, teine aga suurem l6igust a ja mis erinevad 16igust
a mistahes viikese arvu vorra. Selleks, et leida need l6igud,
toimitakse nii: oletame, et soovime leida iithismooduga 16igud,
mis erineksid 16igust a vihem kui the kiimnendiku vérra
ithikust &. Jagame iihiku & kiimneks vordseks osaks (joon.
168) ja paigutame tihe niisuguse osa l6igusse a niimitu korda,

;L?% ety v-a 9 vb -+
{-—~—a__———-]
b= ‘a,

Joon. 168.

kui voimalik. Oletame, et see toimub 13 korda mingi jadgiga,

s . : M T
mis on viiksem kui 5.0 Saame l6igu a,, millel on iihism6ot
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tihikuga ja mis on viiksem kui a. Lisanud sellele veel 11—0 b,
saame teise 16igu a,, millel on ka iihisméost tthikuga ja mis
on suurem kui a ja mis erineb Idigust a vihem kui ihe
kiimnendiku iihiku vérra. Laikude a, ja a, pikkused viljen-
duvad arvudega i% ja ;g. Neile arvudele me vaatame kui 16igu
a pikkuse ligikaudsetele viirtustele: esimene puudusega,
teine lilaga. Kuna 16ik a erineb I5ikudest a, ja a, vihem kui
1% iihiku vorra, siis deldakse, et kumbki neist arvudest vil-
jendab 16igu a pikkust tipsusega kuni »{1

Uldse, et leida 16igu a pikkuse ligikaudsed viirtused tipsu-
sega kuni :1 thikut, thik & jagatakse n vordseks osaks ja
tehakse kindlaks, mitu korda fjhik:T mahub b&-sse; kui see osa

mahub 16iku @ m korda mingi jasgiga; mis on viiksem ’12 B-st,
siis arvud ;n ja m-:ll on 16igu a pikkuse ligikaudsed viirtused

tapsusega kuni ., thikut, esimene puudusega, teine liiaga.

Tuleb mirkida, et niisugusel viisil saab leida ligikaud-
seid viirtusi ka sel korral, kui mosdetaval 16igul @ on iihis-
mo66t thikuga &; vahe seisneb ainult selles, et siin voime, kui
soovime, leida ka tdpse viirtuse, kuna aga juhul, kui moade-
taval 16igul pole thisméstu tihikuga, ei saa me tipset tulemust
ainult ratsionaalarvudega viljendada.

Et saada seda arvu, mis viljendab tapselt 16igu a pikkust,
kui ta on pikkusiihikuga tthismgoduta, toimitakse jirgmiselt.

Arvutatakse jirjest 16igu a pikkuse ligikaudne vairtus
tapsusega kuni 0,1 puudusega, siis tipsusega kuni 0,01 puudu-
sega, siis edasi tipsusega kuni 0,001 puudusega ja jitkatakse
seda toimingut piiramatult, suurendades iga kord tdpsust 10
korda. Sellisel toimingul saadakse jarjestikused kiimnendmurrud,
algul ainult ithe kiimnendkohaga, siis kahe, kolme ja edasi tiha
enam kimnendkohtadega. Kirjeldatud toimingu piiramatul
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jatkamisel saadakse 15ppematu mitteperioodiline kiimnendmurd.
(See murd ei saa olla perioodiline, sest siis saab murdu muuta
harilikuks murruks ja 16igul a oleks ithismoot pikkustihikuga.)

Algebrast on teada, et iga I6ppematu mitteperioodiline
kitmnendmurd madrab mingit irratsionaalarvu. Niisugused
arvud saame niiteks ruutjuure leidmisel, kui arvust pole vé6i-
malik leida tipset juurt. Nii )/ 2 on irratsionaalarv, mis
kujutab endast l5ppematut kiimnendmurdu’:

Vo 4143 L.

Seega on loppematu kimnendmurd, mis saadakse l6igu a
ligikaudsel m&6tmisel, kui 16ik on tthikuga t(ithism66duta,
mingi irratsionaalne arv. Sellele arvule vaadataksegi kui 16igu
a pikkuse tipsele maotarvule.

Mirkus: Sama irratsionaalarvu voib saada, kui arvutada
jarjest 16igu a pikkuse ligikaudseid védrtusi tipsusega kuni
0,1; 0,01; 0,001; . . ., kuid mitte puudusega, vaid liiaga. Toe-
poolest, kaks ligikaudset védrtust, mis on voetud iithesuguse
tipsusega, iiks puudusega, teine lilaga, erinevad teineteisest
ainult viimase kiimnendkohaga. Tipsusastme jirjestikusel
t5stmisel see viimane kiimnendkoht nihkub komast paremal
itha kaugemale, thiste kiimnendkohtade arv tha suureneb.
Toimingu piiramatul jitkamisel saadakse seega sama l6ppematu
kiimnendmurd, s. t. sama irratsionaalary.

Loppematu kiimnendmurru tipne vddrtus on suurem selle
igast ligikaudsest vddrtusest puudusega ja viiksem selle igast

ligikaudsest vairtusest liiaga.
151. Loppematud kimnendmurrud. Loppematute kiimnendmurdude
kasutamisele votmine algebras toimub jirgmiste definitsioonide pdohijal.
Loppematut kiimnendmurdu nimetatakse reaalarvuks.

! Muidugi pole véimalik l6ppematut kiimnendmurdu kirjutada, sest
selle kiimnendkohtade arv on Iopmatu. Hoolimata sellest, loetakse
murd tuntuks, kui on teada viis, mille abil voib leida murru kiimnend-
kohtade mistahes arvu.
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Kaks loppematut kiimnendmurdu on vérdsed, kui nende wvastavatel
kohtadel seisvad kiimnendméirgid on vordsed.

Kahest mittevordsest loppematust kiimnendmurrust loetakse suure-
maks reaalarpuks seda murdu, milles esimene vastavatel kohtadel seis-
vatest mittevordselest kiimnendmdérkidest on suurem arv.

Kui 16ppematus kiimnendmurrus koik kiimnendmirgid mingist kohast
alates vorduvad nulliga, siis murd vordub selle 16piiku kiamnendmurruga,
mis saadakse antud murrust kdikide nende nullide kustutamisel, mis seisa-
vad paremal pool viimast numbrit. Nii vordub I6ppematu kiimnendmurd
78530078000 . . . 16pliku murruga 7,8530078. Lé&ppematut perioodilist
murdu perioodiga 9 saab alati asendada 16pliku kimnendmurruga, mis
saadakse antud murrust, kui selle viimasele iiheksast erinevale numbrile
juurde lisada tks ja ara jatta kéik jargnevad iiheksad. Nii saab murdu
3,72999 . . . asendada 16pliku murruga 3,73.

152. Loppematu kiimnendmurru ligikaudsed véirtused.
Kui 16ppematus kiimnendmurrus vétta ainult n kohta, siis saadakse
16plik murd, mida nimetatakse lGppematu kiimnendmurru ligikaudseks

1
véddrtuseks tapsusega kuni W puudusega. Kui antud murrus aga suu-

1
rendada viimast kiimnéhdkohta ihe thiku vérra, s. t. murrule lisada Ton’

siis saadakse uus I6plik murd, mida nimetatakse lppematu kiimnendmurru
ligikaudseks viirtuseks sama tipsusega, kuid liiaga. Olgu n kiimnend-

kohaga reaalarvu a ligikaudne viirtus puudusega a, ja lilaga al , siis

1 n
a, =a,+ b Reaalarvude mittevordsuse definitsioonist jireldub, et

reaalarv on suurem igast tema puudusega ligikaudsest vaartusest ja viiksem
igast lilaga ligikaudsest vaartusest. Olgu niiteks antud reaalarv 1,414 . . .,
mis mairab ]/2. Selle ligikaudne vairtus puudusega tapsusega kuni 0,01
on 1,41, liiaga aga 1,42, sest

1,41 = 1,41000 . . .

1,42 = 1,42000 . . .

Reaalarvude mittevordsuse definitsiooni pohjal saame:
1,41000 . . . < 1,414 . .. <1,42000 . . . ehk
141 < Y2 <14
153. Tehted reaalarvudega. Liitmine. Olgu antud kaks reaalarvu « ja 8.

Vétame nende ligikaudsed vairtused n kiimnendkohaga (n on mistahes arv),
enne puudusega, siis lilaga. Arvude « ja g ligikaudsed vairtused puudu-
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sega tahistame vastavalt ¢, ja 8, ligikaudsed vairtused lilaga aga «', ja
B BeeTanires

1

it ! Eoubayys L
a+10n"9""’°)" 107 %
Koostame niitid summad g 2B B gaian o SR
Kumbki neist on kiimnendmurd n kiimnendkohaga.
Olgu esimene summa 7, ja teine y', :
o, BBy ey st Mg
Liites liikmeti-vordused (1), saame:
£
¢p + Bn = oy + #n ThRR
10
2
ehky', =y, + 75 . See vordus naitab, et ', saadakse murrust y,

10V
kahe iihelise lisamisega tema viimasele kiimnendkohale. Niitid hakkame
suurendama n-i. Niisugusel juhul murd y, annab I5ppematu kiimnend-
murru, mille tihistame y-ga. See murd vaib olla kas perioodiline v&i mitte-
perioodiline. - Oletame, et murd y on mitteperioodiline. Niisugusel korral
peab tal olema I5pmatu hulk 9-st erinevaid kiimnendkohti. Sel juhul peab

murru y 9-st erinevate kiimnendkohtade arv suurenema arvu n suurene-

: RV 2 ; = i
misega. Kuna murru 7, litmine = -gaei avalda méju nendele kiimnend-
10

kohtadele, mis seisavad vasakul kahest viimasest 9-st erinevast kiimnend-
kohast, siis thiste kimnendkohtade arv murdudes y, ja 7', suureneb

piiramatult arvu n suurenemisega. Jarelikult, murd y’, annab sama IGppe-
matu kimnendmurru, kui murd y, -gi. Seejuures jireldub eelmisest, et

mistahes n puhul
Ya S 9SO )
Niiiid oletame, et murd y on perioodiline. Sel juhul kujutab ta endast
ratsionaalarvu. See ary, nagu pole raske aru saada, rahuldab samuti

vorratusi (2).
Definitsioon. Reaalarvu y, mis rahuldab vorratusi (2), nimeta-

takse reaalarvude « ja [ summaks:
y ==
154, Teised tehted reaalarvudega. Analoogiliselt saab defineerida kahe
reaalarvu vahet, nende korrutist ja jagatist. Nende tehete iiksikasjalisem
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uurimine nditab, et niisuguselt defineeritud reaalarvude summa ja korrutis
alluvad tehete nendele seadustele, mis on kehtivad ratsionaalarvude kohta:
liitmine allub vahetuvuse ja thenduvuse seadusele :

etp=p+e @+p8) +y=c+ B+,
korrutamine aga vahetuvuse, ithenduvuse ja jaotuvuse ‘seadusele :
aB = Be, (af)y = a(By), (a+ ) y=ay+By.

Neil juhtudel, kui [6ppematud kiimnendmurrud on perioodilised, viivad
eespool defineeritud tehted nendega, nagu seda on kerge niidata, sama-
dele tulemustele, kui tehted harilikkude murdudegagi, mis saadakse pe-
rioodiliste murdude muutmisel.

Seega, ratsionaalaryud on ainult reaalarvude tiheks eriliigiks.

155. Kahe 16igu suhe. Arvu, mis saadakse 16igu a mo6t-
mise tulemusena, nimetatakse 16igu 2 méotarvuks. Kui 16igul a
on tthism66t mootithikuga, siis tema maatary on ratsionaalary. Kui
tal aga pole tihismootu mostithikuga, siis ta mé6tary on irrat-
sionaalarv, mis on kujutatav I6ppematu mitteperioodilise murruna,

Edaspidi moistame 16igu pikkuse all selle m&dtarvu
médratud moGtihiku puhul. Kahe 16igu suhte all méistame
nende moétarvude suhet.

Kahe 16igu suhe ei saltu sellest, kuidas on valitud maétithik.
Téepoolest, kui niiteks valitud méé6tithiku asemele vétame teise,
kolm korda viiksema méétiihiky, siis igasse 16iku mahub uus
mo6tihik kolm korda rohkem kordi, kui endine méétiihik.
Murrus, mis viljendab 16ikude suhet, suurenevad lugeja ja
nimetaja kolm korda. Murru viirtus sel juhul aga ei muutu.
Kui antud 16igud on tthismé6duga, siis nende suhte arvutamisel
on hélpus vétta mé6duks nende ihismoot.  Niisugusel juhul
ilmneb kohe, et kahe tthism66duga 16igu suhe on nende ar-
vude suhe, mis niitavad, mitu korda Isikude thisma6t mahub
kummassegi neist 15ikudest.

II. Kolmnurkade sarnasus.

156. Eelmdisted. Meid twmbritsevas elus kohtame tihti
kujundeid, milledel on iihesugune kuju, mésted aga erinevad.
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Sellised on niditeks sama isiku fotod, milledel on eri suurus
voi jille hoone voi linna plaanid, mis on valmistatud
mitmes eri mddtkavas. Niisuguseid kujundeid nimetatakse
sarnasteks. Loikude pikkuse modtmise oskus lubab tipselt
médrata kujundite geomeetrilise sarnasuse méistet ja anda
viise, kuidas muuta kujundi suurust ilma tema kuju muutmata.
Kujundi méddete muutmist ilma kuju muutmata nimetatakse
antud kujundi sarnasusteisenduseks. Kujundite sarnasuse uuri-
mist algame lihtsamast juhust, nimelt kolmnurkade sarnasusest.

157. Vastavad kiiljed. Selles peatiikis vaadeldakse kolm-
nurki, milledel nurgad on vastavalt vordsed. Kokkuleppel
nimetame sellistel juhtudel ,vastavateks” kiilgedeks kolmnur-
kade neid kiilgi,"mis asetsevad vastavalt vordsete nurkade
vahel (need kiiljed on ka vastavalt vordsete nurkade vastas).

158. Definitsioon. Kaks kolmnurka on sarnased, kui
1) iihe kolmnurga nurgad on vastavalt vordsed teise kolm-
nurga nurkadega ja 2) iihe kolmnurga kiiljed on vérdelised
teise kolmnurga vastavate Riilgedega. :

Ft niisuguseid kolmnurki on olemas, niitab jirgmine teoreem.

159. Teoreem. Sirge (DE, joon. 169), mis on paralleelne
kolmnurga (ABC) mingi kiiljega (AC), 16ikab selle kolmnurga
kiiljest kolmnurga (DBE), mis on
sarnane antud kolmnurgaga. Olgu
kolmnurgas ABC sirge DE paral-
leelne kiiljega AC. Tuleb tdestada,
et kolmnurk DBE on sarnane
kolmnurgaga ABC.

Meil tuleb tdestada esiteks nur-
kade vordsus ja teiseks kolmnur-
kade ABC ja DBE  vastavate
kiilgede vordelisus. A

1. Kolmnurkade nurgad on vas-
tavalt vordsed, sest nurk B on neil Joon. 169.

ANEERNTN TN
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tihine, aga =D = __A ja —E = _-C kui vastavad nurgad
paralleelide DE ja AC ja l6ikajate AB ja CB juures.

2. Natd téestame, et /\ DBE kiiljed on vordehsed NABC
vastavate kiilgedega, s. t., et

BD _ BE _ DE
BA BC AC

Toestuseks vaatleme eraldi kahte jirgmist juhtu.

1) Kilgedel AB ja DB on tthism66t. Jaotame AB
osadeks, mis on vordsed AB ja DB iihismé6duga. Siis DB
jaotub osadeks, millede arv on tdisarv. Olgu neid kiiljes DB
m ja kiilies AB n. Libi jaotuspunktide témbame iihe rea
paralleele BC-ga. Niiiid jaotuvad BE ja BC, vérdseteks osa-
deks (§ 95), milliseid kiilijes BE on m ja kiilies BC n. Tipselt
samuti jaotub ‘DE m vordseks osaks ja AC n vérdseks
osaks, kusjuures DE ja AC osad on vérdsed (kui rodpkiili-
kute vastaskiiljed). Niiid on ilmne, et

BD. . m BE:_ m DE.m
DA A B R AT 8
Jarelikult .
BD _ BE _ DE
| R T
2) Kitljed AB ja DB on
tiithismodduta (joon. 170).
B A BB
Ba 2 o lig-
kaudsed vidartused, algul tipsusega

Leiame suhete

kuni 11(-), siis kuni 1_37)- ja suuren-
dame”tépsust jirjest edasi 10 korda.
Selleks jaotame kiilije AB algul
kiimneks osaks ja libi jaotuspunk-

€ tide to6mbame paralleelid AC-le.
Joon. 170, Siis jaotub kiillg BC samuti
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kiimneks osaks. Oletame, et -1 kﬁljest AB mahub BD -sse m
korda, siinjuures tekkmud ]aak on viiksem 1. AB st. Siis, nagu

niha joonisest 170, - kiiljest BC mahub BE sse samuti m

’10

korda ja tekkinud jiik on viiksem TOBC -st. Jarelikult saame
tipsusega kuni 1i0’
Bt c Bl m
BA 1o BG T 100
Edasi jaotame AB sajaks vordseks osaks ja oletame, et %}
killjest AB mahub BD-sse m, korda. Témmates jalle libi

jaotuspunktide paralleelid AC- le veendume selles, et — 100 BC

mahub BE-sse samuti m, korda. Seepirast saame tédpsusega
1

kuni o0
BB ity 0 BE S my
BA 100 J® BCc ~ 100
Suurendades edasi tdpsuse jirku 10, 100... korda, veen-

BBl d e i
dume selles, et suhete Ba 1® Bo ligikaudsed viirtused, mis

on arvutatud mistahes, kuid tihesuuruse tipsusega, on vord-
sed. Jirelikult, nende suhete tipsed viirtused viljenduvad iihe
ja sama loppematu kiimnendmurruga; tahendab
BD _ BE
BA BC
Tipselt samuti, tdmmates libi kiilie AB jaotuspunktide
paralleelid kiiljele BC, leiame, et '
BD _ DE
BA AC
160. Mirkused: 1. Toestatud suhted moodustavad
kolm jargmist vorret:
BD 5Bk . BD _“DEXBE . -DE

BA "“BC’ BA T ACEBC: A€
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Paigutades nendes vorretes siseliikmed timber, saame:
BD _ BA, BD _ BA. BE _ BC
BE . BC' DE . AC. DEST AC.
Seega, kui kolmnurkade kiiljed on vérdelised, siis iihe
kolmnurga mistahes kahe kiilje suhe vérdub fteise kolm-
- nurga vastavate kiilgede suhtega.

2. Kujundite sarnasust viljendatakse ménikord siimboliga ..

Kolmnurkade sarnasuse kolm tunnust.

161. Teoreemid. Kui kahes kolmnurgas:

1) dhe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kahe nurgaga voi

2) iihe kolmnurga kaks_kiilge on vérdelised teise kolm-
nurga kahe kiiljega ja nurgad nende kiilgede vahel on vérd-
sed voi

3) iithe kolmnurga kolm kiilge on vérdelised teise kolm-
nurga kolme kiiljega,

siis niisugused kolmnurgad on sarnased.

1. Olgu ABC ja A,B,C, (joon. 171) niisugused kolm-
nurgad, milledes /4 = <A, /B = /B, ja jirelikult
o S

A C AL 1>\C

Joon. 171.

Tuleb téestada, et need kolmnurgad on sarnased. Paigu-
tame 16igule AB 16igu BD, mis on vérdne 16iguga A B, ja
tombame DE || AC. Siis saame abikolmnurga DBE, mis on
toestatud teoreemi pohjal sarnane A ABC-ga. Teiselt poolt
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AN DBE = A ABy Cy, sest neis: BD = A,B, (konstruktsiooni
pohjal), =B = __B; (eelduse péhjal) ja =D = _<A, (sest
LD=_Aja £ A=_A;). On aga ilmne, et kui kahest
vordsest kolmnurgast tiks on sarnane kolmandaga, siis peab
ka teine kolmnurk sarnane olema kolmandaga; jirelikult:

A AB.C, A ~ ABC.

2. Olgu kolmnurkades ABC ja A,B,C, antud (joon. 172)
ol I (1)
Ay By B,Cy *

Tuleb téestada, et need kolmnurgad on sarnased.

Paigutame uuesti 16igule AB l6igu BD, mis on vérdne 15i-
guga A,B, ja tombame DE|| AC. Saame abikolmnurga
BDE, mis on sarnane /A ABC-ga. Téestame, et ta vordub
A AB,C,-ga. Kolmnurkade A4BC ja DBE sarnasusest
jareldub, et

AB _ BC
DB BE (2)

Vorreldes seda vorret
antud vérdega (1), tihel-
dame, et vorrete esimesed
suhted on vérdsed (DB =
A,B, konstruktsiooni poh-
jal); jarelikult on ka vorrete Joon. 172.
teised suhted vordsed, seega

8
BC _ BC
B.C, B , B,
Kuiaga vorde eesliikmed
on vordsed, siis peavad vord- y, E :
sed olema ka véorde taga- 4 c A c

litkmed, tihendab
B € == ~ Joon. 173.
Niitid nieme, et kolm-
nurkades DBE ja A,B,C, on iiks paar vérdseid nurki
(B = _ZB,), mis asetsevad vastavalt vordsete kiilgede

LB:_/Bl ja
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vahel; tihendab, need Kolmnurgad on vérdsed. A DBE on
aga sarnane A ABC-ga, seepirast on ka A A,B,C, sarnane

A ABC-ga.
3. Olgu kolmnurkades ABC ja A,B,C, (joon.173) antud:
4B s BO 5 AR &
A1 B, B, C4 4, Cy

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased.

Teinud sama konstruktsiooni nagu eelmistelgi juhtudel,
niitame, et ADBE = A A,B,C,. Kolmnurkade ABC ja
DBE' sarnasusest jareldub, et

AR i BO= - GAC,
D BE, . DE (2)

Vérreldes seda suhete rida antud reaga (1), tiheldame, et
nendes ridades esimesed suhted on vérdsed, jirelikult on ka
tlejainud suhted vordsed; seepirast

BC. . ."BO
ByC; BE'

millest
B,C, = BE;

samuti
AP TEG
R T 1y o

millest
A101 = DE.

Niid nieme, et kolmnurkades DBE ja A,B,C, on kolm
paari vastavalt vordseid kiilgi; tahendab, need kolmnurgad on
vordsed. Uks neist, nimelt A DBE, ‘on sarnane A ABC-ga;
jarelikult peab ka teine A A,B,C, olema sarnane A ABC-ga.

162. Markused tSestusviisi kohta. On kasulik juhtida
tihelepanu sellele, et toestusviis, mida kasutasime kolme eel-
mise teoreemi tGestamisel, on tiks ja seesama, nimelt: paigutanud
suurema kolmnurga kiiljele 16igu, mis vordub viiksema kolm-
nurga vastava kiiljega, ja tommates paralleeli teisele kiiljele,
saame abikolmnurga, mis on sarnane suurema kolmnurgaga.
Pirast seda tGestame teoreemi eelduse ja sarnaste kolmnurkade
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omaduste .péhjal, et abikolmnurk on vérdne viiksema kolm-
nurgaga ja 16puks teeme jirelduse antud kolmnurkade sarnasuse
kohta.

Tiisnurksete kolmnurkade sarnasuse tunnused.

163. Kaks tunnust, mis ei ndua eri toestust. Kuna téis-
nurgad on alati vordsed, siis kolmnurkade tGestatud sarnasuse
tunnuste pohjal voime viita, et kui kahes tidisnurkses kolm-
nurgas: :

1) iihe kolmnurga teravnurk vordub teise kolmnurga
feravnurgaga voi

2) iihe kolmnurga kaatetid on vordelised teise kolmnurga
kaatetitega,

siis niisugused kolmnurgad on sarnased.

164. Tunnus, mis nduab eri tdestust.

Teoreem. Kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on
vordelised teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaaletliga, siis
kolmnurgad on sarnased.

Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka Goon. 174), milledes
nurgad B ja B, on tiisnurgad ja

AB _ AC ! (1)
AB;~ AiCy’
(4
E Ac'
A 3 B A, 8,
Joon. 174.

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on sarnased.
Toestuseks kasutame sama viisi, mida rakendasime varem.
Paigutame loigule 4B l6igu BD = A,B, ja témbame DE | AC.
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Saame abikolmnurga DBE, mis on sarnane A ABC.ga.
Toestame, et ta on vérdne A A,B,C,-ga. Kolmnurkade
ABC ja DBE sarnasusest jireldub, et ;

AT AC, (2)
DB DE

Vérreldes seda vorret antud vérdega (1), leiame, et nende
esimesed suhted on vérdsed, jirelikult ka teised suhted on
vordsed, seega

AC  AC
DE = A,Cy’
millest
DE = AT

Nidd naeme, et kolmnurgad DBE ja A,B,C, iihtivad
hiipotenuusi ja tthe kaateti poolest; jarelikult on nad vérdsed;
kuna aga tiks neist on sarnane A ABC-ga, siis ka teine kolm-
nurk peab olema sarnane A ABZ-ga.

165. Teoreem (korguste kohta). Sarnastes kolmnur-
kades vastavad kiiljed on vordelised vastavate korqgustega,
s. t. nende korgustega, mis on tommatud vastavatele kiilgedele.

Toepoolest, kui kolmnurgad ABC ja A,B,C, (joon. 175)
on sarnased, siis on ka tiisnurksed kolmnurgad BAD ja
B,A.D, sarnased (<A=~-A4A, ja £D=<«D,);
seepadrast:

BD _ AB _ BC . AC

B S AE B O AC,

B

Joon. 175.
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166. Suhtesirkel (jaotussirkel).-
Kolmnurkade sarnasusel pohineb suhte-
sirkli tarvitamine. Selle sirkli abil on
kerge antud viikest 16iku jaotada
mitmeks vérdseks osaks.

Suhtesirkel koosneb kahest iihe-
sugusest terava otsaga jalast AB ja BA,
(joon. 176). Jalgades on sooned, mil-
ledes liigub kruvi, mida v6ib kinni-
tada soovitavas kohas. Sirkli jalgu
v6ib timber kruvi pddrates kaugen-
dada ja lihendada. Oletame, et on
tarvis 6iku AB jaotada kolmeks
osaks. Selleks kinnitame kruvi niisu-
guses punktis O, et kaugus AO oleks
kolm korda pikem kaugusest OB, (seda on kerge teostada
nende jaotuste ja numbrite abil, mis on soone aartel). Nuid
avame sirkli ja asetame ta nii, nagu nididatud joonisel. Siis

Joon. 176.

on teravikkude A, ja B, vaheline kaugus ; AB pikkusest, sest
sarnastest kolmnurkadest AOB ja A OB, jireldub, et
A B, : AB=0B,:0A=1:3.

Niitid tuleb vaid sirkel iimber poorata ja 16igule AB paigu-
tada kolm korda loik A;B,.

167. Rist-modtkava. Sarnaste kolmnurkade omadustele
on rajatud ka rist-méotkava valmistamine. Méétkava ehitus
selgub joonisest 177.

Olgu joone AB suuremad jaotused meetrid (vihendatud
kujub. Siis viiksemad jaotused on detsimeetrid. Selleks, et
saada sentimeetreid, oleks tulnud need viiksemad jaotused

veel jagada 10 vordseks osaks, mis aga nende jaotuse viiksuse
tottu pole teostatav joonmootkavas (s.o. joonel AB). Rist-
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Joon. 177.

m66tkava lubab aga saada ka sentimeetreid. Selle selgitami-
seks kujutame suurendatud kujul eraldi (joon. 178) selle kitsa

S p téisnurkse kolmnurga, mis joonisel asetseb

=2 d paremal
E— Paralleelsed sirged l6ikavad sellest kolm-
t— 8

nurgast sarnased kolmnurgad ja seepirast
- voime kirjutada vérded (joon. 178):
DE:AB=CE : CB=1:10;
FH: AB=— CH:CB—_—Q: 10 jne.;
tihendab,

Sz ;e i
DE_'{O AB; FH={5 AB jne.

Niitid on selge, et kui niiteks vétta
m&atkaval sirkliga 16ik punktist M punktini
N (joon. 177), siis selle lsigu pikkus on
Joon. 178. 3m4 dm 6 cm=3,46 m.

II. Hulknurkade sarnasus.

168. Definitsioon. Kahte ihenimelist' hulknurka nime-
tatakse sarnasteks, kui iihe hulknurga nurgad on vastavalt

1 Uhenimelisteks hulknurkadeks nimetatakse hulknurki, milledel on

dhepalju nurki ja jarelikult ka thepalju kiilgi.
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vordsed teise hulknurga nurkadega ja vordsete nurkade lihis-
kiiljed on vérdelised. See tahendab, et kui hulknurk ABCDE
on sarnane hulknurgaga A ,B,C,D,E, (vt. joon. 180), siis
RSl B et B 6 D= 2y
b P .
SR BO L G0 4 28 e SO
A1 By B, Cy €Dy » DE, By A,
Seejuures hulknurkade kiljed AB ja A8, BC ja  BLCy
CD ja C,D, jne. on vastavad kiljed.
Et niisuguseid hulknurki on olemas, nieme jirgmise tiles-
ande lahendusest.

169. Ullesanne. On anfud hulknurk ABCDE ja loik a.
Joonestada teine hulknurk, mis oleks sarnane antud hulknur-
gaga ja mille kiilg, mis vastab aniud hulknurga kiiljele AB,
oleks vordne loiguga a (joon. 179).

Seda v6ib koige lihtsamalt
teha nii. Kiiljele AB pai-
gutame A B, = a (kui a>
> AB, siis punkt B asetub
AB pikendusele). Siis, tom-
mates A-st koik diagonaa-
lid, ehitame B ,C, || BC,
€ D,||CDjaD,E,| DE.
Saame hulknurga
AB,C D E, misonsarnane
Joon. 179. hulknurgaga ABCDE .

~Téepoolest, esiteks, iihe
hulknurga nurgad vorduvad teise hulknurga nurkadega: nurk
A on neil thine, /B, =/Bja LE ;= /E kui vastavad
nurgad paralleelide juures; /€, = /Cija /D, = /D kui
nurgad, mis koosnevad vastavalt vordsetest osadest; teiseks,

meil on vorded:

”
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kolmnurkade AB,C, ja ABC sarnasusest:
élil = Bch i ACE

T TS

AB BC AC
kolmnurkade AC,D, ja ACD sarnasusest:
ACy €3 D; AD;
A0 = ED T ED
kolmnurkade AD,E | ja ADE sarnasusest:
A D R AR,
AL S PR L AR

Kuna esimese rea kolmas suhe vérdub teise rea esimese
suhtega ja teise rea kolmas suhe vérdub kolmanda rea esi-
mese suhtega, siis seega koik 9 suhet on vordsed. Korvaldades
neist need suhted, milledes esinevad diagonaalid, véime kirjutada:

i g LT ST R e |
AB BC CcD DE AE

Nieme, et thenimelistel hulknurkadel ABCDE ja AB,C,
D, E | nurgad on vastavalt vordsed ja vastavad kiiljed on
vordelised; tihendab, need hulknurgad on sarnased.

170. Miarkus. Kolmnurkade puhul, nagu nigime (§ 161),
nurkade vérdsusest tuleneb kiilgede vérdelisus, ja timberpsor-
dult, kiilgede vérdelisusest tuleneb nurkade vordsus; seet6ttu
on kolmnurkade puhul ainult nurkade vérdsus voi jélle ainult
kiillgede vérdelisus nende sarnasuse piisavaks tunnuseks. Hulk-
nurkade sarnasuse tunnuseks pole piisav ainult nurkade vérd -
sus v6i kiilgede vérdelisus; nditeks, ruudul ja ristkiilikul on
nurgad vérdsed, nende kiilied pole aga vordelised; ruudu ja
rombi kiiljed on vérdelised, nurgad pole aga vérdsed.

171. Teoreem (sarnaste hulknurkade tiikeldamisest
sarnasteks kolmnurkadeks). Sarnaseid hulknurki saab tiikel-
dada samaks arvuks sarnasteks Jja iihesuguselt asetatud
ko!mnurkadeks.

Niiteks on hulknurgad ABCDE ja A 18,C,D E,, Goon.

179) diagonaalidega tiikeldatud sarnasteks tihesuguselt asetatud
kolmnurkadeks.
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Niitame veel jirgmist tiikeldamisviisi. Vétame hulknurga
ABCDE sees (joon. 180) mingi punkti O ja tihendame selle
koikide tippudega. Siis titkeldub hulknurk ABCDE kolmnur-
kadeks. Nende arv vordub hulknurga kiilgede arvuga. Vétame
ithe neist, niiteks AO E (joonisel viirutatud), ja joonestame teise
hulknurga vastaval kiljel A, E, nurgad O AE, ja O,EA,
mis on vastavalt vordsed nurkadega OAE ja OEA; loike-
punkti O, thendame hulknurga A ,B,C, D, E, teiste tippu-
dega. Siis tiikeldub ka see hulknurk samaks arvuks kolmnur-
kadeks. Toestame, et esimese hulknurga kolmnurgad on
vastavalt sarnased teise hulknurga kolmnurkadega. A AOE on
sarnane A A,0,E, konstruktsiooni p&hjal.

Selleks, et toestada naaberkolmnurkade ABOja A B, 0,
sarnasust, votame arvesse, et hulknurkade sarnasusest jareldub:

% BA AE

kuna kolmnurkade AOE ja A,O.E, sarnasusest saame:

. AO AE
s OAE = / O{A+E; ja 410, = AL Q)
vordustest (1) ja (2) jireldub, et
BA __ AO

/ BAO = 4 BA,0, ja s

Niiiid nieme, et kolmnurkades ABO ja A1B,0y on vord-
sed nurgad BAO ja B,A,0,, mis asetsevad vordeliste kiilgede
vahel; tihendab kolmnurgad on sarnased.

Tapselt samuti toestame kolmnurkade BCO ja B,C,0, sar-
nasuse, sii¢ kolmnurkade COD ja C,0,D, sarnasuse jne. On
ilmne, et molemas hulknurgas sarnased kolmnurgad on aseta-
tud iihesuguselt. :

172. Teoreem (sarnaste hulknurkade tmbermdotude
suhtest). Sarnaste hulknurkade iimbermdoodud suhtuvad nagn
nende vastavad kiiljed.

Olgu hulknurgad ABCDE ja AB,C,DE; (joon. 180)
sarnased, siis on definitsiooni jirgi:

197



AB
A1 By

o &l DB B
C1Dy D Ey B4

DE: . '‘EA

Kui meil on olemas vordsete suhete rida, siis kaigi eesliik-
mete summa suhtub kaigi tagaliikmete summaga nii, nagu
mingi eesliikmeist oma tagaliikmega, seepirast

AB: A~ BC + :CD 4 Dk - :EA - AB . Bp

A1By + BiC1 + O\Dy + DB + EiAi | AiB, B1C1

Joon. 180.

173. Sarnasustegur. Kahe sarnase hulknurga (voi kolmnurga)

vastavate kiilgede suhet nimetatakse nende hulknurkade (voi
kolmnurkade) sarn asusteguriks.

174. Hulknurkade sarnasusteisendus. Hulknurga joonesta-

mist, mis on sarnane antud hulknurgaga antud sarnasusteguri
puhul, nimetatakse antud hulknurga sarnasusteisenduseks.
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Joon. 181,

See viis antud hulknurgaga sarnase hulknurga joonestamiseks

’

mis oli niidatud § 169, on
tiks sarnasusteisenduse erijuhte.
Sarnasusteisenduse #ldine mee-
tod seisneb jirgmises. Olgu
vajalik teisendada sarnaselt neli-
nurk ABCD (joon. 181), kui
sarnasustegur on k. Vé&tame
mingi punkti O nelinurga tasa-
pinnal. Témbame punktist O
libi nelinurga tippude sirged



OA, OB, OC ja OD. Sirgele OA paigutame punktist O
punkti A suunas I6igu OA ;, mis vordub & - OA-ga, nii et

OA, = k- OA (oonisel k= ).

Samuti pikendame sirget OB ja paigutame sellele punktist
O punkti B suunas 16igu OB, mis on vordne k- OB, nii et
OB;:— k- 0B;

Tapselt samuti toimime sirgetega OC ja OD. Neil saame
punktid C, ja D, kusjuures OC,= %k - OC ja OD, =k - OD.
Uhendanud sirgetega jirjest punktid4 ,, B,,C, ja D,, saame otsi-
tava nelinurga A,B,C,D,. Téepoolest, vordustest 04 ,=k - OA,
OB,=k-0B, OC,=k-0C ja OD,=Fk - OD jireldub, et

QAI OB 001 WSO D
oA OB oc oD
Vérdleme kolmnurkiOAB ja OA,B,. Neil on iihine nurk

tipu O juures ja peale selle
041 _ OBy
0A 0B’
jarelikult need kolmnurgad on sarnased (§ 161, II juhtum).

Nende sarnasusest jireldame, et
4By _ O _ p i / OAB= / 0A,B )
AB 04 L1
jarelikult, AB ||4 B, (§ 73).
Tipselt samuti téestame, et kolmnurgad OBC ja OB,C, on

sarnased. Siit jareldub, et

BiCr . OB1+.: =
;SC =08 k, /L OBC =/ 0B,(C, [©))

ja, jarelikult, et BC || B,C,.

Samuti toestame }argmlste kolmnurkade OCD ja OC,D,
sarnasuse, siis kolmnurkade OAD ja OA,D, sarnasuse. Kolm-
nurkade OCD ja OC,D, sarnasusest jireldub, et

Cily 2002
101 _ 0% — kja CDI|C,D,; 3)
kolmnurkade OAD ja OA, D, sarnasusest jireldub, et
AT 0D -
~ RS k ja AD|| A,D,. “4)
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Vordustest (1), (2), (3) ja (4) jareldub, et
Ah ' Bl DLl Dy oy
AB BC CcD AD 1

Peale selle, =DAB = ~2D,A,B, kui vastastikku paralleel-
sete haaradega nurgad (§ 79).

Samal péhjusel saame:

< ABC = = A,BC,,
<BCD:= 2« B,CD; ,
ZCDA =  C,DA;.

Niiviisi ndeme, et nelinurkades ABCDja A,B,C,D, nurgad
on vastavalt vordsed ja vastavad kiljed on vordelised, tihen-
dab, need nelinurgad on sarnased, kusjuures nende nelinur-
kade sarnasusteguriks on .

175. Sarnasuskeskpunkt. PunktiO nimetatakse hulknurkade
sarnasusteisendusel (§ 174) molema hulknurga sarnasuskesk-
punktiks. :

Hulknurga sarnasusteisendust saab teostada ka veidi teisiti.
Nimelt, vétnud punkti O (joon. 182) ja tihendanud selle

o
Joon. 182.

nelinurga ABC D tippudega, voib pikendada sirgeid 04, 0B, . . .
teisele poole punkti O, siis paigutame sirgele OA punktist O
vastassuunas punktile A, 16igu OA’, mis on vérdne k& - OA-ga.
Tépselt samuti paigutame sirgete OB, OC, . . . pikendustele
punktist O lsigud OB, OC, . ., mis on vastavalt vordsed
16ikudegak - OB k- OC,. . ; tthendanud sirgetegajirjest punktid
A’, B', C', D', saame nelinurga A'B’C’'D’, mis on ilmselt siim-
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meetriline punkti O suhtes nelinurgaga A B ,C,D,. Jirelikult
on nelinurgad A'B'C'D' ja AB,C,D, vordsed ja, tihendab,
nelinurgad ABCD ja A'B'C'D' on sarnased, kusjuures nende
sarnasustegur on k. Esimesel teisendusmeetodil nimetatakse
punkti O hulknurkade viliseks sarnasuskeskpunktiks (joon.181),
teise] meetodil -— nende sisemiseks sarnasuskeskpunktiks
(joon. 182).

Mirkus. Teisendamisel voib kasutada vérdselt kas sise-
mist voi vilist sarnasuskeskpunkti. Nii thte kui teist voib
valida tdiesti vabalt. Erijuhul, kui votta viliseks sarnasus-
keskpunktiks hulknurga tiks tippudest ja teostada sarnasus-
teisendus, saamegi just selle meetodi, mida rakendatakse §169.

176. Sarnaste hulknurkade perspektiivne asend. Kahe hulknurga ABCD
ja A1B1C1D; asetusel joonisel 181 ja ka hulknurkade ABCD ja A'B'C'D,
asetusel joonisel 182 on jargmised omadused: 1) mdlema hulknurga vasta-
vad kiiljed on paralleelsed; 2) sirged, mis thendavad vastavaid tippe,
Ioikuvad tihes punktis. Niisugust hulknurkade asendit nimetatakse pers-
pektiivseks. Toestame, et sellisesse asendisse vdib viia mistahes kahte
sarnast hulknurka.

Olgu meil antud kaks hutknurka ABCDE ja A1BiCiDiE\ (joon. 183).
Vaotame sarnasuskeskpunktiks mingi punkti O ja ehitame hulknurga, mis
on sarnane ja perspektiivne ABCDE-ga, seejuures votame sarnasusteguriks

A1B
suhte [:Bl. Me saame hulknurga A’B'C'D'E’, mis on sarnane ABCDE-ga
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ja samal ajal vérdne A;BiCiD1Ej-ga. Toepoolest, kuna hulknurkade
A1By e

ABCDE ja A'B'C'D'E' sarnasustegur vordub AB 8L Sis 4p T 4p i
siit A'B' = A1Bi. Hulknurgad A1Bi1C1D1E; ja A'B'C'D'E' on aga sarna-
sed, jarelikalt

ATBh SR e BT b PR A B

4By~ BiCy v OTDy - Dk A B
Seepirast jareldub vérdusest A'B' = A1By, et B'C' = B1Ci, C'D' = CyDy,
D'E' = DiE1 ja A'E' = A1E,. Kuna peale selle hulknurga A,B,C,D,E,
nurgad on vastavalt vordsed hulknurga A'B’C'D'E' nurkadega, siis need
hulknurgad on vordsed. Kui paigutada hulknurk A,B/C,D,E, hulknurgale
A'B'C'D'E' nii, et nad iihtiksid, siis hulknurk A,B,C,D,E, asetub pers-
pektiivselt hulknurgaga ABCDE.

IV. Mistahes kujuga kujundite sarnasus.

177. Ulaltoodud hulknurkade sarnasusteisenduse meetod annab véima-
luse tldistada sarnasuse moistet juhtude kohta, kui kujund on piiratud
koverjoontega. Sellist sarnase kujundi joonestamise viisi saab nimelt rakendada
tkskoik millise kujundi kohta. Olgu niiteks antud mistahes kujuga tasa-
pinnaline kujund A (oon. 184).

Votame kujundi tasapinnal mingi punkti O ja iihendame selle punkti

sirgetega kujundi A vabalt voetud punktidega M, N, P, . . . Igale tommatud
sirgele OM, ON, OP,. . . paigutame niisugused 15igud OM,, ON,, OPLF0 et
OM; 6 5 ON;. . OP, i
oM~ ON DPF o ne.
Punkdd' Mj, N, Py, . i saset-

sevad monel uuel kujundil A4,.
Mida enam punkte me vGtame
kujundil A4, seda enam punkte
saame ka kujundile 4,.

Selleks, et saada kogu kujun-
dit A, tuleb tommata sirged punk-
tist O kaigile kujundi A punkti-
dele ja ehitada nendel sirgetel
kujundi A4, vastavad punktid.
Niiviisi joonestatud kujundit 4,
nimetame sarnaseks kujundiga A.
Joon. 184. Selleks, et saada kujundit 4,*

162



pole tarviski erijuhtudel témmata kiiri kujundi A kéikidele punktidele;
piisab sellest, kui joonestada ainult iiksikud punktid ja siis, kasutades kujundi
A eriomadusi, joonestada kujund A,. Nii niiteks juhul, kui 4 on hulknurk,
piisab sellest, kui tthendada punkt O ainuit selle hulknurga tippudega,
joonestada sarnase hulknurga tipud ja siis need iihendada sirglgikudega.

Sellist dleminekut kujundist A kujundile A, nimetatakse kujundi A
sarnasusteisendamiseks. Kujundite sarnasusteisendus on itks tahtsamaid
geomeetrilisi teisendusi, mis leiab laialdast rakendust praktikas. Kinos
ekraanil naidatav pilt on sarnane filmil kujutatud pildiga; hoonete fas-
saadide ja plaanide tehnilised joonised, kohtade ja linnade plaanid jne.
saadakse sarnasusteisenduse tulemustena.

178. Ringjoonte sarnasus. Tdestame, et kujund, mis on sarnane ring-
joonega, on ka ringjoon.
14 Teoreem. Geomeetriline koht nendele punktidele, mis jaotavad
mingi punkti ja ringjoone vahel olevaid kiiri antud suhtes,on ringjoon.

Olgu antud ringjoon, mille’ raadius on R ja keskpunkt punktis O (joon.
185). Votame mingi punkti S; ithendanud sirgega selle punkti punktiga Oy

SO
jaotame lgigu SO punktis O, kaheks osaks subtes SOl =R,

s Mo — M

Joon. 185.

Votame antud ringjoonel mingi punkti M ja ihendame selle punktiga §

p . SM, _ 80, :
Loigul SM leiame niisuguse punkti M,, et T3 e e k. Selleks

tuleb punktist O, témmata OM-iga paralleelne sirge, I&ikumiseni sirgega

e AR 8,D,
SM. Kolmnurkade SOM ja SO, M, sarnasusest jareldub, et ~57, SO

Jarelikult *ObMJ — k. Siit leiame 16igu O, M, pikkuse: O, M, = k - OM ehk
O~ - R.

Nieme, et suurus #,0, on mingi jady suurus, mis ei soltu punkti M
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asendist antud ringjoonel. Jirelikult, kui punkt M muudab oma asendit
ringjoonel, siis punke M,, liikudes tasapinnal, moodustab ringjoone, mille
keskpunktiks on O, ja raadiuseks k - R.

179. Teoreem. Kahte ringjoont tasapinnal voib alati
vaadelda kui perspektiiv-sarnaseid kujundeid; seejuures on
neil kaks sarnasuskeskpunkti: iiks véline, teine sisemine.
Olgu antud kaks ringjoont keskpunktidega Oy ja O, ja raa-
diustega R, ja R, (joon.186). Tombame keskjoone 0,0, ja
leiame sellel kaks ‘punkti I ja E vastavalt vordustele

Oy By o oOE, [ By
Ol By OB Re

On kerge moista, et punktidel 7 ja E on sarnasuskesk-

Joon. 186.

punkti omadused. Vo&tame esimesel ringjoonel mingi punkti
M,, tombame sirge /M, ja paigutame sellele 16igu IM, nii,et
IM,:IM,=R:R,. ANIOM,~AIO,M,, sest £ O,IM,=

Sl ek, IM[ oA }il . OlI k(278 R| o . OlMl N Rl 2
=2 041IM,; s~ Ry 12 O = Ry jarelikult OuMy = Ry kuna

OM; =R, siis O,M, = R,.
See tihendab, et punkt M, asetseb teisel ringjoonel. Jire-
likult on punkt 7 antud ringjoonte sisemine sarnasuskeskpunkt.
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Samal viisil saab toestada, et E on viline sarnasuskesk-
punkt. :

. Punktide 7 ja E médramist voib teostada nii: tombame
antud ringjoontes vabalt kaks paralleelset raadiust ja ithendame
nende otspunktid; saadud sirge loikab keskpunktide joont
sarnasuskeskpunktis. Seejuures, kui témmatud raadiused on
suunatud tihele poole (joon. 186, 0,4, ja 0,4,), on sarna-
suskeskpunkt viline; kui aga raadiused on suunatud vastas-
poole (joon. 186, O, M, ja O,M,), siis sarnasuskeskpunkt on
sisemine. Ka on selge, et kui ringjooned puutuvad, siis iiks
sarnasuskeskpunktidest iihtib puutepunktiga. Seejuures, kui
ringjoonte puutumine on viline, on puutepunktis sisemine
sarnasuskeskpunkt, on aga puutumine sisemine, siis puute-
punktis on ringjoonte viline sarnasuskeskpunkt.

Harjutusi. 1. Toestada, et kui kaks ringjoont asetsevad teine-
teisest viljaspool, siis nende viline sarnasuskeskpunkt ihtib nende thiste
viliste puutujate ldikepunktiga, aga sisemine sarnasuskeskpunkt iithtib nende
tthiste seesmiste puutujate l5ikepunktiga.

2. Missugune asend tasapinnal peab olema kahel ringjoonel, et nende
viline ja sisemine sarnasuskeskpunkt ihtiksid 2

Vastus. Ringjooned peavad olema kontsentrilised.

180. Pantograaf. Kujundite sarnasusteisendust vGib mehaaniliselt
teostada erilise riista abil, mille leiutajaks oli Christoph Scheiner 1603. a.
Leiutaja nimetas riista pantograafiks.

Kujutleme rodpkilikut ABCD
(joon. 187), mille kiilgedeks on
metallist vardad, mis voivad po-
relda tippude @imber 3arniirides
Kinnitame tipu 4 liikumatult, vo-
tame BC pikendusel mingi punkti
E ja joonestame selle punktiga
mingi joone EE'. Olgu F sir-
gete AE ja CD loikepunkt ja
AB'C'D' meie 3arniirréopkiliku
uus asend. Kuna ro0pkiiliku kiil-
gede pikkused ja I0ikude CE ja Joon. 187.
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CF pikkused ei muutu punkti £ liikumisel, siis voime kirjutada jarjest vorded:
ab - DF. AF AD' D'F’
CE~ FC = Fg st 0ADF ~ A BCF); s = g i

siit jareldub, et AAD'F' ~ A E'C'F'; jirelikult .~ A = 1o BC

s.o.punktid A, F'ja E' asetsevad dhel sirgel. Edasi saame

Cor i A L i &

FIEI St FICI ! aga

DI aBF AR

B0 R RCS SRR

samade kolmnurkade sarnasusest, et

jarelikult
Af T Ar
Sl T SR U
Siit jareldub, et kolmnurgad AEE' ja AFF' on sarnased, jarelikult
ZAFF' = L AEFE' ja EE'{| FF'.
Edasi Jeiame joonise pohjal:
AR a0 AR BC
FETOR T R R
Koostades liitvorded, kirjutame:
AF+FE _BC+ CE. AF +F'E _ BC' 4 CE
AR R I Y G

ehk
Al TBE AR B
AF TB0 PR G
aga BE=B'E' ja BC = B'C"; jarelikult
Y, L e
AF AF' BC’
i Need vordused niitavad, et kui punkt E joonestab mingi kujundi,
siis punkt F joonestab sellega sarnase kujundi, seejuures on nende kujun-
dite sarnasustegur vordne suhtega g—g Kui punktis £ kinnitada ndela

ja punktis F' pliiatsi teravots, siis ndela vedamisel mddda mone kujundi
kontuuri, pliiats joonestab paberile sellega sarnase kujundi kontuuri.
Selleks, et muuta sarnasustegurit tuleb punkti £ nihutada mosda sirget BC
ihele voi teisele poole. Sellele sarniir-rodpkiiliku omadusele ongi rajatud
pantograafi ehitus, mille éildkuju on niidatud joonisel 188. Riista kasuta-
takse plaanide erisugustes mootudes timberjoonestamisel.

Viikeste ja kujult lihtsate kujundite sarnasusteisenduseks voib kasu-
tada ka suhtesirklit (§ 166). Selleks tuleb liikuv kruvi kinnitada nii, et ta
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Joon. 188.

jaotaks sirkli jala pikkuse suhtes, mis vorduks antud sarnasusteguriga, siis
tuleb vétta kujundi sarnasuskeskpunkt ja kiirte abil sellega ihendada
kujundi pohipunktid. Igal kiirel tuleb mota sama haardega 16ik sarnasus-
keskpunktist kujundi punkti poole, siis tuleb sirkel imber pdorata ja samale
kiirele paigutada 16ik, mis vordub sirkli teise haardega. Nii vdib tmber
joonestada antud kujundi kdik pohipunktid ja saada kujund soovitavas
suuruses.

Konstrueerimisilesandeid.

181. Sarnasusmeetod. Paljude konstrueerimisiilesannete
lahendamisel vé6ib  kasutada eduga kujundite sarnasustei-
sendust.

Sarnasusmeetod seisneb selles, et iilesande monede andmete
pohjal konstrueeritakse esialgu kujund, mis on sarnane
otsitavaga ja siis alles minnakse tile otsitavale kujundile.
See meetod on eriti holpus siis, kui on antud ainult tks pik-
kus, koik teised antud suurused on aga kas nurgad vai joonte
suhted. Niisugused on niiteks tilesanded: joonestada kolm-
nurk, kui on antud ks nurk, tiks kiilg ja kahe teise kiilje
suhe v6i kui on antud kaks nurka ja mone 16igu (korguse,
mediaani, nurgapoolitaja jne.) pikkus ; joonestada ruut, kui on
antud diagonaali ja kiilje summa vGi vahe jt.

Lahendame niiteks niisuguse iilesande:
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Ulesanne 1. Joonestada kolmnurk, kui on antud
selle iiks nurk C, selle nurga lédhiskiilgede suhe AC: BC .
ja korgus h, mis on tommatud antud nurga tipust
(joon. 189). ‘

Vérdugu AC : BC=m : n, kus mja n on kaks antud 16iku
v6i kaks arvu. Joonestame nurga C, selle kiilgedele paigutame
16igud CA; ja CB;, mis on vérdeli-
sed m ja n-ga. Kuvi m ja n on 16i-

1 gud, siis vGtame otse CA; =m ja
CBi= n."" Kui m ija"n on. arvud,
siis, votnud mingi 16igu /, joonestame

4, 0 8, loigud CA;, =ml ja CB, = nl.
& 5 Molemal juhul on meil CA4, :

b :CBy=m:n. On ilmne, et kolm-

Joon. 189. nurk CA,B, on sarnane otsitava
kolmnurgaga.

Selleks, et saada otsitavat kolmnurka, joonestame kolm-
nurgas CA;B, korguse CD,, tihistades selle hy-ga. Niiid
valime vabalt sarnasuskeskpunktija joonestame kolmnurga, mis
on sarnane kolmnurgaga A,B,C, kusjuures sarnasusteguri

suuruseks on# (h on otsitava kolmnurga koérgus). Sel viisil
1

saadud kolmnurk ongi otsitav.

Kéige hélpsam on vétta sarnasuskeskpunktiks punkti C.
Niitid on otsitava kolmnurga joonestamine iisna lihtne
(joon. 189). Pikendame kolmnurga A,B,C korgust CD;,
paigutame sellele 16igu CD, mis on vérdne h-ga ja tombame
AB paralleelselt A4,B,-ga.

Kolmnurk ABC ongi otsitav.

Sedalaadi tilesannetes jaib otsitava kujundi asend meele-
valdseks; ménikord aga tuleb joonestada kujund, mille asend
antud punktide ja joonte suhtes peab olema mairatud. See-
juures v6ib juhtuda, et koérvaldades iihe asendi tingimuse,
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saame teiste tingimuste pohjal l6pmata palju kuvjundeid, mis
on kéik sarnased otsitavaga. Sel korral véib sarnasus-
meetodit edukalt kasutada. Toome niiteid.

Ulesanne 2. Antud nurgasse ABC joonestada ring-
Joon, mis ldbiks antud punkti M (joon. 190).

Loobume esialgu tingimusest, et ringjoon peab libima
punkti M. Sel juhul rahuldab iilesannet 16pmata palju ring-
jooni, millede keskpunktid asetsevad nurgapoolitajal BD.
Joonestame iihe neist, nditeks selle, mille keskpunkt on O’

Joon. 190.

Votame sellel ringjoonel punkti M’, mis vastaks punk-
tile M, s.o. punkti kiirel MB ja tombame raadiuse M'0’. Kui
- niiiid joonestada MO || M'O’, siis punkt O on otsitava ring-
joone keskpunkt. Téepoolest, tommates haarale BA ristl6i-
gud ON ja O'N’, saame sarnased kolmnurgad MBO ja M'BO,
NBO ja N'BO', milledest’ tuletame: MO: M'0' = BO : BO;
NO : N'O' = BO : BO’; siit
MO : MO’ = NO: N‘O..

Aga M'O’' = N'0’; jirelikult MO = NO, s. t. ringjoon, mis on
joonestatud keskpunktist O raadiusega OM, puutub haara AB;
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kuna aga selle ringjoone keskpunkt asetseb nurgapoolitajal, siis
ta puutub ka haara BC.

Kui vastavaks punktiks votame kiire MB teise l16ikepunkti
ringjoonega, nimelt M’;, siis leiame ka otsitava ringjoone kesk-
punkti O,. Jarelikult on iilesandel kaks lahendust.

Ulesanne 3. Antud koimnurgasse ABC joonestada
romb, millel on antud teravnurk, nii el iiks rombi kiilgedest
asetseks kolmnurga ABC alusel AB ja kaks rombi tippu
asetseksia kolmnurga haaradel AC ja BC (joon. 191).

Loobume esialgu noudest, et
¢ itks rombi tippudest asetseks
kolmnurga kiiljel BC. Niid
saab joonestada lopmata palju
rombe, mis rahuldavad tilesande

i //5( ‘\ g teisi noudeid. Joonestame iihe
N ZP u neist.
Votame kiiljel AC  mingi
Joon. 191.

punkti M. Joonestame selle
punkti juurde nurga, mis vordub
rombi antud nurgaga ja mille tiks haar oleks paralleelne alu-
sega AB; selle nurga teine haar l6ikab alust AB mingis punk-
tis N. Alusele AB paigutame punktist N 16igu NP, mis on
vordne MN-ga ja joonestame rombi kiilgedega MN ja NP.
Q on rombi neljas tipp.

Edasi votame tipu A sarnasuskeskpunktiks ja joonestame
rombi, mis on sarnane rombiga MNPQ, valides sarnasusteguri
nii, et tipule Q vastav uue rombi tipp oleks kiiljel BC. Sel-
leks pikendame sirget AQ kuni [6ikumiseni kiiljega BC mé-
nes punktis X. See punkt X on otsitava rombi iiheks tipuks.

Tommates sellest punktist paralleelid rombi MNPQ kiilge-
dele, saame otsitava rombi XYZU.
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Soovitame 6pilasil endil sarnasusmeetodiga lahendada jirg-
mised tilesanded.

1. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja imberjoonestatud
ringjoone raadius.

2. Joonestada kolmnurk, kui on antud kérguse ja aluse suhe, tipp-
nurk ja haara mediaan.

3. On antud nurk AOB ja selle sees punkt C. Leida haaral punkt M,
mis oleks vordsel kaugusel haarast OA ja punktist C.

V. Moéned teoreemid vordeliste 16ikude kohta.

182. Teoreem. Nurga (ABC) haarade loikamisel pa-
ralleelsete sirgelega (DD,, EE:, FF,,. . . ) tekivad haaradel
vordelised loigud (joon. 192).

Joon. 192. Joon. 193,

Tuleb toestada, et

BD __ DE __ EF
BD: - DE, . E.F,
ehk BD : DE: BD{ 3 DIEI;

DE : EF' = D,E; : E\F, jne.

Tommates paralleelselt BA-ga abisirged DM, EN jne,,
saame kolmnurgad BDD,, DEM, EFN jne., mis on sarnased,
sest nende nurgad on vastavalt vordsed (sirgete paralleelsuse
tottu). Nende sarnasusest jireldub, et
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BD DE B s i
BDL T DM T EN e

Selles vordsete suhete reas asendame loigu DM loiguga
D, E;, 16igu EN lsiguga E\ F; jne. (ro6pkiilikute vastaskiiljed on
vordsed), ja meie saame tulemuse, mida oligi tarvis téestada.

183. Teoreem. Uhest punktist (0) ldhtuvate -sirgete
(0A, OB, OC, . . .) loikamisel kahe paralleelse sirgega,
tekivad nendel paralleelidel vordelised loigud (joon. 193).

Tuleb téestada, et sirge MN loigud AB, BC, CD, . ..
on vordelised sirge M, N, loikudega A,B,, B:C,, CiDy, . ..

Kolmnurkade OAB ja OA,B; (§ 159) ja kolmnurkade
OBC ja OB,C, sarnasust tuletame:

AB' . BO ' BO. BC.
AyBy T B10T: B0 i By Oy ]
siit AB BC
¥ O

Samuti toestame ka teiste 16ikude vdrdelisuse.

184. Ulesanne. Jaotada sirgloik AB (joon. 194) Rol-
meks osaks suhles m : n:p, kus m, n ja p on antud loigud
voi antud arvud.

Tommates kiire AC, mis moodustab mistahes nurga 16i-
guga AB, paigutame sellele punktist A 16igud, mis on voérd-
sed l6ikudega m, n ja p. Punkti F, s. o. 16igu p otspunkti,
ithendame punktiga B sirgega BF abil ja libi punktide G ja
H tombame BF-le paralleelid GD ja HE. Niitd jaotub 16ik
AB punktides D ja E osadeks suhtes m : n: p.

Kui m, n ja p on mingid arvud, nditeks 2, 5 ja 3, siis
konstruktsioon teostatakse samal viisil, ainult selle vahega, et
AC-le lpaigutatakse 16igud, mis on vordsed kahe, viie ja
kolme vabalt voetud pikkustihikuga.

Muidugi véib kasutada seda joonestusviisi ka sel korral,
kui antud 16ik tuleb jaotada osadeks, millede arv on kuita-
hes suur.
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185. Ulesanne. Kolmele antud lbiqule a, b ja c leida

neljas vordeline (joon. 195), s. o. leida niisugune l6ik z, et
oleks kehtiv vorre: a:b—c: x.

m
a —
n
¢
p
ro—— 0 € —
B D £
4 \
) \
P \\
\\<F
Ny
-
Joon. 194, Joon. 195.

Paigutame mingi nurga ABC haaradele 16igud: BD—a,
BF=0b, DE =c¢. Tommates siis labi D ja F sirge, ehitame
EG || DF. Léik FG on otsitav.

Kolmnurga nurgapoolitaja omadus.

186. Teoreem. Kolmnurga (ABC) mistahes sisenurga
poolitaja (BD, joon. 196) jaotab vastaskiilje osadeks (AD ja
'DC), mis on vordelised selle nurga lihiskiilgedega.

Tuleb téestada, et AD:DC= AB :BC, kui .~ ABD =
= L DBC.

Témbame CE || BD kuni loikumiseni kilie AB piken-
dusega punktis E. Siis on meil vastavalt teoreemile § 182
vorre :

AD : DC = AB : BE.
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Selleks, et iile minna saadud vordest sellele, mida tuleb
téestada, on kiillaldane, kui niidata, et BE= BC, s. 0., et
/\ BCE on vordhaarne. Selles kolmnurgas .2 E= _Z ABD
(kui vastavad nurgad paralleelide juures) ja /BCE = __ DBC
(kui péiknurgad samade paralleelide juures).

Aga _~ ABD=_ DBC eelduse pohjal, tihendab __ E—
= _BCE ja seepirast on vordsed ka kiljed BC ja BE,
mis asetsevad vordsete nurkade vastas. Asendades niiiid iilal-
toodud vordes 16igu BE loiguga BC, saame selle vorde, mida
oli tarvis toestada.

Arvuline niide. Olgu AB= 10; BC=7 ja AC = 6.
Tihistades AD tihega z, saame vorde

z:6—2)=10:7,
millest leiame:

72 =60 — 10z; 7x+ 10x = 60; 172 = 60;

Jarelikult
L il ) D gl
A i et g Tt
E 187. Teoreem (mis viljendab
kolmnurga vilisnurga poolitaja oma-
dust). Kolmnurga (ABC) vélisnurga
(CBF) poolitaja (BD, joon. 197) [6i-
kab vastaskiilje (AC) pikendust nii-
suguses punktis (D), mille kaugu-

sed kiilgede otspunkiidest (DA ja DC)
on vordelised kolmnurga ldhiskiil-

gedega (AB ja BC).
Tuleb toestada, et DA : DC =
= AR BT ko 2 CBD — /. FBD.
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Joon. 197.

Témmates CE || BD, saame vérde :
DA : DC = AB: BE.

Kuna _ZBEC = _ZF3D (kui kaasnurgad paralleelide
juures) ja __BCE = __CBD (kui pdiknurgad paralleelide
juures) ja nurgad FBD ja CBD on vordsed eelduse pohjal,
siis .- BEC = __ BCE; seega /\ BCE on vérdhaarne, s.t.
BE = BC. Asendades vordes 16igu BE vordse léiguga BC,
saame selle vorde, mida oligi tarvis téestada :

DA : DC= AB: BC.

Mirkus. Erijuhtu kujutab endast vordhaarse kolmnurga
tipu juures oleva vilisnurga poolitaja, mis on paralleelne kolm-
nurga alusega.

VI. Meetrilised seosed kolmnurga ja ménede teiste
kujundite elementide vahel.

188. Teoreem. Tédisnurkse kolmnurga hiipotenuusile
joonestatud korgus on keskmine vordeline loikudega, mille-
deks see korgus jaotab hiipolenuusi, ja kaatet on keskmine
vordeline hiipotenuusi ja hiipotenuusi selle kaateti juures
oleva loiguga.
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Olgu AD (joon. 198) korgus, mis on tommatud tdisnurga
A tipust hiipotenuusile BC. Tuleb toestada kolm jargmist
vorret: ,
AB BC _AC

BD _AD AR BC A0
TrBD YA DR

BC

D 4p=pnc' ? ag

Esimest vorret meie toestame kolmnurkade ABD ja ADC
sarnasuse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest

Sl=/dia S B=/8

(haarad on vastastikku risti, § 80). Votame kolmnurgas ABD
kiilied BD ja AD, mis moodustavad tGestatava vérde esimese
suhte ; kolmnurgas "ADC on vastavateks kilgedeks AD ja
DC', seepidrast

BD : AD = AD : DC.

Teist vorret tdestame kolmnurkade ABC ja ABD sarna-
suse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest nad on tdis-
nurksed ja teravnurk B on neil dhine. Kolmnurgas ABC
votame kiljed BC ja AB, mis moodustavad tGestatava vorde
esimese suhte; vastavateks kiilgedeks kolmnurgas ABD on
AB ja BD, seepirast

BC : AB = AB : BD.

1 Et eksimatult otsustada, millised kiiljed vdetud kolmnurkades on
vastavad, on kasulik toimida jargmiselt:

1) niidata nurgad, millede vastas asetsevad thes kolmnurgas |voetad

kiﬂjed;

2) leida vastavalt vordsed nurgad teises kolmnurgas;

3) votta nende nurkade vastaskiiljed.

Niiteks kolmnurkade ABD ja ADC puhul arutame nii: kolmnurgas
ABD on kiljed BD ja AD nurkade 1 ja 3 vastas; kolmnurgas ADC vor-
duvad nende nurkadega nurgad 4 ja 2; nende nurkade vastas -on kiljed
AD ja DC. Tahendab, kiilied AD ja DC on vastavad kiilgedele BD ja AD.
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Kolmanda vérde téestame kolmnurkade ABC ja ADC
sarnasuse pohjal. Need kolmnurgad on sarnased, sest nad on
molemad tdisnurksed ja neil on thine teravnurk C. Kolm-
nurgas ABC vétame kiiljed BC ja A C; vastavateks kiilge-
deks kolmnurgas ADC on kiljed AC ja DC, seepirast
BC+AC = A6 DC:

A A
//T\\ m
3 4 8 &
8 (4 D
D

Joon. 198. Joon. 199.

189. Jireldus. Olgu A (joon. 199) mingi punkt ringjoo-
nel, mis on joonestatud diameetrile BC. Uhendanud diameetri
otspunktid selle punktiga, saame tidisnurkse kolmnurga ABC,
milles hiipotenuusiks on diameeter, kaatetiteks aga kéolud
(§ 115,.2). Rakendades iilaltGestatud teoreemi selle kolmnurga
kohta, tuleme jirgmisele jireldusele:

Ristloik, mis on tommaiud ringjoone mingist punktist
diameetrile, on keskmine vdrdeline diameetri loikudega,
milledeks jaotab see ristloik diameetri, ja kool, mis iihendab
seda punkti diameetri olspunktiga, on keskmine vérdeline
diameetri ja diameetri selle k6olu juures oleva loiguga.

190. Ulesanne. Joonestada l6ik, mis oleks antud [6i-
kude a ja b keskmine vordeline. Ulesannet vo6ib lahendada
kahel wviisil: 1) Paigutame meelevaldselt voetud sirgele
(joon. 200) loigud AB =a ja BC=b; votame AC diameet-
riks ja joonestame poolringjoone; punktist B piistitame A C-le

12 Geomeetria
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ristldigu BD kuni 16ikumiseni ringjoonega. See ristl6ik ongi
loikude a ja b otsitav keskmine vordeline. 2) Paigutame
meelevaldselt voetud sirgele
D (joon. 201) punktist A 16i-
gud a ja b. Suurema l6igu
votame diameetriks ja joo-
nestame poolringjoone.
Toémmanud viiksema 16igu
= -‘Jc otspunktist AB-le ristloigu
b kuni 16ikumiseni ringjoo-
Joon. 200. nega punktis D, ithendame
: punktid 4 ja D. K&o6l AD

ongi lsikude a ja b otsitav keskmine vordeline.

191. Pythagorase teo-
reem. UlaltGestatud teo-
reemid lubavad  piistitada
tihelepanuvéirset seost mis-
tahes tdisnurkse kolmnurga
kiilgede vahel. Selle seose
avastas kreeka geomeeter
Pythagoras (VI saj. e. m.a.) b—-!
ja seepidrast nimetatakse
seda seost Pythagorase
teoreemiks. Joon, {301,

Kui tdisnurkse kolm-
nurga kiiljed on méodetud sama méotithikuga, siis hiipo-
tenuusi pikkuse ruut vordub Raatetite pikkuste ruutude
summaga.

Olgu ABC (joon. 202) tiisnurkne kolmnurk, AD on rist-
16ik, mis on tdmmatud tiisnurga tipust hiipotenuusile. Oletame,
et kolmnurga kiiljed ja hiipotenuusi l6igud on moddetud
sama modtithikuga ja seejuures on saadud arvud a, b, ¢, ¢ ja b’
(kokkuleppe pohjal tihistatakse kolmnurga kiilgi viikeste tihte-

a

a
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dega, vastavalt suurtele tihtedele, A

milledega tihistatakse vastas-
nurki). Rakendades teoreemi : 5
§ 188, voime kirjutada vorded : 4
a:c=c:¢ ja a:5=>b:0; 4 . c
siit ¢ b —
& o Ja ab =58 g
Liites liikmeti need kaks vor- Joon. 202.

dust, saame :
ac' + ab' = c*+ b% ehk a(c'+b) = ¢ + b
Aga kuna ST AU

a’?=c®+} b%

Seda teoreemi sonastatakse harilikult ltahendatult nii
hiipotenuusi ruut vordub kaatetite ruutude summaga.

Nidide. Oletame, et kaatetid, mis on méddetud mingi
tthikuga, viljenduvad arvudega 3 ja 4; siis hiipotenuus, mé6-
detuna sama iihikuga, viljendub arvuga x, mis rahuldab
vorrandit : x2=32+4 4>=9 4 16 =25, millest x=]/25 - 5.

Mirkus. Tiisnurkset kolmnurka kiilgedega 3, 4 ja 5
nimetatakse egiptuse kolmnurgaks, sest ta oli juba tuntud
vanadele egiptlastele. Seal kasutasid maamdétjad seda kolm-
nurka selleks, et ehitada tiisnurka maapinnal. Véte oli jirg-
mine: kois oli jaotatud sélmedega kaheteistkiimneks vordseks
osaks; peale koie otste tihendamist anti kéiele teivaste abil
kolmnurga kuju. Kiilgedeks oli 3, 4 ja 5 jaotust; nurk, mis
on kiilgede 3 ja 4 vahel, on tdisnurk !

siis

1 Taisnurkseid kolmnurki, millede kiilgede mé&étarvudeks on t#is-
arvud, nimetatakse Pythagorase kolmnurkadeks. Vaib tdestada, et selliste
kolmnurkade kaatetid x ja y ning hiipotenuus z on seotud jirgmiste vale-
mitega : x=2ab, y = a®—b% z=a%+ b?,
kus 2 ja b on vabalt véetud tiisarvud tingimusel, et a > b.

12*
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Pythagorase teoreemi véib sonastada ka veel nii, nagu seda
tegi Pythagoras ise. Selle sénastusega tutvume hiljem (§ 257).

192. Jireldus. Kaafetite ruudud suhtuvad nagu nen-
dele kaatetitele vastavad hiipotenuusiloigud.

Toepoolest, eelmise paragrahvi vorduste pohjal leiame :

et b= ab'=¢'i b
193. Miarkus 1. Kolmele ilalsaadud vérdusele:

1) ac'=¢c2 ) ab="5% ja 3y &= +¢’

voime lisada veel jirgmised kaks:
4) b'+c'=a ja 5 h2=bc

(h-ga on tahistatud korgus AD). Neist vordustest on kolmas,
nagu nigime, kahe esimese ja neljanda jireldus, nii et viiest
vordusest on sdltumatuid vérdusi neli; seepérast ongi voimalik
kahe antud suuruse pohjal kuuest leida ilejiinud neli.

Niiteks oletame, et on antud hiipotenuusi 16igud &' = 5m
e RS

a=b+c=12; c=)ac=)12.-7=)84=091165 . ..

h=)bec =)5-7=|35=75916. ..

Mirkus 2. Jdrgmistes teoreemides raigime lihidalt:
,kilje ruut” sonade ,kiilje pikkust viljendava méétarvu ruut”
asemel véi ,léikude korrutis” sénade ,loikude pikkust viljen-

davate mootarvude korrutis” asemel. Seejuures eeldame, et
16igud on moddetud sama iihikuga.

194. Teoreem. Igas kolmnurgas teravnurga vastaskiilje
ruut vordub kahe teise kiilje ruutude summaga, millest on
lahulatud iihe kiilje kahekordne korrutis selle kiilje loiguga
teravnurga tipust kuni korguse aluseni.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 203 ja 204) kiilg BC terav-
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nurga A vastaskillg ja BD kérgus, mis on témmatud iihele
tlejaanud kiilgedest, niiteks kiljele AC (v6i AC pikendu-
sele). Tuleb tdestada, et

BC?= AB24AC?—2AC - AD

voi tahistades I6ikude pikkused viikeste tihtedega, nagu nii-
datud joonisel: a?= b* + ¢®— 2bc’.

8
B
y h
a
c
h a
A o A D
______c’_.D GI‘-‘ F—————b ——Lc.a'-—
b ¢
Joon. 203. Joon. 204.

Tiisnurksest kolmnurgast BD C leiame :

a’= h®> 4 (a')% (1)
Miirame mélemad ruudud A® ja (a’)% Tiisnurksest kolm-

nurgast BAD leiame:
=c =0 p )

Teiselt poolt, &' = b — ¢’ (joon. 203) véi a’'=c —b
(joon. 204). Molemal juhul saame, et (a’)? vérdub sama

avaldisega:
(@) = (b— ¢')* = b* — 2bc' + (¢)?;

(a')> = (c¢' = b)®> = (¢')> — 2bc’ + b2 (3)
Niitid omab vérdus (1) kuju:
a?=c? — (c¢')?*+ b%>— 2bc' + (¢')? = ¢+ b%> — 2bc'.
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195. Teoreem. Igas kolmnurgas niirinurga vastas-
kiilje ruut vordub kahe teise kiilje ruutude summaga, millega
on liidetud iihe kiilje kahekordne korrutis selle kiilje loiguga
niirinurga tipust korguse aluseni.

Olgu kolmnurgas ABC (joon. 205) kiilg AB niirinurga C
vastas ja BD korgus, mis on tommatud tihe tlejadnud kiilje,
niiteks A C pikendusele; tuleb toestada, et

AB? = AC?*+4 BC*+2AC - CD
v6i kasutades lithendatud tidhistusi vastavalt joonisele :
c® = a’+ b>+ 2ba'.

Kolmnurkadest ABD ja CBD leiame: ¢*=h>- (c¢')® =
= a* — (a) +(a +b)’=a®>—(a)® + (a)° + 2a'+ b = a°+
-+ b% | 2ba’, mida oligi tarvis toestada.

Joon. 205. Joon. 206.

196. Jireldus. Kolmest viimasest teoreemist jireldame,
et kolmnurga kiilje ruut vordub, on vdiksem voi on suurem
kahe leise kiilje ruutude summast vastavalt sellele, kas selle
kiilje vastasnurk on tdisnurk, teravnurk véi niirinurk; siit
jareldub poordteoreem:

Kolmnurga nurk on kas tiisnurk, teravnurk voi niirinurk
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vastavalt sellele, kas selle nurga vastaskiilg vordub, on véiiksem
voi on suurem kahe lilejédnud kiilje ruutude summast.

197. Teoreem. Ro6pkiiliku diagonaalide ruutude summa
vordub tema Rkiilgede ruutude summaga.

Tombame réodpkiliku ABCD tippudest B ja C (joon.206)
alusele AD ristloigud BE ja CF. Kolmnurkadest ABD ja
ACD leiame:

BD*= AB?>+ AD? — 24D . AE;
AC?2= AD?*+ CD?'+ 2AD - DF.

Tiaisnurksed kolmnurgad ABE ja DCF on vordsed, sest
neis on vordsed hiipotenuusid ja tiks paar vordseid terav-
nurki; siit jireldub, et AE = DF.

Selle arvesse votnud, liidame liitkmeti kaks tlaltoodud
vordust; siis — 24D - AE ja +2AD - DF langevad vilja ja
me saame:

; BD? 4+ AC? = AB*+ AD*+ AD?+ CD* =

= AB? + BC*+ CD*+ AD>,

198. Kolmnurga korguste médramine kiilgede kaudu.
Miirame kolmnurga ABC korguse h,, mis on témmatud
killiele BC = a (joon. 207 ja 208).

Tahistame kiilje a (mis niirinurga C puhul on pikendatud,
joon. 208) ldigud jirgmiselt: 16igu BD c'-ga ja 16igu
DC b'-ga. 3 :

Rakendades teoreemi kolmnurga teravnurga vastaskiilje
kohta (§ 194), saame :

b®> = a® 4-¢®> —2ac'.
Sellest vorrandist leiame 16igu ¢’ :

P L
2a
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Pirast seda leiame kolmnurgast ABD korguse kui kaateti :

5 (a2 — B?)2

Samuti voib leida kolmnurga kiilgede kaudu korgused
h, ja h, mis on tommatud kiilgedele b ja c.

A
A
c ha b [+ b h,
8 ¢ B8 — o}
[ ¢’ g b'tl e —— @ —-—ﬁ— b
E a 1 e

Joon. 207. Joon. 208.

VII. Vérdelised 16igud ringis.

199. Ménede vordeliste l6ikudega ringis tutvusime juba
varem (§ 189); niitid tutvume veel monede teistega.

Teoreem. Kuildbi ringi sees voetud punkti (M,joon. 209)
tommata mingi kool (AB) ja diameeter (CD), siis koolu
loikude korrutis (AM - MB) vordub diameetri loikude korru-
tisega (MD - MC).

Tommates kaks abikédlu AC ja BD, saame kaks kolm-
nurka AMC ja MBD (joonisel viirutatud), mis on sarnased,
sest neis on nurgad A ja D vordsed kui piirdenurgad, mis
toetuvad samale kaarele BC, ja nurgad C ja B on vordsed
kui piirdenurgad, mis toetuvad samale kaarele AD. Kolm-
nurkade sarnasusest tuletame:
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AM: MD = MC : MB,
millest
AM - MB =MD - MC.

200. Jireldus. Kui ldbi
ringi sees voetud punkii (M,
joon. 209) on tommatud mista-
. hes arv koole (AB,EF,KL,...),
siis iga koolu loikude kor-
rutis on jddv arv koikide koo-
lude kohta, sest iga koolu kohta
on see korrutis vordne libi Joon. 209.
punkti M mineva diameetri CD
16ikude korrutisega.

201. Teoreem. Kui vdljaspool ringi voéetud punktist
(M, joon. 210) on ringile tommatud mingi loikaja (MA) ja
puutuja (MC), siis loikaja korrutis oma vélise osaga vordub
puutuja ruuduga (siin eeldatakse, et ldikaja on piiratud teise
l6ikepunktiga ja puutuja on piiratud puutepunktiga).

Toémbame abikdolud AC ja BC; saame kaks kolmnurka
MAC ja MBC (joonisel viirutatud), mis on sarnased, sest neil
on ithine nurk M ning nurgad MCB ja CAB on vérdsed,

N c

Joon. 210.
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kuna kumbagi neist mé6dab pool kaarest BC. Vétame kolm-
nurgas MAC kiiljed MA ja MC; neile vastavateks kiilgedeks
kolmnurgas MBC on MC ja MB; seepirast
MA : MC = MC : MB,
millest
MA - MB = MC2.

202. Jareldus. Kui viljaspool ringi voetud punktist
(M, joon. 210) témmata ringile mistahes arv loikajaid (MA,
MD, ME,...), siis iga léikaja korrutis oma vilise osaga on
Jiédv arv koikide loikajate kohta, sest iga 16ikaja kohta vordub
see korrutis punktist M tédmmatud puutuja ruuduga (MB?).

VIII. Teravnurga trigonomeetrilised funktsioonid.

203. Definitsioonid. Olgu « mingi teravnurk (joon.211)
Vétame selle nurga tihel haaral mingi punkti M ja joonestame
sellest nurga teisele haarale ristloigu MN. Saame tdisnurkse
kolmnurga BMN. Vétame selle kolmnurga kiilgede suhted
paarikaupa, ja nimelt:

~ MN ; a .

gy S O nurga «a vastaskaateti suhe hiipotenuusiga,

BN T g i #
B¢ S O nurga « lahiskaateti suhe hiipotenuusiga,

MN 2 P 3
gy S 0. nurga « vastaskaateti suhe lihiskaatetiga

ja nende poordsuhted:
BM BM BN
MN’' BN’ MN®
Ukski nendest kuuest suhtest ei s6ltu punkti M asendist
haaral BC. Toepoolest, kui punkti M asemel votta teised
punktid M’, M”,... ja tommata ristloigud M'N',M“N", ..., siis
tekkinud kolmnurgad BMN’, BM“N”, ... on sarnased kolmnur-
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gaga BMN, sest kolmnurkade
vastavad nurgad on vordsed.
Kuna aga sarnastes kolmnurkades
vastavad kiiljed on vérdelised,
siis

MN MoN- = MUN

@8 BN BN 8 s i
BN BN' BN" . Mo A
W N = N = ine. Joon. 211.

Uhegi voetud suhte suurus ei soltu ka sellest, millisel
nurga haaral on punkt M véetud. Kui niiteks votame haaral
BA punkti M, (sama joonis) ja témbame M,N, L BC, siis
kolmnurk BM,N, on samuti sarnane kolmnurgaga BMN, sest
neil on kaks paari vordseid nurki, nimelt tiisnurgad ja nurk e,
mis esineb tihes ja teises kolmnurgas; seepirast

MyNy _MN __
B, . BM -

Seega meie poolt véetud suhted ei muutu punkti M asendi
muutumisel nurga « thel véi teisel haaral, kuid muutuvad
muidugi nurga suuruse muutumisel.

Seejuures nurga igale suurusele vastab neist iga suhte
tidiesti madratud véadrtus.

Seepirast voime &elda, et iga suhe on ainult nurga funkt-
sioon ja madrab nurga suuruse.

Nimetatud suhteid nimetatakse nurga trigonomeetrilisteks
funktsioonideks.  Neist kuuest suhtest kasutatakse koige
rohkem jirgmist nelja, milledele on antud erinimetused ja
eritihised:

nurga « vastaskaateti suhet hiipotenuusiga nimetatakse
.nurga « siinuseks ja tdhistatakse: sin «;

nurga « ldhiskaateti suhet hiipotenuusiga nimetatakse
nurga « koosinuseks ja tihistatakse: cos «;

nurga « vastaskaateti suhet lihiskaatetiga nimetatakse nurga «
tangensiks ja tihistatakse: tge« voi tan «;

jne.
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nurga « lihiskaateti suhet vastaskaatetiga nimetatakse nurga «
kootangensiks ja tihistatakse: ctg « voi cot «.

Kuna kumbki kaatetitest on viiksem hiipotenuusist, siis iga
nurga siinus ja koosinus on viiksem 1-st, ja kuna tiks kaatet
voib olla suurem véi viiksem teisest kaatetist voi vordne
teise kaatetiga, siis tangens ja kootangens véivad olla suure-
mad v6&i viiksemad voi vordsed 1-ga.

204. Nurga joonestamine, kui on antud iiks selle nurga
trigonomeetrilistest funktsioonidest.

1) Tuleb joonestada nurk, mille sii-

nus on i Selleks tuleb joonestada nii-

L

Joon. 212. Joon. 213,

sugune tdisnurkne kolmnurk, mille ithe kaateti suhe hiipote-

nuusiga oleks i ja votta see nurk, mis on selle kaateti vastas.
Kolmnurga joonestamiseks votame lithikese 16igu ja ehitame
I6igu AB (joon. 212), mis vérdub nelja véetud ldigu pikku-
sega. Loigu AB votame diameetriks ja joonestame poolring-
joone. Niiid votame punkti B keskpunktiks ja joonestame

kaare raadiusega, mis on | hiipotenuusist. Selle kaare I5ike-

punkti poolringjoonega ithendame punktidega A ja B, saame
kolmnurga, milles nurga A siinus ongi 5%
2) On antud vérrand: cos - =0,7; joonestada nurk z.

Seda iilesannet lahendame samuti kui eelnevatki: hiipotenuu-
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siks votame 16igu AB (sama joonis), mille pikkus on 10 mingit
vordset osa, kaateti AC pikkus aga oleks 7 sama osa; siis
selle kaateti lahisnurk A ongi otsitav. .

3) Joonestada nurk z, kuitanz =1 ; Selleks tuleb ehitada

niisugune taisnurkne kolmnurk, mille tiks kaatet oleks 1;

korda suurem teisest kaatetist. Joonestanud tdisnurga (joon.
213), asetame selle nurga iihele haarale meelevaldselt véetud
pikkusega 16igu AB, teisele haarale aga 15igu AC, mis vordub

1; AB-ga. Uhendanud punktid B ja C, saame nurga B, mille
tangens on 1%

Samal viisil tuleb toimida, kui soovitakse joonestada nurk
antud kootangensi kaudu; otsitavaks nurgaks on siis see nurk,
mille lihiskaatetiks on AC.

205. Trigonomeetriliste funktsioonide muutumine nurga
muutumisel vahemikus 0° kuni 90°. Selleks, et oleks holp-
sam jilgida siinuse ja koosinuse muutumist nurga muutumisel,
oletame, et sellel muutumisel hiipotenuusi pikkus, mis vérdub
tthe pikkusiihikuga, ei muutu, muutuvad aga ainult kaatetid.
Joonestame raadiusega OA (joon. 214), mis vordub meele-
valdselt voetud pikkusiihikuga, veerandi ringist AM ja vétame
selles mingi kesknurga AOB = «. Joonestades punktist B
raadiusele O A ristldigu BC, saame:

e BC: RO A

sin & = 5 =7 = BC arvulise viirtusega;
(0] ocC £

cos « = Og == OC arvulise viirtusega.

Niiid kujutleme, et raadius OB poorleb imber kesk-
punkti O joonisel noolega nididatud suunas, alates asendist
OA kuni asendini OM. Niiiid suureneb nurk 0°-st kuni 90°-ni
(libistades joonisel ndidatud viirtused AOB, AOB, AOB”,
jne); nurga vastaskaateti BC arvuline viirtus suureneb nullist
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M g
8“
\\
B' B'
B
B
[+4 w‘ A
o
0 ¢ XLy
Joon. 214. Joon. 215.

(kui @ = 0°) kuni tiheni (kui @ = 90°); kaateti OCarvuline vair-
tus aga viheneb tihest (kui @ = 0°) kuni nullini (kui ¢ = 90°).
Seega: nurga suurenemisel vahemikus 0° kuni 90° tema siinus
suureneb 0-st kuni 1-ni ja koosinus viheneb 1-st kuni 0-ni.

Jalgime niitid tangensi muutumist. Kuna nurga tangens
on nurga vastaskaateti suhe lihiskaatetiga, siis on hélpsam
oletada, et teravnurga suurenemisel lihiskaatet jiib vordseks
pikkusiihikuga, vastaskaatet aga muutub. Vétame ldigu OA4,
mis on vordne pikkusiihikuga (oon. 215), ja vaatame sellele
kui kolmnurga AOB muutumatule kaatetile. Kolmnurga nurk
AOB = a muutub.

Lo - AB AB .

Vastavalt definitsioonile tan « = "' = === AB arvulise
vadrtusega.

Nihutame niiiid punkti B méoda sirget AN, alates punk-
tist A, itha korgemale libi asendite B’, B”,... jne.; siis, nagu
naha joonisest, nurk « ja selle tangens suurenevad; kui see-
juures liikuv punkt B thtib punktiga A, on nurk « 0° ja ka
nurga tangens on null. Kui punkt B tduseb mooda sirget
AN iiha korgemale, nurk « suureneb, piitides saada nurgaks

~AOM = 90° ja tangensi arvuline védrtus suureneb samuti,
" seejuures voib ta ilmselt saada suuremaks mistahes suurest
arvust (kasvab piiramatult). Téhendab, nurga suurenemisel
vahemikus 0° kuni 90° tema tangens kasvab piiramatult
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Viljenduse asemel ,muutuv suurus kasvab piiramatult”,
oeldakse, et ,muutuv suurus kasvab l6pmatuseni”. Séna ,l6p-
matus” viljendatakse siimboliga oo. Tangensi muutumist véib
seega viljendada jirgmiselt: nurga suurenemisel 0°-st kuni
90°-ni tangens suureneb 0-st kuni oco-ni.

Kootangensi definitsioonist (§ 203) jireldub, et kootangens
on tangensi pddrdsuurus (cot @ = 1 : tan «) ja seepirast, kui tan «
kasvab 0-st kuni oco-ni, siis cot « viheneb oco-st kuni 0-ni.

206. Trigonomeetriliste funktsioonide tabel. Selle raa-
matu I6ppu on lisatud tabel, mis sisaldab trigonomeetrilised
funktsioonid (tdpsusega kuni neljanda kiimnendkohani) kaigile
taisarv-kraadilistele nurkadele 0° kuni 90°. Tabel on koostatud
nii: esimeses veerus vasakult (mille pealkirjaks on ,kraadid”) on
paigutatud kraadide arvud: 0,1,2,3,... kuni 45°; teises veerus
(pealkirja all ,siinused”) on paigutatud esimeses veerus olevate
nurkade siinused ; kolmandas veerus on koosinused, siis tangensid
ja siis kootangensid. Viimases, kuuendas veerus, on paigutatud
jille kraadid, nimelt: 90°, 9°, 88°, 87°... jne. kuni 45°. See
on tehtud (ruumi kokkuhoiu mottes) sel alusel, et vastavalt
siinuse ja koosinuse definitsioonile (§ 203), sin @ = cos (90° — «)
cos @ = sin (90°— «) jne., tihendab, sin 1° = cos 89°, sin 2° =
=cos 88° jne. Seepirast on selle veeru all, mille peal on
sona ,siinused”, triikitud ,kocsinused”; selle veeru all (3. vasa-
kult), mille peal on mirgitud ,koosinused”, seisavad ,siinused”
jne. Seega nurkadele 0° kuni 45° tuleb kraadid votta esimeses
veerus vasakult, trigonomeetriliste funktsioonide nimetused
veergude pealt, nurkadele aga 45° kuni 90° tuleb kraadid
votta viimases veerus paremalt, aga funktsioonide nimetused
veergude alt. Niiteks leiame tabelist: tan 35° = 0,7002,
cos 53°=0,6018, tan 72° = 3,078 jne.

Sellise tabeli abil me voime leida mitte ainult antud nurga tri-
gonomeetrilist funktsiooni, vaid ka imberpé6rdult: nurga trigo-
nomeetrilise funktsiooni péhjal voime leida ka sellele vastava
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nurga (ligikaudu). Olgu niiteks tarvis leida nurk z, kui on
teada, et sin z = 0,6152. Otsime siinuste veergudes arvu,
mis on vodimalikult lihedal 0,6152-le. Niisuguseks arvuks on
0,6157, mis on sin 38°. Kuna 0,6152<0,6157, siis x < 38°.
Aga teiselt poolt 0,6152 > 0,6018 (tabelis asetseb viimane arv
arvu 0,6157 peal ja on sin 37°); seepirast > 37°. Me leid-
sime niiviisi kaks nurka: 37° ja 38°, millede vahel on nurk z.
Tihendab, kui vétta # asemel nurk 37° v6i nurk 38°, siis esi-
mesel juhul leiame ligikaudse z viirtuse puudusega, teisel
juhul lilaga, nii thel kui teisel juhul on tipsus kuni 1°. Neist
nurkadest tuleb eelistada seda, mille siinus on lihemal antud
siinusele (antud niites on parem vGtta 38°).

Olgu veel tarvis leida nurk z vorrandi cot  =0,7826
pohjal. Kootangensite veergudest leiame: 0,7813 = cot 52°
ja 0,8098 = cot 51°.

Kuna 0,8098 > 0,7826 > 0,7813, siis 51° < 2 < 52°, see-
juures on x lihemal 52°-le ja seepirast on 2-i suuruseks parem
votta 52° (tipsus kuni 1°).

207. Seos tdisnurkse kolmnurga kiilgede ja nurkade
vahel.

1) Taisnurksest kolmnurgast ABC leiame (joon. 216):
@ z=sin B; chos B;
s b= disin B;i-ci=:a:808:8;

Kuna aga B = 90°— C, siis sin B = cos C ja cos B=

=sin C, tihendab, eelmisi vérdusi véib tidiendada nii:
b = & 'sinkB=—1 "cos @
Cr=1a7CoSW = & S\ C:

Seega: tdisnurkse kolmnurga kaatet vérdub hiipotenuusi
ja vastasnurga siinuse vGi ldhisnurga koosinuse korrutisega.

2) Samast kolmnurgast leiame:

b
. = tan B; —g——— cot B;
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siit: £
b=c tan B; ¢c= b cot B.
Aga tan B = cot (90° — B) = cot C

ja cot B = tan (90° — B) =tan C, seepi- a
rast véime kirjutada:

p—=2c tanr:B —=¢ccot C,

¢—bcot B=—20 tan O, 8 . A
s. t. kaatet vordub teise kaateti ja vastas- Joon. 216.
nurga tangensi voi lihisnurga kootangensi
korrutisega.

208. Téisnurksete kolmnurkade lahendamine. Ullaltoodud
seosed lubavad lahendada tiisnurkseid kolmnurki, s.t. leida
mone antud elemendi pohjal ilejiinud elemendid. Toome
ndite.

Nidide Tiisnurkses kolmnurgas on antud: hiipotenuus
a=4,5 ja nurk C=42°. Leida kaatetid ja nurk B.

b=a cos C= 4,5 cos 42°; ¢ = a sin C =4,5 - sin 42°,

Tabelist leiame: sin 42° =0,6691, cos 42° = 0,7431. .

Tahendab: b=14,5-07431 = 3,344; ¢ —45 - 0,6691 =
=3,011; B=90°— C = 48°, \

IX. Mbiste algebra rakendamisest geomeetrias.

209. Ulesanne. Anfud l6ik jaotada kuldldikes.

Seda iilesannet tuleb méista nii: jaotada antud 15ik kaheks
osaks nii, et suurem osa oleks kogu Isigu ja selle viiksema
osa keskmiseks vérdeliseks.

Ulesanne on lahendatud, kui oleme leidnud iihe osadest,
milledeks tuleb jaotada antud 16ik. Leiame suurema 0sa, S. 0.
selle, mis peab olema kogu I6igu ja selle viiksema osa kes k-
miseks vordeliseks. Oletame, et jutt pole mitte selle
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16igu joonestamisest, vaid ainult selle osa pikkuse arvuta-
misest. Siis voib tlesannet lahendada algebraliselt,
nimelt nii: kui antud 16igu pikkus on tdhistatud a-ga ja suu-
rema osa pikkus z-ga, siis lithema osa pikkus on a— 2 ja
vastavalt ilesande ndudele saame vorde:

a:r=a:(@a—x);
siit

22 —=a (a—2x) ehk 22+ ar—a®*= 0.
Lahendanud ruutvérrandi, leiame:

a R TR T
Kérvaldanud teise lahendi kui negatuvse, jidme esimese

positiivse lahendi juurde. Anname sellele lahendile sobivama
kuju:

Z']——‘/ —}—a-—:~: ad?}-'ar L ga_z_%: VS—

iy T O bt s SRR
ST T e e 0,61803 ...

Seega tilesanne on alati lahendatav ja tal on ainult iiks
lahend.

Kui meil korda liheks Joonestada niisugune 16ik, mille
pikkus viljendub leitud valemiga, siis, kandes selle 16igu antud
16igule, meie jaotame selle kuldlsikes. Seega kflsimus seisneb
leitud valemiga misratud 16igu konstrueerimises. Valemiga
misratud [6iku konstrueerida on hdlpsam, kux vétame selle
lihtsustamata kujul, s. t. kujul:

=V~
Vottes vaatlusele avaldise V( ) -+ a‘3 tiheldame, et see

on hiipotenuus niisuguses tdisnurkses kolmnurgas, milles tiks

kaatet on a ja teine

a s
3 Joonestanud niisuguse kolmnurga,
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saada Isik z,, tuleb joonestatud kolmnurga hupotenuusxst
lahutada ;—. Seega konstruktsiooni saab teostada jirgmiselt:

Poolitame (joon. 217) antud 0
lI6igu AB =a punktis C. Pisti-
tame otspunktis Bligule ristjoone E
ja paigutame sellele BD = BC.
Uhendanud sirgldiguga punktid A
ja D, saame tiisnurkse kolmnurga 4 . B
ABD, mille iiks kaatet AB = a e

ja teine kaatet BD =—a—. Jire-

Joon. 217.

likult kolmnurga hiipotenius AD = V( ) +a2 Selleks, et

hiipotenuusist lahutada pikkus joonestame raadiusega

a
2,

BD = —‘;— keskpunktist D kaare. Siis l6ik AE vérdub

l/('ﬂ)2 -+ a% — a, s.0. vordub #,-ga. Paigutanud AE AB-le

(A-st kuni G-ni), saame punkti G, mis Jaotab loigu AB kuld-
loikes.

Mirkus. Ulaltoodud 16igu jaotamist liheb tarvis korra-
pirase kool-kiimmenurga kiilje leidmisel.

210. Geomeetriliste {ilesannete algebraline lahendus-
viis. Meie lahendasime esitatud tilesande algebra raken-
damisega geomeetrias. See lahendusviis seisneb jirg-
mises: koigepealt otsustatakse, millist 16iku tuleb leida, et
iilesannet lahendada. Siis, tihistanud antud l6ikude pikkused
tihtedega a, b, ¢,... ja otsitava Ioigu pikkuse tihega #, koos-
tatakse tilesande andmete pohjal vérrand, mis seob antud
pikkused otsitava pikkusega. See vérrand lahendatakse. Saa-
dud valemit uuritakse, s. 0. miiratakse, kas tilesanne on lahen-
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datav mistahes andmete v6i ainult ménede andmete puhul,
kas saadakse iiks lahend v6i mitu. Siis tuleb konstrueerida
valem, s.t. leida konstrueerimisega niisugune 16ik, mille arvu-
line viirtus on miiratud valemiga.

Seega geomeetriliste iilesannete algebraline lahendusviis
koosneb iildiselt neljast jargmisest osast: 1) vorrandi koosta-
mine, 2) selle lahendamine, 3) saadud valemi uurimine ja
4) valemi konstrueerimine.

Ménikord tuleb iilesandes leida mitu 16iku. Siis tdhista-
takse nende arvulised vairtused tihtedega z, y, ... ja piititakse
koostada niipalju vérrandeid, kuipalju on otsitavaid suurusi.

211. Lihtsamate valemite konstrueerimine. Esitame mo-
ned lihtsamad valemid, milliseid saab konstrueerida sirkli ja
joonlaua abil, seejuures eeldame, et tihed a, b, ¢, ... viljenda-
vad antud léikude pikkusi,  aga otsitava 16igu pikkust. Pea-
tumata selliste valemite juures, nagu

s—=at-b-tc r=a—bx=2a:3a:. .,

millede konstrueerimine on viga lihtne, asume keerulisemate
valemite juurde.

1) Valemid z = ; 3 ;, S :92; a,... jt. konstrueeritakse

l6igu a jaotamisega vordseteks osadeks ja siis, kui vaja, selle
osa kordamisega 2, 3,... korda. :

2) Valem z — ‘ch viljendab l6ikude ¢, 2 ja b neljandat
vordelist. Sellest vordusest tuletame:

cxr = ab,
millest
e =02

Jarelikult leiame z viisil, mis oli ndidatud neljanda vorde-
lise leidmiseks (§ 185).

3) Valem z :%2 viljendab 16ikude b, a ja a neljandat vor-
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delist v6i, nagu Oeldakse, l6ikude b ja a kolmandat vér-
delist. Antud vérdusest tuletame:
O =—:a%
millest
bra=a:2.
Jarelikult leitakse # samuti, nagu leitakse neljas vordeline

(I6ik a esineb kaks korda).

4) Valem z = Vab viljendab a ja b keskmist vorde-

list. Antud vérdusest tuletame:
e—ab
millest
A=l

Jarelikult leitakse z viisil, mis oli varem niidatud keskmise
vordelise konstrueerimiseks (§ 190).

5) Valem z = Va? - b® viljendab hiipotenuusi tiis-
nurkses kolmnurgas, mille kaatetid on a ja b. -

6) Valem = la>— b2 viljendab kaatetit tdisnurkses
kolmnurgas, mille hiipotenuus on @ ja teine kaatet on b.

Konstrueerimist on koige holpsam teostada nii, nagu nii-
datud § 126. ’

Toodud valemeid vé6ib nimetada péhivalemiteks. Nende
abil konstrueeritakse keerulisemaid valemeid. Niiteks:

/2
7) x=a |/ . Viies a juuremirgi alla, saame:
3 J g

e

PP s ,2 2._]/ 2
J’—l,sz‘i— a 3 a.

g o i & A
Siit ndeme, et # on loikude a ja ; @ keskmine voérdeline,

8) = Va?+ b2 — ¢> + d> Oletame, et a2 b2 = k2
Siis k& leitakse kui hiipotenuus tdisnurkses kolmnurgas, mille
kaatetid on a ja b. Joonestanud &, oletame et k* - d®> =1
Niitid leitakse / kui hiipotenuus tédisnurkses kolmnurgas, mille

kaatetid on % ja d. Joonestanud /, saame: z = V2—¢2 Jireli-

197



kalt on z kaatet niisuguses tadisnurkses kolmnurgas, mille
hiipotenuus on [ ja teine kaatet on c.

Piirdume nende niidetega. Tihendame, et taoline algebra-
liste valemite konstrueerimisviisi arutlus lubab teha jirgmise
tihtsa jirelduse:

Joonlaua ja sirkli abil on véimalik teostada
ainult niisuguste algebraliste valemite konst-
rueerimist, milliseid voib saada tuntud suurus-
test Ioplika arvu ratsionaalsete tehete ja ruut-
juure leidmise abil

Harjutusi.
Toéestada teoreemid.

1. Sirge, mis on tommatud labi trapetsi aluste keskpunktide, labib
trapetsi haarade pikendusi ja ka diagonaalide IGikepunkti.

2. Kui kolmnurgas on mittevrdsete kilgede vahel oleva nurga tipust
tommatud nurgapoolitaja ja mediaan, siis esimene on lithem teisest.

3. Kui kaks ringi puutuvad viliselt, siis see osa thisest valisest puutu-
jast, mis asetseb puutepunktide vahel, on ringide diameetrite keskmine
vordeline.

4. Kui paigutada nurga haaradele selle tipust vordelised Idigud, siis
sirged, mis tthendavad nende 1dikude otspunkte, on paralleelsed.

5. Kui taisnurkse kolmnurga ABC sisse joonestada ruut DEFG nii, et
killg DE oleks hiipotenuusil BC, siis see killg on hiipotenuusi 16ikude
BD ja EC keskmine vordeline (punktid hiipotenuusil on jirjekorras B, D,
E, C).

6. Kui kaks 16iku 4B ja CD loikuvad (ka pikendamise) punktis £ nii,
et EB - EA = EC - ED, siis punktid A, B, C ja D asetsevad thel ring-
joonel (pBordteoreem teoreemidele §§ 200 ja 202).

7. On antud ringjoon O ja kaks punkti A ja B. Libi nende punktide
on tdmmatud mitu ringjoont, mis l6ikavad ringjoont O v6i puutuvad seda.
Toestada, et kaik koslud, mis thendavad mistahes tommatud ringjoone ja
ringjoone O likepunkte ja ka ihised puutujad 15ikuvad (pikendamisel)
ithes punktis, mis asetseb AB pikendusel.
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8. Pahinedes sellel, tuletada konstrueerimisviis ringjoonele, mis labiks
antud kaks punkti 4 ja B ja puutuks antud ringjoont O.

9. Tasapinnal on antud kaks ringi. Kui nende ringide kaks raadiust
poorlevad, olles kogu aeg teineteisega paralleelsed, siis sirge, mis thendab
nende raadiuste otspunkte, ikub keskjoonega alati samas punktis (ringide
sarnasuskeskpunktis). :

10. Kolmnurga mediaan poolitab ké&ik sirged, mis on tommatud kolm-
nurgas paralleelselt selle kiiljega, millele on tommatud mediaan.

11. On antud kolm thest punktist lihtuvat sirget. Kui modda thte
sirget liigub mingi punkt, siis selle kaugused kahest teisest sirgest moodus-
tavad jaiva suhte.

12. Kui kaks ringjoont on kontsentrilised, siis ihel ringjoonel meele-
valdselt vetud punkti ja teise ringjoone mistahes diameetri otspunktide
vaheliste kauguste ruutude summa on jadv suurus.

13. Kui iihendada sirgetega mingi kolmnurga kolme korguse alused,
siis siinjuures tekkinud kolm kolmnurka antud kolmnurga tippude juures
on sarnased antud kolmnurgaga. Tuletada siit, et antud kolmnurga korgu-
sed on nurgapoolitajaiks selles kolmnurgas, mis on moodustatud korguste
aluseid ihendavate sirgete poolt.

14. Antud ringjoone diameeter AB on pikendatud ile B. Sellel piken-
dusel vdetud mingist punktist C on tommatud sirge CDLAB. Kui niid
selle ristjoone mingi punkt M tihendada  A-ga, siis (olles 4;-ga tihistanud
selle sirge teise 16ikepunkti ringjoonega) korrutis AM - AA; on jadav suurus
iga punkti M puhul.

LLeida geomeetrilised kohad.

{5. Labi ringjoone antud punkti tommatud koolude keskpunktidele.

16. Libi ringjoone antud punkti tommatud koolusid suhtes m: n jao-
tavatele punktidele.

17. Punktidele, millede kaugused antud nurga haaradest suhtuvad nagu
m: n.

18. Punktidele, millede ja kahe antud punkti vaheliste kauguste ruutude
summa on jadv suurus § 197).

19. Punktidele, millede ja kahe antud punkti vaheliste kauguste ruutude
vahe on jaav suurus. .

20. Punktidele, mis jaotavad suhtes m:n koiki ringjoone punkte ja
antud punkti O (mis asetseb ringi sees véi viljaspool seda) ithendavaid
sirgloike.
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Konstrueerimisilesandeid.

21. Témmata sirge labi nurga sees voi viljaspool seda oleva punkti nii,
et selle 16igud antud punkti ja nurga haarade vahel suhtuksid nagu m: n.

22. Leida kolmnurgas niisugune punkt, et ristloigud, mis on tdmmatud
sellest kolmnurga kiilgedele, suhtuksid nagu m:n:p (vt. hatjutus 17).

23. Joonestada kolmnurk, kui on antud iiks nurk, dks selle nwurga
lahiskiilg ja selle kiilje suhe kolmanda kiiljega. (Mitu lahendust?)

24, Joonestada kolmnurk, kui on antud tippnurk, alus ja selle suhe
ithega haaradest.

25. Joonestada kolmnurk, kui on antud tippnurk, korgus ja aluse
[6ikude suhe.

26. Joonestada kolmnurk, kui on antud tippnurk, alus ja alusel punkt,
mida labib tippnurga poolitaja.

97. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks nurka ja aluse ja korguse
summa voi vahe.

28. Joonestada vordhaarne kolmnurk, kui on antud tippnurk ja aluse
ning korguse summa.

29. Sirgel MN on antud punktid A4 ja B. Leida sellel sirgel kolmas
punkt C nii, et CA:CB = m:n, kus m ja n on antud ligud voi antud
arvud (kui m = n, siis punkte on kaks: iiks A ja B vahel, teine valjaspool
I6iku AB).

30. Antud ringisse joonestada kolmnurk, kui on antud alus ja kahe
teise kiilje suhe.

31. Antud ringisse joonestada kolmnurk, kui on antud alus ja mediaan
ithele tundmatuist kiilgedest. -

32. Antud segmendisse joonestada ruut nii, et selle ks kiilg oleks
koolul ja kaks tippu kaarel.

Juhis. Ulesande lahendamisel tuleb rakendada sarnasusmeetodit
(5 181).

33. Antud kolmnurka joonestada ruut nii, et selle iiks kiilg oleks kolm-
nurga alusel ja kaks tippu kolmnurga haaradel.

34. Antud kolmnurka joonestada ristkiilik (vt. eelmine iilesanne) nii, et
selle kiiljed suhtuksid nagu m : n.

35. Umber antud ruudu joonestada kolmnurk, mis oleks sarnane antud
kolmnurgaga.

36. On antud ringjoon ja sellel kaks punkti A ja B. Leida sellel ring-
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joonel kolmas punkt C nii, et punkti kaugused A-st ja B-st moodustaksid
antud suhte.

37. Joonestada kolmnurk, kui on antud kaks kiilge ja nende vahel oleva
nurga poolitaja (vt. joon. 196; enne leiame l6igu CE vérdest CE:BD —
= AE: AB, siis joonestame kolmnurga BCE jne.).

38. Joonestada sirglik x nii, et ta suhe antud ldiguga m vérduks
a’:b% (a ja b on antud 1igud).

39. Leida vialjaspool ringi niisugune punkt, et puutuja, mis sellest on
tdmmatud antud ringjoonele, oleks kaks korda vaiksem samast punktist
labi ringjoone keskpunkti tdmmatud I6ikajast (algebra rakendamine geo-
meetrias).

40. Tommata l4bi valjaspool ringi antud punkti niisugune 16ikaja, mis
jaotuks antud ringjoonega antud suhtes (algebra rakendamine geomeetrias).

41. Joonestada kolmnurk, kui on antud selle kolm kérgust hy, hs, hs.
Lahendus. Koigepealt tuleb t&estada sarnastest kolmnurkadest, et
korgused on pdordvordelised vastavate kiilgedega. Kui kiiljed,
milledele on tdmmatud korgused hy, hy ja hs, on tdhistatud vastavalt
Xi-, Xo- ja Xg-ga, siis

X1: Xg = hg:hl,'

%L hy by hy
Xo:Xg = hg:hy = 1 : 53_ ]:,'Eg_;
hy h
siit Xy:X3:Xg = hy: hy: "lh‘g-g,

hhs
Avaldis 111”2 on hy, hy ja hg neljas vordeline. Olles selle joonestanud (olgu
3

see k), on meil kolm 16iku: hy, hy ja k, milledega otsitavad kiiljed on
vordelised, tahendab, kolmnurk, mille kiilgedeks on need 16igud, on
sarnan e antud kolmnurgaga ja seeparast on véimalik kiisimust iile viia
tilesandele: joonestada kolmnurk, mis on sarnane antud kolmnurgaga ja
millel on antud korgus. Ulesanne on lahendamatu, kui antud I6ikude hy,
hs ja k pdhjal pole voimalik kolmnurka joonestada.
42, Joonestada 16igud, mis on viljendatud valemitega:

35 e iRE - BV S

) i B Y B 6
(tuleb kaks korda joonestada neljas vordeline) ;

2) x = Ja® + ba

(enne tuleb joonestada 16ik k& = Voe, siis x = Ja? + k2.
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Arvutustilesandeid.

43. Teravnurksesse kolmnurka, mille alus on a ja kérgus on h, tuleb
joonestada ruut nii, et selle iiks kiilg oleks kolmnurga alusel ja kaks tippu
kolmnurga haaradel.

44. Kolmnurga kiiljed on 10, 12 ja 17 m. Leida 17-m-se kiilje 16igud,
milledeks jaotub kiilg selle vastasnurga poolitajaga 16ikumisel.

45. Taisnurga tipust hiipotenuusile tdmmatud ristloik jagab selle 16iku-
deks m ja n. Arvutada kaatetid.

46. Kolmnurgas ABC -on antud kiiljed a, b ja ¢. Arvutada mediaan AD,
mis on tommatud kiiljele BC.

Juhis. Pikendanud mediaani AD kauguse DE = AD vorra ja then-
danud punkti E punktidega B ja C, saame roopkiiliku, mille kohta raken-
dame teoreemi § 197.

47. Kolmnurga ABC kiljed on: AB = 7; BC = 15 ja AC = 10.
Mairata, kas nurk A on terav-, tiis- véi niirinurk ja arvutada korgus, mis
on joonestatud tipust B. 3

48, Punktist viljaspool ringi on tdmmatud puutuja a ja 16ikaja. Arvu-
tada selle 16ikaja pikkus, kui on teada, et ta vilise osa suhe sisemise
osaga on m:n.

49. Kahele ringile, millede raadiused on R ja r ja keskpunktide joon
on d, on tdmmatud ithine puutuja. Maiidrata arvutamisega selle puutuja
ja keskpunktide joone ldikepunkti asend, esiteks, kui see punkt asetseb
viljaspool keskpunkti, ja teiseks, kui see punkt asetseb keskpunktide vahel.
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Neljas peatikk.

KORRAPARASED HULKNURGAD JA RING-
JOONE PIKKUSE ARVUTAMINE.

I. Korrapdrased hulknurgad.

212. Definitsioonid. Murdjoont nimetatakse korra-
péraseks, kui ta rahuldab jirgmist kolme tingimust: 1) murd-
joont moodustavad 16igud on vérdsed; 2) nurgad iga kahe
naaberl6igu vahel on vordsed ja 3) igast kolmest jarjestiku-
sest 16igust on esimene ja kolmas asetatud samal pool sirget,
millel asetseb teine 16ik.

Niisugused on niiteks murdjooned ABCDE ja FGHKL
(joon. 218); kolmas murdjoon MNPQR pole korrapirane, sest
ta ei rahulda kolmandat néuet.

Korrapidrane murdjoon voib olla kumer, nagu niiteks joon
ABCDE.

" 6 N Q
*1/, 34 i NS 3
’/
/ £ b /
A : F M P R

Joon. 218.
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Hulknurk on korrapirane, kui ta on piiratud korrapirase
murdjoonega, s. t. kui tal on vérdsed kiiljed ja vordsed nur-
gad. Niisugused hulknurgad on niiteks ruut, vordkiilgne
kolmnurk ja teised.

Hulknurk, mis on kujutatud joonisel 219, on korrapirane
kumer viisnurk; joonisel 219-a kujutatud hulknurk on samuti
korrapirane viisnurk, kuid mitte kumer (see on nn. tihtviis-
nurk). Oma geomeetria kursuses vaatleme ainult kumeraid
korrapiraseid hulknurki, ja seepirast, ridkides korrapdrasest
hulknurgast, moistame selle nimetuse all kumerat hulknurka.

Joon. 219. Joon. 219-a.

Jargnevad teoreemid niitavad, et korrapiraste hulknurkade
ehitamine on tihedalt seotud ringjoone jaotamisega vérdseteks
osadeks.

213. Teoreem. Kui ringjoon on jaotatud mitmeks
(enamaks kui kaheks) vordseks osaks, siis:

1) ithendanud koik naaberjaotuspunktid kooludega, saame
korrapdrase hulknurga (koolhulknurga);

2) tommanud [dbi koigi jaotuspunktide puutujad ja
pikendanud igaiihte neist kuni l6ikumiseni puutujaga naaber- :
Jaotuspunktis, saame korrapérase hulknurga (puutujahulk-
nurga).

Olgu ringjoon (joon. 220) jaotatud punktides A, B, C
jne. mitmeks vordseks osaks ja libi nende punktide olgu tom-
matud kéolud AB, BC, ... ja puutujad MBN, NCP jne.
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Siis:

1) Kéolhulknurk ABCDEF on korrapirane, sest koik ta
kiiljed on vordsed (kui ké6lud, mis vastavad vérdsetele kaar-
tele) ja kéik nurgad on vordsed (kui piirdenurgad, mis toetu-
vad vordsetele kaartele).

2) Selleks, et téestada puutujahulknurga MNPQRS korra-
pérasust, vaatleme kolmnurki AMB, BNC jne. Neil on alu-
sed AB, BC,. .. vordsed; aluste lihisnurgad on samuti

Joon. 220. Joon. 221.

vordsed, sest neid moddavad vordsed kaared (nurka, mis on
puutuja ja k66lu vahel, méddab pool nurga sees olevast kaa-
rest). Tihendab, k&ik need kolmnurgad on vérdhaarsed ja
vordsed ning seepirast MN=NP= ... ja / M= /N=
= ..., s. t. hulknurk MNPQRS on korrapirane.

214. Miarkus. Kui keskpunktist O (joon. 221) joones-
tada ristjooned kooludele AB, BC, . . . ja neid pikendada 16i-
kumiseni ringjoonega punktides M, N jne., siis need punktid
jaotavad koik kaared ja koolud pooleks ja sellega ka ringjoone
vordseteks osadeks. Seepirast, kui tombame libi punktide
M, N jne., nagu iilal niidatud, puutujad kuni vastastikuse 16i-
kumiseni, siis saame korrapirase puutujahulknurga, mille kiiljed
on paralleelsed koolhulknurga kiilgedega. Iga tippude paar A
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ja Ay, B ja By jne. asetseb keskpunktiga samal sirgel, nimelt
nurga MON ja teiste niisuguste nurkade poolitajatel.

215. Teoreem. Kui hulknurk on korrapirane, siis

1) tema iimber saab joonestada ringjoone;

2) tema sisse saab joonestada ringjoone.

1. Tombame libi korrapirase hulknurga ABCDE kolme
naabertipu A, B ja C (joon.222) ringjoone ja tGestame, et see
ringjoon libib ka neljanda tipu D.
Joonestame keskpunktist O rist-
16igu koolule BC ja iihendame
punkti O punktidega A ja D.
Poérame nelinurga ABKO timber
kilje OK nii, et ta langeks neli-
nurgale ODCK. Siis lsik KB
liheb piki 16iku KC (tipu K juu-
res olevate tidisnurkade vordsuse
tottu), punkt B langeb punktile
C (sest kool BC jaotub punktis
K pooleks), killg BA liheb Joon. 222,
médéda CD (nurkade B ja C
vordsuse tottu) ja I6puks punkt A langeb punktile D
(killgede BA ja CD vérdsuse tottu). Sellest jareldub, et 15i-
gud OA ja OD iihtivad ja, tihendab, punktid A ja D on
tthekaugusel keskpunktist; seepirast tipp D peab asetsema
punkte A, B ja C libival ringjoonel. Samuti toestame, et
see ringjoon, minnes libi kolme naabertipu B, C ja D, liheb
ka libi jirgmise tipu E jt.; tihendab, ringjoon libib hulk-
nurga kéiki tippe. _

2. Toestatust jireldub, et korrapirase hulknurga kiilgedele
véib vaadata kui ringjoone vérdsetele kooludele; niisugused,
koolud on aga vérdsel kaugusel keskpunktist; tihendab
koik ristlsigud OM, ON jt, mis on tdmmatud punktist O
hulknurga kiilgedele, on vérdsed ja seepirast ongi joonestatud
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ringjoon keskpunktist O raadiusega OM hulknurga ABCDE
timberringjooneks.

216. Jireldus. Eelmisest on niha, et kahel ringjoonel:
korrapdrase hulknurga iimberringjoonel ja hulknurga sisering-
joonel on iihine keskpunkt. Kuna see ihine keskpunkt on
samal kaugusel hulknurga kéikidest tippudest, siis peab ta
asetsema keskristjoonel, mis on piistitatud hulknurga mistahes
kiiljele ja olles samal kaugusel iga nurga haaradest, peab ta
asetsema ka iga nurga poolitajal. Seepirast, et leida ithe voi
teise ringjoone keskpunkt, tuleb leida kahe kiilje keskristjoonte
voi kahe nurgapoolitaja v6i tihe kiilje keskristjoone ja mingi
nurga poolitaja 16ikepunkt.

On kerge tiheldada, et hulknurga kiilgede keskristjooned,
samuti ka nurkade poolitajad, on hulknurga stimmeetria-
telgedeks.

217. Definitsioonid. Ulalnimetatud ringjoonte tihist
keskpunkti nimetatakse vastava hulknurga keskpunktiks, sise-
ringjoone raadiust nimetatakse hulknurga apoteemiks.

Nurka, mis on moodustatud korrapirase hulknurga mingi
kiilje otspunktidele tommatud raadiuste poolt, nimetatakse
kesknurgaks. Hulknurgal on kesknurki samapalju kui kiilgi;
ksik need nurgad on vérdsed kui kesknurgad, mis vastavad
vordsetele kaartele.

Kuna kéigi kesknurkade summa vordub 4d-ga ehk 360°-ga,
siis igaiiks neist vordub 4d : n ehk 360° : n, kus n viljendab
hulknurga kiilgede arvu; nii on korrapidrase kuusnurga kesk-
nurk 360°:6 = 60°; korrapirase kaheksanurga kesknurk on
360° : 8 = 45° jne.

Kuna hulknurga sisenurkade summa v6rdub 2d (n — 2), kus
n on hulknurga kiilgede arv, siis korrapirase hulknurga iga
sisenurk on

2d (n—2)
n
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Niiteks vordub korrapirase kaheksanurga sisenurk :

WBAIY. e e S
e e de 198

218. Teoreem. Korrapdrased iihenimelised hulknurgad
on sarnased ja nende kiiljed suhtuvad kui raadiused ja
apoteemid. ’

1) Selleks, et tdestada korrapiraste ithenimeliste hulknur-
kade ABCDEF ja AB;C, D EF, sarnasust (joon. 223),
piisab kindlakstegemisest, et nende nurgad on vérdsed ja kiil-
jed on vordelised.

Hulknurkade nurgad on vordsed, sest igatiks neist sisaldab

tihepalju kraade, nimelt 18@-%':31, kus n on iga hulknurga
kilgede arv. Kuna AB =BC=CD— . . . 39 B
= B,Cy =C1Dy = . .., siis on ilmne, et A‘?g;=[fgl =
:ng = ..., s t,etselliste hulknurkade kiilied on vérde-
lised.

2) Olgu O ja 04 (joon. 223) antud hulknurkade keskpunk-
tid, OA ja O,A, raadiused ja OM ja O,M, apoteemid.
Kolmnurgad OAB ja 0,A,B, on sarnased, sest nende kolm-
nurkade nurgad on vastavalt vordsed.

Nende sarnasusest

£ D jareldub :
E, 2 R

Al 04 OB

A6, 0,4,~ 0.1,

- - el 4 o C,
‘k ‘k Jareldus. Kuna
e ey sarnaste hulknurkade
AsM B

timberméodud on vor-
delised vastavate kiil-
Joon. 223, ‘ gedega (§ 172), siis
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korrapiraste tihenimeliste hulknurkade timbermésdud on vér-
delised raadiuste ja apoteemidega.

219. Ulesanne. Arvutada: 1) kéolruadu kiily; 2) korra-
pérase koolkuusnurga kiily; 3) korrapérase koolkolmnurga
kiilg.

Téhistame korrapirase n-nurga kiilje a,-ga ja imbermaodu
P,-ga. Valemeid koolruudu, koolkuusnurga ja koolkolm-
nurga kiilgedele on kerge tuletada jooniste 224, 225 ja 226
abil.

1) Joonisel 224 on témmatud kaks ristiolevat diameetrit
AC ja BD ja nende otspunktid on jirjest tthendatud k&slu-
dega; on saadud kéélruut ABCD.

Taisnurksest kolmnurgast AOB leiame:

AB? = AO®+ OB? = 2R?
siit

di= RV 2
220. 2) Joonisel 225 on joonestatud k&ol, mis vastab
8
A +2 c
0
Joon. 224, Joon. 225.

kesknurgale 60° (korrapirase koolkuusnurga kilg). Kuna
vordhaarses kolmnurgas AOB kumbki nurkadest A ja B on
(180° — 60°) : 2 = 60°, siis kolmnurk AOB on vordnurkne ja
jarelikult ka vordkiilgne; tihendab

AB= AO, s. 0. a=R.
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Siit saame lihtsa viisi ringjoone jaotamiseks kuueks vérd-

seks osaks.

8

221. 3) Joonisel 226 on ringjoon
jaotatud kuueks vérdseks osaks ja
jaotuspunktid on tile iihe jirjest ithen-
datud kooludega, on tekkinud korra-
parane koolkolmnurk ABC. Témma-
tes k6o6lu AD, saame tiisnurkse kolm-
nurga ABD (nurk BAD kui diameet-
rile toetuv piirdenurk on tdisnurk).

b Kolmnurgast ABD leiame:
Joon. 226. Af V BDT — AD%
seega i
ay =Y (QR?®— R,
tihendab

a3:RV3.

222. Ulesanne. Joonestada korrapirane koolkiimmenurk ja

viljendada selle kiilg raadiuse kaudu.
Eelkgige toestame korrapiirase kiimme-
nurga iihe tihtsa omaduse. Olgu k&ol AB
(joon. 227) korrapirase  kiimmenurga
kiiljeks. Siis nurk AOB on 36° ja kumbki

1
nurkadest A ja B on , (180° — 36°), s. t.

vordub 72°-ga. Jaotame nurga A sirgega
AC pooleks. Kumbki nurkadest, mis on
tekkinud punkti 4 juures, on 36°; jireli-
kult A ACO, omades kaks vordset nurka,
on vardhaarne, s.t. AC=C0; / ABC on
samuti vordhaarne, sest ~ B=72° ja
2 ACB=180° — 720 — 360=720; jireli-
kult AB= AC = CO. Kolmnurga nurga-
poolitaja omaduse pohjal (§ 186) vaime
kirjutada : s
AO: AB=0C:
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Asendades A0 ja AB vérdsete ldikudega OB ja OC, saame :
OB:0C=0C:CB; Q)

seega on raadius OB jaotatud punktis C kuldlsikes¥(§ 209), seejuures OC
on suurem_osa. OC aga vordub korrapirase kédlkimmenurga kiiljega ;
tahendab, korrapérase kéolkiimmenurga kiilg vordub kuldldikes jaotatud
raadiuse suurema osaga.

Niitid on kerge iilesannet lahendada

1) Jaotatakse ringi raadius (nditeks OA, joon. 228) kuldlmkes vottes
siis sirkli haardeks raadiuse suurema osa, eraldatakse ringjoonel iiksteise
jarel kaared. Jaotuspunktid ithendatakse jérjest kaoludega.

2) Tahistanud korrapirase kodlkimmenurga kiilje x-ga, voime vorde
(2) kirjutada nii:

R:x=x:(R—x);

X2+ Rx — R2=0.

siit

Lahendanud ruutvérrandi, leiame :

x=ap=R V»S—;—’—'zR-o,msm iy
223. Miarkused. 1) Selleks, et joonestada korraparane koolviisnurk
jaotatakse ringjoon kiimneks vdrdseks osaks (nagu oli iilal naidatud) a
iihendatakse jaotuspunktid kdoludega jarjest tile iihe.
2) Vérdusest

Joon. 228. Joon. 229,



LA B 1 binties 3 % o
on naha, et kui ringjoone ¢-st lahutada {5 ringjoonest, siis vahe vordub

:5'-ga ringjoonest. See asjaolu annab meile lihtsa votte korrapirase kool-
viisteistnurga joonestamiseks, sest ringjoone jaotamine kuueks ja kiimneks
vordseks osaks on meile tuttav.

3) Selleks, et ehitada viieharulist tihte (joon. 229), jaotatakse ringjoon
kimneks vordseks osaks ja tihendatakse kodlude abil jaotuspunktid, jattes
iga tihendamise juures kolm punkti vahele (nagu niidatud joonisel).

224. Ulesanne. Kahendada korrapérase koolhulknurga
kiilgede arv.

Selle lihendatud sonastuse all tuleb maista kahte tiles-
annet: 1) antud korrapirase k&olhulknurga péhjal tuleb joo-
nestada teine korrapirane ké6o6lhulknurk, millel on kiilgede
arv kaks korda suurem; 2) arvutada selle hulknurga
kiilg, kui on antud esimese hulknurga kiilg ja ringi raadius.

1) Olgu AB (joon. 230) korrapirase kool-n-nurga kiilg,
O olgu ringi keskpunkt. Témbame OC L AB ja ithendame
punktid A ja C. Kaar AB jaotub punktis C pooleks; jireli-
kult k66l AC on korrapirase k56l-2n-nurga kiiljeks.

2) Kolmnurgas ACO on nurk

c O alati teravnurk (sest kaar
_\ ACB on alati viiksem poolring-
A m 8  joonest ja jirelikult selle kaare

pool, s. t. kaar AC, on viiksem
veerandringjoonest) ;  seepirast

(§ 164):
o AC*>=0A%+ 0C* — 20C - OD;
Joon. 230.
seega

=R+ R—2R-0D=2R*—2R - OD.
Taisnurksest kolmnurgast AOD miirame kaateti OD,-

0D =Y a0 —Ap*— |/ re ()= [/~
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Jarelikult

al,=2R*— R |[[Rr— .
Selline on korrapirase koolhulknurga kiilgede arvu kahen-
damise valem (sellest valemist leiame a,,, vottes ruutjuure).

Niide. Arvutame korrapirase koolkaksteistnurga kiilje. Et
arvutus oleks lihtsam, oletame, et R =1 (jarelikult ka a;,— 1).

al, =2—2 l/fl:v{.—_—z—z Vi-.—_—z— 7,
millest g
a, =V2—V3=0517 ...

225. Mitmeks vordseks osaks saab jaotada ringjoont sirkli
ja joonlaua abil ?

Kasutades eelmistes iilesannetes libiarutatud votteid, me
saame sirkli ja joonlaua abil jaotada ringjoont (ja jérelikult
joonestada ka vastava kiilgede arvuga korrapiraseid ko6lhulk-
nurki) vordseteks osadeks, millede arv on toodud jirgmises

tabelis :
3 3:2 kP I 2 uldiselt i g
4 4.2 P W " 2n
5 59 5 i a 5. 9n
15 Tl § 5 Tl B S5 = 2 Rk S L

Saksa matemaatik Gauss (surnud 1855. a.) tdestas, et sirkli
ja joonlaua abil saab ringjoont jaotada vdrdseteks osadeks, mil-
lede arv, olles algarvuks, viljendub valemiga 2"+ 1. Nii-
teks saab ringjoont jaotada 17 vordseks osaks ja 257 vérd-
seks osaks, sest 17 ja 257 on algarvud kujult 2%-}-1
(17 = 22" 1; 257 =2*'4-1).

Gaussi toestus ulatub vilja elementaarmatemaatika piiri-
dest.

Ka on tdestatud, et sirkli ja joonlaua abil saab ringjoont
jaotada vordseteks osadeks, millede arv on kordarv, mis
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koosneb tegureist: 1) kujult 22" 4 1 ja 2) tegurist 2 mistahes
astmes. Naiteks saab sirkli ja joonlaua abil joonestada korra-
pirast 170-nurka [170=2-5-17=2- 22+ 1) - Q¥+ 1].
Jaotada ringjoont vérdseteks osadeks, millede arv on méni
teine arv, saab ainult ligikaudu. Olgu naiteks tarvis jaotada
ringjoon seitsmeks vordseks osaks (v6i joonestada korrapirane
koolseitsenurk). Siis arvutatakse esmalt kesknurk, see vordub:
0 0
'3'6;)':51 3 . Tapselt niisugust nurka malliga joonestada ei
saa, kuid hulknurga keskpunkti juurde saab joonestada nurga

suurusega ligikaudu 51°, ja nii saame ligikaudu ; ring-

joonest,

Harjutusi.

1. Koostada valem korraparase kool-24-nurga kiilje jaoks.

2. Koostada valem korraparase ko5l-8-nurga ja kool-16-nurga kiilgede
jaoks.

3. Koostada valem korraparase puutujakolmnurga ja puutujakuusnurga
kilgede jaoks.

4. Olgu AB, BC ja CD kolm jarjestikust kiilge korrapirases hulknur-
gas, mille keskpunkt on O. Kui pikendada! kiilgi AB ja CD nende 16iku-
miseni punktis Z, siis nelinurga OAEC tmber v6ib joonestada ringjoone.

5. Toestada, et: 1) iga vordkilgne kéolhulknurk on korrapirane ;
2) iga vordnurkne puutujabulknurk on korrapirane.

6. Toestada, et: 1) igal korrapirasel n-nurgal on n simmeetria-
telge, seejuures koik teljed libivad keskpunkti; 2) hulknurga puhul paaris-
arvu kiilgedega on keskpunkt iihtlasi ka stimmeetriakeskpunktiks.

7. Toestada, et korrapirase viisnurga kaks diagonaali, mis ei lihtu
tthest tipust, jaotuvad I6ikumisel kuldlsikes.

Juhis. Olgu ABCDE korrapirane viisnurk, AC ja BE on diago-
naalid. F on diagonaalide 1ikepunkt. /. ABC~ / ABF jne.

8. Antud kiilje pohjal joonestada: 1) korrapirane kaheksanurk ;
2) korrapiarane kimmenurk,

9. Ruudu nurkadest [5igata osad ra nii, et tekiks korraparane kaheksa-
nurk.

10. Antud ruutu joonestada vordkilgne kolmnurk, paigutades selle
tihe tipu ruudu tippu v5i mingi kilje keskpunkti.
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11. Joonestada vordkilgne kolmnurk teise vordkiilgsesse kolmnurk
nii, et kolmnurkade kiiljed oleksid vastastikku risti.

12. Joonestada nurgad: 18°, 30°, 75°, 72°.

13. Ringjoone timber on joonestatud mingi korrapirane hulknurk.
Kasutades seda, joonestada ringjoonesse korraparane hulknurk, millel oleks
kiilgi kaks korda rohkem, kui antud hulknurgal.

II. Ringjoone ja selle osade pikkuse arvutamine.

226. Eelselgitus. Sirgléiku saab vorrelda teise sirgloiguga,
mis on voetud pikkusiihikuks, sest sirged teineteise peale
asetamisel ihtivad. Ja ainult sel péhjusel saame kindlaks teha,
milliseid 16ikusid lugeda vordseteks ja milliseid mittevordse-
teks, mis on I6ikude summa ja missugune 16ik on teisest 2,
3, 4, . . . korda suurem jms. Samuti saame véorrelda tthesuguse
raadiusega ringjoonte kaari, sest ka need kaared iihtivad peale- -
asetamisel. Kuna aga mingi osa ringjoonest (v6i monest tei-
sest koverast) ei dhti sirgega, siis pole voimalik pealeasetami-
sega kindlaks teha, kas mingi koverjoone osa on pikkuselt
vordne antud sirgjoone 16iguga voi mitte, jirelikult ei saa ka
otsustada selle tile, missugune koverjoone osa on 2, 3,4, . . .
korda suurem antud sirgldigust. Seepdrast ongi tingimata tar-
vilik kindlaks teha, mida moistame ringjoone (v&i selle
osa) pikkuse all, kui seda vordleme sirgldigu pikkusega.

Selleks tuleb meil kasutamisele votta uus mdiste, millel on
eriti suur tihtsus kogu matemaatikas, nimelt piirimdiste.

Arvude jada piir.
227. Paljudes algebra ja geomeetria kiisimustes kohtame
arvade jada, milles arvud on kirjutatud tiksteise jargi mingi
antud seaduse pdhjal. Niiteks loomulikkude arvude (naturaal-

arvude) jada:
0.3, o3 0 S



aritmeetiline ja geomeetriline jada, mis on pikendatud piira-
matult:
a a+d at2d a+3d .. Al

2 3
R T LR

moodustavad 16ppematuid arvude jadasid.

Iga niisuguse jada kohta voib niidata seaduse (reegli),
mille pohjal ta liikkmed koostatakse.

Aritmeetilises jadas iga liikme ja eelmise liikkme vahe on
jaav, geomeetrilises jadas vordub iga liige eelmise liikme ja
méne kindla arvu (jada teguri) korrutisega.

Paljud jadad on koostatud keerulisemate reeglite jirgi. Nii

niiteks arvutades /2 puudusega, algul tipsusega i!d' siis tidpsu-
sega 1(;5' siis tdpsusega ‘1'0!06 ja pikendades arvutust piirama-
tult, saame I6ppematu arvude jada:

14; 1,41; 1414; 14142, . . .
mis annab }/ 2 ligikaudsed viirtused kasvava tipsusega.

Selle jada jaoks pole olemas lihtsat reeglit, mille jirgi oleks
voimalik the liitkme péhjal mairata jargmist liiget, kuid siiski
on voimalik miirata selle jada mistahes liiget; kui niiteks on
tarvis leida neljas liige, tuleb arvutada V2 tdpsusega kuni
0,0001, viienda liikkme saamiseks tuleb V2 arvutada tipsusega
kuni 0,00001 jne.

Oletame, et antud I6ppematu jada liikmed Ay 88 .
lahenevad vastavalt oma jérjenumbri suurenemisele piiramatult
monele arvule A. See tihendab jirgmist: on olemas niisugune
arv 4, et mistahes viikese positiivse arvu q puhul meie ikka
leiame antud jadas niisuguse . liikme, millest alates kaik jada
liikmed oma absoluutviirtuse poolest erinevad A-st vihem
kui ¢ vérra. Lihidalt meije viliendame seda omadust nii-
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vahe a,— A absoluutvéirtus kahaneb piiramatult jirjenumbri
n suurenemisega.

Niisugusel juhul nimetatakse arvu A antud l6ppematu
arvude jada piiriks. Toome niite sellise jada kohta. Koostame
kiimnendmurdude jada:

0,9; 0,99; 0999; . . .

Siin saadakse iga jirgmine liige eelmisest liikmest, sellele
juurde kirjutades kiimnendkoha 9.
On kerge tiheldada, et selle jada liikkmed lihenevad piira-

matult thele.

1 ¥
100 VOrTa,
vorra ja kui kiillaldaselt pikendada seda jada, siis

£ 7 & : -3 1 i 2
Nimelt : esimene liige erineb tihest io VOrra, teine

1
kolmas S
voib temas leiduda liige, mis erineb tihest kuitahes viikese
etteantud arvu vorra. Jarelikult véime 6elda, et voetud 16ppe-
matul arvude jadal on piiriks iiks. Teiseks niiteks arvude

jada kohta, millel on piir, véib olla jada, milles liitkmetena

esinevad ligikaudsed 16igu pikkuse véirtused, kui 16igul pole
ithismootu pikkusithikuga (§ 150) ja kéik vdirtused on arvu-

tatud puudusega, algul tipsusega kuni llb' siis tipsusega kuni
1 25 PR I
100+ Siis kuni jo5 jne. ‘

Selle jada piiriks on l6ppematu kiimnendmurd, mis ongi
antud 16igu tipne mootary. Loppematu kl‘jmnendmurru suurus
on kahe tema ligikaudse iihesuuruse tépsusega arvutatud (iiks
liiaga, teine puudusega) vdirtuse vahel.

Nagu oli ilal ndidatud, viheneb see vahe ligikaudsete
vidrtuste tdpsuse suurenemisega piiramatult. Jirelikult peab
ka tipsuse suurenemisel vahe l6ppematu kiimnendmurru ja
tema ligikaudse véirtuse vahel piiramatult vihenema. Tihen-
dab, 16ppematu kiimnendmurd on piiriks murru kéigi ligi-
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kaudsete viirtuste jadale. Ligikaudsed viirtused peavad olema
kéik kas liiaga v6i jille puudusega.

On kerge tiheldada, et igal 16ppematul . jadal pole piiri ;
niiteks loomulikkude arvude (naturaalarvude) 1 0x3s 45t oy
jadal puudub ilmselt piir, sest arvud suurenevad piiramatult
ja ei lihene mingisugusele arvule.

228. Teoreem. Igal loppematul arvude jadal véib olla
ainult iiks piir.

Selle teoreemi Gigsuses veendume kergesti, kasutades vastu-
viitelist toestusviisi. Toepoolest, oletame, et antud jadal

R Bus 85, 500 A
on kaks erinevat piiri A ja B. Niisugusel juhul selle pohjal,
et A on jada piir, peab vahe a, — A absoluutvairtus piirama-
tult vihenema n-i suurenemisel. Samal pohjusel peab ka
vahe a — B absoluutviirtus piiramatult vihenema n-i suure-
nemisel.

Aga niisugusel juhul peab vahe

(a, —A) — (a, — B)

absoluutvairtus samuti 6pmatult vihenema voi peab olema
vordne nulliga. See viimane vahe on aga arvude A ja B
vahe ja on jirelikult mingi tiiesti masratud, nullist erinev arv.
See arv ei s6ltu jirjenumbrist n ja n-i suurenemisel ta ei
muutu. Seega oletus, et arvude jadal on olemas kaks piiri,
viib meid vasturdikivusele.

229. Kasvava loppematu arvude jada piir.

Vétame arutusele niisuguse jada a,, a,, a,, . . . a,, milles
iga liige on suurem eelmisest (a,,.,~a,) ja samal ajal on
koik jada liikmed viiksemad mingist mairatud arvust M, s. o.
mistahes n-i puhul a, <M.

Sel juhul jadal on kindel piir.
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230. Toestus. Olgu antud I6ppemata arvude jada
A SR S A (D

milles iga liige on suurem eelmisest v6i vordub temaga (2, ., -~ a,), seejuures

pole jada liikmete hulgas arvu, mis oleks suurem antud arvust M, niiteks pole
arvu, mis oleks suurem 10-st. Voétame arvu 9 ja vaatame, kas pole jada
(1) liitkmete hulgas arve, mis oleksid suuremad 9-st. Oletame, et niisugu-
seid arve pole. Votame arvu 8 ja vaatame, kas jadas (1) on arve, mis
oleksid suuremad 8-st. Oletame, et on. Niiiid kirjutame iles arvu 8 ja
jagame vahemiku 8 ja 9 vahel kiimneks vordseks osaks ja teeme jarjest
proovid arvudega 8,1; 8,2; 83; . . ., s. t. me vaatame, kas jada (1) liik-
mete hulgas on arve, mis oleksid suuremad kui 8,1. Kui on, siis piistitame
sama kiisimuse 8,2 kohta jne. Oletame, et jadas (1) on arve, mis on suu-
remad arvust 8,6, kuid 8,7-st suuremaid arve pole. Niiiid teeme teise les-
kirjutuse : kirjutame tles 8,6 ja jagame vahemiku 8,6 ja 8,7 vahel 10-ks
vordseks osaks ja teeme jirjest kontrolli arvudega 8,61; 8,62; 863; ...
Oletame, et jadas (1) on arve, mis on suuremad arvust 8,64, kuid pole
niisuguseid arve, mis oleksid suuremad 8,65-st. Niiiid teeme kolmanda
iileskirjutuse 8,64 ja toimime samal viisil vahemikuga 8,64 kuni 8,65. Jatka-
tes seda toimingut piiramatult, tuleme l6ppematule kimnendmurrule

8,64 . .., s t. monele reaalarvule. Tahistame selle a-ga ja votame tema
ligikaudsed vairtused n kimnendkohaga puudusega ja liiaga. Esimene
olgu a,, teine on a',. Seejuures, nagu teame (§ 150).

1

s > : B L S
ay <&<8n Ja au_au‘—lou-

Reaalarvu a koostamise viisist jareldub, et jada (1) litkmete hulgas pole
arve, mis oleksid suuremad kui a;, on aga arve, mis on suuremad kui
1

a,. Olgu a, iiks selline arv:

n
8, < a2y
Jada (1) kasvamise tottu ja selle tottu, et temas pole liikimeid, mis
oleksid suuremad kui a,", jareldame, et kaik jada jargnevad litkmed
a4 1y a4 . asetsevad samuti a, ja a', vahel, s. t. kui m >k, siis
gact gl < 4.

Kuna aga reaalarv a asetseb samuti a, ja a, vahel, siis vahe a, —a
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absoluutvaartus on vaiksem arvude a; ja a, vahest. Aga &

son» Jarelikult
1 el
|8, —a| < o

(2

Seega igale n-i viirtusele voib naidata niisuguse arvu R, et m - k
_puhul on kehtiv v3rratus (2). Kuna aga n-i piiramatul kasvamisel murd

1 g IS :
i kahaneb piiramatult, siis vorratusest (2) jareldub, et reaalarv 2 on jada

(1) piir. Seega on arvude jadal (1) miiratud piir.

231. Muutuva suuruse piir. Kui on antud jada a,, a,,
a,...,4a, ..., siis voib siin n-endat liiget nimetada muutu-
vaks suuruseks, mille arvuline vairtus soltub jirjenumbrist n.
Nimetust ,muutuv suurus” kasutatakse sageli kone lihtsusta-
miseks. Nii éeldakse viljenduse ,on antud I6ppematu arvude

jada @y; as, 8, .., a, ... asemel ,on antud muutuv suu-
rus a, millel véivad olla jirjest viirtused a,, as, a, . . &
a, ..." Kui kasutada seda viljendusviisi, siis véib raakida

jada piiri asemel muutuva suuruse piirist.

Niisugusel juhul véib § 228 teoreemi sénastada jirgmiselt:
»Agal muutuval suurusel on ainult iiks piir”. Seda teoreemi
sonastatakse tihti ka nii: ,Kui on antud kaks muutuvat suu-
rust &, ja b, kusjuures esimese suuruse koik vairtused on
vastavalt vérdsed teise suuruse vddrtustega: a,=b,, a,=b,,
a,=b,, ..., siis esimese suuruse piir, muidugi kui ta on
olemas, vordub teise suuruse piiriga” ehk lithidalt : ,Kui kaks
muutuvat suurust on vdrdsed, siis on vordsed ka nende piirid.”

Teoreemi (§ 229) 16pmatult kasvava jada piirist vaib sonas-
tada nii: kui muutuv suurus a, kasvab jirjenumbri n kasva-

misel ja samal ajal piisib viiksemana ménest Jddvast arvust,
siis sellel muutuval suurusel on piir.
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Ringjoone pikkus.

Piiri moiste annab meile véimaluse tdpselt midrata, mida
meie maistame ringjoone pikkuse all. Eelkgige tdestame jdrg-
mised teoreemid.

7232, Teoreem. Kumer murdjoon (ABCD, joon. 231).
on viiksem igast murdjoonest (AEFGD), mis teda holmab.

Moistetel ;holmav murdjoon” ja ,hélmatav murdjoon” on
jirgmine méte. Olgu kahel murd-
joonel (nagu neil, mis on kuju-
tatud joonisel) thised otspunk-
tid A ja D ; nad on asetatud nii-
viisi, et tiks murdjoon (ABCD)
on terveni selle hulknurga sees,
mis on moodustatud teise murd-
joone ja loigu AD poolt; siis
vilimist murdjoont nimetatakse Joon. 231.
holmavaks ja sisemist holmata-
vaks murdjooneks.

Tuleb testada, et holmatav murdjoon ABCD (kui ta on
kumer) on lihem igast holmavast murdjoonest AEFGD
(iikskoik, kas kumerast voi mittekumerast), s. t. et

AB + BC + CD< AE-- EF + FG + GD.

Pikendame kumera murdjoone kiilgi nii, nagu niidatud
joonisel. Siis arvestades seda, et sirgloik on viiksem igast
sirgloigu otspunkte iihendavast murdjoonest, véime kirjutada
jargmised vorratused:

AB-+BH<AE+EH;
BC+ CK<BH+ HF+ FG + GK;
CD <CK + KD.

Liidame liikmeti koik need vorratused ja saadud vorratuse
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molemast poolest lahutame abildigud BH ja CK; edasi asen-
dame summa EH -+ HF léiguga EF ja summa GK -+ KD
I6iguga GD, saame otsitava vérratuse. '

Mirkus. Kui hélmatav joon poleks kumer (joon. 232),
siis esitatud toestust me ei saaks rakendada. Sel juhul vaib
hélmatav murdjoon olla isegi suurem hélmavast murdjoonest.

233. Teoreem. Kumera hulknurga (ABCD) iimber-
moot on viiksem iga teise, esimest holmava hulknurga
(LMNPQR) iimbermdodust (joon. 233).

Tuleb téestada, et

AB+ BC+ CD + DA< LM+ MN-+ NP PQ+ QR -+ RL.

Olles pikendanud mélemas
suunas kumera hulknurga min-
git kiilge AD, rakendame murd-
joontele ABCD ja ATMNPQRSD,

A 8 mis tihendavad punkte A ja D,
it s eelmise paragrahvi  teoreemi;
: saame voOrratuse :
AB+ BC+ CD< AT+ TM+ MN+ NP+ PQ-- QR +
+ RS + SD.

Teiselt poolt, kuna 1sik ST
on viiksem murdjoonest SL7, siis
voime kirjutada :

TA+ADH DS<TL+ LS.

Liidame liikmeti need kaks
vorratust ja lahutame molemast
poolest abildigud A7 ja DS; edasi
asendame summa 7L + TM 16i-
guga LM ja summa LS -+ RS 16i-
guga LR, saame otsitava vorratuse. Joon. 233.

234. Ringjoone pikkuse de-
finitsioon. Joonestame antud ringjoonesse Goon. 234) korrapi-
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rase hulknurga, niiteks kuusnurga, ja paigutame mingile
sirgele MN (joon. 235) I6igu OP,, mis on vordne selle kuusnurga
iimbermé6dduga (imeie joonisel on see {imberm6dot ruumi puu-
dusel kujutatud lithendatult). Niitiid kahendame kodlkuus-
nurga kiilgede arvu, s.o. kuusnurga asemel votame korrapirase
koolkaksteistnurga. Leiame selle imberm&du ja paigutame ta
sirgele MN samast punktist O; olgu see pikkus OP,, mis peab
olema suurem OP;-st, sest kuusnurga iga ithe kiilje asemel
voetakse niiiid murdjoon (mis koosneb kahest 12-nurga
kiiljest); see murdjoon on pikem sirgjoonest. Kahendame jille
koolkaksteistnurga kiilgede arvu, s. t. votame niitid korrapérase
k66l-24-nurga  (joonisel pole niida-
tud), leiame selle imbermd6du ja pai-
gutame ta sirgele MN jille alates sa-
mast punktist O; saame 16igu OP,,
mis on suurem kui OPy samal pdhjusel,
mispirast OP, on suurem kui OP;.
Niitid kujutleme, et see kahenda-
mise ja timbermodtude paigutamise
toiming kestab tiha edasi. Siis saame
iimbermootude OP;, OP,, OP;,... kas-
vava jada. Kuid see kasvamine ei saa
olla piiramatu, sest iga kumera ko6l-
hulknurga @mbermaot (olgu hulknurga kiilgede arv kuitahes
suur) on ikka viiksem mistahes kiilgede arvuga puutujahulk-
nurga iimbermoodust (mis on hélmavaks hulknurgaks kool-
hulknurga suhtes). Seetdttu on saadud korrapéraste kaolhulk-
nurkade iimberméodtude jadal kindel piir (§ 229). See piir
ongi ringjoone pikkuseks. Seega anname jirgmise definit-

/

Joon. 234.

: o
0 B R g

M N

Joon, 235.
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siooni: ringjoone pikkuseks nimetame seda piiri, millele
léheneb selle ringjoone korrapirase kéolhulknurga timber-
maodt, kui hulknurga kiilgede arv piiramatult kaheneb.

Mirkus. On véimalik tGestada (me jitame selle toestuse ira), et see
piir ei sdltu sellest, millisest hulknurgast me alustame kahendamist. Veel
enam, voib tdestada, et ka siis, kui kaolhulknurgad pole korrapirased,
nende timbermoddud lahenevad siiski samale piirile kui korraparaste hulk-
nurkade imbermo6dudki, on vaid tarvis, et kiiljed piiramatult vaheneksid (ja
jarelikult kiilgede arv piiramatult suureneks), seejuures pole tdhtis, kas
kilgede arvu suurenemine toimub kahendamise teel v6i mdne teise seaduse
pohjal (tdestuse jatame ira).

Seega, igal ringjoonel on oma iiksainus piir, millele liheneb temasse
sissejoonestatud kumera ko6lhulknurga timbermdst, kui hulknurga kiiljed
piiramatult vihenevad ; see piir ongi ringjoone pikkuseks.

Samal viisil vGetakse ringjoone mingi kaare AB (joon. 236) pikkuseks
see piir, millele Idheneb sellesse kaaresse sissejoonestatud murdjoone timber-
mo6t, kui murdjoone kiilgede ary piiramatult kaheneb,

c D
) E c
E
4 : g 4 B

Joon. 236. Joon. 237.

235. Teoreemid. Esituse lihtsustamiseks esitame tdestu-
seta jirgmised peaaegu ilmselt kehtivad laused:

Ringjoone kaare pikkus on: 1) suurem temale vastavast
koolust, kuid 2) viiksem igast tema iimber joonestatud ja
temaga iihiseid otspunkie omavast murdjoone pikkusest
(joon. 237).

236. Nende lausete tdestus.

1) Olgu ACB (joon. 236) ringjoone kaar ja AB vastav kéol; tuleb
toestada, et kaar on pikem sellest k&slust.

Oletame, et joonestame kaaresse korraparased murdjooned niiviisi : esi-
mene murdjoon koosnegu kahest koslust AC ja CB; teise murdjoone saame
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esimesest selle kiilgede kahendamise teel; see on murdjoon ADCEB, mis
koosneb neljast kGGlust; kolmanda murdjoone saame teisest selle kiilgede
kahendamise teel: see juba koosneb kaheksast ko6lust. Niiiid kujutleme,
et kahendamise toiming jitkub piiramatult. Siis iga kahendamisega murd-
joone timbermd6t tiha kasvab ; niiteks :

AD + DC+H CE+EB > AC+ CB,
sest
AD 4 DC> AC ja CE+ EB> CB.

Seetottu piir, millele liheneb see timbermddt, peab olema suurem esi-
mese murdjoone timbermdddust, s. t. suurem summast AC 4 CB ja seega
peab olema suurem ka kodlust AB. See piir on aga kaare ACB pikkus:
tahendab, see kaar peab olema suurem kodlust AB.

2) Olgu timber kaare joonestatud mingi murdjoon (iikskéik, kas korra-
pirane voi mitte) (joon. 237). Kui murdjoone otspunktid iihtivad kaare
otstega, siis kaarele vdib vaadata kui mitme kaare summale; iga kaar on
kahest l6igust koosnevast murdjoonest hdlmatud. Olgu iiheks niisuguseks
osaks kaar AB (joon. 238). Toestame, et selle kaare pikkus on viiksem
summast AC -} CB, mille lihtsuse mottes tdhistame S-ga. Toestuseks
votame abimurdjoone AMNB, mille saame, kui I6ikame nurga C libi mingi
I1iguga MN, mis aga kaart AB loigata ei tohi. (See on alati vdimalik,
kui murdjoon on iimberjoonestatud
murdjoon, s. t. koosneb puutujaist.) c
Tahistame selle abimurdjoone AMNB
pikkuse S,-ga. Kuna MN < MC-+- NC, M N
siis S, < S.

Toestame niiid, et piir, millele la-
heneb kaaresse AB joonestatud korra-
parase murdjoone imbermdot, ei saa
olla suurem kui S;, kui murdjoone A 8
kiilgede arv suureneb piiramatult. Ta-
histame selle piiri L-iga ja oletame, et Joon. 238.

L>8,. Kuna muutuv timbermdot la-

heneb oma piirile L kuitahes lihedale, siis vahe L ja murdjoone
iimbermdodu vahel véib vihemaks saada vahest L — Sy; tidhendab, sisse-
joonestatud murdjoone iimbermdot saaks siis suuremaks kui S,. See pole
aga voimalik, sest iga kumer murdjoon, mis on joonestatud kaaresse AB,
on hélmatav hélmava murdjoone AMNB suhtes ja seepirast on vaiksem
kui §,. Jarelikult ei saa oletada, et L > S,. Siis aga peab L olema kas
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vaiksem kui S; voi ddrmisel juhul vérdne sellega. Kuna aga S < 8, siis
nii thel kui teisel juhul peab L olema viiksem kui S, mida oligi tarvis
tdestada.

237. Ringjoone pikkuse méadramine. Selleks v6ib kasu-
tada kahendamise valemit, mille tuletasime varem (§ 224),
s. t. valemit :

2

TR a
a3, = 2R — 2R VRz— -

Kui raadius on 1, siis valemil on lihtsam kuju:

atissni gl fs
o by .

Tahistades tavakohaselt korrapirase kéé6lhulknurga kiilje
a,-ga (ktilgede arv on n), siis saame: az=R =1,

Rakendades kahendamise valemit, leiame:
al—2-2 V 1 —t=2-—}3;

2 1 ajy ) — a;.s :
a24=2—2l/1 — g i8g=2—12 Vl g L
Oletame, et katkestasime kahendamise 96-nurga juures.
Selleks, et saada selle hulknurga imbermdéétu, tuleb kiilg kor-
rutada 96-ga. Sellele imberm&ddule me voime vaadata kui ring-

joone pikkuse ligikaudsele viidrtusele.  Tahistanud selle
Pog-ga ja teostanud arvutused, leiame:

Pos = 6,2820638 . . .
Kui raadius on R, siis saame:

Pos= R - 62820638 . . . ehk pys = 2R - 3,1410319 . . .

Téhistades ringjoone pikkuse C-ga, saame sellele ligikaudse

valemi:
C=2R: 31410319 . . .
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Kui kahendamise toiming oleks l6ppenud 192-nurga juu-
res, siis oleksime saanud ringjoone pikkusele tipsema vair-

tuse, nimelt:
C = 2R - 3,14145247 . . |

Jitkates kahendamise toimingut, v6ib saada ringjoone pik-
kusele itha tipsemaid viirtusi.

238. Ringjoone pikkuse suhe diameetriga. Ringjoone
pikkuse miiramise toimingust nieme, et arv, millega tuleb
korrutada diameetrit ringjoone pikkuse saamiseks, ei s6ltu
diameetrist enesest. Kui leidsime, et mingi ringjoone
pikkuse madramisel pidime diameetrit korrutama méne arvuga,
siis ka iga teise ringjoone pikkuse méiiramisel peame tema
diameetrit korrutama sellesama arvuga.

Votame kaks ringjoont, ithe raadius olgu R, teise raadius
aga r. Esimese ringjoone pikkuse tdhistame C-ga, teise oma
c-ga. Joonestame mdlemasse ringjoonesse korrapirased hulk-
nurgad sama suure ktilgede arvuga ja hakkame kahendama
nende hulknurkade kiilgede arvu.

Tahistame P, -ga esimesse ringjoonesse joonestatud korra-
pirase hulknurga iimberm6ddu ja p -ga teise ringjoonesse
joonestatud korrapirase hulknurga timbermadédu.

Paragrahvis 218 toestatud teoreemide pohjal véGime

kirjutada :
Pn p /3 Pp

n ll__
T B ebk TR P

Muutuva tGmberméddu P, piiriks on esimese ringjoone
pikkus C. Teise muutuva timberm&édu p, piiriks on teise
Y SR
ringjoone pikkus ¢. Seepirast vordusest ;.= " jireldub, et
2%:{; (§ 228 ja § 231). Seega voime &elda, et ring-
joone pikkuse suhe tema diameetriga on jdiv suurus koigi
ringjoonte puhul.
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Seda jaivat arvu tdhistatakse kreeka tihega 7 .
Niisiis véime ringjoone pikkusele C kirjutada valemi:

C=1R - x ehk C=2zR.

On toestatud, et arv & on irratsionaalne arv, tihendab,
seda ei saa viljendada mingisuguse ratsionaalse arvuga. Tema
ligikaudseid véirtusi voib aga leida mitmel viisil ja soovitava
tapsusega. Votnud ringjoone pikkuse ligikaudseks viirtuseks
k661-96-nurga imbermdodu, saame xz-le ligikaudse viirtuse
3,14 puudusega tipsusega kuni 0,01. See tidpsus on praktilis-
teks otstarveteks peaaegu alati kiillaldane. Erilist tipsust néud-
vatel juhtudel v6ib piirduda ligikaudse véairtusega (liiaga)

— 3,1416.

Teadlased, kasutades tidiuslikumaid vétteid, méirasid =
tipsusega, mis kaugelt iletab ka&iki praktilisi ndudeid (nii maa-
ras inglise matemaatik Schenke 1873. aastal z-le 707 kiimnend-
kohta®.

On kasulik dra mirkida, et juba III saj. e m.a. kuulus Stira-

kuusa geomeeter Archimedes leidis z-le viga lihtsa arvu
22 1 " 4 %
-, s 0.3 See arv on pisut suurem 7-st ja erineb sellest

vihem kui 0,002 vérra.
1 See tahistus on tdendoliselt tarvitusele vdetud XVII sajandil. Taht
7 (pii) on kreekakeelse sdna wepipepéia (ringjoon) algtaht.
2 Selleks, et meeles pidada tisna pikk rida arvu n kiimnend kohti
voib kasutada jirgmist prantsuskeelset riimi :
Que j’aime a faire apprendre
Un nombre utile aux hommes !
voi venekeelset riimi (mis on koostatud surnud keskkoolidpetaja Schén-
rocki poolt)
KTo ¥ UIyTd u cropo moskeaaet(mn)
[z ysmarh 4@cio yiE(b) 3HAET(D) !
Kui vilja kirjutada ritta nendes sdnades esinevate tihtede arvud (sonad
on kirjutatud vana ortograafia jirgi), siis saame n-le ligikaudse vairtuse
(lilaga) 3,1415926536. Tipsus on kuni poole kiimne biljondikuni.
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Geomeetriliste tilesannete lahendamisel esineb tihti =«

s we 1 . ] .
poordarv, s. o. -. On kasulik 'meeles pidada sellest arvust

maned kiimnendkohad

1
- =0,3183098 . . .

239. n kraadi sisaldava kaare pikkus. Ringjoone pikkus

2R Ry iy .
3_726 = 17t8(i ; jarelikult, n kraadi

sisaldava kaare pikkus S viljendub nii:

on 2R, 1°-se kaare pikkus on

nRn
S = T

Kui kaar on viljendatud minutites (n') voi sekundites (n”),
siis ta pikku¥ viljendub vastavalt valemitega:

nRn

5 wRn e,
s 180 - 60 - 60/

ey e VoI =

kus n on minutite voi sekundite arv.

n40. Ullesanne. Arvutada tipsusega kuni 1 mm ring-
joone raadius, kui selle 81°21'36" sisaldava kaare pikkus
on 0452 m.
Muutes 81°21°36"” sekunditeks, saame arvu 292896. Vor-
randist
R + 292896
0,452 = {46 60 - 60

leiame :
0,452 -180-60-60 1
ST oY b o

241. Ullesanne. Mdirata kraadide arv kaares, mille
pikkus véordub raadiusega.

Asendanud valemis, mis madrab n kraadi sisaldava kaare
pikkuse, S-i R-ga, saame vorrandi:
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nRn nn
B= g+ ehk 1=,

n=""=180. L —180°. 03183098 = 57°,295764 —
— 57°17'44" 8,

Téhendame, et kaart, mille pikkus vérdub raadiusega,
nimetatakse radiaaniks.

Harjutusi.

1. Toestada, et kahes ringis niisugused kesknurgad, millede vastavad
kaared on vérdsed, suhtuvad nii nagu raadiuste poordsuurused.

2. Ringjoonel on véetud punkt A4 ja libi selle on tdmmatud diamee-
ter AB, korrapirase kdolkuusnurga kilg AC ja puutuja MY. Keskpunktist
O on joonestatud AC-le ristldik ja see on pikendatud 1ikumiseni puutujaga
punktis D. Sellest punktist on paigutatud puutujale (labi punkti A) 16ik
DE, mis on vordne kolme raadiusega. Punkt E on ihendatud diameetri
otspunktiga B. Mairata vea suurus, kui BE votta poolringjoone pikkuseks.

3. Antud poolringjoone diameetrile on joonestatud kaks vordset
poolringjoont ja sellesse kolme poolringjoone vahelisse kujundisse on
joonestatud ring. Toestada, et selle ringi diameeter suhtub vérdsete pool-
ringjoonte diameetriga, nagu 2 : 3.

4. Arvutada kraadides, minutites ja sekundites kaar, mille pikkus
vordub sellesse ringjoonesse sissejoonestatud ruudu kiiljega.

5. Arvutada maakera ekvaatori 1°-se kaare pikkus. Maa raadias —
= 6400 km.
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Viies peatikk.

' PINDALADE MOOTMINE.

I. Hulknurkade pindalad.

242. Moiste pindalast. Igapievasest elust on igaiihel meist
teatav kujutlus pindalast.

Me asume niiiid tipsustama kujundi pindala moistet ja
kindlaks miirama pindala mootmise vétteid.

243. P&hidefinitsioonid pindaladest. Hulknurgaga véi mone
teise tasapinnalise kujundiga piiratud pinna osa nimetatakse
selle kujundi pindalaks.

Me esitame endale iilesande: leida pindala suurusele vil-
jendus mone arvu niol, s. t. leida pindala mootarv.

Seejuures on ndutav, et seos kujundite pindalade ja nende
méotarvade vahel rahuldaks jérgmisi tingimusi:

1) Kahe vordse kujundi pindalade méotarvud peavad olema
vordsed.

2) Kui antud kujund on tiikeldatud mitmeks osaks (M, N,
P, joonis 239), milledest igaiiks on kinnine kujund, siis terve
kujundi pindala m&otarv peab vorduma tema osade pindalade
mootarvude summaga.

Mirkus. Viimase nsude suhtes tuleb tingimata teha jargmine tahtis
mirkus. Pindalasid m&ddame positiivsete arvudega. Kahe positiivse arvu
summa on aga ikka suurem igast liidetavast. Seeparast ongi, et teist
nduet voiks vastu votta, tingimata tarvis, et kujundite pindaladel oleksid
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vastavad omadused. Selgitame seda. Oletame, et olles tikeldanud antud
kujundi mitmeks osaks, paigutame need osad timber ja saame seejuures
uued kujundid (nagu see on tehtud joonisel 240 osadega A ja B). Kerkib
kiisimus: kas on voimalik osade iimberpaigutamisega saada niisugune
kujund, mis mahuks tdielikult esialgsesse kujundisse? Kui see oleks voimalik,
siis saaksime kaks kujundit, milledest iiks asetseks teise sees, seejuures aga
oleksid nende pindalade mé&atarvud vastavalt teisele ndudele vordsed.

Joon. 239, Joon. 240.

Seega terve kujundi pindala m&étary osutuks vordseks kujundi méne
osa pindala mé&étarvuga, s. t. summa vorduks ihe liidetavaga, ‘mis pole
aga voimalik positiivsete arvude puhul. *Jarelikult, teist tingimust me ei
saa sel juhul vastu votta. Esimesena juhtis tihelepanu sellele kisimusele
Itaalia matemaatik Dezolt (1881). Ulalmainitud timberpaigutamise vaima-
tust peeti algul aksioomiks, hiljem aga tGestasid rangelt seda vGimatust
Schur, Killing, Satunovski ja Hilbert. See kujundite pindalade omadus
lubab meil vastu vétta teist tingimust.

Kujundeid, millede pindalad on vérdsed, nimetatakse pind-
vordseiks, Vordsed kujundid on muidugi ka pindvordsed, aga
pindvéordseteks kujunditeks vaivad olla ka mittevordsed kujun-
did (nagu need, mis on kujutatud joonisel 240).

244. Pindala m&&tmise mébiste. Antud kujundi pindala
moGtmiseks valitakse koigepealt pindalatihik. Niisuguseks tihi-
kuks voetakse ruut, mille killg vordub pikkusiihikuga, niiteks
ithe meetriga, ithe sentimeetriga jne. Kujult lihtsaimate kujun-
dite pindalade mé&étary saadakse jdrgmisel viisil. Paigutame
pindalatthiku m&adetavasse pindalasse niipalju korda, kuipalju
see on voimalik. Seda voib teha viikeste pindalade puhul,
milliseid on v6imalik joonestada paberile, libipaistva millimee-
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terpaberi abil. Oletame, et moodetavale kujundile on paiguta-
tud selline ruutude vérk. Kui antud kujundi piirjoon moodus-
tab murdjoone -(joon. 241), mille kiiljed tihtivad ruutude
vorku moodustavate sirgete osadega, siis kujundi sees olevate
ruutude arv annab antud kujundi pindala tipse mo6tarvu.

Joon. 241.

Tegelikult toimub aga pindalade m&6tmine mitte pindala-
tihiku v6i selle osa pealepaigutamisega, vaid kaudselt — kujundi
ménede joonte mootmise abil. Kuidas seda tehakse, ndeme
jargmistest paragrahvidest.

245. Alus ja kdrgus. Kokkuleppe péhjal nimetame kolm-
nurga voi rodpkiiliku tht kilge aluseks, ristloiku aga, mis on
joonestatud sellele kiiljele kolmnurga tipust voi réopkiiliku
puhul vastaskiilje mistahes punktist, nimetame korguseks.

Ristkiilikus voib votta korguseks kiilje, mis on risti aluseks
voetud kiiljega.

Trapetsis nimetatakse alusteks molemaid paralleelseid kiilgi,
korguseks aga tihist ristloiku aluste vahel.

Ristkiilikus nimetatakse alust ja kérgust tema moodeteks.

246. T e oreem. Ristkiiliku pindala vordub tema aluse
Jja korguse korruatisega.

Seda liihikest lauset tuleb maista nii: ristkiliku pindala
mé6tary ruutithikutes vordub tema aluse ja korguse vastava-
tes pikkusiihikutes viljendatud mootarvude korrutisega.
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Toestusel voib esineda kolm juhtu:

1) Aluse ja korguse pikkused (mdodetuna sama ihikuga)
on viljendatud tdisarvudega. :

Vordugu antud ristkiliku Goon. 242) alus tdisarvuga b
pikkustihikut ja korgus tiisarvuga /i sama pikkusiihikut. Jao-
tanud aluse b-ks ja korguse h-ks vordseks osaks, tombame
labi jaotuspunktide rea korgusega paralleelseid ja rea alu-
sega paralleelseid  sirgeid. Nende sirgete vastastikusel 16iku-
misel tekivad nelinurgad. Vétame tihe neist, niiteks nelinurga

S

3.
4}

b
Joon. 242.

k (joonisel viirutatud). Kuna selle neli-
nurga kiiljed on konstruktsiooni pohjal
paralleelsed antud ristkiiliku vastavate kiilge-
dega, siis on koik ta nurgad tdisnurgad;
seega nelinurk & on ristkilik. Teiselt poolt,
selle nelinurga iga kiilg vordub kahe naaber-
paralleeli vahelise kaugusega, s. t. vordub
pikkusithikuga. Tahendab, ristkilik & on
raut, nimelt see ruutithik, mis vastab véetud
pikkusithikule (kui nditeks alus ja kérgus

on moddetud pikkuse sentimeetritega, siis on ka ruut iiks
ruutsentimeeter). Kuna tihe nelinurga kohta &deldu on kehtiv
ka iga teise nelinurga kohta, siis see téhendab, et me tdmma-
tud paralleelidega oleme jaganud antud ristkiliku pindala

ruutithikuteks.

Leiame nende arvu. On ilmne, et sirged, mis

on paralleelsed alusega, jaotavad ristkiliku sama suureks roht-
sate ribade arvuks, kuipalju korguses on pikkusihikuid, s. t.
h-ks vordseks ribaks. Teiselt poolt, sirged, mis on paralleelsed
korgusega, jaotavad iga rohtsa riba samaks arvuks ruatiihikuiks,
kui palju pikkusithikuid on aluses, s. t. b-ks ruatithikuks.
Tihendab, ruutithikuid on kokku & - /. Seega:

ristkiiliku pindala = bh,

s. t. ta vordub aluse ja korguse korrutisega.
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2) Aluse ja korguse pikkused (moGdetuna sama iihikuga)
on viljendatud murdarvudega.

Olgu niiteks antud ristkiiliku

1

e e B Z pikkusiihikut ja

2
b3 3 23 A
korgus = 4. = % sama thikut.
Tehes murrud tihenimelisteks, saame:
35

ok korgus = ‘1}3

Vétame 110 pikkusiihikust uueks pikkusiihikuks. Siis véime
delda, et aluses on neid uusi ihikuid 35 ja korguses 46.
Tihendab, 1. juhul tdestatu pohjal ristkiiliku pindala vérdub
35 - 46 ruutithikuga, mis vastavad uuele pikkustihikule. See
uus ruutithik on aga 'i%o osa sellest ruutiihikust, mis vastab
eelmisele pikkusiihikule; tihendab, ristkiliku pindala vordub

eelmistes ruutithikutes:
DI SRR ABATD e Bt TS
100 104110 2 5
3) Alus ja kérgus (voi ainult tks neist) ei oma {ihismo6tu
pikkusithikuga ja jirelikult on nende pikkused viljendatud

irratsionaalarvudega.
Sel juhul tuleb leppida pindala md6tmise ligikaudse tule-

AIUS =

ruutithikut.

musega soovitava tdpsusega. ) SR C,
Voib aga ka sel juhul leida rist- ~_0 ¢
kiiliku pindala tipse méétarvu. Olgu bl G

ristkiiliku ABCD (joon. 243) aluse
AB pikkus viljendatud irratsionaal-
arvuga « ja korguse AD pikkus =
irratsionaalarvuga A. Kumbagi neist
arvudest voib  kujutada l6ppe-
matu mitteperioodilise kiimnend-
murruna (§ 150). Vétame nende A 8 B8,

e
arvude ligikaudsed viirtused n Joon. 243.
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kiimnendkohaga, enne puudusega, siis liiaga. Ligikaud-
sed viirtused puudusega tihistame «,-ga (esimese arvu jaoks)
ja B, -ga (teise arvu jaoks), aga ligikaudsed = viirtused liiaga
vastavalt ¢~ ja B’ -ga. Paigutame alusele AB punktist A esmalt
16igu ABj, mille numbriline véirtus on «,  siis Ioigu AB,
arvulise viirtusega aln. Ilmselt AB, <AB ja AB,> AB. Siis
paigutame korgusele AD punktist A 16igud AD, ja AD,, mil-
lede arvulised vairtused vorduvad vastavalt 8, ja 8/, . Imselt
AD, < AD ja ADy,> AD.

Joonestame kaks abiristkiilikut ABCy D, ja AB5Cs D,. Nendest
kummagi alus ja kérgus on viljendatud ratsionaalarvudega:

ABy = a,; AB; = o',, AD, = 8,, AD; = §,.

Seepirast teisel juhul toestatu pohjal

AB/C,D, pindala = @, - 5

T e /

AB,C,D, M LRI e
Niiiid suurendame arvu n piiramatult. Niisugusel juhul
«, ja ¢, lihenevad piirile — irratsionaalarvule «, 8, ja

8 lahenevad irratsionaalarvule 5. Korrutised «, 8, ja
b aga, nagu on teada algebrast, lihenevad tihisele piirile,
mida nimetatakse arvude « ja B korrutiseks (§ 154). Seda
ithist korrutiste ¢, B8, ja «' B’ piiri voetaksegi ristkiliku
ABCD pindala mootarvuks. On kerge otseselt veenduda
selles, et see mootary rahuldab neid kahte tingimust, milliseid
peab rahuldama pindala méétarv (§ 243), nimelt: 1) vérdsete
ristkiilikute moétarvud on vordsed; 2) kui ristkilik tiikel-
dada mitmeks osaks, siis terve ristkiiliku pindala modétary
vordub tema osade pindalade modtarvude summaga. Seega
ka kolmandal juhul ristkiiliku pindala vérdub aluse ja kérguse
korrutisega.

247. Teoreem. Raiopkiliku (ABCD, joon. 244 ja 245)
pindala vordub aluse ja kérguse korrutisega.

Joonestame alusele AD (ithel ja teisel joonisel) ristkiiliku
AEFD, mille kiilg EF asetseb kiilie BC pikendusel.
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V&ib esineda kaks juhtu:

E F ] c & Bo ik <
i — I =
A b D A b D
Joon. 244. : Joon. 245.

1) Kiilg BC on viljaspool kiillge EF ja 2) kiilg BC ihtib
osalt EF-ga (esimene juhtum on kujutatud joonisel 244, teine
joonisel 245). Toestame, et nii ithel kui ka teisel juhul

pindala ABCD = pindala AEFD.

Kui tiiendame réopkiilikut kolmnurgaga A£B, voi ristkiilikut
kolmnurgaga DFC, siis saame molemal juhul sama trapetsi
AECD. Kuna aga tiiendavad kolmnurgad on vérdsed (neil
on vastavalt vordsed kaks kiilge ja nende kiilgede vahel olevad
nurgad), siis on roopkilik ja ristkiilik pindvérdsed. AEFD
pindala aga vordub korrutisega bh; jarelikult ka ABCD pind-
ala = bh, seejuures on b roopkiliku alus ja h tema korgus.

248. Teoreem. Kolmnurga (ABC, joon. 246) pindala
vordub aluse ja korguse poole korrutisega.

Témbame BE| AC ja AE|BC. Saame réépkiiliku AEBC, mille
pindala toestatu pohjal vordub bh-ga. Kolmnurga ABC pind-
ala on aga pool roépkiliku AEBC pindalast; jarelikult A ABC

3 1
pindala = b - h
Mirkus. On kerge veenduda selles, et iga kolmnurka voib  tikel-
dada osadeks, millede @imberpaigutamisega voib saada ristkiiliku; seejuures
on saadud ristkiiliku alus sama mis kolmnurgal, kdrgus aga kaks korda

viiksem kolmnurga kargusest (joon. 247).
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249. Jireldused. 1) Vordsete alustega ja vordsete
korgustega kolmnurgad on pindvordsed.

B
E B
K D/ E L
b |
A b 2
A c
Joon. 246. Joon. 247.

Kui kolmnurga ABC (joon. 248) tippu B nihutada edasi
mooda sirget, mis on paralleelne alusega AC, alus aga jitta endi-
seks, siis kolmnurga pindala ei muutu.

Joon. 248. Joon. 249.

2) Téisnurkse kolmnurga pindala vordub tema kaatetite
poole korrutisega, sest iiks kaatet v6ib olla aluseks, teine aga
korguseks. :

3) Rombi pindala vordub tema diagonaalide poole kor-
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rutisega. Toepoolest, kui ABCD (joon. 249) on romb, siis
ta diagonaalid on teineteisega risti. Seepirast

A ABC pindala =} AC - 0B

2
AACD i =—AC-0D .
ABCD , =, AC.(OB+O0D)=  AC- BD.

4) Kahe kolmnurga pindalad suhtuvad nagu nende aluste

Jja korguste korrutised (tegur ; taandub).

250. Teoreem. Trapetsi pindala vordub aluste pool-
summa ja korguse korrutisega.

Toémmates trapetsis (joon. 250) ABCD diagonaali AC, me
voime trapetsi pindalale vaadata kui kahe kolmnurga (CAD ja
ABC) pindala summale. Seepirast:

trapetsi ABCD pindala = ; AD - h+ ; “BC - h=
=L (AD+BO) - h.

2
8 c 8 c
,ﬁﬁ o ﬁ/_%‘
= — ——\
W=\ (-“ N
) mmows o= _——_h—— F
1\ £ A
e X Py - =)
A
Joon. 250. ] Joon. 251.

251, Jireldus. Kui MN (joon.251) on trapetsi keskloik,
siis, nagu teada (§ 99),
MN = 5 (AD + BO),
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seepdrast ¥
trapetsi ABCD pindala = MN - h,

tihendab, frapetsi pindala vordub keskloigu ja kérguse kor-
ratisega.

Seda v6ib niha ka otseselt joonisest 251.

252. Teoreem. Puutujahulknurga pindala vordub iim-
bermbodu ja poole raadiuse korrutisega.

Uhendanud keskpunkti O (joon. 252) puutujahulknurga
koigi tippudega, oleme hulknurga tiikeldanud kolmnurkadeks,

millede alusteks voib votta hulknurga kiiljed ja kérgusteks
ringi raadiuse.

Téahistanud raadiuse R-ga,
saame:
1

/\ AOB pindala= AB - | R,
A BOC pindala = BC - ; R jne.

Jarelikult
ABCDE pindala = (AB+ BC +

+CD+ DE+ EA) - \R =

Joon. 252. == ;~R, kus P-ga on tihista-
tud hulknurga timberméot.

Jireldus. Korrapdrase hulknurga pindala vordub
iimbermoaddu ja poole apoteemi korrutisega, sest igale korra-
pérasele hulknurgale voib vaadata kui puutujahulknurgale,
mille raadius vordub apoteemiga.

253. Mittekorrapirase hulknurga pindala. Selleks, et
leida mingi korraparatu hulknurga pindala, véime ta tiikeldada
kolmnurkadeks (nditeks diagonaalidega), arvutada eraldi iga
kolmnurga pindala ja tulemused liita.

254. Ulesanne. Joonestada kolmnurk, mis oleks pind-
vordne antud hulknurgaga (ABCDE, joon. 253).
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Eraldame antud hulknurgast mingi diagonaaliga kolmnurga
ABC. Témbame libi kolmnurga ABO selle tipu, mis asetseb
tmmatud diagonaali vastas, sirge MN paralleelselt AC-ga.
Siis pikendame tihte kiil-
gedest (kas EA voi DC,
mis puutuvad kokku dra-
lsigatud kolmnurgaga) kuni
lsikumiseni  sirgega MN
(joonisel on  pikendatud
kilg EA). Loikepunkti F
ithendame sirge abil punk-
tiga C. Kolmnurgad CBA
ja CFA on pindvordsed,
sest neil on thine alus AC Joon. 253.
ja nende tipud B ja F aset-
sevad alusega paralleelsel sirgel. Kui antud hulknurgast eral-
dame /\ CBA ja asendame selle temaga pindvordse kolm-
nurgaga CFA, siis pindala suurus ei muutu; jirelikult on antud
hulknurk pindvordne hulknurgaga FCDE, millel on ilmselt
nurkade arv ithe vorra viiksem. Samuti voime saadud hulk-
nurga nurkade arvu vihendada veel tthe vorra ja jitkata jarjest
nurkade vihendamist seni, <kuni oleme saanud kolmnurga
(joonisel FCG).

255. Ulesanne. Joonestada ruut, mis oleks pind-
vordne antud hulknurgaga.

Koigepealt teisendame hulknurga pindvérdseks kolmnurgaks
ja siis selle kolmnurga pindvérdseks ruuduks. Olgu kolm-
nurga alus b ja korgus h ning otsitava ruudu kiilg x. Kolm-

nurga pindala vordub ;A bh ja ruudu pindala x?; jirelikult

~;~bh_—_-x2,- siit ; b:r=ux:h Tihendab, ruudu kiilge saab
joonestada viisil, mis on varem ndidatud (§ 190) keskmise
vordelise joonestamisel.
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Miarkus. Antud hulknurka pole vaja alati teisendada kolmnurgaks.
Naiteks kui on tegemist trapetsi teisendamisega ruuduks, voib leida trapetsi
keskloigu ja korguse keskmise vordelise ning saadud Igigule ehitada ruudu.

256. Ulesanne. Arvutada kolmnurga pindala S kiil-
gede a, b ja c¢ kaudu.
Olgu h, A ABC (joon. 254) korgus, mis on joonestatud
kiiljele a. Siis
A 8= ; ah

Selleks, et leida korgust h,, votame
vorduse (§ 194):
hy ¥ b? = a®> + ¢* — 2ac"’
ja miirame sellest 16igu ¢”:
° s a2 +c2 — b2
2a
Kolmnurgast ABD leiame :

2

8
D
*——c'_——h—b'ﬂ

T
Joon. 254. ha:Vcﬂ —~ (‘3- x 2 v.”,‘)Z 4

e % 2a
= 72 Vaarer — (a? +c? — b2).

Teisendame juuremirgi all seisva avaldise jirgmiselt:
(2ac)* — (a® + c* — b2)?2= (Qac + a? + c* — b?) (Qac — a* —
—c2+b%)=[(a®>+ c? +2ac) — b?] [b* — (a® + ¢* — 2ac)l=
=[@+o>—b] b?— (@ —¢c)’l=(a+c+0b) (a+c—D)
(b+a—c) (b—a+ c).

Jarelikult
S=1 ah,= V@a+b+c)atb—c)atc—b(b+e a).

Kui oletada, et a4+ b + ¢=2p, siis a+c¢c—b=(a+
+b0+0c)—20=20—20=2(p— ).

Samuti

b+a—c=2((p—c)jabt+c—a=2 (p—a)

! Kuna kolmnurga mistahes kahe kiilje summa on suurem kolmandast
kiiljest, siis koik avaldised a+b—¢, a+c— b ja b+ c—a on posi-
tiivsed.
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Siis
§=4Vp 2 (p—a)-2(p—b) -2 (p—0), seega

S=Vp (pa) (p—b) (pieue)

See avaldis on tuntud Heroni valemi nimetuse all
(Aleksandria matemaatiku Heroni nime jirgi. Heron elas
II—II saj. e. m. a). ;

Erijuht. Vérdkiilgse kolmnurga, mille kiilg on a, pind-
ala viljendub jirgmise valemiga:

LV . e T at V3
iy S ) e Y

Pythagorase teoreem ja sellel pShinevad iilesanded.

257. Teoreem. Téisnurkse kolmnurga kaatetitele
joonestatud ruutude pindalade summa vordub hiipotenuusile
joonestatud ruudu pindalaga.

See lause on teisend varem toestatud (§ 191) Pythagorase
teoreemist: hiipotenuusi méadtarou ruut vordub kaatetite
méotarvude-ruutude summaga. Toepoolest, 16igu mostarvu
ruut vordub 16igule joonestatud ruudu pindala méétarvuga.
Seepirast § 191 teoreem on sama, mis selles paragrahvis
esitatu.

Toome Pythagorase teoreemile teise tOestuse, mis pole
rajatud pindalade arvutusele, vaid pindalade vahenditule vord-
lemisele.

Téestus. (Eukleideselt) Olgu ABC (joon. 255) tais-
nurkne kolmnurk, aga BDEA , AFGC ja BCKH kaatetitele ja
hiipotenuusile joonestatud ruudud. Tuleb toestada, et kahe
esimese ruudu pindalade summa vordub kolmanda ruudu
pindalaga.

Tombame AM | BC. Siis ruut BCKH tiikeldub kaheks
ristkiilikuks. Toestame, et ristkilik BLMH on pindvérdne

ruuduga BDEA.
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Tombame abisirged DC ja AH. Vaatleme kahte joonisel
viirutatud kolmnurka. A CDB, millel on ruuduga BDEA
tihine alus BD ja mille kérgus CN vordub ruudu kérgusega,
on pindvérdne poole ruuduga.

E
b0 F
> A
S X 7/
N 6
B /) 7
Joon. 255. H M K

A ABH, millel on ristkiilikuga BLMN thine alus BH ja
mille korgus vordub ristkiliku kérgusega BL, on pindvordne
poole ristkiilikuga. Vorreldes neid kahte kolmnurka, leiame,
et neil BD=BA ja BC =BH (kui ruudu kiiljed); peale
selle / DBC =/ ABH, sest kumbki neist nurkadest koosneb
tihisest osast / ABC ja tiisnurgast. Tahendab kolmnurgad ABH
ja DBC on vordsed. Siit jareldub, et ristkiilik BLMH on pind-
vérdne ruuduga BDEA. Uhendanud punkti G punktiga B ja
punkti A punktiga K, toestame tipselt samuti, et ristkiilik
LCEM on pindvérdne ruuduga AFGC. Siit jireldub, et ruut
BCKH on pindvérdne ruutude BDEA ja AFGC summaga.

258. Ulesanne. 1) Joonestada ruut, mille pindala
vordub kahe antud ruudu pindalade summaga. :
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Joonestame tidisnurkse kolmnurga, mille kaatetiteks on
antud ruutude kiiljed. Selle kolmnurga hiipotenuusile joones-
tatud ruudu pindala vérdubki antud ruutude pindalade summaga.

2) Joonestada ruut, mille pindala "vordub kahe antud
ruudu pindalade vahega.

Joonestame tdisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuusiks on
suurema ruudu kiilg ja kaatetiks vidiksema ruudu kiilg. Selle
kolmnurga teisele kaatetile joonestatud ruut ongi otsitav.

3) Joonestada ruut, mille pindala ja antud ruudu pindala
suhe on m : n.

Asetame meelevaldselt véetud sirgele (joon. 256) 16igud
AB=m ja BC=n ja joonestame AC-le kui diameetrile
poolringjoone. Punktist B piis-

titame ristjioone BD kuni 16iku- 2
miseni poolringjoonega. Tom-
mates kéolud AD ja DC, saame 6
tiisnurkse  kolmnurga,  mille 2
kohta on kehtiv seos (§ 192): AT g ¢
AD?:DC? = AB: BC=m :n.
Joon. 256.

Selle kolmnurga kaatetile DC
asetame 16igu DE, mis on vordne antud ruudu kiiljega, ja
tombame EF || CA.' Loik DF on otsitava ruudu kiilg, sest
DF AD «, [DF\? AD\?
DR Do BN HF) B '1')’(?) y
Jarelikult
DF*:DE* = AD’ : DC?* — m: n.

Sarnaste kujundite pindalade suhe.

259. Teoreem. Kui kahel kolmnurgal on iiks paar
vordseid nurki, siis nende kolmnurkade pindalad suhtuvad
nagu vérdsete nurkade lihiskiilgede korrutised.

1 Kui antud ruudu kiilg on suurem DC-st, siis punktid £ ja F asetse-
vad kaatetite DC ja DA pikendustel.
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Olgu kolmnurkades ABC ja A,B,C, (joon. 257) nurgad
A ja A, vordsed.

Tommates korgused BD ja B, D,, saame:
A ABCpindala =~ AC BD _ AC B

A AB,C, pindala A,C, B,D, A, B.D,

Joon. 257.

Kolmnurgad ABD ja A,B,D, on sarnased (/A=/A,
ja / D=/ D,), seepirast suhe BD:B,D, vordub suhtega
AB : A, B, ; asendades esimese suhte teisega, saame :

8480 pindale < AC, - AD . AC A
A ABC, pindala~ 4,C, A,B,  A,Ci-AB;, °

260. Teoreem. Sarnaste kolmnurkade voi hulknur-
kade pindalad suhtuvad nagu vastavate kiilgede ruudud.

1) Kui ABC ja A,B,C, on kaks sarnast kolmnurka, siis
nende nurgad on vastavalt vordsed; olgu [/ A— /A,
/B= /B, ja /C= / C,. Rakendame nende kolmnurkade
kohta eelneva teoreemi: ;

A ABC pindala _ AB - AC AB AC
B AB,C, pindala  4;B, A€y — By a6 )
Kolmnurkade sarnasusest jireldub:
AB AC BC
LBy Al B,y £
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Seepirast voime vorduses (1) kumbagi suhetest A?—g ja
1

asendada mistahes suhtega teisest vorduste reast (2);

A,C,

jarelikult, ;

- A ABC piadela 4@,)2_(:12_)'-’_(20_)2_ AB:

AAlB[Cl pindala i (A1Bl s AIC, v BIC, R A‘Bl2 ey
ACZE " ipes

HC P TR
2) Kui ABCDE ja A,B,C, D E, (joon. 258) on kaks sarnast
hulknurka, siis v6ime need, nagu nigime (§ 171), tiikeldada
samaks arvuks ja iihesuguselt aset:tud kolmnurkadeks.

c

A )
A E A, E,

Joon. 258.

Olgu need kolmnurgad jargmised:
AOBja A,0,B,, BOC ja B,0,C, jne. Vastavalt teoreemi esi-

meses osas toestatule, saame vorded:

A 40 gudsta . (A8 ). 0 BOC pindals . __ {_BC ¥ ime
A 4,10:1By pindala =~ ‘4B, ’ A B10,C, pindala B.C, g

Hulknurkade sarnasusest jareldub:
TR sl P
MeB, - By -LaDy o
ja seepdrast
ABy: /EC;)EZ(WCI) ye
ALB, B, C, CiD,

247



Seega
AAOBpindala A BOCpindala _ A CODpindala -
A A10,B, pindala_ A B10,C; pindala A C,0D; pindala™

millest
A AOB pindala + A BOC pindala + A COD pindala + .- .

A 4,0, B, pindslay- AB,0.6; pindala + A C,01D; pindalat.:. .
___ABCDE _ pindala _ AP
A,B,C,DE, pindala ~ A1B;2

Jareldus. Korrapdraste iihenimeliste hulknurkade
pindalad suhtuvad nagu nende kiilgede ruudud voi iimberring-
joonte raadiuste ruudud véi apoteemide ruudud.

261. Ulesanne. Antud kolmnurk tiikeldada m pind-
vordseks osaks sirgetega, mis oleksid paralleelsed ta kiiljega.

Olgu niiteks kolmnurk ABC (joon. 259) tarvis tiikeldada
kolmeks pindvérdseks osaks sirgetega, mis oleksid paralleelsed
alusega AC.

Oletame, et otsitavad
loigud on DE ja FG.
On ilmne, et kui on lei-
tud loigud BE ja BG,
siis sellega on ka miidra- -
tud léigud DE ja FG.
Kolmnurgad BDE, BFG

[ ja BAC on sarnased;
Joon. 259. seepdrast
A BDE pindala __ BE? . A BFG pindala __ BG*
A BAC pindala  BC: 3% A BAC pindala _ BC*
Jarelikult
BEY ok o BG83
Het” g 1M por TN
siit

BE =L g = /L Bc. BC
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ja i AL
BG=}2Bc: =} 2 BC.BC.

Neist avaldusist on niha, et BE on BC ja -; BC keskmine
vordeline ja BG on BC ja :BC keskmine vordeline. Seepi-

rast voib joonestamist toimetada jirgmiselt: jaotame BC kol-
meks vordseks osaks punktides L ja M; joonestame BC-le
poolringjoone; punktidest L ja M piistitame BC-le ristloigud
LH ja MK. Kéolud HB ja KB ongi otsitavad keskmised
vordelised; esimene kogu diameetri BC ja selle ithe kolmandiku

BL keskmine vérdeline, teine BC ja BM, seega BC ja g BC

keskmine vérdeline. Niitid tuleb veel need koolud asetada
BC-le punktis B; saamegi otsitavad punktid £ ja G.

Samal viisil véib kolmnurka titkeldada kuitahes suureks
arvuks pindvérdseteks osadeks.

II. Ringi ja tema osade pindala.

262. Teoreem. Korrapdrase koolhulknurga kiilgede
arou piiramatul kahendamisel v6ib hulknurga kiilg saada
vidiksemaks mistahes védikesest arvust.

Olgu n korrapirase koolhulknurga kiilgede arv ja p tema

timbermoo6t; siis tihe kiilje pikkus viljendub murruga

Hulknurga kiilgede arvu piiramatul kahendamisel kasvab
selle murru nimetaja piiramatult, lugeja aga, s.o. p, kasvab ka,
kuid mitte piiramatult (sest iga ko6lhulknurga @imberméét on
alati viiksem puutujahulknurga mberméddust). Kui aga
méne murru nimetaja piiramatult kasvab, lugeja aga oma
. kasvamisel ‘on alati viiksem monest jddvast suurusest, siis
murd v6ib saada viiksemaks igast kuitahes viikesest arvust.
Tihendab, sama véib Oelda ka korraparase kéélhulknurga
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kiilje kohta: piiramatul kiilgede arvu kahendamisel véib ta
saada viiksemaks igast kuitahes viikesest arvust.

263. Jareldus. Olgu (joon. 260) AB korrapirase kool-
hulknurga kiilg, OA selle raadius ja OC apoteem. Kolmnur-
gast QAC leiame (§ 50):

0A — 0C < AC;

04 —0C< ; AB.

Kuna korrapirase koolhulknurga kiilgede arvu piiramatu
kahendamisel voib kilg saada, nagu praegu tdestasime, viik-
semaks igast kuitahes viikesest arvust;
siis voib sama &éelda ka vahe 04 — OC
kohta. Niisiis korrapirase koo6lhulk-
nurga kiilgede arvu piiramatul kahen-

% damisel vo6ib raadiuse ja apoteemi
vahe saada védiksemaks igast kuitahes
vdikesest arvusl. Seda voib viljen-

A 4 dada ka teisiti: korrapirase koolhulk-

0 nurga kiilgede arvu piiramatul kahen-

Joon. 260. damisel piir, millele léheneb apoteem,

on raadius.

264. Ringi pindala. Joonestame ringisse, mille raadius
on R, mingi korrapirase koolhulknurga. Olgu
selle hulknurga pindala S,,

e 5 imbermaot p,
3 4 apoteem a.

Me nigime (§ 252, jireldus), et nende suuruste vahel on
olemas seos

|
M g

Niiid oletame, et selle hulknurga kiilgede arv kaheneb piira-
matult. Siis (imbermd6t p ja apoteem a (jarelikult ka pind-
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ala S,) suurenevad, seejuures liheneb timberm&ét piirile, mil-
leks on ringjoone pikkus C, apoteem aga liheneb piirile, mis
on vordne ringi raadiusega R. Sellest jareldub, et hulknurga
pindala liheneb piirile, mis vérdub ; C - R See piir ongi
ringi pindala arvuline vddrtus. Seega véime kirjutada, kui
ringi pindala tdhistada S-ga, et

S="0. 5
2

s. t. ringi pindala vordub ringjoone pikkuse ja poole raadiuse
korrulisega.
Kuna C = 2 xR, siis

S———; e Dl e = it

s.t. ringl pindala vordub raadiuse ruuduga, mis Rorrutatud
ringjoone pikkuse ja diameetri suhtega.

265. Jareldus. Ringide pindalad suhtuvad nagu raa-
diuste voi diameetrite ruudud.
Téepoolest, kui S ja S, on kahe ringi pindalad, R ja R,
on aga nende raadiused, siis
k A A
: S, ==xR?*;
g S wRY___ R AR QRP
S, T WR? NS ARE LR
266. Ullesanne 1. Arvuatada ringi pindala, kui ring-
joone pikkus on 2 m.
Selleks leiame enne raadiuse K vordusest:
Qi — 0
millest
R=1>=03183...

Siis mairame ringi pindala:

S= xR % (‘l) L —03183... (m?).
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267. Ulesanne 2. Joonestada ruut, mis oleks pind-
vordne antud ringiga.

Seda iilesannet, mis on tuntud nimetuse all ,ringi ruuti-
mine” ehk ,ringi kvadratuur”, ei saa lahendada sirkli ja
joonlaua abil. T&epoolest, kui tihistame tihega  otsitava
ruudu kiilje ja tihega R ringi raadiuse, siis saame vOrrandi:

gt B2
millest

aR:2=1x:R,
s. t. # on poole ringjoone ja selle raadiuse keskmine vorde-
line. Jirelikult, kui on teada 16ik, mille pikkus vérdub poole
ringjoonega, siis on kerge joonestada ruut, mis on pindvérdne
ringiga, ja tmberpoordult, kui on teada ringiga pindvérdse
ruudu kiilg, siis v6ib joonestada 16igu, mille pikkus vérdub poole
ringjoonega. Sirkli ja joonlauaga pole aga voimalik joonestada
16iku, mille pikkus vorduks poole ringjoone pikkusega, jareli-
kult pole voimalik tidpselt lahendada iilesannet ringi ruutimi-
sest ehk kvadratuurist. Ligikaudselt saab iilesannet lahendada,
kui enne leida poole ringjoone ligikaudne pikkus ja siis selle
16igu ja raadiuse keskmine vérdeline.

268. Sektori pindala. Sektori pindala vordub tema kaare
ja poole raadiuse Rorrutisega.

Sisaldagu sektori AOB kaar (joon. 261) n kraadi. On

ilmne, et sektori, mille kaar on 1°, pindala on 3:,)0 ringi
pindalast, seega 260'. Jarelikult sektori (mille kaar on n°)
pindala on:

S_nRgn_an R

R e RSO

Kuna aga murd nlfon viljendab kaare pikkust (§ 239), siis,
tahistades selle tihega s, saame:
R
=53 5
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WA = g
o g
N7 i / \ 1
¥ <
37 |
b
Joon. 261. Joon. 262.

269. Segmendi pindala. Selleks, et leida segmendi pind-
ala, kui on antud segmenti piirav kaar s ja kol AB (joon.
261), tuleb arvutada eraldi sektori AOBSA ja kolmnurga AOB
pindala, ning esimesest -lahutada teine.

Kui aga kaare moGtarv pole suur, voib segmendi pindala
midrata jargmise ligikaudse valemi jirgi (me esitame
selle téestuseta):

2
> bh, (1)

kus b on segmendi alus (joon. 262) ja h—korgus. On
toestatud, et viga, mis tekib selle ligikaudse valemi rakenda-
misel, on seda viiksem, mida viiksem on suhe A :&; niisiis,

segmendi pindala =

kui A on viiksem kui g b (see esineb siis, kui kaar on viik-

sem kui 50°), siis osutub viga vdiksemaks kui 1% pindalast.
Tipsema tulemuse annab keerukam valem:
: & 2 3
segmendi pindala= 3 bh + gb. )
Harjutusi.

Toestada teoreemid.

1. Roo6pkiilikus on diagonaali mistahes punkti kaugused kahest lahis-
kiiljest podrdvordelised nende kiilgedega.
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2. Trapetsi pindala vérdub ithe haara korrutisega ristldiguga, mis
on tdmmatud teise haara keskpunktist esimesele haarale.

3. Kaks nelinurka on pindvérdsed, kui nende diagonaalid ja nurgad
diagonaalide vahel on vastavalt vordsed.

4. Trapetsi diagonaalide 15ikumisel tekib diagonaalide ja trapetsi aluste
vahel kaks kolmnurka. Kui nende kolmnurkade pindalad on vastavalt p?
ja @2, siis terve trapetsi pindala on (p -+ q)*

5. Korrapirase koolkuusnurga pindala on i korraparase puutuja-
kuusnurga pindalast.

6. Nelinurgas ABCD on diagonaali BD keskpunktist tommatud teise
diagonaaliga AC paralleelne sirge; see sirge 16ikab kiilge AD punktis E,
Téoestada, et 16ik CE jaotab nelinurga pooleks.

7. Kui kolmnurga mediaanid votta uue kolmnurga kiilgedeks, siis selle

3
teise kolmnurga pindala on i esimese kolmnurga pindalast.

8. Ringis, mille keskounktiks on O, on tommatud ko5l AB. Raadiu-
sele OA kui diameetrile on joonestatud teine ringjoon. Antud kool 16ikab
dra nii thest kui teisest ringist segmendid. Toestada, et tekkinud segmen-
tide pindalad suhtuvad nagu 4: 1.

Arvutusiilesandeid.

9. Arvutada taisnurkse trapetsi pindala, kui trapetsi itks nurk on 60°
ira on teada mdlemad alused voi iiks alus ja kdrgus voi iiks alus ja haar,
mis on kaldu alusega.

10. On antud trapetsi alused a ja b ja korgus h. Arvutada selle
kolmnurga pindala, mis tekib, kui haarasid pikendada kuni nende l&iku-
miseni.

11. Kolmnurga sisse on joonestatud teine kolmnurk, mille tipud pooli-
tavad esimese kolmnurga kiilgi; teise kolmnurga sisse on samal viisil
joonestatud kolmas kolmnurk; kolmandasse neljas jne. piiramatult. Leida
nende kolmnurkade pindalade summa piir.

12. Kolmnurga kolme kiilje a, b ja ¢ kaudu arvutada kolmnurga
siseringi raadius r.

Juhis. Kui S on kolmnurga pindala, siis on kerge naidata, et

cr == pr,

(SIS

1 1
§= 5 ar+- br +
kus p tahistab kolmnurga pooliimbermddtu.
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Teiselt poolt, pindala S viljendub valemiga, mis oli tuletatud & 256.
Siit voib saada valemi r-le.

13. Viljendada segmendi kérgus ja pindala antud ringi raadiuse r
kaudu, kui segmendile vastav kesknurk on 60°. Aryutamist teostada kol-
mel viisil: 1) sektori ja kolmnurga pindalade vahe kaudu; 2) esimese
(§-s 269 antud) lihendatud valemi pohjal ja 3) teise (samas paragrahvis
antud) lihendatud valemi péhjal. Vorrelda kahte viimast tulemust teine-
teisega selleks, et maarata ligikaudsete tulemuste absoluutne ja relatiivne
viga.

Liahen duws: “bo=—r.

, : .
h=r— - r V3= ra—}@) =00

1) pindala S; == Lo R A = ph ( ; — %3) = 0,0906” ;

bh — 23 - r - 0,1340r — 0,0893r2;
3
; 5 = 0,0893r% + 0,0012r2 = 0,09051°.

2) pindala S, =

Wi Wi

3) pindala S3 = =-bh +
Absoluutne viga:
pindalal S, = 0,0906r> — 0,0893r% = 0,0013r2;
pindalal S == 0,0906r> — 0,0905r2 == 0,0001 2.
Relatiivne viga (s. o. absoluutse vea suhe mdddetava suurusega) :
8 — Sy 0,0013r2

: o o 5 = 0,014 = 1,4%;

pindalal S S 0,0906r2 '
S, — Sy 0,000172

y e S 5 0.001 == O, 196

pindalal Sy S, 0,0906r2 A0 '

Niisiis, tulemus esimese ligikaudse valemi pchjal on viiksem toelicest
tulemusest (ligikaudu) 1,4 % vorra, tulemus teise ligikaudse valemi pohjal

on aga viiksem tdelisest tulemusest 0,1 % vdrra.
14. 1) Arvutada ringi raadius, kui on teada segmendi alus b ja kor-

gus h.
Juhis. Taisnurksest kolmnurgast, mille hiipotenuus on r, tiks kaatet

on g ja teine kaatet on r — h, leiame vérrandi :

(;’) (r— R =,

millest on kerge maarata r.
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2) Arvutada ringi diameeter, kui on teada, et segmendi alus on 67,2 cm
ja kérgus on 12,8 cm (vaata eelmine juhis).

Konstrueerimistilesandeid.

15. Tikeldada kolmnurk tema tipust lahtuvate sirgetega kolmeks
osaks, millede pindalad suhtuvad nagu m: n: p.

16. Tikeldada kolmnurk kaheks pindvordseks osaks sirgega, mis labib
kilje antud punkti.

17. Leida kolmnurga gees niisugune punkt, et sirged, mis seda punkti
iihendavad kolmnurga tippudega, tiikeldaksid kolmnurga kolmeks pind-
vordseks osaks.

Juhis. Jaotame kiille AC kolmzks vordseks osaks punktides D ja
E. Tombame liabi D sirge paralleelselt AB-ga ja libi £ sirge paralleelselt
BC-ga. Nende sirgete 16ikepunkt ongi otsitav punkt.

18. Sama ilesanne, kuid osade suhe olgu 2:3:4 (voi ldiselt
m:n:p).

19. Tikeldada roopkiilik kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis
lahtuvad ta tipust.

20. Tikeldada roopkiilik sirgega, mis libib antud punkti, kaheks
osaks nii, et nende osade pindalad suhtuksid nagu m: n.

Juhis. Jaotada rovpkiiliku keskldik suhtes m:n ja jaotuspunkt
ihendada antud punktiga.

21. Tiikeldada roopkiilik kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis on
paralleelsed diagonaaliga.

22. Jaotada kolmnurga pindala kuldloikes.

Juhis. Lahendatakse algebra rakendamisega geomeetrias.

23. Tiikeldada kolmnurk kolmeks pindvordseks osaks sirgetega, mis
on risti alusega.

24. Tikeldada ring koatsentriliste ringjooatega kaheks, kolmeks jne.
pindvordseks osaks.

25. Tiikeldada trapets kaheks pindvordseks osaks sirgetega, mis on
paralleelsed alustega.

Juhis. Pikendanud trapetsi haarasid kuni I6ikumiseni, votta otsita-
vaks otsitava sirge kaugus saadud kolmnurga tipust; koostada vorded,
lahtudes sarnaste kolmnurkade pindaladest.

26. Teisendada antud ristkilik teiseks ristkiilikuks, millel on antud
alus.
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2 :
27. Joonestada ruut, mille pindala oleks % antud ruudu pindalast.

28. Teisendada ruut pindvérdseks ristkiilikuks, mille kahe mittevordse
kilje summa vo6i vahe on antud.

29. Joonestada ring, mis oleks pindvordne rongaga kahe antud
kontsentrilise ringjoone vahel.

30. Joonestada kolmnurk, mis oleks sarnane iihega ja pindvérdne
teisega antud kolmnurkadest.

31. Teisendada antud kolmnurk sellega pindvérdseks vordkiilgseks
kolmnurgaks (algebra rakendamisega geomeetrias).

32. Joonestada antud ringi ristkilik antud pindalaga m? (algebra
rakendamisega geomeetrias).

33. Joonestada antud kolmnurka ristkilik antud pindalaga m? (al-
gebra rakendamisega geomeetrias; uurida).
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Nurkade 0° kuni 90° trigonomeetriliste funktsioonide tabel.

Kraadid | Siinused Koosinused | Tangensid |Kootangensid| Kraadid
0 0,0000 1,0000 0,0000 = 90
1 0,0175 0,9998 0,0175 57,29 89
2 0,0349 0,9994 0,0349 28,64 88
3 0,0523 0,9986 0,0524 1908 | 87
4 0,0698 0,9976 0 0699 14,30 86
5 0,0872 0,9962 0,0875 11,43 85
6 0,1045 0,9945 0,1051 9,514 84
7 0,1219 0,9925 0,1228 8,144 83
8 0,1392 0,9903 0,1405 VA E 82
9 0,1564 0,9877 0,1584 6,314 81
10 0,1736 0,9848 0,1763 5,671 80
11 0,1908 0,9816 0,1944 5,145 79
12 0,2079 0,9781 02126 4,705 78
13 0,2250 0,9744 0,2309 4,331 77
14 0,2419 0,9703 0,2493 4,011 76
15 0,2588 0,9659 0,2679 35732 75
16 0,2756 0,9613 0,2867 3,487 74
17 0,2924 0,9563 0,3057 35271 73
I8 0,3090 0,9511 0,3249 3,078 72
19 0,3256 0,9455 0,3443 2,904 71
20 0,3420 0,9397 0,3640 2,747 70
24 0,3584 0,9336 0,3839 2,605 69
22 0,3746 0,9272 0,4040 2,475 68
23 0,3907 0,9205 0,4245 2,356 67
24 0,4067 0,9135 0,4452 2,246 66
25 0,4226 0,9063 0,4663 2,145 65
26 0,4384 0,8988 0,4877 2,050, 64
27 0,4540 0,8910 0,5095 1,963 63
28 0,4695 0,8829 0,5317 1,881 62
2D 0,4848 0,8746 0,5543 1,804 61
30 0,5000 0,8660 0,5774 1,732 60
Koosinused | Siinused [Kootangensid| Tangensid
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Kraadid | Siinused Koosinused | Tangensid [Kootangensid| Kraadid
31 0,5150 0,8572 b 10,6009 1,664 3
32 0,5299 0,8480 0,6249 1,600 58
33 0,5446 0,8387 0,6494 1,540 57
34 0,5592 0,8290 0,6745 1,483 56
35 0,5736 0,8191 0,7002 1,428 35
36 0,5878 0,8090 0,7265 1,376 54
37 0,6018 0,7986 0,7536 1,327 53
38 0,6157 0,7880 0,7813 1,280 52
29 0,6293 0,7771 0,8098 1,235 51
40 0,6428 0,7660 0,8391 bl 50
41 0,6561 0,7547 0,8693 1,150 49
42 0,6691 0,7431 0,9004 {y111 48
43 0,6820 0,7314 0,9325 1,072 47
44 0,6947 0,7113 0,9657 1,036 46
45 0,7071 0,7071 1,0000 1,000 45

Koosinused | Siinused |Kootangensid| Tangensid

Méned arvud, mis sageli esinevad iilesannete lahendamisel.

x = 3,142 (umbes 31y Z_ = 001745; V3 = 1,414; V5 = 2,236;
777 180

I 0,3183; 189° —s57°18'5, V3 = 1,732; V6 = 2,4495.
w T
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