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Sissejuhatus kombinatoorikasse

1. Permutatsioonid

Kombinatoorikal on diskreetses matemaatikas mdnevérra keskne koht selles
mottes, et ta Uhendab nimetatud matemaatikaharu mitmeid nailiselt erinevaid suun-
di. Kombinatoorika eesmargiks on luua ning uurida meetodeid niisuguste Ulesannete
lahendamiseks, mis seostuvad teatava diskreetse (eeskatt just 18pliku) hulga elemen-
tide mingeid lisatingimusi rahuldavate nn. paigutuste (nditeks valikute voi jarjestus-
te) leidmisega. Pdhiprobleemideks osutuvad sealjuures just. ndutud lUki paigutuste
olemasolu selgitamine, olemasolu korral aga eristatavate paigutuste koguarvu loenda-
mine ja vastavate moodustamisalgoritmide konstrueerimine.

Kuigi moningad kombinatoorika-alased teadmised péarinevad juba antiikajast
(naiteks hulknurkarvud esinesid Pythagorasel), voib selle matemaatikaharu tekki-
mise siiski seostada XVI1I sajandiga, mil eeskatt just hasartméngudest tulenevate
tdendosusteoreetiliste Ulesannete lahendamiseks tuletati esimesed kombinatoorikavar
lemid (P. de Fermat, Chr. Huygens, B. Pascal). Esimese katse saadud tulemuste
Uldistavaks kokkuvétmiseks tegi juba 1666. aastal vaevu kahekiimneaastane G. W.
Leibniz (kellelt muide parineb ka kombinatoorika nimetus). Kuigi lihtsaimate kom-
binatoorikallesannete lahendamiseks vajalikkude meetodite pdhiosa kujundati tege-
likult véalja juba XVIII sajandil (Jak. Bernoulli, L. Euler, J. Stirling), cm nende
meetodite loomine ja taiustamine jatkunud ka XX sajandil.

Mitmesuguste kombinatoorikaprobleemide kasitlemisel, aga samuti ka vaatavate
lahendamismeetodite tuletamisel tuginetakse enamasti kae nii v8i teisiti jargmisele
kahele postulaadile, mis vdibki vdtta kogu edasise kasitluse aluseks.

Korrutamisreegel. Kui objekti A saab valida m erineval viisil ja parast
iga sellist valikut saab objekti B valida n erineval viisil, siis nii A kui ka B
valimiseks leidub tapselt m en erinevat voimalust.

Liitmisreegel. Kui objekti A saab valida m erineval viisil, objekti B
aga n erineval viisil, kusjuures A ja B valikud on teineteist valistavad (s.t. pole
v8imalik valida nii A kui ka B samal viisil), siis kas A v8i B valimiseks leidub
tapselt m + n erinevat voimalust.

Loomulikult saab samad reeglid taiesti vahetult Uldistada kahelt objektilt ka
objektide suvalise I6pliku hulga juhule. Mdnevdrra kompaktsemateks osutuvad nii-
viisi tekkivate uldistuste sdnastused aga hulgateooria terminites, sest need reeglid on
tolgendatavad vastavalt I6plike hulkade otsekorrutise ja Uhendi véimsuste ehk ele-
mentide arvude leidmise jargmiste eeskirjadena.
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Korrutamisreegel. Suvaliste I16plike hulkade ‘H\, H2,..., Tin korral aval-
dub nende otsekorrutise elementide arv korrutisena

\MxxM2X - xMn\ = \FM\ \M2\-\rn\.

Liitmisreegel. Paarikaupa Uhisosata I8plike hulkade 7i\, H2, === 'Hn
korral avaldub nende Uhendi elementide arv summana

MM un2u... Un,\ = W I+ \n2\+ mee+ WnY

Kombinatoorika klassikalisteks tlesanneteks voib lugeda teatava suvalise struk-
tuuriga'pohihulga mingis mdttes eristatavate alamhulkade (kombinatoorikas nimeta-
takse neid monikord ka Uhenditeks) moodustamisv@imaluste arvu leidmise Ulesanded.
Sdéltuvalt pdhihulga struktuuri ja alamhulkade eristamisviisi tdpsustamisest saab siit
mitu erinevat Uhendiliiki.

Eristamisviisi poolest jagunevad Uhendid kahte pdhiklassi. V&tame nendest
koigepealt vaatlusele just selle klassi, kus hulkade eristamise aluseks on vdetud neis
maaratud lineaarne jarjestus.

Pdhihulga m-elemendilisi lineaarselt jarjestatud alamhulkasid nimetatakse m-
permutatsioonideks. Alamhulkade eristamine toimub permutatsioonide korral seega
nii nende koosseisu kui ka jarjestuse jargi. Konkreetseid permutatsioone esitame
jargnevas kiis vektoritena (0i,02,..., OT) vdi vBimaluse korral sénedena 0102 m OT

Vaatleme kdigepealt juhtu, mil pohihulk on n.-6. tavaline hulk, mis koos-
neb n erinevast elemendist. Niisuguse pdhihulga erinevate m-permutatsioonide arvu
téhistatakse enamasti simboliga P(n, m). Selle arvu (mida koolikirjanduses on nime-
tatud ka “variatsioonide arvuks n elemendist m kaupa” ja tahistatud kas simboliga
\A¥ voi J1™) voib leida jargmise tdiesti vahetu aruteluga. Alamhulga esimese ele-
mendi valimiseks on ilmselt n véimalust, teise elemendi valimiseks n — 1 véimalust
(sest pdhihulga Uks element on juba valitud) jne., nii et korrutamisreegli rakendamine
annab otsitava arvu jaoks kokkuvottes valemi

P(n,m) = n(n —1).. .(n - m + 1), (1.1)

mis kehtib iga m = 1,2, ...,n korral. Nii naiteks pdhihulga {o, b, c, d} korral saab
moodustada kokku P (4,3) = 24 erinevat 3-permutatsiooni, mis kolmetéaheliste sénede
kujul esitatuna on jargmised:

abc abd acb aed adb adc bac bad bca bed bda bdc
cab ead cba chbd cda cdb dab dac dba dbc dca dcb.
Valemist (11) jareldub tegelikult ka asjaolu, et m > g korral P(n,m) = 0
(s. t. pBhihulgast véimsamaid alamhulki ei ole véimalik moodustada) Selle vale-
mi taiendamiseks aga defineeritakse tavaliselt veel juurde, et tiihja alamhulka saab
moodustada ainult thel viisil: iga n korral P(n, 0) = 1.
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Erijuhul m = n annab valem (1.1) n-permutatsioonide (ehk lihtsalt permutat-
sioonide) arvu, mis avaldub faktoriaalina

P(n,n) = n(n —1)... 1= nl.

Seda arvu on sageli otstarbekohane tdlgendada n-elemendilises hulgas definee-
ritavate erinevate lineaarsete jarjestuste arvuna. Teisiti deldes annab faktoriaal seega
n-elemendilise hulga kdikide erinevate teisenduste (s. t. Uksuheste iseendalekujutuste)
ehk substitutsioonide arvu.

Vorduse (1.1) parem pool kujutab endast diskreetses matemaatikas sageli esi-
nevat avaldiseliiki, milleni tihti jdutakse isegi siis, kui probleemil ei néi olevat uldse
mingisugust seost permutatsioonidega. Seetdttu nimetatakse niisugust jarjestikuste
taisarvude korrutist matemaatikas enamasti arvu n kahanevaks m-faktoriaaliks ning
kasutatakse tema téhistamiseks suimbolit

(Mmm=n( - )..(n - m+ 1) (1.2)

(paneme uUhtlasi tahele, et tavalist faktoriaali n! vdib seega soovi korral tdlgendada
arvu n kahaneva n-faktoriaalina).

Tegelikult kujutab vdrdus (12) endast erijuhtu mdnevorra uldisemast definit-
sioonist. Nimelt vdib iga fikseeritud naturaalarvu m jaoks defineerida suvalise reaal-
arvu i f | Kkorral méaratud funktsiooni

(Hm=x(x- 1)...(s - m+ 1), (1.3)

mida nimetatakse arvu x kahanevaks m-faktoriaaliks. Taiendavalt vdib selle funkt-
siooni defineerida veel ka mittepositiivse m tarvis: iga x korral (:r)o = 1 ning

1
=M = (X +2)... (x + m)

Viimane uldistus tuleneb soovist séilitada kahaneva faktoriaali p6hiomadus
(x)m+n —{x)m(x — TI)n.

Analoogiliselt defineeritakse iga naturaalarvu m jaoks veel teine suvalise reaal-
arvu i £ i korral maaratud funktsioon, arvu x kasvar m-faktoriaal:

Zi(x +1)...(j+m-1)= (x+m- 1), (1.4)

Peale selles vérduses naidatu saab kahe asjadefineentud funktsiooni tarvis ker-
gesti pdhjendada veel seosed

(1.5)



Erinevate To-permutatsioonide arvu ulalkirjeldatud vahetu leidrnisviis pole ra-
kendatav kdikide tihendiliikide korral.. Osutame seetfttu ka uldisema meetodi arvude
P(n,m) leidmiseks.

Fikseerime pdhihulgas mingi Uhe elemendi ja jaotame permutatsioonid selle
jargi kahte klassi. Fikseeritud elementi mitte sisaldavate m-permutatsioonide arvu
saab esitada kujul P(n —I,m), s.t. kui To-permutatsioonide arvu ulejaanud elemen-
tidest moodustatud p&hihulga korral.

Fikseeritud elementi sisaldavad To-permutatsioonid vdime saada sel teel, et li-
same fikseeritud elemendi mistahes (to —I)-permutatsioonile ulejaanuJ elementidest.
Kuid nimetatud permutatsioonide arv on P(n — 1,70 — 1) ja fikseeritud elemendi
lisamisel (To — l)-elemendilisse jarjendisse saab valida To positsiooni vahel. Seega
kokkuvdttes annavad korrutamis- ja liitmisreegel vérduse

P(n,Tt0) = P(n —1,T0) + TOP(n — 1,70 —1). (1.6)

See kujutab endast rekurrentset vorrandit, mis tuleb lahendada ulalnimetatud
rajatingimustel P(n,0) = 1ja iga m > n korral P(n, 7o) = 0. Lahendamine vdib
toimuda naiteks induktsiooniga To0 jargi, milleks vdrdust (1.6) korduvalt rakendades
avaldame To-permutatsioonide arvu (To —I)-permutatsioonide arvude kaudu:

P(n,m) = P{n —1,ra) + ToP(n —1,to —1) =

= P(n —2,10) + ToP(n —2,T0 —1) + TOP(N —1,m —1) = ...

n-ro+1
=P(m —1,T0)+ 10 "2 P(n—dT0—1) =
i=1
n-m+1
—m P(n —*,m —1).

Juhul To = 1 omandab see vdrdus kuju

n n
P(n,1) =1« P(n- *0)=£ 1=n
$=i i=i
ja juhul m = 2 kuju
n-| n-1
P(n,2)=2 Y,P(n- »1)=2 E (n- *=n(n- YHe

1=1 i=1

Need erijuhud vdimaldavad néhtavasti juba oletada lahendi Uldkuju (11) ning
jaéab veel vaid tulemuse pdhjendamine induktsioonimeetodil (jatame pdhjendamise
siin siiski esitamata, pealegi vBiks kasutada ka induktsiooni n jargi).



Permutatsioonide teise klassikalise juhu annab niisugune poéhihulk, milles on
samuti n erinevat elementi, kuid igathte neist vdib permutatsioonide moodustamisel
votta suvaline arv korda (6eldakse ka, et péhihulk sisaldab iga elementi suvalises arvus
eksemplarides). Erinevate To-permutatsioonide arvud W (n, m) saab nuid leida téiesti
vahetu mottekdiguga tépselt samuti, nagu me ulal leidsime arvud P(n,m).

W((n,m) = nm.

Naéiteks eesti tahestiku téhti kasutades saab moodustada kokku 233 = 12167
erinevat kolmetéhelist sdnet.

Vaatleme I8puks veel niisugust juhtu, mil pdhihulgas on kull kokku n elementi,
kuid nende seas leidub vaid k erinevat, kus Kk < n. Esinegu nimelt esimene element
rril eksemplaris, teine element rn2 eksemplaris jne., kusjuures peab muidugi kehtima
se0s M\ + m2+ eee+ m* —n.

Hulga mdiste niisugust uldistust nimetatakse tavaliselt multihulgaks. Téapse-
malt, multihulk defineeritakse kui paar (7i, s), kus H (multihulga baas) on tavaline
hulk ja 5 (multihulga spetsifikatsioon) funktsioon baasist fi koikide naturaalarvude
hulka N= {0, 1,2,...}.

Naiteks kui multihulga baas on 7 = {/ii, h2,.m., /»*}, siis esitab funktsiooni
s:H — N vektor s = (mj, m2,..., rnt), kus m, = s(/i,) on elemendi h, esinemise
kordsus multihulgas. Oeldakse, et multihulk on n-elemendiline, kui

mj + m2+ mee+ rnt = n

ja mdonikord isegi tahistatakse teda tavalise n-elemendilise hulgana, kirjutades baasi
iga elementi kordsusega vordne arv korda. Naiteks baasiga Ti — {o, b,c} ning spet-
sifikatsiooniga 5 = (2,4,4) maéaratud 10-elemendilise multihulga vdib soovi korral
kirjutada kujul voi isegi kujul {02,64,c4}.

Piirdume uldise multihulga juhul Uksnes erinevate n-permutatsioonide arvu
K(m\,m2, ..., mk) leidmisega. Seda arvu on loomulik télgendada vaadeldava spetsi-
fikatsiooniga multihulgas defineeritavate lineaarsete jarjestuste arvuna.

Oletame, et pdhihulga esimese elemendi kdik r»i eksemplari on omavahel erista-
tud naiteks jarjekorranumbritega varustamise teel. Mistahes n-permutatsioonis saab
neid elemente siis veel mj! viisil omavahel permuteerida ning koikide eristatavate
r?-peimutatsioonide arv on seega juba A'(mi, rao,... ,m*)mjl. Samasugusel viisil
toimime ka koigi ulejadnud elemendilnkide korral, millega saame juba n erinevast
elemendist, koosneva po6hihulga ja seega

A'(toj,ras,.. mra*) mi! ra?l... raj! = n!

ehk

A'(mi,m2)...,rat) = — -— rommmmmmeee (1.7)
rni‘rajl...mi’



Nii naiteks numbritest 2, 4, 4, 4 ning 6 on seega vdimalik moodustada kokku
A (1,3,1) = 20 erinevat viiekohalist naturaalarvu ja nimelt suuruse jarjekorras:

24446 24464 24644 26444 42446 42464 42644 44246 44264 44426
44462 44624 44642 46244 46424 46442 62444 64244 64424 64442,

Valemi (1.7) parem pool tuli tdpselt sama kujuga nagu seda on uldliikme kor-
daja nn. polinoomvalemis ehk multinoomvalemis, mis esitab hulkliikme astme tema
lilkmete astmete kaudu kujul

(a,j:a2+ .o+ «*)” = V — = N T« « r ° (18)
um,—f1

kus summa vdetakse ule kdikide vdimaluste, kuidas arvu n saab esitada mittenega-
tiivsete taisarvuliste liidetavate mi, m2,..., m* summana (nagu hilisemas kasitluses
selgub, pole see Uhekujulisus muidugi juhuslik).

Valemis (1.8) esinevat nn. polinoomkordajat ehk multinoomkordajat on mate-
maatilises kirjanduses enamasti kombeks tahistada kujul

( » P R

Olgu margitud, et eelmise Kklassikalise juhu korral oleksime m-permutatsioonide
arvu leidmisel seega voinud poéhihulgaks lugeda multihulga n-elemendilise baasiga
ning spetsifikatsiooniga naiteks (m,m,..., m). Niisuguse multihulga m-permutatsioo-
ne nimetatakse moénikord ka kordumistega m-permutatsioonideks, kasutades tavalise
hulga m-permutatsioonide jaoks sel juhul kordumisteta m-permutatsioonide nime-
tust. Vastavalt siis W(n, m) on kordumistega m-permutatsioonide arv ja P(n, m) on
kordumisteta m-permutatsioonide arv.

Kordumistega m-permutatsiooni voib vajaduse korral tdlgendada ka kui funkt-
siooni / mingist m-elemendilisest hulgast mingisse n-elemendilisse hulka, naiteks
f:M —T, kusM = 1Im = {1,2,...,m}jaM —1,n= {1,2,..., n}. Toéepoolest,
selleks tarvitseb vaid suvalist m-permutatsiooni kui m-elemendilist lineaarselt jarjes-
tatud hulka (ai, a2, .. m OT) télgendada naiteks vastava funktsiooni / kdikide véimai-
likkude vaartuste jarjendina, s. t.

oi = /(1), a2= /(2), ..., Om= f(m).

Analoogiliselt vdib kordumisteta m-permutatsiooni télgendada sellise funktsioo-
nina, mille vaartused on méaaramispiirkonna erinevates punktides alati erinevad, ehk
funktsioonina, mis maarab injektiivse kujutuse hulgast M hulka N (injektiivseid ku-
jutusi leidub muidugi vaid siis, kui m ~ n).



2. Kombinatsioonid

Kombinatoorika Klassikaliste tlesannete teine pdhiklass seostub selliste alam-
hulkade moodustamisega, kus jarjestust ei arvestata voi kus see pole uUldse definee-
ritud. P8hihulga ra-elemendilisi alamhulkasid on sel juhul nimelt kombeks nimetada
m-kombinatsioonideks. Alamhulkade eristamine toimub kombinatsioonide korral see-
ga Uksnes nende koosseisu jargi. Konkreetseid kombinatsioone esitame jargnevas nii,
nagu matemaatikas ikka hulki téhistatakse, naiteks {<21,02,.,. ,am}-

Vaatleme ka nuid kdigepealt juhtu, mil pdhihulk on tavaline hulk, koosnedes n
erinevast elemendist (igatiks Uhes eksemplaris). Erinevate m-kombinatsioonide arvu
C(n,m) leidmiseks véib kasutada ulal kord juba tutvustatud méttekaiku.

P6hihulga mingit uht fikseeritud elementi sisaldavate m-kombinatsioonide arv
on C(n —1, m —1), s. t. (m —1)-kombinatsioonide arv ulejdédnud elementidest. Seda

elementi mitte sisaldavate kombinatsioonide arv on aga C(n —1,m) ja liitmisreegli
kasutamine annab seega igam = 1,2,... ,n korral
C(n,m) = C(n —1,m —1) + C(n —1, m), (2.1)

kusjuures rajatingimustena on jalle loomulik nduda, et iga n korral oleks C(n,0) = 1
ning m > n korral C(n, m) = 0.

Vdrduse (2.1) abil saab juba rida”realt moodustada arvude C(n, m) kolmnurkse
tabeli, mida nimetatakse PascaJi kolmnurgaks. Selle tabeli esimene rida sisaldab vaid
Uhe nulidst erineva arvu C(0,0) = 1ja edasi iga jarjekordne arv vdrdub eelmises reas
tema kohal paikneva kahe arvu summaga.

Arvude C(n,m) uldavaldise saamiseks voib vérduse (2.1) korduva rakendamise
teel kdigepealt tuletada vorduse

C(n,m)=C(n —1;,m—1)+ C(n —1, m) =
=C(h—1,m—1)+ C(h —2,m —1)+ C(h —2,m) = ...
rj-m+1 n-m+1
L= N Cc(n —1m—1)+C(m —1,m)= ~ C(n —i,m —1).
1=1 «=1
Juhul m — 1 omandab see vérdus kuju

n
C(n,1) =~ C(n —i,0) = n,
1=1



juhul m = 2 aga kuju

<(»>2) = Cin-»1)=1£€(n - g=n("2 —e=
i=i t=i

Nendele kahele tulemusele toetudes peaks juba kerge olema oletada, et uldiselt
C(A)T) = ~ K (2.2)
m\

kuigi selle vérduse pdhjendamine ndaiteks induktsioonimeetodiga voib tekitada mé-
ningaid tehnilisi raskusi.

Sama tulemuseni voib aga jduda ka veel néiteks jargmise taiesti vahetu aru-
telu teel. Igat m-kombinatsiooni saab teatavasti jarjestada m\ viisil, s.t. temast
saab moodustada m! erinevat m-permutatsiooni. Et aga niiviisi toimides saame kdik
vBimalikud m-permutatsioonid, siis jarelikult

m!C(n,m) = P(n, m),

ais annabki valemi (2.2).
Naiteks pdhihulga {a, b, c, d} korral saab seega moodustada <7(4,3) = 4 erinevat
3-kombinatsiooni ja nimelt.

ja, 6,c} {a,bd} {a,c,d) {6,c, d}.

Saadud avaldis (2.2) m-kombinatsioonide koguarvu leidmiseks kujutab endast

(nJ\_(n)m_ - n

\m m! m!(n —m)V

nn. binoomkordajat

s. t. uldliikme kordajat binoomi astme esituses tema liikmete astmete kaudu ehk nn.
binoomraJemis

(o+bn=Y, (") bn~m. (2.3)
m=0 '
Selle Gpris sageli vajaliku valemi p6hjendamiseks kombinatoorikale thdpilise
mottekdigu abil tarvitseb vaid jalgida astme ehk vdrdsete tegurite korrutise

(a@a+6"=(a+£f)a+ 6)...(a+bh)
litkmete kujunemist siin esinevate sulgude vahetu avamise ning sarnaste liikmete
jargneva koondamise kaigus.
Paneme nimelt tahele, et korrutis om6”~m esineb sulgude taielikul avamisel

tekkiva 2" liikme hulgas nii mitu korda, kui mitmel viisil on vdimalik vaadeldava kor-
rutise n teguri hulgast tapselt m teguris vélja valida just esimene liidetav a (ulejaanud
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n —m tegurist valitakse siis loomulikult teine liidetav 6). Et aga selliste v8imaluste
arv on C(n, m), siis sarnaste lilkmete koondamisel kujunebki valem (2.3) ja liikmete
koguarvu silmas pidades on uhtlasi pdhjendatud vdrdus

Kombinatoorne sisu on binoomkordaja moistel Uksnes naturaalarvuliste n ja
m korral, kuid binoomvalem on uldistatav ka mistahes reaalarvulise (vdiks aga isegi
kompleksarvulise) astendaja A 6 E juhule. Valemis (2.3) tuleb sel juhul tksnes I6plik
summa asendada reaga, nii et binoomvalem omandab Uldkuju

(a+ 6)A= ( A) ambx~m,
m=d
kus binoomkordaja on nagu varemgi ikka defineeritud kahaneva faktoriaali kaudu
vérdusega
A\ _(A)m
\mj m!

Naiteks negatiivse taisarvulise astendaja olulisel erijuhul, s.t. A = —n korral
saame binoomkordaja tahenduseks

(-") _t 2k _(Lirfcti=1lk =(_1T (= m»m- »),
\'m ml m! \ m /
millega vastav binoomvalem omandab kuju
(«+*)- = £ "+2 7V — o * -
E ol \

Valides a = —x, 6 = 1 saame siit jargnevas tihti vajalikuks osutuva erijuhu
" K (2-4)
m=0 ~ '

Kdrvalmarkusena olgu siinkohal veel nimetatud, et suvalise m-kombinatsiooni
moodustamisel moodustavad ulejaanud elemendid Uhe konkreetse (n—m”~kombinatsi-
ooni. Selline Uksuhene vastavus tdéhendab, et m- ja (n —m)-kombinatsioonide arvud
on vdrdsed, mis annab binoomkordaja péhiomaduse

Sellele omadusele tuginemine vdimaldab juhul m ~ n (m ja n on naturaalarvud)
anda sisu isegi naiteks jargmisele kirjutisele:

(::) - =/Ar-i2::1)--"Nii)
1

2%



Binoomvalemi korral kasutatuga taiesti analoogilist méttekaiku saab muide ka-
sutada ka multinoomvalemi (1.8) pdhjendamisel. Selleks tuleb jalgida liikmete kuju-
nemist sulgude avamisel astme ehk n Uhesuguse teguri korrutises

(ai +M2 + o+ a*)(<j] + <R+ emt+ a*) em(<i + <2+ + ).
Kui naturaalarvud mj, m2,... ,mt £ ISon fikseeritud nii, et
mi+ m2+ me + mj =n,

siis toodud n tegurist saab tépselt m\ korral esimese liikme ai valida C(n. m'j) viisil,
seejarel ulejadnud n—m\ tegurist tépselt m2 korral teise liikme 02 valida C{n—m\, m2)

viisil jne. Kokkuvdttes seega korrutis esineb tekkiva kn liikme hulgas
tapselt
ra (n —mi)! (N —mj —e —»#-)!
mjl(n —mi)! m2!/(n —mi —m2)! mi.l(n —mj —ee— m¥*)!
_ n' —( n n
mi! m2!.. em*! \ffli,r»2.,.. ,mjt/

korda, millega valem (1.8) ongi pdhjendatud. IJhtlasi on aga niiviisi pdhjendatud veel

ka vdrdus
E (mi,mZ,n. . ,mk) =+

bm x—

Kombinatsioonide teise klassikalise erijuhu saame siis, kui péhihulgaks on multi-
hulk, milles leidub kokku n erinevat elementi, neist igaiks suvalises arvus eksemplari-
des (jatkub kui vahemalt m eksemplaris). T&histame erinevate m-kombinatsioonide
arvu sel juhul sumboliga F(n,m). Olgu Uhtlasi veel méargitud, et sellise multihul-
ga m-kombinatsioone nimetatakse vastavas kirjanduses sageli ka kordumistega, rn-
kombinatsioonideks, kusjuures tavalise hulga m-kombinatsioonide korral kasutatakse
vastavalt kordumisteta m-kombinatsioonide nimetust.

Arvu F(n,m) leidmiseks iga naturaalarvulise m ja n tarvis paneme téhele, et
pdhihulga mingit fikseeritud elementi mitte sisaldavate m-kombinatsioonide aiv on
F(n —],m), seda elementi védhemalt Uks kord sisaldavate m-kombinatsioonide arv

aga F(n,m —1). Jéarelikult liitmisreegli kasutamine annab iga m = 1,2.. . korral
F(n,m) = F(n,m —1)+ F(n —1, m), (2.5)
kusjuures rajatingimusteks on nuud loomulik vétta juba tuntud F(n,0) = 1 ning

lisaks veel taiesti vahetu mdttekaiguga kergesti kontrollitav F(L,w>) = 1 (tuleb nimelt
téahele panna*, et erinevalt moénedest varem vaadeldud juhtudest arv F(n,m) enam
m > n korral ilmselt null ei ole).
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Rekurrentse seose (2.5) korduva rakendamisega on F(n.m) avaldatav kujul
F(n,m) = F(n,m —1) + F(n —I, m) =
= F(nm —1)+ F(n —L ra—1)+ F{n —2.m) =
n

A F{i,tn—1) + F(l.m) =~ F{i,m —1).
i--2 i=1

Juhul m = 1 omandab see vdrdus kuju

" " \
F(n, 1) —~ F(i,0) =" 1l=n= 2 J,
1=1 1=1 n

juhul m = 2 kuju

F(n,2) = Y2 F(i, 1) = r=i** 1y
i=1 i=i \2 " /

ja juhul m - 3 kuju

Nendele erijuhtudele tuginedes pole enam vist rask» oletada, et tldvaJem peaks
nahtavasti tulema

(2.6)
m!

kuid saadud valemi péhjendamine naiteks iinluktsioonimeetodil on seotud mdningate
tehniliste raskustega. Seetdttu vdtamegi valemi (2.6) esialgu teadmiseks ilma vas-
tavat tdestust I6puni esitamata ning poédrdume tdestuse puuduva osa juurde tagasi
monevdrra hiljem (seitsmendas jaotises).

Naiteks elements a, &~ <ja. d suvalises arvus eksemplarides (ehk igauht vahemalt
kolmas eksemplaris) sisaldava p&hihulga korral saab vaiemi (2.6) kohaselt seega moo-
dustada kokku .Fi4,3) = 20 erinevat 3-kombinatsioon; ja niireit:

{a. a, ] {o6,a,} {ci, a, d} f-z b, b}
\a, b c} {a.b.d} ja.c.cj §a, r, d} {a, d, 1}
(W >} {b,b. c} {6. b, d} {b,cc} {b. c, d]

{b d,d} {c,Ct} {c,c,d\ {c.d"d} {d,d d}

Osutub, et vaadeldavat liiki kombinatsioonide arvu leidmisega tuleb tegemist
muuhulgas naiteks sel juhul, kui on vaja selgitada liikmete arvu multmoomvalemis
(J.8), s.t. leida, vorrandi

JU + m? + emm+ kK= n

mittenegatiivscte taisarvuliste lahendite arvu. Usna lihtsa mdttekaiguga vdib nimelt
toestada, et selleks aivuks osutub F(i;tn) Nii naiteks hulkliikmes (a-, + a? + n3 + a<)3
on jarelikult F(4, 3) = 2U iiiget.

13



Genereerivad funktsioonid

3. Kombinatsioonide arvusid genereerivad funktsioonid

Rekurrentsete virrandite kasutamine mitmesuguste Uhendite arvude leidmiseks
on kull Gpris universaalne meetod, kuid praktikas tihti seotud méningate tehniliste
raskustega. Seetdttu votamegi vaatlusele kombinatoorikale iseloomulikuma meeto-
di, mis pealegi véimaldab nimetatud tehnilisi raskusi enamasti lihtsamini Uletada.
Alustame selle meetodi tutvustamist kombinatsioonide arvu leidmisega juhul, kui
pohihulgaks on valitud harilik n-elemendiline hulk.

Olgu pbhihulga elemendid varustatud jarjekorranumbritega (t = 1,2,... ,n) ja
T, selline indikaator (muutuja), mille astendaja naitab, kui mitu korda element num-
ber | vaadeldavasse kombinatsiooni kuulub Siis iga » puhul vastav element kas ei
kuulu sellesse kombinatsiooni (seda iseloomustab x*) v6i ta kuulub sinna tapselt tks
kord (seda iseloomustab x]). Et need on Uheaegselt mitte esineda saavad véimalused,
siis analoogia liitmisreegliga lubab oletada, et elemendi number <kuulumist kombi-
natsiooni peaks iseloomustama summa

+xj = 1+ Xj.

Sellise indikaatori astmete summa saame muidugi iga jarjekorranumbri i kor-
ral, kusjuures mingisse kombinatsiooni alati esimene element (i = 1) kas kuulub v&i
mitte ja ka teine element (» = 2) kas kuulub vdi mitte jne. Analoogia korrutamis-
reegliga voimaldab ntid oletada, et kdigi n elemendi kuulumist voi mittekuulumist
kombinatsiooni iseloomustab avaldis

@ +ii)(l +12)-..(1+3T,,).

Niisugune analoogiatele tuginenud mottekaik leiab kinnitust selle korrutise esi-
tamisel hulkliikmena. Sulgude avamisel ndeme nimelt, et iga tekkiv liige vastab tegu-
rite litkmete Uhele valimismoodusele, mis aga tdhendab pdhihulga iga elemendi korral
otsustamist, kas lulitada teda konkreetsesse kombinatsiooni null vdi Uks korda.

Nii naiteks konkreetsel erijuhul n = 4 (s. t. neljast erinevast elemendist koos-
neva pdhihulga korral) saame

@+i)(I +i2U +*3)1 +*4) = 1+ (*i +*2 +*3 + 14)+
+ (Xix2+ X1X3+ X1X4 + X2X3 + X2X4 + 13*4)+
+ (XIX2X3 + XIX2X4 + 11304 + X2X3) + XIX2X3Xi.
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lgatiks selle avaldise 24 = 1Gliikmest vastab mingile konkreetsele kombinatsioo-
nile neljast elemendist. Naiteks liige 1 vastab O-kombinatsioonile (tihjale alamhulga-
le), liige X]X2X3 aga 3-kombinatsioonile, mille moodustavad p&hihulga esimesed kolm
elementi. Sulgudega on viimases avaldises Uhendatud vdrdse astmega liikmed, s.t.
need m-kombinatsioo i d, kus elementide arv m osutub Uhesuguseks.

Kui konkreetseid kombinatsioone pole tarvis eraldi esile tuua (naiteks kui meid
huvitab vaid mingi fikseeritud v6imsusega kombinatsioonide arv), siis vdime Uhesugu-
se astmega liikmed tUhendada sel teel, et samastame kdikide elementide indikaatorid,
s. t. votame iga t korral x, = x. Naiteks &sjavaadeldud juhul n = 4 omandab viimane
vérdus niiviisi toimides kuju

1+ x)4= 1+ 4x 4 6x2+ 4x3+ x4,

kus xro kordaja annab erinevate m-kombinatsioonide arvu.

Téapselt samal viisil iseloomustab kombinatsioonide arvusid uldjuhul (s.t. kui
n 0u suvaline) seega avaldis

(l+xf=£ h x ™ fg», ™ 7~ | (3.1)
m=0 m=0

Seost (3.1) vdib soovi korral télgendada ka nii, et funktsioon (1 + x)n generee-
rib jada {C(n, 7?i)}m ehk teisiti deldes on jada genereeriv funktsioon selles mdttes,
et funktsiooni kirjutamisel astmereana (vdi erijuhul polinoomina) saame argumendi
astmete kordajateks nimetatud jada elemendid Seega vorduse (3.1) vdib sdnastada
ka nii, et kordumisteta kombinatsioonide arvude jada genereerivaks funktsiooniks on
binoomi 1+ x nii mitmes aste, kui palju on pdhihulgas elemente.

Kirjeldatud lahenemisviisi saab kombinatsioonide arvude leidmiseks kasutada
ka teistsuguse struktuuriga pdhihulkade vdi isegi mdningate kombinatsioonidele sea-
tavate taiendavate nduete korral. Teistsuguse struktuuriga pohihulkade vaatlemine
tdhendab seejuures muidugi tleminekut multihulkade vaatlemisele, kus elementide
kordsused Uuldiselt erinevad Uhest.

Samuti nagu binoom 1 + x, iseloomustab elemendi number i mittekuulumist
vOi Uhekordset kuulumist kombinatsiooni, vdib selle elemendi 0,1,2,..., mi-kordset
kuulumist kombinatsiooni iseloomustada teguriga

1+ X'+ Xf + eeet xjTV,

Ulalkirjeldatuga analoogiliselt naeme nuiid, et kui pdhihulga spetsifikatsioon
on s = (roj, m2,- ,m¥), siis kdikide voimalikkude kombinatsioonide moodustamist
niisugusest hulgast saab iseloomustada funktsiooniga

(L+Xi+o + XML+ *2+ eeet X™2) (1 + X*+ eeet x™1).
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See iseloomustamine tahendab, et sulgude avamisel saadava k muutuja poliinoo-
mi iga Uige vastab Uhele konkreetsele voimalikule kombinatsioonile, kusjuures polu-
noomi lukmete arvuks osutub muidugi kombinatsioonide koguarv

(mi + 1)(m2 + 1) ..(m* +1).

Kui mf-id ka nddd huvitab mitte koikide konkreetsete kombinatsioonide esi-
letoomine, vaid Uksnes nende arvude loendamine vlimsuste jargi, siis indikaatorite
samastamisega saame viimasele funktsioonile kuju

1 +x+ +xmi)(l +x + m +x™)... (I +x+  e+xn17)-

Sulgude.avamisel annab see Korrutis Uhe muutuja polinoomi, milles xm kor-
dajaks osutub loomulikult ikka kdikide vaadeldava pdhihulga korral véimalikkude
?n-kombinatsioonide koguarv.

Nii naiteks pohihulga {a, a, b, b, b, 6, e, c, ¢, c\ puhul tuleb meil erinevate 4-kombi-
natsioonide arvu saamiseks leida x 4 kordaja korrutise

(F-r x + X“)(1 + x + X2+ x3+ x4)2

arendises (sulgusid vaid osaliselt avades on lihtne kontrollida, et see kordaja tuleb
12). Antud juhul pole selline Uhe kordaja leidmine kull oluliselt vahem téémahukas,
kui ndutud kombinatsioonide vahetu valjakirjutamine, néiteks kujul:

{a,a,b,b} {a,a bc} {a,ac, c} {a,b,b, b}

{a, b b c} {a, 6,c, c} {a,c.c c} {b.,b,b,b}

{b,b,b,c} {b. b c,c} {6,c,c, c} {c.c.cch
kuid viimati esitatud korrutises sulgusid taielikult avades leiame poltiinoomi

1+ 3x +6x2+ 9x3+ 12x4 + 13X5+ 12x6+ 9x7 + 6x84- 3x9+ x 10,

mis annab vahetust Ulelugemisest margatavalt lihtsamini korraga kdigi m-kombinat-
sioonide arvud (kus m = 0,1,..., 10).

Ulalvaadeldutega analoogiline tegur iseloomustab elemendi kuulumist kombi-
natsiooni ka sel juhul, kui elemendi kordsus pOhihulgas pole piiratud. Nimelt kombi-
natsioonides piiramata arv korda esineda vdiva elemendi number t tarvis saame nutd
16pliku summa asemel geomeetrilise rea

1+ X, +x- + =(1- x,)_1.

Vaatleme naiteks kordumistega kombinatsioonide juhtumit, mil p6hihulga n
erinevat elementi vdivad kdik kombinatsioonides esineda piiramata arv korda. Péarast
kdigi indikaatorite samastamist (x, = x) saame vastava jada {F(n, m)}m genereeri-
vaks funktsiooniks seega astme

(L+X + X2+ =)
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Kui arendada see aste binoomvalemit (2.4) kasutades astmereaks, siis oleme
valemi (2.6) pdhjendanud tunduvalt lihtsamini, kui seda oleks vdimaldanud naiteks
rekurrentse vdrrandi (2.5) vahetu lahendamine:

m=0

Kasutame vaadeldud metoodikat 16puks ka mone sellise tulemuse saamiseks,
kus kombinatsioonidele on seatud mingisuguseid taiendavaid néudeid vdi kitsendusi.

Koosnegu pdhihulk n erinevast elemendist, mis kdik tohivad kombinatsioonides
esineda mistahes positiivne arv korda. Jarelikult igas m-kombinatsioonis peab iga
element vahemalt Uks kord esinema ja ilmselt on métet vaadelda vaid juhtu m ~ n
(tapsemalt, juhul m < n tuleb niisuguste To-kombinatsioonide arv vérdne nulliga).

Neid kitsendusi rahuldavate kombinatsioonide arvude jada genereeriv funkt-
sioon on nuiud aste (x + x2 + x3-}----)n, mille reaksarendus omandab kuju

m=0

Seega vaadeldavate m-kombinatsioonide arvuks osutub xm kordaja selles reas,
s.t. m < n korral null ning To A n korral binoomkordaja

Lisatingimuste teise naditena vaatleme veel olukorda, kus pdhihulk on sama, kuid
kombinatsioonidesse tohib iga element kuuluda uksnes paarisarv (0,2,4,...) korda.
Vastava genereeriva funktsiooni reaksarendus annab nud

(i+i3+id+ -r = (i—i2r = f; v m,
M= ~ !

s. t. (2m + I)-kombinatsioonide arv tuleb iga naturaalarvu To korral null (nagu nahtub
vastavate liikmete puudumisest selles reas), aga 2to-kombinatsioonide arvuks osutub

Puuame 18puks veel veidi tapsustada genereeriva funktsiooni &asjases kasitluses
enam-véahem heuristiliselt kasutusele véetud mdistet. Vastava traditsioonilise definit-
siooni vdib nimelt esitada naiteks jargmises sdnastuses.
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Arvjada {a*} s 00,01,03,... (polunomiaalseks ehk harilikuks) genereerivaks
funktsiooniks nimetatakse niisugust funktsiooni o(i), mille arendamisel astmeritta
argumendi x astmete kordajateks osutuvad jada {aa} elemendid, s.t. kehtib vdrdus

a(r) = ~ o 4x*. 3.2)
4=0
Selles definitsioonis on kill tegelikult jaetud tapsustamata nii funktsiooni ar-
gumendi x kui ka astmeritta arendamise (ehk vdrduses (3.2) esineva vérdusmaérgi)
tahendus, kuid meie hilisemas kasitluses selgub, et niisuguseks tdpsustamiseks ei olegi
erilist vajadust. Suuremat konkreetsust taotledes véime aga esitatud vdrdust esialgu
mdista naiteks selliselt, et o(x) on vastava rea summa koondumise mdttes, kusjuures
x tahendab selle rea koonduvusringi kuuluvat kompleksmuutujat.
Moningate kdige sagedamini vajalike jadade genereerivad funktsioonid vdib
nahtavasti Uldtuntuteks lugeda. Neli sellist on esitatud naiteks jargmises tabelis:

* in+ k- 1y
<k C K (K) \ K )
a(x) (1-cx)-1  x(I —x)~2 Gi+*r (1-.) -

Paneme siinjuures téhele, et tooduist esimese funktsiooni astmerida koondub
Uksnes ringis Jz] < |c]~1, teise ja neljanda funktsiooni astmeread aga ringis |s] < 1
ning kolmanda funktsiooni astmerida osutub 16plikuks summaks, s.t. polinoomiks.

Genereerivate funktsioonide kaisutamisel on sageli oluline osata tehteid funkt-
sioonidega uUle kanda vastavatele jadadele ning vastupidi. Niisuguste Uleminekureeg-
lite sdnastamise lihtsustamiseks tahistame jadade {at}, {6*} ja {c*} genereerivaid
funktsioone vastavalt a(x), b(x) ja c(i). Jadade ja neid genereerivate funktsiooni-
dega sooritatavad tehted vdib siis seostada jargmiselt.

Funktsioonide vaheline vdrdus c(x) = o(i) tdhendab, et vastavates jadades
peab iga k korral olema c* = o*.

Funktsioonide vaheline vordus c(x) = Aa(x) tdhendab, et vastavates jadades
peab iga K korral olema ct = J1oj, kus A on nditeks reaal- v6i kompleksarv.

Funktsioonide vaheline vordus c[x) = o(x) + fc(i) tdhendab, et vastavates jada-
des peab iga k korral olema c* = at + fc*

Funktsioonide vaheline vordus d(x) = a(:c)-6(:r) tdhendab, et vastavates jadades

peab iga k korral olema
K

cr = (33)
<0

(see valem tagab kooskdla polinoomide korrutamise tldtuntud eeskirjaga).
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4. Permutatsioonide arvusid genereerivad funktsioonid

Kombinatsioonide tarvis kirjeldatud meetodi Ulekandmisel permutatsioonide
arvude juhule ei dnnestu jadade ja funktsioonide vahelist seost kahjuks enam niivard
otseselt tuletada sulgude avamise reeglitest. Vastava idee saamise lihtsaimaks moo-
duseks osutub ntitd nahtavasti tuginemine permutatsioonide arvude jaoks juba ulal
tuletatud valemitele ning v8imaluste otsimine nende seostamiseks ridadega.

Naiteks tavalise hulga kombinatsioonide ning permutatsioonide arvude vahelist
seost C(n, m) = P(n, m)/m! arvestades vdib binoomvalemi (3.1) esitada kujul

@+x)n=£ P@n,m)lij. (4.1)

Vordust (4.1) voib tdlgendada ka nii, et astme (1 + i) n arendamisel ritta funkt-
sioonide xm/m\ jargi tulevad vastavateks kordajateks just kordumisteta m-permutat-
sioonide arvud. Niisugune tdhelepanek vdimaldabki teha jargmise oletuse.

Kui pdhihulga mingi element number t tohib permutatsioonis esineda null kuni
ki korda (ehk: seda elementi on olemas ki eksemplari), siis selle elemendi kuuluvuse
iseloomustamiseks tuleb nahtavasti kasutada summat

X k>
T4 %04 2+ = + jj-

ja koikide elementide kuulumise iseloomustamiseks korrutist

n(1+*+ f+- +&)e <42

kus k on pdhihulga erinevate elementide arv. Niisugust valikut digustab muuhulgas
ka asjaolu, et sulgude avamine korrutises (4.2) annab uldliikme
J' TM1 XTM' XTMk
mi!l m2! mj!
Kui siin samastada indikaatorid (x, = x) ja Uhtlasi tdhistada nende aetendajate
summa m\ + m2 + eeet+ m* = n, siis
Xm\ x"4 x mh n| X n

mj! m2! Lu{! milmijl...mt! n!
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Saadud kordaja on aga valemi (1.7) kohaselt tdepoolest vastava spetsifikatsioo-
niga n-permutatsioonide koguarv.

Taiendavalt paneme téhele, et kui element number t tohib permutatsioonis
esineda piiramata arv korda, siis tuleb selle elemendi kuuluvuse iseloomustamiseks
néahtavasti kasutada funktsiooniteooriast tuntud astmerida

1+ sJ+ |i-+ -.=e*>. (4.3)

Indikaatorite i, samastamine valemis (4.2) tahendab ikka loobumist konkreet-
sete sama liiki permutatsioonide eristamisest ning Gleminekut vaid nende koguarvude
loendamisele. Nii néaiteks pdhihulga korral, milles leidub n erinevat elementi, igaiht
piiramata arv eksemplare, saame indikaatorite samastamise tulemusel korrutise (4.2)
asemele hoopis astme

millest vdib kohe vélja lugeda erinevate m-permutatsioonide arvu W(n, m) = nm, kui
liitkme xm/m\ kordaja.

Vérdust (4.3) arvestades kasutatakse saadud liiki reaksarendustest kdneledes
enamasti eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide nimetust. Vaatleme selliste
funktsioonide kasutamist konkreetset tuupi permutatsioonide arvude leidmisel veel
paari naite varal.

Kdigepealt leiame m-permutatsioonide arvu sellise péhihulga korral, kus igatht
n erinevast elemendist saab permutatsiooni vdtta kas mitte Uheski vdi siis kahes ek-
semplaris. Vajalik genereeriv funktsioon tuleb naad

vV 2) « W le (@M

Siit ndeme, et (2m + I)-permutatsioonide arv on loomulikult null, 2m-permutat-
sioonide arvuks saame aga

fn\ (2m)! /n\ (2m)1(2m —1)!!
UJ"~ muj— *=—  (*( 1
kus kasutasime poolfaktoriaedide omadust 2m mm! = (2m)d.

Leiame nuud selliste m-permutatsioonide arvu, milles péhihulga kéik n erinevat
elementi peavad esinema védhemalt ks kord. Niisugust kordumistega m-permutatsi-
ooni voib vajaduse korral tdlgendada funktsioonina, mis méarab surjektiivse kujutuse
hulgast /14 = 1,m = {1,2,..., m} hulgale N —1,n = {1,2,..., n} (loomulikult on
nende kujutuste arv m < n korral vérdne nulliga).
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Noéutud liiki permutatsioonide koguarvude jada eksponentsiaalse genereeriva
funktsiooni véime nitd esitada kujul

millest vaadeldavat liiki m-permutatsioonide arvu saame muidugi ikka x m/m\ korda-
jana, s. t. see arv tuleb

EC-DF()C-D7. (4.4)

Sellele avaldisele veidi kompaktsema kuju andmiseks voib kasutada naiteks di-
ferentsarvutuse standardsimboolikat. Seal defineeritakse tédisarvulise argumendiga
funktsioonide / vallas nn. nihutamisoper&ator

Ef(k) = /(k + 1)
ja diferentsimisoperaator
A/(k) = f(k + 1)- /(*) = (E - Df(k). (4.5)

Pole raske mérgata, et nihutamisoperaatori korduval rakendamisel astmefunkt-
sioonile f(k) = km (kus m on fikseeritud naturaalarv) saame

Ekm= (k + I)'m, E2km=(k + 2)m,..., En~jkm=(k + n -j)m.
Argumendi vaartusel k = 0 vdime seega kirjutada
® -j)m= En~jom,
kus viimane Kkirjutis on tavaline lihend téhenduses
EpOm = E pkmXk=0.

Binoomvalemi ilmset Uldistust operaatorite valda kasutades voime summa (4.4),
s. t. surjektiivseid kujutusi mééaravate funktsioonide arvu niud esitada kujul

£ (-i =£ ("V -ilE -w " =
/=0 j=0
=(E - I)nOm= A"Om.
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Loomulikult on sama lahenemisviis rakendatav tldse suvalise spetsifikatsiooniga
pohihulga korral. Nii naiteks péhihulga {a, a, b, b,b, b, c, ¢, c, c} erinevate 4-permutatei-
oonide arvu saamiseks tuleb leida x*/24 kordaja korrutise

( x2\ f x2 a3 s4Y
( ) (L+1+* +¥ + «)

esituses hulkliikmena (sulgusid Uksnes osaliselt avades on lihtne kontrollida, et see
kordaja tuleb 72).

Siinesitatud heuristilise kéasitluse seos kombinatsioonide korral kasutatud ana-
loogilise metoodikaga tugineb tegelikult jargmisele tldisele definitsioonile. Selles defi-
nitsioonis loetakse fikseerituks baas ehk funktsionaaljada {& (z)}, mille elementidelt
nduatakse lineaarset sdltumatust, s.t. jada iga I6plik 16ige {flb(x), gi(x), -=, 9n(i)}
peab koosnema lineaarselt séltumatutest funktsioonidest.

Arvjada {0*} genereerivaks funktsiooniks baasil {<**(x)} nimetatakse niisugust
funktsiooni a(x), mille reaksarenduses baasi funktsioonide jargi osutuvad kordajateks
sellesama jada {a*} elemendid, s.t. kehtib vdrdus

a
a(x) = £ aib5i(i). (4.6)
4=0

Juhul ?*(*) = xk saame siit eelmises jaotises vaadeldud harilikud ehk poliinomi-
aalsed genereerivad funktsioonid, teisel tahtsal erijuhul gt(x) = xk/Kk\ aga nn. ekspo-
nentsiaalsed genereerivad funktsioonid.

Moningate kdige sagedamini tarvis minevate jadade eksponentsiaalsed generee-
rivad funktsioonid voib Gldtuntuteks lugeda. Viis neist on esitatud jargmises tabelis:

ge c* K X (i n()

a(x) e0* X e* (1-x)-1 (L+x)" (1-*)-"

Genereerivate funktsioonide vérdumise, skalaariga korrutamise ning liitmise ta-
hendus defineeritakse iga baasi korral tapselt niisamuti, nagu polinomiaalsete ge-
nereerivate funktsioonide tarvis naidatud. Oluliselt sdltub baasist aga genereerivate
funktsioonide korrutamise télgendus vastavate jadade kaudu.

Kui jadade {at}, {b*} ning {c*} eksponentsiaalseid genereerivaid funktsioone
téahistada vastavalt sumbolitega a(x),b(x) ning c(x), siis vdrdus c(x) = a(x) mb(x)
tahendab, et vastavates jadades peab iga k korral olema

<hbk-i- 4.7)
i=o0 4°'
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See vdrdus tuleneb ikka ndudest tagada kooskdla poliinoomide korrutamise ees-
kirjaga. Kui arvestada, et vaadeldavaid funktsioone a (i), b(x), c(x) voib soovi korral
tdlgendada ka jadade {at/k\}, {bt/k\}, {ct/i!} poluinomiaalsete genereerivate funkt-
sioonidena, siis jareldub vérdus (4.7) taiesti vahetult vérdusest (3.3):

4 _ (0] _1rn /AN
K\ ~ !)E:O i! '(.,I:-»),! K <I<E:O \‘/1»:]

Vérdus (4.7) erineb binoomvalemist

(a+6) = £ (‘W -
1-0 " "
Uksnes selle poolest, et parema poole astendajate asemele on Kkirjutatud indeksid.
Jadade elementidega opereerimisel kasutataksegi diskreetses matemaatikas monikord
sellist puhtformaalset vdtet, mis seisneb jada ao, oi,... ,at, smmasendamises jadaga
a°, ol,... ,a*,..., kusjuures kdikides tehetes tdlgendatakse indekseid astendajatena
ja alles 18pptulemuses kirjutatakse indeksid jalle oma tavalisele kohale.

Niisuguse formaalse arvutusvdtte (nn. sumbolarvutuse) kasutamisel tuleb aga
vBimalikkude eksituste valtimiseks astmetega opereerimise] silmas pidada, et naiteks
a'a* ei tarvitse uldiselt olla sama mis a,+; ja a° pole enamasti vérdne Uhega.

Vatte lihtsaima illustratsioonina nimetame, et eksponentsiaalsete genereerivate
funktsioonide korrutamise reegli (4.7) voib selle kohaselt kirjutada voérdusena

Ci = (0 + fo)*, * (4.8)

kus tuleb muidugi arvestada, et a* = at, 6* = bt ja erijuhul k = 0 saame co = aofeo-
Sama formaalse votte jarjekindla kasutamise korral véime jada {aa} eksponent-
siaalse genereeriva funktsiooni vajaduse korral Uldse esitada kujul

®0 =E a*Tlr = e* (49)
*:O
kus vastavas astmereas loeme ikka a* = a*. Niisuguse Kirjutusviisi kasutamise korral
jouame genereeriyate funktsioonide korrutamise eeskirja (4.7) juurde taiesti vahetult:
kui vordus c(x) = o(i) =b(x) esitada kujul

“

e« = e" eeix = efath>,

siis Ulaltoodud seos (4.8) jareldub xk/K\ kordajate vdrdlemisest otsekohe.
Mdningaid naiteid siumbolarvutuse kasulikkusest esineb ka jargnevas kasitluses,
kuigi enamasti esitatakse jadasid edaspidi ikka traditsioonilisel kujul.
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5. Jadad ja nende genereerivad funktsioonid

Mitmesuguseid (diskreetses) matemaatikas olulisi arvusid saab enamasti kdige
mugavamini defineerida sobivate genereerivate funktsioonide kaudu. Jargnevalt ongi
esitatud mdned edasise kasitlusega seostuvad naited.

Euleri esimest liiki arvudeks nimetatakse niisuguseid taisarvusid Et, mille-
dest moodustatud jada {.£*} eksponentsiaalseks genereerivaks funktsiooniks osutub
huperboolse koosinuse péordvaartus 1/chi:

1 [00] K
E:Hi(:*y>*T|E\- 25.1)
t=o0

Bernoulli arvudeks nimetatakse niisuguseid ratsionaalarvusid Bt, milledest
moodustatud jada {B*} eksponentsiaalseks genereerivaks funktsiooniks osutub ja-
gatis x/(ez —1):

ERERAL &2

Stirlingi esimest liiki arvudeks nimetatakse niisuguseid téaisarvusid $(n, k), mil-
ledest moodustatud jada {s(n, k)}t poliinomiaalseks genereerivaks funktsiooniks osu-
tub argumendi kahanev n-faktoriaal:

n
{x)n = ~"2s(n,k)xk. (5.3)
i=0

Stirlingi teist liiki arvudeks nimetatakse niisuguseid naturaalarvusid S(n, k),
milledest moodustatud jada {5(n, k)}t genereerivaks funktsiooniks kahanevatest fak-
toriaalidest koosneval baasil {(s)*} osutub argumendi n-es aste:

r
xn= "2s(n,k)(x)t. (5.4)
K- 0

Euleri teist liiki arvudeks nimetatakse niisuguseid naturaalarvusid E(n, k), mil-
ledest moodustatud jada {E (n,k)}k genereerivaks funktsiooniks binoomkordajatest
koosneval baasil {(x*4)} osutub argumendi n-es aste:



Niisugused definitsioonid pole enamasti kull sobivad vastavate arvude vahe-
tuks arvutamiseks, kuid neile on loomulik toetuda nii arvude mitmesuguste omaduste

pbhjendamisel kui ka tegelike arvutamiseeskirjade tuletamisel. Illustreerime selliseid
vBimalusi mdne nditega.

Et Euleri esimest liiki arvude genereeriv funktsioon ehk definitsiooni (5.1) vasak
pool kujutab endast paarisfunktsiooni:

1 2

ch x e* + e~*’

siis peab muidugi iga K > 0 korral olema E -1 = 0. Seega chz reaksarendust

A x2k
chl=£ w

arvestades vdib definitsiooni (5.1) esitada ka kujul

« x2t \_1

Kui siin x asemele kirjutada ix (kus t = >/—1), siis

=(1¢D4?) “(cosir=
s. t. saame valemi
secl =D - 1)B“ ()"

mille téttu arvusid (—1)*£?2t nimetatakse mdnikord ka seekansarvadeks.

Sumbolarvutuse meetodeid kasutades vdime definitsiooni (5.1) kirjutada kujul
2=¢cEz(e* +e-*) =

Kui nuid vorrelda i"/n! kordajaid selle vorduse vasakus ja paremas pooles, siis
saame iga n > 0 korral

(E+1)"+(E-1)"=0 (5.6)

jan = 0 korral
Eq+ Eo —2 ehk Eq—1.

Vordusi E2k-\ = 0 arvestades jareldub seosest (5.6), et igan > 0 korral

E(E)*— °
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mis vaartusest Eq= 1 lahtudes vdoimaldab arvutada
Ei=-1, En=5 Eb=-61, E6= 1385 Ei0= -50521, ..-

Analoogilist lahenemisviisi kasutades véime ka Bernoulli arvude definitsiooni
(5.2) kirjutada sumbolkujul

s = o(«* * 1) = e(1+B)x - eBe,

milles ar"/n! kordajaid vorreldes saame n > 1 korral

fl-1
E O (5.7)
jan = 1 korral
(1+B)1l- B1=1 ehk 1°«Bi +11«Bo- -Bi= 1 ehk BO= 1.
Algvaartusele Bo = 1 toetudes leiame valemist (5.7):
1, 1 5
B,=-y B=B *=_30 B,=4' B*=~30" Blo=10"
691 n 7 n 3617 43867 174611
12« 2730 14_6" 18~ 510" 18* 798 ' 20°“ 330 '
kusjuures iga k > 0 korral selgub, et i?2*+i = 0. Selle fakti saab aga tuletada ka
peaaegu vahetu jareldusena definitsioonist. Tdepoolest, &sjaleitud vaartusi Bo = 1ja
B\ = —j arvestades vdime seose (5.2) kirjutada kujul
[00] s*
n—2

kus taiesti vahetu kontrollimise teel pole raske veenduda, et vasak pool kujutab endast
paarisfunktsiooni, s. t. igax korral b(—x) = b(x).

Olgu veel nimetatud, et ilmsete vdrduste

tottu saame eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni (5.2) soovi korral esitada ka
kujul

n=0 \n=0 /
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s.t. Bernoulli arvude jada {5,} eksponentsiaalne genereeriv funktsioon on vérdne

nn. barmoonilfee jada,
9 L . 3
tl 21 31 I n+j’

eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni pddrdvaartusega.

Eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni viimati toodud kujust jareldub korru-
tamise eeskirja (4.7) arvestades veel, et iga n > 0 korral kehtib seos

Olgu margitud, et Bernoulli vdttis oma arvud vaatlusele seoses astmesummade

*=0
arvutamisega. Ta nimelt naitas, et kehtib seos
5'8
i=0 (5°8)

Selle seose pdhjendamiseks moodustame fikseeritud m korral jada {/n(n»)} eks-
ponentsiaalse genereeriva funktsiooni:

[00] -n oo ,m1
n=0 n=0 k=0
m~1°° /L_\n m-\ mx
i=0 =0 i=0

=1"1 eBt (em - 1) = x-1{e"B+m> - eB*).
Kui selles astmeridade vahelises vérduses
xen")* = e(B+m)l - eBt
vorrelda xn+1/(n + 1)! kordajaid, siis saamegi valemi (5.8):

(n+ DPn(m) = (B + m)ntl - Bn+l =

n+l AN

n+1-i
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Stirlingi arvude omaduste selgitamisel paneme kdigepealt téhele, et kasvava
faktoriaali definitsiooni (1.4) kohaselt on xM = x(x + 1)... (i + n—1) mittenegatiiv-
eete kordajatega poliinoom. Vdérdust (1.5) arvestades saame aga selle kergesti siduda
kahaneva faktoriaali ja seega Stirlingi esimest liiki arvudega:

o> = ((1)7(-*), = (-D)"e £ KX-1)'*
4=0

Siit jareldub kohe kordajate (—)n+ii(n, K) positiivsus igak = 1,2,... ,n korral.
Seega on Stirlingi esimest liiki arvud vahelduvate markidega (mdlema argumendi
suhtes) ja viimase vorduse saab kirjutada ka kujul

*<'>= £> (»,*)|N
*=Q

s.t.  x-i kasvavat n-faktoriaali vdib vajaduse korral tdlgendada jada {|n(n,fc)|}i
polinomiaalse genereeriva funktsioonina.

Stirlingi esimest liiki arvude leidmine otse definitsioonist osutub 6sna téémahu-
kaks (sest tulikaks kujuneb sulgude avamine kahanevat faktoriaali méaravas korruti-
ses). SeetOttu on tegelikkudes arvutustes lihtsam kasutada ilmsest seosest

(*)n+i = (x - nXx),

ja Stirlingi esimest liiki arvude definitsioonist (5.3) tulenevat vordust

n+1l n n
X)5(n + 1, k)xk= "2 s(n, kK)xk+l - n Y| 3(n>)**e
4=0 4=0 4=0

Vorreldes siin suvalise kK korral xk kordajaid saame rekurrentse vdrrandi
«(n + 1,k) = «(n, k- 1)- ns(n,k), (5.9)

mis kehtib iganjak= 1,2, ..., n korral.

Analoogiliselt tuleneb vdrdusest x"+1 = x mxn ja Stirlingi teist liiki arvude
definitsioonist (5.4) vdrdus

Nn+1 n n
£ s(n+ **=1 £ 5((nk){x)k=£ S{n, k)((x)t+1 + kK (x)t),
4=0 4=0 4=0

milles xk kordajate vdrdlemine annab rekurrentse vérrandi

S(n + 1,k) = S(n,k- 1)+ kS(n, K). (5.10)
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Vorrandite (5.9) ja (5.10) abil saab kergesti koostada arvude s(n, k) ja 5(n, k)
tabelid. Sealjuures tuleb lahteks votta vahetult definitsioonidest tulenevad algtingi-
mused 5(1,1) = s(I, 1) = 1ja 5(n,0) = s(n,0) = 0 (viimane jareldub igan > 0 korral
naiteks sellest, et kahanevas faktoriaalis puudub vabaliige). Niisuguste tabelite algus
tuleb jargmine (koondtabeli iga lahtri loodenurgas on antud *(n, k) ja kagunurgas
S(n,k) vaartus; nulle ei ole tabelisse kantud):

K 1 2 3 4 5 6
n
, MUy
1 1
2 -3 1
3 1 3 1
-6 un -6 1
4 1 7 6 1
24 -50 35 -10 1
> 1 15 25 10 1
-120 274 -225 85 -15 1
6 1 31 El) 65 15 1
720 -1764 1624 -735 175 21
! 1 63 301 350 140 21

Stirlingi teist liiki arvud on muide lihtsalt avaldatavad diferentaimisoperaato-
ri (4.5) kaudu. Kui vdtta aluseks eelmises jaotises tuletatud valemi m” = E m0"
formaalne uldistus xn = Ex0", siis binoomkordaja definitsiooni arvestades

in:(1+p,)r:yl{/x)&monzv ’\4/\0".
m m!
m=0 4 m=0

Selle tulemuse vérdlemine definitsiooniga (5.4) annab

5(nm) = — — .
77
Seega eelmise jaotise vastavat tulemust arvestades ndeme, et m! 5(n, m) vérdub
niisuguste n-permutatsioonide arvuga, kus pdhihulgam erinevat elementi peavad kdik
esinema vahemalt Uhes eksemplaris (ehk koikide surjektiivsete kujutuste arvuga hul-
gast I,n = {1,2, ..., n} hulgale 1, m = {1, 2, ..., m}).
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Eulen teist liiki arvude tegeliku arvutamise jaoks vajaliku rekurrentse seose
leidmiseks lahtume jélle ilmsest vordusest jrn+l = x mxn. Asendades siin astmed
definitsioonist (5.5) saame:

=£ E(n L)}(k=*~» * K- ")y F (7o k*XH+KkFA (Y *) =

=F (<& +H4 »+H]) +N“4C -+10) “

= * * * LU A ~ N ’
oW C R g f 1A kR D
kus (*+*) kordajate vdrdlemine annab rekurrentse vorrandi
E{n + 1,k) = &+ 1)E{n,K) + (n + 1- *)E(«> K- 1), (5.11)

mis kehtib igan > 0ja k= 1,2,..., n korral.

Selle vorrandi kasutamisel vdib toetuda kergesti kontrollitavatele rajatingimus-
tele: igan > 0 korral on E(n,0) = 1ja E(n,k) = 0 siis, kui kK ~ n (kuid tdiendavalt
defineeritakse tavaliselt E (0,0) = 1). Vdrrandist (5.11) saame Euleri teist liiki arvude
tabelile jargmise alguse:

n K 0 1 2 3 4 5 6
2 1 1

3 1 4 1

4 1 11 11 1

5 1 26 66 26 1

6 1 57 302 302 57 1

7 1 120 1191 2416 1101 120 1
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6. Rekurrentsed vorrandid

Nagu me eelmises jaotises négime, tuleb genereerivate funktsioonide abil de-
fineeritavate jadade elementide tegelikuks arvutamiseks enamasti konstrueerida ka
vastav rekurrentne vdrrand koos sobivate rajatingimustega. Monikord on aga jada
lihtsaimini defineeritav just oma rekurrentse vorrandi kaudu. Niisuguse olukorra-
ga puutusime kokku juba permutatsioonide ja kombinatsioonide arvude vaatlemisel,
kuid lisame siin veel Ghe kombinatoorset laadi néite.

Olgu Fn jarjestatud hulga I,n = {1, 2, ..., n} niisuguste mittetihjade alam-
hulkade arv, mis ei sisalda kaht jarjestikust elementi. IImselt on F\ = 1ja tdiendavalt
osutub mugavaks laiendada vaadeldavat definitsiooni veel vordusega Fo = 1.

Jada {F,} elementide vahelise seose leidmiseks paneme téhele, et vaadeldava
Fn alamhulga seas on Fn-i sellist, mis ei sisalda viimast elementi n. Seda elementi
sisaldavad alamhulgad ei saa aga sisaldada eelviimast elementi n —1 ja nende arv on
jarelikult F,_2. Seega kehtib iga n ~ 2 korral teist jarku rekurrentne vorrand

Fn —Fn—d+ Fn-2- (6-1)

Arvude Fn leidmiseks tuleb rekurrentne vérrand (6.1) lahendada ulalnimetatud
rajatingimustel Fo = Fi = 1. Lahendamise lihtsustamiseks vdime nditeks defineerida
jada {Fn} genereeriva funktsiooni

00

(6.2)

Rajatingimusi ja vordusi (6.1) definitsioonis (6.2) arvestades voime selle Kirju-
tada ka kujul

F(x) = Fo+ F\Xx + FAx2+ F3X3+ eee=
= 1+x+ (Fo+ Fi)x2+ (Fi + F2)x3+ ®»-=
= 1+ X+ X2m(FO+ F\X + eee)+ *m (FiXx + F22+ eee) =
= 1+ x +x2mF(x) + x m(F(x) —1).

Kui nuud tahistada

1+ >/5 -1 - Y6

_____________ ) S ——

siis saame x2+ x —1= (x —()(x —rj) ning seega
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Fn 1-x-x2 {x-t)(x-T)) y/b(( —x) Wb (T)-x)

Saadud tulemuse vdrdlemine definitsiooniga (6.2) annab

n+l

’ ( € - ( n

—_— (6.3)
" VEtn+l \bif+l1 /b

Sellest nn. Binet’ valemist (6.3) vahetult leitavaid naturaalarvusid F, nimeta-
takse tavaliselt Fibonacci arvudeks.

Et vorrandi (6.1) lahendamisel kasutatud veidi kunstlikku meetodit tapsustada,
vaatleme nuud uldist metoodikat genereerivate funktsioonide kasutamiseks reiurrent-
sete vorrandite lahendamisel, tutvustades seda Uihe konkreetse naite varal. Meenuta-
me nimelt (vt. (2.5)), et kordumistegam-kombinatsioonidearvud F(n, m) rahuldavad
kdikide n = 1,2,... ja m = 1,2,... vaartuste korral teatavasti vorrandit

F(n,m) = F(n,m —1)+ F(n —1,m). (6 4)

Selle vorrandi lahendamiseks teises jaotises nimetatud rajatingimustel F(n, 0) =
= F(I,m) = 1votame iga fikseeritud n korral vaatlusele jada {F(n, m)}m polinomi-
aalse genereeriva funktsiooni

fn(x) = Findn)xm (6-5)
m=0

Kui nuadd vdrrandi (6.4) moélemaid pooli korrutada argumendi astmega xm ja

tulemused liita Ule kdigi m = 1,2,..., siis saame vdrduse
[es} @ 00
£ F(n,m)xm= F(n,m- IDxm+ ™ F(n- 1,m)xm.
m=1 m=I m=1

Lisame selles vorduses esinevale esimesele ja viimasele summale veel rajatin-
gimuse kohaselt vdrdsed liidetavad F(n,0)x° ja F(n —1,0):r0 ning muudame teises
summas summeerimisindeksit:

@ @ @
£ F(n,m)xm= £ Fn,m)xm+tl+ ~ F(n - 1,rn)xm.
m=0 m=0 m=0
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Selle voérduse vdib aga tahistuse (6.5) téttu kirjutada kujul
fn(x) = x fn(x) + fn-i(x) ehk fn(x) = (1- s)_VUn-i(*)-

Viimase vorduse korduva rakendamise teel saame nuud

~d-r-E(mr V.

kus on arvestatud veel rajatingimuse F (I,m) = 1 vahetut jareldust /i(x) = (1—x)-1.
Saadud tulemuse vordlemine definitsiooniga (6.5) naitab, et xm kordajad peavad
vdrdsed olema, s.t. valem (2.6) osutub tdestatuks.

Analoogilist metoodikat saab kasutada ka jada genereeriva funktsiooni leidmi-
seks juhul, mil on teada vastav rekurrentne vérrand. Illustreerime seda kdigepealt
Stirlingi esimest liiki arvude korral, leides fikseeritud k tarvis jada {«(n, k)}n ekspo-
nentsiaalse genereeriva funktsiooni. Selle funktsiooni

SFX(R)y = £ 5(IM*)“ I
n=0

leidmiseks paneme tahele, et eelmises jaotises tuletatud vdrrandi (5.9) téttu vdime
valja kirjutada vérdused

% .(»,*I>5 L Ez’l‘ (/» + 1."!)”;“ =
- 4 ' n—o0

= £ 5">%- * - £ n A~7 =
n=0 n=1

Saadud diferentsiaalvorrandite rekurrentse sisteemi
mY(X) = (1 + x)_15* i(x) (6.6)

lahendamine toimub pdhimdtteliselt sama meetodiga, lahtuda tuleb seejuures rajar

tingimusest 50(X) = 1 (sest kahaneva O-faktoriaali definitsiooni kohaselt 5(0,0) = 1).

Aluseks vitame nuud funktsionaaljada {j*(x)} polinomiaalse genereeriva funktsiooni
a

'K (X)Y*-

ax>y) = £
k=0

Selle vorduse diferentseerimine x jargi koos vorrandi (6.6) arvestamisega annab
(hariliku) diferentsiaalvérrandi
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mille lahendiks rajatingimusel n(x, 0) = so(x) = 1 on

s(x,y) = e* =f; +2))*.
i=0
Saadud tulemuse vdrdlemine funktsiooni s(x, y) definitsiooniga annabki otsitava

funktsiooni avaldise

Usna analoogilise méttekdiguga vaib vérrandile (5.10) tuginedes Stirlingi teist
liiki arvude eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni leida kujul

«@L ™ (e* —1'*
1 - 6
n=0 I 67>
Seda funktsiooni kasutades vdib naiteks tdestada seose Bernoulli arvude ja Stir-
lingi teist liiki arvude vahel. Nimelt kehtib iga n £ N korral valem

it! S{n,k)
~4 <«>
k=0

Lahtudes definitsioonist (5.2) ja meenutades logaritmrea summat leiame:

Y . —j =*e*- 1)-*=In(l + (s*- 1) me-- N"1=

n=0

I

~

m

~
(]

1
~
1
I

=fL ? izZzzIll =fw -iL . -
f—J ' k+ 1 f-1 "t+1 *

4= 4=0

00 " 00 i

4=0 n=0

00 / 00

n=0 \4=0

Valemi (6.8) saamiseks vordleme nuud i ”/n! kordajaid seda vdrduste jarjendit
alustavas ja I8petavas astmereas ning arvestame, et k> n korral on S(n, k) = 0.



Ulalnaidatuga analoogiliselt vdib fikseeritud n korral tuletada ka Euleri teist
liiki arvude jada {i?(n,A;)}t jaoks polinomiaalse genereeriva funktsiooni

n-1

En(x) = E(IMk)xtm (6'9)
4=0

Kui rekurrentse vorrandi (5.11) pooli korrutada teguriga xk ja summeerida ule

kdikide k = 1,2 n, siis saame voérrandi
n n-1 n
E(n H1,k)x* = £ (* + 1)E(n, k)xk+ ]*(n+ 1—Kk)E(n,k—1):r*,
4=1 4=1 4=1

mis tahistust (6.9) arvestades on kirjutatav kujul
En+i(rc) - 1= ~x-"En(x) + En(x) - 1~ + N i £ n(i) - x2-"En(Xx)"j .
Seega peavad funktsioonid (6.9) rahuldama rekurrentset diferentsiaalvérrandit
En+i(x) = i(l - x)-;X-En(x) +(@1+»1)"N (1)

loomulikul rajatingimusel Eo(x) = 1- Vahetu kontrollimise teel vdib veenduda, et
selle vrrandi lahendiks osutub
@
En(x) = (1- x)n+l £ (* + 1)V , (6.10)
4=0

mille vordlemine definitsiooniga (6.9) annab

>=0

Tulemust (6.10) kasutades saab nuid kergesti leida genereerivate funktsioonide
jada {£?,(s)} eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni:

" @ (1-x)n+lzn_@D .
«*m = £ E"N)1 =£ j, D*+])1*-

n=0 n=0 4=0
=@Q-x)f;xf 5 {{k+n =a - *)f; *m*+ixi->" =
4=0 n=0 4=0
4=0
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Kirjeldatud lahenemisviis on rakendatav ka uldjuhul, kui moodustatava jada
{«,} elementide vaheline seos on 6nnestunud esitada igan ~ 0 korral kehtiva JHarku
lineaarse homogeense rekurrentse vorrandina

t*n+i + OIWn+t-I H----+ akun —O0, (6.11)

mis tuleb lahendada rajatingimustel <o = co, «1 = cj, ..., «*_] = ¢*_j. Naitame, et
selle jaxla polinomiaalse genereeriva funktsiooni u(x) saab esitada kujul

U(Xx) = ¥ ' UNXN = z==-zzzzzae--mmmm-mmmommeee- r, {/6'12)
n hHauisy + me

kus P (x) on ulimalt (k —I)-astme polinoom. Tdepoolest, korrutises
(1 + a\Xx + eee+ a*x*X«0 + “i* + U2*2+ e=)

on xn+k kordaja «,+* + oiun+t_i H-—-+ seose (6.11) kohaselt iga n ~ 0 korral
null, nullist erineda vdivad kordajad aga annavad

P(x) = cq+ (c\ + a\co)x + eee+ (ci_i + a\ct-2 H--—-—--- Tat-ico)*4-1.

Ratsionaalfunktsiooni (6.12) arendame astmeritta traditsioonilisel viisil. Selleks
tuleb teatavasti leida abivérrandi

Y* + 0iy* '1+ eee+ at-iy + at = 0

lahendid (1, (2, ja nende kordsused mj, mi, (kus Em, = it), esitada u(x)
osamurdude summana ning kasutada binoomvalemit:

«(X) = mmmmmmmmmmmm e
1-6*mMU- bx)m*...(1- (,x)™*
=Y (-g;1 + . ..... Q™ A
~\i -fa (i-e,x)2+ + (i -&)=*,)
Naiteks kolmandat jarku vérrandi nn+3 —6u,+2 + llun+i —6«, = 0 ja rajatin-

gimuete uo = 2, «1 = 0, «2 = —2 korral saame kergesti

2 —12x + 20x2 5 4 1

«*)=4 T. SR F X2 —6k3 1—x  1—2x

mille reakearenduses xn kordaja tuleb u, = 5—2n+2 + 3n.
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7. Summade arvutamine

Genereerivate funktsioonide veel Uhe rakendusvaldkonnana vaatleme nende ka-
sutamist mitmesuguste I6plike v3i I6pmatute summade arvutamisel. Vastavatest roh-
ketest votetest piirdume siin vaid poliinomiaalsete genereerivate funktsioonidega ning
nendegi korral Uksnes mdne kdige olulisema votte demonstreerimisega.

Sageli saab 18pliku vdi Idpmatu summa

j=£o0,
arvutada sel teel, et konstrueeritakse jada {a,} polinomiaalne genereeriv funktsioon

a{x) = '52a,x’
i€2
ja leitakse siis selle funktsiooni véaartus kohal x = 1 (vdi piirvaartus, kui x —* 1 —0),
sest ilmselt s = a(l) (v8i s = IIiTOa(X))' Naiteks summa

1=0 4 7

arvutamiseks moodustame koigepealt genereeriva funktsiooni

10 v
millest saamegi vaadeldava summa véaartuse

=®) = (7.1)
1-0 v

Ldpmatute summade korral tuleb muidugi taiendavalt kontrollida, kas vaadel-
dav rida on uldse koonduv, sest kirjeldatud moodus (mis tegelikult pole midagi muud
kui nn. Abeli summeerimismenetlus) summeerib ka méningaid hajuvaid ridu. Nii

£(-r(-i9

korral saame binoomvalemist a(x) = (1 + x)-"-1, misannab “summa” o(l) = 2~n~1

naiteks hajuva rea
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Ménikord tuleb summade arvutamiseks vajalikkude genereerivate funktsioonide
konstrueerimisel kasutada ka mitmesuguseid taiendavaid, enam vdi vahem kunstlikke
votteid. Nimetame neist siinkohal Uksnes kaht.

Naiteks Idpmatu summaga

fqv -

loomulikult seostuva genereeriva funktsiooni

N oxk

avaldise saamiseks on kasulik vatta vaatlusele veel teine funktsioon

00 r2i+l

Nulud on lihtne veenduda, et neid ridu liites saame
0 K
ax)+b) =Y T =¢&
k=0
ja lahutades

00 f

ax) -b(x)=Y -JT =eT-

i=0

Viimaste vdrduste liitmise teel leiamegi otsitava funktsiooni

, X e¥+ e~*
CD):_5_

ning vaadeldava summa vaartus tuleb jarelikult

t=ofP

Soovi korral véime aga avaldada ka abifunktsiooni
er- e“l
b(x) =

millega oleme “kdrvaltulemusena” arvutanud veel summa
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Teist Abeli menetlusega seostuvat kunstlikku vdtet laheb tarvis naiteks summa

£<.)

arvutamisel. Nimelt otsides vastavat genereerivat funktsiooni kujul

°(x) = .
1=0

on kerge veenduda, et funktsiooni a(x) v0ib saada naiteks funktsiooni

K*)y=2 ("V =@+*)"
i=0 N '
diferentseerimise teel. Seega

o(x) —H;b(x) =n(l +s)"-1

i=l 4"
Niisuguste Ioplikkude summade arvutamisel, kus summeerimisindeks muutub
nullist mingi konstandini, osutub efektiivseks jargmine nédiliselt kunstlik vote.

Nimelt kujuneb summa

5=£ 5
i=0

arvutamine usna lihtsaks sel juhul, kui summa uldliiget s, dnnestub esitada kujul
s, = aibk-i ning jadadele {a*} ja {&*} vastavad poliinomiaalsed genereerivad funkt-
sioonid a(x) ja b(x) on kergesti leitavad. Tdepoolest, valemi (3.3) kohaselt osutub
otsitav summa s siis xk kordajaks nende funktsioonide korrutisele a(x)b(x) vasta-
vas astmereas. Kogu kisimus taandub seega tUheainsa liikme leidmisele kahe tuntud
funktsiooni a(x) ja b(x) korrutise reaksarenduses.

Rohkesti rakendusi leiab see meetod just binoomkordajaid sisaldavate seoste
pdhjendamisel. Nii naiteks summa

arvutamiseks tarvitseb vaid tahistada
m
K —»,
Binoomvalemit kasutades leiame kohe nende abijadade genereerivad funktsioonid

ja  bk-, =

a(x) = (@ +*)",
6(f) = (1+*T
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ja jarelikult

4{)&9:(1+])'+":?/Ir I )—(

Otsitava summa leiame siit kui x* kordaja:

Veel Uhe naitena selle meetodi kasutamise kohta meenutame, et kordumiste-
ga kombinatsioonide arvu F(n,m) m&aramisel jai meil dlal I6petamata valemi (2.6)
tuletamine. Nimelt jai induktsioonimeetodi kasutamisel pdhjendamata, et vorrandi

tl
F(n,m) = '22F(t,m - 1) (7.2)
»=1
lahendiks on iga m korral
(n +m—I\

”

Kui oletada selle vérduse kehtimist mingi m korral, siis vérrandist (7.2) jareldub
otsekohe, et

):1=1£A:?=1§’+:_7Ai=$4T )

Selle summa arvutamiseks tahistame

- C D B fyn-i)-. = le

Siis taiesti vahetult saame:
M- f CL"Y k-t
b =£x “=(1-x)-1,
i=0

«Ne) =(1- »=E (la+l+

«=0 ' 7
kus x"-1 kordaja annab otsitava summa véartuse:

n-1
AN+ m\ _ fm+n\ _ /n+ m\
m/ " U -1J~\m+l)
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Vaatleme 16puks veel Uht efektiivset, kuigi eelmistest enamasti tunduvalt t66-

mahukamaks osutuvat votet, mille korrad (kas I8pliku vdi I6pmatu) summa
5=Xn
i€l

uldliige o, puutakse teisendada niisugusele kujule, et ta vérduks argumendi x teatava
t-st séltumatu astendajaga astme x| kordajaga mingi tuntud genereeriva funktsiooni
Ai(x) astmereas. Otsitava summa s saamiseks tuleb siis leida argumendi sellesama
astme xk kordaja funktsiooni

Ax) = £ A(¥)
~EX
arendamisel saadavas astmereas.

Paneme tahele, et vaadeldava meetodi korral pole pdhiliseks momendiks enam
astmereana antud genereeriva funktsiooni kompaktse avaldise leidmine, vaid teatavate
funktsioonide I6pliku véi Idpmatu summa arendamine astmereaks (tdpsemalt, saadava
reaksarenduse Uhe konkreetse kordaja leidmine).

Meetodi illustreerimiseks arvutame néitena I6pliku summa

i=0
Kui selle summa uldliige kirjutada kujul
[ 2ft—I1\
\2n - 2i/
siis markame, et tegemist on x2n kordajaga funktsiooni
A(X) = (L+ 2*%)2"-" o(-X2)

reaksarenduses. Geomeetrilise progressiooni summa valemit

vyy.,YCI!
1~4

«=0

kasutades leiame nutd Usna kompaktse avaldise J1(x) jaoks:

A()=£ (1+ = (1+ 2*)" (1 * 2*)"4/ =
i~o (L+*r
1+ 2x)2n+1  (-1)n+Ix2n+2(1 + 2x)n
(1+x)2 1+ x)2

Saadud avaldis kujutab endast muidugi polinoomi, kuid selle polinoomi esi-
tamine kanoonilisel kujul osutub nahtavasti Upris raskeks ulesandeks. Selleparast
unustame, et tegemist on poluinoomiga ja arendame ta reaks nagu ikka ratsionaal-
funktsiooni.
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Siinjuures ndeme, et selle funktsiooni avaldise teise lilikme arendamisel saadavas
astmereae on x2n kordaja null, sest argumendi madalaimaks astmeks tuleb x2n+2.
Jarelikult piisab vaid funktsiooni avaldise esimese liikme vaatlemisest, s.t. peame

arendama astmereaks jagatise
1+ 2x)2"'+1

1+ *)2

Selle jagatise téisosaks tuleb mingi (2n —I)-astme polinoom, jaégiks aga esime-

se astme poliinoom. Meid huvitava jaagi leidmiseks vdime kasutada Bezout’ teoreemi
tuntud uldistust, mille kohaselt iga (vdhemalt teise astme) polinoomi P(x) ja mista-

hes arvu a korral

n(-\ , (x- a)P'(a) + P(a)

P{x)
~o)e (x —a)2

(x-a)2~
kus Q(x) on teatav kahe vorra madalama astme polinoom kui P(x).
Et antud juhul P(x) = (1 + 2x)2n+l ja a = -1, siis saame jaagi

(x - a)P'(a) + P(a)

@A+x)(2n + 1) *2<(-1)2n«-(-1)2n+l = -1 + (4n (- 2)(1 + x)

ning kisimus taandub jarelikult x 2n kordaja leidmisele jagatise

-1+ (4n 4-2)(1 + x) _ -1 4n + 2

(r+rm?2 1+ x)2 I+ i
arendamisel saadavas astmereas. Selle astmerea leidmiseks saame aga juba vahetult

kaisutada binoomvalemit (2.4), mis annab
I —f
B-I(tlV =B - DA +A*

n =<+ 2)f>iy (;y . 4n+2)f)(-i)v.
i=0 4" i=0

A+

Jarelikult x 2n kordajaks tuleb

(—)2n+12n + 1) + (4n + 2)(H)2 -2n -1 +4n+2=2n+1

ja vaadeldava summa véaartuseks saame seega

tE_ﬂ( -2y "M2=2"+1
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8. Formaalsed read

LI Genereeriva funktsiooni idee on tuntud juba Euleri ja Laplace’i aegadest, kuid
esimesed katsed selle mdiste matemaatiliselt rangeks kasitlemiseks tehti alles X1X sa-
jandil (A. L. Cauchy). Meie senise heuristilise l&henemisviisi tapsustamiseks tutvu-
megi jargnevalt vastavate algebraliste pdhjendustega. Konkreetsuse huvides votame
seejuures aluseks mitte suvalise korpuse, vaid kompleksarvude korpuse <C s.t. piir-
dume Uksnes arvjadade (ehk kompleksarvuliste jadade) vaatlemisega.

Arrjada a = (ao, ai ,02, ...) defineerime ikka kui funktsiooni a: N —C, kus-
juures funktsiooni vaartusi ehk jada elemente tahistame siin traditsioonilise at kdrval
sageli ka kujul (a)k (mitte aga kujul a(k), sest niisugust tuupi tahise reserveerime
teise tahenduse tarvis). Kdoikide jadade hulka tdhistame simboliga C N.

Hulga <ON vdib kergesti muuta algebraks (mida nimetatakse enamasti Cauchy
algebraks), kui defineerida temas operatsioonid jargmiselt:

(Aay* = A@* (A E €),

(a+ bt = (a)t + (b)k,
K

(ab)k = 53 (ap(*)*->=
i=o

Algebra aksioomide taidetuse kontrollimine nende operatsioonide korral osutub
triviaalseks, nimetamist vaarib siin vast ainult korrutamise assotsiatiivsuse kontrolli-
mine. Nimelt saame iga Kk korral:

K K , | Vv
((ab)e)k = 52(ob)iCk= 53 ~ Ck-

«=0 i=0 S =0

- 53 53aib-jch-i —53 53 —
1=0>=0 j=0i=j
K K-j K

= 53 a>53 =53 =ow)*-
j—o «=0 >=0

Lisame, et jadade korrutamine on kommutatiivne, jada 0 = (0, 0, 0, ...) on
algebras C N nullelemendiks, jada 1 = (1, 0, 0, ...) aga Uhikelemendiks. Jadaa € C4
jark o(a) defineeritakse kui tema esimese nullist erineva elemendi indeks:

o(@) = min{€ : a*/ 0}.
Kasulikkudeks osutuvad veel jargmised tahelepanekud algebra kohta.
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Esiteks, Cauchy algebras puuduvad nullitegurid. Tdepoolest, nullelemendist 0
erinevate jadade ajab korral ei saa olla ab = 0, sest kui m = 0(a), n = o(b), siis

m+n
(ob)m+n — ~ ] Qjbm+n-j —<*rbn ® 0.
>=0
Teiseks, kui (a)o ® 0, siis jada o on pddratav. See tahendab, et leidub Uheselt
maaratud jada 6, mille korral ab = 1. Jada a jaoks niiviisi saadavat pddrdjada b
tahistatakse tavaliselt kujul e_1. Podérdjada elemendid saab maarata vérranditest

00™0 = li o0& + 0160 = 0, ..., oo0i>i + + eee+ 0460 = O,

Kui tavalisel viisil defineerida jada aste (s.t. 0° = 1 ning iga n > 0 korral
a” = a”- 1o), siis on kerge veenduda, et ka an(o-1)n = 1. Seega p6drdjada Uhesuse
tottu (0")-1 = (a_1)n, mis annab aluse kasutada téhistust a~n = (a”)_1.

Kolmandaks, fikseeritud jada a g Cw ja naturialcirvu n korral leidub tingimust
a = ft’ rahuldav jada b € C N parajasti siis, kui jada a jark on arvu n kordne, s. t. kui
0(0) = k mn. Selle vaite pdhjendusel siinkohal peatumata méargime, et iga niisugust
jada b nimetatakse n-astme juureks jadast a ja téhistatakse 6 = O».

Meie edasises kéasitluses omandab erilise koha jada
x s (0,1,0,0,..)),

mille astmed avalduvad kujul x2 = (0,0,1,0,...), x3 = (0,0,0,1,...) ning uldiselt
xn= (0,0,~..,0,1,0,...), kuhu vdib veel lisada vorduse x° = (1,0,0,...) = 1.
n
Arvestades operatsioonide definitsioone Cauchy algebras saame suvalise jada
a = (ao, ai, 02, ...) 6 Cn korral vérduse

oxn= (a,, 0,0, ...XP, 0, ®==>0, 1,0, ...) = (0, 0, , 0,0, ,0, ...)

n n

ja terve selle jada a v8ime formaalselt Ules kirjutada reana

0=a(x) =00+ ail + a2x2+ eee= ~ anxn.
n)o
Siinkohal on oluline réhutada, et jada niisugune esitus on puhtformaalne ega
ole seotud matemaatilises anallusis vaadeldavate astmeridadega vo6i uldse piirprot-
sessiga. Seeparast kasutataksegi nende kirjutiste korral formaalsete ridade nimetust
ega radgita ridade summadest (kas koondumise v8i mdnes muus mdttes). Edaspi-

di kasutame a asemel sageli tahist o(x) selle asjaolu allakriipsutamiseks, et jada o
vaadeldakse formaalse rea kujul.
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Vaadeldavas uues tdlgenduses voib jadade (siitpeale kill juba ridade!) korruta-
mise definitsiooni Ules kirjutada vérdusena

K
a(x)b(x) = £ QT aibt-j)xk-
0 i=0
Nii naiteks jadade korrutise
(1,-1,0,...)(3,1,1,...)= 1
saab vastavaid ridu kasutades seega esitada kujul
@1- x)(I +x+x2+ mm) = I(x) = 1,
millega oleme pdhjendanud vdrduse
- X)1 =14 X+ X2+ e,

Koikide (formaalsete) ridade hulka tahistame edaspidi simboliga T | Uhtlasi
votame iga m G N korral kasutusele veel téhistuse

72# = {a: a(x) = akxk og = ... = OT-\ = 0}.
limselt a6 N* \ tédhendab, et rea a jark on m, s. t. o(a) = m. Seevastu
aga a £ K* on samavaarne vaitega o(a) > m, samuti nagu naiteks a £ \IIf on

samavaarne vaitega o(a) = 0.
Ridade hulka {a”~: t € 1} nimetatakse summeeruvals, kui iga naturaalarvu n
korral leidub vaid I8plik alamhulk selliseid ridu

a(,)(s) =
K
kus (@™)n @® 0. Ridade summeeruva hulga {a”~: &£ 1} summaks nimetatakse rida
0o(x) = J2n>00"1"" T ~ e kordajad on maaratud valemiga

°n = £ (a()n,
=€l
kus nullist erinevate liidetavate hulk tuleb iga n korral muidugi 16plik. IImselt ridade
sellise summeerimise operatsioon on kommutatiivne ning assotsiatiivne.

Summeeruvuse mdiste abil saab summamargile formaalse rea avaldises anda
uue tdlgenduse. Selleks paneme téhele, et iga monoomi a,x” vdib tdlgendada reana
YIk> 0a*T*> tarvitseb vaid k ¢ n korral lugeda a* = 0. Edaspidi arvestamegi, et
vajaduse korral voib kirjutis Or,xn tahendada ka niisugust Uheainsa nullist erineva
liikmega rida.

Monoomide hulk {onx": n £ N} on kordajate On £ € igasuguse valiku korral
ilmselt summeeruv, kusjuures summaks tuleb rida 0°n*”- Sellise tdlgenduse
korral vdib ka ridade ia Hn>0”»x" korrutist vaadelda kui monoomide
summeeruva hulga {onbmx nJrm: (n, m) £ N2} summat.



Formaalsete ridade kasutamisel kombinatoorikas osutuvad sageli vajalikkudeks
operaatorid D: 72~ — 72~ (diferentseerimisoperaator ehk tuJetisrea leidmise ope-
raator) ja A: TZ& —» 1Z& (integreerimisoperaator ehk algrea leidmise operaator).

Diferentseerimisoperaator D seab reale a(x) = ]Tn>00,Xxn vastavusse rea

D(a)= 52 "Oni"'l (8-1)
n~1

Ridade kordajate vahetu vdrdlemise teel voib veenduda, et suvaliste a, b £ TZ*
korral kehtivad matemaatilisest analuusist tuntutega analoogilised seosed

D{a + b) = D(a) + D(b), N
D(ab) = aD(b) + bD(a), | (8.2)
D(an) = nan~I1D{a).

Kui o(0) = 0, siis kehtib veel seos
D{a~n) = —a~n~1D(a).

Toepoolest, rakendades seose aa-1 = 1 moélemale poolele operaatorit D leiame
D(a~1) = —a~2D(a) ja vordusi a-n = (a")_1 = (0o-1)" arvestades seega

D(a~n) = W a"1)") = n(a_1)"_12?(a_1) =
= n(a-1)n_1(—a_2/?(a)) = -na“”- 1D(0).

Veelgi tldisemalt, suvalise ratsionaalarvu r £ (Qja o(a) = 0 korral kehtib seos
D(ar) = rar~1D(a).
Tdepoolest, kui r = m/n, kus m,n £ b, siis
D((ar)n) = n(ar)n~ID(ar) ning D{(aT)n) = D{am) = ma™-'D(a),

millest
n(ar)n_1z?(@ar) = Ta '*-140),

ehk
D(ar) = ja " 1((a'")"-1) '1D(a) = rar~1D{a).

Diferentseerimisoperaatori definitsiooni (8.1) traditsioonilisel viisil induktiivselt
jatkates tahistame D 1(a) = D(a), defineerime iga k > 1 korral

Dk(a) = D(Dk~\a))

ja Kirjutiste Uhtsuse huvides laiendame seda Kirjutusviisi vajaduse esinemisel ka veel
juhule k = 0, defineerides D°(a) = a
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Induktiivse arutlusega saab kergesti tdestada vérduse

Dk(ci) = Y n(n - 1) ee=(n - * + honXn~l = ¥ x\
nK 120
kust ndeme, et (Dk(a))o = K\at, millega on pdhjendatud Maclaurini valemi analoog
x|
a:E(H*(a))ﬂk. (8.3)

1
k>0 )
Induktsiooniga saab pdhjendada veel Leibnizi valemi analoogi

Dl(ab) = Dk(a)b+ Q Dk~\a)D(b) + Q Dk-\o)D2{b) + - +aD k(b)
ning suvaliste ratsionaalarvude r ja s korral kehtiva binoomvalemi

QL+« =£ (") (< (8.4)
n>0 "' "

Naiteks viimase tdestamiseks lahtume vdrdusest
D((l + 5x)r) = r(l + 3x)r_1£>(1 + sx) = 51 + sx)r_1,
millest induktsiooniga n jargi tuleneb vdrdus
Dn((1+ 3x)r)=r(r- 1)...(r- n+ 1)5"(1 + 5x)r~n,

seega
(B"(1+ sx)f)o=r(r- 1).. (r- n+ NhHa”.

Valem (8.4) jareldub nuud rea (1 + 5i)r Maclaurini valemist (8.3):
(1+.%)'= £ (D I+, *)")*"=
n>0

= £ -1 (re,+1>Vo= ()0*)”
njo n"O

Margime veel, et summeeruva hulga {a”: » £ 1} jaoks kehtib valem
D(4.ad) =Y ,D<(i)>
(%) =Y.D=0)
Integreerimisoperaator defineeritakse valemiga

=E 1t 1*”
n>0 n>1
Vahetult definitsioonidest jarelduvad seosed

D(A(a)) = a ja A(D(a)) = ~ On*",
n>1

kusjuures A(Da)) = a kehtib parajasti siis, kui o(a) > 0.
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9. Operatsioonid formaalsete ridadega

Formaalsete ridade rakendustee kdige olulisemaks operatsiooniks osutub nahta-
vasti Uhe forjnaalse rea superponeerimine teise ritta, mis on teostatav alati siis, kui
euperponeeritava rea “vabaliige” vordub nulliga.

Lahtudes formaalsetest ridadest a € TZ* ja ¢ € TSsf, s. t.
a=YlaX'* A c=H CnI"
120) nj1

seame igale monoomile OnXn vastavusse formaalse rea OnCn. Niiviisi saadava rea jark
tuleb vahemalt n, sest o(c) > 1 tdttu
ofanCn) = o(an) + o(c) + o(c) + --- + o(c) = o(0,) + no(c) > n.
n
Sellest nahtub, et ridade hulk {one” : n 6 N} osutub summeeruvaks ja jarelikult
leidub summa Saadud rea liikmete korraldamine x astmete jargi annab
formaalse rea, mida nimetatakse rea c(x) superpositsiooniks ritta a(x) ja tahistatakse
a(c(x)) voi luhemalt ka kujul aoc.
Mérgime, et vastavalt &sjatoodud definitsioonile ja varasemale kokkuleppele
m° = 1 kehtib igac € lif korral seos 1o ¢ = 1. Samuti saab kergesti téestada seosed
(a+i)oc = aoc + 6oc, (9.1)
(06) oc = (aoc)(boc), 9.2)
millest jareldub, et rea ¢ 6 ‘R-f poolt maératud kujutus a t+ o o ¢ osutub ringi 1Z*
endomorfismiks.

Omadust (9.1) saab kergesti uldistada. Olgu nimelt {a~®: » 6 1} ridade mingi
eummeeruv hulk ning ¢ € TIf. Sel korral osutub hulk {aW oc: i £ 1} samuti
summeeruvaks ning kehtib vérdus

(E<.<m>) 0 oc.
<l i€l

Toepoolest, kui a~3r) = s“8
EN>E (E noy
iel el

ja jarelikult

G>(V =EEmp>-

48



Teiselt poolt aga kehtib ka vdrdus

i€l <€l )0

mille vérdlemine eelmise vérdusega annabki omaduse (9.1) nimetatud Uldistuse (mé&le-
mad juhul on x* kordajaks arvude 16plik summa).

Ridade sups:‘positsiooni oluliseks omaduseks on tema assotsiatlvsus, s.t. et
suvaliste ¢, d £ TZ* korral kehtib vordus

(aoc)od=ao(cod). (9.3)

Vaidetava omaduse pdhjendamiseks vaatleme algul erijuhtu a = xn, mil (9.3)
omandab kuju cnod = (cod)n. See vdrdus tuleneb aga vahetult omadusest (9.2), kui
seal votta a = b = ¢ ning kasutada induktsiooni n jargi.

Uldjuhu taandamiseks sellele erijuhule tarvitseb vaid formaalset rida vaadelda
tema monoomide summeeruva hulga summana. Vdordusele aoc = £ n>0Q0xc* ning
asjatdestatule toetudes saame vdrduse (9.3) nlud taiesti vahetult:

(aoc)od- (£2 °«c”) 0d= $3 a’ (M0 =53°n(c0d)n~"°0(cOD
n>0 nto n>0

Paneme tahele, et rida x kaitub superpositsiooni suhtes Uhikelemendina selles
mdttes, et iga a £ TZ* korral kehtivad vdrdused:

aox = a= Xoa

(tuleb réhutada, et ritta x saab erandina superponeerida suvalist rida a). Siit tuleneb
mingi fikseeritud rea a £ TZ* korral loomulik kiisimus niisuguse neutral/iseeriva rea c
olemasolu kohta, mis annaks aoc = Xx.

Teoreem. Antud rea a £ TZ* korral leidub seost

- » aoc —X
rahuldav rida ¢ £ 7zf parajasti siis, kui o(a) = 1; sel tingimusel kehtib kacoa = x
ning rida c on Uheselt maaratud.

Toestuseks kirjutame meid huvitava seose aoc = x ridade a(x) =
jac(x) = Cnin vahel vélja kujul

ao + ajc(x) + a2(c(x))2 + eee= Xx.

See ridadevaheline vdrdus tédhendab, et iga n £ N korrad peavad x” kordajad
molemas reas Uhesugused olema. Nii naiteks vottes n = 0 ja n = 1 saame kdigepealt
ao = 0ja aiC] = 1, millest vahetult nédhtub tingimuse c(a) = 1 tarvilikkus vaadeldava
seose a0 ¢ = x kehtimiseks.
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Tingimuse piisavuse tdestamiseks naitame, et viimati valja kirjutatud vérduses
xn kordajaid vorreldes saab nuud Uheselt maérata kdik kordajad Cn. Kui 01 ¢ O, si8
juba nimetatud seosest a\c\ = 1 saame muidugi c\ = o”~1. Niiviisi jatkates avaldub
vastav seos suvalise n korral kujul

aiCn + Pn{a2,a3}...,an,ci,c2,...,.cn-i) = 0,

kus Pn tahistab naturaalarvuliste kordajatega poliinoomi, mis on 02,03, ----- On suh-
tes lineaarne ning séltub eelnevalt leitud kordajatest c\, C, mme Cn-i (see jareldub
taiesti vahetult korrutamise definitsioonist Cauchy algebras). Naiteks x2 kordajate
virdlemine annab seose

01 + ~2(02,ci) = aiC2 + oro2 = 0,

millest c2 = —a”1a2Q. Sel viisil jatkates saame jark-jargult maarata rea c(x) kdik
kordajad, kusjuures tuleb muidugi o(c) = 1.

Kui asjakirjeldatud protseduuri rakendada reale c, siis saame rea d, mis rahul-
dab tingimusi <b = Ojaco<4 = x. Sellest ndeme, et

d= xod = (aoc)od = ao(cod) = aox = a

s.t. x = cod=coa)a. teoreem on tdestatud.

Diferentseerimisoperaatorit D seob superpositsiooniga igac € Il korral vérdus
D(aoc) = ju(a)ocjD(c).
Tdepoolest, kui o = siis D(a) = Enji no";M~1lia

D(aoc) =D (~2 °ncfl) =~ nancn~1D(c) = ("D(a) ocjD(c).

»>0 nf\
Vaatleme suvalist rida a, milles (a)o = 1. Sel korral leidub rida b € nii, et
o = | + b. Formaalne logaritm L (0) defineeritakse kui rida
i(a) = L<I+6) =V (-1)"+1-. (9.4)

=1 "

Diferentseerimisoperaatoriga seob formaalset logaritmi vérdus
D(L(a)) = a~1D(d), (9.5)

mis tuleneb jargmistest arvutustest:

D(L(a))

d{J2(~1)"+17) = E (-1)n+l— ~'D{b) =

= A(AA (1)1 -1 = D(b)(I + 6)-1= a~1D(a).
r»*1
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Kirjutiste lihendamiseks kasutame formaalse logaritmi véimalikkude argumen-
tide hulga jaoks edaspidi téhistust 72°(1) = {a: a 6 (a)o = 1}.

Formaalse logaritmi omaduste selgitamisel osutub kdigepealt, et suvaliste ridade
c,d 6 727~(1) korral on vdrduse (9.5) otseseks jarelduseks valem

L(cd) = L(c) + L(d). (9.6)
Toepoolest, esimest valemitest (8.2) arvestades saame
D{L{cd)) = (cd)~ID{cd) = d~ID{d) + c~1D(c) = D(L{c) + L(d)).

Et aga nii L(cd) kui ka L(c) + L(a) kuuluvad hulka T If, siis diferentseerimisoperaa-
tori vaartuste vérdsusest nende argumentide korrad jareldub ka argumentide eneste
vordsus ning valem (9.6) on tdestatud.

Margime veel, et iga a € 72#(1) korral
L(@) =0 <=» o0=1. (9.7)
Toepoolest, kui L(a) = 0, siis vordus (9.5) annab
arlD{a) = D{L(a)) = D(0) = O.

Et aga seejuures a € TZ”(1), siisD(a) = 0 tdhendab sama misa = 1. Vastassuunaline
implikatsioon jareldub definitsioonist (9.4) vahetult.

lga ratsionaalarvu r ja rea a € 72”(1) korral kehtib ka v@rdus
L(a') = rL(a), (9.8)
mille péhjendamiseks paneme kdigepealt téhele, et
0=1L(1) = L(aa-1) = L(a) + L(a_1).

Seega L(a~l) = —L(a). NuOud pole induktsiooni kasutades raske veenduda, et iga
taisarvu n korral L(an) = nL(a). Esitades aga ratsionaalarvu r kujul r = m/n, kas
m, n € S, saamegi vorduse (9.8):

rnL(a) = L(am) = L((ar)n) = nL(aT).
Seosed (9.4) kuni (9.8) vdimaldavad veel Usna kergesti ndidata, et suvaliste

r € ja 6 € TZf korral kehtib binoomvaJdem

o+»)=e (;>
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Suvalise rea b € I1f konal defineeritakse tema forme&be eksponent kui rida
on=e £ 9'9
A=e (9'9)

(sellealases kirjanduses on kull kasutatud ka tahistust exp b vdi e*). Definitsioonist
(9.9) nahtub, et kujutus b E(b) toimib hulgast TZf hulka 72°(1).

Formaalse eksponendi omadustest margime kdigepealt seost
D(E(b)) = D(b)E{b), (9.10)

mille saab taiesti vahetu aruteluga pdéhjendada:

k>0
Edasi tdestame implikatsiooni
E{b) = E(c) => b=c.
Vorduse E(b) = E(c) pooltele diferentseerimisoperaatorit D rakendades ja
Uhtlasi seost (9.10) arvestades saame

D(b)E(b) = D (c)E (c).

Et seejuures E(b) = E(c) ¢ O ning algebras TZ* puuduvad nullitegurid, siis saame
D(b) —D(c), millest 6,c G 7zf tottu jareldubki 6 = c.

Seosed formaalse eksponendi ja formaalse logaritmi vahel on maératud jargmiste
implikatsioonidega:
»EX2-%e [A(6))-»,
a€ Tz*(1) =* E(L(a)) = o.
Neist esimene jareldub vdrduste reast

D(L(E(b))) = {E(b))~ID(E{b)) = (E(b))-*D(b)E{b) = D{b).

Teise pdhjendamiseks téhistame ¢ = E(L(d)). Siis esimese implikatsiooni ko-
haselt L(c) = L(E(L(a))) = L(a), millest

0=1L(c)- L(a) = Ue)+ Lall) = LUca~1)%

mis (9.7) tottu tédhendab, et ca~i = 1 ehk ¢ —a.
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Toestatud seosed voimaldavad teha kaks olulist jareldust.

Esimese jareldusena selgub, et suvaliste ridade 6,c £ 7zf korral jaab kehtima
tavalise eksponentfunktsiooni tuntud omaduse analoog

E(b + c) = E{b)E(c), (9.12)
mille saab p6hjendada eksponendi leidmise teel vorduse
L(E(b)E{c)) = L(E(b)) +L{E(c)) = b+c
mdlemast poolest (arvestades, et E(b), E(c) € 727(1)):
£(fc +c) = E(L(E(b)E(c))) = E{b)E(c).
Teise jareldusena nditame, et suvaliste r € @ja a € 72"(1) korral kehtib valem
ar = E(rL(a)). (9.13)

P6hjendamiseks esitame arvu r kujul r = m/n (kus m € N, n € Z) ja kirjutame
(9.12) ning (9.11) pd&hjal vérdused

E(mL(a)) = E(L{a) + L{a) + mmm+ | {a)) = (E(L(a)))m = am.

m

Valemi (9.13) saamiseks tuleb saadud vorduses am = E(mL(a)) nidd ainult a
asemele Kkirjutada o», mis annab:

a' = (ai)” = =e( Ua). :
Vottes eeskujuks astmeridade teooriast tuntud valemid voib kergesti defineerida

ka trigonomeetriliste funktsioonide formaalsed analoogid. Nii néiteks suvalise rea
b€ 7zf korral defineeritakse tema formaalne siinus kui rida

E (-1)"—--

Analoogiliselt saab defineerida ka formaabe koosinuse

}2n
cos6=y(-1)"*7-
« (2n)!

ning llejadanud formaalsed trigonomeetrilised (ja ka paljud muud traditsiooniliselt
astmeridadega seotud) funktsioonid. Edasi v8ime aga &sjavaadeldud viisil juba tsna
lihtsalt tdestada mitmesuguste tuntud seoste (nditeks trigonomeetria pdhivalemite)
formaalsed analoogid.



Definitsioonide ja pdhivalemite niisuguse tlekandmise peamiseks eesmérgiks on
néidata, et kombinatoorikas v8ime formaalsete ridadega (ehk harilikkude genereeriva-
te funktsioonidega) opereerimisel kasutada praktiliselt muutusteta peaaegu ko&iki ast-
meridade teooriast tuntud votteid ilma néiteks vastavate ridade koonduvuse kiisimusi
tdstatamata. Formaalsete ridade algebraline teooria annab sellisele kasutamisviisi-
le téiesti rahuldava aluse, kuigi suhteliselt levinud arvamuse kohaselt saavat astme-
ridadega opereerida Uksnes nendel juhtudel, mil tegemist on Taylori ridade kaudu
maaratud analidtiliste funktsioonidega.

Loomulikult ei tohi aga kalduda ka teise &rmusse, jattes ridade koondumi-
se moiste diskreetses matemaatikas uUldse koérvale: mitmetes diskreetse iseloomuga
lilesannetes vG6ib vajalikkude genereerivate funktsioonide tGlgendamine analiittiliste
funktsioonidena osutuda véga efektiivseks. Eriti sageli on niisugust lahenemisviisi
siiani kasutatud just diskreetse matemaatika thes kdige vanemas valdkonnas - arvu-
teoorias (aga ka néiteks tdendosusteoorias).

Suhteliselt vdikeste muutustega saab esitatud mottekdigud kohaldada ka eks-
ponentsiaalsete genereerivate funktsioonidega opereerimise traditsiooniliste eeskirjade
pdhjendamiseks. Tarvitseb vaid jada a = (ao, ai, a2, ... ) eksponentsiaalseks gene-
reerivaks funktsiooniks lugeda jadale

/a0 a® 02 N
vor 1ir 2r J
vastavat formaalset rida, mida (4.9) eeskujul tahistame siin kujul €* Vv&i siis kujul
ezp(ac), s.t.
exp(ax) = e® = ~ m
n n!

Vaadeldud skeemi mahuvad aga muide ka arvuteoorias laialdaselt rakendamist
leidvad Dirichlet’ read. Arvjada a = (ai, a2, a3, ... ) Dirichlet’ reaks nimetatakse
nimelt “baasO” gt(x) = k* moodustatud genereerivat funktsiooni

o(s) = A =N 4N N4
)=y m Ir 2r 3X
n)l

Siit saadavate Dirichlet’ formaalsete ridade hulga vdib muuta algebraks uldiselt
tavalisel viisil, ainult ridade korrutamine (mida nimetatakse ka Dirichlet’ konvolut-
siooniks) tuleb niid defineerida eeskirjaga: vordus c(x) = a(x) b(x) tdhendab, et
vastavates jadades peab iga n korral olema

c' = e»Avr>
IIn

kus summa voetakse ile arvu n koikide jagajate t.
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Loendamismeetodid

10. Elimineerimismeetod

Kombinatoorika probleemid on tihti seotud mingil kaudsel teel defineeritavate
alamhulkade elementide loendamisega kas Uhtekokku vdi siis teatavate etteantud liiki-
de jargi. Niisuguste loendamisiilesannete lahendamisel osutub usna otstarbekohaseks
kasutada abivahendina hulga loendi mdistet.

Olgu pdhihulga 72 elementidele omistatud kaalud, kui teatava fikseeritud in-
tegriteetkonna (v6i vdhemalt kommutatiivse ringi) W elemendid. See tdhendab,
et on defineeritud funktsioon w.72 — W ehk iga r £ 72 korral on uhesel viisil
maéaaratud tema kaal w(r) £ W. Kaalude konkreetne valik sdltub muidugi lahen-
datavast Ulesandest, kuid enamasti vaditakse nad nii, et samasse liiki loendatavate
elementide kaalud oleks Gihesugused. Néiteks kui tarvis on leida alamhulkade elemen-
tide koguarvusid, siis sobivad triviaalsed kaalud: iga r £ 72 korral tu(r) = 1

Kaaludega varustatud hulga kdigi elementide kaalude summat nimetatakse selle
hulga loendiks ning tahistatakse tdhega I, millele tarbe korral lisatakse hulga téhis
(sulgudes). Naiteks kogu p&hihulga 72 loend t = /(72) avaldub seega kujul

. =53 u(r)y
r€A

Paneme tahele, et triviaalsete kaalude u/(r) = 1 kasutamise korrad annab hulga
loend lihtsalt selle hulga vdimsuse ehk elementide auru: t = [72].

Vaatleme suhteliselt uldist juhtu, mil p&hihulga 72 alamhulgad defineeritakse
mingite binaarsete omaduste abil (binaarsus tdhendab, et iga elemendi korral saab
tegemist olla lUhega kahest alternatiivsest vdimalusest: kas elemendil on vaadeldav
omadus Vvoi tal pole seda). Kui a on (ks hulgad 72 defineeritud binaiaume omadus,
siis simbol 6 tdhendagu omadust, mille sisuks on omaiduse a puudumine. Kirju-
tis 1(a) (vastavalt 1(&)) tahendagu kdikidest niisugustest elementidest moodustatud
alaimhulga loendit, millel on omadus a (vastavalt 0).

Nimetatud loendeid seob ilmne vdrdus

= (10.1)

mida sageli nimetatakse elimineerimisreegliks: vajalik loend saadakse kogu vaadelda-
va pdhihulga loendist selle osa elimineerimise teel, mis meid antud juhul ei huvita.
Sellele triviaalsele vdrdusele tuginebki uldine nn. elimineerimismeetod - meetod bi-
naarsete omaduste abil defineeritud hulkade loendite leidmiseks teatavate hulkade
loendite vahelduva lisamise ja eemaldamise teel.
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Kui vaatlusel on kaks erinevat omadust o ja b, siis Gsna lihtne kontroll naitab,
et kdigi ilma mdlema nende omaduseta elementide hulga loend I(ab) avaldub kujul

q0B) —I —fj(a) —1(b) +Liab), 102
kus I(ab) tdhendab kdikide niisuguste elementide hulga loendit, millel on nii omadus
0 kui ka omadus b.

Vaatleme niid dldjuhtu, eeldades, et pdhihulgal Tl1 on defineeritud n omadust

<4, 02,...,a" Siis valemite (10.1) ja (10.2) uldistus kdikidele nendele omadustele
peaks tulema nahtavasti kujul

n
(Woz...cN) =1-"2 1(ai) + 53 —
i=l i<$
ee—+(—)"4aia2...a,,). (10.3)

Selle valemi péhjendamisel arvestame, et vordus (10.1) on Gige iga omaduse ja
iga pohihulga korral. Kui omaduseks vdtta On ja pShihulgaks nende elementide hulk,
millel pole omadusi oi, 02,*m siis vordus (10.1) on kirjutatav kujul

toN\a2.. a-\af) = t@\02.. a,_i) - H&\6 mmOn—iOn)- (t04)

Valemi (10.3) t6estamiseks induktsioonimeetodil oletame niitid tema kehtivust
mistahes n —1 omaduse, sealhulgas néiteks esimese n —1 omaduse korral:
n-1
1(0102...0n-l) = t —53 )A—+(H)n_1A°la2m- (10.5)
1=1
Kui pohihulgaks votta siin V. asemel omadusega On elementide hulk, siis vBime
valemi (10.5) kirjutada kujul
n-1
46T65\ .. 0°TTo,,) = I(on) - 53 LIKBON) + ¢+ + (-1)n-1/(aia2...a,,).
1=1

Seose (10.4) tdttu annab viimase tulemuse lahutamine vdrdusest (10.5) soovitud
valemi (10.3).

Valemi (10.3) isna kohmakat ja halvasti meeles peetavat kuju saab mdnevdrra
lihtsustada, kui vdtta kasutusele spetsiaalsed téhised temas esinevate liikmete tarvis.
Téhistame nimelt igak = 1,2....... A korral

bk = "E,L<Y,<b3 ...<UK), (10.6)

kus summa voetakse Ule vaadeldavate omaduste 01,02, ...,0n koikide &-kombinat—
sioonide c(k) = {*i,*2, e+, »*} (tdhe t asemel kasutatakse selles simbolis téhte L

56



réhutamaks, et kuigi Lt on integriteetkonna W element, pole ta tldiselt Uhegi hulga
loend). Kui defineerida veel Lo = |, siis vdib valemi (10.3) esitada kujul

A<t ¥2ee-3n) = Lo —L\+Li —mmm (—)"Ln.
Selle valemi vasak pool tdhendab kdikide nende elementide hulga loendit, millel
ei ole mitte Uhtegi vaadeldavatest omadustest (ehk millel on vaadeldavast n omadusest

null omadust). Tahistame seda loendit edaspidi veidi lihema siimboliga £>(n,0), mis

annab viimasele valemile kuju
0

D(n,0) = £(-1)*Lt. (10.7)
4=0
Loomulik on niiid siimboliga D(n,m) té&histada kdikide niisuguste elementide
hulga loendit, millel vaadeldavast n omadusest on olemas tépselt m omadust. Osutub,
et see loend avaldub nn. Ryseri valemina

D(»,ra)=£(- (10.8)

Valemi (10.8) pohjendamiseks fikseerime suvalise elemendi r E 71, millel olgu
tapselt p omadust. Kui p <m, siis ei sisaldu valemi (10.8) parema poole iiheski liikmes
definitsiooni (10.6) kohaselt liidetavat u/(r). Kui p = m, siis u/(r) esineb vaid liikmes
Lm ning sealgi Ghekordselt, sest leidub ainult Uks omaduste m-kombinatsioon, mille
korral r kuulub definitsiooni (10.6) paremas pooles vaadeldud hulkadesse. Kui aga
p > m, siis w(r) esineb valemi (10.8) paremas pooles vaid likmete Lm,Lm+1, ..., Lp
koosseisus. Sealjuures liikmes Lt esineb ta liidetavana (£) korda, sest nii mitmel viisil
saab fikseeritud p omaduse hulgast vélja valida k omadust. Jarelikult valemi (10.8)
paremas pooles tuleb w(r) kordajaks valemi (7.1) kohaselt null:

Kokkuvdttes ndeme, et valemi (10.8) paremas pooles séilib nende elementide
kaalude summa, millel on tapselt m omadust.
Kui iga Kk > n korral lugeda Lt = O (see on kaalude hulga W nullelement!), siis

vdime valemi (10.7) esitada kujul
@

D{n,O)=£(-1)% =(@Q+L)~\ (10.9)
4=0
kus loeme, et iga K korral Lk = Lt- Sama téhistusviisi kasutades on aga valem (10.8)
kirjutatav kujul

D(n,m) = = Lm* +L)_m_1. (101°)

k=m

mis juhul m = 0 annab muidugi valemi (10.9).
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Monedes rakendustee viivad veel vajalikuks osutuda jadade {D(n,m)}m J*
{Lt} polinomiaalsed genereerivad funktsioonid Dn(x) ja L,,(x) (x on muutuja, mille
vaartused kuuluvad kaalude hulka W):

Dn(x) = D{n, m)xm = J]] +L)-m-Ixm=(21+L-Lx) \
m=0 m=0
00
mM*) = 52 = (x- bi)-1= D, (I +i).
t=0
Elimineerimismeetodi rohkete rakendusvaldkondade iihe naitena voib nimetada
arvuteooriat, kus pohihulk on positiivsete tdisarvude hulk Tl = I,n = {1,2,...,n}

mingi kindla n korral, varustatult triviaalsete kaaludega ty(r) = 1

Vaatleme naiteks jargmist tlesannet. Olgu fikseeritud m paarikaupa thisteguri-
ta naturaalarvu K\k2,... ,km £ TI. Vaja on selgitada, kui palju leidub hulgas Tl
elemente, mis ei jagu Uhegagi nendest arvudest k,.

Utleme, et naturaalarvul on omadus o, siis, kui ta jagub arvuga ki. llmselt
/(oi) = [n/fc]] (kus nurksulgudega [ ] tahistatakse tdisosa), sest nii palju leidub ju
hulgas Tl arvusid, mis jaguvad arvuga kt. Analoogiliselt £(a,ay) = [n/kkj] jne. Et
meie eesmargiks on leida niisuguste elementide arv, millel ei ole Uhtegi omadust a,,
siis valemitest (10.6) ja (10.7) saame

D(m,0)=n—52 £ +52 o+ (-1)"

k,kj KIk2  kr

Naiteks juhul n = 106, m = 3, K\= 3, k? —5, k3 = 7 leiame:

f 106 106'
106- 06 + 06 + 106
_3 .5 .7
106 106 106 106

= 49.
3-5 3-7 5wy )- 3-5-7

Positiivsete naturaalarvude vallas {1,2,...} maaratud Euleri funktsiooni <p(n)
vaartuseks on arvust n mitte suuremate ja temaga Uhistegurita naturaalarvude arv.
Naiteks y>() = ¥(2 = 1, Q) = ¥4 = 2 jne. Selle funktsiooni vaartuste leidmine
vahetult definitsioonist on Upris tilikas, kuid vastava analiitilise avaldise saame eel-

misest tulemusest, valides arvudeks k, argumendi n algtegurid Pi,P2,... ,pm. Seega
kui argumendi lahutus algteguriteks on

« =plFp2 whm

8118

iph) =n-52 —+52 ~ — + (-ir— — o
AP Z4PiPj PIP2  Pm n I/I )‘



Teise illustreeriva nditena vaatleme elimineerimismeetodi kasutamist veel maat-
riksite permanentide arvutamisel. Olgu A = (aij) mingist kommutatiivsest ringist
parinevate elementidega (m x n)-maatriks, kusjuures tavaliselt eeldatakse, et m ~ n.
Selle maatriksi permanent defineeritakse teatavasti kui summa

perA— Y, ai>i°22eecamjm, (10.11)
Oli—.im)
kus summeerimine toimub iile kdigi kordumisteta m-permutatsioonide (ji, j'2, ***, jm)
indeksitest 1,2,... ,n. Naiteks

per (2 J g”=0-4 +0-5+1-3+1-5+2-3+2-4=22

Permanentidega tuleb tegemist naiteks jargmises kombinatoorset tillipi tUlesan-
des. Olgu X 18plik hulk ja XN\ X2, ..., X,,, tema alamhulgad. Nende alamhulkade
susteemi esindajatekoguks ehk transversaaliks nimetatakse m erinevast elemendist
koosnevat lineaarselt jarjestatud hulka (X\ x2, m-,xm), kus igat = 1,2,... ,m korral
Xi G Xi (eeldatakse, et PKN\N=n " m).

Kui moodustada kdikide vaadeldavate alamhulkade X\ X2,..., Xm ning pohi-
chulga X = {yi, y2, ..., j/n} intsidentsusmaatriks A = (a,y), kus

£ 1 kui Y €X,
01 j O, kuiyj $ Xi,
siis vBib kohe veenduda, et vaadeldava siisteemi erinevate transversaalide arv on per A.
Todepoolest, erinevatest elementidest koosnev jarjestatud hulk (y;t,yj2>..., yjm) osu-
tub transversaaliks parajasti siis, kui «ogcog ... amjm = 1 Seega summa (10.11)
annabki erinevate transversaalide arvu.

Permanendi arvutamine definitsioonist (10.11) osutub suuremate maatriksite
korral ebamugavaks. Veidi parema arvutuseeskirja saab anda elimineerimismeetodi
pGhivalemite kaudu, kui valida p6hihulgaks 72 ké&ikide funktsioonide hulk hulgast
Im s= {1,2,....m} hulka I,n = {1,2,...,n}. Elementi r £ 72 vdib teatavasti
tolgendada kordumistega m-permutatsioonina

r=(1.]2, -=m]m) (1012
n erinevast elemendist, millest igaliht on pdhihulgas olemas suvaline arv eksemplare.
Varustame veel hulga 72 elemendid maatriksi A abil kaaludega jargmiselt: kui r on
m-permutatsioon (10.12), siis
w(r) = °ijfia2s meOmjm.

Taiesti vahetult v8ib nuld veenduda, et selliste kaalude korral osutub hulga 72

loendiks maatriksi A reasummade korrutis (tahistame niisugust korrutist jargnevas

stimboli M abil):
m n

£(l0 = E al/la2/3'e«°ro/m = JJ A=
res i=i j—
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Elemendii r £ Tl olgu omadus ay (kusj = 1,2,...,n) sel ja ainult sel juhul,
kui vastavas permutatsioonis (10.12) arv j kordagi ei esine. Definitsiooni (10.11)
arvestades on per A niid vordne sellise alamhulga loendiga, mille elementidel on
tépselt n —m nendest omadustest: iga element r selles alamhulgas sisaldab tépselt
m erinevat arvu ja osutub jarelikult kordumisteta m-permutatsiooniks. Seega oleme
téestanud, et per/1 = D(n,n —m).

Valemi (10.8) rakendamiseks tuleb meil veel anda suuruste Lt leidmise eeski-
ri maatriksi A kaudu. Paneme nimelt tdhele, et kui fikseerida mingid k omadust

ajx,ay,,...,an (ehk indeksite fc-kombinatsioon c(k) = {ji,J2,**,n})> sis loend
/(ayjO/j ...ayt) osutub vordseks niisuguse maatriksi A"" reasummade korrutisega,
mis on saadud maatriksist A veergude mm Kk kdrvaldamisel ehk asendamisel

nullveergudega:
I(ah ajj ... aik) = n(He(i)).

Jérelikult definitsiooni (10.6) kohaselt

<l)

kus summa voetakse Ule kdikide /»-kombinatsioonide c(k) indeksitest 1,2,..., n. Kui
niid veel valemis (10.8) kirjutada m asemele n — m, siis saame permanendi arvuta-
miseks valemi

perfl= £ (-)»-"+"f * ) £ n(A<»), (10.13)
k=n-m ' ')
kus tadiendava lihtsustusena on viimane liidetav (k = n) ara jédetud, sest A”~n”"osutub
ju nullmaatriksiks ja M1, \) = 0.

Vaatamata nailiselt keerulisemale kujule osutub valem (10.13) definitsioonist
(10.11) arvutuslikult marksa lihtsamaks sellepérast, et summeerimine toimub siin ule
kdikide kombinatsioonide, aga mitte ule kdikide permutatsioonide (arvutuste lihtsus-
tumine avaldub muidugi seda enam, mida suuremateks osutuvad maatriksi médtmed

m ja n). Valemi (10.13) kasutamise illustreerimiseks arvutame siinkohal veel kord
varem juba naitena leitud permanendi:

Pr(s 4 2) =D -4‘- Q E w =
4 ' k=1 4 ' c(i)

=("(*4) nNE@ 1)+n{\y 1))"2 ((3)+n(o +r(1)) =

= (1e74+2-8+3+9)-2(0OmB+1e4+2m5)=50-2e14= 22.
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11. Substitutsioonitsuklid

Olgu S teatav fikseeritud n-elemendiline pShihulk, mille elemente mingis “loo-
mulikus” jarjekorras téhistame naturaalarvudega 1,2,..., n. Selle hulga suvalist n-
permutatsiooni vdib tdlgendada kui loomulikus jérjestuses teostatud muutuse ehk
hulga <S teisenduse tulemust. Et I6pliku hulga teisendust (s.t. uUksuhest kujutust
iseendale) nimetatakse substitutsiooniks, siis vdib n-permutatsiooni vajaduse korral
lugeda n-elemendilise hulga substitutsiooni rakendamise tulemuseks.

Konkreetne substitutsioon g esitatakse (2 X n)-maatriksina

f1 2 ... n\
9 ~ \jl >2 jn)”’

mis téhendab, et g(I) = )\ of2) = j}jne. Kirjutiste lihendamiseks vdib aga piirduda
ka ainult selle maatriksi teise reaga:

9= (il >2 ... Jn)

(komade arajatmisega rohutame, et tegemist on substitutsiooniga, mitte permutat-
siooniga). Nii naiteks substitutsioonid

23456 9\ fl
6 789 2 6

| 7 8 _ 2 3456 7829
3 54 1j Ja 52° 1 37259 84

vOib lihemalt esitada kujul

4i=(367892541) ja # =(613725984)

Substitutsioonide jarjestrakendamist nimetatakse ka nende korrutamiseks. N&i-
teks vaadeldud substitutsioonide korral €102(1) = <i(<2(l)) = <i(6) = 2. Niiviisi
pdhihulga kdiki elemente labi vaadates leiame, et

9192 = (237569148),

seevastu aga
90l —(35984 1276).

Juba sellestki Uihestainsast néitest jareldub, et substitutsioonide korrutamine ei
ole kommutatiivne.
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Antud hulga S kdigi substitutsioonide seas leidub muidugi Uhiksubstitutsioon
= (12 ... n)jasamuti iga substitutsiooni g podrdsubstitutsioon g 1, mis ra-
huldab tingimusi gg~1 = g~'g = qq. Naiteks Ulalvaadeldud g\korral saame

A=(9 61872345).

Et lihtne on veel veenduda vaadeldava korrutamise assotsiatiivsuses, siis moo-
dustavad hulga S kdik n! substitutsiooni riihma. Seda (n > 2 korral mittekommuta-
tilvset) rihma nimetatakse hulga S siimmeetriliseks rihmaks.

Substitutsioonide mitmesugustes rakendustes osutub sageli oluliseks tunda nen-
de n.-0. tsuklilisuse omadusi. Substitutsiooni g tslkliks nimetatakse hulga S iga
niisugust minimaalset alamhulka, mis on g suhtes kinnine (s.t. T C S on g tsukkel
parajasti siis, kui iga s £ T korral ka g(s) £ T ning ei leidu samasuguse omaduse-
ga parisalamhulka T' C T). Tsukli pikkuseks nimetatakse elementide arvu temas.
Tsuklit, mille pikkus on k, nimetatakse lihidalt k-tsikliks. limselt leidub igal substi-
tutsioonil vahemalt (ks tsikkel: kui tsuklite arv vérdubki Uhega, siis selleks ainsaks
tsukliks on S ise.

Tsikli pikkusega tks (s. t. 1-tsikli) moodustab pdhihulga iga niisugune element
5, mis on vaadeldava substitutsiooni g suhtes inrariantne, s.t, g(s) = s.

Kui substitutsiooni g vaadeldava tsukli T pikkus on kja s£ T, siis see tsiikkel
koosneb elementidest

T = {«,®)>32(5).— ,?i_1(5)}> (n i)
kus substitutsiooni astendamine on ikka defineeritud tavalisel viisil: g1= g, g2 = gg
ja uldiselt g* = gl~1g.

lga fikseeritud substitutsioon g jaotab hulga S tsiklite kui Uhisosata alamhul-
kade summaks (Uhendiks), kusjuures liidetavate komplekt on (heselt méaratud. Kui
veel igas tsiklis jarjestada elemendid eeskirja (11.1) kohaselt, siis on substitutsioon
taielikult Kkirjeldatav oma tsiklite kaudu. Esituse uhesuse saavutamiseks lepitak-
se tavaliselt kokku alustada iga tsukli kirjutamist tema vahima elemendiga (hulgas
<S méératud “loomuliku” jérjestuse mottes), esitada tsuklid nende pikkuste mitte-
kahanevas jarjekorras ning Uhepikkused tsuklid nditeks nende esimeste elementide
kasvavas jarjekorras. Nii vdime ulalvaadeldud substitutsioone <1 ja <2 kirjeldada vas-
tavalt tsuklite jarjenditega {2,6}, {4, 8}, {1, 3,7,5,9} ja {3}, {8}, {4, 7,9}, {1,6,5,2}.
Enamasti on aga niisuguse kohmaka kirjeldamisviisi asemel kombeks esitada substi-
tutsioonid mitte tukeldustena vaid n.-6. tsiklite korrutistena kujul

2=(26)48)1 3759, g2=3)8)¢4 791 65 2).

Nende korrutiste tegureid voib télgendada Uhetsikliliste substitutsioonidena,
mis tsikliliselt muudavad naidatud elemente ja jatavad ulejaédnud invariantseteks.
Kokkuleppeliselt jaetakse siin pealegi 1-tsiklid enamasti hoopis kirjutamata, lisades
need vaid siis, kui on tarvis pdhihulga kdik elemendid otseselt &ra néidata.
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Diskreetses matemaatikas osutub sageli vajalikuks eristada substitutsioone just
nende tsiiklistruktuuri jargi. Oeldakse, et substitutsioon on (ehk kuulub) tsiklitiipi
(ki, k2,Kk3,... ,kn), kui ta jaotab pdhihulga ki 1-tsiikliks, k2 2-tsikliks, k$ 3-tsiikliks
jne. Tsuklite mitteldikumise tdttu siinjuures muidugi

n
Y jki=ki +2k2 +3k3H— +nkn=n. (H-2)
i=i

Konkreetsete substitutsioonide korral on tsuklittilipi tavaliselt mugavam téhis-
tada simboliga

(1*12*%23*3...n ‘"),

kusjuures juhtudele fg = 0 vastavad tegurid »* jaetakse Uldse kirjutamata. Nii naiteks
Ulalvaadeldud substitutsioonide gi ja gz tuupe tédhistame kujul (2251) ja (123141),
mitte aga (0,2,0,0,1,0,0,0,0) ja (2,0,1,1,0,0,0,0,0).

Lihtsaimaks tsuklitiiibiks on (1") ja selle tuubi ainsaks esindajaks uUhiksubsti-
tutsioon m- Lihtsuselt jargmiseks voib lugeda tuipi (In_221), millesse kuuluvaid
substitutsioone nimetatakse transpositsioonideks. Kompaktsuse huvides Kirjutatakse
transpositsioon

((*2)...(«,,—1 h)
tlalnimetatud kokkuleppe kohaselt muidugi lihtsalt paarina (ji j2).

Nagu algebrast teada, saab suvalise substitutsiooni esitada transpositsioonide
korrutisena. Niisuguses esituses pole kiill Uheselt mé&ératud ei tegurid ise ega nende
tépne jarjekord, kuid Uheselt maaratuks osutub tegurite arvu paarsus. Paarisarvu
transpositsioonide korrutisena avalduvaid substitutsioone nimetatakse paarissubsti-
tutsioonideks, Ulejaanuid aga paarituteks. llmselt on nii paarissubstitutsioonide Kkor-
rutis kui ka samuti Uhiksubstitutsioon paaris. Seega kdikide paarissubstitutsioonide
hulk moodustab simmeetrilises rihmas alamriihma (mida algebras nimetatakse ena-
masti mérgivahetusriihmaks).

Substitutsioonide liigitamisel on Uheks eesmargiks tavaliselt kas antud tllpi voi
siis tulpide teatud klassi kuuluvate substitutsioonide arvu maaramine. Reeglina ei
ole sealjuures aga vaatlusel mitte kogu simmeetriline rihm, vaid ainult selle mingi
alamrihm Q, s. t. vaadeldakse iiksnes selliseid substitutsioone, mis peavad rahuldama
veel mingeid lisatingimusi.

Olgu Q hulga S simmeetrilise rihma alamrihm. Alamrihma Q tsuklilisuse
indikaatoriks nimetatakse n muutuja (nn. isobaarset) poliinoomi

Pq(xi,x2,...,xn) = Y X x2 ... x R\ (11.3)
kus iga substitutsiooni g€ Q korral on astendajateks K\ k2, ..., kn £ N valitud selle
substitutsiooni tsiklitiiibi komponendid.
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Tsuklilisuse indikaatorit vdib soovi korral tdlgendada ka kui tsiklitiipidesse
kuuluvate substitutsioonide arvude jada genereerivat funktsiooni. Tdepoolest, sarnas-
te lilkkmete koondamine summas (11.3) annab lilkme x"x*2 - xn* kordajaks tsukli-
tuupi (ki, k2, s, k,,) kuuluvate substitutsioonide arvu.

Demonstreerime tsiklilisuse indikaatori moodustamist k&igepealt Uhe prakti-
kas olulise alamriuhma korral. Olgu nimelt g nn. nihkesubstitutsioon, mis sooritab
pbhihulga tsuklilise nihke: igas= 1,...,n—1 korral g(s) = s+ 1ja g(n) = 1 Siis
moodustab substitutsioonide hulk Q = {3,02,03,..., €’} rihma (ilmselt ¥’ = m),
mida nimetatakse nihkeriihmaks vdi ka n-jarku tsukliliseks rihmaks.

Nihkerihma tsuklilisuse indikaatori leidmisel on oluline tahele panna, et mis-
tahes m = 1,2,..., n korral kuulub g™ tilpi (td), kus d on m ja n suurim Uhistegur
ning « = n/d (selles veendumiseks piisab mdne vaiksema n vaartuse vaatlemisest).
Seega kui fikseerida arvu n mingi jagaja « siis kuuluvad tutpi («”/*) kdik need subs-
titutsioonid gm, kus n/i on n ja w suurim Uhistegur. See aga tdhendab, et sobivad
parajasti need m vaartused, kus m = pnfi, p ~ »ning p ja i on Uhistegurita. Eule-
ii funktsiooni definitsiooni meenutades naeme, et nihkerihma tsuklilisuse indikaator
avaldub summana ule arvu n kdikide jagajate 1:

Pg(xi,x2,...,xn) = (1L4)
iln

Jargmisena vaatleme moningate méangude uurimisel vajali-

kuks osutuvat néidet, mil pShihulga <S elementideks on 3 x 3 ruu-
dustiku Uheksa lahtrit nummerdatult naiteks korvaloleval joonisel 8 9 4
kujutatud viisil. Olgugi niud alamrihma Q elementideks niisu-
guse ruudustiku podrdeid ja peegeldusi sooritavad substitutsioonid.
Jargmises tabelis on loetletud selle riihma kdik kaheksa teisendust tdlgendatult substi-
tutsioonidena, kusjuures (htlasi ndidatakse igalihe jaoks neist veel ka tema tsiklitulp:

Teisendus Substitutsioon Tulp

i samasusteisendus (12345678 9) (g)
, podre 90° vérra (78123456 9) (142
podre 180° vdrra (567812349) (1J24)
pdore 270° vorra (34567812 9) (142

G.  peegeldus horisontaaltelje suntes (76543218 9) (1323)
peegeldus vertikaaltelje suhtes (321876549) (1323
peegeldus peadiagonaali suhtes (18765432 9) (1323

On peegeldus kdrvaldiagonaali suntes (54321876 9) (1323)
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Rihina G tsuklilisuse indikaatori vdib niiid vahetult Ules kirjutada selle tabeli
viimase veeru jargi (esitades lilkkmed leksikograafilises jarjestuses):

Pg(x1,X2,...,X9) = XA+ ixX\X| +*1*2 +2* 1% 4, (115)

Viimase néitena vaatleme juhtu, mil hulga<S elementideks on kuubi tahud (nen-
de “loomulikku” jérjestust pole siin tarvis tapsustada) ning rihmaks Q kuubi pdorete
rihm, kusjuures pdérdeid télgendame kui kuubi tahkude substitutsioone.

Rihma Q (nn. heksaeedri rihma) elemendid on nende tahenduse jargi loomulik
jaotada jargmisse viide klassi:

1) samasusteisendus;

2) poore 180° vorra Gimber kuubi vastastahkude keskpunkte labiva telje (selliseid
telgi leidub kolm);

3) pddre 90° vdrra Umber eelmises klassis nimetatud telje (iga telje korral saab
sooritada kaks niisugust poodret);

4) podre 180° vorra Umber kuubi vastaservade keskpunkte labiva telje (selliseid
telgi leidub kuue);

5) podre 120° vdrra umber kuubi vastastippe labiva telje (selliseid telgi leidub
neli, iga telje korral saab aga sooritada kaks niisugust pooret).

Kokku sisaldab heksaeedri riihm Q seega 24 substitutsiooni, kusjuures iga klassi
korral saab Upris kergesti (néiteks kas vastavalt jooniselt vdi mudelilt) Ule lugeda nen-
de tsiiklid. Nimelt kuulub esimese klassi ainus substitutsioon muidugi tiitipi (le), teise
klassi kdik kolm substitutsiooni aga tilipi (1222), kolmanda klassi kdik kuus substitut-
siooni tuupi (1241), neljanda klassi kdik kuus substitutsiooni tiiupi (23) ning viienda
klassi koik kaheksa substitutsiooni tulipi (32). Seega vaadeldava riihma tsiklilisuse
indikaatori vdib esitada kujul

Pg - X 1+ 3*1*2 +6%i*4 +6*2 + 8*3, (H-6)
kus indikaatori tahise Pq taga on Kirjutiste lihtsustamiseks argumendid *1,*2,..., *e
naitamata jaetud (kontrolliks paneme tahele, et polinoomi (11.6) kordajate summa
tuleb ikka tdepoolest 24).

Kui sama rilhma Q elemente t6lgendada kuubi servade hulga substitutsioonide-
na (pdhihulga S elementideks kuubi 12 serva) vdi kuubi tippude hulga substitutsioo-
nidena (p&hihulga S elementideks kuubi 8 tippu), sis vaadeldud klasside tsiklitiubid
osutuvad teistsugusteks ja muutuvad ka tsiklilisuse indikaatorid, omandades vasta-
valt kuju

Pq = *}2+ 6*j*2 +3*2 +8*3 + 6*|
\Yall

Pg = *1 +B*2*2+ 9*2 + 6*2
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12. Simmeetriline rihm

Mitmesuguste praktikas vajalikkude substitutsioonirihmade hulgas on eriline
koht siimmeetrilisel riihmal, mis sisaldab k&ik n! substitutsiooni. Leiamegi jargnevalt
selle ruhma tsiklilisuse indikaatori P,,(x1,12,... ,x,,) vdi luhidalt P,,.

Kui tuupi (Ai, /2, mmmk,,) kuuluvate substitutsioonide koguarv tdhistada simbo-
liga c(ki,k2,... ,kn), siis omandab simmeetrilise riihma tsuklilisuse indikaator sar-
naste lilkmete koondamise tulemusel kuju

Pn = Pn(xi,X2, mmxn) = " ] c(K\,K2,*** KM)XNX22 **mnn,
Eii,=n
kus summa tuleb vdtta Ule kdikvdimalike tsiklitiitipide, ehk seose (11.2) kohaselt Ule
arvu n koigi esituste kujul K\+ 2*2 + ee+nk,, = n.

Arvud c(k\,k2, e+, kn) saame leida téiesti vahetu arutelu teel. V&tame nimelt
mingi vaadeldavasse tutpi (ki,kz2,..., kn) kuuluva substitutsiooni

(1) mee, X i Ji)... (i ii,)---

ja teostame selles elementidega kdik n! permutatsiooni, jattes sulud sealjuures paigale.
Niiviisi saadud n! substitutsiooni on sulgude paigalejadmise tdttu muidugi sedasama
thupi, kuid nad pole kdik erinevad. Kokkulangemine saab olla tingitud kas sellest,
et mingi tsukli sees on elementide jarjekord tsukliliselt muutunud, vdi siis sellest, et
sama pikkusega tsuklite jarjekord on muutunud.

Paneme téhele, et m-tsiikli saab Ules kirjutada m ekvivalentsel kujul, sest alus-
tada voib Ukskdik millisega sellesse tsiiklisse kuuluvast m elemendist. Et m-tsikleid
on vaadeldava tulbi korral km tiikki, siis saame nende jaoks mtm erinevat Kirjutusviisi
ja kokku Ule koigi esinevate tsuklite seega |l 412*J ... nin véliselt erinevat Kirjutusviisi.

Vaadeldava tsiiklittitibi km erinevat m-tsuklit on km\iisil jarjestatavad. Kokku
le kdigi tslklipikkuste annab see K\\&! - mkn\valiselt erinevat jarjestamisviisi.

Sellega aga olemegi kdik kokkulangemised ules lugenud ja vaadeldavat tlupi
erinevate substitutsioonide arvuks osutub

* = e
clk¥2,...., k) il 272l
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Selle vaartuse asendamisel simmeetrilise rihma tsiklilisuse indikaatori tlaltoo-
dud avaldisse saame

n- £_n Ixifcil 2*2/m?e. -NKK\ 1

ehk pérast sama astendajaga astmete Ghendamist

E.wb (!IT('F " (771" 421>

Eic,=n

Saadud Uldvalem on muidugi kasutatav iga pdhihulga, s.t. igan = 1,2,...
korral, kuid n véartuse suurenemisel muutub kéikide vérrandit (11.2) rahuldavate
tsuklitudpide (ki, k2, ..., kn) vahetu valjakirjutamine Kiiresti Uha téomahukamaks.
Suhteliselt lihtsa vaevaga vdib veel néiteks leida

PN\—X1, P2 = Xj + X2, P3 = x| +3XA\X2 + 23,
P\= X* +6X\x2 + 8X1X3 + 3Xj + 6X4,
Ps = x\+ 10X\ + 20ijX 3 + 16Xix] + 30X1X4 + 20X2X3 + 24x5,
Pf, = XB® - 15xjx2 + 40xfx3 + 45xjx2 + 0X]X< + | 20X1X2X3+
+ 144xix5 + 15x2 + 90"2X4 + 40X3 + 120xe-

Arvutuslike raskuste Uletamiseks kasutame standardmetoodikat: tdiendame
saadud Uldvalemit veel loomuliku definitsiooniga Po = 1 ning leiame kdigi simmeetri-
liste rihmade tsuklilisuse indikaatorite niiviisi saadava jada {Pn} eksponentsiaalae ge-
nereeriva funktsiooni ePz. Selle funktsiooni moodustamisel toetume tahelepanekule,
et leitud uldvalemi (12.1) parem pool erineb multinoomvalemi

paremast poolest ainult oma summeerimisviisilt.

Kui eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni ePt uldliikmes argumendi aste
X" selle kordajaks oleva summa lilkmetes esinevate astmete vahel loomulikul viisil
(tsuklitulipi iseloomustavat seost (11.2) arvestades) dra jaotada, siis v8ime moodus-
tatava genereeriva funktsiooni esitada kujul

‘ bl (»J

_Vayv 1 f X XA tl fxax2\ k7 f Xax,, \*
1/ \21 Vnl'

n=0Eii,=n
67

o*



Rihmitame nuld selles kahekordses summas liikmed Gmber nii, et kdigepealt
voetakse kokku ihesuguse astendajate summaga lilkkmed ja saadud tulemused liide-
takse seejérel ile astendajate summa k kdikide véimalikkude vaartuste:

) "tV T/ -

=E K Er +8 2+-)l=e(® +D+)-

Saadud (arvutusteks ndiliselt Upris ebamugava) tulemuse tegelike kasutusvoi-
maluste demonstreerimiseks lahendame kdigepealt jargmise lihtsa Ullesande: leida n-
elemendilise hulga niisuguste substitutsioonide arv, millel on tépselt Kk tsuklit (tsuklite
pikkusi sealjuures arvestamata).

Téahistame otsitava arvu siimboliga c(n, k) ja leiame niiviisi defineeritud arvude
jada {c(n, Jo}* polinomiaalse genereeriva funktsiooni

°n{x) = £c(n,*)s*.
k=0

Selle poliinoomi vdib aga saada vahetult simmeetrilise rihma tsuklilisuse in-
dikaatorist Pfi(*i,*2, ***i*i»)) kui seal iga k = 0,1,..., n korral thendada kdik need
lilkkmed, kus muutujate x, astendajate summa (ehk tsiklite koguarv) on k. Liikmete
niisuguseks tUhendamiseks tarvitseb vaid samastada kdik tsuklilisuse indikaatori P,,
argumendid: iga t korral x, = X. Seega

c,,(X) = Pn(x,X,...,X)
ja nende poliinoomide jada {cn(*)} eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni (mille
muutujat t&histame siimboliga z) saame kohe ePt avaldisest:
e)* = gf(*+N +") = e* =@-*)- =¢£ +n~*".
n=0 '

Et siin z”/n! kordaja peab olema c,,(x), siis
c.(x) = n! +" A= x(n)

(juhul n = 0 muidugi co(s) = 1) ja jarelikult

n
x(M) = £ » (A)X*. (12.2)
*=0
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Kui meenutada Stirlingi esimest liiki arvude seost kasvava faktoriaaliga
M
XM = (=D)"E»(ri,k)(-1)kxk,
k=0

siis olemegi saanud, et

c(n,k) = {-I)n+ks{n k) = Ja(n,®].

Teise analoogilise néitena genereeriva funktsiooni ePx kasutamise kohta leiame
veel n-elemendilise hulga niisuguste substitutsioonide arvu d(n, k), millel on tapselt
K tsiklit, sealjuures kdik Uhest suurema pikkusega.

Jada {d(n, k)}t poliinomiaalne genereeriv funktsioon dn(x) avaldub seekord
tsiklilisuse indikaatori P,, kaudu kujul

=]

M x)=53"n’ = Pn(°’ x>eee>*)e
t=0

Nende funktsioonide jada {~ (i)} eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni (kus
muutuja téhiseks votame jélle z) saame eelmise ndite tulemusi arvestades:

*>m ., e (N T+ _ =

»=0 *n=0

Poliinoomi dn(x) leidmiseks tuleb nuiid vaid vélja kirjutada z’/n! kordaja selles
eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide korrutises. Definitsiooni (4.7) kohaselt

M *)=53 (")(-*/«<m-<(*) =D - 1y(") Z ek - e)rr=
i=0 ' i=0 k=i

i=o 170 4"
ning otsitava arvu d(n, k) saame siit lihtsalt kui xk kordaja. Seega ulal c(n, k) jaoks
leitud avaldist arvestades

d(n,*) = 53(=1) (") cn - »** ») =
1I=0

1=0 v
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Nende arvude (matemaatilises kirjanduses on neid mdnikord nimetatud ka Stir-
lingi esimest liiki arvude kaasarvudeks) tabeli tegelikuks koostamiseks vajaliku rekur—
rentse seose vBib tuletada ulalsaadud vdrdusest

e**>* = e~7r(l - Z)~X. (123)

Selle simboolse vdrduse diferentseerimine z jargi annab

d(x)erz= —xe-—r2(l —z)~T+ x e-*z(| —z)~x~*,
mis vorduse (12.3) veelkordse kasutamise teel omandab kuju:

(1-z)dix)erz=xzed* z

Tulemus kujutab endast simboolselt lles kirjutatud astmeridade vahelist VOr-
dust. Kui selles vorrelda zn/n\ kordajaid, siis saame

dn+i(x) -ndn{x) = nxdn-i(x),
millest vahetult jareldub xk kordajate vordsus:
d(n +1,k) = nd(n, k) +nd(n —1, t—1).
Selle rekurrentse seose kasutamisel arvude d(n, k) tabeli koostamiseks vdime

lahtuda néaiteks loomulikest rajavaartustest d{n,0) = 0, d(n, 1) = (n —1)..

Summeetrilise riihmaga seotud Ulesannetes on tihti tarvis loendada selliseid
substitutsioone, milles teatavad etteantud elemendid voi etteantud arv elemente osu-
tuvad invariantseteks. Invariantsete elementide loendamisel saab taiesti vahetult ara
kasutada elimineerimismeetodiga seoses saadud tulemusi.

Olgu pdhihulgaks TZnutid mingi n-elemendilise hulga simmeetriline rihm. Et
meid jargnevas kasitluses huvitavad vaid teatud omadustega substitutsioonide arvud,
siis vBib kasutada triviaalseid kaalusid: iga g £ TZkorral w(g) —1

Seisnegu substitutsioonig= (\.j2 ... jn)omadus a, (kus »= 1,2,..., n) selles,
et ji = s-1 element » osutub vastava substitutsiooni suhtes invariantseks. Nuid
vOib kergesti veenduda, et iga kK = 0,1,..., n ja defineeritud omaduste a< mistahes

A-kombinatsiooni c(k) = {«i, i2,...,»*} korral

/(arifbase =(n- k).,

kus vasak pool tahendab sellesse kombinatsiooni ¢ kuuluvate omadustega substitut-
sioonide arvu. Toepoolest, mingi kK elemendi asukoha fikseerimine jatab ju vabaks
n —kK elementi ja niisuguste substitutsioonide arv vdrdub nende vabade elementide
(n —&)-permutatsioonide arvuga. Jarelikult definitsioonis (10.6) saame iga Kk korral
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Loend D(n, m) annab nitd kdigi niisuguste substitutsioonide arvu, milles inva-
riantseid elemente ehk 1-tsikleid leidub tépselt m tikki. Erijuhul m —O kasutatakse
siin luhemat téhistust Dn = D(n, 0), kus D,, on seega 1-tsukliteta substitutsioonide
(6eldakse ka inversioonide) arv.

Asjaleitud arvudega d(n, k) seob arvu Dn muidugi valem

n
D" =
4=1
kuid tegelikeks arvutusteks see d(n,k) avaldise keerulise kuju tottu ei sobi. Arvutus-
likult mugavamad seosed tulenevad valemeist (10.7) ja (10.8):

n f n ( 1\t
4=0 ' 4=0 (1274
= E (-D'-"o ()*-m (i«)
4=m 4 7 4=0 4y

Rekurrentse seose arvude D,, leidmiseks vdib niitd taiesti vahetult tuletada
vordusest (12.4):

= E t ' +h n »» .- 1+ (-1

Kui selles vBrduses
Dn —nDn-i +(—1)"

kirjutada n asemele n —1, siis saame
Dn\= (n —1)Aj-2 +(—1)"_1,
mis eelmise vordusega liitmisel annab pdhiseose
Dn= (n-1)E>,_i +£),-2). (12.6)

Rekurrentne vorrand (12.6) annab aluse nimetada vaadeldavaid arvusid D,,
subfaktoriaalideks, sest ka tavalised faktoriaalid rahuldavad sama vdrrandit (arvud
D,, osutuvad selle lahendeiks rajatingimustel Do = 1, D\ = 0, faktoriaalid n! aga
rajatingimustel Dg = D\N—1).

Jada {D(n,m)}m poliinomiaalsele genereerivale funktsioonile Dn(x) vdib vir-
dust (12.5) arvestades anda kuju

Dn(x) = ~ D(n, rn)xm=Y Dn-mxm = (D +*)”,
m=0 m=0 '

kus (nagu siimbolarvutuse sellistes vordustes ikka) loeme, et Dk = D*.
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Kdikide arvude D(n, m) summa annab muidugi substitutsioonide koguarvu n!
ja seega iga n korral kehtib v8rdus

nt=£ D(n,m)=£n() = (D +1)".
m=0

Sellest vorduseet jareldub vastavate jadade {n'},, ja {(1? + 1)”}n eksponent-
siaalsete genereerivate funktsioonide vordsus:

@-H-m=£ nt =£(D +1” £ = e<D+lxy
wm=0 n=0

mis omakorda annab jada {A»} eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni
eDr = e-"'il-x)-1

Eksponentsiaalsete genereerivate funktsioonide korrutise definitsiooni (4.7) ar-
vestades saame x"/n! kordajate vordlemise teel siit

Sellele tulemusele veidi kompaktsema kuju andmiseks arvestame, et nihutamis-
operaatori E rakendamine funktsioonile f(k) = R\annab

E2R\= (k +2)!, ..., £2"¢ R={k+n- »)!,

seega vordust (4.5) arvestades saamegi
Dn=¢£ o= (E- 1)"0 = AnO\

8 t. subfaktoriaale Dn vdib soovi korral leida funktsiooni f(k) = R\jaoks koostatud
diferenteskeemi teisest veerust:

N K 0 1 2 3 4 5 6
0 1 1 2 6 24 120 720
1 0 1 4 18 96 600

2 1 3 14 78 504

3 2 n 64 426

4 9 53 362

5 44 309

6 265
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Kui pohihulgasS = I,n = {1,2, ...,n} fikseerida loomulik jarjestus, siis osutub
selle huiga simmeetrilise rihmaga seotud Ulesannetes mdnikord vajalikuks loendada
substitutsioonide kasvamis— v6i kahanemiskohti. Substitutsiooni g = (jj j2 ... jn)
kasvamiskohaks nimetatakse indeksi t = 1,2,... ,n —1 sellist vaartust, kus ji < ji+\
ja kahanemiskohaks sellist vaartust, kus ji, > ji+\. Naiteks kuueelemendilise hulga
1,6 substitutsioonil (6 1 5 3 4 2) on kaks kasvamiskohta i = 2, » = 4 ning kolm
kahanemiskohta»= 1,i = 3jat= 5.

Substitutsiooni t6usuks nimetatakse tema kasvamiskohtade arvu (kahanemis-
kohtade arv avaldub tdusu k kaudu kujul n-1 - k). Sumboliga E(n, k) tahistame
n-elemendilise hulga selliste substitutsioonide arvu, mille tdus on k. llmselt Kk » n kor-

ral E(n, K) = Ojaigan korral E(n, 0) = 1, sest vaud substitutsiooni(n n—1 ... 21)
tdus on O. Lihtne on samuti veenduda, et iga n > 1 korral osutub arvude E(n, k)
jarjend E(n, 0), E(n, 1), ..., E(n, n —1) summeetriliseks:

E(n, k) - E(n,n - 1- k). (12.7)

Toepoolest, kui substitutsiooni g\= {\j2 ... jn-1 jn) tdus on Kk, siis substitut-
siooni # = {jn jn-i mmmji ji) tdus on muidugi n —1 —Kk, sest substitutsiooni
“podramisel” muutuvad kasvamiskohad kahanemiskohtadeks ja vastupidi.

Arvude E(n, k) leidmiseks paneme tdhele, et n-elemendilise hulga {1,2,..., n}
substitutsiooni (jj ... ji n ji,+i ... jn-i) vOib saada (n —I)-elemendilise hulga
{1,2,..., n—1} substitutsioonist g = (ji ... ji ji+\ ... j,,—i) elemendi n lisamise
teel. Selgitame, kui mitmel juhul tekib niisuguse konstruktsiooni tulemusel substitut-
sioon, mille téus on k.

Tous ei muutu elemendi n lisamise tulemusel neil juhtudel, mil n lisatakse kas
g algusesse voi kasvamiskohta, s.t. niisuguse ji jarele, kus ji < j,+. Kui g tbus
on k, siis tdusu mitte muutva lisamise v@imalusi on kK + 1 ja sellisel viisil saame
(k+1)E£(n —1, k) n-elemendilise hulga substitutsiooni.

Tdus kasvab elemendi n lisamisel Ghe vdrra neil juhtudel, kui n lisatakse kas g
16ppu voi kahanemiskohta, s.t. niisuguseji jarele, kus ji > ji+j. Kui g tbus on Kk —1,
siis tdusu Uhe vorra suurendava lisamise vdimalusi on n —k ja sellisel viisil saame
(n —k)E(n —1, Kk —1) n-elemendilise hulga substitutsiooni.

Kokku oleme niiviisi saanud n-elemendilise hulga kéik substitutsioonid tdusuga
k, jarelikult kehtib igan > 1ja k= 1,2,..., n —1 korral v8rdus

E(n, k) = (k + )E(n —1K) + (n —K)E(n —1, k—1).

See tulemus langeb kokku vorrandiga (5.11). Et kokku langevad ka rajatingimu-
sed, siis on siindefineeritud arvud E(n, k) lihtsalt Euleri teist Iiki arvud ja me oleme
jarelikult selgitanud nende arvude kombinatoorse tdhenduse. Paneme (ihtlasi tahele,
et juba nende arvude tabelis kajastus valemiga (12.7) véljendatud siimmeetria.
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13. Ruhmaga genereeritud ekvivalents

Diskreetses matemaatikas kerkib sageli selliseid loendamisulesandeid, mille la-
hendamisel genereerivad funktsioonid v0i teised seni vaadeldud lahenemisviisid osutu-
vad ebapiisavateks. Raskused tekivad peamiselt siis, kui loendada tuleb mitte vahetult
lahtehulga elemente, vaid nende ekvivalentsiklasse, s. t. faktorhulga elemente.

Ekvivalentsiklasside loendamise tlesanded kerkivad reeglina siis, kui hulga eri-
nevad elemendid osutuvad antud probleemis samavéérseteks ning neid peab lugema
Uihekordselt. Sellise olukorraga tuleb tegemist muuhulgas néiteks juhul, kui Ulesan-
deks on trips-traps-trulli méngus esineda vdivate oluliselt erinevate, s.t. Uksteisest
podrete vOi peegelduste teel mitte saadavate seisude loendamine. Niisugusel juhul
ei seisne kisimus lihtsalt etteantud 3 x 3 ruudustiku ristide ja sddridega taitmise
vBimaluste loendamises. T&epoolest, naiteks jargmised kaks seisu

X (o] X

X X 0

0] o]

on kill véliselt erinevad, kuid sisuliselt kirjeldavad nad méngu seisukohalt Uhesuguseid
olukordi ja tuleks seega nahtavasti ekvivalentseteks lugeda.

Loplikul hulgal S defineeritud ekvivalents on tavaliselt tihedalt seotud selle hul-
ga siimmeetrilise riilhma mingi alamrilhmaga Q. Oeldakse, et hulgal S on genereeritud
ekvivalents selle hulga simmeetrilise rihma vaadeldava alamrihma Q abil, kui ele-
mente *i, «2 € S loetakse ekvivalentseteks (ja téhistatakse si ~ s2) parajasti siis, kui
leidub substitutsioon g E Q nii, et g(ai) = s2. Pole raske veenduda, et niiviisi defi-
neeritud relatsioon si ~ 32 osutub ikka tdepoolest ekvivalentsiks, s.t. on refleksiivne,
simmeetriline ja transitiivne.

Jargnevat kasitlust saab kohaldada ka veidi tldisemajuhu tarvis, milC? vdib olla
suvaliste elementidega rithm, kusjuures ei dnnestu korraldada selle Uikslihest vastavust
pdhihulga S substitutsioonide mingi rihmaga. Sellisel juhul peab aga siiski leiduma
vahemalt riihma Q homomorfism hulga <Ssiimmeetrilisse riithma, s. t. igale elemendile
g € Q peab olema seatud Uhesesse vastavusse teatav substitutsioon uq nii, et see
kujutus rahuldab mistahes oA\gb€ Q korral tingimust

ull9s = ug uo92. (13.1)
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Elemente si,s2 € < loetakse sel juhul ekvivalentseteks (ning tahistatakse ikka
52 ~ a2) parajasti siis, kui leidub niisugune g € Q, et u$(«i) = «2

Viimase definitsiooni néiliselt suurem (ldisus avaldub tegelikult selles, et vaar
deldava rihma Q elemente saab kiill teatud viisil tSlgendada substitutsioonidena,
kuid erinevatele elementidele vdib sealjuures vastata Uhesugune substitutsioon. Et
aga rithma Q homomorfismi abil saadav hulk {uff: g € Q} osutub alati simmeetrilise
rihma alamriihmaks, siis sisulist Uldistust ei teki, sest niiviisi saadud alamrihm ge-
nereerib ju sellesama ekvivalentsi.

Ruhma Q abil genereeritud ekvivalentsi kasutamisel tuleb kdigepealt enamasti
selgitada tekkivate ekvivalentsiklasside arv, mida tahistame sumboliga Eg(S). Osu-
tub, et selle arvu saab kergesti leida.

Teoreem (Burnside’i lemma). Rihma Q abil hulgal S genereeritavate ekviva-
lentsiklasside arv vordub selle riihma elementidele homomorfismis vastavate substi-
tutsioonide korral invariantsete elementide arvude aritmeetilise keskmisega:

Eo(S) = -1 £> («,), (13-2

g€G

kus YQ\on rihma Q jark ja K\(uq) tdhendab hulga S niisuguste elementide a arvu,
mis on substitutsiooni ug suhtes invariantsed, 8 t. u?(d) = a (téhis ki vihjab sellele,
et tegemist on 1-tsiklite arvuga vastava substitutsiooni ug tiubis).

Toestuseks vaatleme kdigi niisuguste paaride (g, @) hulka, kus g € Q, a€ Sja
ug(s) = s ning leiame nende paaride koguarvu p kahel erineval viisil.

Kui iga fikseeritud g £ Q korral leida vastava substitutsiooni ug suhtes invar
riantsete elementide arv K\ siis saame kohe

p=1T*i(u(). (13.3)
»€0

Teiselt poolt vdime aga iga fikseeritud a € <S tarvis otsida vélja kdik sellised
elemendid g E Q, mille korral ua) = s. Ruhma Q k&igi niisuguse omadusega ele-
mentide hulga tahistame siimboliga Q, (pole muide raske veenduda, et hulk Q,t mida
nimetatakse ka elemendi s stabilisaatoriks, osutub koguni rihma Q alamriihmaks).
Seega avaldub paaride koguarv kujul

P=¢£ ISl (13.4)

ja meil jadb veel vaid arvud G\ seostada ekvivalentsiklasside arvuga. Niisuguse
seoseni voib jouda naiteks riihma Q jaotamisel klassidesse selle jargi, milliseks osutub
vaadeldava elemendi s kujutis vastava substitutsiooniga (s.t. Uhte klassi loetakse
need g G (/, mille korral n9(a) on Uihesugune).
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Kui s — s', siis ekvivalentsi definitsiooni kohaselt leidub vahemalt Uks element
h € G nii, et «1(a") = s. Lugedes sellise h fikseerituks néeme, et igale niisugusele
elemendile g 6 Q, mille korral u,(a) = s', vastab kindel element hg € Gt, sest
Ufcf(j) = *m See vastavus hulkade {<:uf(a) = a'} ja Gt vahel osutub Uksiiheseks: iga
f € Gt korral -1 € — a3~ Seega leidub tépselt \a\niisugust elementi
g G G, mille korral u#(a) = s', kus s' on fikseeritud element ekvivalentsiklassis J.

Elementi s sisaldava ekvivalentsiklassi 1 abil saab riihma G jarelikult tiikeldada
nii, et igale elemendile s' € & vastab tdpselt \3\erinevat elementi g rihmast G: need,
mille korral u9(s) = s'. Summeerides need vordsed arvud (le kdigi elementide s' £ |
saame £ a\= |06]. Et tulemus [0] ei sdltu valitud ekvivalentsiklassist, siis Ule kdigi
ekvivalentsiklasside summeerimine annab

2 IS.1= ISl £«(5),

*€5
mille vordlemine vordustega (13.3) ja (13.4) tdestabki teoreemis vaidetud valemi
(13'2): A -, - . . ~ .

Illustreerime seda teoreemi ja tema tdestamisel kasutatud mottekéiku paari
lihtsa nditega, kusjuures piirdume juhuga, mil ekvivalents on genereeritud vahetult
substitutsioonide riihmaga G-

Olgu p6hihulga S elementideks 3 x 3 ruudustiku lahtrid, mis on nummerdar
tud Uheteistkiimnendas jaotises néidatud viisil. Ekvivalentsi sellel hulgal genereerime
ruudu pdorete ja peegelduste riihmaga GmSisuliselt see téhendab, et me loeme ekviva-
lentseteks need lahtrid, millest ks mingi pédrde vdi peegeldusega teise kohale satub.
Vajadus niisuguse ekvivalentsi jarele tekib néiteks siis, kui pole otstarbekohane fik-
seerida, millisest suunast seda ruudustikku peab vaatama.

Taiendame selle rihma G teisenduste jaoks koostatud tabelit, varustades iga
teisenduse téhisega (go, g\...., <f) ja mérkides ara pdhihulga invariantsed elemendid:

Tahis Substitutsioon Invariandid )
D (12345678 9 1,2,...,9 9
9i (78123456 9) 9 1
R (567812349 9 1
e (345678129) 9 1
9a (76543218 9) 4,8,9 3
9is (32187654 9) 2,6,9 ©3
[« (18765432 9 1,5,9 3
a7 (54321876 9) 3,7,9 3

76



Selle tabeli viimase veeni ja valemi (13.2) kohaselt saame nutd
Ec(s)=~"9+1 +1 +1 +3+3+3+3)=3
y o

Antud juhul pole muidugi raske neid kolme ekvivalentsiklassi ka vahetult leida,
sest ilmselt on nendeks nurkmiste lahtrite hulk {1,3,5, 7}, kilgmiste lahtrite hulk
{2,4,6,8}ja keskmine lahter {9} (kerge on veenduda, et naiteks 1 ~ 3, sest <73(1) = 3,
1~ 5 sest 32(1) = 5, 4 ~ 8, sest 05(4) = 8 jne.).

Kirjutame veel iga s 6 S jaoks vélja vastava alamrihma Q,:

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Q, {50,9¢} {90,9%} {90,97} {90,04> {00, 6} {90,0»} {90,97} {90,94} Q

Sellest tabelist ndeme, et kuigi Uhe ekvivalentsiklassi erinevatel elementidel s on
Uldiselt erinev (/,, osutub nende alamriihmade jark “3\uhe ekvivalentsiklassi piires
ikka t6epoolest Uhesuguseks (antud juhul on seejark vordne kahega koguni mdlemas
esimesena nimetatud ekvivalentsiklassis).

Paneme Uhtlasi tahele, et kui Q on pdhihulga substitutsioonide rihm, siis vale-
mis (13.2) vajaliku summa saab vahetult valja kirjutada rihma Q tsiklilisuse indikaa-
tori kaudu: selleks summaks tuleb poliinoomi Pg kordajate ning muutuja X\ vastavate
astendajate korrutiste summa. Nii nditeks &sjavaadeldud juhul saame tsuklilisuse in-
dikaatori (11.5) abil:

*1(9) = 129 +43+1e1+2e1= 24
j€0
Kui S on kuubi tahkude hulk ja Q heksaeedri riihm, siis valemi (13.2) ning
vastava tsiklilisuse indikaatori (11.6) jérgi leiame

Eg(S)= ~ (1'6 +3'2+6-2+6'0+80) = 1

Seega ekvivalentsi niisuguse definitsiooni korral on kuubi mistahes kaks tahku
ekvivalentsed, s.t. alati leidub pddre, mis teisendab Uhe tahu teiseks.

Voétame nuld vaatlusele mingil 18plikul hulgal S mé&aratud funktsioonid /, mille
vaartused kuuluvad mingisse teise 16plikku hulka 72, s.t. J: S —* 72 K®&igi niisuguste
funktsioonide hulka téhistatakse diskreetses matemaatikas teatavasti siimboliga 725
ja see hulk sisaldab ilmselt |75 |= [2]51 elementi.

Maérgime, et funktsioon / € 725 on definitsiooni kohaselt eeskiri, mis maarab
hulga S kujutuse hulka 72 Vajaduse korral vdib aga funktsiooni interpreteerida ka
kui kordumistega |<S|-permutatsiooni [72] erinevast elemendist, mida kdiki on olemas
kuitahes palju eksemplare.
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Ekvivalentsi funktsioonide hulgal 71s saaks muidugi defineerida selle hulga subs-
titutsioonide mingi rihma abil. Praktikas aga ei leidu enamasti loomulikku teed nii-
suguse rihma fikseerimiseks, kuigi reeglina voib fikseerida loomulikku ekvivalentsi
defineeriva rihma néiteks maaramispiirkonna <S (v6i vaartuste hulga 72) jaoks.

Meid huvitabki jargnevalt kisimus sellest, kuidas kanda hulgal S defineeritud
ekvivalents ule funktsioonide hulka 725. Tarbetute komplikatsioonide valtimiseks
piirdume siinjuures juhuga, mil ekvivalents hulgal S on defineeritud vahetult selle
hulga substitutsioonide mingi fikseeritud riihmaga Q.

Péhihulgas S substitutsioonide teatava rilhmaga Q genereeritud ekvivalentsi
kéige loomulikumaks Ulekandmisviisiks hulgale 725 néib olevat jargmine. Funktsioo-
ne /b /2 € 725 nimetame ekvivalentseteks (ja tahistame /1 ~ /2) parajasti siis, kui
leidub g € G nii, et igas G S korral

W »)) = /2(4 (13.5)

Vordust (13.5) v8ib lihemalt kirjutada ka kujul f\g = /2, kui kujutuste jarjest-
rakendamist tdhistada korrutisena ja funktsioonide vordumist tdlgendada ikka nende
védrtuste vBrdumisena maaramispiirkonna igas punktis.

Ekvivalentsi niisuguse definitsiooni loomulikkust aitab selgitada jargmine naide.
Trips-traps-trulli seisu saame teatavasti sel teel, kui 3 x 3 ruudustiku méningatesse
lahtritesse kanname ristid v6i sddrid. Seega vdib niisugust seisu télgendada kui teata-
vat konkreetset funktsiooni lahtrite hulgast Shulka 72 = {u, x, 0}, kus u tdhendab
tihikut ehk simboli puudumist lahtris.

Kui meil ei ole mingit erilist pohjust fikseerida, millisest suunast tuleb just
mangulauda vaadata, siis ongi seise loomulik lugeda ekvivalentseteks (s.t. méangu
seisukohalt samavaarseteks) just juhul, mil Uhe neist vdib saada teisest ruudustiku
mingi poorde voi peegelduse teel. Nii nditeks kdesoleva jaotise alguses osutatud seisud
/1 = (Xj u» o) u» u, o) w1 u> X)jal/l2 = (*> - o, u, u. Ol us x) 1
ekvivalentsed selleparast, et f\g$ = /2, kus g§ tdhendab Ulaltoodud tabeli kohaselt
peegeldust peadiagonaali suhtes.

Vaatleme veel Uiht néidet, mil S on kuubi tahkude hulk, Q heksaeedri riihm ja
72 = {sinine, punane} (r6hutame, et ei maaramispiirkonna S elementidega ega ka
funktsiooni vaartustega pole meil kavas sooritada algebralisi operatsioone!). Sellisel
juhul on funktsioon / £ T4 tdlgendatav kuubi tahkude varvimisviisina, kusjuures
iga tahk vérvitakse Uleni Uhe vérviga.

Kahe funktsiooni ekvivalentsus tdéhendab ntilid, et vastaval viisil varvitud kuu-
bid pole poorete lubatavuse korral eristatavad ja neid varvimisviise vdib seega sa-
mavaarseteks lugeda. Siit ndeme (htlasi, et pakub huvi leida meetod hulga 7Zs ekvi-
valentsiklasside arvu (antud juhul eristatavate vérvimisviiside arvu) maaramiseks ja
ka nende klasside struktuuri lahemaks kirjeldamiseks.
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Vaadeldaval lihtsal erijuhul (lihtne on see erijuht selleparast, et vaartuste hulk
TZ sisaldab ainult kaks elementi) pole kill raske ekvivalentsiklasse ka ilma eriliste
meetoditeta Ule lugeda. Nimelt saame jargmised kimme klassi ehk varvimisviisi, kus
sulgudes on iga klassi juures néidatud sellesse klassi kuuluvate funktsioonide koguarv:

1) koéik tahud varvitakse siniseks (niisuguseid funktsioone on ainult 1);

2) viis tahku varvitakse siniseks, Uks tahk punaseks (kuubi Uhe tahu saab valida
kuuel viisil, seega niisuguseid funktsioone on 6);

3) kaks vastastahku varvitakse punaseks, Ulejdédnud neli tahku siniseks (vastas-
tahkude paare ja seega ka niisuguseid funktsioone on 3);

4) kaks naabertahku vérvitakse punaseks, llejadnud neli tahku siniseks (kuubi
servi ehk naabertahkude paare ja seega ka niisuguseid funktsioone on 12);

5) kolm Uhise tipuga tahku varvitakse punaseks, llejadnud kolm tahku siniseks
(kuubi tippe ja seega ka niisuguseid funktsioone on 8);

6) kaks vastastahku ja veel (ks tahk varvitakse punaseks, tlejadnud kolm tah-
ku siniseks (vastastahkude paare leidub kolm ja kolmandat punast tahku saab igale
paarile lisada neljal viisil, seega niisuguseid funktsioone on kokku 12);

7) kaks naabertahku varvitakse siniseks, llejaanud neli tahku punaseks (naa-
bertahkude paare ja seega ka niisuguseid funktsioone on 12);

8) kaks vastastahku vérvitakse siniseks, ulejaédnud neli tahku punaseks (vastas-
tahkude paare ja seega ka niisuguseid funktsioone on 3);

9) viis tahku varvitakse punaseks, ks tahk siniseks (kuubi tahkusid ja seega
ka niisuguseid funktsioone on 6);

10) kdik tahud varvitakse punaseks (niisuguseid funktsioone on ainult 1).

K&igi nende klasside juures naidatud funktsioonide koguarvusid liites veendu-
me, et koik = 26 funktsiooni on ikka arvesse v@etud:

1+6+3+12+ 8+12+ 12+ 3+6+ 1= 64

Ekvivalentsiklasside niisuguse vahetu tlelugemise teel saab lahendada ka néiteks
analoogilised llesanded tetraeedri voi oktaeedri tahkude vérvimise kohta kahe erineva
varviga. Seevastu aga uleminek kolmele varvile (néiteks kui valida funktsioonide
véartuste hulgaks 7Z = {sinine, punane, kollane}) muudab eristatavate kuupide vGi
tetraeedrite v0i oktaeedrite vahetu ulelugemise

Uisna raskeks, Uleminek neljale vérvile aga juba lootusetult raskeks Ulesandeks.

Usna efektiivse tee ekvivalentsiklasside loendamisel kerkivate raskuste uletami-
seks néitas G. Polya, kes aastail 1935 - 40 I6i nn. loendamisteooria, mille lihtsaimate
mdistetega tutvume jargmises kahes jaotises.
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14. Loendamisteooria pdhimdisteid

Kui funktsioonide hulgal Tis on p6hihulga Ssubstitutsioonide rihmaga Q gene-
reeritud ekvivalents, siis saadavate ekvivalentsiklasside loendamisega seotud ulesanne-
te lahendamisel osutub jélle sobivaks kasutada loendi mdistet.

Olgu vaadeldavate funktsioonide vaartuste hulga Tl elementidele omistatud kaar
lud, s.t. iga r 6 Tl jaoks on Uheselt maédratud tema kaal w(r) - mingi fikseeritud
integriteetkonna W element. Funiteiooni / € Ts kaaluks on sellisel juhul otstarbe-
kohane lugeda tema kdikide vaartuste kaalude Kkorrutist

w(f) = M «'(/(*)) (14.1)
M
(niiviisi defineerimisel me arvestame integriteetkonna W kommutatiivsust, sest muidu
peaks korrutises (14.1) tapsustama tegurite jarjekorra). Paneme siinjuures téhele, et
funktsiooni kaal ei tarvitse osutuda Uhegi elemendi r £ Tl kaaluks.

Niisuguse definitsiooni korral osutub, et ekvivalentsetel funktsioonidel on uhesu-
gused kaalud. Toéepoolest, kui néiteks f\.~ /2 (s.t. dnnestub fikseerida vahemalt tks
9 € Q nii, et fig = /2), siis hulga S elementide 5 labivaatamise asendamine nende
kujutiste g(s) labivaatamisega annab

AD=NO) =MD =M - 48

Seega vdime réaékida ka funktsioonide / ekvivalentsiklassij kaalust w (f), mdis-
tes selle all vastava klassi funktsioonide Uhist kaalu. Tuleb muidugi arvestada, et
erinevatel ekvivalentsiklassidel ei tarvitse olla erinevad kaalud.

Kui nditeks kuubi tahkude kahe vérviga vérvimise llesandes omistada hulga
Tl = {sinine, punane} elementidele kaalud tu(sinine) = x ja w(punane) = y (hul-
gaks W on niisuguse valiku korral loomulik lugeda kahe muutuja taisarvuliste korda-
jatega poliinoomide ring Z[Xx, y]), siis ekvivalentsiklasside kaaludeks saame eelmisel
lehekiljel toodud loetelu jarjekorras:

X6, X5y, xX4y2, *V . *¥Y , iV, x2y4, *V, Xxy5 y6.

Muuhulgas ndeme siit, et vaadeldaval kiimnel ekvivalentsiklassil on Uhtekokku
ainult seitse erinevat kaalu.
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Kaaludega varustatud hulga elementide inventuuri teostamiseks ehk loendami-
seks kasutusele voetud kaalude tépsusega tuleb moodustada selle hulga loend - tema
kdikide elementide kaalude summa. Seega vaadeldavate funktsioonide vaartuste hulga
T loendiks on

<(*) = £«<),
resd
funktsioonide eneste hulga 71s loendiks aga

4Ka)= E «</)- E N «</())e (14-2)
fen* *Bs
Naiteks kui tegemist on kuubi tahkude véarvimisviiside loendamisega ja ulalni-
metatud kaaludega, siis eelmises jaotises osutatud arvude abil saame funktsioonide
(ehk varvimisviiside) hulga loendi kirjutada kujul

I(TIls) —I 6 65y 4 1bx"y2 + 20x3y3 -f 15i2y4 + 6xy5 + ye.

Siit leiame iga » = 0,1,... ,6 jaoks kohe niisuguste véarvimisviiside arvu, mil-
le korral | tahku on sinised ja Ulejddnud 6 —i tahku punased: nditeks leidub 20
varvimisviisi, kus nii siniste kui ka punaste tahkude arv vdrdub kolmega.

Viimast poliinoomi ldhemalt vaadeldes pole raske margata, et selle v8ib bi-
noomvalemi kohaselt kirjutada kujul I(TlIs) = (x +y)e. See tdhelepanek pole muidugi
juhuslik, sest kehtib jargmine uldine seos.

Teoreem 1. Funktsioonide hulga Tis loend avaldub nende funktsioonide véaar-
tuste hulga T loendi kaudu kujul

4rs)=(«r))lsi= (E » w)m (14.3)
reA

Tdestuseks paneme tahele, et vorduse (14.3) viimast astet tuleb tdlgendada
k9 thesuguse teguri korrutisena (nii defineeritakse ju aste kommutatiivses ringis W).
Korraldame mingi Ukslihese vastavuse nende tegurite ja hulga S elementide vahel.

Sulgude avamisel korrutises (14.3) tuleb meil nutd mingi the lilkkme saamiseks
valida igast tegurist valja Uks liidetav tti(r), s.t. fikseerida Uks element r £ TI. Selline
valik on aga korraldatud Ukstihese vastavuse t6ttu samavéarne igale elemendile s£ S
mingi konkreetse r € Tl vastavusse seadmisega ehk niisuguse funktsiooni / €
fikseerimisega, mis selles punktis s omandab vaartuse f(s) = r.

Seega sulgude avamisel saadavaid liikmeid tuleb sama palju, kui leidub erinevaid
funktsioone / hulgas Tls, iga liige aga omandab kuju

M /() =w-

Vorduse (14.2) kohaselt selliste liilkmete niisugune summa aga ongi hulga Tis
loend ning valemi (14.3) vG@ib tdestatuks lugeda.
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Enamasti pole funktsioonide loendamisega seotud Ulesannetes vaatlusel kogu
hulk 725, vaid Uksnes selle teatav alamhulk, s.t. mingeid tdiendavaid tingimusi ra-
huldavate funktsioonide hulk. Demonstreerime selliste alamhulkade loendi leidmise
metoodikat Uhe Usna lihtsa, kuid jargnevas vajaliku erijuhu korral.

Olgu antud méaaramispiirkonna S tikeldus, s.t. S olgu jaolatud uUhisosata
alamhulkadeks (tikkideks) <Si,«S2, ee+,5* nii, et S = Sj US2U.. USk Vd&tame vaat-
lusele hulga 725 sellise alamhulga, millesse kuuluvad funktsioonid on igal alamhulgal
5, konstantsed, s.t. iga fikseeritud 1= 1,2,...,Aja mistahes elementide 3i,S2 £ S,
korral /(51) = /(52)- R6hutame, et niisuguse tuiiti konstantse funktsiooni vaartused
erinevatel alamhulkadel muidugi véivad (kuid ei tarvitse) erineda.

Neid funktsioone v@ib tblgendada kui liitfur.ktsioonisid f = ht, kus t seab
elemendile s £ S vastavusse seda elementi sisaldava alamhulga <§ indeksi 1 (seega alati
i € £<(»)) ja h on funktsioon hulgast K = {1,2,..., A} hulka 72, s. t. h £ TIK. Paneme
téhele, et t £ Ks on hulga S etteantud tikeldusega <Si,<32, m,Sk (heselt méaaratud
funktsioon. Seega voib vaadeldavate funktsioonide / hulga Uksihese vastavuse mottes
samastada funktsioonide h hulgaga 72 .

Teoreem 2. Funktsioonide hulga T loend avaldub kujul

q@>=IH><n)sL >

Tdestus on jélle taiesti vahetu: sulgude avamisel korrutises (14.4) tuleb mingi
the liikme saamiseks igast summast

2> (r)f'l

(s. t. iga i puhul) valida uks liidetav. Selline valik on aga samastatav Uhe konkreetse
funktsiooniga h £ 72¢5 sest me ju fikseerime iga « = 1,2,... ,A jaoks mingi r £ 72
Funktsiooni h fikseerimine annab meile arendise liikme

H M i))) ISIH M 2))) I5I]...(«/(MAN) |5l = M MM »}))'5,1-
i=l

Kui nuid tahistada / = ht, kus t on etteantud tikeldusega Sit <,...,<Si
méaratud funktsioon, siis

UM*)))BL= TN wht(3)) = M «(/(€))
»ES. *€5,

ja seega
K K

AUMO))EBL= T T Y/(«)) = M M%) = wih.
i=1

i=l *65,
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Et vBrduse (14.4) paremal pool olev korrutis avaldub niisuguse kujuga liikme-
te summana Ule kdikide funktsioonide h E (ehk nimetatud UksiUhese vastavuse
mdottes Ule kdikide / E TIK), siis olemegi vorduse (14.4) tdestanud:

ME w »H- E »b=ca)m

i=l reqa /€AK

Paneme tahele, et teoreem 1 kujutab endast lihtsat jareldust teoreemist 2.
Toepoolest, hulga TLS suvalist funktsiooni saab alati tdlgendada niisuguse tiikiti kons-
tantse funktsioonina, mis vastab maaramispiirkonna S lahutusele Uheelemendilisteks
alamhulkadeks S\, 52,...,St Sellisel juhul aga k = |5}, iga t korral |5] = 1ja
valemist (14.4) jareldub vahetult valem (14.3):

A5)=MEMO)I- (E “W)JA=(w)'5-
|'=1r64 rEH

Voétame niiud siiski vaatlusele kogu funktsioonide hulga T4 ning eeldame, et
selles on hulga 5 substitutsioonide teatava riihma Q abil eelmises jaotises kirjeldatud
viisil genereeritud ekvivalents: / ~ f parajasti sis, kui leidub g E Q nii, et / = f'g.
See ekvivalents méaérab hulga funktsioonide jaotumise ekvivalentsiklassideks / ja
jargnevas meid huvitabki just kdikide nende ekvivalentsiklasside hulk ehk hulga 125
faktorhulk T —{/}.

Faktorhulga T loendi leidmise eeskirja annab jargmine teoreem, mis on kogu
loendamisteoorias keskse tahtsusega.

Teoreem 3 (Polya teoreem). Hulgal Hs hulga 5 substitutsioonide rihma Q
abil genereeritud ekvivalentsiga maaratud faktorhulga loend avaldub kujul

(M = EnnZEno)3 ey

r€eq reqd

kus Pq(xi,*2)*3)-m) on rihma Q tsiklilisuse indikaator.

Toestus jaguneb loomulikul viisil kahte ossa, kusjuures esimese osa sisuks on
mingi fikseeritud kaaluga ekvivalentsiklasside arvu leidmine. Olgugi v funktsioonide
kaalu ks vdimalik véartus ning

V={f:fens, w(f) = v}

kdikide selle kaaluga funktsioonide hulk. Selleks, et leida ekvivalentsiklasside arvu
hulgas V (s.t. niisuguste ekvivalentsiklasside / arvu, mille korral w(f) = v) ei saa
vahetult kasutada valemit (13.2) - kdigepealt peame vaadeldava ekvivalentsi seostama
hulga V substitutsioonidega.



Kui mingi g 6 Q korral f = f'gt siis funktsioonide ekvivalentsi definitsiooni
kohaselt / —/' ning nende funktsioonide kaalud on vdrdsed. Jarelikult / G V korral
alati ka /* —fg~! G V, mis teisiti deldes tahendab, et suvalisele substitutsioonile
g G G vastab hulga V kujutus iseendasse:

««(f) = [FF 1 (145)

See kujutus ug osutub uUksiheseks, s.t. hulga V substitutsiooniks, sest iga g
korral eksisteerib ju poérdkujutus «9-i: kui ug(f) = fg~I = /', siis

«e-i(f) = f'9 = fg~1g = f

Eeskiri (14.5), mis seab rihma G elemendile g (hulga S substitutsioonile) vas-
tavusse hulga V substitutsiooni ug osutub homomorfismiks (vt. (13.1)), sest

*»LA(/) = N2w)-1=/fcV* =unU)9il = uft(M /)) = N i ttfaX/)-

Funktsioonide ekvivalents vahetult rihma G mottes langeb muidugi kokku selle
ekvivalentsiga, mille saab defineerida substitutsioonide ug kaudu. Td&epoolest, niisu-
guse g G G leidumine, mille korral ng(f) = /' tahendab ju sama, mis niisuguse g G G
leidumine, et / = f'g. Jarelikult saame ekvivalentsiklasside arvu Eq(V) leidmiseks
hulgas V nuud juba kasutada valemit (13.2), mis annab

AoM Ucl 'E * (%) (14.6)
2

kus stimboliga K\(g) on tahistatud niisuguste elementide / G V arv, mis fikseeritud g
korral rahuldavad seost fg-1 = / ehk fg = f.

Faktorhulga T otsitava loendi saamiseks tarvitseb niid ainult korrutada ekvi-
valentsiklasside leitud arv (14.6) hulga V funktsioonide Uhise kaaluga Vv ja summeerida
need korrutised lle v kdikide v8imalikkude véaartuste (tegelikult lle kdikide v G W,

sest kui mingi v ei esine Uhegi funktsiooni kaaluna, siis vastav V on tihi ja ekviva-
lentsiklasside arv muidugi null):

m =E w(?)=isrlE E fo) »m
/ « jec
Paneme siin téhele, et fikseeritud g G G korral
E*ifo)u= E M/).
f=fg

kus viimane summa vdetakse uUle kdigi niisuguste funktsioonide / € ft5, mis selle

g puhul rahuldavad tingimust / = fg. Seega summeerimise jarjekorra vahetamine
loendi 1(F) viimases avaldises annab

401 = BI-1E E ags- 14.7)
9€C/=/g
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Sisemise summa leidmiseks arvestame niiid, et g on hulga<S substitutsioon ja S
jaguneb selle fikseeritud g suhtes teatavasti Uhesel viisil tsikliteks. Tingimus / = fg
tahendab, et mistahes s £ S korral alati

1G) = /(*)) =109i)) = ...

s.t. / on substitutsiooni g igal tsuklil konstantne, sest s, g(s), g2(s), smskuuluvad ju
(11.1) kohaselt alati samasse tsiklisse. Samuti kehtib aga ka vastassuunaline seos:
suvaline funktsioon /, mis vaadeldava g igal tsiklil konstantseks osutub, rahuldab
tingimust f = fg, sest sja g(s) kuuluvad iga s korral samasse tsiklisse. Seega loendi
(14.7) sisemine summa
£ "</ (148>
f=f9
pole midagi muud, kui kdikide vaadeldava substitutsiooni g tsiiklitel konstantsete
funktsioonide hulga loend I({f = fg}).

Olgu vaadeldava substitutsiooni g tsiklid Si,Si,... ,St ning kasutame loendi
(14.8) leidmiseks valemit (14.4). Kui substitutsiooni g tsiklitiiip on (ki,k2,...), siis
see tdhendab, et arvude kg | K1.-.., K|hulgas esineb arv ks K\korda, arv kaks ki
korda jne. Seega valemi (14.4) vdib tegurite (ehk alamhulkade 5;) jarjekorra sobiva
muutmise teel esitada kujul

W = P=52mn =(53mo) I53M r))2
f=fg TEA reA
mis vOrdusesse (14.7) asendamisel annab
V) =isrlf (E «W)'AEN O )DL e
gee reft rev.

Kui siin iga 1= 1, 2, ... korral tahistada
X, =531N0)".
ros

siis definitsiooniga (11.3) vorreldes naeme,et |({f = fg}) naol on tegemist just rihma
Q tsiklilisuse indikeuatori Pq selle liikmega, mis vawtab konkreetsele substitutsioonile
g. See tdestabki teoreemi 3.

Paneme veel tahele, et triviaalsete kaalude juhul, kui igar € TZkorral vu(r) = 1,
annab viimane teoreem lihtsalt ekviralentsiklasside arvu:

EGIZS) = \ON“Pa{ \A\ 1*1, 1*1, .. o). (14.9)

Kui ruhmf? on ainult thiksubstitutsioonist <0 koosnev nn. Uhikrihm, siis
muidugi Pq = X\ ja teoreem 3 taandub teoreemiks 1
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Teoreemi 3 saab mitmel viisil Uldistada. Nimetame siin Uhe néitena vdimaliku
uldistuse, mis tekib funktsioonide ekvivalentsi teistsuguse, mdnevorra uldisema defi-
nitsiooni juhul.

Olgu peale hulga S substitutsioonide teatava rihma Q fikseeritud veel hulga 72
substitutsioonide teatav rihm 7t Funktsioone /1,/2 E loeme niiid ekvivalent-
seteks (ning kirjutame T\ ~ /2) parajasti siis, kui leiduvad g E Q ja h E 7i nii,
/1g = hf2, s t. igas£ S korral

hM %)) = M/2(*)) (14-10)

(paneme téhele, et funktsioonide ulalvaadeldud ekvivalentsi saame siit sellel juhul,
kui rihm 7i koosneb iksnes thiksubstitutsioonist).

Olgu nudd hulga 725 elementidele / omistatud kaalud tu(/) (ikka mingi in-
tegriteetkonna W elemendid) nii, et ekvivalentsete funktsioonide kaalud osutuvad
vordseteks. Siin on samuti tegemist Uldistusega, sest me ei piirdu enam reegliga
(14.1), mis seostas funktsiooni kaalu hulga 7Z elementide kaaludega. Veelgi enam,
hulgas 7Z ei tarvitse mingisuguseid kaalusid isegi Uldse defineeritud olla.

Ilma vastavat pdhjendust siinkohal esitamata (see langeb muide suurel mééaral
kokku teoreemi 3 tdestusega) nimetame, et ekvivalentsi (14.10) abil genereeritava
faktorhulga T loend avaldub kujul

= isi-‘iwi-1E E £ (). (k=%
hEH fg=hf
kus sisemine summa vdetakse lle kdikide niisuguste funktsioonide / E 7ZS, mis vaa-
deldavate g ja h korral rahuldavad tingimust fg = hf, s.t. igas punktis j E<S

f(g(s)) = h(f(s)).

Ekvivalentsiklasside arvu saamiseks valemist (14.11») tuleb funktsioonidele mui-
dugi omistada triviaalsed kaalud: iga/ E 7ZS korral w(f) = 1. Vastavate teisenduste
tulemusel selgub, et ekvivalentsiklasside arv avaldub nidd kujul

ERN(KS)= 16 rlI? 2 1£>C (*1,*2,...), (14.12)
hen
kus iga konkreetse h £7i korral tuleb rihma Q tsiklilisuse indikaatori Pqg(x 1,12, )
argumentide x, vaartused valida substitutsiooni h tsuklitutbi (&i, &2)...) jargi jarg-
mise reegli kohaselt (summeerimine toimub Ule 1 kdikide jagajate j):

=Y, ,Jki
>|*

Juhul kui 7i koosneb ainult Uhiksubstitutsioonist, on selle tsuklitiiip muidugi
(171), s't. R\= |2], & = /13 = ...=: 0. Seega iga * korral saame 1, = [7] ja valem
(14.12) muutub valemiks (14.9).
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15. Konkreetseid loendamisiilesandeid

Eelmise jaotise teoreemi 2 kasutamisvdimaluste illustreerimiseks vaatleme jérg-
mist lihtsat Ulesannet: selgitada, kui mitmel erineval viisil saab m Uhesugust objekti
jaotada viie erineva pesa vahel nii, et esimeses kahes pesas oleks mdlemas uhepalju
objekte ja kolmandas ning neljandas pesas samuti mélemas uhepalju objekte.

Voétame pdhihulgaks S = {1,2,3,4,5} pesade jarjekorranumbrite hulga. Meid

huvitavad sellel hulgal maaratud funktsioonid / vaartuste hulgaga 2= {0,1,..., m},
mis rahuldavad tingimusi

/(1) +/(2) +/(3) +/(4) +/(5) = m, (15.1)

/(1) = /(2), /1(3) = /(4). (15.2)

Kuigi meil funktsioonide suuremaid vaartusi kui m tarvis ei léhe, osutub ar-
vutuslikult mugavamaks voétta tlalnimetatud I6pliku TZ asemel vaatlusele kdikide na-
turaalarvude I6pmatu hulk Tl = N = {0,1,2,...} (pealegi peaks muidu iga erineva
m Kkorral kasutama erinevat hulka T2). Seame selle hulga TZ elementidele vastavusse
kaalud 1, X, x2,..., s.t. valime w(r) = xT. Siis vordus (15.1) tahendab, et meid
huvitavad vaid funktsioonid kaaluga m.

Vordusi (15.2) vdib télgendada kui selliste funktsioonide vaatlemisega piirdu-
mist, mis on hulkadel <8 = {1,2}, S2 = {3,4} ja S3 — {5} konstantsed. Nende
funktsioonide hulga loend | omandab aga valemi (14.4) pdhjal kuju

I —(12+x2 +X* + mm)2(1 +X + X2 + «m).

Pistitatud Ulesande kohaselt huvitab meid siin k&igi niisuguste funktsioonide
arv, mille kaal on xm. See arv pole aga midagi muud, kui xm kordaja saadud loendi
t reaksarenduses. Kui i esitada algmurdude summana kujul

L= (i - *2)-2( - x)-1 = Ar(l = 1)-1 +A(1 - x)~2+

+\(' - x)~-3+ +*) -1 +i(! +x)~2>
siis voime xm kordaja kohe valja kirjutada. Selleks tuleb

zn(m YK+ (-irn (-ir(m )=
= |75 3 +2(ra+ 1)(m +4) +(-1)m<(2m +5)).

Seega paarisarvulise m korral leidub |(m + 2)(m + 4) v8imalust ning paaritu
m korral £(m + I)(m + 3) vdimalust nende viie pesa taitmiseks néutud viisil.

87



Eelmise jaotise teoreemi 3 kasutamise naitena vaatleme kdigepealt jalle kuubi
tahkude varvimise llesannet. Meenutame, et siin loomulikku ekvivalentsi genereeriva
heksaeedri riithma Q tstklilisuse indikaator avaldub valemi (11-6) kohaselt kujul

Pg{xl, *2,¢¢¢,x6) = *5 + X + 6X]XA+6X1 + 8xXi

Kui tegemist on kahe varviga, s.t. 72 = {sinine, punane}, siis triviaalsete
kaalude u/(sinine) = w(punane) = 1 korral saame kdikide eristatavate varvimisviiside
arvu kohe valemist (14.9):

EG{ns) = " m2e+324+6+23+6+23+8 22) = 10,

mis muidugi on kooskélas Ulal vahetu loendamise teel saadud tulemusega.
Kui Ulesandeks on nende vérvimisviiside struktuuri ldhem selgitamine, siis pea-

me valima néiteks kaalud u/(sinine) = X, u/(punane) = y, millega saame eristatavate
varvimisviiside hulga loendi kujul

N o ((r+yf +I* Hy)A*2+y2)2
+6(X +Y)2(*4+yd) +6(X2 +y2)3+8(x3+y3)2) =
= 16 +Xx5y + 2i 4y2 + 2i 3y3 +2*2y4 + Xy5 + Y6.
Siit ndeme, et kuue, viie, Uhe ja mitte Uhegi sinise tahuga varvimisviise on
igalihte vaid Uks; nelja, kolme ja kahe sinise tahuga varvimisviise aga igalhte kaks
(nagu me varem ka vahetu loendamise teel leidsime).

Kui tegemist on kolme vérviga, s.t. 72 = {sinine, punane, kollane}, sus
eristatavate varvimisviiside arvuks saame valemi (14.9) kohaselt

EG(NS) = " +(36+334+6+33+6+33+832) = 57.

Nende vérvimisviiside struktuuri l&hemaks selgitamiseks tuleb jalle sobival viisil
valida hulga 72 elementide kaalud. Nii naiteks taieliku Ulevaate saamiseks kdikidest
ekvivalentsiklassidest vdib valida u;(sinine) = X, u/(punane) = y, LikoHane) = z,
mis annab eristatavate varvimisviiside hulga loendi kujul

LF) =" ((j +y+zf +3X+y+2z)2{x2+y2+22)2+
+6(i +y +2)2(x4 +y4+rd) +6(Xx2 +y2 +r2)3 + 8(x3+y3+r3)2).

Kui meid niidid huvitab néiteks niisuguste eristatavate varvimisviiside arv, mille
korral ks tahk on sinine, kaks tahku punased ja kolm tahku kollased, siis tarvitseb
vaid leida lilkkme Ty2*3 kordaja viimases polinoomis. IIma sulgusid téielikult avamata
leiame Usna véikese vaevaga, et see kordaja tuleb 3 (vaatlema peab vaid suluavaldise
kaht esimest liidetavat, kus meid huvitavateks kordajateks on vastavalt 60 ja 12).
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Kui meid aga huvitab Uksnes néiteks niisuguste eristatavate varvimisviiside
arv, mille korral tapselt kaks tahku on punased, siis osutub liialt tdéémahukaks leida
viimases polinoomis liikkmete x"y2, x"rfz, x2y2z2, xy2z3 ja y2z4 kordajate summa.
Hoopis kergem on valida hulga TZ elementidele kaalud w(sinine) = w(kollane) = 1,
w(punane) = x ja leida loendis

WP =n (K +26+3(1+)2(*2+2)2+
+6(X +2)2(x4 +2) +6(x2 +2)3 +8(x3 +2)2)

lihtsalt liikme x2 kordaja (selleks tuleb 16).

Teise nditena eelmise jaotise teoreemi 3 kasutamisvdimaluste kohta vdtame
vaatlusele trips-traps-trulli méngu ja pitame méaérata selles mangus esineda voivate
sisuliselt erinevate seisude arvu. Hulgaks S on nuitd loomulik vdtta 3 x 3 ruudus-
tiku lahtrite hulk, rihmaks Q ruudu pdérete ja peegelduste rihm, mille tsiklilisuse
indikaator valemi (11.5) kohaselt avaldub kujul

PO(X1,X2,..., Xg) = X? +4x"2 +*1*2 +

ning hulgaks TZ naiteks hulk {u, * , O }e

Ekvivalentsiklasside koguarv meid antud juhul ei huvita (kuigi pole raske leida,
et see arv tuleb 2862), sest nende hulgas on palju mangu seisukohalt ebahuvitavaid,
naiteks ei saa méngulaud olla téidetud ainult ristidega. Huvi pakuvad vaid niisugused
seisud (s. t. funktsioonid hulgast T4), kus kas ristid ja s66rid esinevad vordsel arvul
vOi riste on Uhe vorra rohkem kui s6dre. Esimene juht vastab seisudele, kus kaigul
on ristimangija, teine seisudele, kus k&igul on s6drimangija. Tosi kill, nimetatud
seisude hulka tulevad ka mdned sellised, kus naiteks mélemad maéangijad on véitnud,
kuid lihtsuse huvides ei hakka me neid siin vélja eraldama.

Meid huvitavate seisude struktuuri tdttu on otstarbekohane valida hulga T2
elementide kaalud nii, et ristid ja sddrid paarikaupa “taanduksid”. Lihtsaim v&imalus
selleks on valida kaalud nditeks jargmiselt: tw(u) = 1, t/(X) = xja uw/(0O) = I/x
(kaalude integriteetkonna W moodustavad sel juhuf funktsioonid

00

»=—00

kus kordajad a, on tdisarvulised). Seisude ekvivalentsiklasside hulga loend omandab
niisuguste kaalude korral kuju
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Pustitatud Ulesande kohaselt pole meil vaja neid sulgusid téielikult avada.
Jatkub vaid vabaliikme ning esimese astme liikme kordaja leidmisest. Suhteliselt
lihtsate arvutuste tulemusel saame nendeks vastavalt 438 ja 412. Naiteks vabaliikme
leidmine voib toimuda jargmiselt:

17/ 9 9 9 9 9 N\
8'y\9IOIO + 7N +512120 + 333+ [1414]i +

| .
(labor 130 W %0 AY 4
/4 4 4 N\, / 2 2
+ V400 +2111 1 +02021/ +2 V200 +~0 11!

Seega leidub 438 niisugust sisuliselt erinevat seisu, kus kaigul on ristirnangija
ning 412 niisugust sisuliselt erinevat seisu, kus kaigul on sddriméngija voi kus kogu
ruudustik osutub téidetuks.

Veel Uhe nditena eelmise jaotise teoreemi 3 kasutamise kohta vaatleme nn.
tsukliliste permutatsioonide moodustamist. Tapsemalt, pdhihulga n-elemendilisi jar-
jestatud alamhulki nimetatakse tsiiklilisteks n-permutatsioonideks siis, kui samasta-
takse Uksteisest tsuklilise nihkega saadavad permutatsioonid ehk sGned

ai<i;mm,,, oro3. .ami, ..., a,aia2e m, i

(jarjestatud hulkade sellise tsiklilise samastamisega oli meil tegemist ka juba néiteks
substitutsioonitsiiklite vaatlemisel).

Koosnegu podhihulk m erinevast elemendist, neist igatks suvalises arvus ek-
semplarides (ehk teisiti deldes: pdhihulgaks on multihulk m-elemendilise baasiga ja
nditeks spetsifikatsiooniga (n, n,... ,n)). Tsukliliste n-permutatsioonide moodusta-
misega niisuguse pdhihulga korral puutume kokku nditeks juhtudel, kui Glesandeks
on selgitada, kui palju leidub vdimalusi kas n tooli paigutamiseks Umber Ummarguse
laua, kusjuures kasutada saab m erinevat liiki toole, vdi siis n-helmelise kaelakee
moodustamiseks m erinevat liiki helmestest.

Vaadeldava p6hihulga tavaliste n-permutatsioonide hulka v6ib teatavasti tdlgen-
dada kui funktsioonide hulka Ils, kus S = {1,2,...,n} ja 72 = {ri, 2,..., rm}
Tsikliliste n—-permutatsioonide hulga saame aga siis, kui selles hulgas 725 genereerime
ekvivalentsi hulga <S nihkeriihmaga Q.

Kui hulga 72 elementidele omistada kaalud y\y?,..., ym(s. t. validaigaj korral

WUrj) = yj)l sus tsuklilisuse indikaatorist (11.4) saame tsukliliste n—permutatsioonide
hulga T loendi teoreemi 3 kohaselt kujul

NE52 «» (A +Y2+me+VM) 'm (15.3)
iln



Kui meid huvitab vaid tsikliliste ra-permutatsioonide arv T(m,n), siis selle
leiame valemist (15.3) valides iga i puhul yt = I

r(r,n) =- "~ (iym—. (154)
n IIIn

Nii nditeks kuue tooli paigutamiseks Umber laua leidub kahe tooliliigi (itleme
siniste ja punaste) olemasolu korral valemi (15.4) kohaselt

T{2,6) = 1 (y>(l) «26+ ¢ ) =23+ *>(3) 2+ V(6) «21) = 14
eristatavat vdimalust. Nende vdimaluste tapsemaks iseloomustamiseks vdime valida

hulga TZ = {s, p} elementide kaaludeks vastavalt w(s) = x ja ty(p) = y, millega
saame paigutamisvdimaluste hulga loendi kujul

t{F) = g ' ((* +I)6+ (X2+y2)3+2(x3+Yy3)2+ 2(x6+Yy6)) =

= X6 + X1y + 3x4y2 + 4x3y3 + 3x2y4 + xXy5 + y6.

Siit ndeme, et leidub néiteks kokku neli paigutamisv@imalust, mille korral nii
siniseid kui ka punaseid toole kasutatakse mélemaid kolm tikki. Need neli vBimalust
saab esitada jargmiste sonede kujul:

sssppp, sspspp, ssppsp, spspsp.

Kui laua Umber mahub tapselt 11 tooli, siis nendesama kahe tooliliigi korral
leiame valemist (15.4) paigutamisvdimaluste arvu

T, W) = ~  (v>(l) *2U + »>(11) ®1) = 188
ja valemist (15.3) vastava faktorhulga loendi kujul
t{T) = +y)11 + 10 «(x1 + y11)) = x s + Xx10 + 5x92 + 15*8y3+
+ 30X 74 + 42X6y5 + 42x5y6 + 30x4y7 + 15x3y8 + 5x2y9 + xy10+ y11

Sellest homogeensest poliinoomist (mille kordajate summa on muidugi 188)
ndeme, et néiteks kolme sinise ja kaheksa punase tooli paigutamiseks on olemas viis-
teist vdimalust, mida saab esitada jargmiste s6nedena:

SSSPPPPPPPP,  SSPSPPPPPPP,  SSPPSPPPPPP,  SSPPPSPPPPP,  SSPPPPSPPPP,
SSPPPPPSPPP,  SSPPPPPPSPP,  SSPPPPPPPSP,  SPSPSPPPPPP,  SPSPPSPPPPP.

SPSPPPSPPPP,  SPSPPPPSPPP, SPSPPPPPSPP. SPPSPPSPPPP. SPPSPPPSpPPP.

a1
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Vorede kombinatoorika

16. Jarjestatud hulgad ja nende tukeldused

Binaarne seos ehk relatsioon p = p(X,Y) antud hulkade X ja ¥ elementide
vahel tdhendab teatavasti nende hulkade otsekorrutise alamhulka: p C X x ¥ (eriju-
hul X = ¥ réadgitakse relatsioonist hulgal X). Kuuluvust (Xx,y) £ p téhistatakse
sageli ka kujul xpy. Naiteks relatsioon p = {(x,y) £ K2: x2+y2 ~ 25} mé&arab
juhul X =¥ = Kringi raadiusega 5 ja keskpunktiga nullpunktis. Ka v6ib funktsiooni
/ : X -my tdlgendada relatsioonina pf = {(X,y) 6 X x¥ : f(xX) = y}.

Kaht liiki relatsioonid leiavad matemaatikas eriti tihti kasutamist. Nendeks
on ekvivalents (refleksiivne, simmeetriline ja transitiivne relatsioon) ning jéarjestus
(refleksiivne, antisimmeetriline ja transitiivne relatsioon). Jargnevas kasitluses ongi
Uiheks pohiliseks mdisteks hulk koos sellel fikseeritud jérjestusrelatsiooniga.

Definitsioon. Oeldakse, et hulk X on jarjestatud hulk (ehk lihidalt o-hulk),
kui temal on fikseeritud mingi relatsioon p, mis rahuldab ndudeid

01. iga x £ X korral xpx, (refleksiivsus)
02. kui xpy ja ypx, siisx =y, (antisimmeetria)
03. kui xpy ja ypz, siis xpz. (transitiivsus)

Margime lahkuminekut tsna levinud terminoloogiast, kus relatsiooni p omadus-
tega 01 - 03 nimetatakse osaliseks jarjestuseks. Kéesolevas kasitluses on loobutud
téiendsdnast "osaline” ja lisatakse tdiendsdnu teistel vajalikel juhtudel (naiteks li-
neaarne jarjestus jms.). Kui meid thel ja samal hulgal X korraga huvitavad kaks
jarjestust p ja a, siis tdhistame vastavaid o-hulki (X\p) ja (X, a). Kui hulgal X vaa-
deldakse vaid Uht jarjestust, siis tahistatakse seda tavaliselt sumboliga * ja kirjutist
X ™y loetakse "x on vaiksem-vordne kui y” ehk “x eelneb y-le”. Sedasama tdhendab
kay " X, mida loetakse “y on suurem-v@rdne kui x” ehk “y jargneb x-le”. Kui x * y
ja x ¢y, siis kirjutatakse x < y ning loetakse “x eelneb rangelt y-le”.

Oeldakse, et element y katab elementi x, kui element x rangelt eelneb elemen-
diley (s.t. x < y) ja ei leidu elementi z £ X nii, et X < z < y. See mdiste
vBimaldab 18pliku o-hulgaga X siduda tema diagrammi. orienteeritud graafi G(X),
mille tippudeks on hulga X elemendid ja servadeks kdik need jarjestatud paarid (X, y),
kus y katab elementi x. Joonisel tahistatakse G(X) tippe véikeste ringikestega ning
X <y korral asetatakse elementi y esindav ringikene elementi x esindavast ringikesest
kdrgemale. Jargnevalt on toodud mdned o-hulkade tliupilised néited.

(1) Taisarvude hulk Z oma tavalise jarjestusega: x > y tdhendab x - y £ N.

(2) Naturaalarvude hulk N ning selle I6plik alamhulk I"n = {1,2,..., n} nende
tavalise jarjestusega on samuti o-hulkade néideteks.
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(3) Naturaalarvude hulk NN\{O} osutub ohulgaks ka jaguvuse kaudu antud
jarjestuse korral: m ~ n tdhendab, et arv m on arvu n jagaja (tdhistus m |n).

(4) Olgu Vn naturaalarvu n kdikide jagajate hulk. Kui jéarjestus hulgal Vn
defineerida nagu eelmises néites, siis saame 16pliku o-hulga.

(5) Hulga 71 kéikide alamhulkade hulk L W) osutub o-hulgaks, kui temas de-
fineerida M < N téhenduses M C A. Siumboliga 93/(7") téhistame selle o-hulga
niisugust alamhulka, mille moodustavad hulga 7i kdik 18plikud alamhulgad.

(6) Rihma Q koigi alamriihmade hulk, milles jarjestus on antud alamrihmade
kui hulga Q alamhulkade sisalduvusseose C kaudu on samuti o-hulk.

(7) Vektorruumi V(K) koikide alamruumide hulk osutub o-hulgaks, kui jarjestus
anda seose C kaudu. Kui ruum on I8plikumddtmeline ja pdhikorpuseks 18plik korpus
F(pm), siis vastav vektorruum Wn(F(pro)) annab I6pliku o-hulga 23, = 'U,,(pm).

(8) Hulga <S kdikv6imalikkude ekvivalentside hulka t£(<S) saab vaadelda o-hul-
gana, sest 6(<S) C ®(<S x < tdttu indutseerib néites (5) kasutatud jarjestus hulgal
®(<S x<S) jarjestuse ka hulgal <§<S: T~ o tdhendab, et TC <; s. t. kui atb, siis aab.
Juhul K9 = n saame siin 18pliku o-hulga £,,.

(9) Olgu jr: n = pi + +pt ja a : n = 5i H— + sj naturaalarvu n suvalised
lahutused naturaalarvuliste liidetavate p, ja s; summaks. Loeme r ~ a siis, kui lahu-
tuse a saab lahutusest x selle liidetavate thendamise (ja v8imaliku Umberjarjestamise)
tulemusel; nduded 01 - 03 on taidetud ning tekib I6plik o-hulk Vn.

(10) Suvalise hulga X ja o-hulga Y vaheliste funktsioonide f =X Y hulgay*
saab muuta o-hulgaks, lugedes / ~ g siis, kui hulgas ¥ igax £ X korral f(x) * g(xX)-

Toome ara monede asjavaadeldud o-hulkade diagrammid (ringikestest paremale
on kirjutatud hulga X elemendid, mida need ringikesed esindavad):

1n £448 »(1,3)
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Jarjestatud hulgas Q& 1,3) on elemendid Oja {1, 2,3} vastavalt v&him ja suurim.
igajM £ 93(13)korral 0~ M ~ {1,23}. Uldiselt nimetataksegi o-hulga X elementi
0 vahimaks elemendiks siis, kui iga x £ X korral 0 A~ x. Vahimat elementi katvaid
elemente nimetatakse aatomeiks. Elementi 1 £ X nimetatakse o-hulga X suurimaks
elemendiks siis, kui iga x £ X korral x ~ 1. Ule iihe vdhima elemendi ning iile iihe
suurima elemendi o-hulgas leiduda ei saa. Selliseid tokkeid ei tarvitse aga o-hulgal
alati olla - naites (1) vaadeldud o-hulgas pole olemas ei suurimat ega ka véhimat
elementi. Isegi I6plikel o-hulkadel ei pruugi tokkeid olla: o-hulgas ©( 1,3 )N\O puudub
vahim element ning o-hulgas 1,3)\{1,2,3} suurim element.

Oeldakse, et element m on minimaalne hulgas X, kui see hulk ei sisalda elemen-
dile m rangelt eelnevaid elemente. Element M on maksimaalne hulgas X, kui selles
hulgas pole elemendile M rangelt jargnevaid elemente. limselt iga I6plik o-hulk si-
saldab nii minimaalse kui ka maksimaalse elemendi, kuid juba I&plikkudel o-hulkadel
voib olla mitu minimaalset elementi (néditeks elemendid {1}, {2} ja {3} o-hulgas
05(1,3)\0) ja analoogiliselt ka mitu maksimaalset elementi.

Paneme téhele, et o-hulga X iga alamhulk Ji on sama jarjestuse suhtes samuti
o-hulk. Kui elemendid a, 6 £ X on fikseeritud, kusjuures a ~ b, siis alamhulka
[abl = {x £ X :a ™ x ™ b} nimetatakse 18iguks o-hulgas X. Jarjestatud hulki,
mille kdik 16igud on 18plikud, nimetatakse lokaalselt 16plikeks o-hulkadeks. Sellised
on muidugi k&ik 18plikud o-hulgad, aga ka néiteis (1) - (3) vaadeldud o-hulgad ja
samuti o-hulgad ®i(W).

Alamhulka X nimetatakse o-hulga X ideaaliks, kui igay £ X korral sellest, et
X £ Xjay” xjareldub y £ X. Ideaali X nimetatakse peaideaaliks, kui leidub selline
af X,etX={x£ X :x" a].

Kui alamhulgas A C X iga kaks elementi X, y £ M osutuvad vorreldavaiks (s. t.
alati kas x < y v0i y M Xx), siis sellist alamhulka A nimetatakse ahelaks o-hulgas X,
erijuhul A = X koéneldakse aga lineaarselt jarjestatud hulgast X. Ahela iga alamhulk
on samuti ahel. Ldpliku ahela A C X pikkuseks 1(A) loetakse arvu n-1, kus n = ]
ja o-hulga X pikkuseks I(X) on ulemraja

sup 1(A),

Ae'2i
kus siimboliga & oleme téhistanud o-hulga X kdikide ahelate hulga. Kui I(X) on
naturaalarv, siis réagitakse 16pliku pikkusega hulgast X. Kui o-hulgas X leidub fik-
seeritud elemendipaari a < b korral ahel a = x0< *i < me < xm = b, siis radgitakse
ahelast a ja 6 vahel. Kui seejuures iga element x, katab elementi x,_b siis vastavat
ahelat nimetatakse tihedaks ahelaks.

Jérjestatud hulga (X\p) elemente X ja y nimetatakse vdrreldamatuteks (ning

téhistatakse i "y v 0 i i x ) siis, kui (x,y) €pja (y,x) $ p. Kui mingis alamhulgas
N1 C X iga kaks elementi on vdrreldamatud, siis A on o-hulga (X\p) antiahel.
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Olgu o-hulga X vahim element O. Elemendi x £ X kdrguseks h(x) nimetatakse
0Oja x vahel leiduvate ahelate pikkuste llemraja. On selge, et h(x) = 1 leiab aset
parajasti siis, kui x on aatom Kui o-hulgal X on suurim element 1, siis /(1) = I(X).

Funktsioon g : X —a gradueerib o-hulga X, kui ta rahuldab tingimusi:

Ql. kui x >y, siis g(x) > g(y),

Q2. kui x katab elementi y, siis g(x) = g(y) +1

Oeldakse, et o-hulk rahuldab Jordan-Dedekindi tingimust ehk on JD-hulk siis,
kui kdik tihedad ahelad iga antud elemendipaari vahel on alati he ja sama I6pliku
pikkusega. Markame, et ohulk X, mille kdik ahelad on I&plikud ja milles leidub
vahim element O osutub JD-hulgaks parajasti siis, kui kérgusfunktsioon h : X —b
teda gradueerib. To6epoolest, kui kdrgus h gradueerib hulga X, siis on iga paari X < y
korral kdik tihedad ahelad x ja y vahel pikkusega h(y) —h(x). Kui aga X on JD-hulk,
siis iga tiheda ahela pikkus Ojas vahel tuleb h(x), s.t. funktsiooni h : X —7_Kkorral
on taidetud omadus Q2. Omaduse Q| téidetus tuleneb definitsioonist.

Edasises on vajalikud veel jargmised kolm konstruktsiooni.

lga o-hulka (X, p) saadab nn. duaalne o-hulk (X*\.a), kus X* 0htib hulgaga X,
kuid jérjestus xoy defineeritakse tdhenduses ypx.

Antud ohulkade (X\p) ja (3A0) korrutiseks X x¥ nimetatakse kdikvdimalike
jarjestatud paaride (x,y) o-hulka, kus x £ X, y £ ¥, aga jarjestus (X, y)r(x‘,y")
téhendab, et xpx' ja yoy'. Analoogiliselt saab mistahes 18pliku hulga T korral defi-
neerida ka o-hulkade X, korrutise, kus r£ X

Antud o-hulkade (X\.p) ja (3%a) summaks X+Y nimetatakse disjunktset Uhen-
dit 1'1)™ (kui X M\Y ¢ O, siis vBetakse o-hulkade JT ja ¥ disjunktsed koopiad), milles
jarjestus T defineeritakse reegliga: xxy tédhendab, et kas {x, y} C X ja xpy kehtib o-
hulgas X voi {x, t/} C 3‘ja xoy kehtib o-hulgas y. Kui (ks elementidest X, y kuulub
hulka X ja teine hulka 3A siis loetakse need kaks elementi vorreldamatuteks.

Vaatleme niilid o-hulga (X,p) jarjestust sdilitavaid ehk isotoonseid kujutusi o-
hulka (¥,cr), s.t. kujutusi / : X — ¥, milles xpx' korral ka f(x)of(x"). K®&igi
niisuguste nn. o-homomorfismide hulk 7i°(X,y) on samuti vaadeldav o-hulgana (vt.
naide (10)) Oeldakse, et o-hulgad X ja Y on isomorfsed, kui leidub jarjestust sailitav
bijektiivne kujutus X —¥Y, mille péérdkujutus on ka jarjestust séilitav. Kui X ja
on isomorfsed, siis 0eldakse, et X ja 3' on antiisomorfsed. Kui o-hulk X on isomorfne
o-hulgaga X*, siis nimetatakse o-hulka X eneseduaalseks. Edasises kasutame elemendi
X kujutise tahistusega /(x) vordvéarselt ka téhistust xJ1

Sulundioperaatoriks (v8i ka sulundioperatsiooniks) o-huigal X nimetatakse ku-
lutust A : X —X, millel on jargmised kolm omadust:

Gl. iga x £ X korral (xA)A = XA,

G2, igax £ X korral x XA,

G3. kui x 'y, siis xn ™ yA.



Elemente x £ X omadusega x = x” nimetatakse /*-kinnisteks. Alamhulga
H C X [O-subnd Hn defineeritakse kui tema kujutis: 4* = {*/I; * € ft} Kui
kogu arutluses on juttu Uhest ja samast sulundioperaatorist [ o-hulgal ".jaiis v6ib
A -sulundit nimetada lihtsalt sulundiks ja tdhistada HA asemel simboliga H. Muu-
hulgas on sobiv Uheelemendilist hulka {1} téhistada lihtsalt x ja tema sulundit x.

Hulga tiikelduseks nimetatakse tema esitust paarikaupa thisosata alamhulkade
(tukkide ehk komponentide) tUhendina. K&esolevas jaotises huvitavad meid Uksnes
o-hulga ahelaikstiikeldused. Triviaalne vbimalus selliseks tiikelduseks on alati olemas,
kui votta kdi-k tikid theelemendilisteks. Milline on aga ahelate minimaalne véimalik
arv sellisel tukeldusel? Kerge on mdista, et see arv ei saa olla vaiksem elementide
arvust vaadeldava o-hulga ukskdik millises antiahelas. Elementide maksimaalarvu
o-hulga X antiahelas nimetatakse o-hulga laiuseks ja téhistatakse w(X).

Teoreem 1 (Dilworthi teoreem). Tukkide minimaalne vdimalik arv 16pliku
o-hulga ahelaikstukeldusel vérdub selle o-hulga laiusega.

Toestus toimub induktsiooniga o-hulga X elementide arvu jargi. Juht jAl = 1
on triviaalne. Olgu X suvaline o-hulk laiusega n. Oletame teoreemi kehtivust kdigis
o-hulkades ¥, kus Pl < W\ Et hulga X ahelaikstiikeldused alla n tukiga pole
voimalikud, siis tuleb naidata n-tikilise ahelaikstiikelduse véimalikkus. Konstrueeri-
me selle eraldi (kdiki v8imalusi ammendavatel) juhtudel a) ja R):

a) leidub n-elemendiline antiahel /1 C X, mis ei sisalda ei hulga X k&iki mini-
maalseid ega ka koiki tema maksimaalseid elemente,

) iga n-elemendiline antiahel kas sisaldab o-hulga X ko6ik maksimaalsed ele-
mendid (ehk hulga XTnx) voi kdik minimaalsed elemendid (ehk hulga JTrwy).

Juhul a) defineerime hulgad

A+={X£ X :3«£ AX " u} ja A~ ={y£ X :3vE A,y " v}

Osutub, et A+TMA~ = A ja A+UA~ = X. Toepoolest, definitsioonidest
nédhtuvad A C A+ A~ ja  A+UA~ C X. Kui seejuures eksisteeriks element
X £ A+TTA~ nii, et x g A, siis leiduksid £ AjavE A nii, etm<x <vehk n<y,
kuigi A iga kaks elementi peaksid olema vdérreldamatud. Tingimust x g A+ U A~
rahuldava elemendi x £ X olemasolu korral oleks see element vdrreldamatu A kdigi
elementidega. Seega {*} UA oleks antiahel, mis réégib vastu A maksimaalsusele.

Et A+ & X ¢ A~ (jareldub tingimusest a)) ja w(A+) = n = w(/J_) (konst-
ruktsiooni pd&hjal), siis tuleneb indukstiooni oletusest, et leiduvael tiukeldused

A+=BxU...UBn ja A~-=CiU...UC,
kusjuures koigis ahelais B, ja Cj vdib sisadduda
(ja ka peab sisalduma) tapselt (ks element an-
tiahelast A. Seetdttu vBime lugeda, et antiahela
A = (ui, n2,..., «,} elemendid on nummerdatud
kooskdlas nende kuuluvusega ahelaisse B, ja ahe-
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lad Cy nummerdame vajaduse korral Umber kooskélas elementide uy kuuluvusega
neisse. Nii saavutame, et tikid B3, ja C, sisaldavad Uht ja sedasama elementi u, £ A.

Vaatleme niiid hulkasid BNUC],..., ,, UC,, ja nditame, et kdik need hulgad on
ahelad, s.t. iga kaks elementi x ja y hulgast 3, UC, on virreldavad. To6epoolest, et
B, ja Ci on ahelad, siis vime vaadelda vaid juhtu x £ B, jay £ Cj, mis aga Bi C A+,
Ci C A~ ning (B, UCi) MA = {tti} téttu annab x ~ «xm”" vy, s.t. x ~ y. Hulgad
Bi UC, katavad kogu X, sest * = J1+ UA~ = flj, B.) U((Q, Ci) = U,(®. UCi). Need
hulgad 3, UCi on veel paarikaupa Uhisosata, milles veendumiseks tuleb vdrduse

(B, UCi)MN @By UCy) = (B, nB,)U (C, MCy) U(Bi NCj) U (Ry flCi)
t6ttu vaid naidata, et » @ j korral BtMCy = 0. See aga on tGepoolest nii, sest vorduse
Binej C .AH10- = A tdttu B,nCy C B.ru = {tti} jasamuti 3,DCy C Al'lCy = {uy}.

Kokkuvéttes on X = B\UCIi) U... U(R,, UC,,) seega soovitud tikeldus.

Juhul B) vaatleme suvalist n-elemendilist antiahelat A, mille korral néaiteks
<mex C A (juhul Xm™ C A on arutlused analoogilised). Fikseerides mingi elemendi
b € Xnilx vaatleme o-hulka Xi = {x £ X : x * 6} ja selles suvalist minimaalset
elementi a. Siisa < bningilmselta £ X ~. Tahistame V\= {a,b} ningyY = X \W\
kusjuures ¥ C X téttu muidugi W(Y) < w(X). Et oletus w(y) = n viiks X jaoks
siin vBimatu juhu a) juurde, siis peab kehtima «/(¥) < n —1 Seejuures sisaldab
antiahel A MY tépselt n —1 elementi, mistdttu ¥ tdiuseks on n - 1. Induktsiooni
oletuse kohaselt leidub o-hulga ¥ ahelaikstikeldus ¥ = V? U ... UVn. Siis aga
X =T UT2U... UVn on o-hulga X soovitud tikeldus.

Hoopis lihtsam on veenduda, et kehtib Dilworthi teoreemiga duaalne vaide.

Teoreem 2 (Mirsky teoreem). Kui I8plikus o-hulgas puuduvad (n + I)-elemen-
dilised ahelad, siis see o-hulk on tiikeldatav n antiahelaks.

Tdestuse saame induktsiooniga n jargi. Téahistame teoreemi vaidet P(n).
Viite P (1) kehtivus on ilmne. Oletame vaidete P(2),..., P(n—1) kehtivust ning olgu
X selline o-hulk, milles puuduvad (n + I)-elemendilised ahelad. K&igi maksimaalsete
elementide alamhulk XTrn on ilmselt antiahel. Vaatleme o-hulka ¥ = X\X/vx ning
oletame, et ta sisaldab ahela X] < x? < — < x,,. Vastavalt teoreemi tingimusele on
see ahel maksimaalne o-hulgas X. Sellest jarelduv x,, £ XntlX on aga vastuolus tin-
gimusega Y M miX = 4~ Seega pole hulgas ¥ n-elemendilisi ahelaid ja induktsiooni
oletusest tuleneb, et ¥ tiukeldub n —1 antiahelaks. See tiikeldus koos antiahelaga
X1Tx annab hulga X soovitud tikelduse ning véide P(n) on tdestatud.

Iga relatsiooni p C X x ¥ korral méarab mistahes element x £ X hulga ¥
alamhulga p(x) = {y £ ¥ : (X, y) £ p}, mida nimetatakse elemendi x p-naabruseis.
Hulga p(x) elemente nimetatakse sealjuures elemendi x p-naabriteks. Uldisemalt vaib
raakida ka alamhulga Ti C X “naabrusest

p(to — U

rgw
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Oeldakse, et relatsioon p on separaabel, kui leidub alamrelatsioon p C P nn, et
hulga X igal elemendil on tapselt iiks *-naaber ja X erinevail elementidel pole Uhiseid
//-naabreid (iga sellist relatsiooni p, nimetatakse kooskdlaks p suhtes).

Teoreem 3 (P. Halli teoreem). Loplike Uhisosata hulkade X ja, ¥ korral on
relatsioon p C X x Y separaabel parajasti siis, kui hulga X iga alamhulga Ti korral
on taidetud tingimus |p(Ti) ™M

Tdestus. Teoreemis toodud tingimuse tarvilikkus on ilmne, sest kui p on se-
paraabel, siis leidub relatsioon p nii, et iga alamhulga 'H C X korral

WHN> W)\ = u N [=y.u¥)]| = m-
*€W XE<

Piisavuse téestamiseks markame, et hulka Z = X UY vdib vaadelda o-hulgana,
lugedes temas iga z £ Z korral z ~ z ning y < X siis, kui element y £ ¥ osutub
elemendi X £ X p-naabriks. Seejuures on antiahela ¥ elementide arv o-hulga Z
laiuseks. Toepoolest, kui leidub antiahel A C Z nii, et |4] > |Y], siis p(A M X) C
C M\({1 nY), ses*vastasel korral sisaldaks antiahel A (seose * suhtes) vorreldavaid
elemente. Sellest tuleneb |p(1 M X\ < [|3/71(J1 N })]. Samal ajal aga vdrdusest
O=("0")n (~N > ) jareldub vahetult ka vorratus JA]l A |4 N X\+ |4 /71 >"] ning
MM\ > WAttt IYNA TTY ) = NN- MM < W- N +NATMTXN < [ATTXN\
Kokkuvdttes naeme, et [p(*4N7M) | < NANX\ mis on vastuolus teoreemi tingimusega.

Teoreemi 1 p6hjal saab o-hulga Z tikeldada kdige vahem |¥] ahelaks. lgaiihes
neist peab sisalduma tépselt ks element antiahelast y. Samal ajal ka hulga X iga
element asub Uhes neist |¥] ahelast, kusjuures vastavad ahelad peavad siis olema
kaheelemendilised - tulenevalt seose ~ definitsioonist ja faktist, et ¥ on antiahel.
Need kahelelemendilised ahelad kdigi X £ X jaoks koos méaravadki relatsiooni p C P

Olgu antud hulga Ti alamhulkade mingi multihulk 9 = {Tij j &J}. Alam-
hulka T C N nimetatakse multihulga 9) transversaaliks. kui eksisteerib bijektsioon
p:T —J nii,etigatf T korral t£ Tiy

Transversaali mdiste vdimaldab anda teoreemile 3 jargmise sfnastuse.

Teoreem 3'. Lopliku hulga Ti alamhulkade multihulgal f) = {Ti, : j £ J]
leidub transversaal parajasti siis, kui suvalise alamhulga ACC J korral kehtib tingimus

1 U N> >N
jeic
Toepoolest, f) = {Ti, : ] £ J) maarab relatsiooni pC J x Ti, kus (j,X) £ p
tahendab x £ Tij. Sealjuures p(j) = Tij ja iga K C J korral p(AC) = U,%kl)
Relatsioon p on separaabel, sest multihulga S transversaali T maarava bijektsiooni
p graafik hulgas J x H osutub kooskélaks p suhtes. Ka vastupidi, iga relatsioon
p C J x Ti maarab hulga Ti alamhulkade multihulga f), kus Ti, = p(j)yj £ J

Seejuures kooskdla rnaarava relatsiooni p projektsioon hulgale Ti annab multihulga
fi transversaali.
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17. Vored

Vore mﬁist]é toodi matemaatikasse kill juba R. Dedekindi poolt méddunud sa-
jandi 18pul, kuid pikka aega tdlgendati seda Uksnes néitena aksiomaatilisest l1&henemi-
sest. Mdiste rakenduslik vaartus hakkas tdie selgusega ilmnema alles kéesoleva sajan-
di 30. aastail (K. Menger, G. Birkhoff). Kombinatoorika paljude teooriate aluseks
kujunesid vored paaril viimasel aastakiimnel (G.-C. Rota ja tema koolkond).

Kéaesolevas jaotises defineeritakse vore kdigepealt kui teatava tdiendava oma-
dusega ohulk, kuid seejérel naidatakse ka v6imalus vore vaatlemiseks kahe operat-
siooniga algebralise struktuurina. Kombinatoorikas leiavad nimelt olulist kasutamist
mdlemad lahenemisviisid, kuigi nditeks mitmesuguste arvude slistematiseerimisel osu-
tub piisavaks ainult esimene neist.

Alustame jargmisest téhelepanekust. Naturaalarvude m ja rasuurim thistegur
s = SUT(m,n) defineeritakse teatavasti kui naturaalarv s omadustega: j Im, j |n
ning kui leidub k £ N nii, et k |m ja K |n, siis ka K Ne.

Analoogiliselt defineeritakse arvude m ja n vadhim thiskordne v = VUK(m,n)
kui naturaalarv v omadustega: m |v, n |v ning kui leidub i £ N nii, et m |K ja
n 1k, siis kav |k Aritmeetikas tdestatakse, et naturaalarvude iga paari m,n korral
leidub nii nende suurim Uhistegur kui ka véhim dhiskordne.

Hulka N\{0} vdib teatavasti (vt. naide (3) eelmisesjaotises) vaadelda o-hulgana
ka siis, kui jarjestus defineerida jaguvuse kaudu. Niiviisi saadud o-hulgas on suurima
Uhisteguri s definitsioon seega sonastatav kujul: s ~ m, s ~ n ning kui mingi K
korral K< m ja K n, siis K s Teisiti 6eldes: 5on arvudele m ja n (vaadeldavas
jarjestuses!) eelnevate arvude hulgas selline, mis jargneb kdigile ulejaanutele. Ana-
loogiliselt vBib sdnastada ka vahima Uhiskordse definitsiooni: v on arvudele m ja n
jargnevate arvude hulgas selline, mis eelneb kdigile ulejaénutele.

Need kaheelemendilise alamhulga {m,n} C N\{0} korral mé&&ratud mdisted
saab kergesti Uldistada igasuguse o-fiulga X suvalise alamhulga Ti juhule.

Elementi a £ X nimetatakse alamhulga li C X alzmtbkkeks (ja tahistatakse
a E -L7), kui iga x € Ti korral a < x. llmselt vdib mdnel alamhulgal T1 C X olla
korraga mitu erinevat alamtdket, mdnel teisel alamhulgal aga ei Uhtki.

Elementi a 6 X nimetatakse alamhulga Ti C X alamrajaks, kui a £ LTi ning
mistahes teise alamtokke o' £ J.7 korral a ~ al Hulga Ti alamraja tahistatakse kas
kujul a = AW vbi kujul o = inf Ti.

13+



Elementi 6 £ X nimetatakse alamhulga 1 C X Ulemtbkkeks (ja tahistatakse
b£ T7i), kui igax £ H korral b > x. Alamhulga li C X Ullemrajaks nimetatakse
hulga li sellist Glemtdket b, mis iga teise tlemtdkke bf £ TU korral rahuldab tingimust
b~ bl Asjaolu, et element b£ X osutub alamhulga 1 C X ulemrajaks, tahistatakse
kujul b = VH vdi 6 = supW. Kaheelemendilise alamhulga H = {*, y} alamraja
téhistatakse enamasti kujul r/1y ning ulemraja kujul iVy, kuid samavaarsetena
kasutatakse ka tahistusi inf{s,y} ning sup{x, y}.

limselt saab mistahes o-hulga mistahes alamhulgal olla tlimalt iks alamraja ja
dlimalt ks ulemraja.

Definitsioon. Voreis nimetatakse jarjestatud hulka, milles igal kaheelemendi-
lisel alamhulgal on olemas nii alamraja kui ka tlemraja.

Eelmise jaotise néidetes (3), (4) ja (5) vaadeldud o-hulgad (N\{0}; ), (Vn; )
ning (L, M)4C) on vored: kahes esimeses neist tuleb lugeda m Jin = SUT(m,n) ja
m Vn = VUK(t7i, n), viimasesagaM hN = Mr\N}aMVN = M\JN.

Olulise klassi naiteid voredest annavad o-hulkadel méératud sulundioperaato-
rid. Nimelt kui sulundioperaatoriga [l varustatud o-hulk X on télgendatav o-hulgana
(b(H)\C) vdi selle alamhulgana, kusjuures ta koos mingite elementidega (kui hul-
ga li alamhulkadega) sisaldab ka nende Uhisosa ja Uhendi, siis hulga X [-kinnised
elemendid moodustavad vore. Toepoolest, kui suvalise kaheelemendilise alamhulga
{M,N} C X korral vdime elemente M ja A lugeda hulga H alamhulkadeks, siis su-
lundioperaatori [, omadusi kasutades néhtub alamraja ja Ulemraja definitsioonidest
vahetult, et M hN =M N JaM VN = (M UJS)A.

Nii naiteks v8ib vektorruumi 93,,(R) igale (I&plikule) alamhulgale H selle li-
neaarse katte A(Ti), afiinse katte a(7i) v8i kumera katte 7(ft) vastavusse seadmise
teel defineerida kolm (ruumi 93n(K) Iplikel alamhulkadel maaratud) sulundioperaa-
torit ning vastavalt ulaltoodule tekib sellega kolm voret.

Teoreem 1. Igas vores V rahuldavad alamraja J1ja Ulemraja V sarnasusi (mis
langevad kokku algebraliste operatsioonide siinnimetatud omadustega):

VI A =i, i Vi =i, (idempotentsus)
V2. 1 Ny=yhni, iVy =yVi, (kommutatiivsus)
V3. (xNy)Nr=xNynNz), (xVy)Vz = ;rV(yVz), (assotsiatiivsus)
V4. iA(iVy) =i, XV(XxNy) = x (neelduvus)

Tdoestuses voime piirduda tksnes vasakpoolsete vorduste kontrollimisega, sest
parempoolseid saab kontrollida nn. duaalsete arutlustega (mis saadakse, kui esitata-
vas arutluses margid J1ja V ning » ja © vastavalt teineteisega vastastikku asendada
kdikjal, kus nad esinevad).

Idempotentsus jareldub jarjestuse refleksiivsusest, mille kohaselt x » x. Kui
niid mdne y £ V korral kehtib y ~ X, siisx ~ yjaseegaia i = i.
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Kommutatiivsus jareldub alamraja definitsioonist, sest elemendid x ja y esine-
vad hulgas { = {X,y} summeetriliselt.

Assotsiatiivsus jareldub alamraja definitsioonist tulenevatest seostest
(1Ay)A: (xAy)AzrxAy~ry ja (xNy)Nnz" z

Tdepoolest, viimased kaks nendest vdnatustest annavad (x 1y) 1z N y /1 z,
millest esimese vOrratuse t6ttu jareldub (xJly)/ir » xA(yAz). Téiesti analoogiliselt
XNy Nz) » xNyning X1y Jir)~ yNr” ; annavad vastassuunalise vorratuse
xN(yn;)~(xNy)Nr. Jarjestuse antisimmeetria téttu on nende kahe v@rratuse
jarelduseks vordus x J1(y Nz) = (x Ny) Nz

Neelduvuse nditamisel ldhtume asjaolust, et alamraja definitsiooni kohaselt
peab muuhulgas olema x /1 (x Vy) » x. Teiselt poolt aga x * x jax*x Vy
tottu x ~ X J1(i Vy), sest parem pool on siin ju hulga {x,x V y} alamraja. Nende
kahe vorratuse kokkuvdttena oleme seega saanud i *i A (iVy )" X, millest tuleneb
vajalik vordus x A(x Vy) = x.

Teoreemist 1 jareldub muuhulgas, et iga voret vdib vaadelda algebralise struk-
tuurina, s.t. niisuguse hulgana, millel on maaratud kaks binaarset algebralist ope-
ratsiooni (tdhistame nende operatsioonide tehtemarke samade simbolitega /1 ja V)
selliselt, et osutuvad rahuldatuteks samasused VI - V4.

Nii néiteks saab voret (*B(7Y); C) vaadelda algebralise struktuurina tehetega I
ja U vastavalt /1ja V osas (samasuste VI - V4 kehtimine selles struktuuris on teada
hulgateooriast). Mérkame ka, et hulga 'H suvaliste alamhulkade M ja N Kkorral on
nii tingimus M M\ = M kui ka tingimus M UN = X ekvivalentsed tingimusega
M C 4. Jarelikult saab vores (b(H)\. C) tehteid IN ja U anda Uheainsa binaarse
relatsiooni kaudu ja selleks relatsiooniks on jarjestus C  Osutub, et analoogiline
vBimalus on olemas koikides voredes.

Teoreem 2. Sarnasusi VI - V4 rahuldavate binaarsete algebraliste operatsioo-
nidega J1 ja V varustatud hulga X saab muuta o-hulgaks, kui temas relatsioon ~
defineerida kujul: x ~ y parajasti siis, kui xJ1y = x (vGrduse xAy = x v8ib asendada
samavaarse vordusega x Vy = y) Nii saadud o-hulk osutub voreks, kusjuures selles
vores kehtivad samasused

inf{x,y}=xAy ja sup{x, y} = xVy

Tdoestuseks méarkame, et vordused xAy = xjaxVy = y kehtivad samaaegselt.
Toepoolest, x Ty = x korral xVy = (x 1y) Vy = yV (X Ay) = y Duaalse arutlusega
jéareldub vordusest x Vy = y vordus x Jly = X.

Defineerime nuiid hulgas X relatsiooni * tdhenduses: x ~ y parajasti siis, kui
kehtib vordus x Ty = x (v6i kui kehtib samavéaédrne vordus x Vy = y). Naitame
kdigepealt, et see relatsioon on ikka jarjestus.
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Jarjestatud hulga definitsiooni esimene tingimus 01 on antud relatsiooni korral
rahuldatud, sesti A i = i kehtib samasuse V1 tottu.

Tingimuse 02 rahuldatuse kontrollimiseks paneme tahele, et relatsiooni < de-
finitsiooni kohaselt x ~ y korral xAy = arjay”x korral y /1 X —y. Samasuse V2
tottu aga iAi/ = yAija seegaka X = V.

Tingimuse 03 kontrollimine kulgeb analoogiliselt: X ~ y korral X /1y = X ja
y~ zkorralyNiz=y,seegax/lz = (xN1y) Nz = xN\y/1z) = XAy = xehk ax " z

Tdestame nlid sarnasuse sup{x, y) = iV y (samasus inf{x,y} = X J1y saadakse
duaalse arutlusega). Selleks markame, et samasusest xA(xVy) = X tuleneb x * xVy
ning samasusest y J1(y Vx) = y tuleneb y* X Vy, mistdttu ka x Vy £ T{x, y} ehk
iVj/) sup{x,y}. Teiselt poolt aga z = sup{x,y} definitsioonist tuleneb z ~ X ning
z "Ny, mistéttu zVx = zjazVy=z. Jérelikult : = rVi = (: Vy)Vi = V( Vi)
ning seegar) jVi. Et yVx = xVy, siis oleme saanud z* x Vy ning kokkuvdttes
XVy~rzAxVy ehk z=xVy.

Teoreemid 1 ja 2 naitavadki, et vdredest vdib radkida nii jarjestuse kui ka al-
gebraliste operatsioonide keeles. Jargnevates teoreemides on néidatud vBrede mdnin-
gad olulisemad tldised omadused.

Teoreem 3. Voreoperatsioonid /1 ja V sdilitavad teoreemis 2 defineeritud jar-
jestust selles méttes, et kui y ~ z, siis vore V iga elemendi x £ V korral

XNy~Axnr ja XVy”" xVz

Todestuseks piisab ainult jarelduse x 1y ~ x J1 z digsuses veendumisest, sest
teine vaidetud jareldus tuletatakse duaalse arutlusega. Et y ~ z tahendab sama, mis
y = y 1z, siis teoreemi 1 pdhjal saame

XNy=XNx) Ny Nz)=(xNy) N(x Nz,

millest jareldubki x 1y ~x/Nr.

Teoreem 4. Suvalises vores V kehtivad nn. distributiivsuse vorratused, s t
kdikide x,y, z £ V korral kehtib nii vérratus

XN(yVz)'zZ(xNy)V(xnNz)
kui ka sellega duaalne vdrratus
XV nNz) » x-Vy) 1(xV2).

Toestuses toetume teoreemile 3, mille kohaselt seosest y » x /1y igaz £ V
korral jarelduvad seosed y Vz A (x 1y) Vz ~ (x 1y) V(x N1z). Teiselt poolt seoste
x N xAyjax N xAz tottu x * (xAy)V (xAz). Jarelikult (xAy)V(xAz) £ ={i,yVz}
ja seegax N1(y Vz) N (x 1y) V(x Nz). Duaalse vdrratuse kehtivuse tdestab tooduga
duaalne arutlus.
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Teoreem 5. Suvalises vores V kehtib nn. modulaarsuse vdrratus: kui x < z,
siisigay £ V korral
XVynz)» (xVy) Nz

Toestus. Et x » xVyjax " z sisx £ J{xVy2}ehk!l ( (xVy) Nz
Samuti mérkame, ety Az~ "y~ xVyjayAz"z tottu yN12 £ L{x Vy,r}, millest
yNnz " (xVy) 1z. Kokkuvottes seega (x Vy) 1z £ T(X,y /12z), nii et Ulemraja
definitsiooni kohaselt xV(y 1z) (xVy) Nz

Vore V alamvoreks nimetatakse alamhulka 7i C V, mis koos iga kahe oma
elemendiga ijay sisaldab ka elemente inf(x, y) ja sup(x, y). Naiteks, kui .V C M,
siis vore (® (Ar);C) osutub vore (*B(/14);C) alamvdreks.

Vérede V ja W korrutiseks VXW nimetatakse V ja W kui ohulkade korrutist
Vahetu kontroll naitab, et vorede selline korrutis on vore, milles

inf{(xi. yj), (xT, ¥2)} = (inf{ib X2},inf{yi,y2}

ning

sup{(xi,yi),(x2,y2)} = (sup{xj,X2},sup{yj,»2}),
s.t kaheelemendilise hulga alamraja leitakse kui paaride vastavate komponentide
alamrajadest moodustatud paar ning ulemraja kui vastavate komponentide ulemraja-
dest moodustatud paar (sealjuures mdlema paari esimene raja leitakse muidugi vore
V ja teine vdre W jarjestuse mottes).

Kui V ja W on vdred, siis o-homomorfismi B : V —» W nimetatakse vorede
homomorfismiks juhul, kui kehtivad samasused

0(inf{xi,x2}) = inf{O(xi),0(x2)}

<2sup{X1,X2}) = Slip{O(xi),6(x2)}.

Méargime, et nende vdrduste vasakutes pooltes inf ja sup tahistavad vastavalt
alamraja ja ulernraja vores V, paremal aga alamraja ja ulemraja vores W.

Mittetiihja alamhulka | C V nimetatakse vore V ideaaliks, kui x,y £ 2 konal
ka sup{x,y} £J jax £ Z ningy”" x korral y £ Z

Vore V duaalse ideaali Z mdiste defineeritakse duaalsel viisil, s.t. x,y £ Z
korral ka inf{x,y} £ J jax £ Z ning1 ~ y korral y £ Z. Véres ('B(7I'); C) kannab
duaalrte ideaal filtri nime.

Koik toodud mdisted saab kergesti imber sdnastada ka vores km algebralises
struktuuris antud operatsioonide V ja A keeles. Nii nditeks vdib vore V ideaali Z
defineerida kui alamhulga Z CV, mis on kinnine operatsiooni V suhtes ning mille
korral kuuluvusest x Vy £ Z tuleneb ka !x,y} C Z.
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Vore on 18pliku pikkusega, kui ta osutub I6pliku pikkusega o-hulgaks. Poolmo-
dulaarseks (vOi ka Ulalt poolmodulaarseks) nimetatakse I6pliku pikkusega voret V,
mis rahuldab tingimust:

PM. kui vore V erinevad elemendid x ja y mdlemad katavad mingit elementi
2 6 V, siis element x vV y katab nii elementi x kui ka elementiy.

Teoreem 6. Iga poolmodulaarne vore rahuldab Jordan-Dedekindi tingimust.

Tdoestus. Téhistagu P(n) véidet “kui vore elementide x < y jaoks leidub tihe
ahel X :x =-xo0 < xi <mmm< X, = y pikkusega n, siis iga teine tihe ahel elementide
X ja y vahel on samuti pikkusega n”. Méarkame kdigepealt, et P (1) kehtib, sest n = 1
korral element y katab elementi x ja teisi ahelaid elementide x ja y vahel polegi.

Néaitame niid, et vaite P(n — 1) kehtivusest jareldub véite P(n) kehtivus.
Oletame, et peale nimetatud ahela X pikkusega n leidub veel mingi teine tihe ahel
Y :Xx=y<yi<eem YT =Y, kus T ¢ n. Siis peab olema X\.¢ Y\ sest vastasel
korral seoks elemente xi = y\ja y kaks erineva pikkusega (n —1 ¢ m —1) tihedat
ahelat, mis on vastuolus P(n —1) oletatud kehtivusega. Et vore V rahuldab tingimust
PM, siis element 22 = X\V YN\ katab elemente X\.ja Y\ Lisaks kehtib 22 " vy, sest
z2Vy = (xi Vyi) Vy = xi V(yi Vy) = XVy = vy. Et vore on 18pliku pikkusega, siis
leidub 18plik tihe ahel Z elementide 22 ja.y vahel, kusjuures 1{Z) = n —2. Toepoolest,
et ahelaxi < =m < xn = y pikkus onn-1, siis on ka ahela (xi,Z) ning ahela (yi,Z)
pikkus n —1, millest P(n —1) tdttu jareldub, et ahela yY\<mmm< ym = ¥ pikkuseks
tuleb samuti n —1, s.t.. m —1= n —1 Teoreem on tdestatud.

Alt poolmodulaarne on 16pliku pikkusega vore V, mis rahuldab tingimust:

PM'.  kui vore V erinevaid elemente x ja y mdlemaid katab mingi element
2 €V, siis nii element x kui ka element y katavad elementi iAy.

Teoreemi 6 tdestuseks toodud arutlustega duaalsete arutluste abil vdib veendu-
da, et Jordan-Dedekindi tingimus on tdidetud ka igas alt poolmodulaarses vores.

Toome siinkohal the olulise néite. Hulgal S antud ekvivalentside jt ja jt* korral
loeme r ™ r* siis, kui hulga S kdigi elementide x ja y korral seosest xry jareldub
alati seos xx*y. Nii tekib hulga S kdigi ekvivalentside o-hulk <§(<S), mis osutub voreks.
Toepoolest, relatsioon 1 J1t* (s.t. i(iA **)y parajasti siis, kui XTy ja xr*y) on
ekvivalents ning vahetult definitsioonidest tuleneb, et ir /1 ir* = inf{T,jr*}. Loeme
X (r Vs+9y parajasti siis, kui saab valida elementide 2, 6 S jarjendi selliselt, et x = 20,
zoitzi, zp-\*zp, zp = vy, kus t osas esineb kas ekvivalents t vGi ekvivalents t*.
Veendume niilid, et see relatsioon TV r* on ikka ekvivalents.

Esiteks, et r kui ekvivalents on refleksiivne, siis kdigi x £ S korral kehtib xtx,
mistdttu ka x(jr v t*)x kehtib (siin loeme zo = 21 = X ja jr = jr).

Teiseks, olgu x(T Vv r*)y. Et relatsiooni 3V T* defineeriva jarjendi igas lilis
esineb kas ekvivalents t v6i ekvivalents jr*, mis on simmeetrilised, siis kehtivad ka
y = Zp, zpirzp-i, . . zitzo, zo = %, millest nahtub y(r V ir*)x kehtivus.
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Kolmandaks, relatsiooni ir v x* transitiivsust aitab mdista jargmine skeem:

I =10TI] TI2 Xp-l XXp—y Y= I1>*Y1*yY2  yo-| Xyt =2
[ Onesreanen 0yj * * OO R OO 0 ¢ ¢ 0 — o
X(*Vird)y p(wVr*)i
\% \Y

0-—==0--==0 * ®* 0————— 0..... 0———=== 0 ¢ oo O-——m———— o
S = T Z\ T z22 Zp—\ T zp T Zp-f-j X Zpj~2 T Zp\q — Z
r(irVjr*)z

(skeemil on iga t € 0,p korral téhistatud r, = x, ja iga i € 1,9 korral zp+, = vy,).

Ldpuks veendume, et X V x* = sup{X,x*}. Seos X V x* G T{x,x*} on ilmne.
Olgu a suvaline ekvivalents hulgal S, nii et x 4 o0 ja jt* ~ a. Olgu ka X(X V x*)y;
siis leidub elementide Xi 6 S jarjend nii, et X = X0, XOXxi, XP~iXXp, Xp = V.
Seejuures, et igas lilis on x osas kas x vdi x* ja need mdlemad eelnevad ekvivalentsile
a, siis kehtivad ka x = xo, xooxi, Xp-N\oxp ja Xp = y. Kuid ekvivalents a on
transitiivne, mistdttu kehtib xoy. Jarelikult ka x v x* ~ a. Kokkuvdttes on o-hulk
6(5) seega vore. Seda voret nimetame hulga <S ekvivalentside voreks.

Vorest £(<S) v8ib radkida ka hulga S tikelduste keeles, sest hulgal <S antud
ekvivalents x méaarab teatavasti hulga S tikelduse

X= S :1EIX]SiCS] »pj korral §SnSy =0; 5 = (J §j,

*6If
mille tikkideks Si on parajasti T-klassid ja vastupidi. Tikelduste keeles tahendab
X < X* seda, et iga x-tikk sisaldub mingis xMikis. Ekvivalentsile rA x* vastab
tukeldus, mille annavad x-tiikkide kdikvdimalikud I8iked x*-tiikkidega. Ekvivalentsile
X V x* vastab peenim selline tikeldus r hulgal <§ et iga alamhulk, mis saadakse
omavahel Idikuvate T-tlki ja x*-tiki Uhendina, sisaldub mingis r-tikis. Voéret £(<S)
Vvoib seetdttu nimetada ka hulga S tikelduste voreks.

Vaatleme niid voret £(<S) juhul, kui hulk S on I8plik. Olgu |5] = n ning
téhistagu n(x) kdigi x-tikkide arvu hulgal S. Kui ekvivalents < katab ekvivalentsi
X, siis tikelduste keeles see tdhendab, et tikeldus a on tikeldusest x saadud viimase
koigi tukkide séilitamisega peale mingi kahe x-tiki, mis Uhendatakse hulga S Uheks
uueks a-tikiks. Seega n(x) = n(«r) + 1, millest induktsiooniga saame iga x € <&
kdrguse jaoks J1(x) = n —n(x). VoOre £(<S) aatomeiks osutuvad tiukeldused, milles
koik tukid peale Uhe kaheelemendilise tiiki on heelemendilised.

Veendume, et juhul K = non vore €,, = £(<S) poolmodulaarne. Tingimuse PM
kontrollimiseks olgu x, a ja r vore £n suvalised niisugused elemendid, et tikeldused
X ja < katavad mdlemad tiikeldust r. Olgu nditeks r —{<Si«S2,+¢*>S3>kus § C &
Nuud, et x ja o katavad tukeldust r, peab olema x = {<S US2,Ss,... <&} ja kas
a={SLBKkSH,... S} Vviia={S ... &<} (siin oleme konkreetsuse
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huvides, ilma Uldisust kitsendamata lugenud, et esimesed kaks r-tikki on thendatud
Uheks ir-tukiks ja jargmised kaks vdi siis esimene ja kolmas Uheks cr-tikiks). Kui r
jaoks realiseerub esimene vdimalus, siis ¥Va = {<Si U<S2}<3 U<%4, ... ,<S<}, teisel juhul
aga TV <= {<SiU<R2U<S3, ..., &3. Mdlemal juhul on vahetult ndha, et tikeldus XV a
katab tukeldusi r ja o. Jarelikult kehtib tingimus PM.

Definitsioon. Varet V, milles on rahuldatud tingimus
M. kui x Ny, siisxV(ynz)=(xVy) Nz
nimetatakse modulaarseks (tingimust M nimetatakse ka modulaarsuse tingimuseks).

Modulaarsete vorede klass on (paris)alamklassiks poolmodulaarsete vdrede klas-
sis ning neid voresid saab iseloomustada kdrgusfunktsiooni termineis.

Teoreem 7 (Dedekindi teoreem). Modulaarses vdres on kujutused
@, [boVe —»asbal, kus @0(a) =iA a
ning
O»: [aNlft,a] —»[6,a V6], kus d*y) =yVb
isotoonsed ja teineteise pddrdkujutused, s.t. o-isomorfismid naidatud ldikude vahel.
Toestus. Olgu elemendid x ja x' valitud 18igult [6, aVft] nii, et X ~ Xx'. -Teoreemi
3 pdhjal siis
®a@3r) = x Jla < x1/la = ®an'), st da(x) < da(x’).
Analoogiliselt, kui y, i/ 6 [a /11t a] on valitud nii, et y ~ y', siis

Pr(y) = YVb<y V6= dx»(y) st Dxny) < ®6(Y’).

Seega kujutused @0 ja on jarjestust sailitavad. Suvalise X 6 [6,a V 6] korral

P&PO(x)) = (x N1a) V6=bV (0 S1x) —(6Va) 1x = (a Vb) Nx = x,

s.t. (P»®,X*) = x>ehk ®"da = 1- Duaalselt, suvalise y £ [a J1b a] korral

Pa(®@*(y) =(yvba=yVvpa)=yV(b=y,

seega (Pada)(y) =y ehk dad4 = 1ehk ®0ja P on teineteise podrdkujutused.

Jareldus. Modulaarses vores on taidetud tingimused PM ja PM".

Tdepoolest, olgu vores V antud elemendid x dy, mis katavad elementi z £ V.
Sel korral z = x /1y, mistdttu 18ik [x N1y, y] on o-isomorfne o-hulgaga {1,2}. Kuid
teoreemi 7 alusel on 16ik [x/1y, y] vdres V o-isomorfne I6iguga [i,iV y], Tulemuseks on
o-isomorfism [1,1 Vy] £ {1,2}, mis nditab, et x Vy katab elementi x. Analoogiliselt
saab veenduda, et x Vy katab ka elementi y ja seega vdres V on taidetud tingimus
PM. Duaalsete arutlustega saame néidata tingimuse PM" kehtivuse vores V.
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Leiduvad poolmodulaarsed vdred, mis pole modulaarsed, nditeks tikelduste
vare £(<S) juhul K ~ 4. Valides erinevad elemendid a,b,c £S vaatleme tukeldusi

x = {{a,b},S\{a,b}} ja a = {{a,c},S \{a,c}}.

Et iga elemendi x £S \{a, b, c} korral xcrb, biaja acrc,
siis jareldame, et )XV 0 = 1. Samal ajal nédhtub >ja a
definitsioonidest vahetult (vt. joonis), et

w0 = {{a}, {6}, {c}. S \{a, bc}}.

Néaeme, et tukeldus XXV a katab tikeldusi Xja cr, kuid tukeldused >Xja 0 ei kata
tukeldust >1a. Seegatingimus PM" ei ole n ~ 4 korral voredes £,, tdidetud. Teoreemi
7 jareldusest tuleneb, et ekvivalentside vored pole n ~ 4 korral modulaaxsed.

Teoreem 8. Lopliku pikkusega vores V, milles leidub vahim element, on ekvi-
valentsed jargmised tingimused:

(1) vdére V on modulaarne;

(2) vores V on taidetud Jordan-Dedekindi tingimus ja kdrgusfunktsioon h selles
vores rahuldab samasust

h(x) + h(y) = h(x Vy) + h(x ny).

Tdestuseks pdhjendame kdigepealt implikatsiooni (1) => (2). Teoreemi 7
jareldusest ndeme, et vdre V on ulalt ja alt poolmodulaarne ning teoreemi 6 kohaselt
rahuldab Jordan-Dedekindi tingimust. Tdestame nuid, et tingimuse PM tdttu kehtib
kdigi X, y 6 V korral vérratus h(x) + h(y) ~ h(x Vy) + h(x Ny).

Seosest | A 'y N~ i ja V poolmodulaarsusest ndhtub, et peab leiduma tihe ahel
iIAy =io<ii<"™-< xm=X. Analoogilisel péhjusel peab leiduma ka tihe ahel
XNy = yo < yi < e <y, =y Illmsetest vordustest xQVyi = yoVyi = yb
ii Vjfo=*iV* = *ijaioVyo = (i Ny)V (i NNy) = xq = yo ndeme, et
elemendid xo Vyi ja X\ V yo katavad elementi *o V yo- Tingimusest PM tuleneb siis,
et S] Vyi = (*o Vyi) V (xi Vyo) katab elemente Xo Vyi ja x\ V yo-

Naitame nilud induktsiooniga t +j jargi, et *, Vyy “Ulimalt katab” elemente
Xi-1Vyyja x, Vyy_i (s.t. X, Vyy kas katab neid elemente vdi vérdub nendega). Kui
oletada, et elemendid x,_i Vyyja rr, Vyy_i tlimalt katavad elementi Xi-\ Vyy_i, sis
vordustest X, Vyy = (X,_i VX,) V(yy Vyy_i) = (x,-i Vyy) V(x; Vy/_i)jareldub, et
Xi Vyy ulimalt katab elemente x,_i Vyy ja x, Vyy-i- Toéepoolest, kui x,_i Vyy voi
X, Vyy_i uhtib elemendiga x,_i V yy-i, siis on see jareldus ilmne, kui aga x,_i Vyy
ja Xivy;

Vottes t = m veendume, et igaj £ I,n korral element x Vyy ulimalt katab
elementi x Vyy-b Seega iga niisuguse j korral h(x Vyy) —/(x Vyy-i) ~ 1ja neid
summeerides h(x Vy,) —/i(x Vyo) » n ehk JI(x Vy) —/(x) ~ N(y) —1(x Ny) ehk
Nx) +h(y) Z KxvY)+M*nlfe

i katavad elementi x,_j Vyy-i, siis tuleneb see jareldus tingimusest PM.
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Duaalsete arutluste tulemusel veendume, et tingimusest PM1tuleneb vdrratus
h(x) +h(y) » h(xVy) +h(x/ly), mis koos eelmisega annab, et vdres V kehtib samasus

h(x) + h(y) = h(x Vy) + h(x 1y).

Implikatsiooni (2) => (1) jargnev pdhjendus tugineb printsiibil, et x ~ y koos
vordusega h(x) = h(y) annab vdhimat elementi omavas I6pliku pikkusega vores x = y.

Olgu elemendid g, y,z € V vdetud nii, et x < z. Teoreemist 5 jareldame, et
xV(yNz) < (x Vy) Az

Veendume, et JIimr V (y Az)) = JI((x Vy) 1z). Tdepoolest,

h(x V(y Nz)) = ft(x) + My Nz) —/ix A(y Nz)) = h(x) + Ny Az) —h(x Ny) =
= (1(x) - N N1y)) + Ay Az) = N(x Vy) - N(y) + Ny Nir) =
=N(x Vy) +h(z)- h(yVz)=N1(r)+hXxVy) - N(xVy)Vz) =
=h((x Vy)Nnz).

Vastavalt nimetatud printsiibile kehtib vérdus iV (yA z) = (iVy)Az. Sellega
oleme tdestanud, et vdres V on modulaarsuse tingimus tdidetud.
Jargnevalt mdned ndited modulaarsetest vdredest.

(1) Suvalise rihma Q normaaljagajad moodustavad modulaarse vore. Tdepoo-
lest, vaatleme kujutust [ : 93(5) —»®(6), mis igale alamhulgale Ji C Q seab vas-
tavusse vahima alamhulka Ji sisaldava normaaljagaja Jig rihmas Q. Kujutus [ on
sulundioperaator ning [ -kinnised elemendid pole midagi muud kui rthma Q normaal-
jagajad. A-kinnised elemendid (s. t. Qnormaaljagajad, nende hulka téhistame 9X(?))
moodu$tavad vore operatsioonide AJ1IB = AFT\B)&AUB = (Al) B)/l suhtes.

Suvaliste A,B £ 945) korral UB)n = {oft: a £ A,b £ B} = AB, mil-
lest muuhulgas tuleneb AB = (-4 UB)/1 = (B U,4)/1 = BA. Selle pGhjendamiseks
arvestame, et hulk AB on rithma Q alamriihm, sest kdigi o,a\ £ A ja ft ftj £ B korral

(0ft)(0Iftl)_1 = oftft*ojfl = Q™ -fl! «ftft*L «0~1 £ AB.
eA €B
Kuid alamriihm AB on ka rihma Q normaaljagaja, sest suvaliste g£ Q ,a£A,b£B
korral g 1 mab g = g~'ag g~lbg £ AB. Siit tuleneb AB = (AB)A 3 (1 UE)n,
kuna seos AB 3 A UB kehtib o = a+1 £ AB ja ft = 1 ft 6 AB tdttu. Et
normaaljagaja (.4 UB)J, sisaldab muuhulgas ka oma elementide korrutisi, siis ndeme,
et AB C (/1 UB)A. Vordus (.4 UB)g = AB on p6hjendatud.

Veendume nlid vBre 979) modulaarsuses. Olgu A, B,C riihma Q normaaljagar
jad, nii et A C C. Teoreemist 5 tuleneb A V(B AC) C (/1 VB) AC. V&tame suvalise
elemendi x 6 ((JTu6)MC)A4. Et x £ («<An#)[, siis leiduvad elemendid o £ A,
ft £ B, nii et x = ab] sealjuures x £ C. Siit tuleneb ft = a~*x £ AC C C, s.t.

ft £C. Et xa b £ B, siis ndeme niid, et ft £ B C. Neist tdhelepanekuist jareldub
x =ab £A(BNC)= (An(BI C))a.
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(2) Definitsioonidest jareldub, et modulaarse vore alamvdre on ka modulaar-
ne. See tdhelepanek vdimaldab ndite (1) baasil saada seeria uusi nditeid. Suvalise
vektorruumi V(F) alamruumid moodustavad modulaarse alamvdre (aditiivse Abeli
rihma) alamrihmade vores 0~V (+)). Kombinatoorika seisukohalt pakub erilist huvi
jargmine erijuht. Fikseerime algarvu p ning naturaalarvud m ja n. Olgu F Galois’
korpus F(pm), V,, aga n-modtmeline vektorruum dle korpuse F. Ruumi V,, koigi
alamruumide hulk 53, = 53n(pT ) on o-hulk relatsiooni C suhtes ja ka vdre, sest ek-
sisteerivad AhB = Ar\BJla.AvB = (AU B)A. Ulal6eldust nahtub, et saadav vore
5),, on modulaarne.

Varet (V; N1, V) nimetatakse distributiivseks, kui lisaks samasustele VI - V4 on
vOretehete J1ja V jaoks tdidetud veel samasus

D. iA(yVz) = (iAy)V (iAz)

(mida nimetatakse ka distributiivsuse samasuseks). Distributiivsete vdrede klass si-
saldub modulaarsete vorede klassis ning sisaldab Boole'i vored alamklassina.

Distributiivse vore naiteks on hulga 7i alamhulkade vore (fB(ft); fl, U), sest siin
on distributiivsuse samasus taidetud samasusena X 1(¥ UZ) = (X NY) U(X NZ).

Olulise klassi naiteid distributiivsetest voredest annavad suvalise 0-hulga ahelad.
Selle fakti pohjendamiseks markame koigepealt, et ahel on vére, kuna ahelas igal
kaheelemendilisel alamhulgal on olemas nii alamraja kui tGlemraja. Téidetud on ka
distributiivsuse samasus. Toepoolest, olgu A ahel o-hulgas X ja elemendidx, y,z £ A
suvalised. Kui osutub, et x £ T{y,z}, siisi)y V :, millest xI(yvz) =yVvz
Et kehtivad veel vOrdused iIA'y = yjaiA z=2z, siis saame soovitud vorduse
xI(yVz) = (iAy) V(x Az). Kuiagax £ T{y, z}, siis l&bi vaadanud siin v8imalikud
neli juhtu (x *y jay”™ z, x~y jay”~z, x~z jay~z ningx ~ zjay”" z) ning
kasutanud aksioomi V4 mérkame, et soovitud seos D kehtil) vérdusena x = x.

Distributiivse vore alamvdred on distributiivsed, distributiivse vB8rega duaalne
vore on samuti distributiivne, distributiivne on ka distributiivsete vdrede korrutis.

Teoreem 9. lgas vdres on distributiivsuse samasus D ekvivalentne sellega
duaalse samasusega

D. xV(ynz)=(xVy)n(xVz).

Toestus. Nditame, et D => D' (implikatsiooni D' D annavad toodavatega
duaalsed v6rdused). Toepoolest,

(XVY)N(xVz)=((xVy) N1x) V((xVy) 1z) = (x N1 (x V) V(z N (xVYy)) =
xVEZNxVy) =xV(z Nx) V(z Ny)) =
(XV(@EZNx))V(zVy)=xV(zNy)=xV(ynz).

Jareldus. lga distributiivne vore on ka modulaarne.

Tdestus. Tulenevalt teoreemist 9 piisab néidata, et D' => M. Olgu distribu-
tives vores vdetud suvalised elemendid X, y ja z nii, et x ~ z. Siis z = x Vz, millest
jareldub x V(y Nz) = (x Vy) N(x Vz) = (x Vy) Az.
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Samal ajal leiduvad modulaarsed mittedistributiivsed
vored. Uks neist on oma diagrammina toodud kdrvaloleval
joonisel. Vahetu kontroll néditab, et see vore on modulaarne.
Tema distributiivsuse korral peaks kehtima vérdus

an@ve)=(angvnc),

s.t. a = 0, mis on vdimatu.

Teoreem 10 Distributiivses véres osutub iga a korral tdeseks implikatsioon
(alx=al2)&@VX=aVy) =b-x =y.

Todestus. Kasutades selle implikatsiooni antetsedenti moodustavaid vdrdusi

ning sarnasusi VI - V4 ja D saame
x=xVx/na)=xV(yJla)=xVy)JI(xVa) =(xVy)N(yVo) =
=(yvx)i(yva)=yVv(xna =yV(yna) =y.

Vaatleme véret V, mis sisaldab suurimat ja vahimat elementi. Oeldakse, et
sellise vore elemendil a leidub taiendeid, kui eksisteerib elemente x £ V nii, et

allx =0 ja aVvx =1
iga sellist elementi nimetatakse elemendi a tdiendiks.

Teoreem 11. Suurimat ja vahimat elementi sisaldavas distributiivses vdres V
on igal elemendil Glimalt Uks tdiend (elemendi a ainsat tdiendit on olemasolu korral
loomulik tahistada a') ning taienditega elemendid moodustavad alamvére.

Tdestus. Olgu x ja y elemendi a taiendeiks vdres V. Siis kehtivad vérdused
aAx =0=aAj/jaaVx = |I= <iVy, millest teoreemi 10 p&hjal tuleneb x =y.

Teise vaite p8hjendamiseks piisab néidata, et tdiendiga elementide alamhulk
vdres V on vdretehete suhtes kinnine. Olgu elementidel a ja b taiendid, s. t. leiduvad
a'jablnii,etana =0=bNbjaava =1=DbVe§é. Siis markame, et

(@anbyn(alvb)=(anbnay)v@nbnb)=(ana)neveanbab)) =0
ja
(an6)V(@ vb)=(a'vb)Vv(ane =@ vbVva)/l( V6 Ve =
=((@Va)Vve)( V(E Ve) =1
ning duaalselt

(aVé)V(a'A6"') =1 ja (aVe) 1(alne’) =o0.
Sellest nédhtub, et elementidel a6 ja aVi> leiduvad samuti tadiendid ning nendeks
on vastavalt a' V 6' ja a' /1 6".
Boole i vBreks nimetatakse distributiivset véret, mis sisaldab suurimat ja vahi-
mat elementi ning mille igal elemendil on olemas tdiend. Selle klassi tuntuimaks
néiteks on vdre (© (K); I, V).
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Boole’i vored on tihedalt seotud Boole’i algebratega. Boole'i algebraks nime-
tatakse hulka koos sellel antud kahe binaarse algebralise tehtega (korrutamine () ja
litmine (+ )) ning Uhe unaarse algebralise tehtega (tdiendi vétmine (")), mis rahul-
davad jargmisi sarnasusi ehk arvutusseadusi:

Bl. X X=X X+ X = X;

B2. XeY=yea X+y=y+X

BS. (» VYm=Xx(yz), (x+y)+z = x+(y+2);
B4, Xe(y+r)=Xey+XeZ X+y-z=(X+y)(X+2);
B5. () =%,

B6. (X my)' = X'+, (x +y) =x" my,

B7. X x'+y=y, (X +x) ey =y.

Boole'i algebra tuntuimaks néiteks on antud hulga Ti kdikide alamhulkade hulk
03(Ti), millel tehete m + ja ' osas on vastavalt tehted M, U ja alamhulga téiendi
vBtmine (hulga Ti suhtes).

Teoreem 12. Boole’i vdret (V;A,V) vbib tdlgendada Boole'i algebrana, kui
voretehteid /1ja V vaadelda vastavalt tehete *ja + osas hulgal V ning tehteks ' hulgal
V lugeda unaarset tehet, mis vdre V igale elemendile seab vastavusse tema téiendi.
Vastupidi, Boole'i algebrat (V; , -(-, ') saab tdlgendada Boole'i vdrena, kui tehted
ja + algebras V lugeda voreteheteks /1ja V hulgal V.

Toestus. Kui antud Boole'i vore (V;A,V) korral toimida teoreemi esimeses
pooles néidatud viisil, siis saame hulga V koos tehetega ¢ + ja  Sealjuures tulenevalt
teoreemist 1 on tdidetud samasuste paarid Bl - B3. Esimene samasus B4 on uueks
interpretatsiooniks (Boole'i vdres kehtivale) samasusele D, teine samasus B4 aga uueks
télgenduseks samasusele D', mis kehtib vdres V teoreemist 9 tulenevalt. Samasuste
paar B5 kehtib kui uus tdlgendus vores V kehtivale samasusele (x')' = x, paar B6
on aga uueks tdlgenduseks samasustele (x Vy)' = x" 1y ja (x [1y)' = x' Vyl,
mille kehtivuses me veendusime eelmist teoreemi toestades. Samasused B7 on uueks
tdlgenduseks Boole'i vores kehtivatele samasustele (x Vx) ly =y ja (x 1x") Vy = y.

Vastupidi, kui antud Boole'i algebra (V; +/ ) korral toimida teoreemi sdnastu-
se teises pooles naidatud viisil, siis saame hulga V koos sellel antud kahe binaarse
tehtega /1ja V, mis samasustest Bl - B3 tulenevalt rahuldavad sarnasusi VI - V3.
Et Boole'i algebras V kehtivad vdrdused
X(X +y) =X X +Xy =X+Xxy =Xy +x=xy +x(y +y)=

=SXmy (X my s Xeyl)z (Xey + X Y)+ X ' = xoy X oyl= xeo(y+ y') = X,
siis rahuldab hulk V koos temal antud tehetega /1 ja V ka samasust V4 ning on
teoreemist 1 tulenevalt vore. Esimese samasuse B4 uus tdlgendus nditab, et saadud
vore (V; A, V) on distributiivne. Samasustest B7 nahtub, et vordused x -fx' =y +y1
ja x x‘ =1y vylkehtivad kdigi x,y £ V korral. Seetdttu iga z £ Vv korral

x+xY+z=@Z+z)+z=("+2)+z=2+(@z+2z2)=2+z=z+21=X +X,
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mis uues t6lgenduses tdéhendab (vt. teoreem 2), et x + X" > z. Analoogiliselt saame,
et x X1/ z. Siit ndeme, et elemendid 0 = x ®" ja 1 = x + x" on vastavalt vahimaks
ja suurimaks elemendiks vdres V. Uhtlasi jareldame siit, et vaadeldavas vores on igal
elemendil tdiend. Kokkuvdttes ndeme, et vore (V; /1, V) on Boole'i vore.

Toodud tdestuse esimeses osas saadud Boole'i algebrale vastav Boole'i vore
langeb kokku esialgselt antud v@rega ning tdestuse teises osas saadud Boole'i vdrele
vastav Boole'i algebra thtib antud algebraga.

Teoreem 13 (Stone’i teoreem). Iga (I6plik) Boole’i algebra on isomorfne sobi-
valt valitud hulga kdikide alamhulkade Boole’i algebraga.

Tdestus. Téahistame antud I6pliku Boole'i algebra /1 aatomite hulga Ti ning
olgu © = ©(?f). Naditame, et soovitud isomorfismiks sobib kujutus o : © -» «4, mis
iga X £ © korral médratakse valemiga

a*)=YZ4
Suvalise 0 dox £ 1 korral olgu Wx) —{z £7i : z~ x}. Tahistame veel

Y=Y,z

Z€W(
ja nditame, et x —y. Kui WWx) = {ai, a2, »m, On}, siis a\ * x tdttu x = x + a\,
millest a2 A x tottu x = x + a2 = (x + ai) + 02 = x +aj + a2 jne. kuni I6puks
i =z +ai+ - +Onjaseegay ™ x. Kui nlid véitevastaselt oletada, et y < X, siis
X = X(y +yl) = xy +xy1 =y + xy'. Siinjuures xx/ ¢y, sest muidu oleks x =y. Et
N on 16plik, siis leidub aatom a nii, et a  xy1, kusjuures xy* ~ x ja seega a £ LLIX).
Paneme téhele, et

a+t(a+ X327 =a+ Y, <

zEW\{a} ’\e7|\{o}
s.t. a+y =y, millest ndhtub a ~ y ja seega ay = a ¢ 0. Teiselt poolt aga a * xy!
tottu a+xy1 = xyiehk (a+xy')y = (xr/)y. Ety'y =0, siis(a+xy')y =0, s.t. oleme
joudnud vastuolulise tulemuseni ay + (xy')y = ay = 0, millest jarelduvad vdrdused
x =y = a("H(x)) ja kujutuse a surjektiivsus.

Néitame nuld, et a(X) = x korral X = LWL x), millest x —y tdttu jareldub
kujutuse < injektiivsus. Markame esmalt, et x = cr(X) tdttu on iga z £ X korral
z < X ning seega X C LLLx). Naditeks kui X = {o”,a3,..., o,m}, siis iga aatomi
at £ 71(x) korral 0 pat —atx = ata, + 0*ai2 + e+ + ata{m, mistottu leidub selline
j £1,m, et a*o,; 0. Et aga at ja a,; on mdlemad aatomid, siis viimasest seosest
jareldub at = aai) = a,;,s. t. Wx) C X. Kokkuvottes seega X = H(x).

Teoreemi 13 tbestuse ldpetamiseks vdib nuud taiesti vahetult kontrollida, et
kdigi alamhulkade X, X\, X2 £ © korral kehtivad seosed a(X\ U X2) = a(X1)+ ~(A-)),
<t(Xt M X2) = <7(*i)a(*j) ja cr(1™) = cr(X)L

112



18. Tukelduste vbrega seotud arvud

Fikseerime n-elemendilise hulga S ning vaatleme kdikvdimalikke funktsioone
/ S —mX véidértustega 18plikus hulgas X, kus X\ = x. Selles funktsioonide hulgas
Xs on xn elementi. lga funktsioon / £ Xs maéérab hulgal S teatava ekvivalentsi x/:
st/ j' parajasti siis, kui /(s) = }(»")m Seda ekvivalentsi nimetatakse funktsiooni f
tuumaks ja téhistatakse Ker/.

Loomulik on kiisida, kui paljudel erinevatel funktsioonidel f £ Xs on uksja see-
sama tuum. Koigepealt mérkame, et tuuma >xomava funktsiooni véartuspiirkonnas
on n(jr) erinevat elementi, kus eelmises jaotises defineeritud funktsioon n(ir) nditab
ekvivalentsile >k vastava tikelduse tiikkide arvu. Tdepoolest, omandab ju selline
funktsioon tervel T-tukil Uhe ja sellesama vaartuse (hulgast X). Jarelikult taan-
dub meie kiisimus selliseks: kui palju leidub injektsioone n(x)-elemendili8€st hulgast
hulka X1 See uus kiisimus lubab end sdnastada riii: kui mitmel erineval viisil saab
hulgast X valida n(7r)-elemendilist jarjestatud alamhulka (mille elemendid oleks in-
jektsiooni vaartusteks vastavalt esimesel, teisel, ... ,n(r)-ndal tikil)? Vastus on meil
varasemast teada - selliste valikute arvu annab kahanev faktoriaal (*),,(,).

Et iga ekvivalents > hulgal S on teatava funktsiooni f : S —* X tuumaks, siis
saame vorduse

£ (M) =*"e (i®-1)
JHEiN

Teiselt poolt, et vdrdus (18.1) kehtib I6pmata paljude naturaalarvude x korral, siis
saab teda vaadelda kahe poliinoomi vdrdusena.

Belli arv (on kasutatud ka eksponentsiaalarvu nimetust) B(n) defineeritakse
kui n-elemendilise hulga erinevate ekvivalentside arv, s.t.

B(n) = Il

(tahist B(n) kasutame Belli arvide eristamiseks Bernoulli arvudest Bn)- Leiame
nende arvude moéned omadused, vottes kasitluse aluseks seose (18.1).

Kahanevate faktoriaalidena defineeritud polinoomid p¥%{x) = (*)* (kus i =
= 0,1,2,...) moodustavad ratsionaalarvuliste kordajatega polinoomide vektorruu-
mi Q[x] baasi. Sellest tulenevalt defineerib igai 0,1,2,... korral kehtiv valem

F((x),)=1 (18.2)

113

15



Uheselt teatava lineaaxse funktsionaali F : Q[i] “m Q. Rakendanud funktsionaali F
seose (18.1) mdlemale poolele ning arvestanud seejuures definitsiooni (18.2) ja B{n)
téhendust saame

s(M=E 1=E =gy
< *€BN
Tuginedes saadud seosele B(n) = F(xn) tuletame niiid kdigepealt rekurrentse
valemi Belli arvude jada {i?(n)} jaoks. Selleks lahtume téhelepanekust, et suvalise
polinoomi p(x) € <Q korral kehtib seos

F(p(x)) = F(x mo(x - 1)). (18.3)
Tdepoolest, olgu .
p(*) =
i=0
kus pi € Q. Uhelt poolt siis
m m m
F(p(x)) =f (£ p,(x)) = =EP"
i=0 i=0 i=0
teiselt poolt aga
m m m
F(xp(x-1)) =F ~ P A (x-1)i) = (J2p>x)>H) = Y.P'
v\ i=0 i=0 1=0

|
Saadud tulemused on vdrdsed, millest jareldubki seose (18.3) kehtivus.
Valime seoses (18.3) konkreetselt p(x) = (x + 1)”. Siis

F((s+1)") =F(x((s*"T)+1)"). (18.4)
Vdrduse (18.4) parema poole v8ib esitada kujul
F(*((s - 1)+ 1)") = F{xn+1) = B(n + 1),
vasaku poole aga kujul

bl + I T >-%*(

millega olemegi saanud rekurrentse valemi

e+ 1) =E (*)ag-
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Leiame Belli arvude jaoks eksponentsiaalse genereeriva funktsiooni:

B2 —F *<»>f=E "~ Z'=f (8" ), =n«).
mO o >0 /
Téahistades niiid ez = 1+ y leiame binoomvalemit kasutades

Fe“)=F( +»")=FIE (ITy")-E —fV -E * e - et
/ O
millega saimegi soovitud tulemuse

eBz = = e(e' ~1)-
0

Funktsionaali F vOib toodud arutlusest elimineerida ning tema kasutamist siin
tuleb vaadelda kiire vahendina kordajatevaheliste seoste saamiseks kahe (formaalse)
rea vordlemisel.

L&hedaste vGtetega saab Belli arvude jaoks tuletada nn. Dobinsky valemi

* e+ y-
Selleks lahtume vOrdustest

c=y 1=y 1 =y (kk
[’\TDR\ iji &]t— »)! | il

millest ndeme, et funktsionaal F rahuldab igai =0,1,2,... korral «eost

(*k
Seetdttu suvalise polinoomi p(x) = _l_ZGP‘ " (x)" korrr/1
i

F(p(s)) =

Valides saadud vorduses konkreetselt p(x) = (x + 1)” ning arvestades eeoet
(18.4) jduame soovitud valemini:

B(n +1) = F(xn+i) = F((s+1)") =- £
*>0
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Téahistagu 6,j Kroneckeri simbolit

<":i]lkuii: i-
0, kui I ®j.

Siis suvalise i = 0,1,2,... korral kehtiv valem
Ft(pi(x)) = Sa

defineerib iga k = 0,1,... jaoks (heselt lineaarse funktsionaali Ft : <Qp) —% <Q Nende
funktsionaalide definitsiooni arvestades vdime n-elemendilist hulka K tiikiks jaotavate
ekvivalentside arvu

S(n,k) = I{i 6 £n: n(jr) = KN\

definitsiooni dles kirjutada vérdusena

S(nk)= £ 1=W )- (185)

»etfn.
n»)=1

Madrgime Uhtlasi, et Belli arvude definitsioonist jareldub ilmne seos

n
£(n) = |én] = 535(n,A).
t=i

Vordus (18.5) v@imaldab selgitada arvude S(n,k) omadusi. Kdigepealt veen-
dume, et seos
Fk(xp(x)) = Fk-i{p(x)) + * -Ft(pOr)) (18 6)
on Oige suvalise p(x) £ Q[x] korral. Funktsionaalide lineaarsuse tdttu piisab seose
(18.6) kontrollimisest ruumi Q[x] baaspolinoomidel pi(x), s.t. tuleb ndidata, et

Fk{xpi(x)) = F*_i(p.(i)) + kFk{p.{x)) (18.7)
kehtib iga»=0,1,2,... korral. Uhelt poolt
FK(XPi(x)) —Ft((x - t)Pi(x)) + «>,(*) =
=Fk(Pi+i(x)) + «*t(pi(*)) = + »6t,,

teiselt poolt aga vdrduse (18.7) paremal poolel seisab arv + K-64,. Vaadanud
labi kolm v@imalikku juhtu (» = K, » = K—1 ning » > K v0i * < kK —1) veendume,
et vordus 6>+1+ = "k-i,i + k-6ti kehtib. Valides &sjatdestatud seoses (18 6)
konkreetselt p(x) = xnja arvestades seost (18.5) saame

S(n + 1,k) = S(n, K —1) + KS(n, K),

mis langeb kokku vdrrandiga (5.10), s.t arvude S(n,k) ndol on nadhtavasti tegemist
Stirlingi teist liiki arvudega (ka (18.5) on samavéarne definitsiooniga (5.4)).



Tdestame veel rekurrentse seose
sm+1iy=£ ™ 56 k- 1), (18.8)
i=0'1"
Mérkame, et definitsimon (18.5) lubab sellele seosele anda kuju

FA+>) = £ ("W ,(x )

i=0 '
ehk
Fk(xi(x - 1) + 11 = FtAUX + 1)) (18.9)
Osutub, et suvalise q(x) £ <4 korral kehtib
Ft(x of - 1) = ft_i(9(i)). (18.10)

Toepoolest, avaldanud q(x) baaspoliitoomide pi(x) —(x), kaudu

AKX) = Y 1**(*)e
i=0

kus g £ Q leiame, et nii Ft-i(q(x)) = qt-i kui ka

m m
FK{xq{x - 1)) = Fi(£ < 7(xp.(x - 1))) = Pfc(E«P»+I(*)) = 9*b
1=0 1=0

millest jareldubki (18.10). Kui seoses (18.10) konkreetselt valida q(x) = (x + 1)”, siis
veendume, et kehtib (18.9) ja seega ka (18.8).

//Z Leiame nild jada {S(n, k)}n eksponentsia-alse genereeriva funktsiooni
SiW:I§0 S9"*>E
n

kve K on fikseeritud. Selleks méarkame, et

E* *£ -E -Engd) - (el -F >
n>0 n>0 _n>0 7 \n”~0 /
Kui tahistada 1+ vy = ez, siis etz = (1 +y)* = (M)y”, mistottu

no=ft(E(:>")=ft(E") =

NLn =" =
njo ' n>0
Kokkuvdttes seega ndeme, et
B f_ez,( 1)k
sk(z) = L-~TJ-.

mis muidugi langeb kokku varem nimetatud valemiga (6.7).



w - Stirlingi teist liiki arvude méératlus tukelduste vdre kaudu v8imaldab anda va-
hetu kombinatoorse tGestuse mitmetele tuntud valemitele, nende seas nditeks valemile

Toepoolest, olgu <5 18plik n-elemendiline hulk. Fikseerime arvu Kk G I,n ning
tukeldame hulga S tikkideks <Si,S2 nii, et |§] = &, 1= n —k. Alamhulgad S\
ja < tukeldame edasi vastavalt tja j tikiks. Et hulka <§ saab S(k,i) erineval viisil
tikeldada j tiikiks, hulka <® aga S(n —k,j) erineval viisil j tlkiks, siis A-elemendilise
alamhulga Sj C <S antud valiku korral (hulk ® = on S valikuga juba Gheselt
madratud!) on S(k, i) S(n—k,j) erinevat, vaadeldavat tuupi tikeldust hulgal S Kuid
hulga 5 A-elemendilist alamhulka <S saab valida (£) eri viisil, mistdttu fikseeritud k
korral on hulgal S véimalik teostada (£)S(k,i) S(n —k,j) vaadeldud tilpi (ehk
kahekordset) tukeldust. Uldse kokku on hulgal S v6imalik teostada

kahekordset tiikeldust. Sellega on antud kombinatoorne interpretatsioon vorduse
(18.11) vasakule poolele.

Teiselt poolt, n-elemendilise hulga S saab S(n,x +j) erineval viisil tiikeldada
1+ j komponendiks ning iga sellise tiikelduse korral vdib saadava komponentide hulga
(+>) eri viisil tikeldada kaheks klassiks - (ihes a teises j komponenti. Seetdttu
on hulgal <§ vdimalik teostada ('~;)-5(n, x+ j) kahekordset tikeldust. On saadud
kombinatoorne interpretatsioon vdrduse (18.11) paremale poolele.

Et m6lemal juhul loendati the ja sama hulga elemente (kahekordseid tiikeldusi
n-elemendilisel hulgal <S), siis on vordsed ka saadud arvud, millega valem (18.11) on
tGestatud.

Hulga <Sfikseeritud substitutsioon r lahutab selle hulga n(tr) tstkliks. Nendel
tstiklitel konstantsete funktsioonide / : S — X arv on seega Iga niisugune
funktsioon on aga tdlgendatav kompositsioonina S —*>S— »X, kus /' on Kkujutus

hilgeist S hulka X. Et iga substitutsioon >»:S — S méarab theselt hulga S tukelduse
tstikliteks, siis

kus esimene summa voetakse Ule terve simmeetrilise riithma, teises aga (E* tahistab
n-elemendilise hulga S kdikvdimalike erinevate tsukleikstukelduste hulka. Esimeses
summas loendatakse iga funktsiooni K\\2\... kt \ korda, kus k, on elemendi t G X
esinemiste arv selle funktsiooni vaartuste hulgas. Jarjend (klt X2,..., kz) ilmub see-



juures ti) korda, jéarelikult

=n Y, | =*Nn)
J Ei=n

s.t. jduame vorduseni
X' (18.12)
*e*k
Siinjuures, et hulka X saab valida I6pmata paljudel eri viisidel, siis (18.12) on
x-poliinoomide vaérdus.

Vordus (18.12) vdimaldab uut viisi tdestada kaheteistkimnendas jaotises vaa-
deldud arvude

c{n,k) = {ire 1 n(?r) = A}

omadusi (definitsioonist néhtub, et arvu c(n, k) vOib késitleda kui tapselt k tsiikliga n-
substitutsioonide arvu). V&tame kasutusele lineaarsed funktsidnaalid Gt : QX — &
kus Gt onigak=1,2,... jat=0,1,2,... korral defineeritud vordusega

Gt(x") = <&

Rakendanud funktsionaali Gt vorduse (18.12) pooltele, saame

Saadud vOrdust c(n, x) = Gt{x") kaésitleme kui arvude c(n, k) uut definitsiooni
ja tdestame rekurrentse valemi

c(n + 1,K) = c(n, K- 1) + tjc(n, K). (18.14)

Tdepoolest, vaadanud 1abi kdik véimalikud juhud (t =k, i = k—1ning i > K
vdi | < k—1) veendume, et vektorruumi < baasi {x1: »=10,1,2,...} korral kehtib
vordus

Gt((x +n)x") = Gt_i(x") +nGi(i")
s. t.
<5*iH + nE> = + nht-
Sellest jareldub, et iga polinoomi p(x) G <Qp korral kehtib seos
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ehk
Gt(x ) =GtM"xW ) +nGt{x"),
s.t. valemi (18.14).

Seose (18.1*4) vdib saada ka vahetu aruteluga, kui jaotada (n + l)-elemendilise
hulga A-tsiklilised substitutsioonid kahte klassi. Leidub c(n, A—1) sellist A-tsiiklilist
substitutsiooni, kus element n+1 osutub invariantseks. Kui aga see element invariant-
ne ei ole, siis on n vdimalust tema lisamiseks Ulejddnud n elemendist moodustatud
A-tsiiklilisse substitutsiooni, kuid neid leidub c(n,A) tukki.

Tikelduste vorega Cn seonduvates loendamisiilesannetee saab neis ettetulevate
arvude genereerivaid funktsioone lihtsalt leida sobivat formaalset rida c(x) ritta e*—1
superponeerides. Enne konkreetsete néidete esitamist tdestame (e ildise tulemuse.

Olgu antud n-elemendilise hulga 6" A-tikeldus r = {«Si«2, mwe <} Selle tu-
kelduse tulbiks nimetatakse jarjendit (Aj, A2)..., k,,), mille komponentideks on mit-
tenegatiivsed taisarvud A = |{j : k] = »}|. Tahistame tiikelduse T tiilipi edaspidi
kujul t(z), s.t. *(t) = (Ai,A2,...,An).

Suvalisest jadast ¢ = (0, ci, ¢2,...) lahtuvalt defineerime iga n ~ 1 korral

bn= £ c?lcr - ™. (1815)

ning votame kahutusele eksponentsiaalsed formaalsed read
= bl e6l =E 6"|r-
n>1 =1
Teoreem. Va&rdus (18.15) avaldub formaalse eksponendi E kaudu kujul

1+elt = E(ea). (18.16)

Tdeetuseks markame, et valemile (18.16) saab anda kuju e*r = (E(x)—i)oea .
Selle vorduse parem pool avaldub aga kujul

k>l - *>1  * (ii..dk)
kus sisemine summa vdetakse le k@igi jarjendite (4 ,..., 4.) £ (N \0)4. Téhistame
s[]mblglliga A nende kordade arvu, mil sulgude [.. .]* avamisel valitakse ¥ = « els

K = Yi k, ning e*r avaldise saab kirjutada kujul:
1=1
ki V4 nlcjlci3... c*n

s Elen (LD (Dt MAMAKITKZ T U
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kus sisemine summeerimine toimub niid le k8igi selliste mittenegatiivsete tdisarvu-
liste komponentidega jérjendite (kit k2, *,), et *1 + 2k2+-e++ nk,, = n. Kaoleme
selle vorrandi iga lahendi korral summeerinud thesugused liidetavad ning simboliga
M(k\,Kk2,...,kn) tédhistanud niisuguste jarjendite ese «*) arvu, milles arvuga t
vordseid komponente on tépselt A tikki. Et arvud M(ki,Kk2,...,k,,) = jnion
multinoomkordajad, siis saame elr avaldise anda kujul

Sisemises summas “monoomi” ees olev kordaja on vdrdne hulga
I,n tlupi (ki, k2, e, kn) tiikelduste arvuga. Sellest ndhtubki valem (18.16), kui me
ka seost (18.15) silmas peame.

Kerge on kontrollida, et valemit (18.16) tdestavad arutlused jddvad kehtima ka
jargmisel, kirjeldatust Gldisemal juhul.

Olgu y G C suvaline parameeter. Suvalisest jadast ¢ = (0, cj, c2,...) lahtuvalt
vOtame nilid jada b asemele jada Y —{bj,}, kus

(18.17)

Sel korral kehtib seos
1+e*r = A(yeq), (18.18)

mille vBib esitada ka kujul
e *=(£(yi)-l1)oec«

Mérkame ka, et lugenud seoses (18.15) kdik cj = 1, saame
Mn

*:i

Sel erijuhul vétab valem (18.16) kuju

il k=l

Kui edasi spetsialiseerida ka y = 1, siis saame

n>|

s.t. (eksponentsiaalse) genereeriva funktsiooni Belli arvudele J?(n).



Téhistagu bn nende n-substitutsioonide arvu, mis astmel m annavad Ghiksubs-
titutsiooni. Alumist rida sellise substitutsiooni standardses esituses kaherealise maat-
riksina vOib vaadelda saaduna jargmise protseduuri teel. Kdigepealt vdtame hulgal
I,n mingi sellise tiikelduse, kus iga tiki v8imsus d on arvu m jagajaks. Valinud
seejarel igal tukil ka selle elementide mingi tstiklilise paigutuse saamegi substitutsioo-
ni, mis astmel m on Ghiksubstitutsioon. limselt saab d-elemendilises tiikis juhul kui
don arvu m jagajaks, elementide tstklilist paigutust valida (d —1)! viisil. Valemist
(18.16) saame nitd

d\m d\m

Asjavaadelduga moneti sarnane on jargmine tlesanne. Hulk I,n tikeldatakse,
igas tukis fikseeritakse Uks elementidest (nn. juhtelement), tiki Glejadnud elemen-
tidel valitakse aga mingi tslkliline paigutus. Kui tiikk on fc-elemendiline, siis temal
saab Kirjeldatud struktuuri moodustada k(k —2)! erineval viisil. Kogu hulgal I,n
kirjeldatud struktuuri valikuv@imaluste Uldarvu tahistame bn. Valemist (18.16) ja
formaalse logaritmi definitsioonist (9.4) tuleneb niid seos

njl Ic}2
WE=f) =E£((FE<I-*)) =(L- %)
nj1
Eespool kirjeldatud mottekéike saab kasutada ka mitmesugustes graafidega seo-
tud Ulesannetes. Naiteks vBime sel viisil leida n-tipuliste sidusate lihtgraafide (s. t.
ilma silmuste ja kordsete servadeta graafide) arvu c,. Tahistagu b{n,k) nende n-
tipuliste lintgraafide arvu, millel on k sidususkomponenti. Sellise graafi saame, kui
n-elemendiline hulk, s.t. tipuhulk V tukeldada k tukiks, seejérel aga igas tikis dra
ndidata sidusa graafi struktuur. Kui vaadeldavas tiikis on sealjuures * tippu, siis vas-

tavalt tehtud kokkuleppele on sellel tikil sidusa graafi struktuuri valikuks c, erinevat
vdimalust. Oeldu lubab jéreldada, et kehtib seos

Y bBnN)yk= YI ci'c2 mnntAl+*2+ +in.
i
I()=C*1,...”n)

Valemitest (18.17) ja (18.18) n&htub niid, et

1+£ (£ k™YyK) fr = e (yeOXY
mi 1
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Vottes viimases vorduses y = 1 ning arvestades 2 erineva lihtgraafi struktuuri
vBimalikkust tipuhulgal V (selle vdite digsuses vib kergesti veenduda arutledes, kas
antud tipupaar (s. t. serv) vaadeldavasse lihtgraafi kuulub voi mitte), saame valemi

Rdhutame, et siin on tegemist vastavate formaalsete ridade vordsusega; rea
koonduvusraadius on antud juhul isegi null!

Selle jaotuse I8petuseks késitleme graafide loendamise ht klassikalist Ulesannet.

Olgu c,, erinevate juurega puude arv, mida saab moodustada n-elemendilisel ti-
puhulgal V. Meenutame, et juurega puu on sidus, tsiikliteta ning lhe véljaeraldatud
tipuga (nn. juurega) lihtgraaf. Juurtega mets on aga tipuhulgal V antud liht-
graaf, mille sidususkomponentideks on juurega puud. Téahistagu bn juurtega metsade
uldarvu tipuhulgal V. Valemist (18.16) jareldub antud juhul, et

(18.19)

Lisaks, Oige on ka seos

Tdepoolest, puu tipuhulgal VU {u;} indutseerib metsa tipuhulgal V, kui vaadel-
davast puust eemaldame tipu w koos kdigi tipuga w intsidentsete servadega. Sealjuu-
res loeme saadavas metsas k&ik need tema tipud juurteks, mis algselt olid intsidentsed
tipuga w. Et (n + I)-tipulises puus on n + 1 v8imalust juure valikuks, siis saamegi
seose Cn+i = (n + 1)bn- Seda seost arvestades naeme, et

n>2
Seost (18.19) kasutades saame vorduse
A(e“)=i-1leG

ehk
e“ = xE(ecx).
Selle nn. Cayley-Polya. funktsionaalvérrandi lahendiks osutub

Ccn — I'In_l
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19. Alamruumide v@rega seotud arvud

Fikseerime 16pliku ehk Galois’ korpuse F = F(g) (kus q = pmja p on algarv)
ning vaatleme n-moddtmelise vektorruumi Vn = V,,(P) k&igi alamruumide I6plikku
voret @B, = 03n(pm)- Selle vore elementide koguarvu tédhistame Gn, kérgusega K
elementide axvu aga simboliga [J]. Seega

n
["] =1{W60©,: dimW =*}] ja Gn=|*M =£ ["]
I=0

Arvud [£], mida vahel t&histatakse ka (£)e olid arvuteoorias nn. Gaussi polu-
noomidena (vOi ka g-poliinoomidena) tuntud ammu. Siin vaatleme neid nn. Gaussi
arvusid [£] ja Galois’ arvusid Gn lineaaralgebra meetodil.

Olgu antud suvaline 16plikumd6tmeline vektorruum X (le korpuse F, kusjuures
x = W\ Vaatleme kdikvdimalikke lineaarkujutusi ruumist V,, ruumi X ja leiame
nende hulga Ti(X) vdimsuse kahel erineval viisil.

Kdigepealt fikseerime ruumis Vn suvalise baasi {ei,e2... ,e,,}. lga kujutus
P G LW, X) on Uheselt maaratud oma vaartustega baasivektoreil, seega erinevaid voi-
malikke vaartuste komplekte kujutuse P jaoks on xn tiikki: \H(X)\ = xn.

Teiselt poolt kasutame lineaarkujutuse nullruumi madistet ja vdimalust alam-
ruumi baasi tdiendamiseks kogu ruumi Vn baasini. Toepoolest, olgu fikseeritud alam-
ruum W C 5J,,, kus dim W = k. Valime ruumis V,, baasi {ej,... ,et,et+1,... ,e,,} nii,
et esimesed K vektorit moodustavad alamruumi W baasi. Valitud baasi seisukohalt
tdhendab lineaarkujutuse P nullruumi Ghtimine alamruumiga W seda, et on rahulda-
tud jargmised kaks tingimust: (1) iga»=1,2,..., k korral P(e,) = Oja (2) operaator
P ei kujuta ulejaédnud baasivektorite e*+j, ... ,e,, Uhtki mittetriviaalset lineaarkombi-
natsiooni nullvektoriks. Seda arvestades saab kergesti loendadai neid lineaarkujutusi
P G LWL X), mille nullruumiks on alamruum W. Selleks markame, et P v8ib kujutada
baasivektori <P igaks nullist erinevaks vektoriks ruumis X — selliseid v@imalusi on
x —1. Edasi vdib P kujutada baasivektori e*+2 ruumi X igaks vektoriks, mis pole
P{ék+1) kordne — niisuguseid v6im alusioni-g. Vektori et+3 vdib P kujutada ruu-
mi X igaks vektoriks, mis ei asu P(et+1) ja P(é*+2) poolt maaratud F-tasandil —
selliseid voimalusi on x —g2. Niiviisi jatkates ndeme, et vdimalikke vaartuskomplekte
P(ék+1), P(Ek+2), **=, P(én) On

(x-1)(x-g)-(x-qn-t~1)
tikki. Et ruumis V,, leidub [£] fc-m&dtmelist alamruumija igajt=0,1,..., n korral
on igaiiks neist teatava lineaarkujutuse P G L, X) nullruumiks, siis
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Ne )i- Eul(* - >x*-«)eee(*- <r‘-")+1-
k=0
Arvestades eespool saadud tulemust ndeme seega, et

FE = E[R]< K - X *ap)eee (¥ qeerm*)+] (isi)
i=0

Et seos (19.1) kehtib 18pmata paljude x 6 N véartuste korral (vektorruumi X
valikut saab varieerida), siis vdib seda tdlgendada kahe poliinoomi v&rdusena.

Téhistame po(x) = 1ja igai =1,2,... korral

pi(x) = (X - IX«-2)oee (X -

Et Pi(i) on i-astme poliinoom, siis polinoomide jada {p,(x)} osutub ratsio-
naalarvuliste kordajatega poliinoomide vektorruumi <X baasiks. Seetdttu saab iga
lineaarset funktsionaali <@ —* <Qiiheselt maarata tema vaartustega poliinoomidel
p,(x). Vaatleme jargnevas lineaarseid funktsionaale L : Q[x] —»Qja Lk : <O} —Q
(kusk=0,1,...), misigai =0,1,... korral médratakse valemitega

L(pi(x)) =1 ja Lk(pi(x)) = eki.
Rakendades vdrduse (19.1) m&lemale poolele funktsionaali L saame
E<)= £ [“] = g..
k—0
Summeerimisindeksi ja -jarjekorra muutmisega voib vdrdusele (19.1) anda kuju

i=0
mille mdlemale poolele funktsionaali Lk rakendades saame

Galois’ arvusid seob jargmine rekurrentne valem:

GnA\ =2Gn+(g” —1)G n_i, (19.2)
millele seost G,, = L(xn) rakendades vdib anda ka kuju

L(i"+1) = 2L(xn) + (& - DK *"-1), (19.3)

Votame nilid kasutusele polinoomi p(x) nn. Euleri tuletise - lineaarse operaa-
tori Dq: <QN —»<{, mis madratakse valemiga

Dop(x) = * (pfol) ~ Pt1))-
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Lihtne on veenduda, et iga t korral

DgX = ~ ~ =(@-1).*-1 (19.4)

DtPi(x) = IXg*-q)-"(ax-d -{x-i)-(x-q" *) =

= - D)-Pi-i(s) - (x - g~ pi-1(*) = (@ - i) p.-i(x).

Kasutades vordust (19.4), saab tdestatavale valemile (19.3) anda kuju

(19.5)

L (xxn) = 2L(xn) + L(Dogxn). (19.6)

Et {xn: n € N} on vektorruumi <Q[r] baas, siis (operaatori Dqja funktsionaali
L lineaarsust kasutades) tuleneb siit, et iga p(x) £ (Q[r] korral

L(xp(x)) = 2L(p(x)) + L(D,p(x)). (19.7)
Néitame, et see seos tdepoolest kehtib. L&htume Uhelt poolt vrdusest
Pn+i(*) + gnPn(x) = xp n(x),
mis funktsionaali L rakendamise tulemusel annab
1+ gn = L(xpn(x)).

Teiselt poolt, kui vorduses (19.5) vdtta » = ra, liita mdlemale poolele 2pn_i(.r)
ning rakendada funktsionaali L, siis saame

L(Dpn(x)) +2L(p.(*)) = an+ 1,
mis koos eelmise vordusega nditab, et
L(xpn(x)) = 2L(pn{x)) + L(Dcpn(x)).

Et see vordus kehtib ruumi (Q[X baasil (p,,(x)}, siis on lineaarsuse kaalutlustel
Oige ka (19.7), millest jareldub (19.6) ja seega osutub (19.2) tdestatuks.

Leiame niiid Galois’ arvude jada {G,,} nn. Euleri genereeriva funktsiooni
Gntn
nzo (I -q)(1~q2) - (1-qn)

ning naitame, et see formaalne rida on esitatav valemiga

G<>=T1 tH tt? <19 8>
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Lahtume seosest (19.7), kus p(x) asendamine poliinoomiga Dgp(x) annab
L(xDp(x)) = 2L(Dp(x)) + L(D2p(x)).

Valides niiid konkreetselt p(x) = xn ja arvestades seoseid (19.4) leiame

L(x{gn- 1)~ -1) =2L((gn- 1)s”-1) + L((<f- 1)~ 1- 1]Tn~2),
millest funktsionaali L lineaarsuse tdttu tuleneb

gnL(xn) - L(xn)=2(gn- 1J V 1) +(gn- I) ~ 1- 1)L(xn~2)
ehk

gnGn=Gn- 2(1 - gn)Gn-i + (1 - <*)(1- gn~I1)Gn-.2.

Kui niid viimase v8rduse mdlemat poolt korrutada avaldisega

tn
n-9){1-92)...(1-an

ja summeerida Ule kdigi mittenegatiivsete tdisarvude n, siis saame
G{qt) = G(t) - 2t G(t) + t2 G(t).

Sellest valemist ndeme, et

(> g<"=(T=W G(2) G(,2)=< rw G(2B).....
kus jark-jargulised asendused viivadki valemini (19.8)"
Tuletame niiud arvude [£] mdned omadused, alustades valemist

Toestuseks veendume, et suvalise polinoomi p(x) G korral
{ak - DLk(p(x)) = Lk-i(D p(x)). I (19.10)

Ténu funktsionaali L* ja operaatori Dq lineaarsusele piisab, kui seda seost kontrollida
baaspoliinoomide p”rr) korral, s. t. kui veenduda, et

(@* - DLk(p.(x)) = Lt-i{D p{x)).
Seost (19.5) arvestades vOib viimase vdrduse kirjutada kujul

(¢*-i)4- =(e/-i)-W i-
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Vaadanud labi v8imalikud juhud t = k ja i ¢ k veendume, et see seos tdesti
kehtib, millega on pdhjendatud ka (19.10), kus konkreetne valik p(x) - xn annab

(9 * - 1)Lk(x")=Lk- I(D"Xn),

millest tulenebki (19.9). Valemit (19.9) korduvalt rakendades leiame

> o TR gy 9mel o n-l !
o ¢ —~F Ln-*] g—1 Ln—I)-(*-1)J
o <7 T & VD) i mekn
Sk qt~1—1 q-1 In-*J¢
Et aga —1) siis oleme saanud
(2" - iIKg"-1—)umm 1)
L-*]* - Ixti-1- 1) "(9- 1) '

millest muuhulgas néhtub

KM .1*]

(kuigi see fakt tuleneb ka vdre 3 leneseduaalsusest). Tdepoolest, Uhelt poolt

o1 - D---(q-i)
In-*J (& —IX«*-1 —1)-+(« —1) («™"*- 1) ee(«- 1)’

teiselt poolt aga

mi_r n i
Ik In-(n-*)J  (@"-* =1@"-*1—=1)'(?~1) (@-1)-(9-1)

Viimane téhelepanek nditab, et arvud [£] v@ib defineerida ka vérduste
["]1= bl *") (19.11)

abil. Seda asjaolu kasutame hiljem nende arvude mdningate tdiendavate omaduste
leidmisel. Lisaks on meil nitd valem

UJ-  (@—iXe*~1—1) (9—1) ° 1

Kehtib veel nn. Pascali g-ralem

mille vordus (19.11) lubab esitada kujul

Ltixx"™-") = Li_Lxn_1)+" (x »-1).
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Osutub, et iga polinoomi p(x) £ <G konal kehtib seoe

Lk(xp(x)) = Lt_i(p(a:)) + (fFLk(p(x)\
milles konkreetne valik p(x) =i " 'lannab soovitud vorduse. Tdepoolest, lineaarsuse
tdttu vBib seda seost kontrollida vaid baaspolinoomide p,(x) korrad:

Lk(x moi(x)) = Lt_j(p,(x)) + g* «Lt(pi(x))
ehk seost x pi(x) = Pi+i(x) + <fpi{x) arvestades

Lk(Pi+1(*)) + <t LK(Pi(*)) = Q£*(*>.(*)) + £*-i(p,(*)).
Funktsionaalide Lk definitsioonist nahtub, et viimane seos kujutab endast v&rdust

+a hi =shi+h-ig
Vaadanud siin 1abi kdik kolm vdimalikku juhtu (« = k—1, i = kja* > Kk vdi | < K—1)
veendume, et see seos kehtib, millega on thtlasi péhjendatud ka valem (19.13).
Téahistagu N(k, 1) kdigi nende fc-md6tmeliste alamruumide arvu n-madtmelises
vektorruumis V,,(.F) Ule g-elemendilise korpuse F, mis sisaldavad ruumi V,, fikseeritud
Uhemd&dtmelist alamruumi. Kehtib valem

(1914)

Tdepoolest, olgu 1 kdnesolev themddtmeline alamiruum ruumis Vn. Alamruu-
mide vore eneeeduaalsust kasutades markame, et

N(k 1) = [{W: W C $indim W —k,I CW}| =
[{W* : W* C <0 dimW* =n- kW*CT }=["~J-

Valemi (19.14) teise vOrduse tdestamiseks votame kasutusele (bikromaatilise)

graafi Q tipuhulgaga V(Q) = u kus V) on ruumi V,, 1-mddtmeliste alam-
ruumide hulk ja fc-mo6dtmeliste alamruumide hulk (muidugi iX2) M = 0).
Loeme, et paar (J1,B) € V*1) x on graafi Q servaks sis, kui /1 C B. Graafi

Q bikromaatilisust kasutades saab servade hulga £(S) loendada kahel erineva] viisil.
Tdepoolest, et iga tipu B € I/*) valents p(B) on [*] (s. t. (ihemd&tmeliste alamruu-
mide arv fikseeritud fc-mddtmelises alamruumis B) ning |VA] = [J], siis

wW«- £
BEV( >

Teiselt poolt aga iga tipu A G V*1) valents on N(k, 1) ja selliseid tippe leidub
1yo)| = tukki, millest
leen= E <n=r1-0n-
Saadud tulemuste (hendamine annab soovitud vdrduse.
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Arvude [j] méaratlus alamruumide vdre kaudu vBimaldab kergesti testada
ka nn. Vandermonde'i g-valemi, mille kohaselt suvaliste mittenegatiivsete tdisarvude
r, 5ja K korral kehtib v8rdus

1=0

Toepoolest, olgu Vr+, (r +s)-md6tmeline vektorruum Ule Galois’ korpuse W(q)
ning Vr selle ruumi mingi r-ma&6tmeline alamruum, mille fikseerime kogu jargne-
vaks arutluseks. Asjaolu, et vOrduse (19.15) vasak pool naitab ruumi Vr+, kdi-
gi A-mOotmeliste alamruumide arvu, viib mdttele interpreteerida samas vaimus ka
vorduse (19.15) paremat poolt. Selleks vaatleme iga»=10,1,..., K korral ruumi Vr+,
kdigi selliste A-mdodtmeliste alamruumide W hulka 2Di, mille korral dim(Vr W) = *
Téahistame n, = |2DX| ning olgu 2D = Uf=02D,. On selge, et

rex]-w- | el -5z

Samuti aga osutub digeks vdrdus

L1,] 96>

millest saamegi valemi (19.15). Jaab ainult pdhjendada vdrdus (19.16). Markame, et
lineaarselt sdltumatud vektorid ei,?2,... ,&, saab alamruumis Vr valida

W -IM -qy-tf-j-1)
erineval viisil. Iga sellise valiku korral saab Ulejaddnud k —« lineaarselt sdltumatut
vektorit i>i, £2,.. «,h -i valida
W+ - Q)Q+t - 9r+l) ' o(qr+> - qT+k~"~i)

erineval viisil nii, et vektorite komplekt {?i,... ..., bjt_} oleks mingi alamruu-
mi W 6 2D baasiks. Seejuures saab

viisil valida vektorite komplekti {ei,e2,... ,&,} nii, et need madraksid (ihe ning sama
16ike Vr MW ja iga niisuguse valiku korral veel
@i -?)(gi -9 +)-(9t-g,+(t-))-1)

erineval viisil valida ulejadénud k —r vektorit 61,62,... ,6*_, nii, et saadavad komp-
lektid {é\,... &, 6i,...,6i_,} méaraksid Uhe ja sellesama £mo6dtmelise alamruumi
W 6 2D. Kokkuvdttes ndeme, et
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N W - i)(gr- <?)ess(/ - g~-D(g.+, - -/ +p)- emsr+' - gf+*-t~1)
(@ - IXN -2) oo (O*- 9, 1)(9* -9*X9* - 9'+1) " (9* -
= ~)Ho<iXg,-9)---(9.- g~ N\ _[rIlnl
#){9*—* — 1)(<T*—1—q) " mm(yk~*—9*—1 *¥) LiJIA: —tJ
Vordus (19.16) on tbestatud ja koos sellega ka valem (19.15).
Toestame veel nn. Gaussi g-samasused

4=0 . (19.17)
2+1 o ,i

£E(-1>*rN=o0.

k-O

Asjaolu, et A > s korral [£] = 0, lubab nendele seostele anda kompaktsema
kuju, kui lisaks kasutada veel vdrdusegaT = " *>0(—)*~i defineeritud funktsionaali
T : (QX —<Q Nimelt saame seosed

T(x2m) = (1 —?)(1 —g3)**+(! —g2m 1) ja T(x2ro+l) =0, (19.18)
milles veendumiseks piisab ndidata, et igau 6 N korral
T{x,+2) = (1 - qgi+ly T(x"). (19.19)
Tdepoolest, baaspolinoomide p*(x) korral T(p;(x)) = (—1)', mist6ttu
(-1)1=T(plx)) =T (x-1) =T (x)-1,
(-1)2=T(pr(x)) = T((x - D(x - @) = T(x2) +q
Need vordused T(x) = 0ja T(x2) = 1 —q lubavad valemile (19.19) tuginedes saada
seosed (19.18). Tdestame niiid valemi (19.19), kirjutades ta kdigepealt imber kujul
T(x2x) =T (x")-qT((axy).
Et {x'} on ruumi (Q[ baas, siis selle vorduse kohaselt igap(x) € <Qi{ korral
T(x2p(x)) = T(p(x)) - 4T(p(ax)).
Lineaarsuse kaalutlused néitavad, et viimast seost vOib kontrollida tiksnes baaspolii-
noomidel pi(x) = (x —I)(x —q) mm(x —g*-1). Markame, et
TXxpi(x)) = T(p,+i(x) + g pi(x)) = eo== ()" - 1).
T(x2p,(x)) = T(p,+2(x) + (q + 9, +1)Pr+i(x) + R'pi(x)) = ee*
. oo = (—1)*(92*—9< —9* + )i
T{pi(gx)) = T(q' pi(x) +(92_1 - g,-1)-p,_i(x)) = ee= = ()" 9=1%9" - 9 ~*)e
Seega tdestatav seos redutseerub baaspoliinoomidel ilmseks v8rduseks
(-1y.(q2 _ qi+l _g>+i) = () - 9'(( 1)*_1'9* 1(9*-9-1)),
millega valem (19.19) on tdestatud.
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Pascali g-valemit korduvalt rakendades leiame

Piltlikult véljendades vBimaldab see tulemus meil Gaussi arvude g-kolmnurga$ tdusta
samm-sammult Ulemistele nivoodele, kuni ndeme, et arvud [j], mis klassikalise defi-
nitsiooniga on antud kui ratsionaalavaldised suurusest g, osutuvad g-polinoomideks
i(n-i)
[khN= £ P(n-k,k,a)q° (19.20)
a=0

(selle poliinoomi aste k (n —k) nahtub klassikalisest valemist (19.12), kus ta avaldub
lugeja ja nimetaja kGrgeimate astendajate vahena).

Vaadeldes jargnevas Gaussi arvu [£] kui ~-poliinoomi anname tema kordajate
P kombinatoorse interpretatsiooni naturaalarvude aditiivsete lahutuste keeles. Na-
turaalarvu a aditiivseks lahutuseks nimetatakse naturaalarvude sellist mittekasvavat
jérjendit ot\ci2,...,at, mille korral c* + <2+ eem+ a* = a. Arve a, nimetatakse
sealjuures lahutuse a = (ai, ar,..., a*) komponentideks, arvu k lahutuse sligavuseks.

Vaatleme nutd Z-vdriu tasandil, s. t. tasandi neid punkte, mille ristkoordinaa-
tideks on tdisarvude paar (X, y) (siinkohal huvitab see vdrk meid ainult p&hikvadran-

Yy disx > 0,y > 0). Punkt (x,y) liikugu igal “taktil” vaid kas
WU WL - paremale vai Gles médda bvorgu “ténavaid”, sellise liiku-
...................... il mmn mise jalge nimetame siksakiks.

lga lahutusega a = (ai,a2,... a*) saab siduda nn.
Ferrersi tabeli Fa, mille moodustavad S-vdrgu kdik need
thikruudud, mille vasaku alumise tipu (x,y) S Z x Z koor-
———————————————————————————— dinaadid rahuldavad ndudeid
iiUl---mm -me oo - =z O~Ny~"A —1 ja 0~ A (Xky—1I-

Joonis illustreerib lahutusele 13 = (5,3,2,2,1) vastavat Ferrersi tabelit.

Teoreem 1. Arv P(n —k,k,a) vdrdub naturaalarvu a ~ 1 selliste aditiivsete
lahutuste arvuga, mille stigavus on ulimalt k ja mille Ukski komponent ei Uleta arvu
n —k. Kokkuleppeliselt loetakse P(n —k,k,0) = 1.

Toestus. Kasutades vOimalust siduda iga lahutusega Ferrersi tabel saab teo-
reemi vditele anda jargmise, ekvivalentse kuju: arv P(n —k,k,a) vordub nende
siksakkide arvuga, mis kulgevad punktist (0,0) punkti (n —k, k) ja mille kohal on
pindala a. Siinjuures viimane fraas tdhendab, et naturaalarvu a tblgendatakse kui
Uhikruudukeste arvu Ferrersi tabelis Fa, s. t. kujundis, mida piiravad vasakult y-telg,
llalt sirge y = K ning alt ja paremalt nimetatud siksak.
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Viimase vdite tGestame induktsiooniga n jargi. Induktsiooni baasina vaatleme
(esimest sisukat) juhtu n =2, k =1, n —k = 1, mil pindala voimalikeks vaartusteks
ona = Ojaa = 1. llmselt leidub vaid uks siksak punktist (0,0) punkti (1,1) pindalaga
0 ning Uks siksak pindalaga 1. Jarelikult valemi (19.20) kohaselt

r2i 1

[J =P~ 1-0)P+pasi 4> =Iq° +1ql =1+g
mis langeb kokku Gaussi arvu [2] valemist (19.12) saadava vaartusega.

Seega on induktsiooni baasvdide tbestatud ja tuleb veel pdhjendada tUleminek
(n —1)-It n-le. Kasutame téhistust s = n —k ja tugineme intuitiivselt selgele
tahelepanekule, et Z-vdrgu iga punktis (0,0) algav ja punktis (s,k) I6ppev siksak
labib kais punkti (s,k —1) vdi punkti (s —1, k). Sellest tdhelepanekust tuleneb, et
siksakke (0,0) —»(3,k), mille peal on pindala a leidub sama palju kui on kokku
siksakke (0,0) —»¢( —1,k) pindalaga a ja siksakke (0,0) —»(s,k —1) pindalaga
a —s. Vastavalt induktsiooni oletusele on esimene nimetatud arv P(s —1,k,a) ja
teine P(s,k —1,a —j). Seega piisab, kui tGestada vGrdus

P(s, k,a) = P(s —1 k,a) + P(s,k—1,a —*). (19.21)
Valemi (19.20) kohaselt
[*] =E P(s>*a)9*’
apo

I'"i'b E "t 1- 1*'")1. <19 22)
apo

[* I]=E A~ 5%-1°0-5)9“"%
apt

) H>*-il H * J-* * («—ix«3— —i)

(<f 1} (-1XA-1)--e(«*-1)
siis Pascali g-valemi kohaselt

EM TV -G :;]-

mille seoseid (19.22) kasutades saab esitada kujul:

E P{>*a)g=E p(3- «)9°+9*'E P(3'k~1lja*“ 5)
or>0 ap0 apt

Vorreldes siin kordajaid ga ees veendume vdrduse (19.21) Gigsuses.
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IUustreerime veel teoreemi 1 vdidet g-poltinoomi [j] korral:

=1~1 +f.tz | + I +2,4+2,"+ ,5+ e
g-1 q- 1 5-1

Niid on lihtne koostada Ferrersi diagrammid vastavalt tabelile:

a 0 1 2 3 4 5 6
P(320). 1 1 2 2 2 1 1

Teoreemiga 1 arvudele P(n—k, k, a) antud kombinatoorset interpretatsiooni ni-
metatakse Sylvesteri g-teoreemiks}kuid analoogilise interpretatsiooni saab vore £),(<?)
termineis anda ka vorduse (19.20) liidetavatele P(n —k,k,a)qga.

Teoreem 2 (Knuthi teoreem). Leidub elementide kdrgusi séilitav o-epimorfism

V . <m(q) -+ <B(M).

Toestus. Fikseerime ruumis V = V,(<2) mingi baasi {é"ér,... ,&,}, misjarel
ruumi V vektoreid x saab Uheselt anda nende koordinaatide (x\,x2,... ,xn) kaudu
selles baasis. Nulid on iga ~-mo6dtmelise alamruumiga A C V Uhesel viisil seotud
teatav alamhulk ,4V = {™1,”~2, mm~k] C 1, n, kus arvud v, mdadratakse rekursiivselt:

W= max{>: 3(*1,X2,... X,,) € AXj "0},
ut = max{j : 3(xi,i2, mmxn)€ A xv =mm=xVI_| =0,Xj 0}

llmselt n A~ U\ > 2 > 4mm> L~ 1, kusjuures nende arvude definitsioonist
néhtub, et kujutus A —»Av sdilitab elementide kdrgusi: fc-modtmelisele alamruumile
A vastab fc-elemendiline alamhulk Av C 1,». Samuti ndhtub arvude 1/ definitsioo-
nist, et kujutus V on jarjestusseost sdilitav —ruumi V suvaliste alamruumide A C B
korral leiab hulgas 1, n aset seos Av C Bv.

Kujutuse V sirjektiivsus jareldub sellest, et ruumi V igas ~-mddtmelises alam-
ruumis A saab Uhesel viisil fikseerida kanoonilise baasi {8i,42,..., &*}, kus vektorite

m
0 = 1T Oijtj
i=1
koordinaadid a,y rahuldavad iga »=1,2,..., K korral tingimusi:
<, =1, 1 > M korral aij = 0 ja /<1 korral ai,t =0 (19.23)

Kanoonilise baasi olemasolus on kerge veenduda, tarvitseb vaid l&htuda alam-
ruumi A suvalisest baasist {678”,... ,0°} ja rakendada (k x n)-maatriksi (d-y) rida-
dele sobivaid elementaarteisendusi. Alamruumi A selline baas on Uheselt méératud,
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sest iga » = 1,2,...,K korral on 8, G /1 ainus selline vektor, et o,V = <Gy, kus
j = 1.2,...,k. Faktiliselt méaaravad arvud n, K ja ui, \2,..., Wk alamruumi kanoo-
nilise baasi Gheselt. Naiteks juhul n =6, k = 3, U\ = 5, = 3, ¥3 = 2 ndeme, et
kanoonilise baasi skeem tuleb kujul:

di = (au, 0, 0,an, 1, 0),
02=(<2,0, 1 0, 0,0),
a3 = («31, 1,0, 0, 0, 0)-

Antud n ja K korral madrab iga alamhulk {*1,~2,®mvt) C |,n tingimused
(19.23) ja seega ka skeemi, kus iga i = 1,2,..., K korral jadb i-ndas vektoris &,
tdpsustamata (¥,—£ —»)—1) koordinaati. Nende koordinaatide iga konkretiseerimine
annab K vektorist koosneva hulga, mille lineaarne kate ruumis V on konstruktsiooni
kohaselt selline alamruum, mis kujutub V abil alamhulgaks {** 1%, ..,,A*}.

See tdhelepanek viib jargmise, ammu kasutusel oleva (empiirilise) printsiibi
juurde: kui mingi (algebraline) seos kehtib Gaussi arvude korral, siis kehtib sama
tulpi seos ka binoomkordajate jaoks. Eespool tdestatu annab vGimaluse saada hul-
galiselt néiteid selle printsiibi rakendustest: valemist (19.9) tuleneb

\n—J Kk \n—kJ

valemist (19.13) tuleneb Pascali kolmnurga moodustamise reegel

Vandermonde'i g-valemist (19.15) tuleneb nn. liitmisvalem

millest erijuhul r =j = K = n saame

Gaussi g-samasused (19.17) annavad vorduse (7.1).

Teoreemis 2 kirjeldatud vastavuse omadusi selgitab jairgmine tulemus.

Teoreem 3. Ruumi Vn{qg) igale A-m6dtmelisele alamruumile vastab heselt
teatav lahutus siigavusega ulimalt k, mille Gkski komponent ei Uleta arvu n —k.
Vastupidi, arvu a igale lahutusele siigavusega ulimalt k, mille Ukski komponent ei
lleta arvu n —k, vastab ga fc-mo6dtmelist alamruumi ruumis V,,(g).

Todestus. Eespool ndgime, et iga fc-mddtmeline alamruum /1 C Vn madérab

Uheselt alamhulga {vi,v2, mmVk} C |,n, mille elemendid loeme t&histatuks kaha-
nevas jarjekorras. Vaatleme arvusid a* = i —(k —1) —1, kus 1 = 1,2,
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Et igai = 1,2,...,k —1 korral on u > i/i+, siis ka wo—1 > Vi+i ja seega
a- = (A —1) +i—k "N U+ +i —k —oal+, s.t. a, » Qfit- Et kehtib ut ~ 1,
siis o* = vt —(k —k) —\ = i/j —1, s.t. a* ~ 0. Et kehtib u ~ n, siis
ai = W- (k- 1)-1=1iff- Kk~ n—k, s.t. oti < n- k. Seega arvud
n'zv\>i*2 > — > vt'zl|}maaravad Uheselt arvu a = a\ + a2 + e+« + at la-
hutuse a = (ari,a2,...,ap) sligavusega K1 < K (s.t. a*<+1 = ... = at = 0), milles
kdik komponendid ai ~ n —k.

Vastupidi, olgu antud lahutus a = (aj, a2,.mmap) sugavusega ki ~ Kk, kus
n- K>ai N a2”n eee> alk>" 0. Loeme, et a*.+1 = eem = at = 0 ning vOtame
kasutusele arvud *; = arj —i + &+ 1. Komponentide a, omadustest tulenevalt

Viel — OKEH —(*+ 1) + A+ 1 = Qfiti —»+ < a, —t+/ <a'—t+ K+ 1 =i/

s.t. ii+tl < LU Seejuures \ = ai —1+A+1=ai +k”™ (n —A)+Kk =n, st
<nning ka |/*=a*-/c +* +1=at +1>1. Seega igale lahutusele siigavusega
Glimalt kja kdigi komponentidega ai » n—k vastab kanoonilise baasi vektorite skeem
baasivektoreis kokku a koordinaadi spetsialiseerimise vdimalusega. See skeem lubab
ga erinevat spetsialisatsiooni korpuses H<jt), millest igailks médarab ruumi Vn teatava
(Ulejaénuist erineva) Ar-mdotmelise alamruumi.
Et arvu a lahutusi sigavusega dlimalt k ja komponentidega a, ~ n- 1 on
P(n —k,k,a) tukki, siis arvu a kdigile vaadeldavat tuipi lahutustele vastab kokku
P(n —k, k, a)<p A-mo&6tmelist alamruumi ruumis V,,(q).
Toestatud teoreemiga 3 on seosele (19.20) antud uus sisu: tema parema poole
liidetavaid ei vaadelda g-monoomidena - neil on niiid ka kombinatoorne tdhendus.
Teoreem 4. Kui Pt(x,y) = (X - y)(X - qy)-- (x - <f~*y) ning X, y ja z
tdhistavad muutujaid, siis kehtib nn. g-binoomvalem
M
(19.24)

Tdestus. Margime kbigepealt, et muutuja y esineb selles valemis vaid formaal-
selt: osutub, et ta koondub parema poole arendamisel vdlja.

Olgu V = V,(F(q)) ning X, ¥, Z suvalised vektorruumid (le korpuse F(q)
sellised, et Z C ¥ C X ja dimZ > n. Et ruumide X, ¥ ja Z p6hikorpus on Iplik,
siis sisaldavad vaadeldavad ruumid igaiks I6pliku arvu vektoreid: olgu 1* = X,
"l =y ja \A\ = z. Toestuse idee on selles, et vorduse (19.24) pooled loendavad
selliste regulaarsete lineaarteisenduste / : V —»X arvu, mille puhul /(V) Nz = {0}.

Uhelt poolt, olgu {eie2,... ,e,,} ruumi V baas. Loendame, kui mitmel eri
viisil saab neid vektoreid e, kujutada n lineaarselt sdltumatuks vektoriks ruumis X
niimoodi, et kujutisvektorite lineaarse katte 18ige ruumiga Z oleks {0}. Seejuures
esinevate v@imaluste arvu saame loendada nii: vektori t\ kujutamiseks on x —z
vBimalust (ej kujutiseks voib olla ruumi X iga vektor; mis ei kuulu alamruumi 2)\
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vektori er kujutamiseks on x —qz vdimalust (ér kujutiseks v8ib olla ruumi X iga
vektor, mis ei kuulu alamruumi \(Z, 7/ (ej)) = A(9)(Z, f(e\))\ viimane kujutab endast
alamruumi Z vektorite ja vektori /(&i) lineaarset katet Ule korpuse F(g) ning selles
on zq vektorit); vektori &3 kujutamiseks on x —zg2 vdimalust — ruumi X iga vektor
peale vektorite lineaarsest kattest \(Z, f(ei), /(ér)). Et lineaarkujutus /7 : V -* X on
Uheselt madratud oma vaartustega baasivektoreil e,, siis oleme soovitud omadustega
lineaarkujutuste Gldarvuks saanud

(x- z)(x - qz)(X - q22) *==(i - gn~1z) = Pn(x, 2).

Teiselt poolt loendame jalle neid regulaarseid lineaarteisendusi f : V —X,
kus /(V) M2 = {0}, kuid arvestame nuld ka alamruumi /(V) “positsiooni” ruumi
Y suhtes. Olgu dim(/(V) MY) = k. Siis on alamruum /(V) MY ruumi V mdne
A;-mddtmelise alamruumi U kujutiseks tulenevalt kujutuse / regulaarsusest. Sellest
arutlusest nahtub, et soovitud omadusega kujutusi / : V —»X saab jargmisel viisil:
valinud suvalise U C V madrame algul kujutuse U — (¥Y\£) U {0} ning seejarel
kujutuse V\U —»(/10"Y) U {0} nii, et tulemuseks oleks regulaarne lineaarteisendus
/ :V —»X. Olgu ruumi V baas {é1,62,... &7} valitud selliselt, et esimesed K vektorit
selles moodustavad alamruumi U baasi. Samuti nagu kéesoleva tbestuse esimeses 0sas
leiame, et lineaarteisendusi /7 : U —»(J>\i?)U{0}, mis kujutavad vektorid 61,62,... &*
lineaarselt sdltumatuiks vektoreiks ruumis ¥, nii et A(/(é]),...,A4é*)) Nz —{0},
on P{y, z) = (y —z)(y —qz) (y —ok~1z) tikki. Lineaarteisenduse /7 : V —X
regulaarsuseks on tarvilik, et ruumi V baasi Ulejdédnud n —k vektorit e*+i,... &,
kujutuksid regulaarselt hulka (J1'\YY) U {0}; see saab toimuda Pn_t(x, y) eri viisil. Et
suvalisele lineaarselt sGltumatule alamhulgale S C V mingi vektori v 6 V, v £ \(S)
lisamine viib jallegi lineaarselt sGltumatu alamhulgani <SU{tir} ndeme, et fikseeritud k-
modtmelise alamruumi £ korral leidub Pt(y, z) Pn_t(x, y) regulaarset lineaarkujutust
/ 1 U —X, mille puhul f(U) M((X\Z) U {&}) = /(z0- Véttes arvesse ka ruumi U
valikuvdimalused ndeme, et regulaarseid lineaarteisendusi /7 : V —»X> mille korral
f(V)nZ = {0} on [i]1 *Pn-t(x, y) Pk{y, z) tikki. Vordsustades selle tulemuse
Ulalsaadud arvuga P,,(x,z), jduamegi g-binoomvalemini (19.24).

Huvi pakuvad selle valemi kaks erijuhtu. Esiteks, vdttes z =0 ja y —1 saame

=E[2](F " 1)(*-2)ee (F-9n~* 1) =2["](*-1)(*-9) --(*-9*_1)
4=0 4=0

Teiseks, vottes z = 1jay = 0 saame

(% - ix* - Qees(i- -m)- E [I]*-% <)t e

=t [n! HV) - Z[*1(-Dn m e ge
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20. Dirichlet’ printsiip

Téhistame N1= {1,2,3,...} = N\ {0} ning vaatleme sellel loomuliku jarjestu-
sega hulgal vaidete jada {P{k) : kK £ Ni}, milles vaide P(1) olgu tdene, kusjuures iga
K £ Ni korral olgu tdene ka implikatsioon P(k) = P(k + 1). Aksioomi, mille kohaselt
nendel eeldustel on tdesed kdik védited P(k), tuntakse induktsiooniprintsiibina. Sellest
printsiibist jareldub omakorda nn. languse printsiip: igal mittetiihjal alamhulgal
Ti C Ni on olemas védhim element.

Toepoolest, tahendagu P(k) vdidet “kui moéni naturaalarvudest x ~ K sisaldub
alamhulgas Ti C Ni, siis leidub hulgas Ti vahim element”. Niid osutub véide -P(l)
toeseks, sest 1 = x £ Ti korral on arv 1 muidugi hulga Ti vahim element. T6ene on
ka implikatsioon P(k) = P(k + 1), sest kui Ti sisaldab ménd arvudest x < A+ 1,
siis tuleneb véhima elemendi olemasolu hulgas Ti eeldusest, et P(k) on tdene. Kui
aga hulgas Ti sellist naturaalarvu x < Kk + 1 ei leidu, siis on arv Kk + 1 ise hulga Ti
véhim element. Seega osutub tbeseks ka vdide P(k + 1). Et induktsiooniprintsiibi
kohaselt on nuld tdesed kdik véited P(k), kus kK £ Ni ning x £ Ti korral sealhulgas
ka vdide P(x), siis ndeme, et Ti sisaldab vdhima elemendi. Mérgime, et tegelikult
jéreldub induktsiooniprintsiip kergesti ka languse printsiibist, kuid seda jareldumist
me alljargnevas ei vaja.

Teoreem 1. Kui naturaalarvude m ja n korral m < n, siis ei eksisteeri injek-
tiivset kujutust I,n —I,m.

Tdestus. Jargnevas arutluses tahistame injektiivsete kujutuste 1,n —1,m
hulka lihidalt simboliga | nnm Kui teoreemi vaide ei kehti, siis on hulk

Ti = {k : leidub m < k mi, et eksisteerib / £2*m}

mittetithi ja sisaldab languse printsiibi kohaselt vdhima elemendi, mille tdéhistame n.
Fikseerime niiid suvalise naturaalarvu m < n, mille korral eksisteerib /7* £ Inm
Seejuures voime eeldada, et m > 1 ehk m —1 £ Ni, sest vérdusest m = 1 tuleneks ju
A€ Zn.i olemasolu, mis n > 1 tdttu on vdimatu.

Kui /*(n) = m, siis funktsiooni /* ahendi /** £ In-i,m-i olemasolu annab
vastuolu sellega, et n on hulga Tl véhim element. Kui aga /*(a) = m mingia”~ n- 1
korral, siis /*(n) = bd> m ja sama vastuolu andva funktsiooni /** £ 1,,_j,m_i vdime
defineerida kujul

f*(x), kui x ¢ a,
/<) =A{ b, kuix =a
Teoreem on tdestatud.
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Kui X ja ¥ on lI6plikud hulgad, siis funktsiooni / : X —mY vdib nimetada
paigutuseks, tdlgendades vordust f(x) =y elemendi x paigutamisena “pesasse” y.
Paneme téhele, et juhul n = 1" > |Jy] = m ei leidu injektiivset paigutust. Se-
da téhelepanekut nimetatakse Dirichlet’ printsiibiks, kuigi kasutatakse ka nimetust
lahterdamisprintsiip (pigeonhole principle): kui n objekti paigutuvad m pessa ning
seejuures n > m, siis leidub pesa, kuhu satub védhemalt kaks objekti. Eeltoodud
arutlusest nahtub, et Dirichlet’ printsiipi pole tarvis vaadelda uue aksioomina, sest
ta tuleneb induktsiooniprintsiibist. Kui aga kasutada funktsiooni tuuma mdistet, siis
ndhtub kergesti, et Dirichlet’ printsiibi saab sdnastada ka jargmises vormis: iga na-
turaalarvu n jaoks leidub arv N nii, et suvalises vahemalt JV-elemendilises hulgas X
leidub iga funktsiooni / : X —»X jaoks n-elemendiline alamhulk X1 C X nii, et /
ahend hulgal X' on kas konstantne voi iikstihene.

Esimese néitena Dirichlet’ printsiibi rakendamisest veendume, et igas vdhemalt
kaheliikmelises seltskonnas S leidub alati kaks inimest, kellel on selles seltskonnas
ihe palju sopru (kui x‘ja x" on sdbrad, siis tdhistame seda x' ~ x**, kusjuures loeme
ka x" ~ x" ja x / x). Selle vaite péhjendamiseks tahistame s(:r) elemendi x £ S
“sBprade” arvu hulgas S ning mérkame, et juhul § =raon s(x) £ {0,1,..., n—1}.
Kui leiduks element x1 £ S, mille korral 3(x") = n —1, siis hulga S Uhelgi elemendil
ei oleks null sbpra. Sellest tulenevalt {0, n —1} 2 {n("): x £ <S}, mistdttu néeme, et
ISI > 1{3(5) : x £ <S}|. Votnud nild X = <Sja ¥ = (n(x) : x £ <} veendumegi, et
arutluse alguses sonastatud véide tuleneb printsiibist otseselt.

Teise naitena tGestame, et igal kumeral hulktahukal leidub alati kaks tahku,
mida piirab Ghesugune arv servi. Toepoolest, olgu hulktahuka tahku piiravate ser-
vade maksimaalarvuks n. Lahterdame k&ik tahud neid piiravate servade arvu jargi

pesadesse mérgenditega 3, 4, ..., n. Et tahk, mida piirab n serva, killgneb n erineva
tahuga, siis tahkude Gldaxv pole vdiksem kui n + 1. Dirichlet’ printsiibist tulenevalt
peab Uhte pesadest 3, 4, ..., n niid sattuma vahemalt kaks erinevat tahku, millel

seega ongi Uhepalju piiravaid servi.

Kolmanda nditena tdestame, et Ukskdik kuidas me ka ei valiks diskreetselt
I6igult 1,100 kimme arvu, saab nende hulgas S alati teha kaks téiesti erinevat va-
likut (s.t. valtides neis valikutes Ghesuguseid arve), mis annavad ihesuguse sum-
ma. Naiteks kui S = {1,7,8,17,19,21,22,27,57,99}, siis 1+ 7 = 8 £ <§ aga ka
1+21 +22 =8+ 17 + 19. Esitatud véaite pShjendamiseks markame kdigepealt, et
hulka <S kuuluvate arvude summa pole suurem kui 90 + 91 + eee+ 99 = 945, Seetdttu
saame <S alamhulgad lahterdada nendes sisalduvate arvude summa jargi pesades-
se margenditega 1,2, ..., 945. Lahterdamisele tulevate (mittetiihjade) alamhulkade
arv on aga 210 —1 = 1023, seega Uhes neist 945 pesast peab sisalduma vahemalt
kaks erinevat alamhulka, tédhistame neid J1 ja B. Jattes neist hulkadest vélja nende
ihisosa, s. t. vaadeldes alamhulkasid 1 \(J1 MB) ja B \(.AlB), saamegi hulga <S*kaks
Uhisosata alamhulka, milles sisalduvate arvude summad on vdrdsed.
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Neljanda néitena rakendame m x n maatriksile (<4j) (kus a,; € K)jargmist prot-
seduuri. Jérjestame koOigepealt mittekahanevalt maatriksi (</) read ja saadud uues
maatriksis (a-) jarjestame mittekasvavalt veerud. Osutub, et niisuguse protseduuri
tulemusena saadavas maatriksis (a" ) on read jddnud mittekahanevalt jarjestatuks.
Selle véite pdhjendamiseks oletame vditevastaselt, et t-ndas reas leiab mingite K <j
korral aaet seos ak > a"e. Samal ajal kehtivad aga veergudes loodud jarjestuse tottu
seosed a"t N a" .t~ AN a’k (tahistame £-nda veeru seda “ldiku” siimboliga K)
ning samuti a" N a"+l ¢/ ee-) aJJ* (seda j-nda veeru I8iku téhistame siimboliga
J). Oeldust tulenevalt on loigu K iga element suurem kui I6igu J suvaline element;
tdhistame seda asjaolu simboolselt kujul K > J.

Kui nutd vaadeldava protseduuri [8ppseisust (a'y) tagasi pddrduda vahepeal-
sesse seisu (ajy), siis tuleb muuhulgas 16igu K elemendid viia tagasi nende kohtadele
maatriksi (ajy) fc-ndas veerus ning ldigu J elemendid tagasi nende kohtadele maatriksi
(aj;) j-ndas veerus. Tolgendame elementide kirjeldatud tagasipaigutamist kui hul-
ga K UJ elementide lahterdamist pesadesse 1 , 2 , kus pesade mérgenditena
tdlgendame ridade numbreid. Et \K U 7] = m + 1, siis vahemalt kaks elemen-
ti (tdhistame neid lthidalt a ja b) hulgast K U J satuvad ihte pessa, margendiga
néiteks /. Vaadeldavad elemendid a ja 6 ei saa olla Ghelt ja samalt I8igult K vdi
7, sest nende ldikude elemendid satuvad tagasipaigutamisel erinevatesse ridadesse.
Konkreetsuseks olgu néaiteks a 6 K ja b6 J, siis K > J tdttu kehtib a > b Et
aga element a jadb tagasipaigutamisel j-ndasse veergu ning b fc-ndasse veergu, siis
tekib vastuolu tdsiasjaga, et maatriksi (ajy) /-is rida on jarjestatud mittekahanevalt.
Saadud vastuolu tBestabki vaite.

Viienda nditena tdestame, et iga positiivse irratsionaalarvu £ korral leidub
I6pmata palju ratsionaalarvusid | (kus p ja qon Ghistegurita) nii, et

Vaatleme suvalise k g N1korral arvusid 0, {£}, {2f} ,..., {k(}, kus {/?%} tihistab
arvu B murdosa. Jaotame Idigu [0,1] punktidega j, ..., kokku K intervalliks:

L)

Nendesse K intervalli peavad paigutuma vaadeldavad k+1 arvu 0, {£}, {2£},..., {fcf}s
Dirichlet’ printsiibi kohaselt leidub intervall, milles asub korraga kaks vaadeldavaist
murdosadest. Seega leiduvad naturaalarvud gi < g2 ning 4 nii, et
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Kui niiid tahistada q = g? —q\, siis 0 < q ™ Kk, —{?30 = (O € Z ning
~ {710 = [?£] € Z. Viimaseid vordusi pooliti lahutades saame
A(- {920 - {9i0) =M - [blI]=P€Z
Siit néhtub, et
A(- P= {920 - {qi(} <

millest jareldub
l. p 1

| 1
NN < Iq < a‘z
Oletame nlud, et leidub vaid I6plik arv t taandumatuid murdusid
nii, etiga i€ M korral If——I1<3 .
[ 91 o
Et ( on irratsionaalarv, siis saame valida sellise arvu ko, et iga» 6 1< korral

A 2 A

| gl *0
Korrates niud eeltoodud mottekdiku arvuga ko arvu k asemel leiame taandumatu
murru * selliselt, et \(- *|< ~ Seosest < £ néhtub | g {& ; ig T7T>

mis on vastuolus t valikuga. Seega kdnesolnud murdusid & ei saa olla I16plik arv.
Kuuenda néitena tdestame veel jargmise vdite.
Teoreem 2. lgas jarjendis a = (ai,a2iees. °nJ+i)i mille komponentideks on
n2+1 erinevat elementi lineaarselt jarjestatud hulgast H, saab leida sellise alamjérjen-
di (Hj.djj,... <un+l) (kus «& < «2 < **e < »n+i). milles kas

a, < a,j < eee < On#l ol > 3,2 > me > a1+

Toestus Konkreetsuseks oletame, et antud jarjendil a puuduvad kahanevad
alamjérjendid pikkusega n+ 1 ja néitame, et siis leidub kasvav alamjarjend pikkusega
n + 1. Fikseerime antud jarjendi a suvalise elemendi a, ning vaatleme kdiki sel-
le elemendiga algavaid kahanevaid alamjarjendeid. Nende alamjarjendite seas peab
vdhemalt ks olema maksimaalse pikkusega - selle pikkuse tdhistame simboliga /,
(tehtud oletuse kohaselt 1 ~  ~ n). Seega oleme antud jarjendi iga elemendi a,
taglastanud naturaalarvuga selle elemendiga algavate kahanevate alamjérjendite
maksimaalse pikkusega (kui elemendile a, selles jarjendis vaiksemaid elemente ei
jargne, siis loeme U= 1).

Téahistagu N(I) naturaalarvuga | taglastuvate elementide arvu jarjendis a. Et
N(1) + N(2) + eeo+ N(n) = n2+ 1, siis leidub I £ I,n, mille korral N(I) ~ n + 1,
sest vastasel juhul saaksime ilmse vastuolu:

N{1) + N{2) + eee+ N(n) <n+n + we+n = n2.

n korda
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Sumboli N(I) tdhendusest ndhtub, et jarjendis a leidub védhemalt n + 1 elementi
(tdhistame neid o(1,a,2,..., a,nl nende jarjendis a esinemise jarjekorras), millest
igatihe korral temast algavate kahanevate alamjarjendite maksimaalpikkuseks on uks
ja seesama arv |. Osutub, et niiviisi moodustatud alamjérjend (a,j,0,2,..., o,n+l)
on kasvav. Tdepoolest, iga k = 1,2, ...,n korral a,t < a,kH, sest juhul a,k > a,l+1
oleks o0,i+1 ju oma valiku t6ttu alguselemendiks mingile /-elemendilisele kahanevale
alamjarjendile ja a,t osutuks seega (/ + I)-elemendilise kahaneva alamjarjendi algus-
elemendiks, mis on aga vastuolus elemendi a,t valikuga.

Saadud tulemus ei ole triviaalse iseloomuga. Toesti, kui lugeda Ti C b, siis
tuleks meil juhul n = 2 vahetult labi vaadata hulga 1,5 kdik 5! = 120 permutatsioo-
ni, et veenduda igas neist 3-liikmelise kasvava vdi kahaneva alamjarjendi olemasolus
(juhul n = 3 tuleks l&bi vaadata juba 10! = 3628000 permutatsiooni).

1927. aastal tGestas B. L. van der Waerden nn. Baudet’ hlpoteesi: kui natu-
raalarvude hulk tukeldada kaheks osaks, siis vahemalt tihes neist leidub kuitahes pikki
aritmeetilisi progressioone. Eriti viljaka uldistuse van der Waerdeni tulemusele ja ka
Dirichlet’ printsiibile andis 1930. aastal inglise matemaatik F. P. Ramsey. Tema
tulemustest on viimaste aastakimnetega vélja kasvanud terve uus kombinatoorika
haru, nn. Ramsey teooria, mis Usna Uldiselt valjendudes pilab selgitada, millised
struktureeritud hulga omadused tema iga tlikelduse mdnes tikis sdilivad. Uheks
nditeks on van der Waerdeni juba mainitud tulemus, teiseks néaiteks aga jargnev
teoreem, milles Gldistatakse Dirichlet’ printsiibile tuginevaid kaalutlusi.

Teoreem 3. Kui naturaalarvud t, n\, n2, . n*ja m on valitud selliselt, et
m ~ min(ni, n2, -m, n<), siis leidub Ramsey arvuks nimetatav (minimaalne) natu-
raalarv N = N(ni,ri2,..., n<m) nii, et iga naturaalarvu n N korral suvalise n-ele-

mendilise hulga S kdigi m-elemendiliste alamhulkade pere <Bn(<S) mistahes tiikelduse

om(S) = @1 U©2 U ... Ui

jaoks leidub selline i £1,t ja n,-elemendiline alamhulk <S C S, et <Bm(<S) C ©i

Todestus. Esimese sammuna vaatleme juhtu t = 1. Sel korral on teoreemi
véide triviaalne. Tdepoolest, siis 2m(S) = ©i. Seega kui votta N(ni,m) = nj, siis
n N ni korral leidub igas n-elemendilises hulgas S (seose m ” ni kehtivuse tottu)
nj-elemendiliei alamhulkasid S1C S, mille korral ©m(«S) C ©i-

Toestuse teise sammuna redutseerime juhu t = 3 juhule t = 2, s. t. néitame,
et kui juhul t = 2 teoreemi véide kehtib, siis kehtib ta ka juhul t —3, mil meil on
tegemist tikeldusega S m(«S) = ©i U©2 Ues = ©i U (©2 U©3). Kui teoreem juhul
t = 2 kehtib, siis leidub arv n2 = IF(n2,n3;71) ja seega ka arv N(ni,n'2-m). Olgu
naturaalarv n » ~(n1,n'2;7) ja hulk S (kus k§ = n) suvalised. Siis on vdimalikud
kaks juhtu:

(1) leidub ni-elemendiline alamhulk S* C S nii, et ©m(5') C ©1 Vvbi

(2) leidub nj-elemendiline alamhulk <S C S nii, et 93m(<S) C ©2 VIGES
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Reduktsiooni pdhjendamiseks piisab vaadelda juhtu (2). Sel korral vétame hul-
ga <S hulga S osas baashulgana. Et kehtib |S] ~ N(n2,™3; m), siis arvu N(n2,n3",m)
definitsioonist tulenevalt kas leidub n2-elemendiline alamhulk S C S*, mille korral
®m(S’) C ©2nQ3m(<S) = & 2 Vi siis leidub n3-elemendiline alamhulk <S' C S*, mille
korral ®m(S") C 63 NM@n(<S) =6~ EtS" CS' C SjaB2C 62,63 C 63, siis
nédeme, et teoreemi véide kehtib ka juhul <= 3, tingimusel, et ta kehtib juhul t = 2.

Kolmanda sammuna vihjame tdestuse (ldskeemi. Eelmise sammu reduktsiooni
t=3 t = 2 vOib nimelt vaadelda kui analoogiliste reduktsioonide néidist ja

niimoodi saab (les ehitada reduktsioonide ahela t = n-~*t = n —1 Wi =2
Neljanda sammuna nditame, et juhul t = 2 kehtivad seosed
N(ni,n2;1) =nj +n2- 1 (20.1)
N(n\,m\m) = ni, (20.2)
N(m, n2;m) = n2. (20.3)

Seose (20.1) tdestamiseks eeldame, et on antud suvalised naturaalarvud ni ja n2,
(ni +n2—)-elemendiline hulk S ning vastav tikeldus *81(<S) = © ill© 2. Vaadeldaval
juhul (m = 1) on Usna ilmne, et kas leidub ni-elemendiline alamhulk S* C S, mille
korral QGi(<S) = 5' C 61 vdi siis leidub n2-elemendiline alamhulk S*™ C S, mille
korral ®i(iS") = S"™ C ©2- Toodud arutlusest nédhtub, et N(n1,«2;1) » *4 + 2 —1.
Vastupidine vdrratus on ilmne, sest oletus N(711, ;1) = »1 + n2 —k, kus k ~ 2
annab vastuolu: (rai {- n2—2)-elemendilise hulga <§ja tiukelduse ®i(<S) = 61 0 62
korral, kus |©] = M\—L ja |€2]|= n2—Lei leidu hulgas S ni-elemendilist alamhulka,
mis sisalduks hulgas ©1 ega @2-elemendilist alamhulka, mis sisalduks hulgas ©z.

Seose (20.2) tBestuseks olgu m ja ni sellised naturaalarvud, et m ~ nj. Olgu
veel antud naturaalarv n ~ nj, n-elemendiline hulk <Sja suvaline tikeldus ‘8 LL<5) =
= ©l U©2- Juhul ©2 ® 0 leidub m-elemendiline alamhulk S* C S nii, et S*' 6 ©2)
s.t. soovitud véide kehtib. Juhul ©2 = 0 leidub ni-elemendiline alamhulk S* C S,
mille korral ®m(5') C ®m(«5) = ©1i, s.t. ©m(<S) C ©i- Neist arutlustest nidhtub
AT (w,7;1) < nj. Oletame, et jV(ni,m;m) < ri. VO6tnud suvalise N (ni,m;m)-
elemendilise hulga S ja tlikelduse ©1 = ©m(<S), ©2 = 0 ndeme, et ei saa valida
ei ni-elemendilist alamhulka S* C S nii, et 8Bm(S") C ©1, ega ka m-elemendilist
alamhulka S* C S, mille korral ©m(<S) C ©2- Saadud vastuolu tbestabki vGrduse
(20.2). Seose (20.3) tdestus on analoogiline &sjatooduga.

Viienda sammuna tdpsustame juhul t = 2 kdigepealt induktsiooni baasi. Seosed
(20.1) - (20.3) lubavad eeldada, et kehtib v8rratus m < min(ni,ri2).

Eeldame arvude N(n1—1, n2\m) = pi ja N(n\,n2—\'m) = P2 leidumist, samuti
ka arvude N(nj,n2\m—1) leidumist juhtudel 1 < m—1 ~ min(n‘j, nj), millest tuleneb
arvu N(p\,p2\m —1) eksisteerimine. Nendel eeldustel tahame ndidata, et eksisteerib
arv. N(n\, n2\m), kusjuures

N(ni, n2;m) < iV(pi,p2;m - 1) +1- (20.4)
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Kuuenda sammuna viime l&bi induktsiooni. Olgu antud naturaalarv n, mis
rahuldab tingimust n ~ N(p\,pi,m —1) + 1, n-elemendiline hulk S ning tukeldus
<Bn(S) = 6] U ©2 Fikseerime mingi elemendii 6 5 ja olgu S =T U {i}. Alam-
hulkade hulga ©m(«S) antud tiikeldusega saame siduda uue tiikelduse

©om-I(T) = 6r U©OJ (20.5)

jargmiselt: suvalise (m —I)-elemendilise alamhulga TZC T korral kui TZU{i} C ©b
siis loeme 7Z£ ©J", kui aga 1ZU {i} C ©2, siis loeme TZ£ ©J. Konstruktsioonist on
selge, et \T\* N(pi,p2,m —1). Seega kas

a) T sisaldab pi-elemendilist alamhulka, mille kdik (m —I)-elemendilised alam-
hulgad parinevad perest ©J- voi

b) T sisaldab p2-elemendilist alamhulka, mille kdik (m —I)-elemendilised alam-
hulgad périnevad perest ©1J.

Jargnevas analtdsime juhtu a), mil leidub pi-elemendiline alamhulk T*C T
nii, et BT-\(T') C ©j™ Et aga pi = N(n\ —I,r»2;m), siis leidub selline alamhulk
T" C T\ et kas

ITlI=pi- 1 ja  BT(T")C O N®M(T) (20.6)
voi
\T\ = n2 ja  BbT{T") C @ N<Bn(T). (20.7)

Oletame algul, et aset leiab juht (20.7). Siis T" C T* C S, |T'] = n2ja
©m(T") C ©2 néitavad, et tdidetud on kdik nduded ning selles suunas osutub véide
(20.4) tdestatuks.

Oletame niild, et aset leiab juht (20.6). Siis on meil T C T\ |T'] = ni —1
ja bT(T") C ©I- Olgu T* = T" U {i}, siis |T*] = n\ ning saab ndidata, et
©T(7™) C ©I- Selleks vaatleme suvalist m-elemendilist alamhulka M C T*. Kui
osutub, et x £ M, siis M C T" ja seoste (20.6) tottu seega M £ Q\. Kui aga
x £ M, sis M = {i} UM', kus M' C T", JA4'|=m —1. Et T" C T\ siis
©m-i(7™) C BT -\{T") C ©f (viimane sisalduvus juhu a) vaatlemise t6ttu). Seega
kehtib @m_i(T") C ©f, millest M’ € ©f ning siit tikelduse ©J" U©]J definitsiooni
arvestades tuleneb omakorda, et M = J14'u{x} £ ©i Kokkuvdttes oleme tdestanud,
et nii juhul (20.6) kui ka juhul (20.7) kehtib M £ ©i, millega seos bT (T*) C ©i on
ka p6hjendatud. Jérelikult, alamhulk T* C S on soovitud omadustega. |T*] = mi ja
S m(T*) C ©I- Viite (20.4) tdestus on juhul a) sellega ammendatud, téestus juhul
b) toimub aga taiesti analoogiliselt.

Toome ka &ra teadaolevate Ramsey arvude N(n\,n2\2) tabeli, mis on auto-
ri Stanislaw P. Radziszowski loal v@etud tema aruandest “Small Ramsey Numbers”
(Technical Report RIT—TR—93—009, Rochester Institute of Technology, Roches-
ter, NY, February, 1993). Arvude paariga a b toodava tabeli Uhes lahtris on
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tahistatud olukorda, mil vaetava Ramsey arvu kohta teatakse esialgu vaid tdkkeid

0 < W(ni,7»2;2) < b, s. t.

see

arv kuulub 16iku [a, 6]. Valemeid (20.2) ja (20.3)

arvestades on tabelis dra jaetud juhud nj = 2ja nr = 2:

n2

10

3 4 5
6 9 14
9 18 25
R
26 50
g B %
41 89
;g T8
62 145
g B P
85 219
55 ?
116 320
40 80
43 151

6 7 8 9 100 11 12 13 14 15
40 46 51 59 66 73

18 28 28 % 43 51 60 69 78 89

35 49 53 69 80 93 97 112 119 121

41 62 85 116 151 191 238 291 349 417

58 76 95 7

89 145 219 320

102 ? ? ?

166 304 499 786

? 205 7 ?

304 582 1048 1783

77 282 ?

499 1048 1998 3675

? ? ? 565

786 1783 3675 7134

798

Arvutame néitena arvu iV(3,3;2), vaadeldes vastavat llesannet graafiteoree-

tilises interpretatsioonis.

Olgu

antud kuuetipuline tdielik graaf, kus iga serv on

vérvitud kas punaseks voi siniseks. Nditame, et sellises graafis sisaldub monokromaa-
tiline kolmnurk. Toetudes vasakpoolsele joonisele fikseerime tipu Po ning vaatleme

servade PoPi, PoPr,

... ,PoP& hulka.

p5

Et kasutatud on ainult kaht varvi, siis min-
gid kolm nendest viiest servast peavad olema iht
vérvi, olgu nditeks PoPi, PoPr ja PoPa punased.
Kui niiid vadhemalt Gks servadest PiPj, P\Pyvdi
P2P3 osutub punaseks, siis oleks punane kolmnurk
meil kdes, nditeks kui P2P3 on punane, siis on seda
ka kolmnurk A(Po, Pr, P3)- Seega peame eeldama,
et servad P1P2, P1P3 ja P2P3 on sinised, millega
oleme aga leidnud sinise kolmnurga A (Pi, P3, P3).
See arutlus néitab, et JV(3,3;2) * 6.
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Parempoolsel joonisel on toodud viie-
tipuline tdielik graaf ning antud tema serva-
de niisugune varvimisviis kahe vérviga, mil-
le korral selles graafis ei teki monokromaati-
list kolmnurka. Sellest konkreetsest néitest
jareldub, et N(3, 3;2) > 5. Kokkuvdttes ole-
me seega saanud vorduse N(3,3;2) = 6.

Teise nditena tdestame, et

NG,.. 3:0) <[eil] +1 038)

kus [x] tdhendab arvu x tdisosa ning e = 2, 71828182 ... on naturaallogaritmide alus.
Seose (20.8) p6hjendame induktsiooniga t jargi, toetudes tdhelepanekule, et juhtu
t = 2 kasitlesime juba eelmises ndites. Vaatleme ([e t!] + I)-elemendilise tipuhulgaga
V téielikku graafi G = G(V), mille servad olgu vérvitud t erineva varviga. Méarkame,
et siis on mistahes tipuga v £ V intsidentseid servi [e t!] tikki ning need servad vbivad
olla t erinevat varvi. Et aga

siis Uks varvidest (nditeks sinine) esineb tipuga v intsidentsetel servadel vahemalt
| +[e(t —1)!] korda. T&histame simboliga V' nende tippude alamhulka, mis on tipu-
ga v inteidentsed sinise serva kaudu. Kui V ménd tipupaari {v',v"'} hendaks sinine
serv, siis see paar koos tipuga v moodustaks monokromaatilise (sinise) kolmnurga.
Kui aga alamhulga V' Ukski tipupaar sinise servaga seotud ei ole, siis tipuhulgaga
V' indutseeritud ([e (t —1)!] + I)-tipulise téieliku alamgraafi G' servade hulk oleks
védrvitud mitte rohkem kui (t —1) vérviga. Sellest ning induktsiooni oletusest tule-
nevalt sisaldaks graaf G' monokromaatilise kolmnurga hega nendest (t —1) vérvist.
See arutlus pdhjendabki induktsiooni sammus vajaliku dlemineku (t —I)-It t-le.

Vahetu jareldusena dsjatdestatud hinnangust (20.8) saame: kui antud n-elemen-
dilise hulga mittetiihjadel alamhulkadel on tehtud t-varvimine, siis killalt suure n
korral leiduvad alati kaks mittetiihja disjunktset alamhulka A ja B nii, et A,B ja

on samavarvilised. Tdepoolest, olgu n = [e t!] ning olgu (mingi) hulga 7in+i =
= eee hn,hn+\} alamhulga Hn = {hi, Nr,..., /in} mittetihjad alamhulgad
t-vdrvitud. Moodustades tdieliku graafi G(7in+i) vGtame selle servadel kasutusele
uue varvimisviisi niisuguse reegliga: tipupaari {/i, hj}, kus 1~ i< j”~ n +1 vérvime
samavarviga, millega on vérvitud alamhulk {/i,,..., /ly-i} C Hn. Ténu &sjatdestatud
seosele (20.8) leidub graafis G(Tin+i) monokromaatiline kolmnurk. Seejuures, kui
selle kolmnurga tippudeks on /iu, hv ja hw hulgast Hn+i, siis osutuvad alamhulgad
A = {hHt..., hv-i}, B = {hv, ,hu_i} ja AUB —{/uu,..., kdik kolm uhe
ja sama vdrvilisteks, s.t. taidavad soovitud ndudeid.
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Graafiteoreetiline késitlus vdimaldab siin enamatki. Olgu antud bikromaatiline
graaf G = G(V, £) servahulgaga £ ning tipuhulga tiikeldusega V = A UB, kus A olgu
omakorda (-tikeldatud ehk (-varvitud (s.t. kui tdlgendada hulga A tiikeldamisel
tekkinud tiikke varvidena). Utleme, et tipp b G B on monokromaatiliselt seotud, kui
kdik temaga intsidentsed tipud a G A on Uht ja sama vérvi, s.t. kuuluvad antud
t-vdrvimise (hte ja samasse tukki.

Kdrvaloleval joonisel on bikromaatili-
se graafi tipuhulgas A naidatud 2-véarvimi-
ne, mille korral tipud 61,62 G B osutuvad
monokromaatiliselt seotuks. Graafi G nime-
tame t-separaatseks, kui igasuguste t' " t
ja hulga A (-varvimise korral leidub hulgas
B monokromaatiliselt seotud tipp. Kusimus
sellest, millised bikromaatilised graafid on t-separaatsed, osutub graafiteoorias tisna
oluliseks. Jargnevalt veendumegi, et Ramsey teooria mitmeid p&hitulemusi saab
sOnastada kui vastust nimetatud kisimusele.

Esimese nditena defineerime bikromaatilise graafi Gn = Gn(.AUR, £) jargmiselt.
Fikseerime naturaalarvud m ja t ning olgu A = I,n ja B rn-liikkmeliste aritmeetiliste
progressioonide hulk vaadeldaval I16igul I,n. Tipud o £ A ja b G B loeme graafis
G,, servaga seotuiks siis, kui naturaalarv a sisaldub aritmeetilises progressioonis h
Van der Waerdeni teoreemi (aritmeetilistest progressioonidest) saab niiid s6nastada
kui vaidet: leidub selline funktsioon W(m,t), et iga n ~ W(m,t) korral on graaf
G,, (-separaatne. Tavaliselt sOnastatakse seda véidet kujul: kui antud m ja t korral
(-vérvida piisavalt pikk naturaalarvude 3ik, siis sellel I8igul eksisteerib monokromaar
tiline m-lilkmeline aritmeetiline progressioon.

Teise néitena defineerime bikromaatilise graafi Gn = Gn(A U B, £) jargmiselt:
A=M, B={{x,y,x +y}: {x,y} C 1,n} ning tipud 0o GA ja {X,y,x+y} =b€B
loeme Uihendatuiks servaga siis, kui 0 Gh N&ue graafi G,, i-separaateusest on ilmsesti
samavéarne véitega, et kehtib jargmine 1. Schuri teoreem: leidub selline funktsioon
S(t) hulgal N1, et iga n ~ S(t) ning Idigu I,n suvalise (-varvimise korral leidub
monokromaatiline kolmik {x,y,z} C I,n omadusega x + y = z. Selle tulemuse
tGestame hiljem teoreemina 9, kuigi teda saaks lldistada ka nditeks x,y,z G 1,»
korral koikidest elementidest kujul x, y, z, X +y, X +z, y + z, X +y + z koosnevale
hulgale, mis viib nn. Folkmani teoreemi juurde.

Kolmanda néitena olgu m G N1 fikseeritud ning vaatleme bikromaatilist graafi
Goo(A UB,£), kus A on mingi loenduva hulga S kdigi m-elemendiliste alamhulkade
hulk ning B on sellesama hulga kdigi I6pmatute alamhulkade hulk, kusjuures tipud
a G A ja 6 G B loeme seotuiks servaga siis, kui a C b Ramsey teoreemi I6pmatu
versioon sdnastub neis termineis kujul: graaf Goo on (-separaatne ( G N1 iga valiku
puhul. Tdestamegi nutd selle vdite jargmises sdnastuses.
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Teoreem 4. Olgu antud suvaline naturaalarv t, loenduv hulk S ning selle kdigi
m-elemendiliete alamhulkade hulga ©m(<S) (-tikeldus

om(S) = 6iU62U...Ub<.

Siis leiduvad 18pmatu alamhulk <S C S ja indeks » € Tt nii, et *Bro(«S-) C 6,.

Tdestus. Juht m = 1 on samavadrne Dirichlet’ printsiibi [6pmatu versiooniga:
kui I6pmata palju objekte paigutub 18plikku arvu pesadesse, siis leidub pesa, millesse
paigutub I6pmata palju objekte.

Juhul m = 2 télgendame ©2(<S) kui servade hulka téielikus graafis tipuhulgaga
S = ning tukeldust ©2(<) = 6iU 6 2U..U©< kui selle hulga (-vérvimist
¢ ©2(<9 —= I,t. Et tipuga h\ intsidentseid servi {hi,hj} on I6pmata palju, siis
peab nendel servadel tks varvidest (olgu see W € 1,0 esinema I6pmata hulk kordi.
Téhistame vastavate servade tipust h\ erinevatest otspunktidest moodustuvat hulka

Si = {ht} : hgj €S ja #{/»i,/»*}) =vi}

ning vaatleme seejérel servi kujul {r3,/11;}, kus j > 1. Et ka neid servi on Idpmata
palju, siis peab nende seas uhevarvilisi (néiteks varvi v2) olema I6pmata palju. Olgu

=41, :hV € -Si ja AVj}) = 2}
ning vaatleme servi kujuga {hyitht]}. Analoogiliselt jatkates saame I8puks hulga
iS* = {hi hslthVl hzj,...},

millesse kuuluvate tippude hPl ja JieL paari kui serva varvi méarab taielikult dra arv
min{pi,gi}. Seetdttu ilmneb hulgal S, uus varvimine b, kus

P(hpi) = {hp\>h9})

suvaliste Al € <Sja qgi > pi korral. Vastavalt Dirichlet’ printsiibi |18pmatule ver-
sioonile leidub I6pmatu ja ~,-monokromaatiline alamhulk SmC <S. Vérvimisviisi &
definitsioonist ndhtuvalt on servad kujuga {Ap',J181} (kus hp>£ «S' ja qgi > p\) kbik
Uhevérvilised varvimise gpsuhtes. Olemegi saanud soovitud tulemuse erijuhul m = 2.

Teoreemi 4 saab t0estada induktsiooniga m jargi. Et aga induktiivse tlemine-
kuga ro-It (m + I)-le seotu ilmneb oma pohilises osas selgesti juba Uleminekul 2-It
3-le, siis tekib vdimalus hoiduda raskepdrase dldjuhu késitlusest ja siiski saavutada
veendumus selle vdimalikkuses. Uleminekut 2-It 3-le vaadeldes defineerime antud
varvimisviisi ¢ : ©3(5) —»1,t korral uue varvimisviisi @ : ®2(<S\{/ii}) —»1,t
reegliga

<M{JT;, 1Y) = #{1i,Ai,Aft>).
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Kasutades juhul m = 2 saadud tulemust néeme, et leidub I6pmatu ja ~,-mo-
nokromaatiline (néaiteks varvi t/i) alamhulk niisuguse omadusega, et kdigi ele-
mentide ht, 6 «SW korral <*{N,; IMN}) = VI) kus * > 1. Hulgal <B(S (I)\{/»*})
defineerime uue vérvimisviisi

M {~J,hrk}) = <K{ht,,h X),htI}).
Jéllegi leidub monokromaatiline (néiteks varvi vj) alamhulk
5<)={V:i =U..}C5W\{Atl}

selline, et <h({hy}, hyk}) = v2. Niiviisi jatkates moodustame I6puks hulga

mille elementidest moodustatud kolmikutel {Jln, ,Ar, } méarab vérvi taielikult in-
deks min{pi, g\, ri}. Analoogiliselt eespooltoodule saab hulgas &(*) leida Idpmatu
alamhulga S* C S**', mille elementide kdik kolmikud on Uhevarvilised. See aga ongi
soovitud tulemuseks juhul m = 3.

Ramsey teoorias on Idpmatu ja I6plik versioon siiski tihedamas seoses kui mujal
kombinatoorikas. Seda asjaolu kajastab ka nn. kompaktsuse printsiibi tksjargmistest
erivormidest.

Teoreem 5. Olgu H = {Ai,A2,...} loenduv hulk ning P tema Idplike alam-
hulkade mingi omadus. Kui hulga H iga t-varvimise korral leidub monokromaatiline
16plik alamhulk omadusega P, siis leidub ka naturaalarv M selliselt, et (suvaliselt)
t-vérvides 16pliku alamhulga Hm = {h\,h2,+¢¢ bm} leidub temas monokromaatiline
alamhulk omadusega P.

Tdestus on vastuvéiteline: oletame, et iga M € N1 korral leidub hulga Hm
selline t-varvimine dm, mis ei anna monokromaatilist alamhulka omadusega P. Et
me kasutame vaid t < 00 varvi, siis mingi ks vaadeldavatest varvidest ®m(”1) ilmub
I6pmatu hulk kordi, s.t. leidub naturaalarvude jada (M ", ese) nii, et

= = eee = <Kh|)_

Edasi vaatleme vdarve dM(\)(b2), kus 1= 1,2,... Et nende vdrvide seas jillegi

ei saa olla rohkem kui t erinevat, siis eksisteerib selline alamjada M\ ...) C
CtM A.M A, et

AN = w (h2) = mm= ).

Sel viisil jatkates saamegi defineerida uued vérvid q(h1), 4{(h2), ..., d(kn), kus-
juures leidub 16pmata palju indekseid Afjn\ mille puhul kehtib diM«)(/»n) = #11,,).

149



Jatkame ulalkirjeldatud viisil: et varvide {&fm(n)(/In-bi) @ « £ M} seas esineb
ks varvidest (tahistame selle <{/in+i)) I6pmata palju kordi, siis eksisteerib alamjada
(MA”+IN M2n+IN\ ...) C (/)" , Niiviisi jatkates saame hulgal Ti teatud
t-vérvimise co Osutub, et selle varvimisviisi korral Ti tikski (*-monokromaatiline 16plik
alamhulk ei saa olla omadusega P. Tdepoolest, kui taoline alamhulk Tit siiski leiduks,
siis eksisteeriks ka arv n £ Ni selliselt, et juba Ti* C Tin, mistdttu oleks ¢ {n)(h) =
= dH) iga h £ Ti" korral. Sellest nadhtub, et hulga Y-Mbl C Ti <”(,)-varvimise
korral oleks alamhulk Ti! monokromaatiline ning ka omadusega P. See aga réagiks
vastu tOestuse alguses tehtud oletusele.

Teoreemi 5 eelduses toodud ndue, et hulga Ti = {h\,h2, mm} iga (-vdrvimise
korral leiduks monokromaatiline 18plik alamhulk omadusega P, ei ole taidetud au-
tomaatselt. Tdepoolest, olgu Ti = Ni ning P tdhendagu omadust olla arvukolmik
(x1,x2,x3) £ Nj, mis rahuldab vérrandit X\ + x2 —3x3 = 0. Fikseerime suvalise
naturaalarvu p ~ 5 ning teostame hulga Ni (p —I)-varvimise jadrgmiselt: esitame iga
naturaalarvu n kujul

n=p~” (pn" +v,), Kkus £1,p—1

ja loemev,, arvu n £ Ni vdrviks (nditeks n = p = p1-(p-0+1) saab vérvi 1). Osutub, et
sellise (p—1)-vérvimise korral ei leidu hulgas Ni monokromaatilist 16plikku alamhulka
omadusega P. Toepoolest, vastupidist oletades saame vdrduse

pAXN\pXj + V) + py€N\px2 + v) —3p™"X3\px3 + V) = 0.

Téhistame v = minv(xt), jagame viimase vB@rduse pooled arvuga pv ja tdlgendame
saadud vdrdust kongruentsina mooduli p jargi Nii saame

Siv + b2v —363V =0 (mod p),

kus oleme tahistanud ) .
M1, kui ¥ = v{xi),
\OQ, kui v<

Et arvud v ja p on ihistegurita, siis viimane kongruents omandab kuju
61 + 62 —363 = 0 (mod p),

mille ainsaks véimalikuks lahendiks osutub =62 = S3 = 0. See annab aga vastuolu,
sest I/ peab ju vdrduma uhega arvudest v(x,), s.t. vdhemalt Uks arvudest S, peab
vorduma Uhega. Margime, et sama mottekdik té6tab ka I6plikus hulgas Ti = 1,M.

Olgu antud I6plik hulk Ti = {/ib /i2,.. «,hm} ja naturaalarv n. Kui fikseerida
périsalamhulk 1 C M  ning funktsioon / : 1 —1,m, siis sellega on méaratud
otseastme Tin = {x : x = (X\,... ,X,,), X, £ Tij alamhulk
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Csiw) _ {(lj,...,jr,): of J korral 1, = xj ja » GJ korral x, = Jiyj G Ti},

mida nimetatakse jooneks hulgas TCl. Joone punktides on seega koik hulgast |
péarinevate indeksitega komponendid konstantsed, ilejadnud aga muutuvad nii, et
nad on alati omavahel vordsed. Naiteks juhul Ti = {JIb h2, A3} saame hulga Ti2 joon-
te moodustamiseks valida kas 1 = {1}, vbi | = {2}, v6i 1 = 0. Kolm v&imalikku
funktsiooni / annavad esimesel juhul kolm *“vertikaaljoont™ ning teisel juhul kolm
“horisontaaljoont”, kolmas juht annab aga “diagonaali” {(hi,hi), (»2,/12), (/»3,13)}.

Joone moiste vdimaldab nditeks késitleda trips-traps-trulli teatavat uldistust
“kuubistikku” m x m x ex m: kaks méngijat paigutavad vaheldumisi kuubistikku

n korda
Uiks riste ja teine sddre ning vditjaks loetakse see, kes esimesena tdidab mingi joone

oma m siimboliga Kui suvalise etteantud arvu m korral v6tta n piisavalt suurena,
siis vBidab selle mangu alati avakéigu teinud maéngija. See Ullatav asjaolu jareldub
jargmisest teoreemist.

Teoreem 6. Igasuguse m-elemendilise hulga Ti ja arvu t G N1jaoks leidub arv
n = n(m,t) selliselt, et kdigi n ~ n ning jarjendite hulga Tf1 iga t-varvimise korral
eksisteerib hulgas T{n selle vérvimise suhtes monokromaatiline joon.

Tdestuse saame Uheaegse induktsiooniga m ja tjargi. Juhul m = 1on teoreemi
vdide ilmne. Oletame, et méne m ~ 2 korral teoreemi véide kehtib koéigi nende
hulkade Ti» jaoks, kus |*»] < m. Valime siis nii suure arvu n\, et n —ni < nj, tdlgen-
dame jarjendite hulka Tin hulgana Tin~ni x Ti"1 ja indutseerime antud (-varvimisest
¢: Tin —»1, t l&htuvalt uue varvimise ” : Tini —»1, reegliga: vordus

0(i)((ai,...,a,i)) =
kehtib parajasti siis, kui kdigi (®i,...,£,_,,) GTin~n" korral on dige vordus
p((xi,...,xn-njloi,..., ani)) —d((X\,..., in-nj1 e 1Vi))e

Mérgime tdiendavalt, et jarjendit a G Tin' vdrvitakse siin sdltuvalt funktsioo-
nist (x,a), kus x G 'Hh~T4, mistdttu d{” ndol on tegemist ta" ni-varvimisega. Et
aga <) on Uhtlasi varvimiseks ka alamhulga Ti\ = {h\,... ,hm-\} C Ti. otseast-
mel H”1, siis induktsiooni oletuse téttu (kui n\ on vdetud piisavalt suurena) leidub
~(j)-monokromaatiline joon C\ C Ti"'l. Jérjenditel hulgast Tin~nl x £1 on viima-
sed ii] komponenti méaratud joone C\ punktidena ning vastavaid spetsifikatsioone
tdhistame Li(ti), kus tj G I,m —1: kui joont £1 mééravaks indeksite hulgaks on
Zi C |,ni ja funktsiooniks /1, siis

Li(«i)y = (.., /00, 1, 09,
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kusjuures koordinaadid on joone C\ kdigis punktides spetsifitseeritud Uhtviisi.
Kordame niid toodud mottekdiku hulgaga Ti?~n' hulga Ti rollis. Valinud

seejuures n2 nii suurena, et (n-nj)-n2 < n2ning vaadeldes hulka Tf>nl kui hulka
yn-nx-n7 x indutseerime reegliga, vdrdus

2)(<HL, oo0,<*»,) = A2)(bl, ,bn7)
kehtib siis ja ainult siis, kui seos
XM, ai,...,0n3)x Li(l)) = xn-nj-nj, h,..., 6n3)x Li(l))

kehtib kdikide (xi,... ,xn_ni_nj) GT/’-"1-"2 korral. Siin <9)-vérvitakse jarjendeid
a G seega funktsioonide d((x,a) x Li(l)) abil, kus x G y n~ni~ni. Lisaks
margime, et C\ monokromaatilisuse tottu me vdinuks siin kasutada Li(2) vdi ka L\(i)
argumendi» iga teise vaartuse » G 1, m —1 korral. Analoogiliselt tilaltoodule ahenda-
me ¢(2) hulga T2 peale ning sus induktsiooni oletusele tuginedes markame, et leidub
«“-monokromaatiline joon C2 = {L2(t2) : i261,m -1} C ft”s. Tulenevalt esitar
tud konstruktsioonist s6ltub <g-vérv suvalisel punktil nende (m —I)2-elemendilisest
alamhulgast

{(xi,....x,,_ni_,a) x L2(i2) x Li(*i): ii,*2GI,m - 1}

hulgas x £2x £i vaid nende 0hise, fikseeritud “pdise” (xi,...,xn_ni-na)
valikust nendel punktidel ning ei sdltu Uldse mitte argumentide t] ja t2 vaartuste
valikust. Kui tahistada veel simboliga L2(hm) punkti, mis saadakse kui joone C2
punktide L2(*2) mittekonstantsetele komponentidele omistada “vaéartus” hm, siis varv
(i, ... ,xB-#L Bj)x L 2(Am)x jLi(*i)) ei sdltu argumendi ii vaartuse valikust 16igul
1,m—1.

Analoogilisel viisil toimides ning arutluste kirjeldatud tsuklit t korda korrates
saame tulemusena n* punkti hulgast 7f , mis Kirjutame dles kujul

Li(jt).. sLt+iUk+i)LkUk) -m
kus ji G1,m ja varv
4(LE(3*%)- W t+ )M (*t).. Hii))

ei sOltu jalle Uhegi argumendi t* vadrtuse konkreetsest valikust, kui », G1, m —1.
Vaatleme nuidd t + 1 punkti

Pk = Li(hm). -. Lk+i(hm)LK[hY)... Li(hi), kus 0~ Kk~ t.

Mingi punktide paar nende t+1 punkti seast peab olema uht ja sama véarvi; moodus-
tugu see punktipaar nditeks punktidest Pu(k = @) ja Pp (k = p), kus loeme q > p.
Seejarel vaatleme punkte

P(i) = Lt(hm).seLk+i(hm)Lt(h,).. Lp+\(h, )Lp(h])... LU7»i),
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kus i 6 1,m. Seejuures » < m korral on punktil P(i) vdrv sama mis punktil i"f,
aga * = m korral punkti P(m) varv (htib punkti Pp védrviga. Kuid see viimane
vdrv on ju paari {p,g} valiku tdttu sama mis on punktil P4. Sellest jareldub, et
punktihulk {P(») : *6 1, m} sobib otsitavaks monokromaatiliseks jooneks jarjendite
hulgas TC* millega teoreemi tGestav arutlusskeem on leitud. J&&b vaid tdiendavalt ara
ndidata, et saab soovitud viisil arvusid nj, n2, «-mmvalida. Soovitud valikute olemasolus
veendumiseks loeme, et n(l,t) = 1, aga juhtudel m ~ 2 defineerime arvud n(m, t)
rekursiivselt: v8tame n = n(m —1, 9 ning juhtudel 1 < Jt < t—1 loeme, et

r* =n(m- I,tm ),

seejdrel aga vdtame n(m,t) = r<+r<_1+ s +n. See annabki soovitud tulemuse.

Teoreem 7. Antud naturaalarvude m ja t korral leidub selline arv W (m,f), et
kui (suvaliselt) i-varvida naturaalarvude I8ik 1,1V (m,t), siis sisaldub temas mono-
kromaatiline m-liikkmeline aritmeetiline progressioon.

Todestus. Antud m ja t korral (-varvime (suvaliselt!) naturaalarvude 18igu
1, ning téestame, et see 16ik juba sisaldabki voetud vérvimise csuhtes mono-
kromaatilist m-liilkmelist aritmeetilist progressiooni. Vaite pohjendamiseks kirjutame
arvud x € 1.Tn""*~A (les alusel m (ehk m-ndsisteemis):

1
X= *im> “us xi6{0,1,..., TO —1},
10
mis seostab arvuga x jarjendi x = (x0,*i, *m *(T,<)-1)» Teoreemi 6 kohaselt leidub
~-monokromaatiline joon ={P():1=0,1,..., m—1}, kus P(l) on see punkt
joonelt millel kui jérjendil (xo,... ,n(m,<)-i) omandavad kodik mittekonstantsed
komponendid (s. t. komponendid Xj,j £ 1) véartust 1 6 {0,1,..., m —1}. Need m
naturaalarvu x, midaesindavad jarjendid P(l), moodustavadki soovitud aritmeetilise
progressiooni. Tdestusest ndhtub muuhulgas, et W(m,t) < 7\ 'Y

Margime samuti, et teoreemile 6 tuginedes saab ka Usna lihtsasti tGestada, et
antud naturaalarvude r ja t korral kui t-varvida k6ik punktid tile Galois’ korpuse F(q)
voetud afiinses (projektiivses) ruumis Na(qg), siis piisavalt suure (ning vaid arvudest
r ja t s6ltuva) n valiku korral eksisteerib ruumis ”~ (q) r-md&tmeline alamruum,
mis koosneb Uhevarvilistest punktidest. Veel lisame, et ka teoreemis 7 toodud viide
lubab jargmist Uldistust: antud naturaalarvu m korral leidub niisugune arv n, et
iga kujutuse 1,n —1,n jaoks leidub I8igul I,n selline m-liikmeline aritmeetiline
progressioon, mille liikmetest moodustunud alamhulgale ahendatult on antud kujutus
kas Ukslihene voi siis konstantne.

Ligi 60 aastat tagasi alustas R. Rado uuringuid lineaarsete diofantiliste vorran-
dite monokromaatilistest lahenditest ning joudis teoreemideni, millest selles jaotises
eespool mainitud teoreemid tulenevad erijuhtudena. Tutvume jargnevalt Uhe sellise
tulemusega (Rado teoreemiga).

153

20



Teoreem 8. Olgu antud naturaalarv ( ning lineaarne diofantiline vérrand
D :a\X\ + a2x2+ s+ + a,xn =0, (20.9)

milles kdik kordajad a, G S erinegu nullist. Naturaalaxvude hulga Ni iga (-varvimise
dhkorral leidub varrandil T) <~-monokromaatiline lahend parajasti siis, kui leidub tema

kordajate selline alamhulk A' C {ai, a2l..., a,,} et
E a =0 (20.10)
a,eA’

(tingimust (20.10) rahuldavat diofantilist vdrrandit (20.9) nimetame regulaarseks).
Tdestus. Tarvilikkus. Oletame vaitevastaselt, et ei leidu niisugust alamhulka
A1 C {ai, 02,..., a,}, mille korral oleks taidetud tingimus (20.10), kuigi vérrandil
(20.9) leidub monokromaatiline lahend iga (-varvimise ¢ : Ni —* 1, ( korral. Vattes
nuud suvalise algarvu p defineerime hulgal Nj jargmise (p —I)-varvimise dp: kui arv
1 6 N1 esitub kujul
X = plI(x) m(pu + V), kus 1~ V~Ap—I1,

siis tema varv maaratakse vordusega dp(x) = v. Eelduse kohaselt on vdrrandil V
<£p-monokromaatiline lahend X = (x\,x2, mm7n)’, vastavat varvi tdhistame samuti V.
Esitanud lahendi kdik komponendid &sja nédidatud kujul

X, =pM*) . (pU] + V)
(kus *=1,2,... ,n) vBime Uldsust kitsendamata lugeda seejuures, et
I7p(il) = s+ = Up(xt) < \p(xh+1) < Upfxk+2) < < ~{in),

kus kK N 1. Seetdttu ndhtub vérdusest

n n
0=E a* =E aP¥(r)(Pu<tv)
bl i=i
et
K

Y* a,(pu, +Vv) = 0(modp),
i=l
millest omakorda jareldub ~|=1a, = 0(modp). Kui algarv p valLida piisavalt suu-
rena (néiteks vottes p > JN)"=L |a|) jareldame viimatinimetatud kongruentsist, et
G = 0. See on aga vastuolus oletusega varrandi t) mitteregulaarsusest.
Piieavus. Olgu nuid diofantiline vdrrand (20.9) regulaarne. Tingimusest
(20.10) tulenevalt saab siis hulga {oi, 02,..., a,,} esitada alamhulga A1 ja sellega
diejunkt»« alamhulga A™ Uhendina. Valime seejirel kordaja ay £ A1suvaliselt ning
nuxxhutame diofantiliee vGrrandi
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V :cijix- ajiy+ (E as)* = 0. (20.11)
a,€4"
Vdrrand 3Y on konstruktsiooni kohaselt regulaarne, kusjuures selle iga monokromaa/-
tiline lahend (x,y,z) indutseerib ka léhtevdrrandi X> monokromaatilise lahendi (ij).
Selles veendumiseks piisab votta ip = x, juhtudel a, £ ~"\{ay/} lugeda ij =y ning
juhtudel aj £ A1 maédrata lahendi komponendid vordusega ij = z. Sellest ndeme, et
edasistes arutlustes piisab algse diofantilise vérrandina To vaadelda v&rrandit kujul

nx —uy + vz = 0. (20.12)

Jatkame nuld arutlusi induktsiooniga t jargi. Juhul t = 1 on v&rrandi (20.12)
monokromaatilise lahendi olemasolu ilmne. Seet6ttu olgu t > 1 ning teoreemi véide
t —1 varvi korral kehtiv. Teoreemi 5 kasutades nahtub sellest, et leidub niisugune
arv M, et kui hulk 1,M (suvaliselt) varvida t —1 vérviga, siis vorrandil (20.12) on
Uhevdrviliste komponentidega lahend kdigi komponentidega sellest hulgast.

Olgu niitid kogu Ni (suvaliselt) i-varvitud. Teoreemi 7 kohaselt leidub hevérvi-
line (naiteks sinine hulgal Ni vBetud varvimise suhtes) aritmeetiline progressioon

a,a+d, ..., a+vMd.
Et seejuures kehtib vordus
ua — u(a + vfid) + v(fj,ud) = 0,

siis juhul kui /iud oleks sinine mdne /M £ 1,M korral, siis oleks vérrandi (20.12)
monokromaatiline lahend leitud. J4&b uurida juhtu, mil pud pole sinine igay £ 1, M
korral. Et kasutatavaid védrve on nuid the vorra véhem, siis M valiku tottu saame
leida arvud x', y*, z' nii, et arvud x'ud, y'ud ja z'ud oleksid (ht ja sama véarvi ning
samal ajal kehtib ka u(x'ud)—u(y‘ud)+v(z'ud) = 0. Jallegi oleme diofantilise vBrrandi
(20.12) soovitud monokromaatilise lahendi leidnud ja teoreem on tfestatud.

Et diofantiline vdrrand x + y —z = Oon ilmselt regulaarne, siis vahetu jareldu-
sena asjatdestatud teoreemist saame jargmise teoreemi (l. Schur).

Teoreem 9. Vastavalt suvalisele naturaalarvule t leidub selline naturaalarv
5(i), et igan ~ S(t) korral hulga 1, n mistahes i-varvimise jaoks leiduvad sellel 18igul
Uhevérvilised arvud x, y ja z, mille puhul x +y = z.

Seda tulemust kasutades on kerge tGestada jargmist teoreemi.

Teoreem 10. Kd&igi piisavalt suurte algarvude p korral on Fermat’ kongruents
xn+yn = zn (modp) alati lahenduv.

Tdestus. Olgu d = SUT(n,p —1) ning g algjuur mooduli p jargi. Elementi
g =g (modp) voib tblgendada jadgiklassikorpuse Hp multipiikatiivse rihma Z* moo-
dustajana. Fermat’ teoreemi kohaselt kehtib korpuses Zp seos g1 = 1, mistottu b*
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alamhulgad {jr" : s € Z) ja {gd*: j £ 2} Uhtivad. Selle t6ttu ning tulenevalt ka
seosest d\ (p —1) vdib eeldada, et n |(p—1). lga elemendi c£bpsaame niid esitada
kujul ¢ = <T+"“, kus arv v < n madratakse sealjuures theselt. Seda asjaolu kasutades
defineerime reegliga d(g'+mm) = v hulga n-varvingu ¢: Zp-+ |,n. Eelmisest
teoreemist ning teoreemist 5 lahtuvalt saame piisavalt suure algarvu p korral leida
Ghevdrviliste jadkidega (modp) aivud x, y ja z nii, et kehtib ka seos x +y = z. Et
algarvu p saab valida piisavalt suurena, siis vdib lugeda arvud x, y ja z algarvuga
p mittejaguvaiks. Rihma SJ elementide eespool ndidatud esitamisvdimalust ning
jaégiklasside i, y ja z monokromaatilisust arvestades jareldame, et

* = y=r +n“ ja Z=+n"",

mistdttu vordusest x +y = z saame niid, et

kehtib korpuses %p. See aga tdhendab, et kehtib vastav tdisarvuline kongruents

(oUtn + (9Uwr = (9Un (modp),
millest teoreemi véite digsus néhtubki.

Vaatleme niid 16pliku pikkusega ohulki, millel leidub véhim element ning
mis rahuldavad Jordan-Dedekindi tingimust. Sellist tiilipi o-hulkade jada 6 = (So,
Si, S2 ...) (kus ohulga <, pikkus on n) ning antud naturaalarvude m, /ja t (kus
m < 1) korral 6eldakse, et S on omadusega R(m,l,t), kui eksisteerib (vdhim) na-
turaalarv N = N$(m,I,t) nii, et igan ™~ N ja suvalise kujutuse v : «S,[m] -& 17?
jaoks leiduvad i 6 I,t ja a G5,,[/], mille korral {x : x g <h[m] ja x * o} C ~-1(»)
(siin kasutasime ajutist téhistust <§jm] = {x : x S S, h(x) = m}, sest jaotises 16
deldust néhtub, et iga sellist o-hulka S gradueerib tema k&rgusfunktsioon h). Arvu-
sid Ne(m,l,t) nimetatakse jada B Ramsey arvudeks. Jada nimetatakse Ramsey
jadaks, kui tal on omadus R[m,l,t) parameetrite m, | ja t kdigi naturaalarvuliste
vaértuste korral, kus vaid m ~

Teoreemis 4 kirjeldatud situatsioon juhib jargmise Gldise mdiste juurde. Olgu
antud naturaalarvud t, jam A min(ni,... ,n*). Oeldakse, et jada B on
omadusega R{n\,..., nx; m), kui leidub (vdhim) naturaalarv N = Ne,(n\,..., nm)
nii, et iga n > N ja suvalise kujutuse v : <S,[m] —»1, f jaoks eksisteerivad » € M
ning o € &n[n,], mille korral {x : x E <n[ni] ja x ~ a} C *¥-1(*)- Nii saadud arvusid
Ne(ni,..., ngm) nimetatakse samuti jada © Ramsey arvudeks.

Neist definitsioonidest ndhtub, et jada 6, millel on omadus R(nj,... ,ny m)
parameetrite t, i*i,..., n<ja m kdigi (mGeldavate) naturaalarvuliste vééartuste korral,
osutub Ramsey jadaks. Kehtib ka vastupidine védide, mis nahtub samuti definitsiooni-
dest, kui vottal = m ax”i,..., n*) ja mérgata, et seosest | ~ f* tuleneb implikatsiooni
Ft(my/* t) = R(m, |, t) tesus. Need mdrkused lubavad teoreemi 4 sénastada véitena,
et jada 93 = {©(n) : n =0,1,2,...} on Ramsey jada. Teoreemist 4 jareldub veel, et
tukelduste vorede jada € = {<S,¢n =1,2,...} on Ramsey jada.
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