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I. ЩТЕМА ATILISE FÜÜSIKA ÜLESANDED JA NENDE 

KLASSIFIKATSIOON

§1. M a t e m a a t i l i s e  f ü ü s i k a  v õ r ­

r a n d i d

1.1. Keele võnkumise võrrand

Keeleks nimetame pinguletõmmatud elastset painduvat 

traati.

Olgu tasakaaluasendis keel suunatud piki x-telge. Kui 

ta sellest asendist välja viia ja jätta siis omapead, hak­

kab ta võnkuma. Tähistame u(x,t) keele punkti коordinaadi­

ga x kõrvalekalde tasakaaluasendist ajamomendil t. Vaatle­

me edaspidi vaid keele väikesi ristvõnkumisi,s .t . oletame, 

et kõik keele punktid liiguvad ühes ja samas tasandis ris­

ti x-teljega ning tuletis on sedavõrd väike, et võime 

piirduda kõige madalamat järku liikmega ^  suhtes.

Tähistame keele punktis x ajamomendil t mõjuva pinge- 

jõu T(x,t). Näitame, et tehtud eeldustel T(x,t) = TQ = 

= const. Vaatleme selleks keele suvalist vahemikku (x^, 

x2), mis tasakaaluasendist väljaviiduna on 

joon. 1). Vahemiku МдЫ̂ pikkus
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Seega keele võnkumisel tema pikenemist ei toimu. Hooke'i 

seaduse põhjal siis pingejõud keele mis tahes punktis ei 

sõltu ajast. Näitame, et ta ei sõltu ka keele punkti ko- 

ordinaadist x. Keele vahemikule ^ ^ 2  m8üuva<l järgmised 

jõud: a) pingejõud, mis tänu keele elastsusele on suunatud 

piki keele puutujat punktides ja Mg, h) välisjõud, mil­

le kohta eeldame, et nad mõjuvad risti x-teljega, c) inerfc- 

sijõud. Kuna vaatleme ainult ristvonkumisi, siis peab 

nende jõudude x-teljega paralleelselt mõjuvate komponenti­

de summa olema null:

T ( X,,) Cos Ы.(хл) - T ( x 2) CCS оССХз') - О, 

kus oC(x) on nurk punktis x keelele võetud puutuja ja 

x-telje positiivse suuna vahel. Tehtud eeldustel

Л 4
COS oL(x) =  ----  = ■-  ̂  /f

“̂1 + t a n 2oc(x) \jA +  u j

ning
T C x „ ) ^ T C x z ) .

Tänu vahemiku (x^,x2) suvalisusele võimegi teha järelduse, 

et väikeste võnkumiste korral pingejõud ei sõltu ka keele 

punkti koordinaadist.

Keele väikesi ristvonkumisi kirjeldava võrrandi tu­

letamisel lähtume d’Alemberti printsiibist, mille kohaselt 

kõik keelele mõjuvad jõud, kaasa arvatud inertsijõud, pea­

vad olema tasakaalus. Leiame kõikide suvalisele keele va­

hemikule (x1 ,x2) mõjuvate jõudude komponendid risti x-tel- 

jega.
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Vahemikule (x^xg) mõjuva summaarse pinge jõu u-telje 

suunaline komponent on

TQsin ocCxg) - T0sin

Kuna tehtud eelduste raames

, \ ionot(x) U x 
^  in cloq = -yr— r..я----  =  у =» u

iми-ьх^оо уттцт x ’

I t"Tq-Si П ciCX2.) -'T^5 iiT)ct.(x̂ ) = Tq (J* — ToUx ~ "̂ o |ü^xc!x.

’ *<

Tähistame risti x-teljega mõjuva välisjõu tiheduse 

(massiühikule mõjuva jõu) f(x,t) ja olgu (x) keele li­

neaarne tihedus (pikkusühiku mass). Siis keele elemendile 

dx mõjuv välisjõud on q (x)dx f (x,t) ja kogu vahemikule 

(x^, X2) mõjub välisjõud

j  ^(x)^ Cx,О  d x .

Keele elemendi dx kiirendus on utt(x,t) ning vahemi­

kule (x^jxg) mõjub inertsijõud

-]V x)u i t dx.

Seega d’Alemberti printsiibi kohaselt

U

T Duxx + ^ (x )f  Cx,t) -  ^Cx)uH ] d x  = 0 . (1 ,1 )  
*1

Vahemiku (xlfx2) suvalisuse tõttu saab võrdus (1.1) kehti­

da ainult siis, kui keele mis tahes punktis x ja mis tahes

. ajahetkel t

'TcUxx +  £(x)-f - ^>(x)utt = 0

j r
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ehk

U-kt ~  (p(x) Uxx * ( 1 .2) 
Seda võrrandit nimetataksegi keele väikeste ristvõnknmifi­

te võrrandiks ehk lühidalt keele убцкцпИяв уЯт-т»япД1кя. Ho­
mogeense keele korral ^>(x) = q = const ning võrrandi 

(1 .2) võib kirjutada kujul

“tt = а2цхх + (1*3)
kus

2 To 
а = —  = const

(arvestame, et füüsikalist mõtet omavad ainult TQ ja q 
positiivsed väärtused). Kui keelele välisjõudu ei mõju, 

s.t. f(x,t) s  Cf, siis saame võrrandi

- ‘2" n '
mida nimetatakse keele vabade yftnkumiRta võrrandiks. Kui 

välisjõu tihedus f(x,t) =£ 0, siis kõneldakse keele sund- 

võnkumistest.

1.2. Membraani võnkumise võrrand .ia üldina lainevõrrand

Membraaniks nimetame servast ühtlaselt pingutatud õhu­

kest elastset painduvat tasandilist kilet.

Kui tasakaaluasendis membraan paikneb (x,y)-tasandis, 

siis tema väikesi ristvonkumisi kirjeldab võrrand

u «  =  + V + f  <*, y > t),  а л )
milles u = u(x,y,t) on otsitav funktsioon, mis annab memb­

raani punkti (x,y) kõrvalekalde tasakaaluasendist ajamo­

mendil t, q (x,y) on membraani pindtihedus, TQ on pinge­

jõud ja f(x,y,t) on membraanile risti (x,у)-tasandiga mõ­

juva välisjõu tihedus. Võrrandi (1.4) tuletuse,mis on ana­

loogiline keele võnkumise võrrandi tuletusega, võib leida 

Õpikust £l ] •
Homogeense membraani korral <^(x,y) = () = const ja 

võrrand (1.4) omandab kuju
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utt = a2(ojac + Oyy) + f(x,y,t), (1 .5)

kus m
2 о 

а = —  = const.
?

Välisjõu puudumisel f(x,y,t) =  0 ning saame memb­

raani vabade võnkumiste võrrandi kujul

“tt = a2(u3ac+
Homogeense keele võnkumise võrrand (1.3) ja membraani 

võnkumise võrrand (1 .5) on vastavalt ühe- ja kahemõõtmeli­
ne erijuht üldisest lainevõrrandist

“tt = a2(uxx + V  + UZ2} + f(x,y,z,t), (1 .6) 
kus a = const. Võrrand (1.6) kirjeldab, näiteks, teatud 

lihtsustavatel eeldustel hääle levimist homogeenses gaasi- 

lises keskkonnas. Sel juhul otsitavaks funktsiooniks võib 

olla kas gaasi tihedus, rõhk või kiirusvälja potentsiaal. 

Võrrandi (1.6) tuletuse võib leida samuti õpikust ClJ. 

Lainevõrrandi (1 .6) võib kirjutada ka kujul 

2
utt = a A  u + f(x,y,z,t),

kus

д =  —  +  +  i l  '

dx2- ä y2 <̂ 2.z

on Laplace'i operaator. Kuna

Д u = divgrad u, 

siis võib kasutada ka kuju
О

utt = a divgrad u + f(x,y,^;,t). (1 .7)

1.3* Varda pikivõnkumiste võrrand

Vaatleme elastset varrast, mille telg on suunatud pi­

ki x-telge. Kui varras telje sihis välja venitada või kok­

ku suruda ja jätta seejärel omapead, siis tekivad temas pi- 

kivõnkumised. Tuletame võrrandi, mis kirjeldab neid võnku­
misi.

3
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Olga varda mingi ristlõike koordinaat tasakaaluasen­

dis x ja tähistagu X sama ristlõike x-koordinaati suvali­

sel ajamomendil t. Suurus u(x,t) a )( - x annab ristlõi- 

ke x kõrvalekalde tasakaaluasendist ajamomendil t. Väi­

keste võnkumiste korral vardas tekkiv pingejõud allub 

Hooke'i seadusele. Selle seaduse rakendamiseks on vaja 

leida suhteline pikenemine sõltuvalt ristlõikest x ja aja­

momendist t. Vaatleme varda vahemikku (x, x + A  x). Aja­

momendil t ristlõike x koordinaat on x + u(x,t), rist- 

lõikel x + д x aga x + д x + u(x + д x,t). Seega selle 

vahemiku suhteline pikenemine on

[X+AX - [x-»-U.Cx,-fc)j — АХ lL(X+AX,i)-

ЛХ ~  A X

Leides piirväärtuse^ kui дх 0, saame, et suhteline pi­

kenemine ristlõike x jaoks ajamomendil t on u^Xxjt). 

Hooke'i seaduse kohaselt ristlõikele x mõjuv pingejõud on

T(x,t) = k(x)S(x)ux(x,t),

kus S(x) - varda ristlõikepindala ja k(x) - Young'i moo­

dul (k(x) > 0).
Rakendame varda suvalise vahemiku (x^, Xg) jaoks 

d'Alemberti printsiipi. Vahemikule mõjuv pingejõud on

4 ( х г ) 5 с х 2) а х Сх2 ^ )  -  -fe,C*<>S(x«)ux C x ,£ )  =
*2

Kui vardale mõjub veel x-telje sdunas välisjõud tihedusega 

f(x,t), siis vaadeldavale vahemikule mõjuv välisjõud on

J s ( x ) ? 6<:>fCx,-t)cU,

kus ^ (x) on varda tihedus. Vahemiku (x^xg) jaoks inert­

si j õud xa

-  J  £ ( * ) S ( x ) u t t ( x , i ) d x .
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D'Alemberti printsiibi kohaselt

г2
J ^ [fe (x) S (x) a x] + ̂ (x)S^x)*f (xf±)~ qCx) S(x) 1ц* j d x = O, 
x,

kust vahemiku (x^,x2) suvalisuse tõttu saamegi varda piki- 
võPkumiste võrrandi kujul

QCx)SCx)li^= [^(x)S(x)üx !l +  QCx)SCx)^(x,-fc) (1 .8)

ehk

a«  = ^ 3õõ
Homogeense varda korral S(x) = S = const, k(x) = к = const 

ja (5 (x) = q = const. Võrrand omandab kuju

*tt = а2цхх*+
P k-

kus a = ^ = const. Näeme, et homogeense varda pikivõnku- 

miste võrrand langeb formaalselt kokku homogeense keele 

ristvõnkumiste võrrandiga (1.3).
Võrrandit (1.8) võib vaadelda kui ühemõõtmelist eri- 

juhtu üldisest võnkumiste võrrandist

q(M)utt = div [k(M)grad u] - q(M)u + F(M,t), (1.9)

kus otsitav funktsioon sõltub ruumipunkti U koordinaati­

dest x,y,z ja ajast t, s.t. 

u = u(x,y,z,t) = u(M,t),

suurused £ = q (x,y,z) = q (M), к = k(x,y,z) = k(M) ja 

q = q(x,y,z) = q(M) on määratud selle keskkonna omaduste­

ga, kus võnkumine toimub, seejuures füüsikalisest sisust 

tulenevalt q > 0, к > 0 ja q > 0, ning F(x,y,z,t)=F(M,t) 

iseloomustab välishäirituse intensiivsust.

Võrrandi (1.9) erikujuks on ilmselt ka lainevõrrand 

(1.7).

1.4. Telegraafivõrrand

Kui juhet läbib muutuv elektrivool, siis tekib juhtme 

ümber muutuv magnetväli, mis omakorda kutsub esile voolu- 

tugevuse i ja pinge v muutumise juhis. Tähistagu i(x,t)
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ja v(x,t) vastavalt voolutugevust ja pinget juhtme punk­

tis x ajamomendil t. Oletame, et juhtme oomiline takis­

tus, mahtuvus ja induktiivsus on konstantsed piki juhet. 

Tähistame need suurused juhtme pikkusühiku kohta vastavalt 

R,C ja L. Peale nende on vaja arvestada veel kadusid lä­

bi isolatsiooni. Kadu ajaühikus on võrdeline pingega ja 

vastavat võrdetegurit juhtme pikkusühiku kohta tähistame G.

Vaatleme juhtme elementi (x,x + dx). Pingelang selles 

elemendis

v(x,t) - v(x + dx,t) = -vxdx

avaldub Ohm'i seaduse kohaselt valemiga

-v^dx = ifidx + itLdx. (1.10)

Juhtme elementi ajaühikus siseneva ja temast ajaühikus väl­

juva laengu vahe

i(x,t) - i(x + dx,t) = -ixdx

läheb selle elemendi laadimiseks ja kadudeks, s.t.

i^dx = Cv^dx + Gvdx. (1.11)

Seostest (1.10) ja (1.11) saame järgmised kaks võrrandit 

voolutugevuse ja pinge määramiseks

vx + Lit + Ri = °* (1 .12)
ix + Cvt + Gv = 0. (1.13)

Püüame saada eraldi võrrandid voolutugevuse ja pinge 

jaoks. Diferentseerime võrdust (1.13) x järgi, võrdust

(1.12) korrutame suurusega -C, diferentseerime seejärel t 

järgi ning liidame. Saame

“a  + Gtx  - 0Litt - ® 4  *

Asendades vx valemi (1.12) kohaselt,leiame võrrandi voolu­

tugevuse jaoks

iH  = CLitt + (GL + CR)it + Gfii.

Analoogiliselt saame võrrandi pinge jaoks

v.^ = CLvtt + (GL + CR)vt + GRv.
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Näeme, et voolutugevus ja pinge rahuldavad üht ja sama võr­

randit

"xi " V t t  + a owt + °ow ' - С1Л4)

milles aQ = CL, 2bQ = GL + CR ja cQ = GR. Võrrandit (1.14) 

nimetatakse telegraafivõrrandiks.

Kui tuua sisse uus otsitav funktsioon u(x,t) seosega

. L i
W  = в a° u., 

siis omandab võrrand (1.14) lihtsama kuju

*tt = а2цхх + ъ2ц* (1*15)

milles

Qz= i _ = j L  bo -  CL0c0 _ (6L + CR)Z-4CL faR
a 0 C L  5 cx о L+CL

Kui kadusid võib mitte arvestada ja juhtme oomiline 

takistus on väga väike, s.t. * G ̂  0 ja R ^  0, siis saame 

võrrandi

4 t  * » S n f

1.5. Soo.ius.iuhtivuse võrrand

Soojuse levimist mingis kehas või ruumipiirkonnas võib 

iseloomustada keha temperatuuriga u(x,y,z,t). Kui keha 

erinevad osad on erineva temperatuuriga, siis leiab aset 

soojuse levimine kõrgema temperatuuriga osadelt madalama 

temperatuuriga osadele.

Vaatleme uuritava keha suvalist osa V, mis on ümb­

ritsetud kinnise sileda pinnaga S. Keha osa V saab soo­

just juurde või annab ära tänu sellele, et toimub soojus- 

vahetus teda ümbritsevate keha osadega ja temas võivad paik­

neda soojusallikad, mis eraldavad või neelavad soojust.

Pinda S läbiva soojushulga Q-̂  võib leida järgmi­

selt. Vaatleme pinnaelementi dS ja loenie teda läbiva soo­

jushulga d ^  positiivseks siis, kui see soojushulk sise­

neb keha ossa V. Fourier* seaduse kohaselt pinnaeloiuenti
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dS ajavahemikus (t,t + dt) läbinud soojushulk on võrdeli­

ne pindalaga dS, ajavahemikuga dt ja temperatuuri tule­

tisega pinnaelemendi välise normaali n suunass

fcf±dScl-fc.
drv

Kui on tegemist isotroopse kehaga, s.t. keha juhib soojust 

kõikides suundades ühtemoodi, siis soojusjuhtivuse kordaja 

к on skalaarne suurus, seejuures mittehomogeense keha kor­

ral к = k(x,y,z). Suvalises ajavahemikus (t^,t2) pinda 

S läbiv soojushulk on antud valemiga

e « - J  J f c & a s A .

S

Kuna ~  = grad u • n, siis kasutades Ostrogradsky vale- 
arv

mit, võime kirjutada

= JcU.v(fegtacta)ctV

ning tz

Tähistame kehas olevate soojusallikate tiheduse 

f(x,y,z,t). Ta annab ajaühikus ja ruumalaühikus eraldunud 

(kui f >  0) või neeldunud (kui f ̂  0) soojushulga. Keha 

osasse V ajavahemikus (t^jtg) eraldunud või temas neeldu­

nud soojushulk 0,2 on antud valemiga 

^2.
Qz = | c b fc J f (^ y ,z >-t)dV.

Keha osasse V ajavahemikus (t^tg) sisenenud (või 

sealt väljunud) soojushulk + Q2 kutsub V igas punk­

tis esile temperatuuri muutuse ди = u(x,y,z,t2) -

- и(х,у,г,Ъ̂). Selleks muutuseks vajalik soojushulk Q on 

antud valemiga

S
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-a (x ,y ,z>i <1)]civ=
V *z

=  J c ? Jotdid-V,
V

milles с = c(x,y,z) on keha soojusmahtuvus ja 

Q = 0 (x,y,z) on keha tihedus. Kuna Q = Q1 + Q2 » siis

к
J  e t t d i v ( k q n A d u )  -  f  Cx,tj,z,i)JdV=o.
i, V

Keha osa V ja ajavahemiku (t^,t2) suvalisuse tõttu keh­

tib see võrdus ainult siis, kui keha mis tahes punktis ja 

mis tahes ajamomendil

c ^ u t = div(k grad u) + f(x,y,z,t)# (1.16)

Võrrandit (1.16) nimetatakse soo.ius.1 ühtivuse võrrandiks.

Homogeense keha korral с * const , q = const ja 

к = const ning soojusjuhtivuse võrrand omandab kuju

ut = ^ “xx + “yy + uzz^ + р(х*У»2^>» (1.17)

kus a2 = 7—  = const ja F(x,y,z,t) = *У.Д21~^ .
c9 c9

Soojusallikate puudumise korral f(x,y,z,t) = 0 ning 

võrrand (1.16) omab kuju

с £ Uj. = div (k grad u).

Erijuhul, kui uuritavaks kehaks on õhuke z-teljega 

risti olev homogeenne plaat, mille põhjad on soojuslikult 

isoleeritud, võime lugeda, et temperatuur ei sõltu z-ko- 

ordinaadist ning võrrand (1 .17) omandab kuju

4  = a2(uxx + + pCx,y,t). (1.1b)

Peene homogeense varda korral, mis on suunatud piki x-tel- 

ge ja mille külgpind on soojuslikult isoleeritud, saame

H  = a2ux* + (1.19)

Võrrandeid (1.18) ja (1.19) võime vaadelda kui võrrandi

(1 .17) kahe- ja ühemõõtmelisi erijuhte.

15



1.6. Dif usioonivõrrand

Kui keskkond on ebaühtlaselt täidetud gaasiga, siis 

toimub gaasi difusioon suurema kontsentratsiooniga kohta­

dest väiksema kontsentratsiooniga kohtadesse. Sama nähtus 

esineb lahustes, kui lahustunud aine kontsentratsioon pole 

kõikjal ühesugune.

Difusiooni kirjeldava võrrandi tuletamine on analoo­

giline soojusjuhtivuse võrrandi tuletamisega. Ainsad eri­

nevused seisnevad järgnevas.

Et leida difundeeruva aine voogu (massi) dQ^ läbi 

pinnaelemendi dS ajavahemiku dt jooksul, tuleb kasuta­

da Nernsti seadust, mille kohaselt

A Q ,  = D | ^ a s a * .
О гь

Siin D on difusioonikoefitsient ja u = u(M,t) on difun­

deeruva aine kontsentratsioon.

Ruumi elemendis dV ja ajavahemikus (t,t + dt) kont­

sentratsiooni muutmiseks vajalik difundeeruva aine mass on 

antud seosega

dQ = c[u(M,t + dt) - u(M,t)]dV = cut(M,t)dtdV,

milles suurust с nimetatakse poorsuskoefitsiendiks.

Difusioonivõrrand omab kuju

cû . = div (D grad u) + f(M,t) , (1.20)

milles funktsioon f(M,t) annab ruumiühikus ja ajaühikus 

eralduva (f > 0) või laguneva (f <  0) difundeeruva aine 

massi.

Soojusjuhtivuse võrrandit (1.16) ja difusioonivõrran- 

dit (1 .20) võib vaadelda kui erijuhte võrrandist

div [k(M)grad u J - q(M)u + F(M,t) = () (M)Uj..

1.7. Poissoni .ia Laplace'i võrrandid

Vaatleme statsionaarsete laengute poolt tekitatud 

elektrivälja 1Г keskkonnas, mille dielektriline konstant 

£ = 1. Protsessi statsionaarsuse tõttu
16



rot E = О,
• * м 

s.t. elektriväli E on potentsiaalne vali. Leidub selline 

skalaarne funktsioon u(M), mida nimetame potentsiaaliks,

et E = -grad u(M). (1 .21)

Elektrodünaamikast on teada, et elektrivälja voog läbi kin­

nise pinna S avaldub seosega

J*£ rtciS = Ц õre J, (1.22)
5

kus ' e on pinnaga S piiratud ruumipiirkonnas V asuv kogu­

laeng. Olgu <£ = (3 (M) laengu tihedus. Siis

e = J (j (M)dV. » (1.23)

v
Ostrogradsky valemi kohaselt

J E  laci-S * Jcllv Ё ciV. (1.24)
s v

Valemitest (1.22) - (1.24) järgneb, et

CUV Ё = Цтг̂(м).

Asendades siia avaldise (1.21), leiame elektrivälja potent­

siaali jaoks võrrandi

Z U c = F ( M ) ,  (1 .25)

kus F(M) = -4 зт <£ (M). Võrrandit (1.25) nimetatakse 

Poissoni võrrandiks.

Vaatleme kokkusurumatu vedeliku pöörisvaba statsio­

naarset liikumist. Pöörisvaba liikumise korral kiiruseväli 

äT on potentsiaalne, s.t. leidub selline funktsioon 

u = u(M), et

v’ = -grad u. (1.26)

Allikate puudumise korral

div тГ = 0.

Asendades siia avaldise (1.26),leiame kiiruse potent­

siaali jaoks võrrandi

div grad u = 0
ehk

17
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Л 11= 0, (1 .27)
Võrrandit (1.27) nimetatakse Laplace'i võrrandi 1сят

Kui kehas asuvate soojusallikate tihedus f ei sõltu 

ajast ning keha välispind hoitakse ajast sõltumatul tempe­

ratuuril, siis aja t kasvades temperatuurijaotus kehas 

läheneb mingile ajast sõltumatule (statsionaarsele) jaotu­

sele u(x,y,z). Statsionaarne temperatuurijaotus on leitav 

võrrandist

div (k grad u) + f(M) = 0.

Homogeense keha korral к = const ja saame Poissoni võr­

randi. Kui lisaks puuduvad veel soojusallikad, siis stat­

sionaarne temperatuurijaotus rahuldab Laplace'i võrrandit.

l.ö. Helmholtzi võrrand

Lainete levimist homogeenses keskkonnas kirjeldab võr­

rand

ufct = а2 д u + f(M,t). (1.28)

Olgu välishäiritus ajas perioodiliselt muutuv, s.t.

f(M,t) = a2fQ(M) cos u t ,

kus W  on välishäirituse sagedus ja a fQ(M) amplituud. Võr­

rand (1.28) omab sel juhul kuju

~  = Ди, + £o(M) coscot . (1.29)
az •

Perioodiliste protsesside uurimisel kasutatakse sageli 

kompleksseid funktsioone. Vaatleme (1.29) asemel võrrandit

~  ü tt = a ü  + $.0(ta) e uwt. (1 .30)

Võrrandi (1.29) lahend u(M,t) kujutab endast ilmselt võr­

randi (I.30) lahendi ü(M,t) reaalosa.

Klillalt pika ajavahemiku möödumisel alghetkest langeb 

keskkonnas toimuvate võnkumiste sagedus kokku välishäiri­

tuse sagedusega, s.t. me võime võrrandile (1 .30) otsida 

lahendit kujul

Ü C M .t)  = v ( M ) e i u t .

18



Amplituudi v(M) jaoks me saame võrrandi

4 v  + k2v = -fQ(M), (1.31)

kus к = ~  • Võrrandit (1.31) nimetatakse HelmholtziCc ... .

w  
а

võrrandiks.

Helmholtzi, Poissoni ja Laplace'i võrrandeid võib vaa­

delda kui võrrandi

div£k(M) grad uj - q(M)u + F(M) = 0

erikujusid.

1 .9» ülesanded

1. Tuletada keele võnkumise võrrand, kui keel võngub 

keskkonnas, mille poolt keelele mõjuv takistusjõud on võr­

deline kiirusega.

2. Tuletada ristvõnkumiste võrrand raske vertikaalse 

keele jaoks, mis otspunktis x = 0 on jäigalt kinnitatud, 

otspunktis x = t on aga vaba.

3. Tuletada võrrand otspunktis x = 0 kinnitatud ja 

otspunktis x = I vaba vertikaalse elastse vedru pikivõn- 

kumiste jaoksTarvestades raskusjõudu.

4. Tuletada soojusjuhtivuse võrrand peene varda jaok^

kui varda külgpinnal toimub konvektiivne soojusvahetus

ümbritseva keskkonnaga seadusö h(u -vp) kohaselt (h - soo-

jusvahetuse koefitsient, tf - keskkonna temperatuur), see-

j uures Ä
Ц>= <p(tX

5. Leida võrrand, mis võimaldab määrata temperatuuri 

homogeenses keras, mis on paigutatud konstantse tempera­

tuuriga keskkonda ja milles paiknevad soojusallikad tihe­

dusega ĉ 0 e 'ott. Arvestada, et temperatuur sõltub ainult 

ajast ja kaugusest kera keskpunktist.

6. Leida difusioonivõrrand, kui toimub difundeeruva 

aine lagunemine kiirusega, mis on võrdeline kontsentratsi­

ooniga.

7. Leida difusioonivõrrand keskkonna jaoks,mis liigub 

kiirusega v(x) x-telje positiivses suunas.
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§2. T e i s t  j ä r k u  o g a t u l e t i s t e -  

g a  d i f e r e n t s i a a l v õ r r a n d i ­

t e  k l a s s i f i k a t s i o o n

2.1. Klassifikatsioon n sõltumatu muutuna korral

Teist järku osatuletistega diferentsiaalvõrrandiks ni­

metatakse võrrandit, mis seob omavahel otsitava funktsioo­

ni uCx-ĵ ,... , sõltumatud muutujad x - ^ . . . ^  ja otsi­

tava funktsiooni esimest ning teist järku osatuletised.Te­

ma üldkujuks on

f-(*>,,. ах^>*..»ихпхп) - 0 .

Võrrandit me nimetame lineaarseks teist järku osatu­

letiste suhtes^kui ta on kirjutatav kujul

n

ZI U'Xj.Xj = f *Axn>̂ *(2.l)

Vasakul seisvat avaldist nimetatakse lineaarse võr­

randi peaosaks. Seejuures võib üldsust kitsendamata eelda­

da, et kordajad a ^  rahuldavad tingimust a^^ = aji 

(i,j = l,...,n) (põhjendada!).
*

Kui teist järku osatuletiste kordajad a . . sõltuvad1J
peale x^,...,xn veel otsitavast funktsioonist u ja tema 

esimest järku osatuletistest, nimetatakse võrrandit kvaa- 

silineaarseks. Tema üldkuju on

а
Z ,^ха)и *

= x^, U.,UX(), • » «

Teist järku võrrandit kujul
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nimetatakse lineaarseks võrrandiks. Kui f(x-^,... ,3^) = 0, 
nimetatakse lineaarset võrrandit homogeenseks.vastasel kor­

ral aga mittehomogeenseks.

Erijuhul võivad lineaarse võrrandi kõik kordajad olla 

konstandid. Sel juhul nimetatakse võrrandit lineaarseks 

konstantsete kordajatega võrrandiks.

Vaatleme võrrandit (2.1)»kusjuures kordajad a. .(i,j =

= l,...,n) olgu sõltumatute muutujate x1 ,...xn reaalsed 

funktsioonid. Toome sisse uued sõltumatud muutujad ,..., 

fcn, teisenduse

abil nii, et teisenduse jakobiaan oleks erinev nullist. 

Siis

Asendades (2.3) võrrandisse (2.1),teiseneb see kujule

( 2 .2)

(2.3)

milles

Fikseerime meid huvitavas piirkonnas punkti MQ koor­

dinaatidega x£,...,x^ ning moodustame ruutvormi 

n



mille kordajateks on võrrandi (2.1) kordajad a^^ punktis 

M . Lineaarteisendus
■ъ

U=1
-viib ruutvormi (2.5) kujule

milles
k,t-- -I

Че'ЬЛс

ГЪ

ati = IL kr otfciöU: • (2.7)
itj=H * <

Algebrast on teada, et kordajate sobiva valiku

korral viib teisendus (2.6) ruutvormi (2.5) diagonaalkuju- 
le

rv
y' X

'lL > (2.Ö)
V-Л

milles kordajad Лц on 0 ,-1 või 1 .
Avaldistest (2.4) ja (2.7) järeldub, et ruutvormi 

(2.5) kordajad teisenevad lineaarse muutujate vahetuse kor­
ral sama seaduse kohaselt nagu võrrandi (2.1) peaosa kor­
dajad teisenduse (2.2) korral. Kui teisendus (2.2) valida 

nii, et punktis M

c °  -- Й1 = ot (2.9)

<>*: U 0
kus on sellise lineaarteisenduse (2.6) kordajad,mis
viib ruutvormi (2.5) diagonaalkujule, siis see teisendus 

viib võrrandi (2.1) kujule, milles peaosa kordajad omavad 

punktis MQ väärtusi 0,-1 või 1. Sellist võrrandi kuju 

nimetatakse kanooniliseks ku.juks.

Võrrand (2.1) on punktis MQ elliptilist tuupi, kui 

ruutvormi (2.5) diagonaalkujus (2.b) kõik n liiget on sama 

märgiga, ülliptilist tüüpi võrrandi kanooniliseks kujuks 

on

22



a, _

5  0

Võrrand. (2.1) on punktis MQ hüperboolset tüüpi, kui 

ruutvormi (2.5) diagonaalkujus (2.Ö) n-1 liiget on sama 

märgiga, Uks liige aga vastupidise märgiga. Hüperboolset 

tüüpi võrrandi kanooniliseks kujuks on 

lb _

Võrrand (2.1) on punktis MQ paraboolset tüüpi; kui 

ruutvormi (2.5) diagonaalkujus (2.Ö) vähemalt üks kordaja­
test võrdub nulliga. Paraboolset tüüpi võrrandi kanoonili­

seks kujuks on 

oi<ru

Võrrand (2.1) on elliptilist, hüperboolset või para­

boolset tüüpi piirkonnas,kui ta on vastavat tüüpi selle 

piirkonna igas punktis.

Tingimusest (2.9) järgneb, et võrrandi (2.1) viib 

punktis MQ kanoonilisele kujule teisendus 

<1
»u * (k. ^ y , *v). (2.10)

i

Kui võrrand (2.1) on konstantsete kordajatega, siis 

ühe ja sama muutujate vahetusega (2.10) saame võrrandi 

taandada kanoonilisele kujule kogu määramispiirkonnas.Mit- 

tekonstantsete kordajate ja n > 2 korral üldiselt pole. 

võimalik leida sellist muutujate vahetust, mis taandaks 

võrrandi kanoonilisele kujule isegi ükskõik kui väikeses 

piirkonnas (vt. Ц.1 J ).

2.2. Klassifikatsioon kahe sõltumatu muutu.ju korral

Kahe sõltumatu muutuja (tähistame nad x ja y) korral
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«

teist järku osatuletiste suhtes lineaarse võrrandi üldkuju 

on

Olgu kordajad a-ĵ , a12 Õa a22 meid huvitavas piirkonnas 
D muutujate x,y reaalsed ja pidevalt diferentseeruvad 

funktsioonid.

Toome sisse uued sõltumatud muutujad £ , seostega

( 2 .12 )

kus funktsioonid ^ ja ф on kaks korda pidevalt diferent­

seeruvad. Teisenduse pööratavuse garanteerimiseks nõuame,

et teisenduse jakobiaan 0 -̂ ^  oleks piirkonnas D nul- 
, . . D U , 4 )
list erinev. J

Võrrandis (2.11) esinevad otsitava funktsiooni osatu-

letised avalduvad järgmiselt;

+ lx4 ,

^xx = a f f х̂ц/х r + f xx + ,

^xy = M y  *" Wxfi

uw * ui n ^ i' uš ^ TUt) ^  •
Asendades need avaldised võrrandisse (2.11)^ saame

G'-м + (-i2zu,1rl ~ (2.13)

milles

a.M = 2-cnz 'fx ̂  a 2i vf * ,

Ct̂ 2 ~ ^11 ̂ fx4*x + Q 12 1- tyx.) i- <3-2.1 ̂  tyiJ >

- &-м V* ■*■ 4* Ча <" ̂ггЧ^

Vahetu asenduse teel võib kontrollida, et kehtib võr-

- a „  ü „  = ( < 2 - a „ üli) <2 -w >
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p
s.t. avaldis a| 2 - аца22 ei mauda muutujate vahetuse

(2.12) korral marki. Taandagu muutujate vahetus (2.12) 

võrrandi (2.11) kanoonilisele kujule. Siis ä^2 = 0 ning 
elliptilist tüüpi võrrandi korral аца22 >  °* büperbool- 

set tüüpi võrrandi korral ац^22 <  paraboolset tüü­

pi võrrandi korral aixa22 = SeeKa võrrand (2.11) on 
piirkonna D punktis (x,y) hüperboolset tüüpi, kui a^, “

- a-|дaP? > 0 selles punktis; paraboolset tüüpi, kui a^?-
2

- a-Qa22 = ® selles punktis; elliptilist tüüpi, kui a^? -

- a ^ a 22 <  0 selles punktis. Püüame leida muutujate vahe­

tuse, mis viiks võrrandi (2.11) kanoonilisele kujule.
Esmalt valime funktsioonid Ц>(х,у) ja (x,y) selli­

selt, et teisendatud võrrand (2.13) oleks võimalikult lürb- 
ne. Kui funktsioonid y(x,y) ja у»(х,у) on osatuletistega 

võrrandi

allzx + ^ a V y  + a22zy - 0 (2*15)

lahenditeks, siis = 0. üldsust kitsendamata või­

me eeldada, et vaadeldavas punktis (x,y) kordaja a ^  Ф 0 
(põhjendada*.). Lahendades võrrandi (2.15) kai ruutvõrrandi 

zx suhtes, saame tema asemel kaks võrrandit

■fc* 2X + (a<2 ±i<x?z -  a ^ a 2i. ) =o.  (2.16)

Harilike diferentsiaalvõrrandite teooriast on teada 

(vt. Cl2j ), et võrrandite (2.16) lahendite z = vp(x,y) ja 

z = (f/ (x,y) leidmiseks tuleb leida võrrandite

b "  d y  + ( a 12 ±УаД-0.^ 0 , ^’)cix = О (2.17) 

esimesed integraalid

^(х,у)*С , ф(л,у) =  С.

Harilikke diferentsiaalvõrrandeid (2.17) nimetatakse 

võrrandi (2.11) karakteristlikeks võrranditeks. võrrandite
(2.17) esimesi integraale aga võrrandi (2.11) karakteris­
tikuteks .

Olgu võrrand (2.11) piirkonnas D hüperboolset tüüpi.
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Sel juhul - а1Х • a2 2 >  0 ning võrrandil (2.11) on 

kaks parve karakteristikuid (x,y) = С, Ц/ (x,y) = C. 

Veendume, et muutujate vahetuse

| = f ( x >y) , t| = y/(x,y)

korral jakobiaan erineb nullist. Piki karakteristikuid

*fx ctx i- if^dg - С ,

q/x d x  +■ ^ d y  -  О
ehk

Фу d x  d x

Võrrandite (2.17У põhjal

схлл а_____________ ЛЛ

i  =

Neist võrdustest järeldubki, et

, V*

*  *  < *  *
Seega vaadeldav muutujate vahetus viib hüperboolset 

tüüpi võrrandi kujule

( г л в )

Muutujate vahetus

<* = , /3= I i l .

viib võrrandi (2.18) kujule

^«x-x ~ u p>p> ~ ßi u  > * u/!>) 9
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mis on võrrandi (2.11) kanooniliseks kujuks hüperboolset 

tüüpi võrrandi korral. Hüperboolset tüüpi võrrandite kor­

ral nimetatakse ka kuju (Э.18) kanooniliseks.

Kui võrrand (2.11) on piirkonnas D paraboolset tüüpi,

s.t.

a12 ” all * a22 = 0 > 
siis on võrrandil ainult üks karakteristlik võrrand 

alldy + a12dx = 0 

ning üks karakteristikute parv

Ц>(*,У) = c.
Teeme muutujate vahetuse

Antud juhul (x,y) on funktsioonist vf (x,y) sõltumatu 

suvaline funktsioon. Sellise muutujate vahetuse korral võr­

randis (2.135) a-Q = 0. Seose (2.14) põhjal ka i12 = 0 
ning võrrand (2.11) taandub kanoonilisele kujule

U 44 = >a > u £’UrĴ p
Elliptilist tüüpi võrrandi korral a^> - аца22 <  ® 

ning võrranditel (2.17)' pole reaalseid lahendeid. Olgu esi­

mese võrrandi (2.17) kompleksne integraal

4>(x,y) = C, 

siis teise võrrandi integraaliks on

= C,

milles ^*(x,y) on funktsiooni ^  (x,y) kaasfunktsioon. 

Tuues sisse komplekssed muutujad

f ■ , 7=
teiseneb võrrand (2.11) kujule (2.18). Kuna £ ja ^ on 

kaaskompleksid, siis tehes muutujate vahetuse

(2.19)

me läheme uuesti üle reaalmuutujatele. MuutujatJfl vahetus 

(2.19) viib võrrandi (2.1ö) kujule •
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mis ongi elliptilist tüüpi võrrandi kanooniline kuja.

2.3. Lineaarne konstantsete kordajatega võrrand

Kahe sõltumatu muutuja korral konstantsete kordajate­

ga lineaarne võrrand omab kuju

aXl“a  + 2a12°Jy ♦a22“57 +bl " * + b 2“7 (2.20)

Karakteristikute parved on antud võrranditega

_ 0-<2 - g** Q;
X  = C , ,

millest järgneb, et karakteristikuteks on sirged. Kui võr­

rand (2.20) on hüperboolset tüüpi, siis muutujate vahetus

“S - k ,

viib võrrandi kanoonilisele kujule

” U77 + B/,u£ + B x u «j,+ • (2.21)
Paraboolset tüüpi võrrandi korral teeme muutujate va­

hetuse

I <̂12
| = a - — x , т=а

олл

ning kanooniline kuju on

U ^ + ß . U ^ ß ^ + C a - P f ^ t j ) .  (2.22)
Elliptilist tüüpi võrrandi korral muutujate vahetus

kujul
J------- ---- -— »



viib võrrandi kanoonilisele kujule

Ü U +  U#I9 + B 1U $ + + C u  = . (2.23)

Võrrandite (2.21), (2.22) ja (2.23) edasiseks liht­

sustamiseks toome u asemel sisse uue funktsiooni avaldise- 

ga

u  = e  V,

milles C\ ja jj. on esialgu suvalised konstandid. Siis

U£ = e A^+u,?(v^+Av) , ü j j a e ^ ^ C 4 j+>i\0,

eA§+'M'l(V|| + 2.>V| + A 1v), (2.24)

u (j»j - yuV).

Asendades avaldised (2.24) võrrandisse (2.21) ning jagades 

seejärel võrrandi mõlemaid pooli suurusega saa­

me

*" 'V? * tß/» + 2->)v| +(B2 ~2̂ )v,j ♦(/*- ß2u+C)v=f^

milles

F, = F е-1Н+гч}.

Konstandid Л ja valime nii, et esimest järku osatule­

tiste kordajad võrduksid nulliga ( a s -|-B, ,

Tulemusena saame

V | f - V „  + C v » R , ,
milles

с = с , 1 ( в ] - в ; ) .

Elliptilise võrrandi (2.23) korral valime

Л = - —  fi>4 > ,U = “ "2Г 

ning, võrrand teiseneb kujule

* VW  + = K, ,
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milles

С = С

Paraboolse võrrandi (2.22) korral pärast avaldiste 

(2.24) asendamist saame

Vijrj +В/|У£ + (B2 + 2jj)\/y +• ( ^ 2 + B4> + ♦ C ) ' /  = F̂ ,.

Sel juhul muudame nulliks ja V kordajad,võttes

В \

Võrrand omandab kuju

2.4. ülesanded

1. Määrata võrrandi tüüp ja viia kanoonilisele kujule. 

Lihtsustada maksimaalselt.

a) - 25“yy " 8ui + 20uy - 5a + ex = 0.

b) 80̂  - - eu^ + Uy + 2u = 0,

o) “ю с*  4u*y + 5 V  + “ac -  2uy + tt * ° '  

d> “xx -  2 “xy + 4üyy + 5ux  + Juy + “ = 0 ’ 

e ) l n -  2uxy + “yy + 2ux + 2uy + U “ ° ’

«  “xx -  41“xy + 4иУУ + 2“y + “ '  °-
2. Määrata võrrandi tüüp ja viia kanoonilisele kujule

a) “soe + 2cos x “ (3 + sin2x)u^y + yu* = 0,

b) е'̂'и̂ - геУи̂у - 3e2y“xUyy = 0,

c) (l-žx)2^  + (1 + 2y)2u^. + 2yUy = 0,

d) y2Soc + ^ S c v  + 5x 2uw  = °*

e) e ^  - 2e - ^  + e ^ u ^  = 0 .

3. Viia kanoonilisele kujule võrrandid

a> Sdc + 2V  -  2uW + 4“yz * 5“zz ♦ “*  + “y = ° '
Ъ> 'Soe + 4 t  -  “yy * “zz -  2“tx  + “xz + “ty -  2“yz = °-
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4. Leida muutujate vahetus, mis viib võrrandi 

div [k(M) grad uj - q.(M)u + F(M,t) = ^ 

kanoonilisele kujule punktis MQ .

S 3 .  M a t e m a a t i l i s e  f ü ü s i k a  ü l e s ­

a n n e t e  s e a d e

3.1. Alg- .ia ra.iatingimused

Nägime,'et rida füüsikalisi protsesse on kirjeldata­

vad võrranditega, mis on võrrandi

div [k(M)grad u] - q(M)u + F(M,t) = £ (3.1)

erikujudeks.

Võrrand (3.1) on n-mõõtmelise ruumi Sn (n £ 3) mista­

hes punktis M = (x ,̂... »Хц) ja mis tahes t väärtuse korral 

hüperboolset tüüpi. Ta omab lõpmata palju erilahendeid. 

Seepärast ainult võrrandist (3*1) ei piisa uuritava prot­

sessi täielikuks määramiseks. On vaja anda ette veel üles­

ande füüsikalisest sisust tulenevad 1isatingimused.Sellis- 
teks lisatingimusteks on algtingimused ja ra.i at ingimuse d .

A?gtingimused kirjeldavad uuritavat füüsikalist prot­

sessi meid huvitava ajavahemiku alguses, s. t. alghetkel 

t = 0. Rajatingimused näitavad, mis toimub uuritava keha 

või ruumipiirkonna £} rajal £  .

Hüperboolset tüüpi võrrandi korral algtingimused oma­

vad kuju

u(M,0) = ^(M), ut(M,0) = ifs (M),

milles (M) ja у/ (M) on etteantud funktsioonid. Näiteks, 

keele võnkumiste uurimisel esimene algtingimus annab keele 

kõikide punktide jaoks hälbe tasakaaluasendist alghetkel 

(alghälbe), teine algtingimus aga Keele punktide kiiruse 

alghetkel (algkiiruse).

Rajatingimused võivad olla väga erinevad.Meie vaatle­

me ainult kolme põhilist rajatingimuste liiki.
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Kui keel on kinnitatud otspunktides x = 0 ja x =t, 
siis rajatingimused omavad kuju

u(0,t) = 0 , u(fc,t) = 0. 
üldisem on olukord, millal keele otspunktid liiguvad mingi 

seaduse kohaselt. Rajatingimused omavad siis kuju

u(0,t) = yu^Ct), u(£,t) =

kus )хл (t) ja fx2it) on etteantud funktsioonid.
Rajatingimusi, mis annavad otsitava funktsiooni väär­

tused keha rajal, nimetatakse esimest liiki ra.iatingimus- 

teks. Nende üldkuju on

lt|£  = / U P } t )  ( P e £ ) ,

Teist liiki rajatingimuse saamiseks vaatleme vedru pi- 

kivõnkumisi juhul,kui otspunktis x = t mõjub vedrule aja­
liselt muutuv välisjõud p(t). See välisjõud on tasakaalus­

tatud pingejõu T poolts

Tce,-t) = i> M S w !ü ] =pft>,
ox ^ - v

Rajatingimuse võib kirjutada kujul

pC-t)

Erijuhul, kui otspunkt x = £ on vaba,

1̂ ( 2,t) = 0

Rajatingimust sellisel kujul nimetatakse vaba otanunk-ti 

tingimuseks.

üldiselt teist liiki rajatingimus on kirjutatav kujul

3t I 2 = vCp^ >
kus ~~ on tuletis raja ZJ välise normaali suunas, ning 

on
P 6  2 .

Kolmandat liiki ra.iatingimuse tuletamiseks vaatleme 

varrast, mille otspunkt x =£ on kinnitatud elastselt 

vedru abil, kusjuures vedru teine otspunkt liigub varda pi­

kitelje sihis ja tema hälve algasendist on antud funktsi-
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ooniga r(t). Vedru poolt vardale mõjuv jõud, mis on võrde­

line vedru pikenemisega, on tasakaalustatud varda otspunk­

tis x = t tekkiva pingejõuga:

k(0) S (E)u^C E,t;) = oL £r(t) - u(£,t)J ,

kus oL on vedru jäikuskoefitsient. Rajatingimus on kirjuta­

tav kujul

•UxCe,-t) + fb(t),
milles

^ - ---—-----  C-t) = ^
T~-fec£)sce) kU)S(e)

Kolmandat liiki rajatingimuse üldine kuju on

+ ( P e E ) .

Märgime, et vaadeldud rajatingimuste kolm liiki on 

üles kirjutatavad ühise avaldisega

[ T« fn + *  P( p,t) ( y?+ ^  *  0) • (5-2>u

Esimest liiki rajatingimuse saame, kui ^  s 0, teist liiki 

rajatingimuse puhul = 0 ning /jp* ^ 0 ja i 0 kor­

ral on tegemist kolmandat liiki rajatingimusega.

Võrrand

div £k(M)grad u_} - q(M)u + P(M,t) = q (М)и̂ (3.3)

on paraboolset tüüpi (veenduda!). Sel korral on ainult tiks 

algtingimus,

u(M,0) = vf (M),

mis annab otsitava suuruse väärtused alghetkel, Näiteks, 

soojusjuhtivuse võrrandi korral algtingimus annab tempera­

tuuri jaotuse kehas alghetkel.

Vaatleme kolme põhilist rajatingimuste liiki võrrandi­

le (3.3)

1. Keha raja hoitakse etteantud temperatuuril lL(P,t):

u i z  = /LcCP.t),
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2. Antakse ette soojusvoog Q(P,t) läbi raja:

ehk

3. Antakse ette keha ümbritseva keskkonna tempera­

tuur 0. Sel juhul soojusvoog läbi raja 2  vastavalt New- 

toni seadusele

Näeme, et võrrandi (3-3) korral kolm põhilist raja- 

tingimuste liiki on samuti matemaatiliselt kirjeldatavad 

avaldisega (3 *2).
Elliptilist tüüpi võrrandi näiteks on Poissoni ja 

Laplace'i võrrandid, липа otsitav funktsioon ei sõltu 

ajast, siis elliptilist tüüpi võrrandi korral algtingimu­

sed puuduvad. Põhilised rajatingimuste liigid on samuti 

esitatavad kujul (J.2), kus funktsioon (b sõltub ainult 

raja 2  punkti P koordinaatidest.

3.2. Segaülesanne. ra.iaülesanne. Cauchy ülesanne

Nagu juba öeldud, teist järku osatuletistega diferent- 

siaalvörrandi lahendi üheseks määramiseks on vaja ette an­

da lisatingimused. Vastavalt lisatingimuste iseloomule 

eristame järgmisi matemaatilise füüsika ülesannete põ-

Q  - 6 ( 0 - u.)s

ja vastavalt Fourier* seadusele

Saame

milles
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hiliike: segaulesanne, ra.iaüle sarme ja Cauchy ülesan­

ne.

Olgu S^c;Rn lahtine tõkestatud giirkond, milles toi­

mub uuritav protsess, Z  selle raja, sulund. Protsessi 

kulgemise uuritavat ajavahemikku tähistame 0 с t ̂  T, ehk 

(0 ,T J , seejuures võib olla T = <*> . Lahtist piirkonda, 

mille korral ja 0 <  t ^  T, tähistame <э* Л *(c,TJ f
kinnist piirkonda, kus МеЙ ja 0 i t < T, tähistame 

<5_= S2 а CC, Tj. Tähistame veel Г s £ n * ( o , T j  ja

Г ~ R nxCO, ije sümboliga Cm( ß )  tähistame piirkonnas 

määratud ja m korda (0 £ m <oo ) pidevalt diferentseeruva­

te funktsioonide hulka

a) Segaülesandeks nimetatakse ülesannet, mille korral 

antakse ette nii alg- kui ka rajatingimused. Segaülesanne 

esineb hüperboolset või paraboolset tüüpi võrrandi korral, 

kui uuritav protsess toimub tõkestatud ruumipiirkonnas.

Segaülesande hüperboolset tüüpi võrrandi (3*1) jaoks 

võib formuleerida järgmiselt: leida kinnises piirkonnas 

С määratud funktsioon u (M,-t) e  С4(6^Л C z(6 ),mis rahul­

dab

1) lahtises piirkonnas G võrrandit (3.1),

2) algtingimusi

u(M,0) = ф(М), 1ц.(М,0) = * (M) ( M 6 Š 2 ) ,

3) rajatingimust

Paraboolset tüüpi võrrandi korral asendub võrrand 

(3 *1) loomulikult võrrandiga (3 .3) ning puudub teine alg­
tingimus .

Sõltuvalt rajatingimuse liigist eristame esimest,teist 

ja kolmandat liiki segaülesandeid.

b) Rajaülesanne esineb elliptilist tüüpi võrrandite 

korral, kui otsitav funktsioon ei sõltu ajast ja ta on for- 

muleeritav järgmiselt. Leida kinnises piirkonnas Q  mää­

ratud, funktsioon u(m) e  СЧЙ)0 С2(Л), mis rahuldab
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1) lahtises piirkonnas Sl võrrandit

div[k(M) grad uj - q(M)u = P(M),

2) rajatingimust

[ t * ^ +T*uJ x - Pcp>.
Elliptilist tüüpi võrrandite korral esimest liiki ra­

jatingimust

u j 2 *;u(P)

nimetatakse Dirichlet' ra.jatingimuseks. teist liiki raja­

tingimust

Neumanni rajatingimuseks. Esimest ja teist liiki rajaüles- 

andeid nimetatakse ka vastavalt Dirichlet' ja Neumanni ra- 

.iaülesanneteks.

Kui piirkond 52 » kus võrrandile lahendit otsitakse, 

on tõkestatud piirkond, siis on tegemist sisemise ra.iaüles- 

andega. Kui aga piirkond £2 on ruumi Rn osaks, mis asub 

väljaspool mõnesugust tõkestatud piirkonda, siis nimetatak­

se rajaülesannet väliseics. riex korral on vaja lisaks raja- 

tingimusele veel ette anda otsitava funktsiooni käitumine 

lõpmatuses.

c) Rajal kehtiva režiimi mõju rajast küllalt kaugel 

asuvates punktides avaldu.o alles küllalt pika ajavahemiku 

järel. Seepärast juhtudel, kui meid huvitab uuritav nähtus 

ajavahemikus, millal rajarežiimi mõju on veel ebaoluline, 

võime segaülesande asemel vaadelda ülesannet ilma rajatin- 

gimusteta kogu ruumis Rn . Sellist ülesannet nimetatakse 

Cauchv ülesandeks ehk algväärtus-ülesandeks.

Paraboolset tüüpi võrrandi korral võib Cauchy ülesan­

de formuleerida järgmiselt. Leida piirkonnas Г määratud 

funktsioon u(M,-fc) = C°(F) Л mis rahuldab

1) piirkonnas Г võrrandit (3.3),
2) algtingimust
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u(M,0) = ф (M) ( M C  R n ) .

Analoogiliselt formuleeritakse Cauchy ülesanne hüper­

boolset tüüpi võrrandi (J.l) korral. Lisaks tuleb teine 

algtingimus ning otsitav funktsioon ü ( M , t ) e C 4 Õ H  C l(r),

Peale vaadeldud kolme matemaatilise füüsika ülesanne­

te põhiliigi võib märkida veel järgmisi ülesandeid.

Huvitagu meid varda pikivõnkumine otspunkti x = 0 lä­
heduses ajavahemikus, millal teises otspunktis valitseva 

rajarežiimi mõju on ebaoluline. Sel korral võime vaadelda 

järgmist ülesannet poollõpmatu varda .jaoks. Leida x £ 0 ja 

0 $ t ^  T korral määratud funktsioon

u Cxjt) e. Сл (x»0 ; t i T )  Л С2 С x >o, О <t  fT), mis

1) rahuldab võrrandit

^-£fe(x)uxJ -<■ F(x,t)= ^(x)ui+ (x>o, 0< t $ T ) ,

2) rahuldab algtingimusi

u(x,0) = f  (x), Uj.Cx.0) = (/* (x),

3) rahuldab rajatingimust

Cti ̂
Uuritava nähtuse iseloom ajavahemikus, mis on kaugel 

alghetkest, on praktiliselt määratud rajarežiimiga, kuna 

igasugusele reaalsele süsteemile omase "hõõrdumise" tõttu 

algrežiimi mõju ajaga nõrgeneb. Seda tüüpi ülesandeid koh­

tame, näiteks, juhul kui süsteemi ergutatakse pikaajali­

selt perioodilise rajarežiimiga. Segaülesande asemel võib 

vaadelda järgmist algtingimusteta ülesannet.

Leida piirkonnas £2 ja t > -«» korral määratud funkt­

sioon u ( l v J e C " ( ß , t > - w ) n C 2( ß , t > - « ) ) mis 
rahuldab

1) piirkonnas ja t >-«o korral võrrandit (3.1),
2) rajatingimust

C?« J t + J£ = P1 p-t) < *» -“ )■.
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Eespool esitatud ülesannete omapäraks on see, et eel­

datakse lahendi küllaldast siledust (lahendi enda ja tema 

osatuletiste pidevust) ning lahend rahuldab võrrandit sel­

le määramispiirkonna igas punktis. Sellist ülesande seadet 

nimetatakse klassikaliseks ja vastavat lahendit - Klassi­

kaliseks lahendiks. On selge, et lahendi küllaldase sile­

duse nõuet on võimalik täita ainult siis, kui võrrandis 

esinevad funktsioonid k(M), q(M), (M) ja F(M,t) on 

pidevad. Praktikas pakuvad aga küllalt suurt huvi ülesan­

ded, mille korral, näiteks, funktsioon F(M,t) on iseära­

sustega. Tuleb loobuda lahendi sileduse nõudest ja võtta 

kasutusele nn. üldistatud lahendi mõiste. Sel küsimusel 

peatume lühidalt mõnevõrra hiljem.

3.3. ülesande seade korrektsus

Matemaatilise füüsika ülesanded kirjeldavad reaalseid 

füüsikalisi protsesse. Seepärast on loomulik, et ülesanne­

te seade peab tagama järgmiste tingimuste täitmise:

1) lahend eksisteerib mingis funktsioonide klassis M^,

2) lanena on ühene mingis funktsioonide klassis M2 ,

3) funktsioonide klassis M ^O lahend sõltub pide­

valt ülesande lähteandm^test.

Lähteandmete all me mõistame alg- ja rajatingimusi»võrran­

di vabaliiget, võrrandi kordajaid jne. ülesande* lahendi 

pidev sõltuvus, näiteks, rajatingimusest

ul 2 = (З(Ру'С')

tähendab järgmist. Olgu meil funktsioonide jada ß k (P,t) 

(k =1,2,...), mis koondub teatud mõttes funktsiooniks 

A  Ci3»t;) ja olgu uk(M,t) funktsioonile’ /3fc(P,t) vastav 

ülesande lahend, u(M,t) aga funktsioonile ß  (P,t) vastav 

lahena. Kui jada uk(M,t) (k = 1,2,...) koondub teatud mõt­

tes funktsiooniks u(M,t), siis öeldaksegi,et ülesande la­

hend sõltub pidevalt lähteandmetest (antud juhul rajatin­

gimusest) .

ülesannet, mis rahuldab kõiki kolme eespool toodud tin­

gimust, nimetatakse 1-correktseks.
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Lahendi olemasolu nõae tuleneb asjaolust,et kui üles­

anne kirjeldab reaalselt toimuvat protsessi, siis peab 

ülesandel labend eksisteerima. Lahendi olemasolu näitamine 

on tihedalt seotud sellise funktsiooni konstrueerimisega, 

mis rahuldab kõiki ülesande tingimusi.

Lahendi ühesuse nõue tuleneb sellest, et kindlate läh­

teandmete korral füüsikaline protsess kulgeb mingil kind­

lal, ühesel viisil. Seepärast füüsikalistest kaalutlustest 

lähtudes peab ülesandel olema ühene lahend. See vajab aga 

ranget matemaatilist tõestust.

Lahendi stabiilsuse (pidev sõltuvus lähteandmetest) 

nõue tuleneb järgmistest füüsikalistest kaalutlustest.üles­

ande lähteandmed saadakse tavaliselt eksperimendist mõõtmi­

se teel. Mõõ-emisvigade tõttu pole lähteandmed täpsed. On 

selge, et matemaatiline ülesanne on heas kooskõlas tema 

poolt kirjeldatava protsessiga, kui väike viga lähteandme- 

tes toob kaasa ka väikese vea ülesande lahendis.

Tuleb märkida, et rakendustes esineb küllalt sageli 

ka mittekorrektseid ülesandeid. Sellise ülesande lahenda­

miseks püütakse leida korrektsete ülesannete jada nii, et

vaadeldav mittekorrektne ülesanne oleks nende korrektseteft
ülesannete piirjuht. Mittekorrektse ülesande lahendiks võe­

takse siis küllalt lähedase korrektse ülesande lahend.Mit­

tekorrektsete ülesannete teoorial me käesolevas õppevahen­

dis pikemalt ei peatu.

Mittekorrektselt seatud ülesande näitena tuuakse ta­

valiselt ülesanne, mis konstrueeriti Hadamard'i poolt. 

Oauchy ülesande

utt + “xx = (Laplace'i võrrand)

u(x,0) = 0 , ut(x,0) = i sin kx 

laaendiks on funktsioon

ih fet
U, (л, t) =  --- - Sln Uk .к k-

ivui ^  , siis teises lisatingimuses g-si-nls* — о

Lisatingimuse ut(x,0) = 0 korral ülesande lahendiks oleks
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u(x,t) = 0. Kuid x jt птг (n = 0, il,...) korral

uk(x,t) A  0,kui к -*<x> . Lahendi stabiilsuse nõue pole

täidetud.

3.4. Segaülesanae lahendi ainsus

Vaatleme segaülesannet hliperboolsele võrrandile ühe­

mõõtmelisel juhul. Leida piirkonnas £2 = x CO,Tj 

määratud funktsioon и (x,*)«e C Z(Š2'), mis rahuldab
1) lahtises piirkonnas Sl - (0 ,0  х(о#т]võrrandit

~  [fc(x) _ q(x)u ■+■ F(x„t) *  , (3.4)dx ox y
2) algtingimusi

u(x,0) = q>(x), ut(x,0) = Ц) (x),

3) rajatingimusi

Seejuures võrrandis (3«4) esinevad funktsioonid ^>(x) > 0, 

q(x) ^ 0 ja k(x) > 0 olgu pidevad 0 <• x < € korral, 

rajatingimustes esinevad suurused ^  ^  ja ol­

gu mittenegatiivsed. Näitame, et toodud ülesande lahend on 

ühene.

Olgu u-j^Xjt) ja u2(x,t) selle ülesande kaks lahen­

dit. Funktsioon v(x,t) = u-^x.t) - Ugtejt) rahuldab ilm­

selt piirkonnas ,52 võrrandit

~ [ f e ( x ) ^ ] - 4 / x ) v  » 9 С х ) ^  , (3.5)

algtingimusi
v(x,0) = vt(x,0) = 0

ning rajatingimusi

[t<v«- TivJ,.o =  C x i  V* *  0 • CJ‘6)

Näitame, et v(x,t) 5 0.
Vaatleme abifunktsiooni
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г
E(t) = |-j[feU)(|j)2 +  9 (х)(|^/+<^(х)у̂ х,(3.7)

О
mida nimetatakse energiaintegraaliks. Ta annab võnkuva süs­

teemi kineetilise ja potentsiaalse energia summa (vt. £l]).

Leiame SLÜ . 
d-fc

Tänu funktsioonide k(x), q(x), ^ (x), aga samuti 

funktsiooni v(x,t) ja tema osatuletiste pidevusele lõi­

gul [0,£j võime avaldist (3 *7) diferentseerida integraa- 

limärgi all;

о

Integreerides esimest liidetavat ositi, leiame

d i , 4W | v | v | ^  + 
d.t- dx o-t |Xl0

Kuna funktsioon v(x,t) rahuldab võrrandit (3.5), siis

- K w
cl t dx dt

Kui rajatingimused (3.6) on esimest liiki,siis v(0,t)=

= v( £ ,t) = 0, kust järgneb v^.(0,t) = v*_( i ,t) = 0. See- 
cLE

ga = 0. Teist liiki rajatingimuste korral vx(0,t) =

= vx(i ,t) = 0 ning C3.Ö) põhjal Ц = 0. Järelikult esi­

mest ja teist liiki rajatingimuste korral
e

Ett)  = E(o) = ~ -J [  + (Jfxjfgf) +  <^(x)v2J t o d x .
0

Algtingimuste põhjal v(x,0) = 0 (siis ka vx(x,0) = 0) 

ja v^(x,0) = 0. Seega E(t) = E(0) = G.

Kolmandat liiki rajatingimuste korral

II
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II te
*

< i
i

и 1 J ä v l
*X=0 &A X-O ÖX X i  '*■

Pärast asendamist avaldisse (3-Ö) leiame

Integreerides saame

Jf •* 1 f lMv2U di
о о

ehk

E(t)- E C O ) - { [  J t e > v ‘|x.t +

- l i f c O d v 1 !*.» -  ^ fe ( x) vi |« =0 ] •
А 4 = 0  f4 -t-o

Esimesest algtingimasest v(x,0) = 0 järgneb, et v(£,0) = 

= v(0,0) = 0. Eespool näitasime, et E(0) = 0. Seega

E < t b - K £ ^ n x, e+ ffeM v> |xJ * 0 .

Teiselt poolt funktsiooni E(t) avaldisest (3«7) järgneb, 

et E(t)£ 0. Seega ka kolmandat liiki rajatingimuse korral 

E(t) = 0.

Avaldise (3.7) põhjal E(t) = 0 ainult siis, Jcui 

vx(x,t) = 0, vt(x,t) = 0.

Seega
v(x,t) = const = v(x,0) = 0, m. o. t. t.

3 .5 . Maksimumprintsiip
Tõestame järgmise teoreemi, mis on tuntud maksimum-

42



printsiibi nime all ja mis omab olulist kohta paraboolset 

tüüpi võrranditega seotud ülesannete uurimisel.

Teoreem: Kinnises piirkonnas G pidev funktsioon 

u(M,t), mis lahtises piirkonnas G rahuldab võrrandit

div [k(M)grad uj - q(M)u = ^ (M)ut (3*9)
on kas piirkonnas G mittepositiivne või saavutab maksi­

maalse (positiivse) väärtuse kas ajahetkel t = 0 või ra­

jal £  .

Tõestus: Tähistame

m a x £ o ,  max и ( М ,£ ) ,  max =

t = 0 -tcto.Tj

Oletame vastuväiteliselt, et funktsioon u(M,t) on piir­

konnas G positiivne ja saavutab maksimumi punktis 

£2 ja hetkel tQ*= (0,Tj, s.t.

u(M0,t0) = m +  £ >  m >  0.

Moodustame abifunktsiooni

v(My-t) - U(

Ilmselt

u(M,t) ^ v(to,t) ^  u(jid,t.> + jr * kui (M,t)e<S .

Seega

v(M0,t0) >  u(M0>t0) = m + £.

Funktsioon v(M,t) kui pidev funktsioon saavutab kinnises 

piirkonnas G. maksimaalse väärtuse. Olgu see punktis 

hetkel t.̂ . Siis

v(M1 ,t1) ^  v(MQ,t0) >  m + £.>£..

Igas raja 2  punktis P

v ( P , - 0 <  v (P >t ) +|- = v { P , i K t * - ~ ^ a ( P , t : ) + £ 5 rT)+£i v (M 0 ,-fc0)
jb hetkel t = 0

W M , 0 ) <  V(M,0)+|. = rn + £ i v ^M o>tejL
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Seega da t-̂  «e (0,t J. Kai funktsioon v(M,t) omab

(M^t^) korral maksimumi, siis

Arvestades, et

dt dt 2.T
leiame

ALL =  A V

dw L k ijia d a l*< lu lMt = 

= ^ I f - b A U - g - i f t d - t g a a d a  +  ̂ u , ! ^  = 

~ Ц  -  feAV - fe. gtatt v  + c ^ v - ^  ^ r j M < »

Saadud tulemus ütleb, et funktsioon u(M,t) ei rahulda 

ühes piirkonna G punktis võrrandit (3.9)» mis on vastuolus 

teoreemi eeldusega.

Maksimumprintsiibist võib teha mitmed järeldused. 

Järeldus 1: Piirkonnas G pidev funktsioon u(M,t), 

mis piirkonnas G rahuldab võrrandit (3*9) on kas piir­

konnas G mittenegatiivne või saavutab minimaalse (nega­

tiivse) väärtuse kas hetkel t = 0 või rajal 2  •

See nn. miinimumprintsiip järeldub maksimumprintsii­

bist funktsiooni - u(M,t) jaoks.

Järeldus 2: Esimest liiki segaülesande

div £k(M)grad uj - q(M)u + F(M,t) = ^(M)u^. (M,t)«G,

u(M,0) = ф(М) (M с ß )  f

u|2= <3(P,t) ( P e Z  , t«=Co,Tj)
klassikaline lahend on ühene.



Olgu u^(M,t) ja UgCMjt) selle ‘ülesande kaks lahen­

dit.

Funktsioon u(M,t) = u^(Mft) - UgCM^) rahuldab ilmselt 

võrrandit (3*9) da lisatingimusi

u(M,0) = 0, ulr  = 0.

Maksimum- ja miinimumprintsiibi kohaselt saavutab 

funktsioon u(M,t) maksimaalse ja minimaalse väärtuse kas 

rajal Z  või ajahetkel t = 0. Heed väärtused võrduvad 

nulliga, mis tähendabki

u(M,t) = - UgCM.t) ш 0.

Järeldus 3* Esimest liiki segaülesande klassikaline 

lahend sõltub pidevalt funktsioonidest if<M) ja 

Olgu u(M,t) segaülesande

div (k grad u) - qu + F = ^ û . ,

u(M,0) = ip(M), u|£ = j3(P,t)

lahend, ü(M,t) aga segaülesande

div (k grad ü) - qü + F = Q 1Ц. ,

ü(m,0) = vp (M) # ü|£ = j3 (P,t)

lahend ning olgu

|ф(М)- ф(М)| <  £. ja |^СР^)-^(Р ,^)|<£.

Funktsioon u-u rahuldab võrrandit (3*9) ning nii rajal £  

kui ka ajahetkel t = 0

I Li - Ü I < £
ehk

- £ с U- ü ,
Maksimumprintsiibist järeldub siis otseselt, et kogu piir­
konnas G

ehk

lu - ü l< e„
Maksimumprintsiip omab selge füüsikalise tähenduse.Ku­

na soojus levib kõrgema temperatuuriga piirkonnast madala-
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raa temperat uuriga piirkonda, siis soojusallikate puudumise 

korral saab keha temperatuur olla maksimaalne kas alghet- 

kel või keha pinnal.

3.6. ülesanded

1. PUstitada ülesanne varda pikivõnkumiste leidmiseksf 

kui otspunkt x = 0 on kinnitatud jäigalt ja otspunktis 

x = l on varda külge risti tema teljega kinnitatud vede­

liku sisse asetatud plaat. Vedeliku poolt plaadile mõjuv 

takistusjõud on võrdeline plaadi liikumiskiirusega. Alg- 

hälve ja algkiirus on suvalised.

2. Püstitada ülesanne vertikaalse vedru pikivõnkumis­

te leidmiseksj kiii otspunkt x = 0 on kinnitatud elastselt 

ja otspunktis x = l on vedru külge kinnitatud raskus mas­

siga m. Alghälve on suvaline, algkiirus on null.

3 . Püstitada ülesanne elektriliste võnkumiste leidmi­
seks väga väikese takistuse ja kaoga juhtmes, kui otspunkt

x = 0 on maandatud läbi takistuse RQ , otspunkt x = l on 

maandatud läbi mahtuvuse CQ . Pinge ja voolutugevuse jaotus 

alghetkel on suvalised.

4. Püstitada ülesanne poollõpmatu varda soojenemise 

jaoks,kui varda otspunkt põleb, ning põlemisfront, mille 

temperatuur on if(t), levib kiirusega v piki varrast. 

Alghetkel on temperatuur vardas null.

5. Püstitada ülesanne vertikaalse vedru pikivõnkumis­

te leidmiseks, kui otspunkt x = 0 on kinnitatud jäigalt 

ja otspunktis x = i on vedru külge kinnitatud raskus mas­

siga m, mis alghetkel t = О lakkab mõjumast.
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§4. Ü l d i s t a t u d  f u n k t s i o o n i d e  j a  

Ü l d i s t a t u d  l a h e n d i  m õ i s t e

4.1. üldistatud funktsioonid e. distributsioonid

Ruumis Rn määratud funktsiooni ... ,3^)= ^  (x)

kandjaks supp ф (lühend ingliskeelsest sõnast "support") 

nimetatakse selliste punktide x e R 11 hulga sulundit, mil­

les funktsioon erineb nullist. Kui funktsiooni kandja on 

tõkestatud, siis nimetame funktsiooni finiitseks.

Vaatleme selliseid ruumis Rn määratud funktsioone 

<f(x),mis omavad mis tähes järku pidevaid tuletisi, s. t.

(x) es. C*°CRn) ja mis on finiitsed. Neid funktsioone 

nimetame põhifunktsiоonideks ja põhifunktsioonide hulka ni­

metame põhifunktsioonide ruumiks D . Põhifunktsioone võib 

liita ja reaalarvuga korrutada. Tulemuseks on jällegi põ­

hifunktsioon. Seega ruum D on lineaarne ruum. ütleme, et 

põhifunktsioonide jada (x) , 4>2(x),..., (x),... 

koondub ruumis D põhifunktsiooniks <f(x), kui 1) leidub 

selline tõkestatud hulk ü<= Rn , et supp ifK<= ü(k=l,2,...)}

2) iga täisarvu oc korral funktsioonide jada D  *• ifK(x) 

koondub ühtlaselt funktsiooniks Siin oleme kasu­

tanud tähistust

д * ц > ( * , , х а э . .  , f x n;
D * f ( x )  =

Эх

milles + ... + <xn = .

On selge, et ruumi D kuuluvad funktsioonid ei saa ol­

la analüütilised. Tõepoolest, iga ruumi D kuuluv funktsi- 
\ ..
oon on võrdne nulliga valjaspool mingit kera (finiitsuse 

tõttu). Kui ta oleks seejuures analüütiline, siis analüü­

tilise funktsiooni ainsuse teoreemi kohaselt oleks see 

funktsioon identselt võrdne nulliga.
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Põhifunktsiooni näiteks on funktsioon

t * £г-1х1г
Cc e , kui I x 1 4 £ ,

CJe r  ■{ .fc
6 t 0 , kui Ixl > £,

kus I x I = Y* ^  + x£ + . *. +■ X„ , £ > О Jct C£ on normeeri- 

mistegur, s.t. Cg on valitud nii, et

J w £ Cx)dx = 4 .
R"

Me Ütleme, et ruumil D on määratud funktsionaal f,kui 

on antud eeskiri, mille kohaselt igale funktsioonile 

ф(х)« D  on vastavusse seatud mingi arv, mille tähista­

me <  f , <p> ,

Funktsionaali f me nimetame lineaarseks, kui mis tahes 

kahe skalaari Я ja fJL ning suvaliste põhifunktsioonide 

ifA*) ja korral kehtib võrdus

<  f + h 4 z > -

Punktsionaali f me nimetame pidevaks,kui põhifunktsioonide 

jada ф̂ (х), ф2 (х),... koondumisest põhifunktsiooniks 

if(x) järgneb arv jada <  £, if, >  4 f , vpz>  ̂  . . . koondu­

mine arvuks с -f , vf >  о

Üldistatud funktsioonideks e. distributsioonideks ni­

metatakse põhifunktsioonide ruumil määratud pidevaid li­

neaarseid funktsionaale. Kõikide ruumil D määratud distri­

butsioonide hulka nimetatakse distributsioonide ruumiks D* 

Ruum D* on lineaarne ruum,kui distributsioonide f ja g 

lineaarne kombinatsioon defineerida funktsio-

naalina, mis on arvutatav järgmiselt;

Koondumine ruumis D* defineeritakse järgmiselt: distribut­

sioonide jada f^,f2 ,... koondub distributsiooniks f ruumis 

D', kui iga (p(x)eO korral arvjada <  >,...

koondub arvuks <  £» ф > •
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Öeldakse, et distributsioon f on piirkonnas c  R n 

võrdne nulliga;kui iga põhifunktsiooni ip(x) , mille supp 

, korral с >  = 0. Distributsiooni f kand.iaks 

supp f nimetatakse nende ruumi Sn punktide hulka, mille 

üheski ümbruses distributsioon f ei võrdu nulliga. Distri­

butsiooni nimetatakse finiitseksfkui tema kandja on. tõkes­

tatud.

Olgu f(x) ruumis Rn lokaalselt integreeruv funktsioon, 

s.t. ta on integreeruv ruumi Rn igas lõplikus piirkonnas. 

Selle funktsiooni abil me võime igale põhifunktsioonile 

seada vastavusse arvu

= J £(x)i/>(x)d* = f  f'Cx)ip(x)dx> (4.1) 
R n supp <f>

s.t. defineerida funktsionaali. Selliselt defineeritud 

funktsionaal on lineaarne ja pidev (veenduda1.), s.t. ta on 

distributsioon. Valemiga (4.1) määratud distributsioone ni­

metatakse regulaarseteks. Seega iga lokaalselt integreeruv 

funktsioon määrab valemi (4.1) kohaselt regulaarse distri­

butsiooni. On võimalik näidata, et iga regulaarne distri­

butsioon on määratud ühe kindla lokaalselt integreeruva 

funktsiooni poolt. Järelikult ruumis Rn lokaalselt inte­

greeruvate funktsioonide ja regulaarsete distributsioonide 

vahel on iiksühene vastavus. Seepärast võib samastada lo­

kaalselt integreeruvat funktsiooni ja tema poolt valemiga 

(4.1) määratud regulaarset distributsiooni.

Distributsioonide jaoks kasutatakse sageli ka tähis­

tust f(x), millega rõhutatakse seda, et funktsionaali f 

rakendatakse funktsioonidele, mille argumendiks on x =

= (x1 ...,xa ).

Distributsioone, mis pole regulaarsed, nimetatakse sin­

gulaarseteks.

Tehetest distributsioonidega vaatleme käesolevas ai­

nult distributsiooni ja funktsiooni korrutist ning distri­
butsiooni tuletist.

Olgu a(x) rais tahes arv korda pidevalt diferentseeruv 

funktsioon, s.t. Funktsiooni a(x) ja
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distributsiooni £> e  D 1 korrutiseks nimetame distributsi­

ooni af, mis igale põhifunktsioonile vp(x) seab vasta­

vusse arvu

< at, y > - < f. , a<p>.

Distributsiooni f o(-järku tuletiseks nimetame dist­

ributsiooni mis igale põhifunktsioonile ц>(х) seab 

vastavusse arvu

< , f  > D °4 p > .

Distributsioon on lõpmata arv kordi diferentseeruv.

On lihtne kontrollida, et kehtivad tavalised diferent­

seerimise eeskirjad;

D * ( f  + g) = D°"f + D ^g ,

D1 (af) = (D1a)f + aJ^f.

Märgime, et regulaarse distributsiooni tuletis ei tarvitse 

olla regulaarne distributsioon. Kui distributsioon f on 

regulaarne ja temale vastav lokaalselt integreeruv funkt­

sioon f(x) on m korda pidevalt diferentseeruv, siis 

и £ m korral on ka distributsioon D* f regulaarne ja 

üldistatud tuletis D04 f langeb kokku funktsiooni (f (x) 

vastava klassikalise tuletisega.

Eespool me esitasime ainult olulisemad mõisted seoses 

distributsioonidega. Põhjalikuma käsitluse võib leida 

E. Tamme ja G. Vainikko loengukonspektist £7J või õpiku­

test [6j ja [93 .

4 .2 . Delta-funktsioon <TCx)

Delta-funktsiooniks (Г(x) nimetatakse distributsioo­

ni, mis igale põhifunktsioonile <p(x) seab vastavusse ar­

vu ф (0), s .t .

< <f,V» > =■ y>(0).

Delta-funktsioon on singulaarne distributsioon.Tõepoolest, 

oletame, et eksisteerib lokaalselt integreeruv funktsioon 

f (x ), mille jaoks
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I
Rn

£(x)ip(x)dx = if(O).

See võrdus peab kehtima mis tahes põhifunktsiooni <f (x) 

korral. Ta peab kehtima ka siis, kui

,z
£

f«x)*
fc4 --bc,a

в , kui IX l ^ £ ,

0  , kui Ixl > s ,

s .t.

/ f(x)£ £l'<x,io/x = e"'
(4.3)!*!<£

Kui £ -*• O) siis võrduse (4. J) vasakul pool seisev integraal 

läheneb nullile. See‘ on aga vastuolus võrdusega (4 .3 ). Jä­

relikult võrdus (4.2) ei saa kehtida ja delta-funktsioon 

pole regulaarne distributsioon.

Sageli kasutatakse veel "nihutatud" delta-funktsioo- 

ni cT (x - xQ), mis on määratud seosega

<  < Г (х -х в> ,  < f ( x ) >  ^ U e ) -  
Näitame, et delta-funktsioon on finiitne, kusjuures 

tema kandjaks on ühepunktiline hulk {oj . Vaatleme punkti 

x «R n , mille korral jxi *=0 . Me võime alati leida sellise 

punkti x ümbruse U, et 0 « U .  Iga põhifunktsiooni (p(x) 

korral, mille kandja suppifcrü, kehtib seos

<  <T, If > as ф (О) =  о .

Distributsiooni kandja definitsiooni järgi siis punktid 

x e  Rn , mille Ixl ч* О , ei kuulu delta-funktsiooni kand­

jasse. Olgu U' punkti x = 0 suvaline ümbrus. Iga põhi­

funktsiooni ip(x) korral, mille jaoks kehtib tingimus

0 e. supp i p c  ü1, saame <  y>> ip(o) . Seega punk­

ti x = О üheski ümbruses delta-funktsioon ei võrdu nulli­

ga, mis tähendab, et punkt x = 0 kuulub delta-funktsioo­

ni kandjasse.

\ TSls Rnnmntuknflii !
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Delta-funktsiooni tuletised on distributsioonid, mis 

igale funktsioonile ip e D  seavad vastavusse arvu

< ф> =(-4)<*< cT} >=(-'0°<‘D ety(O).

Vaatleme ühemuutujaf unktsiooni f(x ), mis on kõikjal 

pidev ja omab pidevat esimest järku klassikalist tuletist 

f '( x ) ,  välja arvatud punkt x = xQ, kus funktsioon ise ja 

tema tuletis on katkevad. Leiame vastava regulaarse dist­

ributsiooni üldistatud tuletise
+00 *[0

<  , f > = - < £, = -] f(x)vf'(x)dx=- J^.CxtyMdlx-

*0
+

4 

+ 

-eo

- J f(x)<p'(x)dx = - f (x'o- 0)^(xo) J  ^'(*)^(x)cb< +

*o -<*>

{(x.+O^Cx.) + J £'(x)4>(*)dx = [-{(xo+0)- f(xo-0)]f(x>  

h J £'(x)vf(x)dx = [f(xo+0)-fC*o-0)] < ft<-X0), > +
-eo

4 <  f(x),4>>= < [f (*o+0)- £Cxo-0)] (TCx-x0) 4 f(*3 , > , 

Seega

D*f = f‘(x)+ [^Cxo-0)-^x„-0)J (ftx-x.). (4.4)

Olgu funktsiooniks f(x) Heaviside* funktsioon

j 0 . kui l < 0 ,

= ( 1 , kui x £0.

Seose (4.4) põhjal

d " g  « <T(x).

Kuna eespool vaadeldud funktsioon £0g(x) on lokaal­

selt integreeruv, siis ta määrab regulaarse distributsioo­

ni, mille võib samastada selle funktsiooniga. Näitame, et 

distributsioonide (x) jada koondub £-* + 0  korral 

delta-funktsiooniks. Koondumise definitsiooni kohaselt ruu­

mis D1 on vaja näidata, et mis tahes v^(x)«^ D  korral

lõvi J COt(x) q)(x)dx = <(T, 4>> - Ц5(о).
t -»-+0 Rn
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Tänu põhifunktsiooni Ц>(х) pidevusele võib mis tahes 

^ > 0 korral leida sellise £o >  0, et I | <: ,

kui lx.)<£0 . Siis iga £ < £0 korral

I J tOfcU )^ U )o |x  -vf>(o)| = ! J w b(x)if(x)cb<-i(>(o) [и^(х)с#х| =
R" R» R**

= I ( W£Cx) [4)Cx)-4>(0)Jc{x| $  { wfc(x) |vf>lx)-f(o;)Hx- S

s U c x )  I 4>(xJ - vf lo)|dx < n /  tO£U)cPx ь П ,  rv». о. i .  -t,
u|*& (x|££

Distributsioonide jadasid, mis koonduvad delta-funkt- 

siooniks, nimetatakse delta-.jadadeks.

Teoreem: Kui funktsioonide (x) jada rahuldab tin­

gimusi

1) iga k > 0  korral leidub sõltumata У -st selline
¥

konstant K, et

J  I f„(x)l«U <' k ,
W<fe

2 )mis tahes loigul 0 < a <  *x f 

ühtlaselt , kui ^  ^ o o ,

3) mis tahes а >  0 korral

J  $„(x )dx  —'9- l t fû c j

Ы|*а
siis vastav regulaarsete distributsioonide 0 V jada koon­

dub delta-funktsiooniks, s.t.

Lm 1 ^>U)^>(x)c#x =

Tõestus. Iga if(\)<s.D korral

< £> >4* > J ü(x)vf(x)c<x « J <£,(x)dx +
R" lxi$a ^

+ ^ (o ) J ( ^ u ) d x  + /  (C(x)<f(x)dx .
Uu л )x|>a

Kuna I if(x) - sp(o)l < ixl J7T M  * kus M on funktsiooni Ц>(х)

esimest järku osatuletiste maksimaalne väärtus, siis a к

korral
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IJ [ fix)- 4>(o)J(Ty(x)oJx|̂  Q.\fnM J)£v(x)Mx^aifnM 
М*л_ _  g ixiia Ui<t

saame* aJnN‘K. Valides

|ftfW-tf(0)].tWdx| 4  sõltumata У-st.
Ul.<a м ь \

Kui a valida kullalt väiksena (muidugi a < к ja Q<--—
3 км Jo

siis v|)(x) finiitsuse' tõttu supptj) sisaldub sfääris

Ixl < ~ Järelikult 
r

J <fv(x)ip(x)dx = J <Tv(x )f (x )d x  + J  £v(x}tf>(x)dx - 
1>1>а £*Ы>а U|>^

=• /  <Ty(x)if(x)dx.

ji-7 lx| > А
Teoreemi teise tingimuse kohaselt leidub selline , et
V £ 4| korral

I J <Ty(x)»f(x)olx|  ̂ J  *
g£- £ Ixf > Q

Tänu kolmandale tingimusele leidub selline , et 
korral

lv f(o ) f  <Tv (x)dx - v f(0 ) | * j -  
UU а

Olgu nülid V0 = max ( ул , ). Siis V ? V0 korral

|< -vfloP) £ I J [4>(x)-f(t>;Jc£(x)dx| +
, I*l<a .

+1 ЦЧ o) J £U*)dx - <f (О) I + j J <£̂ (x)vf(x)dx j м. o.-fc.t.
Ixl<a Ui>a

Toome mõned delta-jadade näited:

<T,(x)= i  — --T— — »Лх), kui С —»+0 J
^  X2- + С

< % T
frLU)-jj===.r- e -^<f(xj, kui £-^+0;

<£(x]-—-- T  kui г-г+О}
1Г1 A*
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<£(x)=J-Sin  £ - * + 0 .
Jt X *

Kuna võib kirjutada
+V

-v-v
siis +v

j & -*> Лх) , fuu >>—* + oo.
- V

Delta-funktsiooni rakenduslik tähtsus tuleneb asja­

olust, et tänapäeva füüsikas,eriti kvantfüüsikas, kohtame 

kõrvuti suurustega, mis omavad pideva jaotuse, selliseid

jne. Selliste suuruste matemaatiliseks kirjeldamiseks so­

bibki delta-funktsioon.

4 .3 . üldistatud lahendi mõiste

Vaatleme järgmist segaülesannet hüperboolset tüüpi 

võrrandi jaoks

ülesande klassikaliseks lahendiks nimetatakse funktsiooni 

u(M,-£) fe C V g  )П С 2((э), mis rahuldab kõiki ülesande nõu­

deid. Klassikalise lanendi olemasoluks on vaja, et oleksid 

täidetud järgmised sileduse tingimused: ^  C ° ( G ) ,

ц>(м)<= C y (M )e . C °Ci5^) • Need tingimused aga ei

tarvitse olla täidetud. Võib esineda olukord, kus näiteks 

funktsioon F(M,t), mis iseloomustab välismõjusid (näiteks 

võnkuvale süsteemile mõjuvat välisjõudu), ei ole pidev.Sel 

juhul ülesandel klassikalist lahendit ei tarvitse eksis­

teerida. Tuleb loobuda lahendi sileduse nõudest tn ng tuua 

sisse üldistatud lahendi mõiste.

mõisteid,nagu punktmass, punktlaeng, punktsoojusallikas

^(M)utt = div [k(M) grad uj - q(M)u +F(M,t) ( (M ,t )^  G), 

u(M,0) = *p(M), ^ (M .O ) = у(М) ( М в Й ) ,
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Olgu LgCfl) selliste funktsioonide f(M) hulk,mille­

de jaoks Jf(M)|2 on integreeruv ruumi R11 piirkonnas £"2. 

Neid funktsioone nimetatakse integreeruva ruuduga funktsi­

oonideks. Funktsiooni f(M) normiks ruumis I»2( ß )  nimeta­

takse suurust

Vaatleme funktsioone g(M,t), mis iga fikseeritud 

t [O,T J korral kuuluvad ruumi L2(£"2) ja mis on lõigul 

[0 ,T ]  muutuja t suhtes pidevad ruumis L2(J2), s .t . mille 

korral

II <J(M,V) -  tl —*■ О kui. Co,t J#
Tähistame sümboliga C(0,T;L2) kõigi selliste funktsiooni­

de hulga. Funktsioonide g£M,t) (k = 1 , 2 , . . . )  jada koondub 

hulgal C(0,T;L2) funktsiooniks g(M,t); kui iga t « L O ,T ]  

puhul

II ^(j(Mj't) - g.( M,-fc) 11“̂  0 k-*oo korral.

Defineerime veel hulga H ^ (Q ) , mille elementideks on 

integreeruva ruuduga funktsioonid, mille esimest järku ül­

distatud tuletised on samuti integreeruva ruuduga piirkon­

nas S2 .

Vaatleme järgmisi funktsioonide jadasids

1. F ^M .t ), F2(M ,t ) , . . . ,  kus Fk(M,t) on piirkonnas G pide­

vad funktsioonid, s .t . nad kuuluvad hulka C(0,T;L2), ja 

koondugu see jada funktsiooniks F(M,t) iga T>0_korral;

2. ^ (M ), v(>z ( M ) , . . . ,  kus Ц).^(М) on piirkonnas pide­

vad funktsioonid, mille esimest järku osatuletised on

pidevad piirkonnas , s .t. nad kuuluvad hulka Н 'ЧЛ ), ja 

koondugu see jada funktsiooniks _

3. (M ), y2 ( M ) , . . . ,  kus Ц/к (М) on piirkonnas £2 pide­

vad funktsioonid, s .t . nad kuuluvad hulka L2 (£^) , ja 

koondugu see jada funktsiooniks (M).

Iga к = 1 , 2 , . . .  korral eksisteerigu segaülesande
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!

4  l t . 0  -  ^ ( м )  '  | ^ l t . o =  ^ С И ) <• М &  S 2 ),  

[ Т . ^  + Г 2 Ч ] 2 = °  ( +  »  C o .t J )

klassikaline lahend uk(M,t).

On võimalik näidata ([б ] , et lahendite u^(M,t) ja­

da koondab funktsiooniks u(M,t), mis on koos oma esi­

mest järku üldistatud tuletistega iga t > 0 korral integ­

reeruva ruuduga piirkonnas iQ  . Seda funktsiooni u(M,t) 

nimetataksegi vaadeldava ülesande üldistatud lahendiks.Te- 

ma olemasoluks on tarvilik, et F(M,t) &  C(0,T; L2 ), 

v ? (M )ä  H 4(S3) j a  4> (M )« s  L z (n \

4 .4 . ülesanded

1. Veenduda, et järgmised funktsionaalid on lineaar­

sed ja pidevad, s .t . määravad distributsiooni

a) *  f + ^cg,

b) af,

c) D * f .

Siin f .g e D ',  а = a (x )« C w (En), Л ja /i  - reaalarvud.

2. Näidata, et

S' (~ x )  = <T(x).
3. Näidata, et

i 'U x )  =  ^ r <T(K).

4. Näidata, et kui iy(x)«= C <" ( R n). sü s

1у(х)<Г(х) = ф(О) SU).
5. Näidata, et kui f(x) on ühemuutujafunktsioon, mis

- omab ühekordse nullkoha punktis x = xQ, siis

Märkus ♦ Distributsiooni &  [•£(*)J defineerime kui funktsio- 

naali, mis igale põhifunktsioonile Ц»Сх) «= С  ° ° ( R rt) 

seab vastavusse arvu

<  [ f  ( x ) ]  ,v|)(x) >  *  |°<Г» 4>C x)dx ,
V —► OO -■OO
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kus jada (Ty ( on delta-jada.

Kui funktsioon f(x) omab n ühekordset nullkohta 

siis kehtib seos

itfM l - l ^ T

6. Näidata, et kehtib seos

^  ~Л т7Г  stj-УО * ±lty

kus P (j) on distributsioon (nimetatakse teda funktsiooni 

^  peaosaks), mis igale põhifunktsioonile if(x)<s. D  seab
x
vastavusse arvu

Liw f  .
£->0 |*t>t X

Märkus: Arvestada, et

А_____  d

x ±lu
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I I . CAUCHY ÜLESANNE

§ 5 .  L e v i v a t e  l a i n e t e  m e e t o d

5 .1 . Homogeense lõpmatu keele vabad võnkumised

Vaatleme Cauchy ülesannet: leida funktsioon u(x,t), 

mis rahuldab -«*»< x< + oo ja t > 0  korral võrrandit

а2цхх = 4 t  (5 *1}

ja algtingimusi

u(x,0) = vfKx), ut(x,0) = vf/(x), (5.2)

kus vj?(x) ja y (x )  on vahemikus -oo<x< 00 etteantud funkt­

sioonid. See ülesanne kirjeldab homogeense lõpmatu keele 

vabu võnkumisi, mis on esile kutsutud alghälbest ja algkii-

rusest.

Võrrandi (5*1) karakteristikuteks on sirged

x + at = C, x - at = C.» л. — ao — V2»

Muutujate vahetus

£ - x + cut t - x - a-t

viib võrrandi (5.1) kujule

Selle võrrandi integreerimine annab

q) = ^i(^) +Рг(^)» 

kus P^( £ ) ja ) oa suvalised funktsioonid

tagasi muutujatele x ja t, leiame

u(x,t) = Px(x + at) + F2(x - at).

Lihtne on veenduda, et see funktsioon rahuldab

(5.1), kui funktsioonid ja F2 on kaks korda pidevalt di­

ferentseeruvad .

Pöördudes

(5.3)

võrrandit
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Funktsioonid F1 ja F2 määrame nii, et valemiga (5.3) 

määratud funktsioon rahuldaks ka algtingimusi (5 .2 ):

u(x,0) = Fx(x) + F2(x ) = ф (х ), (5.4)

ufc(x,0) s aF£(x) - aF£(x) = y/(x).

Teise võrduse integreerimine annab

ü[F,(x) - F4(x)J = JV|»(|)d| + о  , (5.5)

kus xQ ja с on suvalised konstandid. Võrdustest (5.4) ja 

(5*5) leiame
x

Р Д х Ь  £ Ц > (* )  +  ^  | ч > ф о ! |  +  ^  » ( 5 .6 )
xc

(5 -«
X 0

Asendades need avaldised valemisse (5*5)» saame vaa­

deldava Cauchy ülesande lahendi kujul
x+a*-

+ £  f  ^ , « . e>

*~<xk
mis on tuntud d’Alembertfi valemi nime all.

Vahetu kontrolli abil võime veenduda,et valemiga (5.8) 

antud funktsioon rahuldab võrrandit (5.1) ja algtingimusi 

(5.2), kui funktsioon vf(x) on kaks korda ja funktsioon 

^>(x) Uks kord pidevalt diferentseeruv. Lahendi ühesus tu­

leneb valemi (5*8) tuletamismeetodist.

Näitame veel leitud lahendi stabiilsust. Olgu ü(x,t) 

vaadeldava ülesande lahend teistsuguse alghälbe ip (x) ja 

algkiiruse ip(x) korral, kusjuures

i ч>(*)- ц>(х)) < <T j i^Cx;- ф(х) l< <T.
Siis iga 0 $ t £ T korral

luU*)-ü(x,i)l< t ^

x-t-cA Z  2

^ J w - ф ф ц *  £ -► £ + £ Ao-t i6:(,~r)-
X- «Jt
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Kui võtta &-=■ » siis võrratus j u(x-t)-ü(x,t) j < £.

tähendabki lahendi stabiilsust.

Olgu märgitud, et vaadeldava Cauchy ülesande üldista­

tud lahend avaldub samuti d’Alembert1i valemiga.

Asume nüüd valemi (5»S) füüsikalisele interpreteerimi­

sele.

Vaatleme eri juhtu, kui F-̂ = 0, s .t . keele võnkumist 

kirjeldab funktsioon

u(x,t) = P2(x-at).

Oletame, et vaatleja hakkab hetkel t = 0 liikuma punktist 

x = 0 kiirusega a x-telje positiivses suunas. Keele mingi 

punkti koordinaat liikumatus koordinaatsüsteemis (x) ja 

vaatlejaga kaasa liikuvas koordinaatsüsteemis (x1) on seo­

tud valemiga x , _ x _ at<

Vaatlejaga seotud koordinaatsüsteemis

u = F2(x ’ ) ,

mis tähendab, et selles süsteemis keele hälve ei sõltu 

ajast. Järelikult funktsioon F2(x - at) annab kiirusega a 

paremale (x-telje positiivses suunas) liikuva profiili,mil­

le kuju on antud valemiga (5.7)* Analoogselt, funktsioon 

Fx(x + at) annab kiirusega a vasakule (x-telje negatiivses 

suunas) liikuva profiili, mille kuju annab valem (5*6). 

Seega vaadeldava ülesande lahend (5*#) kujutab endast kahe 

laine summat, üks lainetest, n.n. otselaine, liigub kiiru­

sega a paremale, teine, nn. vastulaine liigub sama kiiruse­

ga vasakule. See asjaolu võimaldab esitada järgmise graafi­

lise meetodi keele profiili leidmiseks nds tahes ajahetkel t. 

Joonistame vastavalt valemitele (5.6) ja (5.7) kõverad 

U1 = Fi (x) ja Ug = F2(x ), mis annavad vastu- ja otselaine 

ajahetkel t = 0. Nihutame kõverat u  ̂ = F-̂ (x) piki x-telge 

suuruse at võrra vasakule, kõverat Ug = F2(x) - suuruse 

at võrra paremale. Keele profiili leiame nihutatud kõverate 

ordinaatide algebralise liitmise teel.

Selgitame eraldi alghälve ja algkiiruse mõju keele 

võnkumisele.

a) Vaatleme esmalt juhtu, kus keelele algkiirust ei an­

ta, s .t. у  (x) = 0. Lahend (5«S) omab kuju
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U(x ~t) *  4>U-Q&) + ц>(х -fcvfc)
2«

Otse-ja vastulaine omavad ühesuguse profiili, mis on antud 

funktsiooniga ^ vp(x). Olgu alghälve if> (x) = О kõikjal, 

välja arvatud keele vahemik (x-̂ ,x2) • Vaatleme keele punkti 

xQ, mis asub vahemikust (x^,x2) paremal, s. t. xQ > x2 

(vt. joon. 2).

u

t-o

0 x1 xe

Joon. 2.

Kuna xQ + at > xQ > x2 , siis if(xQ + at) = О ning punkti xQ 

vastulaine ei läbi. Ajahetkel t с  t-̂ = (xQ - x2):a  saame 

xQ - at > xQ - a ^  = x2 . Seega f ( x 0 - at) = О ning punkt 

xQ pole häiritud. Hetkel t = t-̂ läbib punkti xQ otselaine 

eesmine front. Ajavahemikus t-̂ с  t <. t2 = (xQ - x^):a saa­

me xi = x0 ~ at2 с  xQ - at <. xQ - at-̂ = x2 . Seega

(xq - at) /  О ning punkt xQ on häiritud, kusjuures te­

da läbib otselaine. Hetkel t2 läbib punkti xQ otselaine ta-
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gumine front ning seejärel on punktis xQ häiritus jälle 

võrdne nulliga, kuna t > t2 korral xQ - at<xQ - at2 = x-̂ . 

Analoogselt võib käsitleda juhtu, kus punkt xQ asub vahe­

mikus (x^,x2) või sellest vasakul. Esimesel juhul läbib 

punkti xQ nii otse- kui vastulaine, teisel juhul ainult 

vastulaine.

Seega ruumiliselt lokaliseeritud alehälve kutsub kee­

le mistahes punktis xQ esile ajaliselt lokaliseeritud häi­

rituse.

b) Olgu nüüd 'f(x) = 0, s .t . keelele alghälvet ei 

anta. Valem (5 .8) omandab kuju

. (5.9)

*' -cvt?
Valemi (5*9) võib Umber kirjutada kujul

u(x,t) = F ( x  + at) - ^ ( x  - at),

milles
x ♦

| y ( | M |. (5-10)

Ü
Jällegi otse- ja vastulaine profiil on ühesugune ning an­

tud valemiga (5*10), ainult nende poolt esilekutsutud häl­

bed on vastupidise märgiga. Oletame,et algkiirus (^(x) = 0 

kõikjal, välja arvatud keele vahemik (x1 ,x2). Vaatleme jäl­

legi punkti xQ, mis asub vahemikust (xlfx2) paremal (vt. 

joonis 3).

Kui t с  t^ = (xQ - x2 ):a , siis valemis (5*9) integ- 

reerimisvahemik (xQ - at, xQ + at) ei oma ühiseid punkte 

vahemikuga (x-^x^ ning u(xQ,t) = Q, s .t . punkt xQ pole 

häiritud. Hetkel t = t^ läbib punkti xQ laine eesmine 

front. Kui (xQ - x^) : а = t2 > t > t^, siis integreeri- 

misvahemik (xQ - at, xQ + at) kattub osaliselt vahemikuga 

(x1 ,x2) ning

Xc*-«JC

a U o v -t )  = J = J A O .
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Joon. 3

Kui näiteks kõikidele punktidele vahemikust (xltx2) 

anda ühesuunaline algkiirus, s .t . funktsioon (x) ei 

muuda märki selles vahemikus, siis ajavahemiku (t-^t,,) 

jooksul hälve punktis xQ kasvab monotoonselt. Alates het­

kest t2 integreerimisvahemik (xQ - at, xQ + at) hõlmab 

täielikult vahemiku (x ^x g ), mistõttu

cxir Ki.

u ( x „ 4 ) -  j s > ( | W |  = co+bst, (5 .1 1 )
X ,

s .t. hälve ei muutu ajas. Seega ruumiliselt lokaliseeritud 

algkiirus tingib olukorra, kus keele tasakaal ei taastu. 

vaid tekib jääknihe, mille suurus on antud valemiga (5*11).



5.2. Lainete peegeldumine keele otspunktis

Vaatleme poollõpmatu keele võnkumise Ülesannet, mis on 

tähtis keele otspunktis lainete peegeldumise uurimise sei­

sukohalt. Otspunktis x = 0 kinnitatud (või vaba) keele kor­

ral seisneb ta järgnevas: leida võrrandi

“tt = &2цХх (5,12)

lahend 0 < x c e o  ja t > 0  korral, mis rahuldab algtingi­

mus i

u(x,0) = 4>(x), ut(x ,0) = y (x ) (5 .1З)

ning rajatingimust

u(0,t) = 0 (või 1̂ ( 0 ,t) = 0).

Funktsioonid ЦКх) ja y (x) on määratud vahemikus 0<x<°o.

Võrrandi (5.12) lahend avaldub samuti nagu lõpmatu 

keele kox^ralgi kujul

u(x,t) = F ^ x  + at) + F2(x  - at), (5*14)

kus funktsioonid F-̂ ja F2 on suvalised. Nende määramine 

algtingimustest, samuti nagu tegime seda lõpmatu keele kor­

ral, on seotud järgmise raskusega. Algtingimuste (5*13) ra­

huldamiseks on vaja funktsioonid F-̂ ja F2 võtta vastavalt 

valemitele (5*6) ja (5 .7 ). Kuna funktsioonid (p (x) ja 

l|^(x) on määratud ainult x >  0 jaoks, siis need valemid 

määravad ka funktsioonid F^ ja F2ainult positiivsete ar­

gumendi väärtuste jaoks. Lahendis (5.14) võib aga funktsi­

ooni F2 argument olla negatiivne (kui t > | ) .  Seepärast 

lahendi esitamiseks kujul (5.14) on vaja funktsioone ^)(x) 

ja ^p(x) jätkata negatiivsetele argumendi väärtustele.

Tõestame järgmised lemmad.

Lemma 1. Kui Cauchy ülesandes lõpmatu keele jaoks 

funktsioonid ф(х) ja у (x) on paaritufunktsioonid keele 

punkti x = 0 suhtes, siis Cauchy ülesande lahend võrdub 

punktis x = 0 nulliga.

Kui vp(x) = - ij?(-x) ja ip (x) = -v|?(-x), siis valemi 

(5.Ö) kohaselt
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ü.Co,i) » +
2, 2сь

-cd,
+Cx±

j  4-(| )«<!•■.

eit

■ufc

kuna integraal paaritufunktsioonist rajades, mis on süm­

meetrilised punkti | = 0 suhtes, võrdub nulliga.

Lemma 2. Kui Cauchy ülesandes lõpmatu keele jaoks 

funktsioonid cp(x) ja q; (x) on paarisfunktsioonid keele 

punkti x = 0 suhtes, siis Cauchy ülesande lahendi tuletis 

võrdub punktis x = 0 nulliga.

Kui lf(x) = (—x) ja tf»(x) = (y (-x),siis *f'(x) = 

= -if;(-x) ja ij/(x) = -lf/(-x) ning valemist (5.Ö) järg­

neb:

U x (0/fc):r 'P 'i«*) + 'e '(zp* L +  j z L y t * * ) -  Ц Ч-<>*)] = 

= ,  J _  [ ^ - v c c * ) ] . o .

Otspunktis x = 0 kinnitatud keele korral jätkame 

funktsioone vf(x) ja Ц>(х) nii, et jätkatud funktsioonid 

Ф  (x) ja '^ (x )  oleksid paaritufunktsioonid x = 0 suhtes:

vfCx), kui X > o ,

kui x < 0 %
$ ( x )  ^

« X ) ■U
ф (х )  , kui X ,

^ (- x), kui x < О .

Kui vaatleme Cauchy ülesannet algtingimustega u(x,0)=£(x) 

ja u^.(x,0) = Y ( x ) ,  siis tema lahend avaldub valemiga

x»ccfc
-rcctj + #Cx-a.-t) f 0~P •

u c ^ - o *------------- C5*15)

X-c*t
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Veendume, et valem (5*15) annab ka vaadeldava ülesande la­

hendi kinnitatud otspunkti korral.Tõepoolest,valemi (5 *15) 

kohaselt funktsioon u(x,t) avaldub otse- ja pöördlaine 

summana, mistõttu ta rahuldab võrrandit (5 .12):

milles

u(x,t) = P1(x + at) + F 2 ( x  - at), (5.16)

F ,U b  ^  ’ C5‘17)
С

К

о

Keele punktide x > 0 jaoks

u U j 0 ) ,  +±. 

lUx.Oj-
t 'j. 2xx>Z

Otspunktis x = 0
at

j« ,Ws.O
-ict

tänu sellele, et Ф  (x) ja 'F(x) on paaritufunktsioonid.

Vaba otspunkti x = 0 korral jätkame funktsioone Ц>(х) 

ja <^(x) nii, et jätkatud funktsioonid $  (x) ja (x)

oleksid paarisfunktsioonid;

Ф (х ) =

T W -

ülesande lahend avaldub samuti valemiga (5*15)• Asume lei­

tud lahendit (5.16) füüsikaliselt interpreteerima.Piki ka­

rakteristikut x + at = C-̂ funktsioon F ^ x  + at) on

NfCx), kui x > o ,

kui x С О ,

ф (х), kui x > 0 ,

yC-x), kui A < 0 ,

67



konstantne. Funktsioon F2(x - at) on konstantne piki ka­

rakteristikut x - at = CU. Et2 ’ selgitada, M s  toimub 

keele punktis xQ ajahet­

kel tQ, võtame (x ,^- ta­

sandil karakteristikud 

x - at = xQ - atQ ja x +

+ at = x. + atQ,mis labi-

vad punkti (x0 ,tQ) (vt. 

joon. 4 ) .Heed karakteris­

tikud lõikavad x-telge 

punktides koordinaatidega 

vastavalt x^ ja x2 . Seega 

võime kirjutada u(x0 ,tQ)=

Selle

hälve

Joonis 4.

= ’̂1(x2) + F2(Xl) 

valemi kohaselt 

punktis xQ hetke 

j utab endast kahe laine 

summat: üks neist on ot­

selaine, mis on alghetkel

tQ ku-

lähtunud keele punktist x, ja teine - vastulaine, mis on
x

Kui tQ siis x2 0 ja

on keele reaalsed punktid.

lähtunud keele punktist x2< 

x-̂~> 0, s .t . punktid x-ĵ ja x2

to > i T  * siis x2 >  0 xl ^  °* s ,t * X1 on
Kui funktsioonid 3? (x) ja (x) on paa-

Kui

fiktiivne punkt 

ritufunktsioonid, siis 
*

tr с*, - - i b ?  & * -

Seega otselaine ?2(х^) ei ole midagi muud kui vastulaine 

—F-̂ (—x-̂ ), mis on alghetkel lähtunud keele punktist

Xn at^-x^
keele-X-, > 0 ja mis jõudis hetkel t = - —  =

J- 3. ä

otspunkti x = 0, muutis liikumissuunda (peegeldus) ja 

hälve märki. Seega keele kinnitatud otspunktis toimub vas-
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tulaine peegeldumine, kusjuures peegeldumisel sailib hälve 

absoluutväärtus, märk muutub aga vastupidiseks.

Analoogiline arutlus näitab, et vaba otspunkti korral 

toimub otspunktis x = 0 vastulaine peegelflnm-irm ilma häl­

ve märgi muutumiseta.

Graafiliselt vöib poollõpmatu keele profiili kinnita­

tud otspunkti korral leida järgmiselt. Jätkame funktsioone

69



lj?(x) ja lp (x) kogu x-teljele nii, et jätkatud funktsioo­

nid Ф  (x) ja ^ ( x )  oleksid paaritufunktsioonid. Valemite 

(5*17) ja (5*lö) kohaselt arvutame vastu- ja otselaine pro­

fiilid  u-ĵ = F-̂ (x) ja Ug = F2(x). Nihutame kõverat 

suuruse at võrra vasemale, kõverat Ug aga sama suuruse 

võrra paremale. Liidame algebraliselt nihutatud kõverate 

ordinaadid. Saadud kõver x-telje positiivses osas annabki 

keele profiili hetkel t.

Joonisel 5 on kujutatud otspunktis x = 0 kinnitatud 

poollõpmata keele profiil erinevatel ajahetkedel, kui alg- 

kiirus on null ja alghälve erineb nullist ainult vahemikus 

(a ,b ), kus ta omab võrdhaarse kolmnurga kuju.

ülalvaadeldud peegeldamise (või .jätkamise) meetod on 

üsnagi universaalne ning rakendatav ka näiteks soojusjuh­

tivuse võrrandi korral (vt. ülesanded 2 ja 5 punktis 7 Л ) ,

5.3* Võrrandid, mille lahend avaldub suvalise profiiliga 

laine kujul

Püstitame ülesande uurida, kas peale keele võrrandi 

on veel selliseid võrrandeid, mis omavad lahendi kujul

milles f on suvaline funktsioon, a - konstantne suurus ja 

jtl (t) - mingi üldjuhul ajast sõltuv funktsioon. Piirdume 

seejuures lineaarse konstantsete kordajatega võrrandiga ka­

he sõltumatu muutuja korral. Sellise võrrandi üldkuju on 

järgmine 4

Asendades avaldise (5.19) võrrandisse (5 .20), leiame

•(Zo.4Zfx -2aZ30.f*

+ f •(с*аа/л',+ c>0 = 0 .

Suvalise funktsiooni f korral kehtib see võrdus, kui

u(x,t) = fx ( t)f(x - at), (5.19)

aH °X x  + 2a12ux t+ a22utt + bl “x + b2ut + cu = °*
( 5 .20 )

(5.21)
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2 “ a22a ) + — b2a ) = О» (5 *2 2 )

a22 f** + Ъ2 + c Z6 = °* (5*23)

Tingimustest (3-22) ja (5*23) järeldub, et funktsioon 

jLc(t) omab kuju

Г  /*(*) = e-“ .

Lahendit kujul

u(x,t) = e“ktf(x  - at) (5.24)

nimetatakse suvalise profiiliga sumbuvaks laineks.Kui к = 0, 

siis sumbumist ei toimu. Laine levimiskilruse a jaoks saa­

me tingimusest (5*21):

— у 0-41. ~ Q*« ^12. 
a =  -------- • (5.25)

Q-Z2

Avaldisest (5*22) leiame sumbumise dekremendi k :

fe = -- . (5.26)
2Co <2_ -

Asendades avaldise funktsiooni ^t(t) jaoks tingimusse 

(5*23) ja arvestades seost (5.26), saame pärast lihtsustusi 

järgmise avaldise, mida peavad rahuldama võrrandi (5.20) 

kordajad:
p p p 

4c(ai2 alla22^ ^ (ац Ь 2 — 2а^2ЪдЪ2 + a22b1) = 0. 

Valemist (5*25) järgneb, et elliptilist tuupi võrrandi
p

korral (a12 - a11a22 <  0) vaadeldavat tüüpi lahend pole 

võimalik, kuna laine levimiskiirus a on sel juhul kompleks­

ne suurus.

Hüperboolset tliUpi võrrandi korral (aj[2 - ai;La22 >  <,0)

on võimalikud kaks erinevat reaalset lainete levimiakij-

rust. Seejuures valemitest (5.26) ja (5.23) järgneb, et

3umbumatu laine kujul (k = 0) avaldub hüperboolset tüüpi

võrrandi lahend,kui - b2a = 0 ja с = 0. Esimene neist

tingimustest on mõlema a väärtuse korral täidetav ainult

siis, kui Ьд̂ = b2 = 0. Seega hüperboolset tüüpi võrrand

omab lahendi suvalise profiiliga sumbumatu laine kujul siis, 
kui ta omab kuju
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+ 2a12uXt + a22litt = °- <5-27)

Muutujate vahetus

viib selle võrrandi kujule

u +t>o.2u t| .

Seega võrrand (5.27) kujutab endast keele võrrandit liiku­

vas koordinaatsUsteemis.

Vaatleme veel t elegraafivõrrandit

u ^  = CLu^ + (CR + LG)Uj. + GR = 0. (5.2Б)

See võrrand omab lahendi sumbumatu laine kujul ainult siis, 

kui G = R = 0. Need tingimused pole aga praktikas täide­

tud. Snmhuva laine kujul omab võrrand (5.28) lahendi siis, 

kui

CR = LG (5.29)

Seejuures laine levimiskiirus

- J

ja sumbumise dekrement

о R G

Sidekanaleid, mille korral on täidetud tingimus (5.29), ni­

metatakse moonutusteta кдпяТjteks,kuna signaal antakse möö­

da selliseid kanaleid edasi moonutusteta.Toimub ainult sig­

naali nõrgenemine, mida on aga võimalik kompenseerida sig­

naali võimendamise teel. Moonutuste puudumine omab erilist 

tähtsust kaugsides.

Paraboolset ttiüpi võrrandi korral a^2 - ац а22 = 0 

ning valemist (5.25) järgneb, et on võimalik ainult Uks 

laine levimiskiirus

0 « .

“  0-Z2. '
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/

Et sumbumise dekrement oleks lõplik suurus, peab valeni

(5^26) põhjal

See tingimus on täidetud, kui kas Ъд = b2 = 0 või b^ ; b2 =

= a12 ! a-Q = \ja^ : a22'. Esimesel juhul võrrand (5.20) omab 

kuju

&4A *^XX + '&ZZ +  Q 22U'it +■ “ О  , (5*30) 

teisel juhul

в

&\л ^xx +  2i\fÕ  ̂\ZÕ^U'xt + +  j==,('JcL^Ux +\fQ

+  C U  » O .  ( 5 .5 1 )

Muutujate vahetus

viib võrrandid (5 .30) ja (5.31) .kujule 

^2.2 ^  >

^22 “*■ "*■ = О  •

» Sisuliselt saame tavalised diferentsiaalvõrrandid. Seega ka 

paraboolset tuupi võrrandid ei oma lahendit зцуяНяа pro­

fiiliga laine ku.iul.

5*4. ülesanded

1. Leida lõpmatu keele profiil ajamomendil t в ^  j 

kui

k>u^ X  <  Z  , X  >  ^ 

. 2< x < l{
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^(*,0) = tp(x)= j ° > 
(.-37£©477X ,

4u*l X < - 2 . > x ? - 0 ,
(Lee ~ 2 <  x  < o .

2. Leida graafiliselt lõpmata keele profiil ajamomendil

t *  5 , kui

j- x + L - 2  <  x  <  О  ,

- X  +  L J ■SlcAa. 0  < x  < l  >

0 Х < - 2 > X > 1  ,

_ а  
~ z

fc,.-
9 2 < *  <  4 ,

а 4 c x  с  5 ,

0 J x <  - г  » x > l ,

O) =

3. Leida graafiliselt poollõpmata keele profiil ajamomendil
4.

t = —; kui keele otspunkt x = 0 on kinnitatud, keele 

alghälve u(x,0) = 0 ja algkiirus

f О  , кии. X < 2. ,  x  > <0 , 
и+ ( * , 0 ) =  : 2oo , 2 а е з ,

w "  CL J llui 3 ^ ^  < 6  •

4. Leida graafiliselt poollõpmatu keele profiil hetkel 

t = kui keele, otspunkt x = 0 on vaba,а
alghälve

aC x^o )

ja algkiirus

U

О < x<  1 , 

Iza-m- x  >  А

1глд1 X < i ,
1 <  x  < 5  *

5. Millise а ^  korral võrrand

«ll'V  - 2lSrt + 4 t + lltux - 6“t + 5“ - 0
omab lahendi suvalise profiiliga sumbuva laine kujul. 

Leida see lahend.
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6. Lahendada ülesanne rajarežiimi levimisest;

a2uat = ,

u(x,0) = 0, u ^x .O ) = 0 (x ^  0),

u(.0,t) = ^t(t) (t > 0 ).

Lahendit otsida otselaine kujul.

7. Lahendada poollõpmatu keele võnkumise ülesanne; kui ots­

punktis x = 0 on antud kolmandat liiki rajatingimus:

ux(o>-t)-u(o,;t) » о

8. Lahendada jätkamise meetodil otspunktis x = 0 kinnita­

tud ja otspunktis x = t  vaba keele võnkumise ülesanne
p

ajavahemiku 0 £ & ~ jaoks.

§ 6 .  C a u c h y  ü l e s a n n e  l a i n e v õ r r a n -  

d i j a o k s

6.1 . Poissoni valem

Vaatleme Cauchy ülesannet: leida funktsioon 

u(x,y ,z,t) = u(M,t), mis R 3 ja t > 0  korral on võr­

randi

U +t - A U  (6.1) 

lahe ldiks ja rahuldab algtingimus!

u(M,0) = ф(М), ^(14,0) = ijJ(M), (6.2)

kus vp(M) e. C 3 (R 3) ja y(M) C 2 (R 3Jon etteantud funkt­

sioonid. See ülesanne kirjeldab alghäirituse levi nH at lõp­

matus ru»nris.

Näitame, et lainevõrrandit (6.1) rahuldab funktsioon

SM°<xt ,  ,
kus C O ( | ,Q ,5 )  on suvaline funktsioon hulgast C^(Rr)

ja S^t on sfäär keskpunktiga M = (x ,y ,z) ja raadiusega

75



г * at. Sfääri punkti P = ( | , ^  ) koordinaadid aval­

duvad valemitega

X+oL<xt , у +(Ъ(Х± , £ = z  + >

milles ot , ß ja'Jf on raadiuee MP sihikoosinused.

Kujutame veel punkti M umber ühikulise raadiusega 

sfääri s£. Ilmselt

dSob = =(a/fc)2cfS4.

Seepärast võib kirjutada 

V(M,-fc)Ä rp- [u)(x+otafc,y + ß>o£, Z + ̂ CLi)etS4 . (6.4)
ЧI» J

sr
Valemist (6 .4) leiame

* ä i * ) d S < =

'o± •'  ЙТГО.Ч J  õ r f  dl;
•^oi

Valemi (6.4) diferentseerimine aja t järele annab

+ + lJ l f  + T f ^ c' s<-
$1 л

"*ak.
V _J___  f /  З^з Э̂ -бО Э*&> Y

T  + w t £ W  W  * $ J  * 4^  M
Viimati kasutasime Ostrogradsky valemit, kusjuures D q*  on 

sfääriga 6 ^  ümbritsetud kera. Tähistame
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j-- ,М
Jab

a t  2тг г

= / / J( тр. +
О о О

milles 0  t У  > Q on sfäärilised koordinaadid algusega 

punktis M. Seega

Э у  у  J
6t  i  *Уэга£

Diferentseerides seda avaldist t järele, leiame

<32y  ̂_ _y_ +. ± Zv.  J ___ _ J  m
't 3'  t  a t  Hvroct ~  4 JT<xtz

_ _ _V_ + y _  + _ J ___  ^  _4___  d o  J _____ _ J ____ ä J  "

tz + z 4jrccb2m ЧтгссЬ 3t ЧтгоА3’ ЧжаЛ

Avaldisest (6.7) leiame 
2ТГ jr

f - Ш Ф *  iy * lrJ f '" e
O O  '

= a 3 t z f  f (  p i  + ^  +  Ž2s ) s i n ö d Q d y  -
J J  ̂ d b 2 £>t) e>£2
О о

J :  ^  з ? + s?)eiS'-aJJsp*s?*s?»&
I t̂xc

Arvestades avaldist (6 .5 ); saame

____1_ f ( ^JbL + djw  d2u> \ z . v

di2 " «rt J j  W  W  W )dS‘« = ’
'̂ CVC

mis näitabki, et funktsioon (6.3) rahuldab lainevõrrandit.

Funktsiooni (6.3) nimetatakse lainevõrrandi • fnniiamfin- 

taallahendiks ruumis R^ t > 0 korral.
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Valemitest (6.4) ja (6 .6 ) järgneb,et funktsioon v(M,t) 

rahuldab algtingimusi

V ( M , 0 )  = O ,

vt (M ,0) = - L f  U » ( x . y , z f dž< 

s? s?
Kuna lainevõrrand on lineaarne konstantsete kordajate­

ga homogeenne võrrand, siis rahuldab teda ka funktsioon

, kusjuures 

| f |  - U ( M ) ,

dt t*o

f c S L - S L - H . . - » -
Viimane võrdus järeldub asjaolust, et v(M,0) = 0.

Eeltoodu põhjal võrrandi (6 .1) lahenditeks on funktsi­

oonid

f  H ± M i 5 ± r is
, ( , J ~ 4ira. J  г  ’

s

<.«

Esimene neist funktsioonidest ranuldab algtingimusi 

U J  *  О  , — ‘ j ■=
4 * õt ftro T

teine

U , I = уР(М ) , ^  o .
2 t?ü c>e lt =o

Seega ülesande (6 .1 ), (6 .2) lahendiks on funktsioon



Valemit (6.8) nimetatakse Poissoni valemiks.

Näitame, et leitud lahend on ühene. Olgu Cauchy üles­

andel (6 .1 ), (6 .2) kaks lahendit u ja ü. Nende vahe u - ü 

rahuldab samuti võrrandit (6.1) ja algtingimusi

Valemist (6.8) järgneb siis u - ü = 0.

Leitud lahendi füüsikaliseks interpreteerimiseks ole­

tame, et alghäiritus, s .t. funktsioonid up (M) ja (M), 

erinevad nullist ainult mingis tõkestatud piirkonnas T 

(joon. 6 ). Vaatleme punkti MQ, mis asub väljaspool piirkon­

da T. Valemi (6 .8 ) kohaselt on punkt MQ häiritud neil aja- 

momentidel, millal sfäär (raadiusega at ja keskpunk­

tiga MQ) lõikab piirkonda T. Olgu punkti MQ kaugus piirkon- /

na T lähima ja kaugeima punktini vastavalt d ja D. Ajamo- 
. li

mentidel -fc < -fc, = ~  sfäär ei lõika piirkonda T ning

punkt MQ on häirimata, temani ei ole veel häiritus jõudnud.

Alates ajamomendist t^ kuni
M

MQ häiritud, kuna sfäär 5 üt 

lõikab piirkonda T. Kui 

t > t2»siis punkt MQ on jäl­

le häirimata, kuna sfäär
c /v»o

hõlmab piirkonda t.

M,'o

Ajamomendil t on häiritud 

need punktid M, mille puhul 

sfäärid lõikavad piir­

konda T. Teiste sõnadega, 

häiritud on need punktid,mis 

asuvad sfääridel ,kus

P<=. T. Nende sfääride välist
Joon. 6.
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mähispinda nimetatakse laine eesmiseks frondiks, mis eral­

dab punkte, kuhu häiritus pole veel jõudnud, punktidest,mis

seesmise mähispinna, siis on lainel olemas ka tagumine 

front.

Seega, ruumiliselt lokaliseeritud alghäiritus tingib 

ruumi igas punktis ajaliselt lokaliseeritud häirituse, kus­

juures ruumis leviv laine omab eesmise ja tagumise frondi. 

See tulemus on tuntud Huygensi printsiibina.

6 .2 . Silindrilised lained

Vaatleme olukorda, kus alghäiritus, s. t. funktsioonid 

ф(М) ja 4j> (M), ei sõltu ruumikoordinaadist z. Siis valemi

(6.8) kohaselt ka Cauchy ülesande lahend ei sõltu koordi- 

naadist z. Järelikult Poissoni valem annab "ka võrrandi

on vaadeldaval hetkel häiritud. Kui sfääride 5^ . parv omab

(6.9)

lahendi lisatingimuste!

u U o = <6Л0)

Me võime valemit

(6.8) teisendada, kuna 

vaadeldaval juhul võib 

integreerimise üle 

sfääri ülemise

(alumise) poole asen­

dada integreerimisega

У üle ringi , mis te­

kib sfääri 5 ^  ja 

(x.y)-tasandi lõikumi­

sel (joon. 7).

Sfääri element

dScd: Õa

element

Joon. 7* element dC , on omava-Ctt



hei seotud valemiga ссб'у = dCat = d^dfj, kusjuures

m c лл _ ^ a t )2 - Qz' _  v/7 a t ) " ^ C ^ x ) z - ( 9-v/ ) 27 
0 Ctt cx*

Seega Caucy ülesande lahend tasandilisel juhul

-I J . ^
23Tct \Z(at)a-(fc-x)2-^-y>4

<xt b

^  dfl

2xa ^  y/(at)z- (£-x)2- <q-y)z 
C*.

^  I r /  < • ■ - " • "  -- - -  • (6 -ш
-м
'oi-

Kirjeldatud meetod tasandilise ülesande lahendi leid­

miseks ruumilise ülesande lahendi põhjal kannab laskumis- 

meetodi nime.

Lahendi (6.11) interpreteerimiseks oletame jälle, et 

alghäiritus erineb nullist ainult mingis (x,y)-tasandi lõp­

likus piirkonnas T. Vaatleme punktis MQ = (x0 ,y0),mis asub 

väljaspool piirkonda T. Olgu d ja D piirkonna T punktide 

minimaalne ja maksimaalne kaugus punktist M0 . Kuni ajamo-

mendini •fc1 = ring ei oma ühiseid punkte piirkonna­

ga T ning u(MQ,t) = 0, s .t . punkt MQ pole häiritud. Ala­

tes ajamomendist t-̂ ring ja piirkond T omavad ühiseid

punkte, ning punkt IL on häiritud. Kui -fc>i2= —  , siis
M Cl

piirkond T sisaldub ringis ning

= й Г . I
2этa bt J j/CCLt)1-  ( I -x*,)2- (.4- y©)2 

Züo. j / ( a t ) 1 -  ( f - O 1 -  (rj-yv)2-

Seega häiritus jääb punktis MQ püsima, kuigi ta aja jooksul 

kahaneb ning t-»oo korral läheneb nullile. Tekib laine, 

millel on eesmine front, kuid pole tagumist fronti. Huvgen- 

si printsiip ei kehti.
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Kolmemõõtmelisel juhul on tegemist olukorraga, kus 

funktsioonid Ц>(М) ja tfKM) erinevad nullist lõpmatus 

silindris, mille juhtjooneks on piirkonna T raja ja moodus­

tajateks on z-teljega paralleelsed sirged. Alates hetkest 

m0
t-̂ sfaar 5 ^  lõikab seda silindrit ning integraalid Pois­

soni valemis (6 .8) erinevad nullist, s .t . punkt MQ on häi­

ritud. Ruumis leviv laine omab silindrilise kuju.

6 .3 . Hilinev potentsiaal

Eespool uurisime alghäirituse levimist ruumis ja ta­

sandil. Nüüd vaatleme välishäirituse levimist. Selleks on 

vaja lahendada järgmine Ülesanne: leida funktsioon u(M,t), 

mis Mefi^ ja t> 0  korral on mittehomogeense lainevõrran- 

di

u^t = а2 Л u + f (Ш,t) 

lahendiks ja rahuldab algtingimusi

илм ,о) - О , = 0 .

Seejuures funktsioon ^ Ä  C 2 ( R3, -fc » O ) .

Toodud ülesande lahendamiseks leiame algul lahendi 

ülesandele

= a ^ v ,  (6 .1 2 )  

V (M  , t )  «  О , Vt (M , x )  -  (6 .1 3 )

Selle ülesande omapäraks on, et algmomendiks pole mitte 

ajamoment t = 0, vaid t = T  , kus T on mingi fikseeritud 

ajamoment, mida võib vaadelda parameetrina.

Me näitasime, et funktsioon

J* ca lx «-«tat, )fr(boub , z + (6.14)

'
rahuldab homogeenset lainevõrrandit (6.12) ja algtingimusi

О , VjlM .O) = .
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Ulesande (6 .12), (6.15) lahendi saame , kui votame va­

lemis (6.14) <J(x,y,z) = f ( x ,y ,z ,T )  ja t asendame sauru­

sega t - X . Järelikult

vUvjjZ.-fcjT) = ^  |р[х+<*аД-т),у4ра(*-т), г+з*а(4-т),т[] 6 5 r

Näitame, et eespool formuleeritud ülesande lahendiks 

on funktsioon

t

U(M,-fc)* | у (х ,у ,г ,± ; r)ctr. (6 .15)

О
Kuna integreerimisrajad ei sõltu koordinaatidest, siis

t

A U = j A V d T .  (616)

О
Valemi (6.15) diferentseerimine aja t jargi annab 

t

* L -
о

Ö-fc

Esimese algtingimuse (6.15) kohaselt teine liidetav võrdub 

nulliga ning

■t
д а  (* dv i_
5?  -  J 5Г aT • ( 6-17)

О

Diferentseerides veel kord, leiame

i

š iü , f I .
A4.2- J 6 ^  at Ix-*
6-1 о

Arvestades teist algtingimust (6 .15),

+ (6-18)
о

Seostest (6 .12), (6.16) ja (6.1Ö) järgnebki, et funktsioon

(6.15) rahuldab mittehomogeenset lainevõrrandit. Valemitest

(6.15) ja (6.17) leiame
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асм>о) = о , u t ((vf,o) = o .

Seega vaadeldava ülesande lahendiks on funktsioon 

, ( M , - f c )  =  j  f  £  [ х + л а Ы - т )  , j  +  fb<x(4 - z ) ,u,<
о

; + ̂ a ( t - x ) ,t ] d 5 4 d r  .
(6.19)

Toome T asemel sisse uue muutuja r seosega

r = a(t - T ) 

ja arvestame, et sfäärilistes koordinaatides

clS,, ~ -iin  © d  9 e ivp .
Siis

0 iir «

a(M,-t) = '  J  j  Jf(x^,J+|i»L,H+^,-fc-^rtedec»fe(t*
at o o

at Zirir

j j j ------ -------- 4. s ^ ö d e d ^ .

О О О

Läheme sfäärilistelt koordinaatidelt õ , if , 1, üle rist- 

koordinaatidele £ , ^ ^  arvestades seoseid

x+oia - £ , ^  , г + ,

Leiame

uCM’* b s h  f  (6 '20)

milles г =/(х-|)г 4-(^-г|)г<.(г- ja О Д  on

kera keskpuntiga M = (x ,y ,z) ja raadiusega at.

Leitud lahendi (6.20) iseärasuseks on see,et integree­

rimisel funktsioon f ei võeta mitte ajahetkel t,mille jaoks

me funktsiooni u arvutame, vaid ajahetkel -fc - . Suurus
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annab ajavahemiku, mis kulub kiirusega a levival prot­

sessil selleks, et läbida vahemaa punktist ( | , ^  ) 

punktini (x ,y ,z ). Seepärast avaldist (6.20) nimetatakse hi­

linevaks potentsiaaliks.

Leiame laskumismeetodil hilineva potentsiaali avaldise 

ka tasandil ja sirgel. Lähtume valemist (6 .19), milles in­

tegreerimise üle sfääri S *  asendame integreerimisega üle
M

sfääri (selle sfääri raadius on a(t - x )) .  Kuna

siis

-fc

а(м,+)= чЬ Jt T̂ J
0 SaM<t-T) (6.21)

Tasandilisel juhul funktsioon f ei sõltu koordinaadist z 

ning integreerimise üle sfääri võib asendada in­

tegreerimisega üle ringi С , mis tekib sfääri
c M

da (x, у)-tasandi lõikumisel. Toimides analoo­

giliselt nagu käesoleva paragrahvi teises punktis, leiame 

ülesande lahendiks tasandil

fC |> 1 ,T )d ^ d 7clT

M + (%-*)*+(4-у)1

Kui funktsioon f sõltub ainult koordinaadist x, siis 

ilmselt ka ülesande lahend sõltub ainult sellest koordinaa­

dist. Tema tuletamisel lähtume valemist (6 .21), mis sfääri- 

listes koordinaatides omab kuju 

t 2ЛГ1Г

uCM’i ) = 5™? 1 I T T  j
0 0 0

85



Võtame sfäärilised koordinaadid nii, et polaartelg 

oleks suunatud piki x-telge. Siis »

x + ct(i -x) cos 0 s 

d I = - <xU-z)sin&de ,

Seega

« г * ,  а Ct-г )

О о x-+<x(-t'T)

■fc x+aft-t)

= I *<*.*><** W*-
Ч 7 Г а  O X - a f - k - x )  О

Järelikult hilinev potentsiaal sirgel avaldub valemiga 

t х+а(*-т)

U,(x,-t) = -L J  J f(|,r)d|dr.

О x - a ( t - T )

Lõpetuseks märgime ilma tõestuseta, et vaadeldud Üles­

ande lahend on ühene ja sõltub pidevalt funktsioonist 

f (x ,y ,z ,t ) .

6 .4 . ülesanded

1. Lahendada ülesanne

= аZA U  ( _  Oo < X, , 2 <+oo - 0<t<oo),

u ( x , y , z , o ) = f ( n . )  , a t ( x ,  y , 2 , o ^  =  V ( b ) ,

г г = Х г+ у г+ 2 г ( о  ,<1 N< o o ).

2. Lahendada ülesanne

= cl2a u  + ( o $  а <<* ; о  < *<<*>> ,

г г= х 2+</г+ 2 г , 

и (х ,у ,г , о ) = 0  , tL±(x,yi z , о ) ~ О  *
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3. Lahendada ülesanne

Ü^t =• CL2-AU, (- o o < x ,y ,2C o o  J OC-tcoojj

(J0 * Cjor>.S-fc ,

О , Ч. > *1© >

/

feu* Т < *т-о > 

kjuul ’v  > j

г2 = X2 + у2 + Z2 .

4. Tuletada 1 askumisineetodil, lahtudes valemist (6.11), 

d'Alemberti valem (5 .8 ).

§ 7 .  C a u c h y  ü l e s a n n e  s o o j u s j u h ­

t i v u s e  v õ r r a n d i  j a o k s

7.1. Soojuse levimine lõpmatus vardas

Uurime soojuse levimist lõpmatus homogeenses vardas, 

mille külgpind on soojuslikult isoleeritud nii, et soojus- 

vahetust varda ja ümbritseva keskkonna vahel ei toimu. Ma­

temaatiliselt võime selle ülesande formuleerida järgmiselt: 

leida tõkestatud funktsioon u(x ,t), mis on t > 0 ja

- oo < x с о о korral võrrandi

«4 = а2ц*х (7.1)

lahendiks ja rahuldab algtingimust

u(x,0) = 4>(x), (7.2)

milles l(>(x) on pidev tõkestatud funktsioon.

Otsime võrrandi (7*1) erilahendeid kujul

u(x,t) = T(t)X(x). (7.3)
Asendades (7 .3) võrrandisse (7 .1 ), saame
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T'H)X(x)= 0^744) ХЧО

ehk
-T//J.4 и"Г~\

= - Л f A1*  oo^s-fc),
a zTtt) *  Cx)

kuna ajast t sõltuv funktsioon saab võrduda koordinaadist x 

sõltuva funktsiooniga ainult siis, kui mõlemad funktsioonid 

on konstantsed. Saame järgmised võrrandid T(t) ja X(x) 

määramiseks:

т ' а )  + о.*лхт с ^ )- о .

X "(x) + Лг#(х ) = 0 .

Lahendades need võrrandid, leiame võrrandi (7.1) erilahen- 

did kujul
-A2ctH

U A(*,-fc) = [A(*)c*iAX + e

Iga reaal arvu -.<*>< a -o °o  korral saame ühe erilahendi, 

kusjuures kordajad A ja В võivad olla erinevate konstandi 

Л väärtuste korral erinevad.

Moodustame funktsiooni

■foo

u ( * / 0 = /[AM coscoc + B O O ^ n a x J e '*  0 . (7 .4)
-00

Kui selle funktsiooni tuletised on leitavad diferentseeri­

mise teel integraali märgi all, siis ta rahuldab võrrandit

( 7 . I ) .  Algtingimuse (7*2) täitmiseks tuleb A( ^  ) ja В (д )  

määrata selliselt, et 

+?
J [ А ( а ) с 0 5 Л Х  +  В ( * ) . я п Л х ] с Ь  =  i f  U )  .

-OO

Esitame funktsiooni ,Ц)(х) Fourier1 integraali abil:
+00 ’ <-*>

JyCf) ■S<n A+ S<nAX

88



Seega algtingimuse rahuldamiseks tuleb võtta 
+00

А  (л )« j vp(|)coSÄ|d|,

-■Oo 

+ 00

е,(л) = J _  j Lp(|)^nA^| -

Asendades valemisse (7*4), saame

+»P Tj» -Аго Н

U(x,^)=2^j J [«4Л|св4ЛХ + f(|)d|cb*
e00 —OO

4.00 -rCö

~ 2 г  I J<f̂ l̂ c®4Âi“x̂e'"Aâ §0*Ä'
-00 -Oo

Muudame integreerimistärjekorra ning arvestame,et integraa­

li all on ^  suhtes paarisfunktsioon. Seega

т°о Яр

u (x ,+ )- ^r  J^pCJ) j e  Л ^  *е©$л^-х)сис1| .

-00 О

Kuna <0 .  < & ž l
Г -Axa H  -> . \1зГ Ue*-t

J & С05Л(^ - x )c tx  - -— Q  »

siis saeme ülesande formaalse lahendi jaoks valemi

U (x ,-t)=  j V f > 6 ( x , | , * )< * § , (7 .5 )
-00

milles

(£-x)2

' ч * ”  4 * 4

e  • (7 -6> 

Näitame, et konstrueeritud formaalne lahend (7.5) on 

tõepoolest ülesande (7*1), (7 .2 ) lahend. Selleks on vaja 

näidata, et iga tõkestatud pideva funktsiooni | Ц)(х)| ^  M
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korral valemiga (7*5) määratud funktsioon on tõkestatud,

rahuldab võrrandit (7*1) ja

У

-fê o

Funktsiooni u(x,t) tõkestatus järgneb lihtsalt valemist

(7.5), kui teha muutujavahetus

2^k н '

Tõepoolest,

|u(xyfc)| <£==j |f(|)i £

<7.7)

q - * )z

Ч®4г d i

\lwt

(£-x)z

‘ d r M

+0o

-Ы2-
e dot * M .

~oo

Funktsioon (7-5) rahuldab võrrandit (7*1), kui tema 

osatuletised võib leida integraali märgi all diferentsee­

rimise teel. On teada, et lõpmatute rajadega parameetritest 

sõltuva integraali tuletise parameetri järgi võime leida 

integraali märgi all diferentseerimise teeljkui selle tule­

musena saadud lõpmatute rajadega integraal on ühtlaselt 

koonduv (antud juhul - «o< xc , -fe "9 £> , kus 6

on suvaline positiivne suurus, korral). Woierstrassi tunnu­

se järgi lõpmatute rajadega integraal on ühtlaselt koonduv, 

kui leidub selline integraalialuse funktsiooni majorant 

g( I ), et

1
Näitame, et

+00

90



Valemi (7.6) põhjal leiame:

4-00 4-00

] V § )  ^ 6 ( x , | , * W j  - - i ^ s C x , | , 4 ) d S +

-Oo

4-00

-oo

Mõlemad viimase võrduse paremal pool olevad integraalid on 

järgmist tüüpi:

+°° . _ ($-x)z

—oo

kus С on mingi konstant} к ja m on positiivsed arvud, kus­

juures 2k > m + 1. Muutujavahetus (7.7) teisendab need in­

tegraalid kujule

+00

I = С (2o.) J -- 1 *<• £ ĉ «sc.

- i  i k' ~

See integraal on ühtlaselt koonduv -fc^£>0 korral, kuna 

integraali all seisva funktsiooni majorant

on integreeruv vahemikus -<*> <ы.< +t».

Analoogiliselt saab näidata, et osatuletised u^ ja 

saab leida integraali märgi all diferentseerimise teel. 

Näitame veel, et
»

U.(X,4) = vrt(x)
+ -*o

iga x korral. Muutujavahetus (7*7) teisendab funktsiooni

(7.5) kujule
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+0o

—_ _ _  j^ i^ ( x + 2 a / *  \Г£Г)-^(x)Je o i« . .
-00

Tänu funktsiooni (x) tõkestatuaele

lif(oi4 2cloc\IT) ~^>(x)i < 2.M

iga x,t ja d«. korral. Integraali (7*8) koondumise tõttu 

leidub mis tahes £ > 0  korral selline küllalt suur arv N, 

et
-N

ZM

Г5Г. ‘

+ 00

N

Tänu ф (х) pidevusele leidub vastavalt igale arvule £ > 0  

selline arv rj > О , et

)^(х-г2а<*\Гё)-Ц>и)1 §•

iga )«.| <. N korral, kui -fc < . Neid tulemusi arvestades 

leiame
-N

Jа(х,^)- ф(х)I < (|^(х + 2лоиПь ) -фЫ| е~ * cfoc +
fjr J

Kl •N oo

+ W j  * 0^  + ^|l^x+2a<Ä\f?J-^W|e^ck4

- %  ы J‘ N <*



г L J. £ 4 L - * 2-/ I 
' 3  3 ^ r J e oU + Т  = £ ,

-Оо

kui ainult ~Ь<^.

Seega funktsioon (7*5) annab tõepoolest Ülesande (7*1)» 

(7*2) lahendi.

Näitame, et leitud lahend on ühene ja sõltub pidevalt 

funktsioonist if (x ) .

Olgu o^Cxjt) ja u2(x ,t) ülesande (7 .1 ), (7 .2) kaks la­

hendit. Vahe vo (x,t) = u^Xjt) - ^ (x jt )  rahuldab võrran­

dit (7.1) ning algtingimust w(x,o) * O* Peale selle

I w(x,4-)l ^ | ^ ( х ,4 ) | +  |üz (x ,t)| -S 2 M .

Kuna lõpmatu keele korral ei saa miinimumprintsiipi otse­

selt rakendada, siis võtame vaatlusele tõkestatud piirkonna

I x U L ,  0 « * < T ,  (7 .9)
kus L on suvaline positiivne arv. Abifunktsioon

v (* ,+ )=

rahuldab võrrandit (7*1). Piirkonna (7 .9) rajal

v ( x ,0 ) ^ 0  = u (x ,o ) , V(±L,-t) »2M ^lu (± L ,- fc)l, 

kust järgneb:

V (x ,0 )  ± K /(x ,0) ,

v(±L,±)± w(±L/t) ̂ O.

Rakendades piirkonnas (7.9) funktsioonidele v(x,-t)± W(x,4) 

miinimumprintsiipi, saame

V ( x , 4 )  ±  U ( x , 4 ; )  Ž .Q  ,

+00

kust

ehk

-v(X,-fc) * ^ ( x ,* )  £ V(x/fc)

I w(x,-t) I £ =: ( ~  + C*HJ.
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Fikseerime x ja t väärtused, ning laseme suurusel L tõkes­

tamatult kasvada, saame

,4) 1- 0 .

Lahendi stabiilsuse näitamiseks võtame funktsioonid 

u^(x,t) ja u2(x ,t ), mis on võrrandi (7.1) lahendid algtin- 

gimustel u^(x,0) = ф.,(х), u2(x,0) = ф2 (х), kusjuures

I ^(х)-Ц>а.(>0| < &  . Siis saame

+00

f m. o. -fc. -fc.
-so

7.2 . Allikafunktsioon

Asume leitud lahendit (7*5) füüsikaliselt interpretee­

rima.

Funktsiooni G(x, | ,t) nimetatakse soo л us.i uhtivusvõr- 

randi fundamentaallahendiks ühemõõtmelisel juhul. Et ta ra­

huldab võrrandit (7*1)» selles võib veenduda vahetu asendu- - 

se teel. Seega funktsioon G(x, | ,t) annab füüsikaliselt 

temperatuuri.jaotuse lõpmatus vardas.Küsimus on ainult sel­

les, millise temperatuuri algjaotuse korral.

Kui varda soojusmahtuvus on с ja tihedus g ,siis tem­

peratuuri jaotuse G(x,| ,t) korral vardas olev soojushulk 

momendil t on arvutatav järgmiselt (kasutame muutujavahe- 

tust (7 .7 )) . .z.
+ 90 t£~X)

T  со f < "
Q = c e Js(x ,| .- t> df = * S . J  e  d p

-00 VJI -OO

+00
C 9  f ,

= -=r e  cJл - c^.
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Seega vardas olev soojushulk ei muutu aja jooksul. Joonisel 

8 on kujutatud funktsiooni G graafikud erinevate 0 = at 

korral. On näha, et väikese t korral peaaegu kogu kõvera G 

ja abstsisstelje vaheline pindala asub kitsas vahemikus 

| < x < | + £> . Kuna see pindala korrutatuna suuruse­

ga CQ annab vardas oleva soojushulga, siis algmomendile 

lähedastel ajamomentidel praktiliselt kogu soojushulk с (2 
on koondunud punkti x = £ väikesesse ümbrusesse, öeldust 

järgneb, et alghetkel t = 0 kogu soojushulk paikneb

punktis x = | . Siit võib teha järelduse, et funktsioon 

G(x, I ,t) annab temperatuuri jaotuse lõpmatus vardas het-

Joon. 8

kel t. kui alghetkel t = 0 varda punktis X= | eraldus soo­

jushulk Q = c/3 . Seepärast nimetatakse funktsiooni G(x, £ jt) 

hetkelise punktsoojusallika funktsiooniks ehk lühidalt al- 

likafunktsiooniks.

Me nägime, et funktsioonid
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2Лг8

_ (j-x)* 

46

moodustavad delta-jada;kui в-»0. Seega soojusjuhtivusvõr- 

randi fundamentaallahend (7*6) rahuldab algtingimust

tcm GCx,fc,-t) = <T(x-£).
-t-̂ O 5 *

Allikaf uhktsiooni abil on võimalik lihtsalt interpre­

teerida ka valemit (7 .5 ).

Olgu varda algtemperatuur ф(х) positiivne mingis 

küllalt väikeses varda vahemikus o(c |S ning null väl­

jaspool seda vahemikku. Siis valemi (7*5) kohaselt tempera­

tuuri jaotus hetkel t on antud valemiga

ß (£-x)zu(x,+) = J liiL e"
J 2a Ы  Ъ

ai.

millest järgneb,et kui tahes väikese t ja kui tahes suure x 

korral u (x ,t )> 0 . See on võimalik ainult juhul, kui soojus 

levib vardas lõpmatu suure kiirusega. Vastuolu soojuse ole­

muse molekulaarkineetilise ettekujutusega on tingitud asja­

olust, et soojusjuhtivuse võrrandi tuletamisel me jätsime 

täielikult soojuse levimise mehhanismi kõrvale.

Võtame varda punkti x = | väikese ümbruse Eraldu­

gu selles ümbruses hetkel t = 0 öoojushulk d O  - ip(£)d§ , 

mistõttu alghetkel selles ümbruses temperatuur on 

Tänu väiksusele võib lugeda, et soojushulk dQ eraldub

punktis x = J . Selline hetkeline punktsoojusallikas kut­

sub lõpmatus vardas esile temperatuurijaotuse

Summeerides seda avaldist üle kogu lõpmatu varda, saamegi 

alg temperat uurist <̂ >(x) tingitud temperatuurijaotuse jaoks 

valemi
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+ 00 

-Oo

mis ühtib valemiga (7.5)»

7.3« Soojuse levimine ruumis

Vaatleme veel lühidalt soojuse levimist yuumis Ol­

gu vaja leida võrrandi

H  = + “yy + Uzz^ = a2 Ziu (7.10)

tõkestatud lahend ruumis t > 0 korral,mis rahuldab alg- 

tingimust

u(M,0) = if> (M), (7.11)

milles ф (M) oa tõkestatud tükati pidev funktsioon ruu­

mis B?.

Kolmemõõtmelisel .juhul soo.ius.1 ühtivuse võrrandi fun- 

damentaallahendiks on funktsioon

( x - ■?)*• + (а-З)*

• \ 1 4oL*-bü(M,M0)+ )» ( I - j S r ) e

mida nimetatakse ka allikafunktsiooniks ruumis. Ta annab 

temperatuuri punktis M = (x ,y ,z) ajamomendil tjkui alghet- 

kel t = 0 eraldub punktis M0 = ( f » *? , *? ) soojushulk

q  a  C Q  .

Vaatleme ruumalaelementi dgchrfcli* ,mis sisaldab punk­

ti MQ. Algtemperatuuri <f>(MQ) tekitamiseks on vaja, et sel­

les elemendis eralduks algmomendil t = 0 soojushulk 

c l Q s  c q  i f  ( M o ) ^  . Elemendi ct^d^c/e, väiksuse 

tõttu võime lugeda, et see soojushulk eraldub punktis MQ. 

Vastavale allikafunktsiooni füüsikalisele sisule sellise 

hetkelise punktsoojusallika korral temperatuur punktis M 

ajamomendil t on

^ ■ б ( М , / М 0,^ )  = G ( M ,  М0,±) Ф (M0)d{:d/jd % .
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Integreerides seda avaldist üle ruumi saamegi algtempe- 

ratuurist tingitud temperatuurijaotuse

U ( M , 4 ) *  /  5 . (7 .12)

R3

• On vaja näidata, et funktsioon (7.12) annab tõepoolest 

ülesande (7 .Ю ), (7.11) lahendi, s .t . see.funktsioon on tõ­

kestatud ruumis R^f t > 0 korral rahuldab võrrandit (7.10) 

ja rahuldab algtingimust (7 .11). Tõestus on analoogiline 

vastava tõestusega lõpmata varda korral. Seeparast me ei 

esita teda.

Allikafunktsiooni abil on võimalik lahendada ka üles­

anne soojusallikate poolt eraldatud soojuse levimisest. Ma­

temaatiliselt seisneb see ülesanne järgnevas: leida funkt­

sioon u(M,t), mis M ^  R 3 ja -fc>0 korral rahuldab võr­

randit

,  £(M,4.)
щ  = cxrau. + — — —  ( 7 .13)

ja algtingimust

u(M,0) = 0. (7.14)

Võrrandis (7.13) funktsioon annab soojusallikate poolt 

ruumi ühikus ja ajaühikus eraldatud soojushulga.

Vaatleme jällegi ruumielementi d^drfolu^ , mis sisal­

dab punkti MQ = ( £ , 9 , *5 ). Selles ruumielemendis paik­

nevad soojusallikad eraldavad ajavahemikus ( r ,  T + c iv j 

soojushulga

d Q  ~ $CM 0 ,T)cJ£cJr}d%clT .

fiuumielemendi djsdrjd^ ja d с väiksuse tõttu võime lu­

geda, et soojushulk dQ eraldub punktis MQ hetkel т  .Sel­

lise hetkelise punktsoojusallika poolt tingitud tempera­

tuuri jaotus ruumis ajamomendil t on antud avaldisega

^  G (M , = i ^ ~ ^ G , ( M >M 0t-i-T)d^drjdk,dxJ

milles funktsioon
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e ( M , M 0,t-T ) J .-- J — — f e
vZccJxC-t-T)

яппяъ temperatuurijaotuse ruumis B ,̂ kui ajamomendil t = т 

eraldub punktis MQ soojushulk Q = ĉ > . Kogu ruumis 

paiknevate soojusallikate poolt ajavahemikus (0 ,t ) eralda­

tud soojushulk tingib punktis M hetkel t temperatuuri 

t

u(M,-£)=*/ /  MOJ-i ^ d ^ ^ d ^ c i z .  (7.15)

_ (Х-£)г+ ( V-frJ2*  (2- <g)ž

о я3

Me ei peatu tõestusel, et valemiga (7.15) määratud funktsi­

oon on tõepoolest ülesande (7*15), (7.14-) lahend.

7 .4 . ülesanded

1. Lahendada ülesanne

u^ = a2uX£ f-ao < x < + « ;  О < ± ) f

0 , kui - oo < x < - 6 ,

u(x,0) = uQ = const Ф 0 , kui - t < x < + 6 , 

0 , kui -t-в < к < +oo.

2. Leida temperatuurijaotus poollõpmatus vardas f kui varda 

otspunkt x = 0 hoitakse nulliga võrduva temperatuuri 

juures ning u(x,0) = <p(x).

3. Leida temperatuurijaotus poollõpmatus vardas, kui varda 

otspunktis x = 0 ei toimu soojusvahetust ümbritseva 

keskkonnaga ning u(x,0) = ip(x).

4. Leida allikaf unktsioon võrrandile

Uf. = a2uJC£ - hu ( — oo < x < + oo) t

mis kirjeldab soojuse levimist vardas, mille külgpinnal 

toimub konvektiivne soojusvahetus väliskeskkonnaga.

5. Leida temperatuurijaotus lõpmatus ruumist kui alghetkel 

t = 0 eraldub sfääril raadiusega r' ühtlaselt soojus­

hulk Q.
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