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Kaesolev valjaanne on esimene osa Oppevahendist fii-
sikaosakonna Ulidpilastele matemaatilise filsika vdrrandite
kursuse omandamiseks. Materjali valikult ja yulatuselt vas-
tab Oppevahend péhilises osas ametlikule programmile. Oluli-
selt erinev on aga materjali esitamise jarjekord. Klige es-
malt tuletatakse need vorrandid, mille lahendamist mitmesu-
gustel lisatingimustel hiljem vaadeldakse. Seejarel kasitle-
takse kisimusi seoses matemaatilise fulsika uUlesannete sea-
dega. Po&hiline osa materjalist on pihendatud lahendusmeeto-
dite esitamisele ja konkreetsete (lesannete lahendamisele,
kusjuures seda tehakse Ulesannete, mitte vOrrandite, tilpide
kaupa. Suhteliselt vdahe tdhelepanu on osutatud (lesannete
seade korrektsuse kisimusele. Seepérast kaesolev 6Oppevahend
vastab kéige enam dpikute I .00 vaimule.

Esitatav materjal on jaotatud peatiikkideks ja paragrah-
videks, viimased jagunevad omakorda punktideks.Valemite nu-
meratsioon on toodud paragrahvide kaupa. lga paragrahvi vii-
mases punktis on toodud Ulesanded, mis taotlevad kas tekstis
esitatud meetodite ja tulemuste rakendamist vdi seal esita-
tud materjali taiendamist.
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I. UTEVPATILISE FUUSIKA ULESANDED JA NENDE
KLASSIFIKATSIOON

81. Matemaatilise fuusika vor -
randid

1.1. Keele vonkumise vdrrand

Keeleks nimetame pinguletdmmatud elastset painduvat
traati.

Olgu tasakaaluasendis keel suunatud piki x-telge. Kui
ta sellest asendist valja viia ja jatta siis omapead, hak-
kab ta vonkuma. Tahistame u(x,t) keele punkti w@rdinaadi-
ga x korvalekalde tasakaaluasendist ajamomendil t. Vaatle-
me edaspidi vaid keele vaikesi ristvdnkumisi,s.t. oletame,
et kbik keele punktid liiguvad Uhes ja samas tasandis ris-
ti x-teljega ning tuletis on sedavord vaike, et vdime
piirduda kbéige madalamat jarku liikmega ~  suhtes.

Téhistame keele punktis x ajamomendil t mdjuva pinge-
jou T(x,t). Naitame, et tehtud eeldustel T(x,t) = TQ =
= const. Vaatleme selleks keele suvalist vahemikku (x*,
x2), mis tasakaaluasendist valjaviiduna on
joon. 1). Vahemiku Moot pikkus



Seega keele vdnkumisel tema pikenemist ei toimu. Hooke"i
seaduse pbhjal siis pingejoud keele mis tahes punktis ei
soltu ajast. Naitame, et ta ei s6ltu ka keele punkti ko-
ordinaadist x. Keele vahemikule ~~2 m8uuva<l jargmised
joud: a) pingejbud, mis ténu keele elastsusele on suunatud
piki keele puutujat punktides ja Mg, h) valisjoud, mil-
le kohta eeldame, et nad méjuvad risti x-teljega, c) inerfc-
sijoud. Kuna vaatleme ainult ristvonkumisi, siis peab
nende joudude x-teljega paralleelselt méjuvate komponenti-
de summa olema null:

T (%,) Cos blCay - T(x2)CCS ooy - O,
kus oC(x) on nurk punktis x keelele vfetud puutuja ja
x-telje positiivse suuna vahel. Tehtud eeldustel

4
COS oL(x) = & -— = m A

“¢1 + tan 2oc(x) \jJA+ U]

ning

TCx,)"TCxz).
Tanu vahemiku (x*,x2) suvalisusele vdimegi teha jarelduse,
et vaikeste vonkumiste korral pingejdud ei s6ltu ka keele
punkti koordinaadist.

Keele vaikesi ristvonkumisi kirjeldava vorrandi tu-
letamisel lahtume d Alemberti printsiibist, mille kohaselt
kdik keelele mdjuvad joéud, kaasa arvatud inertsijdud, pea-
vad olema tasakaalus. Leiame kdikide suvalisele keele va-
hemikule (x1,x2) mdjuvate joudude komponendid risti x-tel-

jega.



Vahemikule (x"xg) mfjuva summaarse pinge jou u-telje
suunaline komponent on
TQsin ocCxg) - TOsin

Kuna tehtud eelduste raames

\ ionot(x) Ux

qg= Yyr- r..st— = Yy =>»Uu
MUM-bX"O00 VTTUT X

Ainclo

"TgrSI McICX2) - TA5iMet(xY)=Tqg (* —ToUx' ~ "’bt|U’\xc!x.

-

Téhistame risti x-teljega mfjuva valisjou tiheduse
(massithikule mdjuva jou) F(x,t) ja olgu () keele li-
neaarne tihedus (pikkusihiku mass). Siis keele elemendile
dx mdjuv valisjoud on g (x)dx f (x,t) ja kogu vahemikule
(x*, X2) mojub valisjdud

j M(xX)MCx,0 dx.

Keele elemendi dx kiirendus on utt(x,t) ning vahemi-
kule (x“jxg) mdjub inertsijoud

-IVx)uitdx.
Seega d Alemberti printsiibi kohaselt
U
j [T Duxx + A(x)f Cx,t) - ACx)uH Jdx =0.  (1,1)
*1

Vahemiku (x1fx2) suvalisuse tdttu saab vdrdus (1.1) kehti-
da ainult siis, kui keele mis tahes punktis x ja mis tahes
. ajahetkel t

"TcUxx + £E(X)-F - A>(x)utt =0

7



ehk

Ukt ~ () Uxx * ( 1.2)

Seda voOrrandit nimetataksegi keele vaikeste ristvonknmifi

te virrandiks ehk luhidalt keele Yo iAB VFBsTL K1 Ho-

mogeense keele korral ~>(x) = q = const ning vdrrandi
(1.2) vdib kirjutada kujul

“tt = alpc+ (1*3)

kus

ég = IO = const

(arvestame, et fulsikalist mdotet omavad ainult TQ ja (
positiivsed vaartused). Kui keelele valisjoudu ei mdju,
s.t. f(x,t) s Cf, siis saame vodrrandi

— 2llnI
mida nimetatakse keele vabade yftnkumiRta vdrrandiks. Kui

valisjou tihedus f(x,t) =£ 0, siis kdneldakse keele sund-
vonkumistest.

1.2. Membraani vdnkumise vérrand .ia Gldina lainevérrand

Membraaniks nimetame servast thtlaselt pingutatud 6hu
kest elastset painduvat tasandilist kilet.

Kui tasakaaluasendis membraan paikneb (x,y)-tasandis,
siis tema véikesi ristvonkumisi Kkirjeldab vérrand

U« = +V o+ f<x y>t), an)
milles u = u(x,y,t) on otsitav funktsioon, mis annab memb-
raani punkti (x,y) kdrvalekalde tasakaaluasendist ajamo-
mendil t, q (X,y) on membraani pindtihedus, TQ on pinge-
joud ja fF(x,y,t) on membraanile risti (X,y)-tasandiga md-
juva valisjou tihedus. Vorrandi (1.4) tuletuse,mis on ana-
loogiline keele vdnkumise vdrrandi tuletusega, vOib leida
Opikust £17 «

Homogeense membraani korral <~(x,y) = () = const ja
vorrand (1.4) omandab kuju



utt = a2(ojc + Oyy) + f(x,y,t), 1.5

kus m
Eg = -9 = const.
?
Valisjou puudumisel f(x,y,t) = 0 ning saame memb-

raani vabade vonkumiste vdrrandi kujul

“tt = a2(u3ac+
Homogeense keele vOnkumise vérrand (1.3) ja membraani
vénkumise vorrand (1.5) on vastavalt (he- ja kahemdotmeli-
ne erijuht Uldisest lainevdrrandist

“tt = a2(uxx + V. + UZ2} + f(x,y,z,t), (1.6)
kus a = const. Vdrrand (1.6) kirjeldab, ndaiteks, teatud
lihtsustavatel eeldustel hddle levimist homogeenses gaasi-
lises keskkonnas. Sel juhul otsitavaks funktsiooniks vdib
olla kas gaasi tihedus, rdhk vdi kiirusvalja potentsiaal.
Vorrandi (1.6) tuletuse vdib leida samuti &pikust C1J.

Lainevérrandi (1.6) vdib kirjutada ka kujul

utt = a2 A u+ f(x,y,z,t),
kus

= + + il

dx2  ay2 <2z
on Laplace®i operaator. Kuna
O u = divgrad u,
siis v0ib kasutada ka kuju
utt = ac%ivgrad u+ flx,y,";,10). a.n

1.3* Varda pikivonkumiste voérrand

Vaatleme elastset varrast, mille telg on suunatud pi-
ki x-telge. Kui varras telje sihis vdlja venitada vdi kok-
ku suruda ja jatta seejarel omapead, siis tekivad temas pi-
kivonkumised. Tuletame vOrrandi, mis kirjeldab neid vonku-
misi.



Olga varda mingi ristldike koordinaat tasakaaluasen-
dis x ja tahistagu X sama ristldike x-koordinaati suvali-
sel ajamomendil t. Suurus u(x,t) a )( - x annab ristldi-
ke x korvalekalde tasakaaluasendist ajamomendil t. Vai-
keste vdnkumiste korral vardas tekkiv pingejoud allub
Hooke"i seadusele. Selle seaduse rakendamiseks on vaja
leida suhteline pikenemine sdltuvalt ristlfikest x ja aja-
momendist t. Vaatleme varda vahemikku (X, x + A x). Aja-
momendil t ristléike x koordinaat on x + u(x,t), rist-
I6ikel x + 4x aga x + Aax + u(x + Ax,t). Seega selle
vahemiku suhteline pikenemine on

[X+AX - poU.0x, ) - AX IL(X+AX, i)-
X ~ AX
Leides piirvaartuse® kui [mgx 0, saame, et suhteline pi-

kenemine ristldike x jaoks ajamomendil t on u”Xxjt).
Hooke"i seaduse kohaselt ristlfikele x mdjuv pingejdud on

T(x,t) = KG)SO)ux(x,1),
kus S(x) - varda ristldikepindala ja k(x) - Young"i moo-
dul  (k(x) > 0).

Rakendame varda suvalise vahemiku  (x*, Xg)  jaoks
d"Alemberti printsiipi. Vahemikule mdjuv pingejdud on

4(xr)s5cx2)axCx2n) - -fe,C*<>S(x«)uxCx,£) =
*2

Kui vardale mojub veel x-telje sdunas valisjdud tihedusega
f(x,t), siis vaadeldavale vahemikule mdjuv valisj6ud on
Js(x)?6<:>fCx,-t)cU,
kus ~(x) on varda tihedus. Vahemiku (x”xg) jaoks inert-
si joud xa
- J E(*)S(X)utt(x,i)dx.

10



D*Alemberti printsiibi kohaselt

Jrg‘ [fe(x) S (Qax] + MX)S™X)*F (XEE)~CX)S(x) 1u*j dx =0,
X,

kust vahemiku (x",x2) suvalisuse tdttu saamegi varda piki-
vBPkumiste vorrandi kujul

QCx)SCx) lin= [M(X)S(X)ix W+ QCx)SCx)N(x,-fc) (1.8)
ehk

a« =" 300
Homogeense varda korral S(x) = S = const, k(x) = k= const
ja 6®) =q = const. Vérrand omandab kuju

*tt = 20
kus a” = ¥ = const. Nademe, et homogeense varda pikivdnku-
miste vorrand langeb formaalselt kokku homogeense keele
ristvonkumiste vdrrandiga (1.3).
Vorrandit (1.8) vOib vaadelda kui Uhemddtmelist eri-
juhtu Gldisest vdnkumiste vdrrandist
g(Mutt = div [k(M)grad u] - qg(Mu + F(M,t), (1.9

kus otsitav funktsioon sdltub ruumipunkti U koordinaati-
dest x,y,z ja ajast t, s.t.

u=ulx,y,z,t) = u(M,t),
suurused £ = g (x,¥,2) = g (M), k=k(X,y,z) =kM) ja
g = q(x,y,z) = q(M) on mad&ratud selle keskkonna omaduste-
ga, kus vdnkumine toimub, seejuures fllsikalisest sisust
tulenevalt > 0, k> 0 jag> 0, ning F(X,y,z,t)=F(M,t)
iseloomustab valishdirituse intensiivsust.

Vorrandi (1.9) erikujuks on ilmselt ka lainevdrrand

1.7).
1.4. Telegraafivdrrand

Kui juhet l&bib muutuv elektrivool, siis tekib juhtme
Umber muutuv magnetvali, mis omakorda kutsub esile voolu-
tugevuse 1 ja pinge v muutumise juhis. Tahistagu i(x,t)

H



ja v(x,t) vastavalt voolutugevust ja pinget juhtme punk-
tis x ajamomendil t. Oletame, et juhtme oomiline takis-
tus, mahtuvus ja induktiivsus on konstantsed piki juhet.

Téhistame need suurused juhtme pikkusihiku kohta vastavalt
R,C ja L. Peale nende on vaja arvestada veel kadusid la-
bi isolatsiooni. Kadu ajauhikus on vdrdeline pingega ja
vastavat vordetegurit juhtme pikkusihiku kohta tahistame G.

Vaatleme juhtme elementi (x,x + dx). Pingelang selles
elemendis

v(x,t) - v(x + dx,t) = -vxdx
avaldub Ohm®*i seaduse kohaselt valemiga

-vhdx = ifidx + itLdx. (1.10)
Juhtme elementi ajalhikus siseneva ja temast ajalhikus val-
juva laengu vahe

ix,t) - i(x + dx,t) = -ixdx
laheb selle elemendi laadimiseks ja kadudeks, s.t.

i"dx = Cv~hdx + Gvdx. (1.11)
Seostest (1.10) ja (1.11) saame jargmised kaks vdérrandit
voolutugevuse ja pinge maaramiseks

vx + Lit + Ri = =* 1.12)

ix + Cvt + Gv = 0. (1.13)

Puliame saada eraldi vorrandid voolutugevuse ja pinge
jaoks. Diferentseerime vordust (1.13) x jargi, vordust
(1.12) korrutame suurusega -C, diferentseerime seejarel t
jargi ning liidame. Saame

4 + Gtx - OLitt - ® 4 *
Asendades vx valemi (1.12) kohaselt,leiame vdrrandi voolu-
tugevuse jaoks

iH = CLitt + (GL + CR)it + Gfii.
Analoogiliselt saame vérrandi pinge jaoks
v.n = CLvtt + (GL + CR)vt + GRv.

12



Naeme, et voolutugevus ja pinge rahuldavad Uht ja sama vor-
randit

"Xi "Vttt +aowt+ “w" - CU®
milles aQ = CL, 2bQ = GL + CR ja cQ = GR. Vdrrandit (1.14)
nimetatakse telegraafivdrrandiks.

Kui tuua sisse uus otsitav funktsioon u(x,t) seosega

.Li
W=8B a“<u.,

siis omandab vdrrand (1.14) lihtsama kuju

*t = S+ HEAF (1*15)
milles
Qz=i_ =jL bo - A0cO _ (6L+CR)Z-4CLfaR
ao cCL 5 CX0 L+CL

Kui kadusid vB8ib mitte arvestada ja juhtme oomiline
takistus on véga véike, s.t. *G~ 0 ja R " 0, siis saame
vorrandi

4t * »Snf

1.5. Soo.ius.iuhtivuse vorrand

Soojuse levimist mingis kehas vdi ruumipiirkonnas vdib
iseloomustada keha temperatuuriga u(x,y,z,t). Kui keha
erinevad osad on erineva temperatuuriga, siis leiab aset
soojuse levimine kdrgema temperatuuriga osadelt madalama
temperatuuriga osadele.

Vaatleme uuritava keha suvalist osa V, mis on umb-
ritsetud kinnise sileda pinnaga S. Keha osa V saab soo-
just juurde vOi annab &ra tanu sellele, et toimub soojus-
vahetus teda Umbritsevate keha osadega ja temas vdivad paik-
neda soojusallikad, mis eraldavad vdi neelavad soojust.

Pinda S labiva soojushulga Q vOib leida jargmi-
selt. Vaatleme pinnaelementi dS ja loenie teda labiva soo-
jushulga d~ positiivseks siis, kui see soojushulk sise-
neb keha ossa V. Fourier* seaduse kohaselt pinnaeloiuenti

13



dS ajavahemikus (t,t + dt) labinud soojushulk on vérdeli-
ne pindalaga dS, ajavahemikuga dt ja temperatuuri tule-
tisega pinnaelemendi vélise normaali n suunass

fc{%\gScl-fC.

Kui on tegemist isotroopse kehaga, s.t. keha juhib soojust

kdikides suundades Uhtemoodi, siis soojusjuhtivuse kordaja

K on skalaarne suurus, seejuures mittehomogeense keha kor-
ral k= k(x,y,z). Suvalises ajavahemikus (t~,t2) pinda

S labiv soojushulk on antud valemiga

e«-J Jfc&asA.
S

Kuna v grad u = n, siis kasutades Ostrogradsky vale-
mit, voime Kirjutada

= JcU.v(fegtacta)ctV

ning tz

Téhistame kehas olevate soojusallikate tiheduse
f(x,y,z,t). Ta annab ajaihikus ja ruumalaihikus eraldunud
(kui  f > 0) v6i neeldunud (kui f” 0) soojushulga. Keha
osasse V ajavahemikus (t"jtg) eraldunud vdi temas neeldu-
nud soojushulk 02 on antud valemiga

ne
Qz = | cbfcdf(Ny,z>t)d V.

Keha osasse V ajavahemikus (t~tg) sisenenud (vOi
sealt véaljunud) soojushulk + Q2 kutsub V igas punk-
tis esile temperatuuri muutuse on = u(x,y,z,t2) -
- Ry, LBY).  Selleks muutuseks vajalik soojushulk Q on
antud valemiga

14



-a(x,y,z> 9]civ=
Vv *Z
= Jc?Jotdid-V,
milles c= c(x,}{z) on keha soojusmahtuvus ja
Q=0 (x,y,z) on keha tihedus. Kuna Q = Q1 + Q2» siis
K
Jettdiv(kgnAdu) - fCxtj,z,i)ldV=o.

V
Keha osa V ja ajavahemiku (t",t2) suvalisuse tdéttu keh-

tib see vordus ainult siis, kui keha mis tahes punktis ja
mis tahes ajamomendil

crut = div(k grad u) + f(x,y,z,t)# (1.16)
Vorrandit (1.16) nimetatakse soo.ius.lihtivuse vorrandiks.

Homogeense keha korral c* const , Qq = const ja
K= const ning soojusjuhtivuse vOrrand omandab kuju

ut = A KX + Yy + uzz® + (YR /A>» (1.17)
kus a2 = 7- = const ja F(x,y,z,t) = TN
9 cgq

Soojusallikate puudumise korral f(x,y,z,t) = 0 ning
vorrand (1.16) omab kuju
cft . = div (k grad u).

Erijuhul, kui uuritavaks kehaks on 6huke z-teljega
risti olev homogeenne plaat, mille pdhjad on soojuslikult
isoleeritud, vd8ime lugeda, et temperatuur ei s6ltu z-ko-
ordinaadist ning vorrand (1.17) omandab kuju

4 = a2(uxx + + pCx,y,t). (1.1b)
Peene homogeense varda korral, mis on suunatud piki x-tel-
ge ja mille kilgpind on soojuslikult isoleeritud, saame

H = a2ux* + (1.19)
Vorrandeid (1.18) ja (1.19) vdime vaadelda kui vorrandi
(1.17) kahe- ja tGhemddtmelisi erijuhte.

15



1.6. Difusioonivorrand

Kui keskkond on ebaiihtlaselt tdidetud gaasiga, silis
toimub gaasi difusioon suurema kontsentratsiooniga kohta-
dest vaiksema kontsentratsiooniga kohtadesse. Sama nahtus
esineb lahustes, kui lahustunud aine kontsentratsioon pole
kdikjal Uhesugune.

Difusiooni kirjeldava vorrandi tuletamine on analoo-
giline soojusjuhtivuse vdrrandi tuletamisega. Ainsad eri-
nevused seisnevad jargnevas.

Et leida difundeeruva aine voogu (massi) dQ~ l&bi
pinnaelemendi dS ajavahemiku dt jooksul, tuleb kasuta-
da Nernsti seadust, mille kohaselt

AQ, =D |~rasa*.

Siin D on difusioonikoefitsient ja u = u(M,t) on difun-
deeruva aine kontsentratsioon.

Ruumi elemendis dV ja ajavahemikus (t,t + dt) kont-
sentratsiooni muutmiseks vajalik difundeeruva aine mass on
antud seosega

dQ = c[u(M,t + dt) - u(M,t)]dV = cut(M,t)dtdv,
milles suurust < nimetatakse poorsuskoefitsiendiks.

Difusioonivlrrand omab kuju

ar. = div (D grad u) + f(M,t) , (1.20)
milles funktsioon f(M,t) annab ruumidhikus ja ajaihikus
eralduva (f> 0) vdi laguneva (f< 0) difundeeruva aine
massi -

Soojusjuhtivuse vorrandit (1.16) ja difusioonivlrran-
dit (1.20) voib vaadelda kui erijuhte vérrandist

div [k(M)grad uJ - g(Mu + F(M,t) = 0 (MU]-.

1.7. Poissoni .iaLaplace"i vdrrandid

Vaatleme statsionaarsete laengute poolt  tekitatud
elektrivalja 1I keskkonnas, mille dielektriline konstant

£ = 1. Protsessi statsionaarsuse tottu
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rot E = Q
s.t. elektrivali E on potentsiaalne vgfi. Leidub selline
skalaarne funktsioon u(M), mida nimetame potentsiaaliks,
et E = -grad u(M). 1.2

Elektrodinaamikast on teada, et elektrivalja voog l&bi Kin-
nise pinna S avaldub seosega

2rtcis = Lire J (1.22)

kus "e on pinnaga S piiratud ruumipiirkonnas V asuv kogu-
laeng. Olgu €= @ (M) laengu tihedus. Siis

e=J ¢ (Madv. » (1.23)
%
Ostrogradsky valemi kohaselt

JE laci-S * Jcl v EciV. (1.24)
S v
Valemitest (1.22) - (1.24) jargneb, et

CUV E = Ltrm ().
Asendades siia avaldise (1.21), leiame elektrivdlja potent-
siaali jaoks vdrrandi

ZUc=F (M), (1.25)

kus F(M) = -4 =€ (M). Vorrandit (1.25) nimetatakse
Poissoni vorrandiks.

Vaatleme kokkusurumatu vedeliku p6orisvaba statsio-
naarset liikumist. Pddérisvaba liikumise korral Kkiirusevali
T on potentsiaalne, s.t. leidub selline funktsioon
u=uM, et

V™= -grad u. (1.26)
Allikate puudumise korral
div = 0.

Asendades siia avaldise (1.26),leiame kiiruse potent-

siaali jaoks vorrandi
div grad u = 0
ehk
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nii= 0, 1.27)
Vérrandit (1.27) nimetatakse Laplace"i vérrandi Il
Kui kehas asuvate soojusallikate tihedus f ei s6ltu
ajast ning keha valispind hoitakse ajast sdltumatul tempe-
ratuuril, siis aja t kasvades temperatuurijaotus kehas
laheneb mingile ajast sdltumatule (statsionaarsele) jaotu-
sele u(x,y,z). Statsionaarne temperatuurijaotus on leitav
vlrrandist

div (k grad u) + f(M) = 0.
Homogeense keha korral k= const ja saame Poissoni vor-
randi. Kui lisaks puuduvad veel soojusallikad, siis stat-

sionaarne temperatuurijaotus rahuldab Laplace"i vdrrandit.
1.6. Helmholtzi vdrrand

Lainete levimist homogeenses keskkonnas kirjeldab vor-
rand
uft = &@ o u + f(M,t). (1.28)

Olgu valishairitus ajas perioodiliselt muutuv, s.t.
f(M,t) = a2fQ(M) cos ut,

kus W on valishdirituse sagedus ja a fQ(M) amplituud. Vor-
rand (1.28) omab sel juhul kuju

~ = [ + £o(M) coscot . (1.29)
az .

Perioodiliste protsesside uurimisel Kkasutatakse sageli
kompleksseid funktsioone. Vaatleme (1.29) asemel vdrrandit

~ UGtt=al + $0(a)e uwt. (1.30)

Vorrandi (1.29) lahend u(M,t) kujutab endast ilmselt vor-
randi (1.30) lahendi (M,t) reaalosa.

Klillalt pika ajavahemiku méddumisel alghetkest langeb
keskkonnas toimuvate vdnkumiste sagedus kokku valishairi-
tuse sagedusega, s.t. me vdime vorrandile (1.30) otsida
lahendit kujul

UCM.t) =v(M)eiut.
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Amplituudi v(M) jaoks me saame vdrrandi

4v + kv = -FQ(M), (1.31)

kus k= gi = Vorrandit (1.31) nimetatakse Helmholtzi
vorrandiks.
Helmholtzi, Poissoni ja Laplace"i vdrrandeid v0ib vaa-
delda kui vorrandi
divek(M) grad uj - q(Mu + F(M) =0
erikujusid.

1.9» Ulesanded

1. Tuletada keele vdnkumise voérrand, kui keel vdngub
keskkonnas, mille poolt keelele mdjuv takistusjdud on vor-
deline kiirusega.

2. Tuletada ristvonkumiste vorrand raske vertikaalse
keele jaoks, mis otspunktis x = 0 on jaigalt kinnitatud,
otspunktis x = t on aga vaba.

3. Tuletada vdrrand otspunktis x = 0 kinnitatud ja
otspunktis x = | vaba vertikaalse elastse vedru pikivon-
kumiste jaoksTarvestades raskusjdudu.

4. Tuletada soojusjuhtivuse vdrrand peene varda jaok”
kui varda kiulgpinnal toimub konvektiivne soojusvahetus
Umbritseva keskkonnaga seadusé h(u -vp) kohaselt (h - soo-
jJusvahetuse koefitsient, tf - keskkonna temperatuur), see-

juures ﬁi: <p(tX

5. Leida vorrand, mis vOimaldab md&drata temperatuuri
homogeenses keras, mis on paigutatud konstantse tempera-
tuuriga keskkonda ja milles paiknevad soojusallikad tihe-
dusega @®0e "ott. Arvestada, et temperatuur sdltub ainult
ajast ja kaugusest kera keskpunktist.

6. Leida difusioonivdérrand, kui toimub difundeeruva
aine lagunemine kiirusega, mis on vordeline kontsentratsi-
ooniga.

7. Leida difusioonivorrand keskkonna jaoks,mis liigub
kiirusega v(x) x-telje positiivses suunas.

19



82. Teist jarku ogatuletiste-
ga diferentsiaalvdrrandi-
te klassifikatsioon

2.1. Klassifikatsioon n sdltumatu muutuna korral

Teist jarku osatuletistega diferentsiaalvlrrandiks ni-
metatakse vorrandit, mis seob omavahel otsitava funktsioo-
ni wWxj°, ... , soltumatud muutujad x-~..." ja otsi-
tava funktsiooni esimest ning teist jarku osatuletised.Te-
ma Gldkujuks on

£C,,. ax<x>*. >e) -0 .

Vorrandit me nimetame lineaarseks teist jarku osatu-
letiste suhtes”kui ta on kirjutatav kujul

n

4 UNX = f BOH2I)

Vasakul seisvat avaldist nimetatakse lineaarse  vOr-
randi peaosaks. Seejuures v@ib Uldsust kitsendamata eelda-
da, et kordajad a” rahuldavad tingimust aM = aji
(i, =1,...,n) (pdhjendadal).

Kui teist jarku osatuletiste kordajad gy sdltuvad
peale x",...,xn veel otsitavast funktsioonist u ja tema
esimest jarku osatuletistest, nimetatakse vdrrandit kvaa-
silineaarseks. Tema Uldkuju on

a
Z XN *

= X", U.,UXQ, *»«

Teist jarku voérrandit kujul
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nimetatakse lineaarseks vdrrandiks. Kui f(x-*,....,3") = 0,
nimetatakse lineaarset vdrrandit homogeenseks.vastasel kor-
ral aga mittehomogeenseks.

Erijuhul vdivad lineaarse vorrandi kdik kordajad olla
konstandid. Sel juhul nimetatakse vdrrandit lineaarseks
konstantsete kordajatega vorrandiks.

Vaatleme vdrrandit (2.1)»kusjuures kordajad a. .(i,j =
=1,...,n) olgu sdltumatute muutujate x1,...xn reaalsed
funktsioonid. Toome sisse uued sdltumatud muutujad yeens

fn, teisenduse

(2.2)
abil nii, et teisenduse jakobiaan oleks erinev nullist.
Siis

(2.3)

Asendades (2.3) vdrrandisse (2.1),teiseneb see kujule

milles

Fikseerime meid huvitavas piirkonnas punkti MQ koor-
dinaatidega X£,...,x* ning moodustame ruutvormi
n



mille kordajateks on vorrandi (2.1) kordajad a™ punktis

M . Lineaarteisendus
[N

u=L
-viib ruutvormi (2.5) kujule

Ye'bJlc
kt—
milles
] 153
ati = I__ Kr otfaoU - (2.7)
Algebrast on teada, et kordajate sobiva valiku
korral viib teisendus (2.6) ruutvormi (2.5) diagonaalkuju-
le
yYooox
"IL > 2.0
V1 2.0

milles kordajad Jiy on 0,-1 v&i 1.

Avaldistest (2.4) ja (2.7) jéareldub, et  ruutvormi
(2.5) kordajad teisenevad lineaarse muutujate vahetuse kor-
ral sama seaduse kohaselt nagu vérrandi (2.1) peaosa kor-
dajad teisenduse (2.2) korral. Kui teisendus (2.2) valida
nii, et punktis M

)

c° - U = ot (2.9)
<*: U0
kus on sellise lineaarteisenduse (2.6) kordajad,mis

viib ruutvormi (2.5) diagonaalkujule, siis see teisendus
viib vérrandi (2.1) kujule, milles peaosa kordajad omavad
punktis MQ vaartusi 0,-1 véi 1. Sellist vorrandi kuju
nimetatakse kanooniliseks ku.juks.

Vorrand (2.1) on punktis MQ elliptilist tuupi, kui
ruutvormi (2.5) diagonaalkujus (2.b) kdik n liiget on sama
margiga, Ulliptilist tulpi vdrrandi kanooniliseks kujuks
on
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5 0

Vorrand. (2.1) on punktis MQ hiiperboolset tuipi, kui
ruutvormi (2.5) diagonaalkujus (2.0) n-1 liiget on sama
margiga, Uks liige aga vastupidise margiga. Hiperboolset
tutpi vorrandi kanooniliseks kujuks on

b

Vorrand (2.1) on punktis MQ paraboolset  tuupi; kui
ruutvormi (2.5) diagonaalkujus (2.0) vahemalt iks kordaja-
test vordub nulliga. Paraboolset tllpi vdrrandi kanoonili-
seks kujuks on

o

Vorrand (2.1) on elliptilist, hiperboolset vdi para-
boolset tilpi piirkonnas,kui ta on vastavat tlupi selle
piirkonna igas punktis.

Tingimusest (2.9) jargneb, et vdrrandi (2.1) viib
punktis MQ kanoonilisele kujule teisendus

4
»u* k. Ny , *V). (2.10)
1

Kui vdrrand (2.1) on konstantsete kordajatega, siis
tihe ja sama muutujate vahetusega (2.10) saame vorrandi
taandada kanoonilisele kujule kogu maaramispiirkonnas._Mit-
tekonstantsete kordajate ja n>2 korral uldiselt pole.
voimalik leida sellist muutujate vahetust, mis  taandaks
vorrandi kanoonilisele kujule isegi ukskdik kui vaikeses
piirkonnas (vt. U1J).

2.2. Klassifikatsioon kahe s6ltumatu muutu.ju korral

Kahe sdltumatu muutuja (téhistame nad x ja y) korral
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teist jarku osatuletiste suhtes lineaarse vorrandi dldkuju
on

Olgu kordajad a-j*, al2 0a a22 meid huvitavas piirkonnas
D muutujate x,y reaalsed ja pidevalt diferentseeruvad
funktsioonid.

Toome sisse uued sOltumatud muutujad £ , seostega

(2.12)

kus funktsioonid ~ ja ¢ on kaks korda pidevalt diferent-
seeruvad. Teisenduse pddratavuse garanteerimiseks nduame,

et teisenduse jakobiaan Q& A oleks piirkonnas D nul-
list eri DU,4J)
ist erinev.

Vorrandis (2.11) esinevad otsitava funktsiooni osatu-
letised avalduvad jargmiselt;

+ Ix4 ,
~xx =aff XUkr +  fxx+ :
Xy = My *Wxfi
uw * un”itus M TU) N e
Asendades need avaldised vorrandisse (2.11)" saame
G™-m + @zu,M ~ (2.13)
milles
aM= 2-cnz'fx”  a 2i v,
Ct"2 ~ N1 M+ Q12 - tx)i-8210 >

- &MmV* mm 4* Ly ' Nrryn
Vahetu asenduse teel voib kontrollida, et kehtib vor-

-a, U, =(<2-a,uli) QW >
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s.t. avaldis ar2 - aia2?2 ei mauda muutujate vahetuse
(2.12) korral marki. Taandagu muutujate vahetus (2.12)
vorrandi (2.11) kanoonilisele kujule. Siis a2 = 0 ning
elliptilist tiupi vorrandi korral aya22> <* biperbool-
set tulpi vorrandi korral ay”™22< paraboolset til-
pi vorrandi korral aixa22 = SeeKa vorrand (2.11) on
piirkonna D punktis (X,y) huperboolset tuipi, kui a®, “*
- a|@mP? > 0 selles punktis; paraboolset tiipi, kui an?-

- a-Qa22 = ® selles punktis; elliptilist tuupi, kui a”? -
- a”a22 < 0 selles punktis. Pluuame leida muutujate vahe-
tuse, mis viiks vdrrandi (2.11) kanoonilisele kujule.

Esmalt valime funktsioonid LEG<Y) ja (x,y) selli-
selt, et teisendatud vdrrand (2.13) oleks vdimalikult lirb-
ne. Kui funktsioonid y(X,y) ja (<)) on osatuletistega
vorrandi

allzx + *a Vy + a22zy - 0 (2*15)
lahenditeks, siis = 0. tldsust kitsendamata voi-
me eeldada, et vaadeldavas punktis (x,y) kordaja a”~ PO
(pBhjendada*.). Lahendades voérrandi (2.15) kai ruutvdrrandi
ZX suhtes, saame tema asemel kaks vorrandit

o 2X+ (a<2Z-a™a2i.) =o. (2.16)

Harilike diferentsiaalvOrrandite teooriast on teada
(vt. CI2j ), et vdrrandite (2.16) lahendite z =vp(x,y) ja
z = @ (x,y) leidmiseks tuleb leida vdrrandite

b" dy + (al2xYa-0.70,” Jcix =0 (2.17)
esimesed integraalid

rxLy)*C o, dhOnLy) = C.

Harilikke diferentsiaalvdrrandeid (2.17) nimetatakse
vorrandi (2.11) karakteristlikeks vorranditeks. vdrrandite
(2.17) esimesi integraale aga vérrandi (2.11) karakteris-
tikuteks .

Olgu vdrrand (2.11) piirkonnas D hiiperboolset tiipi.

25



Sel juhul - &X «a22> 0 ning vorrandil

kaks parve karakteristikuid x,y) = G
Veendume, et muutujate vahetuse

|=F(x>y) , 4=y/(x,y)

(2.11) on

L (x,y) = C.

korral jakobiaan erineb nullist. Piki karakteristikuid

*x ctx +ifrdg - C,

gxdx m~rdy - O
ehk

dy dx dx
Vérrandite (2.17Ypdhjal

CXJR

Neist vOrdustest jareldubki, et

V*
* * <* *
Seega vaadeldav muutujate vahetus viib hiperboolset
tulpi vorrandi kujule
(rne)
Muutujate vahetus
<= , /3= 1il.
viib vdrrandi (2.18) kujule
X=X ~ U P>~ Biu> *uMI
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mis on vorrandi (2.11) kanooniliseks kujuks hiperboolset
tilpi vdrrandi korral. Hiperboolset tulpi vérrandite kor-
ral nimetatakse ka kuju (3.18) kanooniliseks.

Kui vdrrand (2.11) on piirkonnas D paraboolset tulpi,
s.t.

al2 *7all *a22 =0 >
siis on vorrandil ainult Uks karakteristlik vorrand
alldy + al2dx = 0

ning uks karakteristikute parv

L>(*Y) =c.

Teeme muutujate vahetuse

Antud juhul (x,y) on funktsioonist VvF (x,y) sdltumatu
suvaline funktsioon. Sellise muutujate vahetuse korral vor-
randis (2.135) a-Q = 0. Seose (2.14) pdhjal ka 112 =0
ning vdérrand (2.11) taandub kanoonilisele kujule

U4 = >a >UE U
Elliptilist tuupi vorrandi korral a™> - aja22 < ®
ning vorranditel (2.17)" pole reaalseid lahendeid. Olgu esi-
mese vérrandi (2.17) kompleksne integraal

4>(x,y) = C,
siis teise vOrrandi integraaliks on
:C'

milles ~*(x,y) on funktsiooni ~ (X,y) kaasfunktsioon.
Tuues sisse komplekssed muutujad
fu , 1=
teiseneb vérrand (2.11) kujule (2.18). Kuna £ ja ~ on
kaaskompleksid, siis tehes muutujate vahetuse

(2.19)
me l&heme uuesti (le reaalmuutujatele. MuutujatJfl vahetus

(2.19) viib vdrrandi (2.16) kujule <
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mis ongi elliptilist tilpi vorrandi kanooniline kuja.
2.3. Lineaarne konstantsete kordajatega vdrrand

Kahe s6ltumatu muutuja korral konstantsete kordajate-
ga lineaarne vdrrand omab kuju

axl“qa +2al2=Jy ¢a22<57 +bl1"*+b2“7 (2.20)
Karakteristikute parved on antud vérranditega

. _a**0-
_ 02 G Lol

millest jérgneb, et karakteristikuteks on sirged. Kui vor-
rand (2.20) on hiperboolset tiipi, siis muutujate vahetus

“S.k |

viib vorrandi kanoonilisele kujule

" UT77 + B/,UE + Bxuq;+ . (2.21)
Paraboolset tilpi vorrandi korral teeme muutujate va-
hetuse

| 2
|=a-- x , T=a
am

ning kanooniline kuju on
Uur+B.UARBN+Ca-PF rtj). 2 .22)
Elliptilist tuilpi vbrrandi korral muutujate vahetus

kujul

F-—— — —>»



viib vorrandi kanoonilisele kujule

UU + U#19+ B1US$+ +Cu = . (2.23)
Vorrandite (2.21), (2.22) ja (2.23) edasiseks liht-
sustamiseks toome u asemel sisse uue funktsiooni avaldise-

ga
u=-e Vv,

milles Q\ ja jj. on esialgu suvalised konstandid. Siis

UE = e AMu,?(vr+Av) , Ujjaer~C4j+>i\0,

eASHII(V]]| + 2.5V] +Alv), (2.24)
u@- yuV).
Asendades avaldised (2.24) voérrandisse (2.21) ning jagades
seejarel vdrrandi mdlemaid pooli suurusega saa-
me
IV * s+ 2->)v| +(B2~2)V,j ¢(/*- R2u+C)v=F~
milles

F, = F e 1Hryd}.

Konstandid J1 ja valime nii, et esimest jarku osatule-
tiste kordajad vorduksid nulliga (as-|-B, ,

Tulemusena saame

VIf -V, + Cy»R,,

milles
c=c,1(B]-B;).

Elliptilise vorrandi (2.23) korral valime
N=-—-1f4 > Y= “<"2C
ning, vérrand teiseneb kujule
*WWo+ =K, ,
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milles
c=2¢C

Paraboolse vérrandi (2.22) korral parast avaldiste
(2.24) asendamist saame

Mijrj +tB/|YE + (B2 +2jj)\/y += ("2 + B4> + +C)'/ =P
Sel juhul muudame nulliks ja V kordajad,vottes
B

Vorrand omandab kuju

2.4. ulesanded

1. Maarata vorrandi tilp ja viia kanoonilisele kujule.
Lihtsustada maksimaalselt.

a) - 25°gy " 8ui + 20uy - 5a + ex = 0.
b) 80 - -eut+ Uy + 2u =0,
0) “loc* 4u*y + 5V + “x&- 2uy + tt* °
d> “xx - 2“Xy + 40yy + 5ux + Juy + “ =0’
e)ln - 2uxy+ “yy + 2ux + 2uy + U*“ °’
« XX - ARy + AnYY + 2%y + ¢ °-
2. M&arata vOrrandi tulp ja viia kanoonilisele kujule
a) “&e+ 2cos X (3 + sin2)uMy + yu* = 0,
b) e™ur - Me>MAy - 3e2y“klyy = 0,
c) (I-zx)2~  + (1 + 2y)2u~. + 2yUy = 0,
d) y2Soc + *Scv + bx2uw = =*
e) e N -2-" +e M~u”n =0.
3. Viia kanoonilisele kujule vérrandid
a>Sdcc+ 2V - 2uW + 4%z * 5%zz ¢ ** + Yy =°'
b>'Soe+ 4t - yy * “zz - 2¥tx + Xz + “ty - 2%z =°-
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4. Leida muutujate vahetus, mis viib vorrandi
div [k(M) grad uj - gq-Q(u + F(M,t) = ~

kanoonilisele kujule punktis MQ.

S3. Matemaatilise flilsika 0les-
annete seade

3.1. Alg- .ia ra.iatingimused

Nagime, "et rida fllsikalisi protsesse on kirjeldata-
vad vOrranditega, mis on vorrandi

div [k(M)grad u] - q(Mu + F(M,t) = £ (3.1)
erikujudeks.

Vérrand (3.1) on n-mddtmelise ruumi Sn (n £ 3) mista-
hes punktis M = (X*,...»4) ja mis tahes t vaartuse korral
hiperboolset tiipi. Ta omab I6pmata palju erilahendeid.
Seepdrast ainult vdrrandist (3*1) ei piisa uuritava prot-
sessi tdielikuks mé&dramiseks. On vaja anda ette veel ules-
ande fulsikalisest sisust tulenevad lisatingimused.Sellis-
teks lisatingimusteks on algtingimused ja ra.iatingimused .

A?gtingimused kirjeldavad uuritavat fulsikalist prot-
sessi meid huvitava ajavahemiku alguses, s. t. alghetkel
t = 0. Rajatingimused naitavad, mis toimub wuuritava keha
vOi ruumipiirkonna £} rajal £

Hiperboolset tiupi vdrrandi korral algtingimused oma-
vad kuju

u(M,0) = ~(M), ut(M,0) = IB(M),

milles M ja Y () on etteantud funktsioonid. N&iteks,
keele vBnkumiste uurimisel esimene algtingimus annab keele
kdikide punktide jaoks hdlbe tasakaaluasendist alghetkel
(alghalbe), teine algtingimus aga Keele punktide Kkiiruse
alghetkel (algkiiruse).

Rajatingimused vdivad olla véga erinevad.Meie vaatle-
me ainult kolme pdhilist rajatingimuste liiki.
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Kui keel on kinnitatud otspunktides x = 0 ja x =t,
siis rajatingimused omavad kuju
u@,v) =0, u(fc,t) =0.
tildisem on olukord, millal keele otspunktid liiguvad mingi
seaduse kohaselt. Rajatingimused omavad siis kuju

u(0,t) = yuCt), u(E,t) =

kus Ppg(t) ja ™2it) on etteantud funktsioonid.

Rajatingimusi, mis annavad otsitava funktsiooni vaar-
tused keha rajal, nimetatakse esimest liiki ra.iatingimus-
teks. Nende uldkuju on

tIE = /UP}t) (Pet),

Teist liiki rajatingimuse saamiseks vaatleme vedru pi-
kivonkumisi juhul,kui otspunktis x =t mdjub vedrule aja-
liselt muutuv valisjoud p(t). See valisjoud on tasakaalus-
tatud pingejdu T poolts

Teet) =i>MSw!u] =pft>,
(o) GERATY)

Rajatingimuse vdib kirjutada kujul

pC-t)

Erijuhul, kui otspunkt x = £ on vaba,
r(2,v) =0
Rajatingimust sellisel kujul nimetatakse vaba otanunk-ti

tingimuseks.
tldiselt teist liiki rajatingimus on kirjutatav kujul

31 2=vCp*>
kus on on tuletis raja ZJ valise normaali suunas, ning

P6 2.
Kolmandat liiki ra.iatingimuse tuletamiseks vaatleme

varrast, mille otspunkt x =£ on kinnitatud elastselt
vedru abil, kusjuures vedru teine otspunkt liigub varda pi-
kitelje sihis ja tema hdlve algasendist on antud funktsi-
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ooniga r(t). Vedru poolt vardale mdjuv joud, mis on vodrde-
line vedru pikenemisega, on tasakaalustatud varda otspunk-
tis x = t tekkiva pingejduga:

k(0) S (E)uUrCEt) = oL £r(t) - u(£,t)J ,
kus oL on vedru jaikuskoefitsient. Rajatingimus on kirjuta-
tav kujul

lCet) + fo(t),
milles
N o o ) = N\
T~-fecf)sce) Gt kU)S(e)

Kolmandat liiki rajatingimuse (ldine kuju on

+ (PeE).

Margime, et vaadeldud rajatingimuste kolm Iiiki on
Gles kirjutatavad Uhise avaldisega

[ Tcfn + s “P(pt) (y=+™ *0)e (52

Esimest liiki rajatingimuse saame, kui ~ s 0, teist Iiiki

rajatingimuse puhul =0ning A~ 0 ja i 0 kor-
ral on tegemist kolmandat Iiiki rajatingimusega.
Vérrand

div £Ek(M)grad u} - g(Mu + P(M,t) = g (M1 (3.3)
on paraboolset tiupi (veendudal!). Sel korral on ainult tiks
algtingimus,

u(M,0) = vf (M),
mis annab otsitava suuruse vaartused alghetkel, Naiteks,
soojusjuhtivuse vdrrandi korral algtingimus annab tempera-
tuuri jaotuse kehas alghetkel.

Vaatleme kolme pohilist rajatingimuste liiki vorrandi-
le (3.3)

1. Keha raja hoitakse etteantud temperatuuril IL(P,t):

uiz = /LcCP.1),
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2. Antakse ette soojusvoog Q(P,t) labi raja:

ehk

3. Antakse ette keha (mbritseva keskkonna tempera-
tuur 0. Sel juhul soojusvoog lébi raja 2 vastavalt New-
toni seadusele

Q - 6(0-u)s

ja vastavalt Fourier* seadusele

Saame

milles

Naeme, et vorrandi (3-3) korral kolm pdhilist raja-
tingimuste liiki on samuti matemaatiliselt Kkirjeldatavad
avaldisega (3%2).

Elliptilist tdlpi vlérrandi nditeks on Poissoni ja
Laplace®i vorrandid, svrmotsitav  funktsioon ei séltu
ajast, siis elliptilist tiipi vorrandi korral algtingimu-
sed puuduvad. P&hilised rajatingimuste [liigid on samuti
esitatavad kujul (J.2), kus funktsioon (O sdltub ainult
raja 2 punkti P koordinaatidest.

3.2. Segaillesanne. ra.iaulesanne. Cauchy ilesanne

Nagu juba o6eldud, teist jarku osatuletistega diferent-
siaalvorrandi lahendi Uheseks m&dramiseks on vaja ette an-
da lisatingimused. Vastavalt lisatingimuste iseloomule
eristame jargmisi matemaatilise fillsika Ulesannete pd-
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hiliike: segaulesanne, ra.iailesarme ja Cauchy (lesan-

ne.
Olgu S~c;Rn lahtine tdkestatud giirkond, milles toi-
mub uuritav protsess, Z selle raja, sulund. Protsessi
kulgemise uuritavat ajavahemikku tdhistame O0c t” T, ehk
(0,TJ , seejuures voib olla T = < . Lahtist piirkonda,
mille korral ja 0< t~ T, tahistame <=J1*(c,TJf
kinnist piirkonda, kus Mel ja 0i t<T, tahistame
<5=52 aCC, Tj. Tahistame veel T"sE£n*(o0,Tj ja

I~ RnxCO, ije siimboliga Cm(B) tahistame piirkonnas
maaratud ja m korda (0 £ m <oo ) pidevalt diferentseeruva-
te funktsioonide hulka

a) Segaillesandeks nimetatakse Utlesannet, mille korral
antakse ette nii alg- kui ka rajatingimused. Segalillesanne
esineb huperboolset vB8i paraboolset tiupi vdrrandi korral,
kui uuritav protsess toimub tdkestatud ruumipiirkonnas.

Segatlesande hiperboolset tuipi voérrandi (3*1) jaoks
voib formuleerida jargmiselt: leida kinnises piirkonnas
C maaratud funktsioon u (M,-t)e CH6YICz®),mis rahul-
dab

1) lahtises piirkonnas G vorrandit (3.1),

2) algtingimusi

uM,0) = do(M), WLMO) =* (W) (M6S2),
3) rajatingimust

Paraboolset tilpi vorrandi korral asendub  vdrrand
(3*1) loomulikult vérrandiga (3.3) ning puudub teine alg-
tingimus .

S6ltuvalt rajatingimuse liigist eristame esimest,teist
ja kolmandat liiki segailesandeid.

b) Rajalillesanne esineb elliptilist tilpi vodrrandite
korral, kui otsitav funktsioon ei sdltu ajast ja ta on for-
muleeritav jargmiselt. Leida kinnises piirkonnas Q maa-
ratud, funktsioon u(m) e CUI)0 C2(JT), mis rahuldab
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1) lahtises piirkonnas SI vérrandit

div[k(M) grad uj - gq(Mu = P(M),
2) rajatingimust

[€e* N +T*u) x - Pcp>

Elliptilist tiupi vlrrandite korral esimest liiki ra-
jatingimust

uj2 *;u(P)

nimetatakse Dirichlet” ra.jatingimuseks. teist liiki raja-
tingimust

Neumanni rajatingimuseks. Esimest ja teist liiki rajalles-
andeid nimetatakse ka vastavalt Dirichlet" ja Neumanni ra-
.1aulesanneteks.

Kui piirkond 52 » kus vdrrandile lahendit otsitakse,
on tdkestatud piirkond, siis on tegemist sisemise ra.iailes-
andega. Kui aga piirkond £2 on ruumi Rn osaks, mis asub
véaljaspool mdnesugust tdkestatud piirkonda, siis nimetatak-
se rajailesannet valiseics. riex korral on vaja lisaks raja-
tingimusele veel ette anda otsitava funktsiooni k&itumine
I6pmatuses.

c) Rajal kehtiva reziimi moju rajast killalt kaugel
asuvates punktides avaldu.o alles kullalt pika ajavahemiku
jarel. Seeparast juhtudel, kui meid huvitab uuritav nahtus
ajavahemikus, millal rajareziimi m6ju on veel ebaoluline,
voime segalilesande asemel vaadelda llesannet ilma rajatin-
gimusteta kogu ruumis Rn. Sellist Ulesannet nimetatakse
Cauchv Ulesandeks ehk algvaartus-ilesandeks.

Paraboolset tlupi vdrrandi korral vdib Cauchy llesan-
de formuleerida jargmiselt. Leida piirkonnas I méiratud
funktsioon u(,-fc) = C=(F) N mis rahuldab

1) piirkonnas I vorrandit (3.3),

2) algtingimust
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uiM,0) = M) (MC Rn).

Analoogiliselt formuleeritakse Cauchy ulesanne hiper-
boolset tuupi vdrrandi (J.1) korral. Lisaks tuleb teine
algtingimus ning otsitav funktsioon (M, t)eC40H CI(r),

Peale vaadeldud kolme matemaatilise fulisika llesanne-
te pdhiliigi vOib mérkida veel jargmisi Ulesandeid.

Huvitagu meid varda pikivénkumine otspunkti x = 0 la-
heduses ajavahemikus, millal teises otspunktis valitseva
rajareziimi mdju on ebaoluline. Sel korral véime vaadelda
jargmist ulesannet poolldpmatu varda -jaoks. Leida x£0 ja
0%t~ T korral md&ratud funktsioon

u Cxjt) e. Cr(x»0; tiT) J1IC2Cx>0, O<t fT), mis
1) rahuldab vérrandit

N-Efe(X)ux] ik (x,t)= "(X)ui+ (x>0, 0<t$T),

2) rahuldab algtingimusi
ux,0) = f (), U.&x.0) = ¢,
3) rahuldab rajatingimust
Ci A

Uuritava nahtuse iseloom ajavahemikus, mis on kaugel
alghetkest, on praktiliselt mdaratud rajareziimiga, kuna
igasugusele reaalsele slsteemile omase "hddrdumise” tdttu
algreziimi mfju ajaga nbrgeneb. Seda tulpi uUlesandeid koh-
tame, nditeks, juhul kui susteemi ergutatakse pikaajali-
selt perioodilise rajareziimiga. Segalillesande asemel vdib
vaadelda jargmist algtingimusteta Ulesannet.

Leida piirkonnas £2 ja t >-«» korral madratud funkt-
sioon u(lvJeC"(B,t>-w)nC2(B,t>-«)) mis
rahuldab

1) piirkonnas ja t>-«o korral vérrandit (3.1),
2) rajatingimust

CxJt+ JE=PIpt) <*»-“)m
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Eespool esitatud Ulesannete omapdraks on see, et eel-
datakse lahendi killaldast siledust (lahendi enda ja tema
osatuletiste pidevust) ning lahend rahuldab vérrandit sel-
le md&ramispiirkonna igas punktis. Sellist llesande seadet
nimetatakse klassikaliseks ja vastavat lahendit - Klassi-
kaliseks lahendiks. On selge, et lahendi killaldase sile-
duse nduet on voimalik taita ainult siis, kui vlrrandis
esinevad funktsioonid kM), gM), W) ja FWM,t) on
pidevad. Praktikas pakuvad aga killalt suurt huvi (lesan-
ded, mille korral, nditeks, funktsioon F(M,t) on isedra-
sustega. Tuleb loobuda lahendi sileduse nbéudest ja votta
kasutusele nn. dldistatud lahendi mdiste. Sel kisimusel
peatume lihidalt m8nevdrra hiljem.

3.3. ulesande seade korrektsus

Matemaatilise fulsika Ulesanded kirjeldavad reaalseid
fulsikalisi protsesse. Seeparast on loomulik, et Ullesanne-
te seade peab tagama jargmiste tingimuste téitmise:

1) lahend eksisteerib mingis funktsioonide klassis M*,

2) lanena on uhene mingis funktsioonide klassis M2,

3) funktsioonide klassis M~"0 lahend sdltub pide-

valt Ulesande lahteandm"test.
Lahteandmete all me mdistame alg- ja rajatingimusi»vdrran-
di vabaliiget, vorrandi kordajaid jne. tlesande* lahendi
pidev s6ltuvus, nditeks, rajatingimusest

ur2 = (3(PyC)

tédhendab jargmist. Olgu meil funktsioonide jada Rk (P,t)
(k =1,2,...), mis koondub teatud mdttes funktsiooniks
A Ci3»t) ja olgu uk(M,t) funktsioonile = Bfc(P,t) vastav
tilesande lahend, u(M,t) aga funktsioonile 8 (P,t) vastav
lahena. Kui jada uk(M,t) (k = 1,2,...) koondub teatud mot-
tes funktsiooniks u(M,t), siis oeldaksegi,et llesande la-
hend sdltub pidevalt lahteandmetest (antud juhul rajatin-
gimusest) .

Ulesannet, mis rahuldab kdiki kolme eespool toodud tin-
gimust, nimetatakse 1-correktseks.



Lahendi olemasolu nbae tuleneb asjaolust,et kui Ulles-
anne kirjeldab reaalselt toimuvat protsessi, siis peab
tlesandel labend eksisteerima. Lahendi olemasolu nditamine
on tihedalt seotud sellise funktsiooni konstrueerimisega,
mis rahuldab kdiki Ulesande tingimusi.

Lahendi Uhesuse ndue tuleneb sellest, et kindlate lah-
teandmete korral fiusikaline protsess kulgeb mingil Kkind-
lal, uhesel viisil. Seepdrast fuusikalistest kaalutlustest
lédhtudes peab ulesandel olema Uhene lahend. See vajab aga
ranget matemaatilist tdestust.

Lahendi stabiilsuse (pidev s6ltuvus lahteandmetest)
ndue tuleneb jargmistest fulsikalistest kaalutlustest.iles-
ande l&hteandmed saadakse tavaliselt eksperimendist médtmi-
se teel. MGG-emisvigade tdttu pole l&hteandmed té&psed. on
selge, et matemaatiline ulesanne on heas kooskdlas tema
poolt kirjeldatava protsessiga, kui vadike viga ladhteandme-
tes toob kaasa ka véikese vea ulesande lahendis.

Tuleb mérkida, et rakendustes esineb kiillalt sageli
ka mittekorrektseid llesandeid. Sellise (lesande lahenda-
miseks puitakse leida korrektsete ilesannete jada nii, et
vaadeldav mittequrektne Ulesanne oleks nende korrektsete
tlesannete piirjuht. Mittekorrektse Ulesande lahendiks voe-
takse siis kullalt ldhedase korrektse ilesande lahend.Mit-
tekorrektsete ulesannete teoorial me kdesolevas Oppevahen-
dis pikemalt ei peatu.

Mittekorrektselt seatud ulesande nditena tuuakse ta-
valiselt tlesanne, mis konstrueeriti Hadamard"i poolt.
Oauchy (lesande

utt + “&x = (Laplace™i vorrand)

u(x,0) = 0, ut(x,0) =i sin kx
laaendiks on funktsioon
ih fet
Uy ) = S0 Sin Uk.
i » , siis teises lisatingimuses g-si-nls* - O
Lisatingimuse ut(x,0) = 0 korral Ullesande lahendiks oleks
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u(x,t) = 0. Kuid x jtram (n = 0, il,...) korral
uk(x,t) A 0,kul K-*x> . Lahendi stabiilsuse ndue pole
taidetud.

3.4. Segallesanae lahendi ainsus

Vaatleme segaulesannet hliperboolsele vérrandile Uhe-
modtmelisel juhul. Leida piirkonnas £2 = xCO,Tj
maaratud funktsioon m(x,*)«e C Z(52%), mis rahuldab

1) lahtises piirkonnas SI- (0,0 >a#rjvérrandit

o [fc ox - %X)u i (x,,t) * , (3.4
2) algtingimusi
ux,0) = g>(x), ut(x,0) = i(x),

3) rajatingimusi

Seejuures vorrandis (3«4) esinevad funktsioonid ">(x) > 0,
qg(x) ~ 0 ja k(x) > 0 olgu pidevad 0 «x <€  korral,
rajatingimustes esinevad suurused n N ja ol-
gu mittenegatiivsed. Nditame, et toodud Ulesande lahend on
thene.
Olgu u-j™Xjt) ja u2(x,t) selle ulesande kaks lahen-
dit. Funktsioon v(x,t) = u-"x.t) - Ugtejt) rahuldab ilm-
selt piirkonnas ,52 vdrrandit
~[fe(x)*]-4/x)v » 9Cx)" , (3.5)

algtingimusi
v(x,0) = vt(x,0) = 0

ning rajatingimusi
[t<v«-TivJ,.o = Cxi V** 0- CJ %)

Naitame, et v(x,t) 5 O.
Vaatleme abifunktsiooni
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r
E(D = [-i[feV)(11)2+ 9 CY(IN/+<M (Y %(3.7)

O
mida nimetatakse energiaintegraaliks. Ta annab vdnkuva siis-

teemi kineetilise ja potentsiaalse energia summa (vt. £1]).
Leiame %hg

Tanu funktsioonide k(x), q(x), * (X), aga samuti
funktsiooni v(x,t) ja tema osatuletiste pidevusele 138i-
gul [O0,£] voime avaldist (3*7) diferentseerida integraa-
limérgi all;

o
Integreerides esimest liidetavat ositi, leiame

di,4W |v |v
dt— dx ot IO

Kuna funktsioon v(x,t) rahuldab vérrandit (3.5), siis

at - Y odax dt

Kui rajatingimused (3.6) on esimest liiki,siis v(0,t)=
=v( £ ,t) =0, kust jargneb v».(0,t) = v (1 ,t) = 0. See-
ga dE - 0. Teist liiki rajatingimuste korral vx(0,t) =
= vx(i ,t) = 0 ning €3.0) pdhjal L, = 0. Jarelikult esi-
mest ja teist liiki rajatingimuste Kkorral

e

Ett) =E(0) =~-J[ + (Ifxjfgf) + <r(x)v2 todx.

0
Algtingimuste pbhjal v(x,0) = 0 (siis ka vx(x,0) = 0)
ja vA(x,0) = 0. Seega E(t) = E(0) =
Kolmandat liiki rajatingimuste korral
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X

- 3y Lo
*X=0 8A X-0 0x-
Parast asendamist avaldisse (3-0) leiame

S Javl
“m

Integreerides saame

Je 1 fMad

ehk

E(t)- ECO) - {[ Jte>v “|x.t+
- lifcOodvlt*.» - ~Afe(x)vi |[«=0] «
A 4=0 f4 -t-0

Esimesest algtingimasest v(x,0) = 0 jargneb, et v(£,0) =
= v(0,0) = 0. Eespool naitasime, et E(0) = 0. Seega

E<tb-KE£2nxet+tffeMv>|xJ * 0.

Teiselt poolt funktsiooni E(t) avaldisest (3«7) jéargneb,
et E(t)E 0. Seega ka kolmandat liiki rajatingimuse korral
E(t) = 0.
Avaldise (3.7) pohjal E(t) = 0 ainult siis, Jui
vx(x,t) =0, vt(x,t) = 0.
Seega
v(x,t) = const = v(x,0) =0, m o. t. t

3.5. Maksimumprintsiip
Tdestame jargmise teoreemi, mis on tuntud maksimum-
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printsiibi nime all ja mis omab olulist kohta paraboolset
tulpi vdrranditega seotud llesannete uurimisel.

Teoreem: Kinnises piirkonnas G pidev funktsioon
u(M,t), mis lahtises piirkonnas G rahuldab vdrrandit

div [k(M)grad uj - g(Mu = " (Mut (3*9)

on kas piirkonnas G mittepositiivne vdi saavutab maksi-
maalse (positiivse) vaartuse kas ajahetkel t = 0 voi ra-

jal £
Toestus: Tahistame

max£o, max n(M,E), max =

t=0 -tcto.Tj

Oletame vastuvéiteliselt, et funktsioon u(M,t) on piir-
konnas G positiivne ja saavutab maksimumi  punktis
£2 ja hetkel tQ*= (0,Tj, s.t.

u(MO,t0) =m+ £> m> 0.

Moodustame abifunktsiooni
v(iy-t) - U(
Ilmselt
u(M,t) ~ v(to,t) ~ uGgidt> + jr * kui (M,t)e<S .

Seega
v(MO,t0) > u(MO>t0) = m + £.

Funktsioon v(M,t) kui pidev funktsioon saavutab kinnises
piirkonnas G. maksimaalse vaartuse. Olgu see punktis
hetkel t~ Siis

v(M1,t1) » v(MQ,t0) > m + £.>£..
lgas raja 2 punktis P
V(P,-0< Vv(Px)+[-=v{P,iKt*-~~a(P,t:)+£5rT)+£i v(MO -f0)
jb hetkel t =20

WM,0)< V(M,0)+]. = m+£ i v/ Mo>telL
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Seega da t"« (0,tJ. Kai funktsioon v(M,t) omab
(M~ t~) korral maksimumi, siis

Arvestades, et

dt  dt 2.7 ALL =AYV

leiame

dwlLkijiadal*<lulM =

= M f-bAU-g-iftd-tgaada + ~u,!" =

~ Ll - feAv - fgtattv+crv-" ArjM<»

Saadud tulemus Otleb, et funktsioon u(M,t) ei rahulda
tihes piirkonna G punktis vdrrandit (3.9)» mis on vastuolus
teoreemi eeldusega.

Maksimumprintsiibist vdib teha mitmed jareldused.

Jareldus 1: Piirkonnas G pidev funktsioon u(M,t),
mis piirkonnas G rahuldab vérrandit (3*9) on kas piir-
konnas G mittenegatiivne vb6i saavutab minimaalse (nega-
tiivse) vaartuse kas hetkel t =0 vdi rajal 2 -

See nn. miinimumprintsiip jareldub maksimumprintsii-
bist funktsiooni - u(M,t) jaoks.

Jéareldus 2: Esimest liiki segailesande

div £k(M)grad uj - g(Mu + F(M,t) = ~DHur. (M, t)«G,
u(M,0) = duM) Mch) f

uj2= <3(P,t) (Pez ,t«=Co0,TJ)
klassikaline lahend on (hene.



Olgu u™(M,t) ja UgCMjt) selle &lesande kaks lahen-
dit.
Funktsioon u(M,t) = ur(Mft) - UgCM™) rahuldab 1ilmselt
vorrandit (3*9) da lisatingimusi
uM,0) =0, ulr =0.
Maksimum- ja  miinimumprintsiibi kohaselt saavutab
funktsioon u(M,t) maksimaalse ja minimaalse vaartuse kas

rajal Zz v6i ajahetkel t = 0. Heed vaartused vdrduvad
nulliga, mis tdhendabki
u(M,t) = - UgCM.t) i O.

Jéreldus 3* Esimest liiki segailesande klassikaline
lahend s6ltub pidevalt funktsioonidest if<M) ja
Olgu u(M,t) segailesande
div (k grad u) - qu+ F = ~uw.,
u(M,0) = ip(W), ulf =RBP,b
lahend, G(M,t) aga segalilesande
div (k grad () - qi + F = Q 14,
i(m,0) = w@# ule = B (.0
lahend ning olgu
Ib(M)- d(M)| < £ ja  |"CPMY)-MP LML,
Funktsioon u-u rahuldab vdrrandit (3*9) ning nii rajal £
kui ka ajahetkel t =0
ILi-UI<E
ehk
-£c U-U ,
Maksimumprintsiibist jareldub siis otseselt, et kogu piir-
konnas G

ehk
lu-dl<e,
Maksimumprintsiip omab selge fulsikalise tahenduse.Ku-
na soojus levib kdrgema temperatuuriga piirkonnast madala-
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raa temperatuuriga piirkonda, siis soojusallikate puudumise
korral saab keha temperatuur olla maksimaalne kas alghet-
kel vbi keha pinnal.

3.6. (llesanded

1. PUstitada ilesanne varda pikivonkumiste leidmiseksf
kui otspunkt x = 0 on kinnitatud jaigalt ja otspunktis
x =1 on varda killge risti tema teljega kinnitatud vede-
liku sisse asetatud plaat. Vedeliku poolt plaadile mdjuv
takistusjdud on vordeline plaadi liitkumiskiirusega. Alg-
halve ja algkiirus on suvalised.

2. Plstitada Ulesanne vertikaalse vedru pikivonkumis-
te leidmiseksj kiii otspunkt x = 0 on kinnitatud elastselt
ja otspunktis x =1 on vedru killge kinnitatud raskus mas-
siga m. Alghalve on suvaline, algkiirus on null.

3. Plustitada ulesanne elektriliste vdnkumiste leidmi-
seks vaga vaikese takistuse ja kaoga juhtmes, kui otspunkt
x = 0 on maandatud labi takistuse RQ, otspunkt x =1 on
maandatud l&bi mahtuvuse CQ. Pinge ja voolutugevuse jaotus
alghetkel on suvalised.

4. Pistitada ulesanne poolldpmatu varda soojenemise
jaoks,kui varda otspunkt pdleb, ning pdlemisfront, mille
temperatuur on if(t), levib kiirusega v piki varrast.
Alghetkel on temperatuur vardas null.

5. Plstitada ulesanne vertikaalse vedru pikivonkumis-
te leidmiseks, kui otspunkt x = 0 on kinnitatud jaigalt
ja otspunktis x =1 on vedru kiillge kinnitatud raskus mas-
siga m, mis alghetkel t = O lakkab mgjumast.
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84. distatud funktsioonide ja
di

|
Ul statud lahendi modiste
4_1. Uldistatud funktsioonid e. distributsioonid

Ruumis Rn médratud funktsiooni ) ERAN 69
kandjaks supp o (luhend ingliskeelsest sdnast "support™)
nimetatakse selliste punktide xeR1l hulga sulundit, mil-
les funktsioon erineb nullist. Kui funktsiooni kandja on
tokestatud, siis nimetame funktsiooni finiitseks.

Vaatleme selliseid ruumis Rn mdédratud funktsioone
<f(x),mis omavad mis téhes jarku pidevaid tuletisi, s. t.

(xX) & C*=CRn) ja mis on finiitsed. Neid funktsioone
nimetame pdhifunktsianideks ja pdhifunktsioonide hulka ni-
metame pohifunktsioonide ruumiks D . P&hifunktsioone vdib
liita ja reaalarvuga korrutada. Tulemuseks on jallegi po-
hifunktsioon. Seega ruum D on lineaarne ruum. (Utleme, et
pohifunktsioonide jada ), 20(),.--, x),---
koondub ruumis D pdhifunktsiooniks <f(x), kui 1) leidub
selline tdkestatud hulk (<= Rn, et supp ifK<=lu(k=1,2,...)}
2) iga taisarvu oc korral funktsioonide jada D * ifK(X)
koondub ihtlaselt funktsiooniks Siin oleme kasu-
tanud tahistust

a*y>(*,,xas.. ,fxn,
D*f(x) =
1C ¢

milles ...t = .
On selge, et ruumi D kuuluvad funktsioonid ei saa ol-
a analultilised. Tdepoolest, iga ruumi D kuuluv funktsi-
oon on vordne nulliga valjaspool mingit kera (finiitsuse
tottu). Kui ta oleks seejuures analuitiline, siis analii-
tilise funktsiooni ainsuse teoreemi kohaselt oleks see
funktsioon identselt vdrdne nulliga.
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Pohifunktsiooni naiteks on funktsioon

t* Er-lx<ir )
e ,kui Ix14€£ ,
Cer b £
6 t0 , kui Ixl > £,

kus IXI=Y*N+xE£E+ . *. mX,, ,£>0 Jct CE£ on normeeri-
mistegur, s.t. Cg on valitud nii, et

Jw £Cx)dx =4 .
. R"

Me Utleme, et ruumil D on maaratud funktsionaal f,kui
on antud eeskiri, mille kohaselt igale funktsioonile
d(<)« D on vastavusse seatud mingi arv, mille tahista-
me < f,<p>,

Funktsionaali f me nimetame lineaarseks, kui mis tahes
kahe skalaari A ja fL ning suvaliste pdhifunktsioonide

ifA*) ja korral kehtib vordus

< f + hdz>-
Punktsionaali f me nimetame pidevaks,kui pdhifunktsioonide
jada (<), dR (<),... koondumisest pohifunktsiooniks
if(x) jargneb arvjada < £, if,>4 f,wyz> ~... koondu-
mine arvuks < -f,vf> O
Uldistatud funktsioonideks e. distributsioonideks ni-
metatakse pdhifunktsioonide ruumil maadratud pidevaid li-
neaarseid funktsionaale. Kdikide ruumil D médaratud distri-
butsioonide hulka nimetatakse distributsioonide ruumiks D*
Ruum D* on lineaarne ruum,kui distributsioonide f ja ¢
lineaarne kombinatsioon defineerida  funktsio-
naalina, mis on arvutatav jargmiselt;

Koondumine ruumis D* defineeritakse jargmiselt: distribut-
sioonide jada f°,f2,... koondub distributsiooniks f ruumis
D, kui iga (p(x)e0 korral arvjada < >, ...
koondub arvuks < £» o> e
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Oeldakse, et distributsioon f on piirkonnas c Rn
vordne nulliga;kui iga p6hifunktsiooni ip(x) , mille supp
, korral c > = 0. Distributsiooni f kand.iaks
supp T nimetatakse nende ruumi Sn punktide hulka, mille
Uheski Umbruses distributsioon f ei v8rdu nulliga. Distri-
butsiooni nimetatakse finiitseksfkui tema kandja on. tdkes-
tatud.
Olgu f(x) ruumis Rn lokaalselt integreeruv funktsioon,
s.t. ta on integreeruv ruumi Rn igas Idplikus piirkonnas.
Selle funktsiooni abil me vdime 1igale pohifunktsioonile
seada vastavusse arvu

=J £iss>)dr =T FOQYip(Yde (4.1)
Rn supp b
s.t. defineerida funktsionaali. Selliselt defineeritud

funktsionaal on lineaarne ja pidev (veendudal), s.t. ta on
distributsioon. Valemiga (4.1) mdaratud distributsioone ni-
metatakse regulaarseteks. Seega iga lokaalselt integreeruv
funktsioon médrab valemi (4.1) kohaselt regulaarse distri-
butsiooni. On vdimalik ndidata, et iga regulaarne distri-
butsioon on madratud he kindla lokaalselt integreeruva
funktsiooni poolt. Jarelikult ruumis Rn lokaalselt inte-
greeruvate funktsioonide ja regulaarsete distributsioonide
vahel on iiksilihene vastavus. Seeparast v@ib samastada lo-
kaalselt integreeruvat funktsiooni ja tema poolt valemiga
(4.1) maaratud regulaarset distributsiooni.

Distributsioonide jaoks kasutatakse sageli ka téhis-
tust Ff(x), millega rdhutatakse seda, et funktsionaali fF
rakendatakse funktsioonidele, mille argumendiks on x =
= (x1...,xa).

Distributsioone, mis pole regulaarsed, nimetatakse sin-
gulaarseteks.

Tehetest distributsioonidega vaatleme kéesolevas ai-
nult distributsiooni ja funktsiooni korrutist ning distri-
butsiooni tuletist.

Olgu a(x) rais tahes arv korda pidevalt diferentseeruv
funktsioon, s.t. Funktsiooni a(x) ja
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distributsiooni £e D lkorrutiseks nimetame distributsi-
ooni af, mis igale pdhifunktsioonile wvp(x) seab vasta-

vusse arvu
<aty>-<T ap>

Distributsiooni f o(—jarku tuletiseks nimetame dist-
ributsiooni mis igale pd&hifunktsioonile u>(x) seab
vastavusse arvu

< , F > D°4p>.

Distributsioon on I6pmata arv kordi diferentseeruv.

On lihtne kontrollida, et kehtivad tavalised diferent-
seerimise eeskirjad;

D*(f + g) =D°"f + D"g,
D1 (af) = (Dla)f + aJ~f.

Méargime, et regulaarse distributsiooni tuletis ei tarvitse
olla regulaarne distributsioon. Kui distributsioon f on
regulaarne ja temale vastav lokaalselt integreeruv funkt-
sioon f(x) on m korda pidevalt diferentseeruyv, siis
n £ m korral on ka distributsioon D* f regulaarne ja
uldistatud tuletis DOMf langeb kokku funktsiooni (f(x)
vastava klassikalise tuletisega.

Eespool ne esitasime ainult olulisemad modisted seoses
distributsioonidega. Pd&hjalikuma kasitluse vBib leida
E. Tamme ja G. Vainikko loengukonspektist £7J vo&i O6piku-
test [6) ja [93.

4.2. Delta—funktsioon <TCX)

Delta—funktsiooniks (I(x) nimetatakse distributsioo-
ni, mis igale poéhifunktsioonile <p(x) seab vastavusse ar-
vu ¢®(0), s.t.

< <f\» > -my>(0).

Delta—funktsioon on singulaarne distributsioon.Téepoolest,
oletame, et eksisteerib lokaalselt integreeruv funktsioon
f(x), mille jaoks
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| £0ipodx = i ).

RN
See vOrdus peab kehtima mis tahes pohifunktsiooni <f (x)
korral. Ta peab kehtima ka siis, kui

EZ

&l —ca
B , kui IXI™ £,

*
f((X) , kui IxlI > s,

[ FOOE £ iox = e
IXI<E (4.3)
Kui £-%0) siis vOrduse (4.J) vasakul pool seisev integraal
laheneb nullile. See‘on aga vastuolus vOrdusega (4.3). Ja-
relikult vordus (4.2) ei saa kehtida ja delta—funktsioon
pole regulaarne distributsioon.
Sageli kasutatakse veel "nihutatud" delta—funktsioo—
ni clT(x — xQ), mis on maaratud seosega

< <r(x-xB>, <f(x)> "Ue)-
Naitame, et delta—funktsioon on finiitne, kusjuures
tema kandjaks on Uhepunktiline hulk {oj . Vaatleme punkti
x«Rn, mille korral jxi *=0. Me vOime alati leida sellise
punkti x Umbruse U, et O0«U. Iga pohifunktsiooni (p(x)
korral, mille kandja suppifcru, kehtib seos

< <, If> ssp(0) = o.
Distributsiooni kandja definitsiooni jargi siis punktid

xe Rn, mille IxlyvO , ei kuulu delta—funktsiooni kand-
jasse. Olgu U' punkti x = 0 suvaline Umbrus. Iga pdhi-
funktsiooni ip(x) korral, mille jaoks kehtib tingimus
Oe. suppipc ul, saame < y=>> ip(0) . Seega punk-

ti X = O Uheski Umbruses delta—funktsioon ei vordu nulli-

ga, mis tahendab, et punkt x = 0 kuulub delta-funktsioo-
ni kandjasse.
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Delta—funktsiooni tuletised on distributsioonid, mis
igale funktsioonile ipeD seavad vastavusse arvu

< h> =(—4)<< ¢} >=(-"0°4D ety(0).
Vaatleme Uhemuutujafunktsiooni f(x), mis on kdikjal
pidev ja omab pidevat esimest jarku klassikalist tuletist
f'(x), valja arvatud punkt x = xQ, kus funktsioon ise ja
tema tuletis on katkevad. Leiame vastava regulaarse dist-
ributsiooni uldistatud tuletise 10

< f>=-<f,  =-]FOOVF ()dx=- I .CxtyMdix-

—-J f(X)<p'(X)dx = = F(Xo—-0)"(x0) J NM(*)M(X)cb< +
*0 <>

+ {(X.+0"Cx.) +J £ (x)4>(*)dx = [{60+0)— F(x0-0)]F(x>

4

A £'(X)vF(X)dx = [f(xo+0)—fC*0-0)] < ft<—X0), >+

=0

4< f(x),4>>= < [f (*o+0)— £Cx0—-0)] (TCx—xO0) 4 f(*3 , >,
Seega

D*f = f'(xX)+ ["Cx0-0)-"x,,—0)J (ftx—x.). (4.4)

Olgu funktsiooniks f(x) Heaviside* funktsioon
i 0 . kui I<0,
= ( 1 , kui Xx&£0.
Seose (4.4) pobhjal
d"g « <T(X).

Kuna eespool vaadeldud funktsioon £0g(x) on lokaal-
selt integreeruv, siis ta maarab regulaarse distributsioo-
ni, mille vdib samastada selle funktsiooniga. Naitame, et
distributsioonide (x) jada koondub £-* +0 korral

delta—funktsiooniks. Koondumise definitsiooni kohaselt ruu-
mis D1 on vaja naidata, et mis tahes v*(xX)«*D korral

Ivi J Qx(x) q)(x)dx = <(T, 4>> — LI5(0).
t >0 Rn
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Tanu pdohifunktsiooni L>(x) pidevusele vOib mis tahes
~ > 0 korral leida sellise £0> 0,et | |l<
kui Ix.)<£EO0 . Siis iga £ < £0 korral

1J tOfdJ)~MU)o | x —vi>(0)] = 'J wb(X)if(x)cb<—i(>(0) [W\(X)c#x| =
R" R» R

= 1 ( WECX) [4)Cx)—4>(0)Ic{x] $ { wi(x) |vFf>Ix)—f(0;)Hx— S

s Ucx) 140Jd—-Vvflo)ldx < n / tOEU)cPx bM, mo. 1. -t
ure o . (KIEE
Distributsioonide jadasid, mis koonduvad delta—funkt—

siooniks, nimetatakse delta-.jadadeks.

Teoreem: Kui funktsioonide (x) jada rahuldab tin-
gimusi

1) iga k=0 korrgl leidub sb6ltumata Y —-st selline
konstant K, et

3 I, (X)lU <k,
W<fe
2)mis tahes loigul O<a< *f
uhtlaselt ,kui ~ oo,
3) mis tahes a> 0 korral

J 3$,(x)dx —9-1 t fux J
bl|*a
siis vastav regulaarsete distributsioonide 0V jada koon-

dub delta—funktsiooniks, s.t.
Lm 1 ">UN>(X)C#HX =
Toestus. Iga if(\)<s.D korral
< B>4> JUX)Vi(X)e<x « J <E,(X)dx +
R" Ixi%a n

+ ~0) J(Mu)dx + / (CxX)<F(x)dx .
Uun X|>a
Kuna 1if(x) —sp()l < ixl ITM * kus M on funktsiooni LU>(X)
esimest jarku osatuletiste maksimaalne vaartus, siis a K
korral
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13 [fixX)— 45OXTYRoX® Q\IiM J)EUX)Mx aifnM

g ixiia vi<t
* aJnN K. Valides sare
|fth tf(O)] twdx| 4 Oltuneta Y-st
<‘1|da Kullalt vaiksera (muidugi a<k ja Q<3——£\
KM
siis V)X finiitsuse' tOttu ) sisaldub  sfaéris
b <~ Jz‘a‘relikultr
J <fvX)ip(x)dx = J (x)f(x)dx + J Ev(x}tf>(x)dx -
>1>a £*bl>a ul=n
= /[ <Ty()if(x)dx
Teoreemi teide tingimuse koheselt leidub selline , et
VE£4 korral

| J <TyOpsfolx|] ~ J *
Taru Iolrnamble %nglrrusele leidub selline , et
korral

V(o) f W (x)dx -vF(0)| *j-

Olgu ridid \0 =nax (Y1 ). Siis V?\0 korral
I< ~MAP) £ 1] [AX—Ft>IcEx)dX] +
+1LHo) J £U%)dx —<t((|3)||<-ai jJ <] — m oot
Toore nBed delta—jadade naited:

<T,(Q=i ;Z—T— —»/1x), kui G»+0J

t)-j=.re” —rcf(xj, ki £—"+0;

<E(X]— — T kui —=r+O}
i A*
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<£(X):iJX_Sin £-*+40.

*

Kuna vOib kirjutada

+V
. -V
SIS +Vv

Jj& > Jbx) , fuu >*+00.

-V

Delta—funktsiooni rakenduslik téhtsus tuleneb asja-
olust, et tanapaeva fuusikas,eriti kvantfuusikas, kohtame
kdrvuti suurustega, mis omavad pideva jaotuse, selliseid
moisteid,nagu punktmass, punktlaeng, punktsoojusallikas
jne. Selliste suuruste matemaatiliseks kirjeldamiseks so-
bibki delta—funktsioon.

4.3. Uuldistatud lahendi mdiste

Vaatleme jargmist segaulesannet huperboolset tuupi
vOrrandi jaoks

~(M)utt

div [k(M) grad uj — q(M)u +F(M,t) ((M,t)" G),
u(M,0) = *p(M), ~(M.0) = y(M) (MB 1),

ulesande klassikaliseks lahendiks nimetatakse funktsiooni
u(M,—£) feCV g )1 C2((3), mis rahuldab k&iki ulesande nou-
deid. Klassikalise lanendi olemasoluks on vaja, et oleksid
taidetud jargmised sileduse tingimused: N C°(G),

u>(m)<= C y(M)e. C°Ci5”) « Need tingimused aga ei
tarvitse olla taidetud. Vdib esineda olukord, kus naiteks
funktsioon F(M,t), mis iseloomustab valismdjusid (naiteks
vOnkuvale sisteemile mdjuvat valisjoudu), ei ole pidev.Sel
juhul dlesandel klassikalist lahendit ei tarvitse eksis-
teerida. Tuleb loobuda lahendi sileduse ndudest tnng tuua
sisse uldistatud lahendi mdiste.
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Olgu LgCfl) selliste funktsioonide f(M) hulk,mille-
de jaoks Jf(M)|2 on integreeruv ruumi RI1l piirkonnas £2.
Neid funktsioone nimetatakse integreeruva ruuduga funktsi-
oonideks. Funktsiooni f(M) normiks ruumis b2(3) nimeta-
takse suurust

Vaatleme funktsioone g(M,t), mis iga fikseeritud
t [O,7J korral kuuluvad ruumi L2(£2) ja mis on I&igul
[0,T] muutuja t suhtes pidevad ruumis L2(J2), s.t. mille
korral
n<J(M,V) - 1—mO kui. Co,t }#
Tahistame sumboliga C(0,T;L2) kdigi selliste funktsiooni-
de hulga. Funktsioonide g£M,t) (k = 1,2,...) jada koondub
hulgal C(0,T;L2) funktsiooniks g(M,t); kui iga t«LO,T]
puhul
nrgMmj't) —g.(M—fc) 1~ 0 k-—*oo korral.
Defineerime veel hulga HA(Q), mille elementideks on
integreeruva ruuduga funktsioonid, mille esimest jarku ul-
distatud tuletised on samuti integreeruva ruuduga piirkon-

nas S2
Vaatleme jargmisi funktsioonide jadasids
1. FAM.t), F2(M,t),..., kus Fk(M,t) on piirkonnas G pide-

vad funktsioonid, s.t. nad kuuluvad hulka C(0,T;L2), ja
koondugu see jada funktsiooniks F(M,t) iga T>0_korral;

2. ~(M), &(M),..., kus LAM) on piirkonnas pide-
vad funktsioonid, mille esimest jarku osatuletised on

pidevad piirkonnas , s.t. nad kuuluvad hulka H'Y/), ja

koondugu see jada funktsiooniks _

3. (M), y2(M),..., kus LWk(M) on piirkonnas £2 pide-
vad funktsioonid, s.t. nad kuuluvad hulka L2 (£2) , ja
koondugu see jada funktsiooniks (M).

lga k =1,2,... korral eksisteerigu segatlesande
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4 1t.0 -~ (M) |~ It.o=~ CW) <M& S2),

[T .~ +T2Y4y]2 =° (+ » Co.tJ)

klassikaline lahend uk(M,t).

On voBimalik naidata ([6], et lahendite u”~(M,t) ja-
da koondab funktsiooniks u(M,t), mis on koos oma esi-
mest jarku uldistatud tuletistega iga t > 0 korral integ-
reeruva ruuduga piirkonnas i1iQ . Seda funktsiooni u(M,t)
nimetataksegi vaadeldava ulesande uldistatud lahendiks.Te—
ma olemasoluks on tarvilik, et F(M,t) & C(0,T; L2),

v?(M)a H4(S3) ja 4>(M)«s Lz(n\

4.4. uUlesanded

1. Veenduda, et jargmised funktsionaalid on lineaar-
sed ja pidevad, s.t. maaravad distributsiooni
a) * f + ~cgq,

b) af,
c) D*f.

Siin f.geD', a = a(x)«xCw(En), /1 ja /i — reaalarvud.
2. Naidata, et

S'(~x) = <T(x).
3. Naidata, et
i'Ux) = "~r <T(K).
4. Naidata, et kui iy(X)«=C<(Rn). sus
MR = O SU).
5. Naidata, et kui f(x) on Uhemuutujafunktsioon, mis
—omab Uhekordse nullkoha punktis x = xQ, siis

Markus ¢ Distributsiooni & [*£(*)J defineerime kui funktsio-—
naali, mis igale pohifunktsioonile LhC) «= C °°(R 1Y
seab vastavusse arvu

<[] vhx)> * [°<I» 4>Cx)dx ,
V— 00 =D
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kus jada (Ty( on delta—jada.
Kui funktsioon f(x) omab n Uhekordset nullkohta
siis kehtib seos

itfM1 -1~ T

6. Naidata, et kehtib seos

AN
g0 FAf S
kus P(J) on distributsioon (nimetatakse teda funktsiooni

’)‘( peaosaks), mis igale pdhifunktsioonile if(x)<s. D seab
vastavusse arvu

Liw F

£0 Pt X
Markus: Arvestada, et
A d

x Hu
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11. CAUCHY ULESANNE

85. Levivate lainete meetod

5.1. Homogeense Idpmatu keele vabad vonkumised

Vaatleme Cauchy uUlesannet: leida funktsioon u(x,t),
mis rahuldab —«»< x<+00 jJa t>0 korral vdrrandit

a2uxx = 4t (5*1}

ja algtingimusi

u(x,0) = vfkx), ut(x,0) = vf/(x), (5.2)
kus vj?2(xX) ja y(x) on vahemikus —oo<x< 00 etteantud funkt-
sioonid. See uUlesanne kirjeldab homogeense I6pmatu keele
vabu vonkumisi, mis on esile kutsutud alghalbest ja algkii—
rusest.

Vorrandi (5*1) karakteristikuteks on sirged

X +at =C,» x —at =—U2»

Muutujate vahetus
£ -—x+at t - x at

viib vorrandi (5.1) kujule

Selle vOrrandi integreerimine annab

q) =) +Pr(M)»

kus PA(£) ja ) oa suvalised funktsioonid Po6rdudes
tagasi muutujatele x ja t, leiame
u(x,t) = Px(x + at) + F2(x — at). (5.3)

Lihtne on veenduda, et see funktsioon rahuldab vorrandit

(5.1), kui funktsioonid ja F2 on kaks korda pidevalt di-
ferentseeruvad .

59



Funktsioonid F1 ja F2 méarame nii, et valemiga (5.3)
maaratud funktsioon rahuldaks ka algtingimusi (5.2):

u(x,0) = Fx(x) + F2(x) = d(x), (5.4)
ufdx,0) s aFE(x) — aFE(X) = y/(X).

Teise vOrduse integreerimine annab
ULF,(X) =F(x)J = IV|»(])d] + o , (5.5)

kus xQ ja c on suvalised konstandid. Vodrdustest (5.4) ja
(5*5) leiame

X

PAxb £U>(*)+ ~ [|u>dpo!|+ 7~ » (5.6)
XC

(5—-«
X0

Asendades need avaldised valemisse (5*5)» saame vaa-
deldava Cauchy ulesande lahendi kujul
Xt —

+£ f s «.e>
*~k
mis on tuntud d’Alembertfi valemi nime all.

Vahetu kontrolli abil v8ime veenduda,et valemiga (5.8)
antud funktsioon rahuldab vorrandit (5.1) ja algtingimusi
(5.2), kui funktsioon vf(x) on kaks korda ja  funktsioon
~>(x) Uks kord pidevalt diferentseeruv. Lahendi uUhesus tu-
leneb valemi (5*8) tuletamismeetodist.

Naitame veel leitud lahendi stabiilsust. Olgu u(x,t)
vaadeldava ulesande lahend teistsuguse alghalbe ip(x) ja
algkiiruse ip(x) korral, kusjuures

iu>(")- 1>(X) < Jj INCx;- (X)) I<<T
Siis iga 0 $t £T korral

luu*)—a(x,i)l< t i
XA z 2

AN owo-h ot E-e E+E Aot 16:(,)—
X—«Jt
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Kui votta é&m » siis vOrratus jJux—t)—-u(x,t) j< £
téahendabki lahendi stabiilsust.

Olgu méargitud, et vaadeldava Cauchy Uulesande uldista-
tud lahend avaldub samuti d’Alembertli valemiga.

Asume nudd valemi (5»S) fuusikalisele interpreteerimi-
sele.

Vaatleme erijuhtu, kui R~ =0, s.t. keele vOnkumist
kirjeldab funktsioon

u(x,t) = P2(x—at).

Oletame, et vaatleja hakkab hetkel t = 0 liikuma punktist
x = 0 kiirusega a x-telje positiivses suunas. Keele mingi
punkti koordinaat liikumatus koordinaatsisteemis (x) ja
vaatlejaga kaasa liikuvas koordinaatsisteemis (x1) on seo-
tud valemiga X, _ X _ at<

Vaatlejaga seotud koordinaatsisteemis
u=F2(x"),

mis tédhendab, et selles sisteemis keele halve ei soltu
ajast. Jarelikult funktsioon F2(x — at) annab kiirusega a
paremale (x—telje positiivses suunas) liikuva profiili,mil-
le kuju on antud valemiga (5.7)* Analoogselt, funktsioon
Fx(x + at) annab kiirusega a vasakule (x—telje negatiivses
suunas) liikuva profiili, mille kuju annab valem (5%6).
Seega vaadeldava ulesande lahend (5*#) kujutab endast kahe
laine summat, Uks lainetest, n.n. otselaine, liigub Kiiru-
sega a paremale, teine, nn. vastulaine liigub sama Kiiruse-
ga vasakule. See asjaolu vdimaldab esitada jargmise graafi-
lise meetodi keele profiili leidmiseks nds tahes ajahetkel t.
Joonistame vastavalt valemitele (5.6) ja (5.7) kéverad
Ul = Fi(x) ja Uy = F2(x), mis annavad vastu— ja otselaine
ajahetkel t = 0. Nihutame kdverat u" = FX) piki x—telge
suuruse at voOrra vasakule, kdverat Ug = F2(x) - suuruse
at vorra paremale. Keele profiili leiame nihutatud kdverate
ordinaatide algebralise liitmise teel.

Selgitame eraldi alghalve ja algkiiruse moju  keele
vOnkumisele.

a) Vaatleme esmalt juhtu, kus keelele algkiirust ei
ta, s.t. y (X) = 0. Lahend (5«S) omab kuju
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U(X <)* 4>U-Q&) + Lp(x —fofd)

2
Otse—ja vastulaine omavad Uhesuguse profiili, mis on antud
funktsiooniga ® vp(x). Olgu alghalve it(x) = 0 kdbikjal,
valja arvatud keele vahemik (x\x2)e+ Vaatleme keele punkti
XQ, mis asub vahemikust (x”,x2) paremal, s. t. XQ> x2
(vt. joon. 2).

Joon. 2.

Kuna xQ + at > xQ > x2, siis If(xQ + at) = O ning punkti xQ
vastulaine ei labi. Ajahetkel tc t = (xQ —x2):a saame
XQ —at > xQ —a” = x2. Seega f(x0 —at) = O ning punkt
xQ pole hairitud. Hetkel t = t£ labib punkti xQ otselaine
eesmine front. Ajavahemikus t£c t< t2 = (xQ — x”):a saa-

N

me Xi = x0 —at2c xQ —at< xQ — at = x2. Seega
(xqg —at) / O ning punkt xQ on hairitud, Kkusjuures te-
da labib otselaine. Hetkel t2 labib punkti xQ otselaine ta—
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gumine front ning seejarel on punktis xQ hairitus jalle
vOrdne nulliga, kuna t > t2 korral xQ — at<xQ — at2 = x~
Analoogselt voib kasitleda juhtu, kus punkt xQ asub vahe-
mikus (x”,x2) vOi sellest vasakul. Esimesel juhul Ilabib
punkti xQ nii otse— kui vastulaine, teisel juhul ainult
vastulaine.

Seega ruumiliselt lokaliseeritud alehalve kutsub kee-
le mistahes punktis xQ esile ajaliselt lokaliseeritud hai-
rituse.

b) Olgu nuaud 'f(x) = 0, s.t. keelele alghalvet
anta. Valem (5.8) omandab kuju

(5.9)
* e
Valemi (5*9) vOib Umber kirjutada kujul
u(x,t) = F(x + at) -~ (x - at),
milles
X .
ly(IM]. (5-10)
0
Jallegi otse— ja vastulaine profiil on Uhesugune ning an-

tud valemiga (5*10), ainult nende poolt esilekutsutud hal-
bed on vastupidise margiga. Oletame,et algkiirus (~(x) =0
kdikjal, valja arvatud keele vahemik (x1,x2). Vaatleme jal-
legi punkti xQ, mis asub vahemikust (xIfx2) paremal (vt.
joonis 3).

Kui tc t = (xQ —x2):a, siis valemis (5*9) integ—
reerimisvahemik (xQ — at, xQ + at) ei oma Uhiseid punkte
vahemikuga (X—"x” ning u(xQ,t) = Q, s.t. punkt xQ pole
hairitud. Hetkel t = t labib punkti xQ laine eesmine
front. Kui (xQ —x?) : a=12 >t > t», siis integreeri-
misvahemik (xQ — at, xQ + at) kattub osaliselt vahemikuga
(x1,x2) ning

XL
aUov-t) =J =J AO.
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Joon. 3

Kui naiteks koéikidele punktidele vahemikust (x1tx2)
anda Uhesuunaline algkiirus, s.t. funktsioon (x) el
muuda méarki selles vahemikus, siis ajavahemiku (t—"t,,)
jooksul halve punktis xQ kasvab monotoonselt. Alates het-

kest t2 integreerimisvahemik (xQ — at, xQ + at) hélmab
taielikult vahemiku (x"xg), mistottu
odr KL
u(x,4)- js > (|W | = co+bst, (5.11)

X,
s.t. halve el muutu ajas. Seega ruumiliselt lokaliseeritud
algkiirus tingib olukorra, kus keele tasakaal ei taastu.
vaid tekib jaaknihe, mille suurus on antud valemiga (5*11).



5.2. Lainete peegeldumine keele otspunktis

Vaatleme poolldpmatu keele vénkumise Ulesannet, mis on
tahtis keele otspunktis lainete peegeldumise uurimise sei-
sukohalt. Otspunktis x = 0 kinnitatud (vdi vaba) keele kor-
ral seisneb ta jargnevas: leida vorrandi

“tt = &2uXx (5,12)
lahend O<xceo ja t>0 korral, mis rahuldab algtingi-

musi
u(x,0)

4>(x), ut(x,0) = y(x) (5.13)

ning rajatingimust
u(o,t) =0 wéi 1 0,v) = 0).

Funktsioonid LKx) ja y(x) on maaratud vahemikus 0<x<°o.
Vorrandi (5.12) lahend avaldub samuti nagu Idpmatu

keele kox“ralgi kujul
u(x,t) = FAx + at) + F2(x — at), (5*14)

kus funktsioonid F ja F2 on suvalised. Nende mé&&ramine
algtingimustest, samuti nagu tegime seda I6pmatu keele kor-
ral, on seotud jargmise raskusega. Algtingimuste (5*13) ra-
huldamiseks on vaja funktsioonid F* ja F2 votta vastavalt
valemitele (5*6) ja (5.7). Kuna funktsioonid Px) jJa
I|"X) on maaratud ainult x> 0 jaoks, siis need valemid
maaravad ka funktsioonid F" ja F2ainult positiivsete ar-
gumendi vaartuste jaoks. Lahendis (5.14) voOib aga funktsi-
ooni F2 argument olla negatiivne (kui t > |). Seeparast
lahendi esitamiseks kujul (5.14) on vaja funktsioone *)(x)
ja "p(x) jatkata negatiivsetele argumendi vaartustele.

TOestame jargmised lemmad.

Lemma 1. Kui Cauchy ulesandes I8pmatu keele jaoks
funktsioonid d¢(x) ja Yy (x) on paaritufunktsioonid keele
punkti x = 0 suhtes, siis Cauchy ulesande lahend v&rdub
punktis x = 0 nulliga.

Kui  vpX) = =2 ja ip(x) = —v|?(—x), siis valemi
(5.0) kohaselt
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0.Co,i) » +

2, 2ce 4= (] Je<tom.
—eit
+Oct
mifc
kuna integraal paaritufunktsioonist rajades, mis on sim-
meetrilised punkti | = 0 suhtes, vO6rdub nulliga.

Lemma 2. Kui Cauchy Ulesandes I8pmatu keele jaoks
funktsioonid cp(x) jJa g (x) on paarisfunktsioonid keele
punkti x = 0 suhtes, siis Cauchy ulesande lahendi tuletis

vordub punktis x = 0 nulliga.

Kui KF(x) = (=) ja thX) = (y(—x),siis *f'(x) =
= —if(-x) ja ij/(x) = —-If/(—x) ning valemist (5.0) jarg-
neb:

Ux(0/fc):r 'Pli«*) +'e'(zp*L+ JzLyt**)— LUUY-<>¥]=
= ,J_[~-vcc*)] .o.
Otspunktis x = 0 Kkinnitatud keele korral jatkame

funktsioone Vvf(x) ja U>(XX) nii, et jatkatud funktsioonid
® (xX) jJa '(x) oleksid paaritufunktsioonid x = 0 suhtes:

vfCx), kui X >o,

$(x) » .
kui x< 0%
«X) b (x) , kui X ,

.U’\(—x), kui x<oO.

Kui vaatleme Cauchy ulesannet algtingimustega u(x,0)=£(Xx)
ja uM(x,0) =Y (x), siis tema lahend avaldub valemiga

xocfc
—afj +#Cx—a—t) fO-Pe
ucr—0*————— ———————— C5*15)
X—ct

66



Veendume, et valem (5*15) annab ka vaadeldava llesande la-
hendi kinnitatud otspunkti korral.Téepoolest,valemi (5*15)
kohaselt funktsioon u(x,t) avaldub otse— ja podrdlaine
summana, mistdttu ta rahuldab vorrandit (5.12):

u(x,t) = P1(x + at) + F2(x — at), (5.16)
milles
F,Ub ~ ’ C5'17)
K
o

Keele punktide x > 0 jaoks
uuijoy, + =+,
IQX'OJ_ 4 P

Otspunktis x =0
a_t
J«, W80
—ict

tanu sellele, et ® (x) ja 'F(x) on paaritufunktsioonid.

Vaba otspunkti x = 0 korral jatkame funktsioone L>(x)
ja <Mx) nii, et jatkatud funktsioonid $ (x) ja x)
oleksid paarisfunktsioonid;

NfCx), kui X >0,
®(x) = kui x CO,

b (x), kui x >0,
TW -

yC—X), kui A <O,

tlesande lahend avaldub samuti valemiga (5*15)s Asume lei-
tud lahendit (5.16) fuusikaliselt interpreteerima.Piki ka-
rakteristikut x + at = G& funktsioon F~x + at) on
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konstantne. Funktsioon F2(x — at) on konstantne piki ka-
rakteristikut x — at = Cy, Et selgitada, Ms toimub
keele punktis xQ ajahet-
kel tQ, votame (x,"—ta-
sandil karakteristikud
X —at = xQ —atQ ja x +
+ at = x. + atQ,mis labi—
vad punkti (x0,tQ) (vt.
joon. 4).Heed karakteris-
tikud Idikavad x—telge
punktides koordinaatidega
vastavalt x ja x2. Seega
vOime kirjutada u(x0,tQ)=
= M1 (x2) + F2(XI) Selle
valemi kohaselt halve
punktis xQ hetke tQ ku—
jutab endast kahe laine
summat: Uks neist on ot-

Joonis 4. selaine, mis on alghetkel

lahtunud keele punktist x, ja teine — vastulaine, mis on
X

lahtunud keele punktist x2< Kui tQ siis x2 0 ja

x5+ 0, s.t. punktid xj* ja x2 on keele reaalsed punktid.

Kul to>iT *siis x2> 0 XP A ex gt X1 on
fiktiivne punkt Kui funktsioonid 3? (x) ja (x) on paa—

ritufunktsioonid, siis
*

trc*, ——ib? & * _

Seega otselaine ?2(x”) ei ole midagi muud kui vastulaine

>, mis on alghetkel lahtunud keele punktist
xn ath—x»n

x4 > 0 ja mis j6udis hetkel t=-— = keele
3. a

otspunkti x = 0, muutis litkumissuunda (peegeldus) ja

halve marki. Seega keele kinnitatud otspunktis toimub vas—
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tulaine peegeldumine, kusjuures peegeldumisel sailib halve
absoluutvaartus, mark muutub aga vastupidiseks.
Analoogiline arutlus naitab, et vaba otspunkti korral
toimub otspunktis x = 0 vastulaine peegelfllmdm ilma hal-
ve margi muutumiseta.
Graafiliselt voib poolldpmatu keele profiili kinnita-
tud otspunkti korral leida jargmiselt. Jatkame funktsioone
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J?(x) ja Ip(x) kogu x—teljele nii, et jatkatud funktsioo-
nid & (x) ja ~"(x) oleksid paaritufunktsioonid. Valemite
(5*17) ja (5*16) kohaselt arvutame vastu— ja otselaine pro-
fiilid uw=F"X Jja Ug = F2(x). Nihutame kdverat
suuruse at vOrra vasemale, kdverat Ug aga sama suuruse
vOrra paremale. Liidame algebraliselt nihutatud kdverate
ordinaadid. Saadud kdver x—telje positiivses osas annabki
keele profiili hetkel t.

Joonisel 5 on kujutatud otspunktis x = 0 Kkinnitatud
poolldpmata keele profiil erinevatel ajahetkedel, kui alg—
kiirus on null ja alghalve erineb nullist ainult vahemikus
(a,b), kus ta omab vOrdhaarse kolmnurga kuju.

ulalvaadeldud peegeldamise (vOi .jatkamise) meetod on
Usnagi universaalne ning rakendatav ka naiteks soojusjuh-
tivuse vorrandi korral (vt. lUlesanded 2 ja 5 punktis 7/),

5.3* Vorrandid, mille lahend avaldub suvalise profiiliga
laine kujul

Pustitame Ulesande uurida, kas peale keele vorrandi
on veel selliseid vOrrandeid, mis omavad lahendi kujul
u(x,t) = fx(t)f(x — at), (5.19)

milles f on suvaline funktsioon, a — konstantne suurus ja
ji (t) — mingi Uldjuhul ajast s6ltuv funktsioon. Piirdume
seejuures lineaarse konstantsete kordajatega vOrrandiga ka-
he s6ltumatu muutuja korral. Sellise vorrandi uUldkuju on
jargmine 4

aH°Xx +2al2uxt+ a22utt +bl*“x +b2ut + cu ="°* (5.20)

Asendades avaldise (5.19) vorrandisse (5.20), leiame

*(Zo.4Zfx —2aZ30.f*

+ fe(caa/n,+ c>0=0.

Suvalise funktsiooni f korral kehtib see vordus, kui
(5.21)
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2 “ a22a) + — b2a) = O» (5*22)

a22 *+* + W + cZ6 = °* (5*23)
Tingimustest (3-22) ja (5*23) jareldub, et funktsioon
jLc(®) omab kuju
r /*(*) = e
Lahendit kujul
u(x,t) = e“ktf(x — at) (5.24)

nimetatakse suvalise profiiliga sumbuvaks laineks.Kui K = 0,
siis sumbumist ei toimu. Laine levimiskilruse a jaoks saa-
me tingimusest (5*21):

— y 04l ~Q*« M2.
a= 0 z=————- . (5.25)

Avaldisest (5*22) leiame sumbumise dekremendi k:

= - . (5.26)
2Co R —
Asendades avaldise funktsiooni ~t(t) jaoks tingimusse
(5*23) ja arvestades seost (5.26), saame parast lihtsustusi
jargmise avaldise, mida peavad rahuldama vorrandi (5.20)
kordajad:
P p p

4c(ai2 alla22n ~ (ay b2 —2a™2Bbgb2 + a22bl)= 0.

Valemist (5*25) jargneb, et elliptilist tuupi vorrandi
korral (al2 - alla22 < 0) vaadeldavat tuupi lahend pole
vOimalik, kuna laine levimiskiirus a on sel juhul kompleks-
ne suurus.

Huperboolset tliUpi vérrandi korral (aj[2 — aijla22 > <0)
on vBimalikud kaks erinevat reaalset lainete levimiakij—
rust. Seejuures valemitest (5.26) ja (5.23) jargneb, et
3umbumatu laine kujul (k = 0) avaldub huperboolset taupi
vOorrandi lahend,kui —b2a =0 ja c = 0. Esimene neist
tingimustest on molema a vaartuse korral taidetav ainult
siis, kui b = b2 = 0. Seega huperboolset tuupi vdrrand

omab lahendi suvalise profiiliga sumbumatu laine kujul siis,
kui ta omab kuju
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+ 2al2uXt + a22litt = °— <5-27)
Muutujate vahetus

viib selle vorrandi kujule
u+t>0.2u tj.

Seega vorrand (5.27) kujutab endast keele vOrrandit liiku-
vas koordinaatsUsteemis.
Vaatleme veel telegraafivorrandit

u”N = CLu™ + (CR + LG)Uj. + GR = 0. (5.2B)
See vorrand omab lahendi sumbumatu laine kujul ainult siis,
kui G =R = 0. Need tingimused pole aga praktikas taide-
tud. Snmhuva laine kujul omab voérrand (5.28) lahendi siis,
kui

CR = LG (5.29)
Seejuures laine levimiskiirus
- J
ja sumbumise dekrement
o R G

Sidekanaleid, mille korral on taidetud tingimus (5.29), ni-
metatakse moonutusteta kanAaTjteks,kuna signaal antakse mdG-
da selliseid kanaleid edasi moonutusteta.Toimub ainult sig-
naali ndrgenemine, mida on aga vOimalik kompenseerida sig-
naali vBimendamise teel. Moonutuste puudumine omab erilist
tahtsust kaugsides.

Paraboolset ttilpi vorrandi korral ar2 —ay a2 =0
ning valemist (5.25) jargneb, et on vdimalik ainult Uks

laine levimiskiirus
0«.
“ 02
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Et sumbumise dekrement oleks [16plik suurus, peab valeni
(57°26) pohjal

See tingimus on taidetud, kui kas ®Ha= b2 = 0 v6i b ; b2 =
= al2 | a—Q = Na”™ : a22'. Esimesel juhul vorrand (5.20) omab
kuju

EAA *NXX + '&Z272 +Q22U'it m “0, (5*30)
teisel juhul

B
A\ XX + 2INFON \ZOAU'xE + + j==,("JcLAUX A\Q

+CU»0 . (5.51)

Muutujate vahetus

viib vérrandid (5.30) ja (5.31) .kujule
~2.2 A

n22 “m b =0 »
» Sisuliselt saame tavalised diferentsiaalvdrrandid. Seega ka
paraboolset tuupi vOrrandid ei oma lahendit 3uysiHaa pro-
fiiliga laine ku.iul.
5*4. (Ulesanded
1. Leida I6pmatu keele profiil ajamomendil t B " j

kui

k>un X<Z,)<> n

.2<x < K
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N0 == O > et Xzl
(-37£0477X , (Lee ~2<x <o0.

2. Leida graafiliselt I6pmata keele profiil ajamomendil

t * 5, kui
j-xX +L -2 <x<0,
X O+ L Jea o0<x<1>
0 X<-2>X>1,
0) = a 4cx ¢ b5,
0 J X< =T » x>1,

3. Leida graafiliselt poollépmata keele profiil ajamomendil

4
t = —; kui keele otspunkt x = 0 on Kkinnitatud, keele
alghalve u(x,0) = 0 ja algkiirus

f0 kun. X< 2., X ><0,
n+(*,0)= : 200 , 2a e 3,
w'CL J Hui 3NN <6 .
4. Leida graafiliselt poollopmatu keele profiil hetkel
t=_ kui keele, otspunkt x = 0 on vaba,
alghalve
O<x< 1,
aCx”o)
Iza—m— X > A

ja algkiirus

wx, X<i,

u 1<x<5*

5. Millise a” korral vorrand

«In'y —2ast+4t+ Ihx —6“t+5“ -0
omab lahendi suvalise profiiliga sumbuva laine kujul.
Leida see lahend.

74



6. Lahendada ulesanne rajareziimi levimisest;

aZuat = ,
u(x,0) =0, unx.0) =0 (x ~ 0),
u(.0,t) = (L) (t > 0).

Lahendit otsida otselaine kujul.

7. Lahendada poolldpmatu keele vonkumise ulesanne; kui ots-
punktis x = 0 on antud kolmandat liiki rajatingimus:

ux(o>t)—u,t) » o
8. Lahendada jatkamise meetodil otspunktis x = 0 Kinnita-
tud ja otspunktis t vaba keele vOnkumise ulesanne

P

X
ajavahemiku 0 £ & jaoks.

§6. Cauchy Glesanne lainevdrran-—
di jaoks

6.1. Poissoni valem

Vaatleme Cauchy uUlesannet: leida funktsioon

u(x,y,z,t) = u(M,t), mis R3 ja t >0 korral on vor-
randi
U+t — AU (6.1)
lahe Idiks ja rahuldab algtingimus!
u(M,0) = (M), ~(14,0) = TjIM), (6.2)

kus wvp(M) e.C3(R3) ja y(M) C 2(R3lon etteantud funkt-
sioonid. See ulesanne kirjeldab alghairituse levirHat 106p-
matus ru»nris.

Naitame, et lainevdrrandit (6.1) rahuldab funktsioon

Y

kus CO(],Q,5) on suvaline funktsioon hulgast CA(RY)
ja S~ on sfaar keskpunktiga M = (Xx,y,z) ja raadiusega
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r * at. Sfaari punkti P = (] , ~ ) koordinaadid aval-

duvad valemitega
X+oL<xt , y+bXx , £= z+

milles ot , B ja'Jf on raadiuee MP sihikoosinused.

Kujutame veel punkti M umber Uhikulise raadiusega

sfaari s£. IlImselt

dSob = =@a/f)XfS4

Seeparast voib kirjutada

V(M,—fc)A [R:J[u)(x+otafc,y +R3>0£, Z+~CLi)etS4.

Sr
Valemist (6.4) leiame

*4 i*)dS<=

' MmUY ] orf  dl; o -
0l
Valemi (6.4) diferentseerimine aja t jarele annab

+ + DIf+T £~ Cc's<-—
$1 n
ek
Y J__ f /373 PO &> Y
T +w tEW w *$§J * 4N

Viimati kasutasime Ostrogradsky valemit, kusjuures

sfaadriga 6~ Umbritsetud kera. Tahistame

76

(6.4)

M
Dqg*

on



=
Jab
ata2mr

=/ )1+

milles 0 tY >Q on sfaarilised koordinaadid algusega
punktis M. Seega

dy y J
6t i *Yaraf
Diferentseerides seda avaldist t jarele, leiame
By Ny ++Zv. 0 m
't3 t at Hvroct -~ 4 JT<xtz
V. o+y_ +_J no 4 do J J aj "

tz +z 4jrcchin  Uroch 3t UTroA3  Wkall

Avaldisest (6.7) leiame
2 jr

f-W o> iy*irJf'e

Za3tzf f(pi +° + Z2S)sin6dQdy —
JJ~db2 B9 e>£2
O o

J: A 3?7+ S7?)eIS—-allsp*s?*s?»&
| ~xc

Arvestades avaldist (6.5); saame

__1_ f(~bL+ djw d2w \ z.v
di2" «rtJjw w w  )dS« = ’
QeVo

mis naitabki, et funktsioon (6.3) rahuldab lainevorrandit.
Funktsiooni (6.3) nimetatakse lainevdrrandi « fnniiamfin—
taallahendiks ruumis R*® t > 0 korral.
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Valemitest (6.4) ja (6.6) jargneb,et funktsioon v(M,t)
rahuldab algtingimusi

V(M,0) =0,

vt(M,0)=—LfU » (x .Yy
Kuna lainevérrand on lineaarne konstantsete kordajate-
ga homogeenne vOrrand, siis rahuldab teda ka funktsioon

, z fdz<

, kusjuures

| ] —uUM),
dt t*o

fcSL-SL-H..-»-

Viimane vOrdus jareldub asjaolust, et v(M,0) = 0.
Eeltoodu pdhjal vdrrandi (6.1) lahenditeks on funktsi-
oonid

Esimene neist funktsioonidest ranuldab algtingimusi
. .-
va O « &t fro™T
teine

U, I = y(M) , N oo.
2 t?0 ce k=0

Seega ulesande (6.1), (6.2) lahendiks on funktsioon



Valemit (6.8) nimetatakse Poissoni valemiks.

Naitame, et leitud lahend on Uhene. Olgu Cauchy ules-
andel (6.1), (6.2) kaks lahendit u ja U. Nende vahe u — 10
rahuldab samuti vorrandit (6.1) ja algtingimusi

Valemist (6.8) jargneb siis u — 0 = 0.

Leitud lahendi fuusikaliseks interpreteerimiseks ole-
tame, et alghéairitus, s.t. funktsioonid y(M) ja (M),
erinevad nullist ainult mingis tokestatud piirkonnas T
(joon. 6). Vaatleme punkti MQ, mis asub valjaspool piirkon-
da T. Valemi (6.8) kohaselt on punkt MQ hairitud neil aja—
momentidel, millal sfaar (raadiusega at ja keskpunk-
tiga MQ) Idikab piirkonda T. Olgu punkti MQ kaugus piirkon—
na T lahima ja kaugeima punktir|1_i vastavalt d ja D. Ajamo—
mentidel €< &= ~  sfaar I ei ldika piirkonda T ning

punkt MQ on h&irimata, temani ei ole veel hairitus joudnud.
Alates ajamomendist t~ kuni

M

MQ hairitud, kuna sfaar 5ut

16ikab piirkonda T. Kui

t > t2»siis punkt MQ on jal-

le hairimata, kuna  sfaar
hélmab piirkonda t.

Ajamomendil t on hairitud
need punktid M, mille puhul

sfaarid I6ikavad piir-
konda T. Teiste sOnadega,
Mo hairitud on need punktid,mis
asuvad sfaaridel ,kus
Joon. 6.

P<=. T. Nende sfaaride valist
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mahispinda nimetatakse laine eesmiseks frondiks, mis eral-
dab punkte, kuhu hairitus pole veel joudnud, punktidest,mis
on vaadeldaval hetkel hairitud. Kui sfaaride 5”. parv omab
seesmise mahispinna, siis on lainel olemas ka  tagumine
front.

Seega, ruumiliselt lokaliseeritud alghairitus tingib
ruumi igas punktis ajaliselt lokaliseeritud hairituse, kus-
juures ruumis leviv laine omab eesmise ja tagumise frondi.
See tulemus on tuntud Huygensi printsiibina.

6.2. Silindrilised lained

Vaatleme olukorda, kus alghairitus, s. t. funktsioonid
d(M) ja 4>(M), ei sOltu ruumikoordinaadist z. Siis valemi
(6.8) kohaselt ka Cauchy ulesande lahend ei sdltu koordi—
naadist z. Jarelikult Poissoni valem annab "ka vOrrandi

(6.9)

lahendi lisatingimuste!

uUo= <6/J10)

Me vOime  valemit
(6.8) teisendada, kuna
vaadeldaval juhul voib
integreerimise ule
sfaari ulemise
(alumise) poole asen-
dada integreerimisega

Yy ule ringi , mis te-
kib sfaari 57 ja
(x.y)—tasandi 16ikumi-
sel (joon. 7).

Sfaari element

dSat Ga
Joon. 7* element dCGt on omava—



hei seotud valemiga ccb'y = dCat = d~dfj, kusjuures

mc m_"at)2-Qz_ vlat)"~C~rx)z—(9-V)Z
0 Cctt CcxX*
Seega Caucy Ulesande lahend tasandilisel juhul

4+ J. n
2Tt \Zaa—(fe—x)2 —"—y>4
<t b

A dfl
~2xa | rc’%d YA aBzZ—(£-x)2- <g—y)Z * (6 -
I_

Kirjeldatud meetod tasandilise uUlesande lahendi leid-
miseks ruumilise uUlesande lahendi pdhjal kannab laskumis—
meetodi nime.

Lahendi (6.11) interpreteerimiseks oletame jalle, et
alghairitus erineb nullist ainult mingis (x,y)—tasandi 16p-
likus piirkonnas T. Vaatleme punktis MQ = (x0,y0),mis asub
valjaspool piirkonda T. Olgu d ja D piirkonna T punktide
minimaalne ja maksimaalne kaugus punktist M0. Kuni ajamo—

mendini <fcl= ring ei oma Uhiseid punkte piirkonna-
ga T ning u(MQ,t) = 0, s.t. punkt MQ pole héairitud. Ala-
tes ajamomendist £ ring ja piirkond T omavad Uhiseid
punkte, ning punkt IL on hair‘\}ud. Kui —fc>i2=a , Siis
piirkond T sisaldub ringis ning

“omm b I - (1-x4)2- (4-yeR !

Zio. j/(at)l- (f-0 1- (rj—yv)2

Seega hairitus jaab punktis MQ pusima, kuigi ta aja jooksul
kahaneb ning t—»o00 korral laheneb nullile. Tekib laine,
millel on eesmine front, kuid pole tagumist fronti. Huvgen-—
si printsiip ei kehti.
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Kolmemd6tmelisel juhul on tegemist olukorraga, Kkus
funktsioonid LU>M) ja tfKM) erinevad nullist I18pmatus
silindris, mille juhtjooneks on piirkonna T raja ja moodus-
tajateks on z-teljega paralleelsed sirged. Alates hetkest

0
t~ sfaar 5% 16ikab seda silindrit ning integraalid Pois-
soni valemis (6.8) erinevad nullist, s.t. punkt MQ on hai-
ritud. Ruumis leviv laine omab silindrilise kuju.

6.3. Hilinev potentsiaal
Eespool uurisime alghdirituse levimist ruumis ja ta-
sandil. Nuud vaatleme valishairituse levimist. Selleks on
vaja lahendada jargmine Ulesanne: leida funktsioon u(M,t),
mis Mefi® Ja t>0 korral on mittehomogeense lainevdrran—
di
urt = a2 N1u + f(lW,t)

lahendiks ja rahuldab algtingimusi

nnm,o) -0 , =0 .

Seejuures funktsioon ~A C2(R3, £»0).

Toodud uUlesande lahendamiseks leiame algul lahendi
ulesandele

za’v, (6.12)

VM ,t) « O , Vt(M,x) - (6.13)

Selle Uulesande omaparaks on, et algmomendiks pole mitte
ajamoment t = 0, vaid t =T , kus T on mingi fikseeritud
ajamoment, mida vOib vaadelda parameetrina.

Me naitasime, et funktsioon

J* calx «—«tat, Yfr(boub , z + (6.14)

rahuldab homogeenset lainevérrandit (6.12) ja algtingimusi

0 , VjIM.0) =
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Ulesande (6.12), (6.15) lahendi saame , kui votame va-
lemis (6.14) <J(x,y,z) = f(x,y,z,T) ja t asendame sauru-
sega t —X . Jarelikult

vUvjjZ.—fcjT) =~ |p[x+<*af-T),ydpa(*—T1), r+3*a(4-1),T[0 65r

Naitame, et eespool formuleeritud uUlesande Ilahendiks
on funktsioon

t
UM,—fc)* |y (x,y,r,%; r)ctr. (6.15)
6]
Kuna integreerimisrajad ei sdltu koordinaatidest, siis
t
AU=JAVdT. (616)

0
Valemi (6.15) diferentseerimine aja t jargi annab
t
6k Lo
o

Esimese algtingimuse (6.15) kohaselt teine liidetav vordub
nulliga ning

=
oa *dv i_
5? -&]) 5l aT « (6-17)

Diferentseerides veel kord, leiame
i

Siu, f | .
Ad2-' J 6~ at Ix—*
6—1 0o

Arvestades teist algtingimust (6.15),

+ (6-18)

(o]

Seostest (6.12), (6.16) ja (6.10) jargnebki, et funktsioon

(6.15) rahuldab mittehomogeenset lainevdrrandit. Valemitest
(6.15) ja (6.17) leiame
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acm>0) =0 , ut((vfo=o.
Seega vaadeldava ulesande lahendiks on funktsioon

uM,-fc) = j f £[x+nabl-71), )+ fo<x(4 -2),
o

;+ha(t—x),t]d54dr .

(6.19)
Toome T asemel sisse uue muutuja r seosega
r=a(t -T )
ja arvestame, et sfaarilistes koordinaatides
clS,, —-iin ©d 9eivp.
Siis
0 Iir «
a(M,-t) =" J j If(x™ I+ | i»sL, H+" -fc-~rtedec»fe(t*
at oo
at Zinir
iiiy3 - 4 s~6dedn
000

Laheme sfaarilistelt koordinaatidelt © , if , 1, uUle rist—
koordinaatidele £ , ~ arvestades seoseid

x+oia — £ , N+ ,
Leiame

uUCM*b s h f (6'20)
milles r =/(x-)r4"-rPr<(r- ja 04 on

kera keskpuntiga M = (X,y,z) ja raadiusega at.
Leitud lahendi (6.20) isedrasuseks on see,et integree-
rimisel funktsioon f ei vBeta mitte ajahetkel t,mille jaoks

me funktsiooni u arvutame, vaid ajahetkel £ - . Suurus
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annab ajavahemiku, mis kulub kiirusega a levival prot-

sessil selleks, et labida vahemaa punktist ( | , N

punktini (X,y,z). Seeparast avaldist (6.20) nimetatakse hi-
linevaks potentsiaaliks.

Leiame laskumismeetodil hilineva potentsiaali avaldise

ka tasandil ja sirgel. Lahtume valemist (6.19), milles in-

tegreerimise Uule sfdari S* asendame integreerimisega Uule

M
sfaari (selle sfaari raadius on a(t —x)). Kuna
siis

avr=ub Jt”TJ

Tasandilisel juhul funktsioon f ei s6ltu koordinaadist z

(6.21)

ning integreerimise ule sfaari vOib asendada in-

tegreerimisega ule ringi C , mis tekib sfaari
cM

da (x,y)—tasandi 1dikumisel. Toimides analoo-

giliselt nagu kaesoleva paragrahvi teises punktis, leiame

tlesande lahendiks tasandil

fC|>1,T)d~d7cIT

M + (%—*)*+(a-y)l

Kui funktsioon f s6ltub ainult koordinaadist x, siis
ilmselt ka uUlesande lahend s&ltub ainult sellest koordinaa-
dist. Tema tuletamisel lahtume valemist (6.21), mis sfaari-
listes koordinaatides omab kuju

t 2TIr

UCM'i)=5™2 11T T J
0 0
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Votame sfaarilised koordinaadid nii, et polaartelg
oleks suunatud piki x—telge. Siis »

X+ct(i %) cosO0s

dl = —-<xU-2)sin&de ,
Seega
«r*,acer)
O 0 X-+<X(-t'T)
i x+aft—t)

= | RS-
Yy7ra O X-af-k-x) ' (o}
Jarelikult hilinev potentsiaal sirgel avaldub valemiga

t x+a(*-T)
Ux-tp=-LJ J f(],r)d]dr.
O x-a(t-T)
L&petuseks margime ilma tdestuseta, et vaadeldud Ules-
ande lahend on Uhene ja  s6ltub pidevalt funktsioonist

f(x,y,z,t).

6.4. Ulesanded

1. Lahendada ulesanne

=azau (_@®<X, ,2<t0 —0<t<o00),
u(x,y,z,o)=f(n.) , at(x,y,2,0" =V (b),
re=Xr+yr+2r (o ,<1 KoO).

2. Lahendada ulesanne

=cl2au + (0$ a <<*; 0 <*<<*>>,
rr= x2+</r+2r,

m(x,y,r,o)=0, tL+x(x,yiz, 0) -0 *
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3. Lahendada ulesanne

Unrt = CL2-AU, (-oo<x,y,2Co0 J OC-tcoojj
(J0 * Gor=S£,
o , Y >*0 >
/

feu* T <*ro >
Kgud Vv > i
r2 = X2 +vy2+ 722.

4. Tuletada laskumisineetodil, lahtudes valemist (6.11),
d'Alemberti valem (5.8).

8§7. Cauchy lesanne soojusjuh-
tivuse vorrandi jaoks

7.1. Soojuse levimine Idpmatus vardas

Uurime soojuse levimist I8pmatus homogeenses vardas,
mille kulgpind on soojuslikult isoleeritud nii, et soojus—
vahetust varda ja Umbritseva keskkonna vahel ei toimu. Ma-
temaatiliselt vdime selle Ulesande formuleerida jargmiselt:

leida tokestatud funktsioon u(x,t), mis on t >0 ja
—00< X COoO0 korral vorrandi
«4d = a2|_|,*x (7.1)

lahendiks ja rahuldab algtingimust

u(x,0) = 4>(x), (7.2)
milles 1(>(X) on pidev tdkestatud funktsioon.
Otsime vorrandi (7*1) erilahendeid kujul

u(x,t) = T(E)X(x). (7.3)
Asendades (7.3) vOrrandisse (7.1), saame
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T'H)X(x)= 0~744) X4O

ehk
-T1/13.4 n'r-\
= -/ fAl* oo"s—fc),
azTtt) * Cx)

kuna ajast t soOltuv funktsioon saab vOrduda koordinaadist x
s6ltuva funktsiooniga ainult siis, kui mdlemad funktsioonid
on konstantsed. Saame jargmised vdrrandid T(t) Ja X(X)
maaramiseks:

T'a) +o*axTc”N)—o0.

X"(x) + Ir#(x) = 0.

Lahendades need vdrrandid, leiame voérrandi (7.1) erilahen—

did kujul
—A2ctH
UAF-fo) = [A(*)Cc*iAX + e

Ilga reaalarvu —<*>< a ©°0 korral saame uhe erilahendi,
kusjuures kordajad A ja B vOivad olla erinevate konstandi
1 vaartuste korral erinevad.
Moodustame funktsiooni
L O]

u(*/0 = /[AMcoscoc +B00O~*naxJe'* 0 . (7.4)

Kui selle funktsiooni tuletised on leitavad diferentseeri-
mise teel integraali margi all, siis ta rahuldab vdérrandit
(7.1). Algtingimuse (7*2) taitmiseks tuleb A(”~) ja B(a)
maarata selliselt, et

+?
J[A(a)co5NX+ B(*).anNx]cb =ifu) .
-
Esitame funktsiooni ,L)(x) Fourierl integraali abil:
H0 - <*>

+ S<nAx JyCf) m&nA
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Seega algtingimuse rahuldamiseks tuleb votta
+0

A (n)« j vp(l)coSA|d],
-m00

+00

eud=J_jLp(])"nA%]| -

Asendades valemisse (7*4), saame

+»P Tj» —Aro H
U(x,N)=2"] J [«4|cBa/IX + f(])d|cb*
€00 —60
4D @
e ' A
o | JEV@AYXE N §0R
-00 -
Muudame integreerimistarjekorra ning arvestame,et integraa-
Ii all on ~ suhtes paarisfunktsioon. Seega
T°0 j20)
u(x,+)="r J™"pCJ) je N~ *e©$n"—x)cucl] .
-0 (0]
Kuna <0 . <&zl
—Axa H > \13r Ue*—t
T& @SN - xjotx - = g 5
siis saeme uUlesande formaalse lahendi jaoks valemi
U(x,-t)= jV £>6 (x,]|,*)<*§, (7.5)
-00
milles
(E-X%)2
' Y * T4%*4
e . (7-6>
N&aitame, et konstrueeritud formaalne lahend (7.5) on
téepoolest ulesande (7*1), (7.2) lahend. Selleks on vaja
ndidata, et iga tOkestatud pideva funktsiooni W) ~ M
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korral valemiga (7*5) maaratud funktsioon on tdkestatud,
rahuldab vorrandit (7*1) ja

—fe"o
Funktsiooni u(x,t) tbkestatus jargneb Ilihtsalt valemist
(7.5), kui teha muutujavahetus

<7.7)
27KH"
Toepoolest,
q-*)z
luoyfo)l <g==j [f(Di £ o4 di
\Iwt
(E-X)z +00
r M R
‘ d e dot*M.

~0

Funktsioon (7-5) rahuldab vorrandit (7*1), kui tema
osatuletised vOib leida integraali margi all diferentsee-
rimise teel. On teada, et I6pmatute rajadega parameetritest
sbltuva integraali tuletise parameetri jargi vBime leida
integraali margi all diferentseerimise teeljkui selle tule-
musena saadud I86pmatute rajadega integraal on Uhtlaselt
koonduv (antud juhul —«o<xc , B9& , kus 6
on suvaline positiivne suurus, korral). Woierstrassi tunnu-
se jargi Iopmatute rajadega integraal on uUhtlaselt koonduv,
kui leidub selline integraalialuse funktsiooni majorant

a(l ), et

Naitame, et

+00
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Valemi (7.6) pohjal leiame:

4@ 4@
jvg) ~6(x,],*Wj ——-—i~"*sCx,|.4)dsS+
-

40

-0

Mblemad viimase vOrduse paremal pool olevad integraalid on
jargmist tuupi:

+°° . _(3—x)z

—a0

kus C on mingi konstant} k ja m on positiivsed arvud, kus-
juures 2k > m+ 1. Muutujavahetus (7.7) teisendab need in-
tegraalid kujule

+00

I =C(20) J —1 ** £ ¢
-1 i k'~
See integraal on Uhtlaselt koonduv —fcME>0 korral, kuna
integraali all seisva funktsiooni majorant

on integreeruv vahemikus —<= <bl.< +1t».
Analoogiliselt saab naidata, et osatuletised u”® ja

saab leida integraali margi all diferentseerimise teel.
Naitame veel, et

»

U.(X,4) =
o (X,4) = vty

iga x korral. Muutujavahetus (7*7) teisendab funktsiooni
(7.5) kujule
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+00

— __jNiM(x+2al*\MEN-~(x)Je  oi«..
-0
Tanu funktsiooni (x) tOkestatuaele
lif(oi4 2cloc\IT) ~*>(x)i <2.M

iga Xx,t jad korral. Integraali (7*8) koondumise tottu

leidub mis tahes £ >0 korral selline kullalt suur arv N,
et
N

ZM

+00

rsr. *
N

Tanu ¢ (x) pidevusele leidub vastavalt igale arvule £>0
selline arv g >0, et

W(X—-r2a<*\re)—-u>un)1 &
iga )«| <N korral, kui €< . Neid tulemusi arvestades
leiame N
Ja(xX, )—-p(x)I < (I™M(x +2noulb ) —dbl] e~* cfoc +
fjr J
K - ®
+W ] * 0~ + A IMx+2a<ANF2I-~W]|e ckd
- % bl J N <



+0
3L End Fe "% + 1 = £,
—(o

kui ainult ~b<”.

Seega funktsioon (7*5) annab tdepoolest Ulesande (7*1)»
(7*2) lahendi.

Naitame, et leitud lahend on uUhene ja sO6ltub pidevalt
funktsioonist if(x).

Olgu o~Cxjt) ja u2(x,t) ulesande (7.1), (7.2) kaks la-
hendit. Vahe o (x,t) = u"Xjt) — ~(xjt) rahuldab vdrran-
dit (7.1) ning algtingimust w(x,0) * O* Peale selle

Iw(x,4=)1 M| ~M(x,4) |+ Juz(x,t)] S2M.
Kuna I6pmatu keele korral ei saa miinimumprintsiipi otse-
selt rakendada, siis vOtame vaatlusele tdkestatud piirkonna
IXUL, O0«*<T, (7.9)

kus L on suvaline positiivne arv. Abifunktsioon

v(*,*)=
rahuldab vorrandit (7*1). Piirkonna (7.9) rajal
v(x,0)?"0 =u(x,0) , V(xL,-t) »2M*lu(xL,-fc)l,

kust jargneb:
V(x,0) =K/(x,0) ,

V(=L )= w(==L/Tt) ~0.
Rakendades piirkonnas (7.9) funktsioonidele w(x,—t)+W(x,4)
miinimumprintsiipi, saame

V(x,4) £ U(x,4;) Z.Q ,
kust

—v(X,—fc) * ~(x,*) £ V(x/fc)
ehk

Iw(x,—t) I £ = (~ +C*HJ.

93



Fikseerime x ja t vaartused, ning laseme suurusel L tokes-
tamatult kasvada, saame
,4) 1-0.
Lahendi stabiilsuse naitamiseks vOtame funktsioonid
u”(x,t) ja u2(x,t), mis on vorrandi (7.1) lahendid algtin—
gimustel un”(x,0) = ¢.,(x), u2(x,0) = 2 (%), kusjuures

I"(xX)-U>a.(>0] <& . Siis saame
+00
fm o &£ -4
-0

7.2. Allikafunktsioon

Asume leitud lahendit (7*5) fuusikaliselt interpretee-
rima.

Funktsiooni G(x, | ,t) nimetatakse soosus.iuhtivusvor—
randi fundamentaallahendiks Uhem&dtmelisel juhul. Et ta ra-
huldab vérrandit (7*1)» selles vOib veenduda vahetu asendu-—
se teel. Seega funktsioon G(x, | ,t) annab fuusikaliselt
temperatuuri.jaotuse I8pmatus vardas.Kisimus on ainult sel-
les, millise temperatuuri algjaotuse korral.

Kui varda soojusmahtuvus on c ja tihedus g ,siis tem-

peratuuri jaotuse G(x,| ,t) korral vardas olev soojushulk
momendil t on arvutatav jargmiselt (kasutame muutujavahe—
tust (7.7)). Z
7.7 +D tE~X)
T co f < "
Q =ce Js(x,|.—t>df = *8.J e dp
-0 \a -@©
+0
co f

=_=r e cin —ch.
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Seega vardas olev soojushulk ei muutu aja jooksul. Joonisel
8 on kujutatud funktsiooni G graafikud erinevate 0 = at
korral. On naha, et vaikese t korral peaaegu kogu kdvera G
ja abstsisstelje vaheline pindala asub Kkitsas vahemikus
| <X < |+&. Kuna see pindala korrutatuna suuruse-
ga CQ annab vardas oleva soojushulga, siis algmomendile
lahedastel ajamomentidel praktiliselt kogu soojushulk C(Z
on koondunud punkti x = £ vaikesesse Umbrusesse, ©eldust

jargneb, et alghetkel t = 0 kogu soojushulk paikneb

punktis x =] . Siit vOib teha jarelduse, et funktsioon

G(x, I ,t) annab temperatuuri jaotuse IS6pmatus vardas het—
Joon. 8

kel t. kui alghetkel t = 0 varda punktis X=]| eraldus soo-
jushulk Q = ¢/3 . Seepérast nimetatakse funktsiooni G(X, £ jt)
hetkelise punktsoojusallika funktsiooniks ehk luhidalt al-
likafunktsiooniks.

Me nagime, et funktsioonid
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— G-x%
46
2/r8

moodustavad delta—jada;kui B-—»0. Seega soojusjuhtivusvor—
randi fundamentaallahend (7*6) rahuldab algtingimust

o GO 1) = <T(x-£).

Allikafuhktsiooni abll on vdimalik lihtsalt interpre-
teerida ka valemit (7.5).

Olgu varda algtemperatuur ¢ (x) positiivne mingis
kullalt vaikeses varda vahemikus o(c IS ning null val-
jaspool seda vahemikku. Siis valemi (7*5) kohaselt tempera-
tuuri jaotus hetkel t on antud valemiga

hHSle ™,

millest jargneb,et kui tahes vaikese t ja kui tahes suure x
korral u(x,t)>0. See on vdimalik ainult juhul, kui soojus
levib vardas Idpmatu suure Kiirusega. Vastuolu soojuse ole-
muse molekulaarkineetilise ettekujutusega on tingitud asja-
olust, et soojusjuhtivuse vOrrandi tuletamisel ne jatsime
taielikult soojuse levimise mehhanismi koérvale.

Votame varda punkti x = | vaikese Umbruse Eraldu-
gu selles Umbruses hetkel t = 0 6oojushulk dO — ip(£)d§,
mistottu alghetkel selles Umbruses temperatuur on
Tanu vaiksusele voib lugeda, et soojushulk dQ eraldub
punktis x = J . Selline hetkeline punktsoojusallikas kut-

sub 16pmatus vardas esile temperatuurijaotuse

Summeerides seda avaldist Ule kogu I6pmatu varda, saamegi
algtemperatuurist <">(X) tingitud temperatuurijaotuse jaoks
valemi
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+00

—0o
mis Uhtib valemiga (7.5)»

7.3« Soojuse levimine ruumis

Vaatleme veel luhidalt soojuse levimist yuumis Ool-
gu vaja leida vorrandi

H = + “yy + Uzz™ = a2 Ziu (7.10)
tokestatud lahend ruumis t > 0 korral,mis rahuldab alg—
tingimust

u(M,0) = iE(M), (7.11)

milles ¢ (M) oa tOkestatud tukati pidev funktsioon ruu-
mis B?.

Kolmemodtmelisel .juhul soo.ius.lUhtivuse vodrrandi fun-—
damentaallahendiks on funktsioon

( x - we+(@-3)*
.. °\ 1. o ko)
U(M,MO)+)»(1 -"jSr) e
mida nimetatakse ka allikafunktsiooniks ruumis. Ta annab

temperatuuri punktis M = (x,y,z) ajamomendil tjkui alghet—
kel t =0 eraldub punktis MO = ( f »* , *) soojushulk
g a cqQ .

Vaatleme ruumalaelementi dgchrfcli* ,mis sisaldab punk-
ti MQ. Algtemperatuuri <)) tekitamiseks on vaja, et sel-
les elemendis eralduks algmomendil t=0 soojushulk
clQscqif( M o ) ~ . Elemendi ct/~d”c/e, vaiksuse
tottu vBime lugeda, et see soojushulk eraldub punktis MQ.
Vastavale allikafunktsiooni fuusikalisele sisule sellise
hetkelise punktsoojusallika korral temperatuur punktis M
ajamomendil t on

Am6(M,/MO,A) = G(M, MO,%) ®(M0)d{:d/jd % .
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Integreerides seda avaldist ule ruumi saamegi algtempe—
ratuurist tingitud temperatuurijaotuse

U(M,4)* / 5. (1.12
R3
. On vaja naidata, et funktsioon (7.12) annab tdepoolest

tlesande (7.10), (7.11) lahendi, s.t. see.funktsioon on t&-
kestatud ruumis RAf t > 0 korral rahuldab vorrandit (7.10)
ja rahuldab algtingimust (7.11). T&estus on analoogiline
vastava tdestusega Idpmata varda korral. Seeparast ne ei
esita teda.

Allikafunktsiooni abil on vdimalik lahendada ka ules-
anne soojusallikate poolt eraldatud soojuse levimisest. Ma-
temaatiliselt seisneb see Ulesanne jargnevas: leida funkt-
sioon u(M,t), mis M ~ R3 ja —-fc0 korral rahuldab vOor-
randit

, £(M,4))
u = cxrau. + —— — (7.13)
ja algtingimust
u(M,0) = 0. (7.14)
Vorrandis (7.13) funktsioon annab soojusallikate poolt

ruumithikus ja ajauhikus eraldatud soojushulga.

Vaatleme jallegi ruumielementi d~drfolu® |, mis sisal-
dab punkti MQ = (£, 9 , %5 ). Selles ruumielemendis paik-
nevad soojusallikad eraldavad ajavahemikus (r, T+civ]j
soojushulga

dQ ~ $CMO,T)cIEcIr}d%clT .

fiuumielemendi djsdrjd” ja d c vaiksuse tottu voime lu-
geda, et soojushulk dQ eraldub punktis MQ hetkel T .Sel-
lise hetkelise punktsoojusallika poolt tingitud tempera-
tuuri jaotus ruumis ajamomendil t on antud avaldisega

N~ G(M, =i"~"G,(M>M0t-i-T)d drjdk,dxJ

milles funktsioon
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_ (X=B)r+(v-frazx (2- <g)z

e(M,M0,t-T)J.—J— —f e
vZceIxC—t-T)

Aannsab temperatuurijaotuse ruumis B, kui ajamomendil t = T
eraldub punktis MQ soojushulk Q = c™>. Kogu ruumis
paiknevate soojusallikate poolt ajavahemikus (0,t) eralda-
tud soojushulk tingib punktis M hetkel t temperatuuri

t

u(M,—£)=*// MOoJ-i~rd~ArNd~Nciz. (7.15)
0 A3

Me ei peatu tdestusel, et valemiga (7.15) maaratud funktsi-
oon on tdepoolest uUlesande (7*15), (7.14-) lahend.

7.4. Ulesanded

1. Lahendada ulesanne

uN = a2uxe f-rao < X <+« ; O< =+ ) f
0 , kui -0 <X < -6,
u(x,0) = uQ = const ® 0 , kui —t <X <+6 ,
0 , kui +B< K < +o00.

2. Leida temperatuurijaotus poolldpmatus vardas f kui varda
otspunkt x = 0 hoitakse nulliga vdrduva temperatuuri
juures ning u(x,0) = <p(x).

3. Leida temperatuurijaotus poolldpmatus vardas, kui varda
otspunktis x = 0 ei toimu soojusvahetust Umbritseva

keskkonnaga ning u(x,0) = ip(x).
4. Leida allikafunktsioon vorrandile
Uf. = a2udE - hu (—oo< x < +00) t

mis kirjeldab soojuse levimist vardas, mille kulgpinnal
toimub konvektiivne soojusvahetus véaliskeskkonnaga.

5. Leida temperatuurijaotus I6pmatus ruumist kui alghetkel
t = 0 eraldub sfaaril raadiusega r' UUhtlaselt soojus-
hulk Q.
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