TARTU ULIKOOL
LOODUS- JA TAPPISTEADUSTE VALDKOND

MATEMAATIKA JA STATISTIKA INSTITUUT

Taavi Orumaa
Suhtelised adjunktsioonid virtuaalsetes
topeltkategooriates
Matemaatika eriala

Bakalaureusetoo (9 EAP)

Juhendaja: PhD. Ulo Reimaa

TARTU 2026



SUHTELISED ADJUNKTSIOONID VIRTUAALSETES
TOPELTKATEGOORIATES
Bakalaureusetoo

Taavi Orumaa

Liihikokkuvote
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Sissejuhatus

Kui meil on antud kaks kategooriat .4 ja /3, mingid nendevahelised funktorid
F: A —- BjaG: B — A ning samuti on olemas ka loomulik isomorfism
B(F(-),—) 2 A(—, G(—)), siis need andmed moodustavad adjunktsiooni A ja
BB vahel mis kirjeldab mingit n-6 ndrka ekvivalentsi. Adjunktsioonid on kate-
gooriateooria iiks kdige tdhtsamaid mdisteid ja tihtipeale tahame, et kahe kate-

gooria vahel oleks olemas adjunktsioon, kuid alati ei pruugi nii olla.

Kui kahe kategooria vahel ei ole adjunktsiooni, siis loomulik oleks mdelda, et
kuidas saaks seda olukorda iildistada, et mingit kategooriate vahelist seost siiski
kirjeldada. Sellises olukorras on iiks motteviis lisada juurde funktor ja uurida
adjunktsiooni mingi funktori suhtes, néiteks vdime uurida, et dkki on loomuliku
isomorfismi B(F(-),—) = A(—,G(—)) asemel hoopis loomulik isomorfism
mingi kolmanda funktori J suhtes ehk B(F(-),—) = A(J(-), G(—)). Sellisel

viisil on joutud suhtelise adjunktsiooni mdisteni.

Kuna adjunktsioon on defineeritud libi funktorite ja loomulike teisenduste, siis
adjunktsioonid on oma olemuselt 2-kategooria siseselt uuritavad. 2-kategooria
on struktuur milles on olemas kaks morfismide klassi: 1-morfismid, mis on
objektide vahelised morfismid, tihtipeale funktorid, ja 2-morfismid, mis on 1-

morfismide vahelised morfismid, tihtipeale loomulikud teisendused.

Suhteliste adjunktioonde kirjeldamiseks on tarvis rikkalikumat matemaatilist
struktuuri—selleks votame kasutusele virtuaalsed topeltkategooriad. Virtuaal-
ses topeltkategoorias on meil mingi kogum objekte, mille vahel on kahte tiiiipi
morfisme, mida kutsume 16tvadeks ja jdikadeks morfismideks. Objektid ja jii-
gad morfismid moodustavad tavalises mottes kategooria, aga Idtvade morfismi-
de kogumil ei ole defineeritud komponeerimisoperatsiooni. Lisaks on struk-
tuuri hulgas Iotvadest ja jaikadest morfismidest moodustatud ruute tditvad 2-

morfismid. Nende 2-morfismide seas esinevad kindlat tiilipi 2-morfismid, mis



omavad erilist tahtsust ja mida vdib lugeda virtuaalsete topeltkategooriate defi-
neerimisel iiheks suuremaks motivatsiooniks ning mida hiljem kasutamegi suh-

teliste adjunktsioonide defineerimiseks.

Kiesoleva bakalaureusetdo eesmérk on tutvustada suhtelisi adjunktsioone ning
uurida erinevaid viise nende kokku panemiseks ehk komponeerimiseks. Suhte-
liste adjunktsioonide tutvustamiseks on tehtud sissejuhatus virtuaalsete topelt-
kategooriate teooriasse, tuvastatud nendes olevaid tihtsamaid struktuure ning
toestatakse monda nende kohta kdivat omadust. T60 on jagatud neljaks peatii-
kiks: esimeses kahes peatiikis tutvustatakse virtuaalseid topeltkateooriad, vir-
tuaalseid taglastusi ja pohimdisteid nagu 16tv kompositsioon, ahendid ja baasi-
vahetusmorfismid, lisaks tehakse enamus tutvustatud mdistete korral 1dbi nii-
teid ja mone mdiste puhul tdestatakse ka moni lause voi teoreem. Viimases
kahes peatiikis tutvustatakse suhtelisi adjunktsioone ja tdestatakse dra nende
komponeerimisega seotud kaks juba varem teadaolevat lauset ning iiks uus lau-
se, mis on autorile teadaolevalt originaalne tulemus, lisaks tuuakse kirjeldatud

olukordade kohta niiteid.

Bakalaureusetoo lugejalt eeldatakse, et tal on olnud varasemat kokkupuudet
kategooriateooria pohiliste mdistete ja tulemustega (néiteks on 1dbinud kursuse
Kategooriateooria), kuid enamus keerulisemad mdisted on ilmutatul kujul vilja

toodud ning minimaalne sissejuhatus kategooriateeoriale on leitav Lisast 1.



1 Virtuaalsed Topeltkategooriad

Meie eesmirk on uurida suhtelisi adjunktsioone, aga meie definitisooni jaoks
oleks vaja kdigepealt defineerida virtuaalsed taglastused. Selleks, et virtuaal-
seid taglastusi vaadelda oleks tarvis kdigepealt riddikida virtuaalsetest topeltkate-
gooriatest, sest virtuaalsed taglastused on virtuaalsete topeltkategooriate kaudu

defineeritud.

Eelnevast asjaolust motiveeritud, piihendamegi esimese peatiiki virtuaalsete to-
peltkategooriate tutvustamisele ning pohistruktuuride tuvastamisele. Lugemise
lihtsustamiseks on enne antud peatiiki lugemist soovituslik tutvuda kategoo-

riateooria pohimdistetega (vt Lisa 1).

Definitsioon 1. Olgu antud klass objekte X, mille iga kahe objekti A, B € X
korral fikseerime kaks klassi morfisme Vert(A, B) ja Hor(A, B), mida kutsume
vastavalt vertikaalseteks ja horisontaalseteks morfismideks ning mille elemente
kujutame vastavalt nooltena A — B ning A - B. Ennikut (p,,....p,. f, &, 9),
kus p;,...,p, (n > 0) on jirjestatud komplekt horisontaalseid morfisme, f, g
on jdrjestatud paar vertikaalseid morfisme ja g on horisontaalne morfism, mis

paiknevad nagu diagrammis

D1 P2 Pn—1 Py
AO ( T Al ( I A} T An—l <_|_ An
B, < : B,

nimetame raamiks.

Definitsioon 2. Olgu antud kollektsioon raame R. Olgu antud iga raami

(pys---»Dy -8 q) € R korral mingi klass morfisme, mille elemente kutsume



seda raami tiitvateks 2-morfismideks, mida tihistame ¢, : p,, ..., p, =%q.

Ay — A i o A — A,
fl o, Jg
B, < + B,.
Olgu antud jada raame r,r,...,r, € R nii, et neid tditvad 2-morfismid on

kujul ¢, : p,...,p,/=%qning ¢, : I\,...,I! /i=&p (1 < i < n), kusjuures

g; = fiy;- Diagrammi kujul

/1 ll 12 12 /”71 ln—l n mn

1 my 1 my 1 Mp—1 1 mp
li li !/ !’ !/ !/
Ay = AL A A 4 = A A
fi b, lgl b, lgz o gnZl b, e l b, &
v ) P1 , P2 Pn-1 Pn M
A < t A, < f A, A, , &—F+— A, +—+— A,
g @, g
v g
B < b B,

nimetame kleepimisdiagrammiks.

Mairkus 1. Kategooriateoorias on tihti voetud koikide hulkade hulga taoliste
probleemide viiltimiseks kasutusele klassid. 1ga hulk on klass, kuid mitte vastu-
pidi, kusjuures koikide hulkade kogum on klass. Antud toos ainult klassi mois-
test ei piisa ja on tarvis iihe taseme vorra korgemale minna, seega votame kasu-
tusele konglomeraadi moiste. Nagu ka hulkade ja klasside puhul, siis iga klass

on konglomeraat, kusjuures koikide klasside kogum on konglomeraat.

Definitsioon 3. [1, definitsioon 2.1] Virtuaalne topeltkategooria X koosneb

jargnevatest andmetest:

1. Kategooriast X, mis ei pruugi olla viike (vt Lisa 1). Tapsemalt X Ob-

jektide konglomeraadiks on Ob(X) = Ob(X) Kleepimisdiagrammides,



kus objektide nimetused ei oma tdhtsust, voime tdhistada, ka voimalikult
paarikaupa erinevaid, objekte punktiga (-). Jdika morfismi f objektist A
objekti B tidhistame noolega f: A — B, Ghikmorfismi 1,: A — A,

mida kutsume jdigaks iihikuks, vahel tahistame mirgiga =.

. Igaobjektipaari A, B € Ob(X) jaoks on antud klass morfisme X, (A, B),

16tv
mida kutsume l6tvadeks morfismideks. Tahistame 16tva morfismi p objek-

tist A objekti B noolega, mille keskel on vertikaalne joon p: A+ B.

. Vaatleme virtuaalse topeltkategooria X kdikvoimalike fikseeritud jdika-
de ja 16tvade morfismide poolt tekitatud raamide (kus meil on klassid
Vert(A, B) = X; (A, B) ning Hor(A4, B) = X

i (A, B)) kollektsiooni
X

15ty
aam- 1gal raamil (py, ..., p,. [, & q) € X, on antud klass antud raa-

mi tditvaid morfisme X f,g(Pl ,---» D, q), mida nimetame 2-morfismideks.

Kui meil on fikseeritud raam (p,, ..., p,, f. &, q), siis tdhistame 2-morfis-

mi ¢ € X (p),....p,sq) korral ¢ : py, ..., p, =>%q.

Ay +— A +—+— ... «+— A,_| +—+— A,
fl ) lg
B, < b B,.

Kui 2-morfismi ¢ antud raami jdigad morfismid f;, f, on jdigad iihikud,

siis iitleme, et ¢ on globulaarne ja kirjutame ¢ : p,,...,p, = ¢

AO
| ¢ \
BO

On ka voimalik, et 2-morfism on kujul ¢: = g ehk 2-morfismi vasa-

kul on pikkusega O I6tvade morfismide jada, sellist olukorda tdhistame



jargnevalt:

A A
| o |
A(—}I—A

1
P P, A P,

A
A
A
A

A
A

A

on vastavusse seatud 2-morfism, mis on kujul

P P,

. < . 4
A) A)

gofl vy ) lf

. &
A)

2

s.0 2-morfismide kompositsioon.

5. Iga 16dva morfismi p: A’ -» A korral on antud 2-morfism 1,: p = p
ehk p tihikmorfism, tdhistame seda 2-morfismi mérgiga = kleepimisdiag-

rammides.

A A

p

A

A Al

A

6. Olgu antud 2-morfismid

0:4q,....q,7=>%q, y,: pi,...,p}(iff:giqi (1<i<mjal<k,)



ja
Gyt 1 IS T (1< k< kg jal < sy,

siis kehtib assotsiatiivsuse aksioom

(9('//1’ LR} l//m))(d)ll’ R d)mkm) =
9(W1(¢115 ey d)lkl)’ ey Wm(d)mla ey d)mkm)) (1)

ja iga 2-morfismi ¢ : p,,...,p,’=¢ q korral kehtivad jérgnevad iihiku

aksioomid

qb(lpl,...,lp):qb 2)
ja

1,(¢) = ¢. (3)

Tahame ka réddkida 16tvade morfismide vahelistest isomorfismidest, seega on

otstarbeks votta kasutusele jargnev kategooria.

Definitsioon 4. [1, 1k 7] Olgu X virtuaalne topeltkategoorianing A, B € Ob(X).
Moodustame kategooria X[A, B], mille objektideks on 16dvad morfismid

p : A—> B jamille morfismideks on globulaarsed 2-morfismid ¢ : p = ¢

B+—t— A

| |

B(—(n}—A.

Definitsioon 5. Olgu antud objektid p,qg € Ob(X[A, B]). Utleme, et globu-

laarne 2-morfism ¢ : p = ¢q on lo6tvade morfismide isomorfism, kui leidub



wiq=>pnietdpy)=1jay(p) =1,

B++t+— A B+i+— A

b B+i— A w B+i+— A
B(—&—A: 1, ja B(—})—A: 1,

11/ B(—})—A ¢ B<_z'1_A
B(—})—A B(—)}—A

Kui 16tvade morfismide p ja g vahel leidub 16tvade morfismide isomorfism ¢,

siis p ja g on isomorfsed kategoorias X[ A, B] ja tihistame p = g.

Néide 1. Vaatleme triviaalset kategooriat 1 kus on iiks objekt ja morfism, tip-
semalt on meil Ob(1) = {x} ning 1(x, x) = {1, }. Fikseerime mingi osaliselt
jarjestatud hulga P ning moodustame virtuaalse topeltkategooria CoCart(P),
mille objektideks ja jdikadeks morfismideks on kategooria 1 objekt ja morfism

ning 1ddvad morfismid on P elemendid p € P, sellisel juhul kui meil on niitid

antud raam
P P> Pn—1 Py
* A) T * N T . < : * < T *
¢
* 4 : *,
q
siis unikaalne 2-morfism ¢ eksisteerib parajasti siis, kui igai € 1, ..., n korral

p; < g, ehk 2-morfism on vorratuste pere (p; < q)7_,.
On lihtne néha, et need andmed moodustavad virtuaalse topeltkategooria, sest

iihik 2-morfismid on alati olemas, sest osalise jdrjestuse seos on refleksiivne

10



ning kui meil on antud 2-morfismid

P P, ) P,
*x — < * *x < *
b,
pl pn
* < t * * < t *
114
*x ¢ t *,

siis meil on pered (p| < p)i_, ning (p; < q)7_, aga ilmselt peab ka kehtima,
et (p) < q)_, osalise jrjestuse transitiivsuse tottu. Assotsiatiivsuse ja iihikute
aksioomid tulenevad sellest, et virtuaalses topeltkategoorias CoCart(P) on igal

raamil tlimalt iiks 2-morfism, mis seda tdidab.

Naéide 2. Vaatleme virtuaalset topeltkategooriat Set-Prof. Selle objektideks on
lokaalselt viiksed kategooriad A (s.t, et A kdikide suvaliste objektide a,, a, va-
heliste morfismide klassid A(a,, a,) on hulgad, mitte parisklassid), jaigad mor-
fismid on tavalised funktorid, 16dvad morfismid on profunktorid' ehk A - B

on funktor B°? X A — Set, ja 2-morfismid raamiga

Ay —+— A —+— ... ++— A, <+— A,
FJ{ ¢ lc
B, < : B,

on funktsioonide pered, mis jirjendi (a, ... a,) € A, X --- X A, korral annavad

loomuliku teisenduse

¢a seeeQp
p1(ag, ) X py(ay,a) X - X p(a,_;,a,) —" q(F(ay),G(a,)).

Profunktoreid kutsutakse ka distribuutoriteks (ingl distributor) ja (bi)mooduliteks (ingl
(bi)module).

11



mis on loomulik a,, a, suhtes ja ekstraloomulik a, ...,a,_; suhtes. Loomu-
likkus a, suhtes tihendab, et iga morfismi f: a; — a, korral kommuteerub

diagramm

b

0 an

pl(ag, al) X e X pn(an_la an) _> q(F(aO)’ G(an))
p1(fa)X-Xp,(a,_,.a,) q(F(f).G(a,))

ning loomulikkus a, suhtes tdhendab, et iga morfismi g : a, — a; korral kom-

muteerub diagramm

pi(ag,a)x---Xp,(a,_,8) q(F(ay),G(g))

Bag....d],
p](a()’ al) X oo X Pn(an_p a;) = Q(F(ao), G(a;))

Ekstraloomulikkus a, ..., a,_, suhtes tihendab, etiga a,,i € {1,...,n—1} ja

morfismi f : a; — a korral kommuteerub diagramm

e X pay> @) X pigy (@, a4) X -

o Xpi(a_ 1, D)Xpi (f a4 1)X 0+

X pla_p,a) X pyy(a,a; )X q(F(xy), G(a,)).

< Xpi(@;_ 1, SIXPi (L@ )X

o X pa;_y,a) X (@), @) X -

Niitame, et tegemist on ikkagist virtuaalse topeltkategooriaga. Et kategooriad

ja funktorid moodustavad kategooria, siis on antud niite jdikade morfismide

12



definitsioon virtuaalse topeltkategooria omaga kooskolas. L.otvade morfismide
kohta midagi kontrollida vaja ei ole ning 2-morfismid on samuti eelnevalt defi-
neeritud. Lodva morfismi p: A, -+ A, korral iihik 2-morfismi 1,: p = p an-
nab meile see, et on olemas funktori samasusteisendus, mis on loomulik teisen-
dus, mida defineerime vordusega (1,), , = 1,4 .,)1gapaari(a,, a;) € AjXA,

korral. Defineerime niitid 2-morfismide komponeerimisoperatsiooni. Selleks

eeldame, et meile on antud kleepimisdiagramm

by

1N P 1
Al —— A, Al —— A"
n
F, o, lF] F,,_l\I( b, F,
hd ~
1, \ 1 n oy X n
BO N qln Bl BO N qll 1
GO W Gn
v v
Gy < ¥ C

Siis, iga i € {1, ... n} korral on antud loomulikud teisendused, mis on funkt-

sioonide pered
i i P i i i i i i
pl(aoy al) X pz(al’ ao) X X pm,-(aml-—l’ am,-) — qj(E—l(a0)7 E(am,))

Ei ole raske néha, et funktorite ja loomulike teisenduste kompositsioon siili-
tab vastavalt funktoriaalsust, loomulikkust ja ekstraloomulikkust [3], jarelikult

saame, et on ka olemas loomulik teisendus

(g, (aj, ... a:nl), s du(a, ay ) =
W(q,(Fy(ay), Fy (a},,l)), -+ 4,(F_i(ag), Fi(a, ) =

q(GOFO(a(l))’ GnFn(a:lnn))a

13



mis tdhendab, et on olemas ka raam

P : p’"n

Al — — A"
GOOFO\I/ W(d)l’ cees d)n) J{Gnan
C, < b C

Jadb veel kontrollida, et kehtivad assotsiatiivsuse ja ithiku aksioomid, aga ei ole
raske néha, et definitsiooni pohiselt loomulike teisenduste komponeerimine on
assotsiatiivne ja funktorite samasusteisendused kéituvad selle komponeerimise

suhtes iihikelementidena [4].

Mairkus 2. Eelnevas ndites 2 saab ahendada objektide kollektsiooni iihe-objek-
tilistele kategooriatele, ehk monoididele, ning vaadelda jdiku morfisme (funk-
toreid) kui monoidide homomorfisme ja lotvu morfisme (profunktoreid) kui bi-

poliigoone.

Vaatleme veel iihte nédidet, mis on niite 2 erijuht, kus on vaadeldud hulki disk-
reetsete kategooriatena, kiill aga teeme selle néite 14bi konkreetsete objektidega

ja morfismidega.

Naéide 3. [2, ndide 2.6] Vaatleme virtuaalset topeltkategooriat Set-Mat, selle
objektid on hulgad, ehk Ob(Set-Mat) = Ob(Set), jiigad morfismid on funkt-
sioonid, 16dvad morfismid X £ Y on hulkade pered {p(y, X) } yex yey (St X XY -

maatriksid, mille komponendid on hulgad) ja 2-morfismid raamiga

P1 P2 Pn-1 Py
Xy —+— X +— ... +—+— X, ++— X,
fl ) lg
Y, < : Y,

14



on funktsioonide pered

D1 (g0 X1) X Py, X5) X oo X P (Xis X,) — q(f(xg). (%)), (@)

mis on olemas iga jdrjendi (x, ... x,) € X, X --- X X, jaoks. Kui n = 0, avaldi-
se 4 vasakpoolses n-aarses ostekorrutises, siis interpreteerime seda kui mingit
tiheelemendilist hulka {=}.

Votame konkreetsuse mottes hulgad
XOZ{.”’*’Q}a W:{l}a YOZ{A,K,Q,J},

X, = {értu, ruutuy, risti, poti} ja Y, ={a,k,q,j}

ning funktsioonid f : ¥; — Y, jag: X, — X,, mida defineerime jargmiselt

f(A)=a, f(K)=k, f(Q)=qjaf(J)=

ja

g(®) = drtu, g(#) = ruutu, g(%) = risti ja g(#) = poti.

Votame juurde niiiid vastavad 16dvad morfismid
P Xy W, p: WY, ja q: X;,=»Y,.

Definitsiooni kohaselt on p; suurusega 4 X 1 maatriks, mida defineerime hetkel

nditeks paaride peal, ehk p,(w, x) = {w, x}, seega 10dvale morfismile p, vastab

15



maatriks
1

(1,9}
(1,)
(1,8}
(1,8

» N o @

Sarnaselt defineerides, et p,(y, w) = {y, w}, siis saame 4 X 1 maatriksi

A K 0 J
1<{A,1} (K.1) {0.1} {J,l}).

Samamoodi teeme ka 1ddva morfismiga g, et saada q(y, x) = {y, x}, see annab

meile 4 X 4 maatriksi

artu ruutu risti poti
al|{a,irtu} {a,ruutu} {a,risti} {a,poti}
k|{k,artu} {k,ruutu} {k,risti} {k,poti}

q|{g.drtu} {g.ruutu} {q.risti} {g,poti}|

J\{j,artu} {j,ruutu} {j,risti} {j,poti}

Oleme saanud raami

Y, < . W < . X,
fl [0) lg
Y, < b X,

kus ¢ on funktsioonide pere kdikvdimalike jirjendite (x,, w, y,) € X, X W XY,

jaoks. Votame nditeks jirjendi (@, 1, A), siis saame, et qb(,,l, A) On funktsioon

Dewia: (1,9} xX{A 1} - {a,drtu}.

16



Tahelepanelik lugeja on vdib-olla juba mirganud, et meil on juttu olnud iihiku-
test jaikade morfismide ja 2-morfismide jaoks, aga 16tvu tihikuid ei ole siiamaa-
ni mainitud. Tulevikus defineerime 18dvad tihikud universaalomaduse kaudu,
kuid mérgime, et 16tva lihikut mingil objektil vdib iildjuhul ka mitte leiduda.
Tegelikult ei ole palju raskem defineerida I6tva kompositsiooni ja siis vaadelda

tihikuid kui 0-aarseid kompositsioone.

Definitsioon 6. [1, definitsioon 2.4] Utleme, et 2-morfism

korral, 2-morfism ¢ faktoriseerub lébi 2-morfismi opcart unikaalselt jargneval

viisil:
P ) Z] q; dm ry Iy
I 1 yl " cee < " 1 yl !
T T N T N T T T
H , H ‘ - H opeart H B H ‘ - H
P D q r Iy
S < < f — <

A

mis tihendab, et ¢ = ¢’ (11,1, oo 1, 0peart,1, ..., lrn), teisisdnu 2-morfism

opcart on esitav parajasti siis, kui raami (p,, ..., p;, ¢, 7y, ... ,, f, &, §) korral on
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meil bijektsioon 2-morfismide klasside vahel:

¢ —¢(1,...1,0pcart,1,..., 1)

Xf’g(pl,...,pl,q,rl,...rn;S) H Xf’g(pl,...,pl,ql,...,qm,l"l,...}"n;S)

Sellisel juhul kutsume 16tva morfismi ¢ morfismide ¢, ..., g,, l6dvaks kompo-
sitsiooniks ning tdhistame g =: ¢, © --- © g,,.
Eeldusel, et 16tv kompositsioon g, © -+ © g,, eksisteerib, on meil kleepimis-

diagramm

REENEN

q1 dm
H opcart H

- 4 :
q,0--0q,,

Kui m = 0, siis on meil esitav 2-morfism kujul

A A

|« |

A(—&—A

Sellisel juhul iitleme, et g : A - A on A 16ty iihik ja tihistame g := A(1,1).
Lddvad kompositsioonid, kui need eksisteerivad, on iihesed isomorfismi tip-
suseni, assotsiatiivsed isomorfismi tdpsuseni ja 1d0dvad tihikud on taandatavad.
Ldtvade iihikute taandavus tdhendab, et 16tvade kompositsioonide A(1,1) © p
jaq® A(1, 1) korral on olemas isomorfismid A(1,1)Op = pjag® A(1,1) = q.
Assotsiatiivsus tdhendab siin, et kui p© g eksisteerib, siis (p© g) © r eksisteerib
parajasti siis kui p ® g O r eksisteerib, kusjuures siis nad on isomorfsed. Sellest
ka jareldub, et kui p © g ja g © r eksisteerivad, siis (p @ q) Or = pO (qOr),
millest kumbki on olemas kui teine on olemas [2]. Kiill, aga ei pruugi kehti-

da, et kui p ® ¢ © r on olemas, siis on olemas p © g vdi ¢ © r, seega el saa
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iildiselt kirjutada, et p O gOr = (pO QP OrvoipOgOr 2 p0O(q Or),
sest vastavad kompositsioonid ei pruugi eksisteerida. Kusjuures 16dvas kompo-
sitsioonis vOib 16tve morfisme vahetada isomorfsete 16tvade morfismide vastu,
nditeks kui p = p’ ja g = ¢/, siis 16tv kompositsioon p ® ¢ leidub parajasti siis,
kui leidub isomorfsete 16tvade morfismide kompositsioon p’ ® ¢’, ning lisaks,

kui need kompositsioonid leiduvad, on need isomorfsed.

Eelnevalt mainitud omadused tegelikult tuginevad tugevalt omadusele, et esi-
tavate 2-morfismide kompositsioon on esitav, seega oleks otstarbeks see &dra

tOestada.

Lause 1. Olgu X virtuaalne topeltkategooria. Olgu antud globulaarne 2-mor-
fismy : p,....,p, = pningolguigai € {1,...,n} korral antud esitav 2-

morfism ¢; : pi, ... ,p’ni > p;.
1. Kui y on esitav, siis kompositsioon y(¢,, ..., $,) on esitav.

2. Kui kompositsioon y(¢,, ..., $,) on esitav, siis y on esitav.

Toestus. 1). Olgu antud esitav 2-morfism y : p,,...,p, = pningigai €
{1,...,n} korral esitav 2-morfism ¢, : p},...,p' = p,. Peame niitama, et
v (@, ..., d,) on esitav. Fikseerime raami (7, ... , 7, Py Fiyps oo P S > &5 ), Mi-
da tditvateks 2-morfismideks on klass Xf’g(rl, cees Pk Do Fiy1s -+ Ty S). Kuna yr
on esitav, siis on meil olemas bijektsioon a, mille korral kui on antud 2-morfism

T e Xf’g(rl,...,rk,p,rk+1,...rm;s), siisz — z(l,...1,y,1,...,1)

a
Xy o(Fs oo s P D Py oo Fiy 8) ——> X o (Fpu oo s Dy oo s Py Pt o+ iy S)-

Kuna ¢, : p}, ,prll = pyon esitav, siis on meil samuti olemas bijektsioon f,,

19



mille korral 7 — #(1,...1,¢,,1,..., 1)

D O (S X ST ) § X g (Fls s Fs Dy oo s Pys Pt ooe Py 5)

|s

1

1 )
Xﬁg(rl,...,rk,pl,...,pnl,...,pn,rk+1,...rm,s).

Kuna ¢, on esitav iga i € {1, ...,n} Korral, siis saame, et meil on sarnaselt ka

bijektsioonid f;, mille korral 7 — #(1,...1,¢,,1,...,1)

a
X gFps oo s P Do Fpys oo iy 8) = X (P oo s P Py e s Py Py oo Pgs S)

B

v

1 1 .
Xf’g(rl, ERNY %Y JTRITRY PRy AN (ST e ¥ S)

B

v

ﬂ"

v

1 1 n n .
Xf,g(rl,...,rk,pl,...,pnl,...,pl,...,pnn,rkﬂ,...rm,s).

Mirkame, et kuna alustasime raamiga z, milles on olemas vastavad 16dvad mor-
fismid p,, ..., p,, siis ndeme, et jirjestikku rakendamise puhul virtuaalse topelt-

kategooria assotsiatiivsuse vordusest 1 jareldub, et

(ByoB)(m) = n(1,...1,¢ 1, ..., DA, ... 1,5, 1,..., 1)
=a(l,... L, 1,.... 1)

Analoogselt ndeme siis, et

(B0 op)m)=a(l,... ... 1,....1).

Kui veel lisaks 7 on saadud raamist Xf’g(rl, oo s s Dy Fiy1s - Ty §) 1dD1 bijekt-
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siooni a, siis

((B,0 -+ oBoa)m) = x(L,... Ly, L,..,D(A, ... Ly, o b, 1, ..., 1)

=x(1, ... Ly(dy ..., 1,.... 1.

Meil on bijektiivsete kujutuste jada, jirelikult on meil ka bijektsioon, mis on

saadud ldbi eelneval diagrammil olevate kujutuse komponeerimise:

o
Xf!g(rl,...,rk,p,rkH,...rm,s) — Xﬁg(rl,...,rk,pl,...,pn,rkH,...rm,s)

B

~

1 1 .
Xf,g(rl,...,rk,pl,...,pnl,...,pn,rk+l,...rm,s)

Bro-opioa

b

v

aer(l. L Ly(g,...d,) 1.1

ﬂ"l

~

1 1 n n .
Xf,g(rl,...,rk,p],...,pnl,...,pl,...,pnn,rkH,...rm,s).

Oleme leidnud vajaliku bijektsiooni, jarelikult (¢, ..., ¢,) on esitav, nii nagu
taheti.
2). Paneme tihele, et kui meil on diagramm kujul

VNG

AN

gof

Siis, kui kaks kolmest morfismidest f, g ja go f on isomorfismid, siis ka kolmas

on isomorfism. Punktis 1) nigime, et meil on diagramm

o
Xf’g(rl, s s Dy gy oo Py §) — Xf’g(rl, ceisFis Dl oo s Pos Tieits - Ty S)

Byo...op;

Broropioa

(L. Ly (@,....d,).1....1)

1 n n .
Xf,g(rl,...,rk,p],...,pnl,...,pl,...,pnn,rkH,...rm,s).
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Sellest, et f,0 -« off,oa ja f,0 ... off, on isomorfismid jireldub, et ka « on iso-

morfism ja seega y on esitav. 0

Niide 4. Olgu X virtuaalne topeltkategooria. Iga 16tv morfism 1,: p = p on

esitav. Selle ndgemiseks vaatleme suvalist raami, mis on kujul

A

4
A
A
A

P Dy D r Iy

. < 4 s < + . < . < ! cee < } .
Ay AN ) Ay A
P1 P p r Tn

. vee & y) y pi y) .
Ay Ay ) T < Ay

. &
N

Kui votame, et ¢’ = ¢, siis virtuaalse topeltkategooria iihiku aksioomi 2 koha-

selt (1, ...,1, lp, 1,...,1) = ¢, jirelikult lp on esitav.

Naéide 5. Olgu antud osaliselt jéarjestatud hulk P = [6] = {1,...,6} C N millel
on jaguvuse osaline jdrjestus s.t, et x < y parajasti siis, kui x | y. Kui me
vaatleme niites 1 moodustatud kategooriat CoCart(P), siis 16tvade morfismide
kompositsioon p; ®---Op, on nende 16tvade morfismide ehk osaliselt jirjestatud
hulga elementide iilemine raja. Paneme téhele, et osaliselt jarjestatud hulgas P
el pruugi iilemist raja olemas olla. Antud osaliselt jérjestatus hulgas P on kahe
elemendi iilemine raja nende vihim iihiskordne ja niiteks elementide 4,5 € P
korral nende vihim iihiskordne on 20 ¢ P, seega 16tv kompositsioon 4 © 5 ei

saa eksisteerida.

Naéide 6. [2, ndide 5.3] Varem vaadeldud néites kategooria Set-Mat puhul on
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hulga A 16tv iihik antud maatriksiga

{x}, kuia=4d,
Aa,d) =

@, kuia # d'.

Siin {*} on mingi suvaline fikseeritud {iheelemendiline hulk. Paneme ka téhe-
le, et kui valida mingi muu iiheelemendiline hulk {x}, siis saame isomorfse
maatriksi, mis on samuti 16tv tihik. Antud asjaolust ongi niha, et 16tv iihik on
vaid isomorfismi tdpsuseni médratud. Kuna kategoorias Set on kopiirid antud
labi 16ikumatute iihendite, siis 16tv kompositsioon on antud ldbi "maatriksite

korrutamise". Konkreetsete morfismide p: X - Y jag: Y - Z jaoks see on

(g0 p)x.2) = | [ a(z. ) x p(y, ).

yeyYy

Vottes nditest 3 10dvad morfismid p, : X, - W jap,: W - Y, saame leida

16dva kompositsiooni elementide ® € X, ja A € Y, korral, s.0

(p, @ p)(®, 4) = | po(A4, w) x py(w,®) =
wew

pZ(A’ 1) Xp](la.) = {A’ 1} X {1"} =

{4, 1), (A,9), (1, 1), (1,9)}.
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2 Virtuaalsed Taglastused

Virtuaalsetes topeltkategooriates voib tihtipeale juhtuda, et 16dvad ja jdigad
morfismid on tdhusamalt seotud kui definitsioonist ndha on. Néiteks voime vaa-
delda néidet 2, kus tutvustasime lokaalselt viikestest kategooriatest, funktori-
test ja profunktoritest koosneva kategooria. Selle kategooria puhul voib juhtuda,
et meil on funktor f : A — B mille puhul on néha, et f on isomorfismi tidpsu-

seni sama mis profunktor B(1, f): A- B, kus B(1, f)(b,a) = B(b, f(a))*.

Vaadeldud morfismi B(1, f) vdib samuti tdlgendada sellisena, et kdigepealt me
vaatleme profunktorit B(—,—): B - B ja siis eelkomponeerime seda mingi-
suguse jdiga morfismi ehk funktoriga f. Eelkomponeerimise all mdtleme kom-
positsiooni

. IXf B(-,-)
B°® x A—— B°® X B——— Set,

Ning kui ka g: A’ — B on antud, siis
/ B(—-)
(AN x AL B BT et

See motiveerib jargneva iildise definitsiooni. [2]

Definitsioon 7. [1, definitsioon 2.7] 2-morfism

. &
A T

S l cart lg

. &
A

2B(b, f(a)) on koikide morfismide g: b — f(a) hulk objektide b € Ob(B) ja f(a) €
Ob(B) vahel.
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virtuaalses topeltkategoorias on ahendav, kui iga 2-morfismi

r In
'

A

.
S

fof l ¢ lgog’

. &
A)

korral, see faktoriseerub unikaalselt jargneval viisil:

r 'y
r Iy ’
. <_|_ (_|_ . f’ d) g/
fOfJ( ¢ lgog = < !
- f cart 8
q

A

Sellisel juhul iitleme, et p on g ahend piki jaikade morfismide paari f, g ning
tdhistame p = q(f, g). Ahendid on unikaalsed isomorfismi tdpsuseni ja kéi-
tuvad pseudofunktoriaalselt s.t, et kui on antud 16tv morfism g: A -+ B ning
jaigad morfismid f: D — C ning g : C — B, siis kehtivad isomorfismid
q(1,1) =2 gjaq(l,g)(, f) = q(1, fog) [2, definitsioon 7.1]. Kui veel lisaks ¢
on 1oty ithik A(1, 1), siis kirjutame p = A(1, 1)(f, g) asemel lihtsalt A(f, g).

Mirkame, et kui ahendame 16tva iihikut A(1, 1) modda jdikade iihikmorfismide
paari (1, 1), siis saame, et A(1,1)(1,1) = A(1, 1), mis vdib segadust tekitada.

Segaduse viltimiseks vaatleme jdrgnevat niidet

Niide 7. Alati on voimalik vaadelda iihik 2-morfismi 1 4, ;) kui ahendavat 2-
morfismi, millest saamegi ahendi A(1,1)(1,,1,), see on seetottu, et iihikute

komponeerimise aksioomi 3 kohaselt on ahendava 2-morfismi universaaloma-
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dus alati tdidetud. Selle sama aksioomi jirgi peab siis ka kehtima, et

A A
A A 10)
A(L1)
H " H _ ey
200 A lA(l,l)
A < A.

A(i,l)

Kuna ahendid on isomorfismi tdpsuseni iiheselt méaratud, siis kokkuleppeli-
selt voime alati valida A(1,1)(1, 1,,) ahendavaks 2-morfismiks 1 4, ;), millest

tulenevalt saamegi, et A(1,1)(1,,1,) = A(1,1).

Niide 8. [1] Varem vaadeldud niites 2 olevas kategoorias Set-Prof 16dva mor-
fismi p: A— B, ehk profunktori p: B’ X A — Set, ning jiikade morfismide
ehk funktorite f : A’ - Ajag : B’ — B korral on ahend eelkompositisioon

p(f, g), kus eelkompositsiooni all on mdeldud kompositsiooni
(B x A", B AL Set

Néide 9. Kategoorias Set-Mat on ahendamine maatriksite iimberindekseerimi-
ne. Sisuliselt see tdhendab, et maatriksi indeksid muudetakse funktsioonidega
f ja g eelkomponeerides iimber. Teeme lébi iihe konkreetse niite, milleks kdi-

gepealt vaatleme diagrammi, mille morfismid me eelnevalt defineerisime.

X ¢ t A
fl cart lg
Y ¢ f B

26



Defineerime, et
X ={x,]ie{0,...,120}}, Y ={y|i€{0,1}},

A={a|i€{0,...,64}}, ja B={b|ie{0,1,2}}.

ning olgu f ja g sellised, et
F&x) =y ja g(a;) = by.

Teame, et 16tv morfism ¢ vastab vordusele g(y, b) = {y, b}, mis tidhendab, et

meil on 2 X 3 maatriks

bO bl b2
Yo {J’o’ b()} {y()a b1} {yO’ bz}
y] {yl’b()} {ylabl} {yl’b2}

Siin kohal tuletaks ka meelde, et g ei pea olema defineeritud alati ldbi kahe-
elemendiliste hulkade, vaid voib olla suvaline mingi hulkade pere {g(y, x)}.
Leiame niitid p = q(f, g). Kuna eelnevalt defineerisime f ja g libi konstantse-
te kujutuste, siis ndeme, et iga x € Ob(X) ja a € Ob(A) korral p on tegelikult
tapselt selline, et p = q(f(x), g(a)) = q(yy, by) = {¥y, by}, ehk ahend pon 1 X 1

maatriks
by

J’0<{J’o’b0}>-

Ehk oleme ahendanud 2 X 3 maatriksi 1 X 1 maatriksiks.

Kuna 16dvad iihikud ja ahendid on eriti tdhtsal kohal virtuaalsete topeltkate-
gooriate teoorias siis osutub kasulikuks kui oleks viis nende olemasolu alati

eeldada, et neid kasutada saaks. Sellest tulenevalt votame kasutusele virtuaalse
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taglastuse moiste.

Definitsioon 8. [1, definitsioon 2.10] Virtuaalne taglastus on virtuaalne to-

peltkategooria, milles on olemas koik 16dvad iihikud ja ahendid.

Néide 10. Varem mainitud virtuaalne topeltkategooria Set-Mat on samuti vir-
tuaalne taglastus. Selgub, et 10dvad iihikud, mille konstruktsiooni kirjeldamise
ndites 6, ja ahendid, mille konstruktsiooni kirjeldasime niites 9, on selles konk-

reetses kategoorias alati kirjeldatud viisidel konstrueeritavad.

Niiiid, et virtuaalse taglastuse formaalne definitsioon on antud, siis on vunda-
ment rajatud, et saaks hakata riddkima suhtelistest adjunktsioonidest. Peatiiki
16petuseks tutvustame veel paar asja, mida hiljem kasutame ning toome vilja

iihe kasuliku teoreemi ahendite isomorfsuse kohta.

Definitsioon 9. [2, 1k 32] Olgu f : A — B jiik morfism virtuaalses taglastuses

X, selle morfismi baasivahetusmorfismid on ahendid
B(f,1) ja B(,f).

Baasivahetusmorfismidega kaasnevad ahendavad 2-morfismid

B(f.1) B(1,f)
i B B f A

N R
B B B

B(1)

A
A

o

A

A

B(1,1)

Kasutades " f ja f ' universaalomadusi saame jérgnevat raami

o
%[k

t
w%k
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faktoriseerides lisaks 2-morfismid

A(1,1) A(1,1)

¢ t A A < f A
A < t B B < f
B(f,]) B(L.f)

Lisaks saame 2-morfismide f ja f puhul ahendi definitsiooni kohaselt keh-

tivad jargnevad vOrrandid:

A(1,1) A(L,1)

A A
A(1,1) A(1,1)
f,or A+—+— A rof A++— A
B(f,1) B(1,f)
Jf f H B ++— B H f fl B <—+— B
B(1,1) B(1,1)
B B B B
B(1,1) B(1,1)

o)

Toome niiiid esile iihe kasuliku konstruktsiooni.

Lause 2. Olgu antud virtuaalne taglastus X ning lotv morfism p . A— B, siis

leidub esitav 2-morfism kujul

B(L,1) »
: B ¢ f A
¢

A

b
ehk lodva iihiku B(1, 1) ja p lotv kompositsioon leidub ning B(1,1) © p = p.

Toestus. Paneme tihele, et 10dva tihiku definitsiooni kohaselt on 16tva tihikut

B(1, 1) defineeriv 2-morfism esitav ja seega peab kehtima vordus iga 2-morfismi
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¢: B(1,1),p= pkorral 1, = ¢(opcart, 1,)

B B+—+— A
B (_,',— A opcart 1,
1, = B« i B +— A ©
B(1,1)
B <—1'1— A ()
B ¢ . A

Kuna varem niitest 4 ndgime, et ka 1 ,on esitav, siis ndeme, et vorduse 6 paremal
poolel oleva diagrammi kompositsioon on esitav, ning iilemised kaks ruutu on

samuti esitavad, jirelikult lause 1 kohaselt ka ¢ on esitav. O]

Duaalselt on ka iga 16dva morfismi p : A — B korral olemas esitav 2-morfism

p A < A(LL)

1
T A) T

B
H opeart H )

B

AN

=

mille korral p © A(1,1) = p.
Kusjuures kombineerides lauses 6 konstrueeritud 2-morfismi ja 2-morfismi 7,

saame veel iihe konstruktsiooni.

Lause 3. Olgu antud virtuaalne taglastus X ning l6tv morfism p: B— C, siis

leidub esitav 2-morfism kujul

<

C t
H c(L,D)

A
A

S ~1

: B
B(L,1) H

C B.

A

~—+

Toestus. Lauses 2 konstrueerisime suvalise 10dva morfismi p: B - C jaoks
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esitavad 2-morfismid

C < : C < : B
c(l,1 p
H opcart H
C < : B
p
ning
C < : B < : B
p B(1,1)
H opcart H
C < : B.
p
Kleebime need kokku jidrgnevalt
C < : C < ; : B
c(1,1) p B(1.1)
= H opcart
C < : C < . B
c.,n
opcart
C < : B.
D
Komponeerides neid saame uue 2-morfismi
C < : C ¢ : B < : B
Cc(1,1) p B(1,1)
C ¢ : B,
p

]

kusjuures ¢ on esitav lause 1 kohaselt.

Kasutades lauses 2 konstrueeritud 2-morfismi, sellele duualselt konstrueeritud

2-morfismi 7 ning baasivahetusmorfismide 2-morfisme saame, et kehtivad ka
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vorrandid:

A < : A < : B
ALD | BUD AL B(f.1)
f, ! f A —+— A+
1
A 4 : B < : B = opcart
B(f.1) B(,1)
opcart
ll:(f ) b
A ¢ - B
(8)
B ¢ f A ¢ t A
LD | AGLD B(lL.f) A(1LD)
Vi s f B ++— A ++
1
B < : B < : A = opcart
B(L,1) B(L,f)
opcart B ¢ t
P B(1.,f)
B < t A
B(1,1)

Selle viite toestust me kédesolevas t60s ei esita, kuid mirgime, et see on leitav

allikast [2, 1k 39].

Néide 11. Kategoorias Set-Mat funktsiooni f : X — Y korral on baasivahe-

tusmorfism Y (f, 1) maatriks

{x}, kui f(x) =y,
Y(f. D(x.y) =

@, muidu.

Teoreem 1. [2, teoreem7.16] Olgup . B— C lotvmorfismja f . D — C ning
g . A — B jdigad morfismid virtuaalses taglastuses X. Siis lotv kompositsioon

C(f,1)® p©® B(1, g) eksisteerib ja on isomorfne ahendiga p(f, g).

Toestus. Lauses 3 konstrueerisime suvalise 10dva morfismi p puhul esitava 2-
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morfismi, mis on kujul

a
=

s 1

H NS

Vaatleme niiiid kleepimisdiagrammi

C(};,l) C < p B < B(l.g)

>

A
4

A
A
N

S~

<
%
<
e
Oq_]

O —0

A

~-

Kuna virtuaalses taglastuses on olemas kdik ahendid, siis on olemas ahendav

ruut

p(f.8)
——

A
cart lg

<—1'>—B'

S

~
%

A

Ahendi universaalomaduse kohaselt varem vaadeldud kompositsioon faktori-

seerub ldbi ahendava 2-morfismi, mis defineerib p(f, g)

p&c 4 BE 4
DU — 4 B0 4 H « H
fl ¢Cf.1,8) l =D« Al A
C « + B fl cart lg
C < . B.
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See annab meile kanoonilise 2-morfismi

c(f,1) P B(l,g)
¢ i C ¢ : B < :
H ; H
D ¢ t A.
p(f.8)

Piisab ndidata, et a on esitav. Selleks eeldame, et meil on mingi teine 2-morfism

B(l.g)
B < A--————-

D yi
hl p lk
; :

Meil on vaja seda faktoriseerida unikaalselt Idbi a. Faktoriseerimise annab mei-

AN
1S

le kompositsioon

. 4=--D A4——— -

4===D R p—

A
A

Q

=== D«

U P " B(lg)
hl p lk

. &
A)

-4

See, et tegemist on unikaalse faktoriseerimisega, saame baasivahetusmorfismi-
de vorrandidest 5 ja 8, aga see on lisna mahukas protsess, seega on see eraldi

leitav Lisast 2. [

Antud teoreem sisuliselt iitleb meile, et kdik ahendid on kittesaadavad baasiva-
hetusmorfismidega komponeerides, sealt tuleb ka nimi baasivahetusmorfismi-

dele [2].
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Jareldus 1. [2, jdreldus 7.19] Virtuaalse taglastuse X jdikade morfismide
f: D — Cjag: C — Bkorral kompositsioon B(1, g)OC(1, f) alati eksistee-
rib ja on isomorfne ahendiga B(1, go f), ning kompositsioon C(f,1) © B(g, 1)

alati eksisteerib ja on isomorfne ahendiga B(go f, 1).
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3 Suhtelised adjunktsioonid

Adjunktsioonid on kategooriateoorias hésti tuntud uurimisobjektid ja, nii na-
gu ka tihtipeale mujal matemaatikas, soovime adjunktsiooni maistet iildistada.
Kasutades virtuaalseid taglastusi, saamegi iildistuse adjunktsioonidele nimelt
suhtelised adjunktsioonid. Uldistatud definitsioon on omakorda kasulik, sest
mittesuhtelisi adjunktsioone on véga lihtne vaadelda kui suhtelist varianti, mis
voimaldab suhteliste adjunktsioonide tOhusat uurimist ja hiljem tavalisele ju-

hule kitsendadamist.

Definitsioon 10. [1, definitsioon 5.1] Olgu X virtuaalne taglastus. Suhteline

adjunktsioon taglastuses X koosneb jiargnevatest andmetest:

AN
_|
A — F

J

1. Jaigast morfismist j : A — E, mida nimetame juureks.

2. Jaigast morfismist/ : A — C, mida nimetame vasakpoolseks suhteliseks

jaigaks kaasmorfismiks.

3. Jdigast morfismist r: C — E, mida nimetame parempoolseks suhteli-

seks jaigaks kaasmorfismiks.

4. Isomorfismist a: C(I,1) = E(j,r) ning ka selle poordmorfismist
p: E(j,r) = C(,1), mida vastavalt nimetame vasak- ja parempoolse-

teks transpositsioonioperaatoriteks.

Sellised andmed mérgime / =; r. Kusjuures iitleme, et j-suhteline adjunktsioon

on suhteline adjunktsioon mille juur on j.

Mirkus 3. [ 1, jareldus 5.6 ] Kui j on iihikmorfism, siis j-suhteline adjunktsioon

on tapselt mittesuhteline adjunktsioon.
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Toome niilid néite, mis annab natuke arusaama, et milline suhteline adjunkt-
sioon vOib vilja niha, aga ka samas illustreerib asjaolu, et on olemas suhtelisi
adjunktsioone, mis ei ole tavalised mittesuhtelised adjunktsioonid. Selleks koi-
gepealt mirgime, et suhtelisi adjunktsioone saab kitsendada funktoritele jéarg-
misel viisil: Olgu J : A — E funktor, iitleme, et funktoril R: C — E on
vasakpoolne J -suhteline kaasfunktor kui eksisteerib funktor L : A — C nii, et

meil on loomulik isomorfism C(L(-), —) = E(J(-), R(-)).

Naéide 12. [6, Ik 87] Vaatleme virtuaalsed taglastust Set-Prof. Vaatleme seal
olevaid jidika morfismi ehk funktorit J : FinAb — AbGrp, mis on 1oplike Abe-
li riihmade kategooria sisestus koikide Abeli rithmade kategooriasse. Niiiid ku-
na kategoorias Vectg on olemas nullobjekt (vt Lisa 1), milleks on vektorruum
Opeery
etiga A € Ob(FinAb) korral L(A) = OVec,@ ning iga A,, A, € Ob(FinAb) ja
fi A — Ay korral L(f) = 0y: 0

= {0}, siis saame moodustada nullfunktori L : FinAb — Vectg s.t,

Vectg - OVectQ’ kus 00,0 on Objekti OVect@
thikfunktor 1, .

Vecig
Eelnevalt kirjeldatud funktorite L ja J puhul L on J-suhteline vasakpoolne

kaasfunktor unustavale funktorile V' : Vecty — AbGrp,ehk L H; V.

Vectg
/’ \
_'
FinAb y > AbGrp.

Selleks, et ndidata eelneva viite kehtivust, eeldame, et meil on antud objektid
A € Ob(FinAb) ja X € Ob(Vectg), tarvis on ndidata, et Vecty(L(A), X) ja
AbGrp(J(A), V(X)) moodustavad A ja X suhtes loomuliku isomorfismi. Teame,
et L(A) = Oy, jarelikult

Vecto(L(A), X) = Vectg(0, X) = {0y x },

kus vordus () kehtib seetdttu, et meil on alati olemas nullobjektist unikaalne
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morfism 0 x : Oy, = X.Olguniiiid V' (X) vektorruumi X aluseks olev Abe-
li riihm, ehk oleme unustanud vektorruumi skalaarkorrutamise tehte. Siis kuna

J on sisestus, on meil
AbGrp(J(A),V (X)) = AbGrp(A,V(X)).

Kasutame niiiid dra fakti, et iga homomorfism 16plikust Abeli rithmast A vek-

torruumi X aluseks olevasse riithma V' (X) on nullkujutus [6, 1k 87]. Siis
AbGrp(A, V(X)) = {0, x)}

kus O4(x): A — V(X) on unikaalne nullkujutus. Niiiid saame defineerida

triviaalse iihe-elemendiliste hulkade vahelise bijektsiooni
@, Vectg(L(A), X) = AbGrp(J(A), V (X)),

mis on antud eeskirjaga

q)A,X(OO,X) = OA,V(X)'
Selle loomulikkus A ja X suhtes on triviaalne.

Nagu ka tavaliste adjunktsioonidega, on vasakpoolsed suhtelised jdigad kaas-
morfismid unikaalsed isomorfismi tdpsuseni, kuigi parempoolsete suhteliste
jdikade kaasmorfismide puhul see ei pruugi kehtida. Niiteks, kui tdhistame,
et O on tiihi kategooria, siis, suvaliste kategooriate C ja E korral, iga funktor
r: C — E on parempoolne suhteline jdik kaasmorfism unikaalsele morfismi-

le [1o: 0 = C, unikaalse funktori []; : 0 — E suhtes, aga neid morfisme

38



r . C — E on tavaliselt mitu, kusjuures need ei pruugi olla isomorfsed [1].

e

Mairkus 4. Parempoolsed j-suhtelised jdigad kaasmorfismid on unikaalsed
isomorfismi tipsuseni kui juur j on tihe, tiitipiliselt see tihendab, et j on funktor
Jj i C = D, mille puhul iga sihtkategooria objekt D € Ob(D) on kanooniliselt
esitatav funktori j kujutise objektide kopiirina, antud selgitus ei ole kiill tdpne
kirjeldus virtuaalse topeltkategooria jaoks.> Kuigi me neid kéiiesolevas téds ei
uuri, siiski mérgime, et paljud olulised tulemused kehtivad vaid tiheda juurega

suhteliste adjunktsioonide korral [1].

3T'aipsem tiheduse definitsioon on leitav artiklist [1, definitsioon 3.19].
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4 Suhteliste adjunktsioonide komponeerimine

Niilidseks saame eeltdo tehtuks lugeda ja saame uurida suhteliste adjunktsioo-
nide komponeerimise omadusi. Suhteliste adjunktsioonide komponeerimiseks
on kaks peamist viisi, mida on juba varemates uuringutes vélja toodud (vt [1]),
nendeks on eelkomponeerimine mingi jdiga morfismiga ja teine on seotud kahe
kokku kleebitud adjuntsiooniga. Eelnevalt mainitud omadused kehtivad lisaeel-
dusteta, aga lisaks nende vilja toomisele, toome esile ka iihe uue tulemuse, mis

on seotud jiarelkomponeerimisega, kuid see vajab juba lisaeeldust.

Esmalt on meil reegel, mis annab meile voimaluse suhtelist adjunktsiooni eel-

komponeerida jdiga morfismiga.

Lause 4. [1, lause 5.29] Olgu | —; r suhteline adjunktsioon ja l' : A — B jiik

morfism, nii nagu on vasakpoolsel diagrammil

C C
i r lol’ r
/'_'\ — /’4\
> D A > D.

\
(4

A—3 B

jol’
Siis (Iol') ;o 1.

Toestus. Kuna meil on antud, et / - T siis C(/, 1) = D(j, r), tarvis on nididata,

et C(lol’,1) = D(jol’, r). Saame isomorfismide ahela

Clol', ) B(',1)oC(,1) (jareldus 1)

=~ B(I',1) © D(j,r) (I

~ B(',1)® D(j,1)® D(1,1)® D(,r) (teoreem 1)

=~ D(jol’,1) ® D(1,1) ® D(1,r) (jareldus 1)

=~ D(jol’,r). (teoreem 1)

Jarelikult C(lol’, 1) = D(jol’, r), nii nagu taheti. [
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Néide 13. Ndites 12 nédgime, et jaiga morfismi J : FinAb — AbGrp korral
Vectq « FinAb: L H; V. Vectg — AbGrp.

Vaatleme niiiid funktorit L' : FinSet — FinAb. Funktor L’ seab 16plikule hul-
gale [n] = {1,...,n} vastavusse 16pliku Abeli riithma L'([n]) = @, Z/2Z,
kusjuures @,(,,Z/2Z = (Z/27)". Niiteks on meil hulga [2] korral L'({1,2}) =
(Z/27)*. Téhistame L'([n]) elemente kui ennikuid (a,) g, a, € Z/2, siis funk-
tor L’ seab morfismile f : [n] — [m] vastavusse morfismi L'(f): L'([n]) —

L'([m]) nii, et
(L'(f)@), = ), a, mod?2.

sef~1()

See tdhendab, et kui me votame niiteks hulgad
[31=1{1,2,3} ja [2]={1,2}
ning funktsiooni f, mis on defineeritud jargnevalt

=1, f@=1 ja fG)=2

siis kui meil on element (a,, a,,a;) € (Z/ 27)3, saame vastavalt kujutada seda
jargneval viisil L'(f)(a,, a,, a;) = (a, +a,, a;). Saame niiiid vaadelda diagram-

mi
Vecty

/' <
, —
FinSet —=— FinAb - s AbGrp.

Lause 4 kohaselt on meil niitid olemas suhteline adjunktsioon (LoL’) —,_,, V.

Vectg
_|
FinSet - > AbGrp.
JoL
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Nieme, et ndidata oleks vaja, hulga [#n] ja vektorruumi X korral, isomorfsust

Vecto((LoL')([n]), X) = AbGrp((JoL")([n]), V (X)),

aga ilmselt kuna (Lo L')([n]) = L((Z/22)")ja (JoL')([n]) = J((Z/22)"), siis

on tegemist néite 12 konkreetsema juhuga.

Jdiga morfismiga eelkomponeerimisele on meil lisaks kleepimisreegel, mis on

analoogne tagasitdombajate kleepimisega [1].

Lause 5. [/, lause 5.30] Olgu (I" -; r"). Vaatleme jéirgnevat diagrammi

A > E.

Vasakpoolne kolmnurk on suhteline adjunktsioon (I —, r) parajasti siis, kui

viilimine kolmnurk on suhteline adjunktsioon (I —; (r'or)).

Toestus. Meil on antud, et D(I’, 1) = E(j, '), sestl’ < ; r'. Saame isomorfismi-

de ahela

D({',ry= D(I',1)® D(1,1) © D(1,7r) (teoreem 1)
~ E(j,r')® D(1,1) © D1, r) ',
~ E(j,r')® D(1,r) (D(1, 1) on iihik)
~ E(j,1)® E(1,1)® E(1,) ® D(1,r) (teoreem 1)
~ E(j,1)© E(1,1) ® E(1,r or) (jéireldus 1)
~ E(j,r or). (teoreem 1)
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Oleme saanud, et D(I’,r) = E(j,r or). Kui niitid vasakpoolne kolmnurk on
I’-suhteline adjunktsioon, siis saame, et C(/,1) = D(/’,r), mis eelneva aru-
telu pohjal on samaviirne sellega, et C(l,1) = E(j,r or), mis on tdpselt see
tingimus, et véline kolmnurk on j-suhteline adjunktsioon. Teisel juhul, kui va-
line kolmnurk on j-suhteline adjunktsioon, siis on meil, et C(/, 1) = E(j, ' or),
see on muidugi samaviirne sellega, et C(/, 1) = D(I’, r), mistottu vasakpoolne

kolmnurk on /’-suhteline adjunktsioon.

Niide 14. Vaatleme diagrammi

Set
x
v Vecty
L / 1%
/ -
FinAb - > AbGrp.

Kus parempoolne kolmnurk on suhteline adjunktsioon niitest 12 ja vasakpool-
ne kolmnurk on moodustatud vabast funktorist F : Set — Vecty ja konstant-
sest funktorist U : FinAb — Set, tiihjale hulgale ehk iga 16pliku Abeli riihma
A € Ob(FinAb) korral U(A) = 0.

Olgu antud 10plik Abeli riihm A ja hulk X. Paneme tihele, et tiihjast hulgast
suvalisse hulka on ainult iiks unikaalne morfism ja jirelikult peab kehtima, et
Set(U(A),X) = {f}, kus f: @ - X ning kuna L(A) = OVeC,@, siis peab
olema, et Vectq(L(A), F(X)) = {0y px)}> kus Oy () on unikaalne morfism
nullobjektist vabasse vektorruumi F(X). Kuna need on mdlemad iiheelemen-

dilised hulgad, siis ilmselt

Set(U(A), X) = Vectg(L(A), F(X)),
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mille korral loomulikkus on triviaalne, seega U -, F. Niilid lause 5 iitlebki

tipselt seda, et vilimine kolmnurk on J-suhteline adjunktsioon (U —; (V oF)).

et

S
U/ VoF
~ - \1
J

FinAb > AbGrp.

Olgu A suvaline 10plik Abeli rithm ja X mingi hulk, saame eelnevat véidet

kinnitada vaadeldes isomorfismi

Set(U(A), X) = AbGrp(J(A), (VoF)(X)).

Imselt Set(U(A), X) = {f}, kus f: @ — X on unikaalne nullfunktsioon, ja
AbGrp(J(A), (VoF)(X)) = AbGrp(J(A), W), kus W on vaba vektorruumi
F(X) aluseks olev rithm. Niilid kasutame uuesti dra ndites 12 mainitud asjaolu,
et iga homomorfism 1oplikust Abeli rithmast vektorruumi X aluseks olevasse
riithma W on nullkujutus, jarelikult AbGrp(J(A), W) = {04} kus O on
nullkujutus. Jéllegi oleme saanud kaks iiheelemendilist hulka, mille vahel saab

defineerida triviaalse bijektsiooni

D,y Set(U(A), X) = AbGrp(J(A), W),

mis on defineeritud jargnevalt

cI)A,X(f) = OJ(A),W'

Selle loomulikkus A ja X suhtes on triviaalne.

Nagu varem sai mainitud, siis need on kaks klassikalisemat tulemust, mis olid
juba varem uuritud. Esitame niilid iihe uue tulemuse, mis on sarnane eelmise
kleepimisreegliga. Selleks kdigepealt toome sisse uue mdiste, mida on meil tar-

vis kasutada.
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Definitsioon 11. [5, Ik 5]* Olgu X virtuaalne taglastus. Utleme, et jaik morfism

Jj . A — E on Cauchy tihe, kui leidub esitav 2-morfism kujul

E(1,j) E@,1)
E ¢ i D < : E
i (L 1)
E ¢ t E.
E(,D)

Eelnevast definitsioonist ei ole raske niha, et kui — i (1, 1) on esitav, siis 1otv
kompositsioon E(1, j) ©® E(j, 1) eksisteerib ja on isomorfne iihikuga E(1, 1)
ehk

E(,j)© E(j,1) = E(1,1).

Lause 6. Olgu (I -, r). Vaatleme jdrgnevat diagrammi
C
, > 5
[N

A y E.

Olgu r Cauchy tihe. Kui vilimine kolmnurk on suhteline adjunktsioon
¢ (r'or)), siis ka parempoolne kolmnurk on suhteline adjunktsioon

A, ).

Toestus. Eelduste kohaselt on meil adjunktsioonid (I -, r)ja (I H; (¥’ or)), mil-
lest saame vastavalt kaks isomorfismi C(/, 1) = D(I’,r)ja C(l,1) = E(j,r or).

Meil on tarvis nididata, et

D', 1) = EG, 7).

4Viidatud artiklis olev definitsioon ei ole tidpselt sama mis on antud siin, sest seal on valitud
vilja konkreetselt kategooriatest koosnev virtuaalne topeltkategooria.
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Mairkame, et

D(l',r) = C(1,1) & E(j,ror) = D(',r) = E(j,r or).

Meil on isomorfismide ahelad

D(',r)~D(',1)® D(1,1) ® D(1,r) (teoreem 1)

~ D(',1)© D(1,1)® D(1,1) ® D(1,r) (D(1, 1) on iihik)

~ D(I',1)© D(1,r) (teoreem 1)
ja
E(j,ror)= E(j,1)® E(1,1) ® E(1,F or) (teoreem 1)
~FE(,)DOEN,1)e E,”)® D(,r) (jareldus 1)
~ E(j,r)® D(1,r). (Teoreem 1)
Kokkuvottes
D(',1)® D(1,r) >~ E(j,¥)® DA, r). 9)

See on juba peaaegu digel kujul, aga veel on tarvis saada lahti ahendist D(1, r).

Selleks kasutame dra asjaolu, et virtuaalses taglastuses eksisteerib ahend D(r, 1),
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sest sellisel juhul saame, et

D', 1)= D(',1)© D(1, 1) (D(1, 1) on iihik)
~ D(I',1) ® (D(1,r) © D(r, 1)) (r on Cauchy tihe)
~ (D(I',1) ® D(1,r)) © D(r, 1) (assot.)
~ (E(j,r) © D(1,r)) © D(r, 1) (isomorfism 9)
~ E(j,r')® (D(1,r) © D(r, 1)) (assot.)
~ E(j,r')® D(1,1) (r on Cauchy tihe)
~ E(j,r). (D(1, 1) on iihik)

Kokkuvdttes saamegi, et

D(',1) = E(j,r),
nii nagu taheti. 0

Lause 5 pdhjal ei ole raske niiha, et tegelikult saab ka teistpidi kleepida olene-
mata sellest kas on teada, et r on Cauchy tihe. See asjaolu annab meile lausega

5 sarnase jirelduse.

Jareldus 2. Vaatleme lauses 6 vaadeldud diagrammi
C
1 > .

A > E,

kus r on Cauchy tihe. Parempoolne kolmnurk on suhteline adjunktsioon
(I" A, r') parajasti siis, kui vilimine kolmnurk on suhteline adjunktsioon
(I H; (r'or)).

T6estus. Vahetu jdreldus lausetest 5 ja 6. [
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Lisa 1. Sissejuhatus kategooriateooriasse

Kaéesolevas lisas on toodud vilja kdik pohimdisted, mida voiks vajadusel jooks-
valt meelde tuletada t60 lugemise kédigus. Koik jirgnevad mdisted on voetud
kursuse Kategooriateooria konspektist (2024) (vt [4]), kuigi need vdivad olla

t60 jaoks sobivamale kujule kohendatud.

Kodigepealt alustame hulgateoreetilistest alustest. On hésti teada, et kdigi hulka-
de hulka ei ole olemas, aga kategooriateoorias on tihti késitluselt kdigi hulkade,
rithmade, topoloogiliste ruumide ja teiste matemaatiliste objektide kogumeid.
Et viltida seda probleemi vaatleme peale hulkade veel kogumeid, mida kut-
sume klassideks. Iga hulk on klass, kuid mitte vastupidi. Klasse, mis ei ole
hulgad nimetatakse pirisklassideks. Teadavasti on olemas koigi hulkade klass,
koigi rithmade klass jne. Antud klasside jaoks saab moodustada nende iihisosa,
iihendi ja otsekorrutise, samuti saab vaadelda kujutusi klasside vahel, ekviva-
lentsiseoseid klassidel jne [4].

Jiargnevas definitsioonis on kasutusel hulga ja klassi mdisted, aga mérgime, et

kategooriateoorias need suurused voivad tihtipeale olla erinevad.

Definitsioon 1. Kategooria C koosneb jirgnevatest andmetest:

1. Klass Ob(C) mis on kategooria objektid;

2. Iga kahe objekti A, B € Ob(C) korral on olemas hulk C(A, B), mis on
objektide A ja B vaheliste morfismide hulk;

3. iga kolme objekti A, B, C € Ob(C) korral on olemas kujutus
C(A,B) X C(B,C) = C(A, C);
paari (f, g) kujutist tdhistame go f voi lithidalt g f;
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4. iga objekti A € Ob(C) jaoks on olemas morfism 1, € C(A, A), mida

kutsume ithikmorfismiks.
Lisaks peavad need andmed rahuldama jargmiseid aksioome:

1. kui objektipaaride korral kehtib, et (A, B) # (A’, B’), siis

C(A,B)nC(A’,B")=§

2. Assotsiatiivsuse aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B),g € C(B,C),
h € C(C, D) korral kehtib, et

h(gf)=(hg)f.
3. Uhiku aksioom: mistahes morfismide f € C(A, B), g € C(B, C) korral

kehtivad vordused 1, f = fjagly = g.

Definitsioon 2. Kategooria on véiike kui tema objektide klass on hulk, vastasel

korral kutsutakse kategooriat suureks.

Osutub otstarbekasaks ka defineerida kahe kategooria vahelist morfismi, ehk

funktorit.

Definitsioon 3. Kahe kategooria .4, 3 korral funktor F : A — 3 koosneb

jargnevast:

1. kujutusest F, : Ob(A) — Ob(B);

2. iga objektipaari A, A’ € Ob(A) korral eksisteerib kujutus

Fy 0 @ A(A,A") > B(F(A), F(A))

nii, et
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1. mistahes morfismide f € A(A, A’), g € A(A’, A”) korral

F(gof) = F(g)oF(f);

2. iga objekti A € Ob(.A) korral

Suvalise kategooria A korral, funktorit F' : A — A kutsume endofunktoriks.

Markus S. Funktoreid vahel ka liigitatakse kaheks, kontravariantseteks ja kova-

riantseteks. Antud definitsioon on kovariante funktor.

Definitsioon 4. Olgu A, B kategooriad ja F,G : A — B funktorid, loomulik
teisendus o : F = G on morfismide pere, mis igale objektile x € Ob(.A)
paneb vastavusse morfismi a, : F(x) — G(x) nii, et iga morfismi f : x = y

korral diagramm

F(x) D 5 Fy)
G(x) > GO

kategoorias B kommuteerub.

Definitsioon 5. Loomulikku teisendusta : FF = G, kus F,G : A — B, nime-
tatakse loomulikuks isomorfismiks, kui a, : F(A) = G(A) on isomorfism
kategoorias Biga A € Ob(A) korral. Funktoreid F ja G nimetatakse loomuli-

kult isomorfseteks, kui leidub loomulik isomorfism F = G.

Definitsioon 6. Kategooria C objekti 1 nimetatakse loppobjektiks, kui C igast

objektist C leidub tipselt iiks morfism objekti 1. Kategooria C objekt 0 on alg-
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objekt, kui objektist 0 leidub tédpselt iiks morfism C igasse objekti. Objekt on
nullobjekt, kui ta on korraga nii 16pp- kui algobjekt.

Definitsioon 7. Olgu A ja 3 kategooriad. Adjunktsioon kategooriast .4 kate-
gooriasse B on kolmik (F,G,¢) : A - B,kusF : A —- B,G : B— Aon

funktorid ja @ = (¢4 p)(4.B)cob(a)xon() ON bijektiivsete kujutiste
@ap - B(F(A), B) > A(A,G(B))

siisteem, mis on loomulik A ja B suhtes, s.t, et mistahes morfismide

k:A - Ajah: B — B korral diagrammid

B(F(A), B) -2 A(A, G(B)) B(F(A), B) -2 A(A, G(B))
_oF(k) _ok ho_ G(h)o_

B(F(A"), B) T A(A’, G(B)) B(F(A), B) o A(A,G(B))

kommuteeruvad.
Kui (F, G, @) : A — B on adjunktsioon, siis iitleme, et F on G vasakpoolne

kaasfunktor ja G on F parempoolne kaasfunktor ning kirjutame F 4 G.
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Lisa 2. Teoreem 1 faktoriseeringu ja unikaalsuse kont-

roll

Varem sai viidetud, et Teoreemis 1 olev kompositsioon

p(f.8)

. 4---D D A=———— A -
“ (f.2)
c{m—= D —if D24 R
D(1,1) A(L,D)
f, fJ- cart Jf g (10)
B

(=== D +— ——i o :
c(f,) P B(l,g)
hl p J/k

on unikaalne faktoriseering mingile 2-morfismile

Q

A

C(f.D) p B(l,g)
< _____ ( I A} I h) I ______
hl p lk
A q
(11)
ldbi 2-morfismi
c(f,1) P B(l,g)

D ¢ i C ¢ : B < : A

H ‘ H

D ¢ t A.

p(f.8)

Enne kontrolli mérgime, et kasutame diagrammi lihtsustamiseks alternatiivset
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tahistust O-aarsele 2-morfismile

VAN

D(1,1) D(1,1)

D

Kdigepealt kontrollime samm-sammult, et tegu on ikkagist fakotriseeinguga.
Selle ndgemiseks votame jélle esile kompositsiooni 10 ja komponeerime seda

iilevalt 2-morfismiga a, saame uue diagrammi

(S08)) p B(l.g)
c4———= D« : C < : B < : A&————-
a
»(f.8)
¢----D < : A¢-——-
1p(f,g)
p(f-8)
<--—-- D« : D < : A <4 : Ac-———--
D(1,1) A(LD)
f, f‘ cart ‘g g
c4-—-- DX« : C < : B < : Ac-———--
c.h p B(l.g)
h p

AN
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Komponeerime raamid « ja 1 of 2 tuletame meelde, et 1 o f,g)(a) =a

C(.D P B(Lg)
c4¢-——-- DX« : C < : B < : c-—-==-
a
»(f.8)
c4-——-- D« : D < : A < : Ac-————-
D(1,1) A(L1)
f, f cart g 8
<--—-- D« : C < : B < : Ac————-
C(f.h P B(l.g)
h P

A

Kasutame varem « defineerimiseks kasutatud vordust ning taandame iilemised

thikruudud, et saada

D(1.1) C(f.D P B(l.g) A(LL1)
- Dé&——F—— D+ C« t Ba— Aé—7— A<——
I ! o(f.1,8) g‘ 8
A ¢ ' < t B < f A<--
C(f.D p B(l.g)
h p k

A
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Selleks, et veel taandada lisame iihikuid jargneval viisil

D(1,1)

cf.n p B(1,g) A(LD)
< f C yi B y A '

M <_ D ( T D < T Ay t ( T ( T -
f lf f 1, g { g
+ D +— C +—— —pr— B +—— B +— A <-
C(f.D) C(1,1) B(1,1) B(l,g)
lp
-+ D ¢ i C +— B < : A < -
C(f.D) p B(l.g)
hl p lk

4 [:[ ..

Need on tipselt vorrandid 8, mida saame taandada jdrgnevalt

D(1,1) c(f.h p B(l.g) A(LLD

k=== D+ D+ Ct——+—— B+ A+ A———-_
117
c¢—-——-- D« : C < : B < : Ac————-
c(.h P B(1.g)
h p k
| :,

Niilid saame jétta dra 10dvad iihikud, et saada tihik 2-morfismidest koosneva
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diagrammi

C(f. p B(l.g)
< 4———— D +— — — -
c¢———-=D « : C < : B < : A————-
C(f.D b B(l.g)
h p k
) lI[ ]

aga see on tédpselt see mida tahtsime, sest niitid saame iihik 2-morfismid &ra

jdtta, et saada kitte 2-morfism f

R —— D

A

— C
C(f,1) p

A

A——

=4

Kuna komponeerimisel a-ga saime tagasi 2-morfismi 11, siis on tdesti tegemist

faktoriseerimisega.

Veel oleks vajalik niidata, et see faktoriseerimine on unikaalne. Selleks eelda-

me, et meil on mingi teine faktoriseering

4= D +—+— C +— B ++— A <«--
C(f.1) P B(l,g)
a
p(f.8)
<= D « : A <-
\ p(f.8) /
4= D ++— D +—— A+—+— A ¢-
D(1,1) A(L1)
f lg
{<— D +—+— C +— B -
C(f,D) p B(l,g)
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4= D & C ¢+ B 4 A<—-

_ l,, kl

. &
A)
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Meie iilesanne on néidata, et seda kompositsiooni faktoriseerides saame kitte
vorduse 12 vasaku poole ilma ruuduta a, sest sellisel juhul saame, et see vasakul
poolel olev fakotriseering on sama, mis fakotriseering 10. Votame siis vorduse
12 vasaku poole ja paneme selle 2-morfismi 11 asemele kompositsioonis 10.

See annab meile jargenva diagrammi

p(f.8)

- 4-—---D ¢ : A¢———--
\ o) /
c4=———= D D « : A A¢c————"
D(1,1) A(L,D)
al L
c4———= D <— C < : B —i Ac-————-
C(f.D) p B(l,g)

p(f.8)

- 4¢-———=D ¢ : A+---—-
\ P9 /
=== D <— D < : A — Ac————-
D(1,1) A(1,1)

S cart g
c4———= D <— C < : B —i Ag———— -
C(f.D) p B(l,g)

Mirkame, et meil on ahendav ruut, mida saame universaalomaduse kohaselt
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kokku tdmmata, see annab uue kompositsiooni

p(f.8)
c4-—-—--D < : Ac————
\ »(f.8) /
c4———= D <— D < : A — Ac————-
D(1,1) A(L,1)
c4———= D <— C < : B —i Ac————-
% p y/@
p(f.8)
c4———= D <— < : A — Ac————-
D(1,1) A(L1)
f cart lg
c4———= D <— ¢ : B —i Ag———— -
c(f.n P B(l.g)

Siin on niiiid jdllegi ahendav ruut mida saame kokku tdmmata, lisame veel alla

lisaks 16dvad iihikud C(1, 1) ja B(1, 1), kokkuvdttes saame kompositsiooni

p(f.8)
- D « : At——————"-
\ P Q) /
I —t < : A — Aé—————-
D(1,1) A(L1)
I D <— < : B < A¢—————-
Cci.n 4 B(l.g)
-— D ¢+ C « —t B « B <+ A <—-
< ) c,1 P B(L,1) B(l,g) ¢

Niiiid saame kasutada vorrandeid 5, et taandada vasakult ja paremalt, selle tu-
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lemusena saame kompositsiooni

p(f.8)
—————- D « : At-——————.
H \ . / H
(== D <+— D <— — A A+— A <——
D(1,1) D(1,1) A(LD) A1)
(== D +— C <— — B +— B +— A <--
C(f.1) c(l,1y p B(1,1) B(l,g)
Jittes dra 10dvad iihikud saame kompositsiooni
p(f.8)
s 4-——- D« : Ae-————.
\ P/ .8) /
c4———= D <— D <— A Ac-————-
D(1,1) A(1,1)
c4———= D <— — B B<-——--
c(f,1) p B(1,1)

See, aga on tipselt vorduse 12 vasakul poolel olev kompositsioon ilma ruuduta
a. Jarelikult on faktoriseering 10 unikaalne ja seega a on esitav ruut, nii nagu

tahtsime.
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