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Sissejuhatus

Bakalaureusettos kasitletakse funktsioonide interpoleerimist kuupsplainidega. Loigul
[a,b] madratud funktsiooni f = f(z) interpoleerimisel poliinoomidega on suure
arvu interpolatioonisolmede korral ka interpoleeriva poliinoomi aste suur, mis pika
16igu [a,b] korral ei pruugi anda rahuldavaid tulemusi ka kiillalt korge astme
poliinoomide kasutamise korral. Seepérast kasutatakse poliinoomide asemel sageli
splaine. Kuupsplainide kasutamise korral tiikeldatakse 16ik [a,b] osaldikudeks vorgu
a = 29 < 11 < -+ < Ty_1 < wm, = b abil ning interpoleeritakse funktsiooni
f(z) vorgu solmedes x = =z, (k = 1,2,...,n) ldigul [a,b] kaks korda pidevalt
diferentseeruva funktsiooniga s3(x), mis on igal osaldigul [xx—1,2%] (K = 1,2,...,n)
kolmandat jarku poliinoom. Niisugust funktsiooni nimetatakse funktsiooni f(x)
interpoleerivaks kuupsplainiks. Interpoleeriva kuupslpaini s3(z) leidmisel kasutatakse

lisaks interpolatsioonitingimustele

ss(zg) = f(xg) (k=0,1,...,n) (0.1)

sageli lahendatava funktsiooni f(x) esimest voi teist jarku tuletise viértusi 16igu [a, b]
otspunktides: {f'(a) = d’, f'(b) = b'} voi {f"(a) = d”, f"(b) = b"}.

Kaesoleval bakalaureuset6ol on kolm peamist eesméarki. Esimene neist on
konstrueerida kuupsplain s3(x), mis rahuldab interpolatsioonitingimusi (0.1).
Teine eesmirk on hinnata viga, mis tekib 16igul [a,b] neli korda pidevalt
diferentseeruva funktsiooni f(z) ldhendamisel kuupsplainiga sz(z), mis rahuldab
interpolatsioonitingimusi (0.1) ja rajatingimusi kujul sj(a) = d/, s4(b) = b voi
sy(a) = a”, s§(b) = b". Kolmas eesmérk on vaadelda konealuse lihendamisiilesande
lahendamisel tekkivat viga etteantud funktsiooni f(z) korral paketi MathCad abil.

Bakalaureusettos on tuginetud toodes [1, 4] kasutatud metoodikale. Erinevalt t60st
[1] on kéesolevas toos lisaks hinnangule s3(x) — f(z) jaoks leitud ka hinnang veale
ss(z) — f'(x) ning toestatud iiks tulemus interpoleeriva Hermite’i kuupsplaini jaoks.

T66 koosneb seitsmest paragrahvist ja lisast.

Paragrahvides 1-5 tuuakse sisse interpoleeriva kuupsplaini moiste, tuletatakse selle
iildkuju ning nédidatakse, et selline kuuplsplain on vaadeldavatel rajatingimustel {iheselt

maaratud.



Paragrahvis 6 leiatakse hinnang vigadele

max [s3(z) — f(z)]  ja  max [sj(z) — f'(z)]
x€[a,b] z€[a,b]

suuruse h = max (zy — xx_1) kaudu.
1<k<n

Lopuks, paragrahvis 7 analiiiisitakse t66 lisas paketi MathCad abil lahendatud

konkreetsete interpolatsiooniiilesannete lahendite viga.



§ 1. Splaini moiste

Olgu loigul [a,b] antud vork A:a = 29 < 27 < -+ < 2,1 < x, = b ning olgu
m € N. Sageli vaadeldakse vorguga A seotud funktsioone s,,(x), mis 16igu |a, b] igal
osaloigul [zy_1, 7] (K = 1,2,...,n) on m jirku poliinoomid ning s,, € C™ [a,b].

Sellised funktsioone nimetatakse m jarku splainideks vorgul A.

1.1. Kuupsplaini definitsioon

Olgu a,b € R, a < b. Olgu 16igus [a, b] antud vork
At a=xg< 1<+ < Tp_q <Xy =>. (1.1)

Siin n on mingi etteantud naturaallarv. Punkte zy ja =z, nimetatakse vorgu A

rajasolmedeks, punkte x1,...,z, 1 nimetatakse vorgu A sisesolmedeks.

Definitsioon 1.1. Funktsiooni s3: [a,b] — R nimetatakse vorguga A seotud

kuupsplainiks kui:
(1) igas osalodigus [xx_1,xx] on s3 kuuppoliinoom, s.t

s3(7) = ap + bp(z — 2 1) + en(x — 2p_1)* + dp(z — 78_1)°,

kuizp 1 <x <z, k=1,2,...,n;

(2) s3 € C?a,b], s.t s3 on kaks korda pidevalt diferentseeruv 1oigul [a, b].

Definitsioon 1.2. Kuupsplaini s3(z) nimetatakse funktsiooni f € Cla,b] interpolee-

rivaks kuupsplainiks vorgul A, kui
Sg(l’k) = fk, k:O,l,...,n, (12)

kus fr = f(xy). Tingimusi (1.2) nimetatakse interpolatsioonitingimusteks.

Kuupsplain s3(x) on igal osaldigul [xp_1,7;] kolmandat jirku poliinoom,
mis on sellel 16igul midratud nelja kordajaga. Loikude [zj_1,2x] arv on n.
Splaini taielikuks madramiseks tuleb leida 4n parameetrit: ag, b, cx ja dx,
k= 1,2,...,n. Tingimus (2) tdhendab, et funktsioon s3(z) ning selle tuletised

ss(x) ja s4(z) on pidevad koikides vorgu A sisesolmedes. Sisesolmi on kokku n — 1.
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Seega poliinoomide parameetrite médramiseks on olemas 3(n — 1) lisatingimust, mis
kitsendavad parameetrite valikut. Interpolatsioonitingimusi (1.2) on kokku n+1. Seega
vabade parameetrite arv, millest splain s3(x) soltub, on 4n—3(n—1)—(n+1) = 2. Niisiis
on interpolatsioonisplaini madramiseks puudu kaks tingimust. Sagedamini kasutatavad

lisatingimused on jargmised:

(I) esimest tiilipi rajatingimused kujul s4(a) = a' ja s4(b) = V', kus a/,b' € R on
etteantud arvud (s.t antakse ette s3 esimest jirku tuletise vddrtused 16igu [a, b]

otspunktides);

(IT) teist tiitipi rajatingimused kujul s4(a) = a” ja s4(b) = V’, kus a”,0” € R on
etteantud arvud (s.t antakse ette sz teist jarku tuletise vaartused 1oigu [a, d]

otspunktides).



§ 2. Interpoleeriva kuupsplaini konstrueerimine

Olgu antud vork (1.1). Selle vorgu korvuti asetsevate solmede vaheline kaugus olgu
hi = xp — x_1, k = 1,2,...,n. Igas 10igus [rp_1,2%], & = 1,2,...,n, defineerime

funktsiooni s(x) kui kolmanda astme poliinoomi:

s3(x) := ay, + bp(x — 2p_1) + cp(r — 251)? + di(2 — 211)?,

(2.1)
kui x € [xp_1,2%], k=1,2,...,n,
kus ag, bg, ck ja di on tundmatud parameetrid. Tahistame
my = s3(zx), k=0,1,... n.
Suuruseid my, . . ., m, nimetatakse sageli kuupsplaini s3(z) esimesteks momentideks.
Olgu k € {1,...,n} suvaline. Seosest (2.1) saame, et
sy(x) = by + 2cp(x — mp_1) + 3dp(x — 78_1)?, T € [Tp_1,xx].
Vottes eelnevas vorduses x = zp_1 ja © = x, saame vordused
mrp_1 =br ja my = by + 2c hy + 3dkh%,
millest
QCkhk -+ 3dkhi = Mg — Mp_1. (22)
Kui z = zj_1 ja x = xy, siis seostest (1.2) ja (2.1) saame, et
fioi=ai ja  fi = a,+bphi + cxhi + dihy.
Eelnevatest vordustest jareldub, et
ckhi + dihy = fi — fio1 — my_1hy. (2.3)
Moodustame vorranditest (2.2) ja (2.3) siisteemi
{ QCkhk + Bdkhz =My — Mk_1, (2 4)
chy + dphi = fi — fro1 — me_1ha,
kus ¢ ja dj on otsitavad. Avaldades esimesest vorrandist otsitava ¢y, saame
m My 3dih
o — ko Me—1  Sdghg (2.5)

2hy, 2hy, 2



Asendades otsitava ¢ eelnevast vordusest siisteemi (2.4) teise vorrandisse, saame

mr  Mmp_1  3dihg
(Qhk B 2h; - 92 ) hi + dkhi = fr — fom1 — mu—1lu,

millest h h I
m My
’; kL k21 L kzk = fru — fom1 — M1l

Avaldame viimasest vordusest otsitava dj:

2(fr—1 — fu)  mu—1 My
dy, = 4 ket T
hi hy W

Asendades saadud dj, avaldisse (2.5), leiame

- +
ot hi  hi

3(fi-1— fu)  2myn i

_ e g 3y (2<fk:—1_fk) Mp—1 mk)

Seega poliinoomi s3(x) kordajad 10igus [xy_1, x| on jargmised:

ap = fk—l;
by, = mg—1,
o= BUker = fi)  2mgn
g h2 he  hi
2(fr—1 — fu)  mp—1 My
dk = + + —.
hi hi W

Jarelikult

s3(x) = fro—1 +mp_1(x — 2p-1)
3(fr—1 — 2my,_
_ ( (fk ;Li fk) + 7;:: 1 +7Z_:) (x—xk71)2

2(fr_1 — _
+((fk;ll3 fk)+mk1+%
k

6(fr_1 — 4my, 2m
sé(w) =Mk—1 — ( Uk }lﬂ fi) + hz ! + h:) (x — Tg—1)
k

) e

T € |z, x], k=1,2,...

(2.6)

" <6(fk1 — fx) " 3Mg—1 N 3mk) (= 25 1) (2.7)

ot hi; hi;

x € |xp_,x], k=1,2,...



6(fr-1 — fk)_4mk71 _ 2my,
B hz I D,
12(fk71 — fk) 6mk71 6mk . (28)
+ ( T LR ( — k1),

J;G[l’k_l,l'k], k:1,2,...7n;

53(2) =

C12(fr—r — fr)  Omg_1 6my

e e Ty p€mend h=L2e e (29)
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§ 3. Splaini ja tema tuletiste pidevus

Definitsioon 3.1. Oeldakse, et punkti 2 iimbruses (o — o, 29 +0) (¢ > 0) méiratud
funktsioon s(z) on paremalt pidev punktis xo, kui

IE%JF s(x) = s(xo).

Oeldakse, et funktsioon s(z) on vasakult pidev punktis o, kui

xggg_ s(z) = s(xo).

Vastavalt definitsioonile on 16igus [a, b] médratud kuupsplain kaks korda pidevalt
diferentseeruv selles 1oigus. Uurimaks, kas eelmises paragrahvis konstrueeritud
funktsioon s3 on kuupsplain, kontrollime esmalt selle funktsiooni ja tema tuletise s
pidevust solmedes zy, ..., T, 1.

Vaatleme kahte juhuslikult valitud naaberloiku [zx_1, 2x] ja [Tk, Zg41]. VOrdusest
(2.6) jareldub, et

lim s3(x) = feo1 + me—1he — muhe — 2mp_1he — 3(frm1 — fi) + 2(fri—1 — fr)

T—T—

+ mp—1hy +myhy = foo1 — fomr + o = fr

Loigus [xg, vx11] esitub funktsioon s3(z) vorduste (2.6) pohjal kujul

3(fr — 2m m
S3(I) _ fk‘i‘mk(x_l’k) . < (fkh2 fk—f—l) + - k 4 hk+1> (.Z‘—l’k)2
k+1 k+1 k+1
2(fr — forr) | M mk+1) 3
+ ( + + (x — xp)°,
hiﬂ hiﬂ hi+1
jarelikult
i o) = f
Seega

lim s3(x) = lim s3(z)=fr, k=1,2,...,n—1;
T—T— T—Tp+

niisiis funktsioon s3(z) on pidev 16igus [a, b].
Veendume niiiid, et funktsioon s3(x) on pidevalt diferentseeruv 16igus [a,b].
Vordusest (2.7) jareldub, et mis tahes k € {1,...,n} korral

+ Bmk,l + 3mk

lim sj(z) = mu_1 — 2ms — dmg_1 — 6(fi1 = fi) | 6(fe-r = fi)
T — hk hk

= my.

11



Loigus [xg, Tx11] esitub tuletis s5(x) vorduste (2.7) pohjal kujul

() =m — (G(fk — fr1) L A 2mkz+1> (z — )

Wiy P g
n (6<fkh; frt1) n 2727% n 3}?Z;Lk+1> (2 — )%,
k+1 k+1 k+1
jarelikult
i 400) =
Seega
xkgﬂl_ sy(z) = mEgglJf ss(x)=mg, k=1,2,...,n—1,
millest jareldub, et funktsiooni s3(z) tuletis on pidev punktides zi,...,z, 1. Niisiis

funktsiooon s3(z) on pidevalt diferentseeruv 16igus [a, b].

Uurime niiiid, millal funktsiooon s3(x) on kaks korda pidevalt diferentseeruv 16igus
[a,b], s.t millal s3 € C?[a,b]. Vordusest (2.8) jireldub, et mis tahes k € {1,...,n}

korral

. " _
A ss(@) = 2 e I

C6(fe—1 — fr) | dmy 2myy
R T

6(fr-1 — Amy._ 2 12( fr—1 — 61— 6
C6(fem1 = fi)  dmyoy 2my, +( (Jfr ! i) L Gy mk:>
2 e I

Loigus [xk, Tx11] esitub teine tuletis s5(z) vorduste (2.8) pohjal kujul

() = C6(fk = frrr)  Amy 2my . (12(fk — fe—1)  6my 6mk+1> (= ),

’ Wy e hen higi1 higr hia
jarelikult
6(fr — 4 2
lim s!(z) = — (f : Sr1)  Amy M1

Teise tuletise s4(x) olemasoluks ja pidevuseks punktis xj on seega vaja, et

6(fe—1 — fx) L dmy, n 2mp—1  6(fx — farr) A 2y

hi h, hu, B hi+1 - o1 P 7
S.t
2my._ 2 4 4 6 — 6 — fr_
M1 2y A dmy (fk+21 fr) N (fr 2fk 1)7
hk hk—i—l hk hk+1 hk+1 hk
s.t
M1 1 1 ) Miy1 3 frpr — f) . 3(fk — fum1)
+2my | — + + = +
k : (hk Pyt Pyt hi h3

12



_ . : : hih
ehk (korrutades eelneva vorratuse molemaid pooli arvuga ;—~—+-)

he+hit1
i1 h, 3hi(ferr — fi) | 3hiea (fe — from1)
——Mp—1 + 2y + M1 =
hio+ hpr S TR P Y (A i (hy + M)
(3.1)
Kuna k£ = 1,2...,n, siis (3.1) esitab suuruste mg,...,m, leidmiseks n — 1
vorrandist koosneva vorrandisiisteemi. Tundmatute mg,..., m, leidmiseks lisame
sellele siisteemile rajatingimustest (I) voi (II) saadavad kaks vorrandit.
Rajatingimustest (I) saame vordused
mo=d ja m,=1. (3.2)

Rajatingimuste (II) korral kirjutame (2.8) vélja loikudel [zg, 1] ja [2,—1,2,] ning
votame saadud avaldistes vastavalt x = x( ja * = x,,:
_4m0_2m1 _6<f0_f1) :a//
hqy hq h? ’
2mn—1 4mn 6(fn—l - fn)
R

=1

Sellest jareldub, et
3(fi—fo)  had"
hy 2
S(fn - fn—l) hnb//
e 20
Paragrahvis 5 niitame, et siisteemid {(3.1), (3.2)} ja {(3.1), (3.3)} on iiheselt

lahenduvad.

2mg +my =

(3.3)

My—1 + 2my, =

13



§ 4. Domineeriva peadiagonaaliga maatriks

Definitsioon 4.1. Maatriksit, millel on vordne arv ridu ja veerge, nimetatakse

ruutmaatriksiks.

Definitsioon 4.2. Oeldakse, et ruutmaatriks on regulaarne, kui tema determinant

erineb nullist.
Definitsioon 4.3. Ruutmaatriksit A = (a;;);';—; nimetatakse domineeriva peadiago-
naaliga maatriksiks, kui

n
|CLZ‘Z‘|—Z|CLZ‘]'|>O, 1=1,2,...

Jj=1
J#i

E

Lemma 4.1. Domineeriva peadiagonaaliga maatriks on requlaarne.

ToEsTUS. Olgu A = (a;);;—; domineeriva peadiagonaaliga maatriks. Oletame vastu-
vaiteliselt, et see maatriks ei ole regulaarne, s.t det A = 0. Siis eksisteerib homogeensel

vorrandisiisteemil Az = 0 ehk, teisisonu, siisteemil

 ayr;=0, i=1,...n, (4.1)
=1
mittetriviaalne (s.t nullist erinev) lahend = = (1,29, ...,7,)T. Olgu k € {1,...,n}

selline, et |zx| = max |z;]; siis |xg| > 0. Stisteemi (4.1) k-ndast vorrandist jareldub, et
<i<n

n n

0= E ag;T;| = |agppxy| — E i,
Jj=1 Jj=1
jk

n n
> awellon] = lawsllzs| = lawkllee] = largl|ax|

j=1 7=1
J#k Jj#k
n
— e (ram B rakjr),
j=1
J#k

millest, arvestades, et |zx| # 0, jareldub, et

n

| =Y lar;| <0,
j=1
ik

mis on vastuolus maatriksi A peadiagonaali domineerivusega. O]

14



Lemma 4.2 (vt [4, 1k 334, jareldus D.1]). Olgu maatriks A = (a;;)} domineeriva
peadiagonaaliga ning olgu by, ..., b, € R. Tdhistame

n

J=1
J#i

Siis lineaarne vorrandisisteem
Zaija:j:bi, i:1,2,...,n,
j=1
on theselt lahenduv ning tema lahendi (1, xs, . . . ,xn)T jaoks kehtib hinnang

1
max |z;| < — max |b;].
1<j<n q 1<i<n

15



§ 5. Interpoleeriva kuupsplaini olemasolu ja iihesus

Niitame, et vorrandisiisteemid {(3.1), (3.2)} ja {(3.1), (3.3)} on iiheselt lahenduvad.

5.1. Interpoleeriva kuupsplaini olemasolu ja iihesus

rajatingimustel (I)

Kirjutame siisteemi {(3.1),(3.2)} tundmatute mg, my, ..., m, leidmiseks kujul
my = a’,
hit1 D,
—_— My 2 —_ =t k=1 ....n—1 1
hk T hk+1 M1 + 2my + hk n hk+1 Mg+ ks ) y ) (5 )
m, =V,
ks 3h 3h
P (P + hys1) hie(hi + Pig)
Siisteem (5.1) esitub maatrikskujul Am = t, kus
1 0 0 0 0
h
2 9 hy 0
hl + hg hl + h2
0 3 2 2 e 0
A= hs + hs hs + hs :
h -
0 . 0 n n—1
hn_l + hn hn—l + hn
0 0 0 0 1
mo a
my 3]
mo 252
m = ) ja t=
mp—1 tn—l
My, v

Néeme, et siisteemi (5.1) maatriks A on domineeriva peadiagonaaliga, sest
esimeses ja viimases reas on peadiagonaali element 1 suurem iilejadnud elementide
absoluutviirtuste summast 0 ning , keskmistes® ridades on peadiagonaali element 2
suurem iilejddnud elementide absoluutvaartuste summast 1.

Seega siisteem (5.1) on iiheselt lahenduv ning interpooleriv kuupsplain kujul (2.6)

on rajatingimuste (I) korral iiheselt méadratud.

16



5.2.

rajatingimustel (II)

Kirjutame siisteemi {(3.1),(3.3)} tundmatute mg, m, ..

Interpoleeriva kuupsplaini olemasolu ja iihesus

., my, leidmiseks kujul

( 3(fi—fo) ha”
2mo +my = — ,
0 1 I 5
Pt h,
—_— My 2 —_ =t k=1,....n—1
< hk T hk+1 M1+ 2my + hk n hk+1 Mpg41 ks 5 y )
3<fn - fnfl) hnb”
n— 2m, =
\ Mp—1 + 2m I + 9
kus 5, on defineeritud vordusega (5.2).
Siisteem (5.3) esitub maatrikskujul Am = t, kus
2 1 0 0 0
h h
2 2 : 0 0
hi + hs hi + ho
0 s 2 o 0
A= ho + hs hs + hs
0 . 0 hn hnfl
hnf]_ + h/n h/n,]_ + hn
0 0 0 1 2
3= fo) M
mo hq 2
my 3]
meo t2
m = . Jja t= .
mMp—1 tnfl
My, B(fn - fn—l) + hnb/,
h, 2

Me néeme, et siisteemi (5.3) maatriks A on domineeriva peadiagonaaliga ja seega

stisteem (5.3) on iiheselt lahenduv. Sellest jéreldub, et kuupsplain s3(x) kujul (2.6) on

rajatingimuste (II) korral iiheselt médratud.
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§ 6. Veahinnangud

Selles paragrahvis hindame viga s3(z) — f(z) ja viga sj(z) — f'(z), kus s3(z) on
16igul [a, b] neli korda pidevalt diferentseeruva funktsiooni f(z) vorgul A interpoleeriv

kuupsplain rajatingimustel (I) voi (IT).

6.1. Splaini tuletise ja interpoleeritava funktsiooni tuletise vahe
hinnang solmedes

Veahinnangu leidmisel interpoleeriva kuupsplaini jaoks kasutame me jargnevat splaini

s3(x) tuletise vea hinnangut vorgu solmedes.

Lemma 6.1. Olgu f € C*[a,b] ning olgu s3(z) vorgule A: a =1xg <1 < ... <z, =0
vastav funktsiooni f(x) interpoleeriv kuupsplain, mis on mddratud rajatingimustega (1)

voi (I1). Siis kehtib hinnang

1
max [sy () = f'(w)] < 57 Mab?, (6.1)
kus
M, = max | f9 ()], (62)
z€[a,b]
h = max hy = max (xy — x_1). (6.3)
1<k<n 1<k<n

TOESTUS. Vaatleme esmalt juhtu, kus interpolatsioonisplain s3(x) on méératud
rajatingimustega (I). Siis splain s3(z) esitub kujul (2.6), kus kordajad mg, mq,...,m,

on antud siisteemiga (5.1). Minnes selles siisteemis iile uutele muutujatele v, =

my — fr = sh(xx) — f(zx), E=0,1,...,n, saame
Yo = 07
Pt i, _
L o — =G k=12 .n—1, 6.4
et th% 1+ 2% T hk+1%+1 Cr n (6.4)
Tn = 07
kus
. 3hy oot — 3Ny 7
g hit1 (i + hiy1) wH P (b + his1) i
3hy41 3hy,
N _ 6.5
(hk(hk + hit1) P (i + hk+1)> e (6.5)
P41 hu, ,
My k=1,2,... . n—1.
T het hk+1fk L= 2f — I+ hk+1fk+1
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Siisteem (6.4) on domineeriva peadiagonaaliga, jarelikult lemma 4.1 pohjal on ta iiheselt
lahenduv. Funktsiooni f(x) ja tuletisfunktsiooni f’(x) Taylori valemist punktis zy
jasakliikmega integraalkujul (vt niiteks |3, lk 224|) saame, et mis tahes k = 1,2,... ,n—1

korral

3

h? h
f(@esr) = ) + [/ (xr) higr + k;l f () + %fﬁ/(fﬁk)
1

Tg+1
w2 [ =00,
Tk

h2 h3
f(@e1) = flzr) — f'(zp)hy + gkf"(l“k) - gkf'"(ﬁk)

1 [*F
o | e =P,
Tp_1
f/( _ gl " hi+1 1" I N2 £(4)
Tpp1) = f(o) + f7(2r) higr + 5 () + 3 (Trr1 —v)" P (v)dv,
T
/ ! " hi " 1 o 2 r(4)
Flaw) = fze) = o)+ 50 (@) = 5 (@p—1 = 0)" [ (v)dv.
Tr—1
Asendades saadud arvud fi—1 = f(2k-1), far1 = f(@r41), ficy = f(we—1) ja fi, =
f'(xp41) stisteemi (6.5), saame, et mis tahes k =1,2,...,n — 1 korral
~ 3hk 3hkhk+1 / 3hkh%+1 "
Cr = Tr) + Ty) + T
¥ Py (hy + hgi1) fz) Pga (e + hk+1)f () 2hpy1 (i + hk+1)f ()
3hkh2+1 m 3hy, I 3 r(4)
- _ d
* 6hit1(hi + hk+1)f () + hit1(hy + his1) 6 /xk (s = o) S5 w)do
3hk+1 Bhkhk+l / 3hihk+1 7
— R f(gy) R ) — x
hi(hy + hk+1)f( 2 P (i + hk+1)f () 2hy, (hi + hk+1)f (i)
Bhihk+1 " 3h’k+1 1 o 3 r(4)
L o S . d
6hk(hk+hk+1)f (7r) + ) 6/%1(51% 1 — ) [ (v)dv
3hit1 3hy, ey, hiehir
TR L S ) — ) L
ha(hy + th)f( 2 Pi1 (hy + hk+1)f< 2 hy, + hk+1f (1) Iy, + hk+1f (
hzhk+1 "m g L[ 2£(4)
_ M e 2 L dv—2f
et R s wel MG SR A ORI
hk ’ hkhk+1 " hkhi+1 "
— () = ——(xp) — —— " (x
hi + hk+1f () hy + hk+1f () 2(hy + hk+1)f (=)
D, L[ 2 £(4)
___ " = _ d
e ett ) IR 0L
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hk / k+1 (x'k—i—l )3 @) hk+1 /zk (xk—l _ U)B
_ T v)dy + —m——— T ) de
Q(hk + hyy1) hii1 /o) 2(hi 4 hiy1) Sy, I /o)
e / 4) i / o 2.£(4)
M _ d
(zr—1 — v)*fY(v)dv 2(hk+hk+1) . (@pt1 — v)" [ (v)dv

2(hy + higr)
h Th+1 (xk+1 _ U)3 > @)
_ M (g — v)dv
Q(hk + hjt1) ( Pgs1 = (@ = o) )

hk+1 / ( Lh—1 — U)3 2) (4)
= dv.
e +(ns =0 ) 7)o

Tehes integraalides

]C:kH (gfﬁil;lﬂlf“($k+1-—102>f*“(v)dv

P41

ja

vastavalt muutuja vahetused v = xy + Thiy1 ja v = x_1 + Thy, saame ¢ kirjutab kujul

o
Eal

- hk‘hi+1 /1 3 2

=~ o l—7)"—(1-—71 @ (), +7h dr
2(hg + his1) (( s ) )f o =)

" hzthrl /1 7_2(1_7_)]47(4)(2: _|_7_h )dT k=12 n—1
2(hy + his1) o o o |

Seega

hkh%ﬂ

1
Tl TR \3 _\2) £(4)
k| < 0 + ey / ((1 7)°—(1—71) )f () + Thiy1)dT
B s

1
—_— 201 = ) F Y2y + Thy)dr
2(hg + hys1) / ( ARG 2

< hkh%“ M, /1(7' + 73 2T2)d7' + fighin M. /1 7'2(1 T)dr
X -, 5, < - ~/7 . 1 N 4 -
2(h + hirr) o 2(hy + b)) o

1

+

1
:MM4(T_4_2_T3+T_2> +MM4(T_3_T_4)
2(hk + hk+1) 4 3 2 0 Q(hk + hk+1) 3 4 0
1 hih3 1 1 hih h? + h?
_ L e 1 hi gt M= L, khi (B, + k+1).
12 2(hg + hgt1) 12 2(hk + hgt1) 24 hi + hiyq

hi + h?
Arvestades, et ﬁ < max{hyg, hyy1}, saame hinnangu
k1

1

1
M4hkhk+1 max{hk, hk—i—l} 4M4h3

Gl < o k=1,2,....n—1. (6.6)
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Vorrandisiisteemi (6.4) puhul on lemmas 4.2 defineeritud konstant ¢ = 1, jarelikult

lemma 4.2 pohjal

1
/ gl — < Sl < 3
g2 balion) = Pl = g Pl < g hed < g M2
sest k = 0 voi k = n korral sj(zg) — f'(xr) = v = 0. Seega rajatingimuste (I) korral
hinnang 6.1 kehtib.
Olgu niiiid interpolatsioonisplain s3(z) on méédratud rajatingimustega (II). Siis
splain s3(z) esitub kujul (2.6), kus kordajad mg,ms,...,m, on antud siisteemiga

(5.3). Minnes selles siisteemis iile uutele muutujatele v, = my — f; = sh(zg) — f'(xx),

k=0,1,...,n, saame
270 + 71 = <o,
Pyt k -
L 2wt —E =G, k=1,2,....n—1, 6.7
It hkﬂ% 1+ 2% + T thrl'Vk—H Cre n (6.7)
Tn—1 + 2’}/71 = C;L7
kus ¢p,...,¢,—1 on defineeritud vordusega (6.5) ning
— h
50:3f1 fo_Mu v 2ft— fl, (6.8)
hq 2
n - Jn— hn
R e L T (69)

Siisteem (6.7) on domineeriva peadiagonaaliga, jarelikult lemma 4.1 pohjal on ta iiheselt
lahenduv. Analoogiliselt rajatingimuse (I) juhuga saame arvude ¢é,...,¢,—1 jaoks
hinnangud (6.6). Jaab hinnata arvusid ¢, ja ¢,. Funktsiooni f(z) ja tuletisfunktsiooni
f'(z) Taylori valemist punktides z ja z,, jadkliikkmega integraalkujul (vt niiteks [3, 1k
224]) saame, et

2 3 T1
o) = £(a0) + f aolhs + ") + o)+ 5 [ = 0 5O ),

/ / " h% n 1 o 2 r(4)
Fia) = £a0) + £ )b + Do) + 5 [ 02O

2 Juo
h2 h3 Tn
f(xn—l) = f(xn) - hnf/(xn) + Tnf”(xn) - anm(xn) - é/xn_1(xn_l - U)Sf(4)(v)dv,
2 Tn
) = ) = haf () + 5w = 5 [ s = 0P Oy

Asendades saadud arvud f; = f(z1) ja f| = f'(z1) ning f,_1 = f(x,_1) ja | =

f'(x,—1) vastavalt vorranditesse (6.8) ning (6.9), saame, et
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3 3h 3hi 3h}
: S )

o= g+ ) 4 D 4 2
N hil . é/x (21 — 0)* f@ (v)dv — h%f(xo) - %f”(mo)
=21 (o) = Fan) = o) = ") = [ o= 02 s O
=5 [ = em =5 [ o
-/ e S LA
G, = h%f(g;n) - h%f(%) + %f’(xn) - g_;if”(xn) + %f”’(ﬂsn)
. hi : / jnl(x“ 0O )y + 2 7 (2,) — 2f ()
= P 4 o) = ) 5 [ G = 020
Lo

= — (21 — 0)3 @ (v)dv + ! /wn (Zn1 — )2 f P (v)dv

2hn Tn—1 Tn—1

- %/xj: ((‘T”—;n_ & + (1 — 0)2) f(4)(v)dv.

Tehes integraalides
/xl (% — (21 — v)z) @ (v)dv
ja
/_ <W + (Zn1 — v)2> FO @) du

vastavalt muutuja vahetused v = xg 4+ 7hy ja v = x,,_1 + Th,,, saame
R [t
Go=—= [ (1- 7')2(—7')f(4) (xo + Thy)drT,

0
1
/ (T — 7'2)f(4) (Tp_1 + Thy)dT.
0
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N hy !
ol = |5 [ =)o + i)
0
W
<5 (1=7)* - [(=n)|F (o + Tha)|dr
0
h3 ! h3 ™ oo2r3 2\ | 1 A3 1
<=M 22 4 Ydr = — M (- -+ T — LMy = M
2 4/0(T T =3 4(4 3 2)0 12 2 T
3 1
|Cn] 7”/ T(T—TQ)f()(IEn_1+Thn)dT
0
he o[t
< [P DO h) i
0
h3 ! h3 B | 1 A 1
<—M 2o dr = =My — — — )| == =—My;=—Mh’
2 4/0(T T =3 4(3 4)0 12 2 4T g

Kokkuvottes oleme saanud, et

1
max |é.| < — Myh®.
0<k:<n| ol < 244

Vorrandisiisteemi (6.7) puhul on lemmas 4.2 defineeritud konstant ¢ = 1, jarelikult
lemma 4.2 pohjal

1
/ gt — < 0 < — 3,
021,?§L|33<x’“) f (xk)| Orélggl ]’yk| < Orél’?é% ’Ck’ S5 24M4h

6.2. Interpoleeriva Hermite’i kuupsplaini viga

Olgu f € C*a,b] ja olgu 33(z) funktsiooni f(z) vorgul A:a =g <21 < -+ < T, <
x, = b interpoleeriv Hermite’i kuupsplain. Meie eesmérk on hinnata viga f(z) — $3(z)
ja viga f'(x) — §4(z), © € [a,b]. Mérgime, et funktsiooni f ja tema tuletist f’ vorgul A

interpoleeriva Hermite’i kuupsplaini $3(x) voime defineerida jargmiselt (vt niiteks [4,
Ik 58-59]):

(1) igas osaloigus [rg—1,xx] (K =1,2,...,n) on §3 kuuppoliinoom, s.t.

53(x) = ag, + bz — 23_1) + cr(@ — 2p_1)? + dip(x — 2421)%;

(2) 53 € C'a,b);

(3) 83(xx) = f(wr), 85(xx) = f'(21), k= 0,1,

coy M.
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Interpolatsioonitingimustest (3) saame jargmise siisteemi:

S3(wp) = fr,  S3(xi—1) = fomr,  S(x) = fr. Ss(ae—r) = fio, k=1,2,...,n.

Arvestades tingimust (1) saame siit jirgmise vorrandisiisteemi splaini §3 kordajate ay,

bi, cr ja dj suhtes:

ar, + bphy, + cphi + dphi = fi,
ag = fk—17 (6 10)
by + 2cuhi + 3dphs = fl, '
by = fllcfl'
Lahendame siisteemi (6.10):
ar = fkfla
bk = fl::717
o =) s S
12 he  hy
2(fo1—fu) | Jiea | Ji
d, = L
k 3 + 02 + 02
Jarelikult
53(x) = fuoo1 + foo1 (@ — 21)
3 = 2 /_ !
(M) 2 )
k g : (6.11)

2(fror — fior | S
—i—( (fx }1Lz Jr) + Zil +£—’%) (z —2p1)?,

T € [rp_1, 2], k=1,2,...,n;

S3(z) = fr1 — (6“’“;@_ fi) | 4J;fk‘1 + Qh—";’“) (v — zp1)

I <6(fk1 — fx) n 3fe—1 3]%) (& — 251)%, (6.12)

_l’_ —_—
hi hy

T € [xp_1, 2], k=1,2,...,n.
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Kirjutame vorduse (6.11) kujul

S3(z) = <1 — 3@ _h:;:k_l) + 2 —hgk_l) )f(xk—l)

. (3(;[; —a1)? 2z - xk_1)3>f(xk)

hi; h,
2 o B 2 _ _ 3
T = -1 — (= = 2i) + (@ a;k ) f(wr1)

ehk

53(x) = (1 = 3t% 4+ 263) f(zp_1) + (3% = 283) f ()
+ (t =22 + )y f (1) — (2 + ) e f' (21)

= (L= t)* (1 +2t) f(wp—1) + 1*(3 — 2t) f (wn)

+ (1 — ) e f' (zr) — t2(1 — )b f' (21),

kust:%:‘l,xe [T 1, 2i], k=1,2,...,n.

Analoogiliselt saame, et

() =fiy — <6<f($k_1]zz_ fla) 4"2;; + Qh—":;) (z — z4_1)
+ (6(]6(%_1}3%_ fla) 3]2%1 + 3h—];€’/f) (@ — wp_1)?
:( 6z —hgk_o L 6 —h?_1>2> Fa)
+ (1 _ A _hj’“‘l) L3 _hg’f‘”z) F(wnot)
N (2(33 —h;m) 3= _h”;:“)g)f’(xk)

ehk

Sy(a) = (68 = 6)5 ) + (6t = 6) 1 fan)

+ (1 — 4t + 3 f'(zp_1) + (3% = 2t) f' (2,

= (6252 — 6t)hif($k1) + (6t — 6t2>hif(xk)
k k

+ (=) (1 = 38) f(wp—r) — £(2 = 3t) f' (),
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kus t = %}’:‘1, T € [xp_1, k], k=1,2,...,n. Siit jareldub, et 16igus [z)_1,xk]

83(x) =1 (1) f(xh-1) + P (t) f(xr) + d3(t)haf (wr—1) + Ga(t) i f (), (6.13)

53(0) =64 (1) () + () (o) + G407 (@) + 4OF (). (619)

kus

or(t) = (L= t)*(1+2t), dot) =t*(3—-2t), &s(t) =t(1—1)", ou(t) = —t*(1 1),
¢1(t) =6t(t — 1), d5(t) = —6t(t —1), 5(t) = (1 —)(1=31), ¢y(t) = —t(2—31),

ja
T — Tk-1

t:
hy

(6.15)

Lemma 6.2. Olgu f € C*[a,b] ning olgu 33 virguga A: a =19 <1 < ... <2, =Db

seotud Hermite’i kuupsplain. Siis

7o) — (@) = O e 2w — ), (6.16)
kus x € [xp—1, k), £ € [Tp—1, 2] (E=1,2,...,n).

TOESTUS. Ilmselt valem (6.16) kehtib, kui © = z4_;, © = xj. Jirgnevas eeldame, et

x € (xk_1,x). Toome sisse kaks abifunktsiooni w ja ¢:

w(t) =(t — zp_1)?(t — ), t€ [Tr—1, 2k,
o(t) =f(t) — 33(t) — Kw(t), t€ [rp1,zk,

kus K on mingi konstant. Mddrame konstandi K tingimusest, et punktis x kehtib

vordus ¢(z) = 0. Me saame

millest

Néeme, et funktsiooni ¢ nullkohtades on x, xy_1, . Siis Rolle’i teoreemi (vt néiteks
|2, Ik 125|) pohjal on funktsiooni ¢ tuletisel ¢’ iga kahe ¢ nullkoha vahel vihemalt iiks
nullkoht. Teiselt poolt

26



kui t = x,_1, t = 1. Seega on tuletisel ¢’ olemas neli erinevat nullkohta. Siit saame
Rolle’i teoreemi pohjal, et tuletisel ¢” on olemas kolm erinevat nullkohta, tuletisel ¢”’
on olemas kaks erinevat nullkohta ning tuletisel ¥ on olemas iiks nullkoht. Teiste

sonadega, leidub selline punkt & € (z_1, 21), et ™ (€) = 0. Kuna w® = 4! ja §é4) =0,

Saame

0= W(g) = FU(O) — Ku(g)
ehk

0= p(e) = o) - Ty
millest

(x — l‘kfl)Q(l’ — JUk)Z, € € (-1, 2.

6.3. Interpoleeriva kuupsplaini vea hinnang

Teoreem 6.3. Olgu f € C*[a,b] ning olgu s3 vorgule A: a =129 <1 < ...<x3, =b
vastav funktsiooni f interpoleeriv kuupsplain, mis on mddratud tingimustega (1.2) ja

rajatingimustega (1) voi (11). Siis kehtivad hinnangud

5

mrg[%?g] |ss(z) — f(z)] < @Mﬂfl, (6.17)
max |s5(z) — f'(z)] < ﬁ.M R? (6.18)
x€la,b] 3 = 192 e ‘

kus My ja h on antud vastavalt valemitega (6.2) ja (6.3).
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TOrsTUS. Olgu S3 punktis 6.2 defineeritud Hermite’i kuupsplain. Arvestades, et
T — Tk—1

t= — esitame valemi (6.16) kujul
k
3 “) hi(x — xp_1)?
flz) —33(z) = / 4'(5) . il 2 k1) (x — 2p 1 + 21 — 21)?
: k
fUE)  hi(r — ap)? 2
= : (iU — Tg—1 — hk)
41 h
G G S TR
41 h2 MU
(4)
= f—@hﬁtQ(l —t)?, z €[z, k] (K=1,2,...,n).

24

Lemma 6.2 pohjal saame

— )2
PO=O 0, = P28 e vm] (k=1,2,...n),
(6.19)

kus M, ja h on antud vastavalt valemitega (6.2) ja (6.3).
Hindame niitid vahet |s3(z) — §3(x)|. Valemi (2.6) pohjal esitame kuupsplaini s3(z)
kujul

s3(z) = (1 —)2(1 4 2t) f(wp_1) + 2(3 — 2t) f (z) + t(1 — t)*hpmyp_1 — t2(1 — t)hpmy,
(6.20)

T — Tk—1

: , k=1,2,...,n. Toepoolest, seose (2.6) tottu
k

kus x € [xg_1, 2], t =

s3(r) = f(zr—1) +mp—1(r — 21-1)

- <3(f(a:k1) —fz)) | 2my + @> (z — 241)?

7 T T
) (Q(f(:ck 123 fxr)) N m;fg L ﬁ) (x — 21)°
(1 3z — xk ), 2 _hg’“)?))f(fﬂk—l)
N
+ (x —ap - 2 _h::k_m + _;%k_l)3)mk_l
o,
(el
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T — Tp_
millest, arvestades, et ¢t = bl

, saame
k

s3(r) = (1= 3¢% +2%) f (ag1) + (3¢* — 2°) f ()
+ (t =262 + )y — (12 — 3 hmy,
= (1—t)>(1 4 2t) f(w_1) + t2(3 — 2t) f (1)
+ (1 — )2 hpmy_1 — t2(1 — t)hpmy.

Valemite (6.13) ja (6.20) pohjal saame niiiid, et

s3(x) — S3(x) = (L — t)*(1 + 2t) f(w—1) + 7 (3 — 2¢) f(p) + t(1 — ¢)*hymy_s
— 12(1 = )y, — (1= £)*(1 + 20) f (wx—1) — 13(3 — 20) f (1)
— t(1 = )by f" (wp—1) + 2 (1 — )by f' (1)
= t(1 — t)?hpmy_y — t2(1 — t) hymy,
—t(1 = t)?hpf (zp1) + (1 = )y f' (2,
— hit(1— 1) ((1 ) mt — g — (1 — ) f () + tf’(xk)>

— hyt(1 — 1) ((1 — 1) (M — F(211)) — t(mg — f/(xk))>.

Seega

53 (@) = 53(2)] = |Pat(1 = 0)((1 = 1) (ma—y = Fon1)) = tmp = f'(n) )|
< It = 1) (1= 1) s — )|+ g — ()]
< ht(1—t) max jm; — f'(w:)|(1 =t +1)

= ht(1 —t) max [m; — f'(z;)],

0<i<n
millest lemma 6.1 pohjal
_ t(1—1t) 4 T — Tp_1
lss(x) — 83()] < TMM , t= — 0 ¥ € [zp_1,2r] (K=1,2,...,n).
k

29



Vorratustest (6.19) ja (6.21) saame, et iga « € [xy_1,2x] (kK =1,2,...,n) korral

|s3(z) — f(z)| = |$3(x) — f(2) + s3(z) — S3(2)|
< [83(z) — f(2)] + [s3(x) — 33(2)]
< t2(12; t)2M4h4 N t(12; t) M

-+ (-1

M,h?
24 4

Myht T — Tp_1
— 23 4 ¢t ="

Vaatleme eelnevas hinnangus esinevat funktsiooni g(t) := ¢ — 2¢3 + t*. Kuna
g t) =4t —6t* + 1,

siis

1 5
t—2t° + 1) = H=gl=)=—.
ja(t =204 1) = max (1) 9() 6

Arvestades, et x € [xr_1, x)] korral t € [0, 1], saame, et iga = € [a, b] korral

1 5 5
_ < — DMkt = 2 Apt
[53(2) = F(2)] < 5 - JgMah™ = 5o Mah?,

millest jireldub hinnang (6.17).
Néitame niitid, et kehtib ka hinnang (6.18). Mis tahes & € {1,...,n} ja x €
[zx—1, x| korral, kasutades tdhistust (6.15), kehtib vordus (vt [4, 1k 67])

f(z) = §5(x </ Uy (t, 7) xk 1+ Thy) d7'+/ o(t, T) f(4)(xk_1 + Thy) dT),

Vi(t,7) = 3(t — D)7 (t(27 — 3) + 1),
PYo(t, 7) = 3t(1 — 7)*(2tT +t — 27).

Seega
) - h3< / W (8,7 11 (s + 7hi)| d

+ / ’¢2<t, 7')‘ |f(4) (.73]@,1 + Thk)‘ dT)
t

M t 1
i [eniar s [ niar).
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Kuna iga t € [0,1] ja 7 € [0,t] korral
[ (8, 7)] < 3(1 =) 72(t27 = 3| +1) < 3(1 — )7%(3t + 1) < 12(1 — )72,

siis

t
7.3

/t (£, 7)] dr < 12(1 — 1) /t Pdr—12(1- )| = 4801 — 1),
0 0 3

0

Vaatleme funktsiooni g(t) := t3(1 — t) = t* — t*. Kuna
q'(t) = 12(3 - 4t),

siis 5 o7
3 44y _ _(2) . =2
max (t° — %) = max g(t) g( ) T

tel0,1] te[0,1] 4

Lopuks saame, et

2T 27

t
=431 —t) <4 — = —.
/0 nlt, )l dr = 421~ 1) <4 o = 2T

Analoogiliselt saame, et iga t € [0,1] ja 7 € [¢, 1] korral
[ (t, 7)| < 3t(1 — 7)%(2t7 + |t — 27|) < 3t(1 — 7)*(2+2) < 12t(1 — 7)%,
siis

(1—71)3 !

t

= 4t(1 —t)?

/1 [Ua(t, 7)| dT < 1275/1(1 —7)%dr = 12t
t t
Vaatleme funktsiooni g(¢) := t(1 — ¢)3. Kuna

g(t) = (=4t +1)(t - 1)%,
siis

1 27
t(1—1)%) = H=gl-)=-—.
s (10 =07) = o) = () = 5
Lopuks saame, et

2t 27

1
tr)dr =4t(1 —t)? <4 — = =,
/tm(’ﬂ“ (1) 256 64
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Seega

N M. 27 27 9
If(z) — 85(2)| < fhz (6_4 + 6_4) < 6—4M4h3, x € [xp_1,2] (K=1,2,...,n).
(6.22)

Hindame niiiid vahet |s5(x) — 35(2)|, © € [xp_1,2x] (k =1,2,...,n). Selleks esitame

koigepealt kuupsplaini s5(x) kujul

sy(w) = (6t> — 6t)hif(vp_1) + (6t — 62 Ry f (1) + (1 — ) (1 — 3t)my_1 — (2 — 3t)my,
(6.23)

T — Tp
kus x € [xp_1, 2], t = % Toepoolest, seose (2.7) tottu
k

Ss(x) =my_1 — (6(f(xk_l) - fa) + A1 + 2mk> (r — 2p_1)

h2 I I,

6(f(xpmr) — f Sme—1 | 3
+< ( (g 1}% (mk)) + ”;L’% LIS ;;Zk>(x—$k_1)2

_ 6(x —xp_1)  6(x —zp_1)*

6(x —xp1) 6(x —xp1)>

M — xp 3r — xp_1)?
+ 1—( k1)+( kl))mk—1

I, n2

. LT — Tk—1
millest, arvestades, et ¢t = 5 saame
k

() = (612 6t>hikf<xk1> + (6t 6) 1 (1)
+ (1 — 4t + 3t*)my_1 + (3t* — 2t)my,

— (62 — 6t)hikf(xk_1) (6t — 6t2>hikf(xk)

+ (1 - t)(l — 3t)mk,1 — t(2 — 3t)mk
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Valemite (6.14) ja (6.23) pohjal saame niiiid, et

$4(0) = () = 6t(t — 1) F(wcr) = 68(t = 1) f ()
b (L= (1 — 3t)mes — H(2 — 3t)my — 6H(t — 1)hif(xk1)

+6H(t — 1>hikf<:ck> (1= 0)(1 = 30) () + 12— 30) ()

= (1—)(1 — 3t)my_s — £(2 — 3t)my,
— (1= t)(1 = 30 (z1) + (2 — 3 ' (2x)

= (1—t)(1 = 3t) (me—1 — [ (zp-1)) — t(2 = 3¢) (my, — f'(x1)).
(6.24)

|s5(2) = 35(2) = |(1 = t)(1 = 3t) (ma—1 — f'(w-1)) — 1(2 = 3t) (my, — f'(l‘k))‘

<A =) (1 =3t)] [my—1 — f'(wr—1)| + ]2 = 3t| |mp — f'(z4)]
< =0)(1 = 30)] max [m; — f'(a:)| +¢|2 — 3t] max m; — f(z)|
< 4 max |m; — f'(x;)],

0<isn
millest lemma 6.1 pohjal jareldub hinnang

4 1
|s5(x) — 85(x)| < ﬁM‘*hg = 6M4h3’ T € lrp_1,x] (K=1,2,...,n). (6.25)

Vorratustest (6.22) ja (6.25) saame niiiid, et kehtib hinnang (6.18) , sest

— ['(z) + sh(x) — §(2))|
— ['(@)] + [s3(x) — 53(2)]

|s5(x) = f'(z)] = |3

= ——Mh* z€lmp 2] (B=1,2,...,n).

O

Mirkus 6.1. Bakalaureuset66s [1| on néidetud, et rajatingimuste (II) korral pole

teoreemi 6.3 eeldustel hinnangus (6.17) esinevat konstanti 38% voimalik vahendada.
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§ 7. Arvulised naited

Selles paragrahvis esitame kolm konkreetset néidet interpoleeriva kuupsplaini

konstrueerimise ja vea hindamise kohta.

Naide 7.1. Vaatleme funktsiooni
f(x) = sin(v/5z) — cos(z), z € [0,2n] = [a,b]. (7.1)

Olgu 16igus [a, b] = [0, 27] antud {iihtlane vork

—a 2
_bza 2w (7.2)

n n

rr=a+kh=04+kh, k=0,1,...,n, h

Rajatingimusi (I) (voi (II)) rahuldava interpoleeriva kuupsplaini s3(z) ja tema
tuletise s4(z) konstrueerimiseks kujul (2.6) ja (2.7) leiame koigepealt funktsiooni
(7.1) vaartused fr, = f(zx), & = 0,1,...,n; seejirel lahendame paketi MathCad
sisefunktsiooni 1solve (A,t) abil lineaarvorrandite siisteemi (5.1) (rajatingimuste (II)
korral siisteemi (5.3)), s.t leiame tundmatute mo, . .., m,, viidrtused ning leiame splaini
kujul (2.6) ja (2.7). Joonistel 7.1 ja 7.2 ning 7.3 ja 7.4 on esitatud funktsiooni (7.1)
ning tema tuletist f’(x) = sin(x) + v/5 - cos(v/5z) interpoleerivate funktsioonide s3(z)
ja s4(x) graafikud, mis vastavad rajatingimustele (I) voi (IT). Mustade ringikestega on
kujutatud punktid (zy, f(zx)), k= 0,1,...,n. Molemal joonisel n = 4.

Kuna funktsiooni (7.1) korral f € C*[0,27], My = 25,956 (see hinnang on saadud

arvuti abil), b —a = 27 ja h = —7T, siis teoreemi 6.2 pohjal kehtivad veahinnangud
n

5-(2m)*- 25,956 526,7

e fsa(2) = fl@)l S — g5 R (7.3)
C(27)3 - 2 1
e |8 (a) — f(ay] < P (225,956 _ 19785 7.0

2€[0,27] 192n3 n3

kus

M, = max |fP(z)|.

z€la,b]
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=3(x)
fix)

f(X)
*e e

=)

X.E.X

JooNIs 7.1. Funktsiooni (7.1) ja teda interpoleeriva rajatingimusi (I) rahuldava
kuupsplaini s3(x) graafikud

=3(x)
f(x)

X)) o
L 1] ]

LK. A

JOONIS 7.2. Funktsiooni (7.1) ja teda interpoleeriva rajatingimusi (IT) rahuldava
kuupsplaini s3(x) graafikud
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23(%)
fi=)
(3

K.K.A

JOONIs 7.3. Funktsiooni (7.1) tuletise ja teda interpoleeriva rajatingimusi (I)

rahuldava kuupsplaini s3(x) tuletise graafikud

(=]
T

$3(x)
fn O

(%)
.o

=]
(=]

K.E.X

JOONIs 7.4. Funktsiooni (7.1) tuletise ja teda interpoleeriva rajatingimusi (II)

rahuldava kuupsplaini s3(x) tuletise graafikud
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Jargnevates tabelites on esitatud arvulised tulemused

— ) — ) —9J —
Ep = k:OIZIll,%.},{nfl |83(Ik1) f(xkz)la n 2 y o J 27 tt 1]-7
i=0,1,...,10
En = max |s5 (ki) — f'(xri)], n=2, j=2...11,
i=0,1, 10
. th .
Jaoks,kusxki::ck—l—l—o, k=0,1,...,.n—1, 1=0,1,...,10.
/
Lisaks suurustele e, ja e/, on tabelites esitatud ka suhtub En ja =",
€an €on
iseloomustavad saadud vigade vastavust teoreetilistele hinnangutele (7.3) ja (7.4).
Rajatingimus I Rajatingimus II
n teoreetiline viga || €, ;—’; €n 852—771
4 2,05758 1,00207 - 1,36815 -
8 0, 1286 0,04982 20,1141 0,06312 21,675
16 8,03741 x 1073 || 1,88802 x 1073 | 26,387| 3,77012 x 1073 | 16, 742
32 5,02338 x 107* || 1,03772 x 10~* | 18,194| 2,30704 x 10~* | 16, 342
64 3,13961 x 10~° | 6,33811 x 107 | 16,373| 1,43712 x 10~® | 16,053
128 1,96226 x 1075 || 3,93245 x 107 | 16,117| 8,98385 x 10~7 | 15,997
256 1,22641 x 1077 || 2,45153 x 10™® | 16,041| 5,61825 x 108 | 15,99
512 7,66507 x 1072 || 1,53178 x 1072 | 16,004 | 3,51289 x 1079 | 15,993
1024 | 4,79067 x 1071° || 9,5729 x 10~ | 16,001 2,19609 x 10710 | 15,996
2048 | 2,99417 x 10~ || 5,98299 x 1072 | 16,000| 1,37272 x 10~* | 15,998

TABEL 7.1. Vea ¢, véirtused funktsiooni (7.1) interpoleeriva kuupsplaini korral.
Tabelist ndeme, et osaloikude arvu n suurenemisel suurus €, vaheneb ning suhe

mis

€n/€2n 1ldheneb arvule 16.

Rajatingimus I Rajatingimust 11
n teoreetiline viga || €, % el %
4 30, 91350 1,92668 — 2,79003 —
8 3,86419 0, 18205 10,583 0,27714 10, 067
16 0,48302 0,01412 12,8931 0, 03496 7,927
32 0,06038 1,60692x 103 | 8,787 | 4,34007 x 1073 | 8,055
64 7.54724 x 1073 || 1,97799x 10~ | 8,124 | 5,42493 x 10~ | 8,000
128 9,43405 x 107 || 2,45933x107° | 8,043 | 6,78867 x 107° | 7,991
256 1,17926 x 10=* | 3,06795x107% | 8,016 | 8,49307 x 107% | 7,993
512 1,47407 x 1075 | 3,83433x10~7 | 8,001 | 1,06217 x 107 | 7,996
1024 || 1,84259 x 107 || 4,79272x1078 | 8,000 | 1,32807 x 10=7 | 7,998
2048 || 2,30324 x 107 | 5,99083x 1079 | 8,000 | 1,66032 x 10~% | 7,999

TABEL 7.2. Vea €], viidrtused funktsiooni (7.1) interpoleeriva kuupsplaini tuletise
jaoks. Tabelist ndeme, et osaldikude arvu n suurenemisel suurus £/, viheneb ning
suhe ¢/, /el 1dheneb arvule 8.
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Naide 7.2. Vaatleme funktsiooni
f(z) =2x —cos(3z), =z €[0,2n] =:[a,b]. (7.5)

Olgu l6igus [a, b] = [0, 27] antud {ihtlane vork

r,=a+kh=0+kh, k=0,1,...,n, h= = —. (7.6)

Rajatingimusi (I) (v6i (II)) rahuldava interpoleeriva kuupsplaini ss3(z) ja tema
tuletise sh(z) konstrueerimiseks kujul (2.6) ja (2.7) leiame koigepealt funktsiooni
(7.5) vaartused fr, = f(zx), & = 0,1,...,n; seejiarel lahendame paketi MathCad
sisefunktsiooni 1solve (A,t) abil lineaarvorrandite siisteemi (5.1) (rajatingimuste (II)
korral siisteemi (5.3)big), s.t leiame tundmatute my, ..., m, viidrtused ning leiame
splaini kujul (2.6) ja (2.7). Joonistel 7.5 ja 7.6 ning 7.7 ja 7.8 on esitatud funktsiooni
(7.5) ning tema tuletist f'(x) = 2(sin2z) + 2 interpoleerivate funktsioonide s3(x) ja
sy(z) graafikud, mis vastavad rajatingimustele (I) voi (IT). Mustade ringikestega on
kujutatud punktid (ZL“k, f(xk)), k=0,1,...,n. Joonistel 7.5 ja 7.6 n = 4, aga joonistel
77ja7.8n =8,

Kuna funktsiooni (7.5) korral f € C*|0, 27], My = 81 (see hinnang on saadud arvuti

abil), b —a =27 ja h = —7T, siis teoreemi 6.2 pohjal kehtivad veahinnangud
n

5-(2m)*-81  1643,8

_ < )
e lssl@) = J@)l € g ST (7.7)
59 . (27)3 - 81 6174.1
s [$4(0) = F(0)] < (or) -81 _6174,1 (7.8)

z€[0,2m 192n3 n3

kus

My = max |f¥(z)).

z€la,b]
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=3(x) "
f(x) i

f(X) '
e :

ks [
Ao
L=4]

i.E.K

JooniIs 7.5. Funktsiooni (7.5) ja teda interpoleeriva rajatingimusi (I) rahuldava

kuupsplaini s3(x) graafikud

z3(x)
f(x)

()
*e e

E.K. %

JOONIS 7.6. Funktsiooni (7.5) ja teda interpoleeriva rajatingimusi (II) rahuldava

kuupsplaini s3(z) graafikud
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KLE.HR

JOONIs 7.7. Funktsiooni (7.5) tuletise ja teda interpoleeriva rajatingimusi (I)

rahuldava kuupsplaini s3(x) tuletise graafikud

43(x)
fi(x) 2

_f'[}{}
L 1 1 ]

E.K.H%

JooNIs 7.8. Funktsiooni (7.5) tuletise ja teda interpoleeriva rajatingimusi (II)

rahuldava kuupsplaini s3(x) tuletise graafikud
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Jargnevates tabelites on esitatud arvulised tulemused

en = max |[s3(xp) — f(ar)l, n=2, j=2...11,
k=0,1,...,n—1
i=0,1,...,10
e = _Jnax |s5 (ki) — f'(xri)], n=2, j=3.. 11,
i=0,1,.7,10
. th .
Jaoks,kusxki::ck—l—l—o, k=0,1,....n—1, 7=0,1,...,10.
: : : : En . &
Lisaks suurustele e, ja ¢/, on tabelites esitatud ka suhtub —- ja -,

Ean

€9

iseloomustavad saadud vigade vastavust teoreetilistele hinnangutele (7.7) ja (7%)

Rajatingimus I Rajatingimus II
n teoreetiline viga || €, ;—T; €n ;—"n
4 6,42101 1, 51906 — 2,25204 —
8 0,40131 0,22021 6,898 | 0,24923 9,036
16 0,02508 6,83084 x 1073 | 32,238/ 0,01341 18,585
32 1,56763 x 1073 || 3,3987 x 10=* | 20,098 7,94788 x 10~* | 16,872
64 9,79768 x 10™° || 1,99993 x 10~ | 16,994 | 4,90099 x 10~° | 16,217
128 6,12355 x 1076 || 1,23099 x 10¢ | 16,247/ 3,05243 x 10~¢ | 16,056
256 3,82722 x 1077 || 7,66424 x 1078 | 16,061| 1,90608 x 10~" | 16,014
512 2,39201 x 1078 | 4,78556 x 1072 | 16,015 1,19104 x 10~ | 16,003
1024 || 1,49501 x 1072 || 2,99026 x 10719 | 16,004 | 7,44359 x 10719 | 16,001
2048 || 9,3438 x 10711 1,86891 x 107! | 16,000] 4,65217 x 10~ | 16, 000

TABEL 7.3. Vea ¢, véiirtused funktsiooni (7.5) interpoleeriva kuupsplaini korral.
Tabelist ndeme, et osaloikude arvu n suurenemisel suurus €, vaheneb ning suhe

€n/€2n ldheneb arvule 16.

Rajatingimus I Rajatingimus 11

n teoreetiline viga | &/, ;,2," el %

8 12, 05334 0,91003 — 0.97316 —

16 1,50735 0,05001 18,215/ 0,12246 7.947
32 0, 18842 5,21696x 1073 | 9,586 | 0,01491 8,213
64 0,02355 6,22711x 10~ | 8,378 | 1,84908x 1073 | 8. 063
128 || 2,94405 x 1073 || 7,69421x 107 | 8,148 | 2,30641x10~* | 8,017
956 | 3,68007 x 104 || 9,58991x 1075 | 7,969 | 2,88145x10~° | 8, 004
512 || 4,60008 x 105 | 1,19787x 1075 | 8,006 | 3,60133x10-° | 8,001
1024 | 5,75010 x 1075 | 1,49707x 107 | 8,001 | 4,50151x10~7 | 8,000
2048 | 7,18763 x 10-7 || 1,87133x 108 | 8,000 | 5,62683x 10~ | 8000

TABEL 7.4. Vea ¢}, viidrtused funktsiooni (7.5) interpoleeriva kuupsplaini tuletise
jaoks. Tabelist ndeme, et osaldikude arvu n suurenemisel suurus £/, viheneb ning
suhe ¢/, /el 1dheneb arvule 8.
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Esitame 1opuks niite, mis kinnitab, et teoreemi 6.3 eeldus f € C*[a,b] on oluline
hinnangu (6.17) kehtivuseks.

Naide 7.3. Vaatleme funktsiooni
flz) =22, z€l0,1] =:[a,bl. (7.9)

On selge, et funktsiooni (7.9) korral f € C3[0,1], kuid f ¢ C*[0,1].
Olgu l6igus [a, b] = [0, 1] antud {ihtlane vork

ry=a+kh=0+kh, k=0,1,...,n, h= - :%. (7.10)
Rajatingimusi (I) (voi (II)) rahuldava interpoleeriva kuupsplaini konstrueerimiseks
kujul (2.6) leiame koigepealt funktsiooni (7.9) véadrtused fr = f(zx), k = 0,1,...,n;
seejarel lahendame paketi MathCad sisefunktsiooni 1solve (A, t) abil lineaarvorrandite
siisteemi (5.1) (rajatingimuste (II) korral siisteemi (5.3)), s.t leiame tundmatute
mo, ..., m, viirtused ning leiame splaini kujul (2.6). Joonistel 7.9 ning 7.10 on
esitatud funktsiooni (7.9) ja teda interpoleerivate kuupsplainide s3(z) graafikud, mis
rahuldavad vastavalt rajatingimusi (I) véi (II). Mustade ringikestega on kujutatud
punktid (:L’k, f(:ck)), k=0,1,...,n. Molemal joonisel n = 4.

Jargnevas tabelis on esitatud arvulised tulemused

o— . — . pr— ] ) pu—
En k::()r,{l,?j.},(n—l |ss(zri) — f(zri)l, n=2, j=2...11,
i=0,1,...,10
. th .
Jaoks,kuszvki:xk%—l—o, k=0,1,...,.n—1, 1=0,1,...,10.
Rajatingimus I Rajatingimus II

n En o En o

4 2,36978 x 107* | — 6,25764 x 10~* | —

8 2,09433 x 107 | 11,31522 | 5,54933 x 10~ | 11,27639

16 1,85115 x 1079 | 11,31367 | 4,90502 x 107° | 11,31357
32 1,6362 x 1077 | 11,31371 | 4,33546 x 10~7 | 11, 31372
64 1,44621 x 1078 | 11,31371 | 3,83205 x 1078 | 11, 31368
128 1,27828 x 1079 | 11,31372 | 3,38708 x 107 | 11, 31373
256 1,12985x 1071 | 11,31371 | 2,99379 x 10~ | 11, 31369
512 9,98656 x 10712 | 11,31371 | 2,64616 x 10! | 11,31371
1024 | 8,82695x 10713 | 11,31372 | 2,33889 x 10712 | 11,31374
2048 || 7,802 x 107 11,31370 | 2,06731 x 10713 | 11, 31369

TABEL 7.5. Vea ¢, véirtused funktsiooni (7.9) interpoleeriva kuupsplaini korral.
Tabelist ndeme, et osaloikude arvu n suurenemisel suurus €, viaheneb kuid suhe
En/E2n el ldhene arvule 16.
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EE. X

JOONIs 7.9. Funktsiooni (7.9) ja teda interpoleeriva rajatingimusi (I) rahuldava
kuupsplaini s3(x) graafikud

0.8

=306 -
f(x)

f(X)
see(dr .

=

[
T
]

E,E. K

JOONIs 7.10. Funktsiooni (7.9) ja teda interpoleeriva rajatingimusi (II) rahuldava
kuupsplaini s3(z) graafikud
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Lisa 1

Selles lisas toome niite interpoleeriva kuupsplaini konstrueerimisest ja vastava vea-

hinnangu leidmisest rajatingimustel (I).

1. Lahteandmed

Interpoleeritav funktsioon:  f(x) == sinl\[5x) — cogx)
Funktsiooni fix) esimest jarku tuletis:  di(x) = j—xf[x} — sin(x) + +5-cod\5x)
Léigu otspunktid a==0 b=21m

Uhtlase vérguga masramd osaldikude arv: no= 4
b-a
n
2. Vorgusolmed ja funktsiooni viirtused nendes

Uhtlase v&rgu samm: h:= h=1371

k=01.n Co A B
< 036
Hw=|for ke0.n 1.37 ll.:S
s < atkh X=[314| f®= L
471 -0.9
X | 5 1 1 _3 |1
.6.28) | —383x 10 ")

3. Interpoleeriva kuupsplaini leidmine rajatingimustel (I)

Lineaarvérrandite siisteem (5.1) esitub maatriksikujul jargmiselt:

Am=t
Maatriks A: Vabaliikmete maatriks t:
E:-\'E,D: 1 _—"':.ﬂrﬂ:= 1 ty = di{a)
=12 n- -
k=12.n-1 t_:= di(b)
_ -1 3f(X 3F(X
Ma17T7 PrkT3 3Ry 3K
T 2-h
=1
A =2
f1 0 0 0 0} (2236
05 2 05 0 0 0.645
A=l0 05 2 05 0 t=|-1202
0 0 05 2 05 1.506
Lo o0 o0 o0 1) | 0.195 )
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m,, suhtes paketi MathCad

Lahendame siisteemi (5.1) tundmatute m,
sisefunktsiooni Isolve (4, 1) abil:

m = lsolve{ AL t)

¥
|

)

()

23

78

m= 0254
—0.787
\ 0.195 )

=
S = Y

Leiame kuupsplaini s3(x) kordajad ¢y ja di-

E=1.2.n
3'f|_Xk—1_:'_3'f|_Xk_:' m, l-mk_l
A

S
he h h

X - X LM Mt

-

% J T
h h® h

si(x):=for kel,2.n

S ANPENIEES AT RS AT R LSS A NS APELES

6. Veahinnang

Leiame veahinnangu max |s3(x)-f(x)| kimme korda tthedama vérgu sélmedes:

viga:= |max < 0
for ke 0,1.n-1
for m= 010
- m-h
R X+ —
10

£« |s3(x) — x|
max «— £ if £ = max

max

viga = 1.00207
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Lisa 2

Selles lisas toome néite interpoleeriva kuupsplaini konstrueerimisest ja vastava vea-

hinnangu leidmisest rajatingimustel (II).

1. Lahteandmed

Interpoleeritav funktsioon: f(x) == sinl\J5 x) - cox(x)

Funktsiooni f(x) teist jarku tuletiss  d2(x) = Sf(x) — cox(x) — 5-sinlsf5%)
.
Laigu otspunktid a:=0 b:=2m
Uhtlase vérguga madramd osaléikude arv: n-= 4
b—a

Uhtlase vérgu samm: h:= h=1371
1

2. Vorgusolmed ja funktsiooni vaartused nendes

- Ir-' - H'"
k=0,1.n fo | :
1571 —0.362
Hw=|for kel.n X¥=|3142 £(X) = 1675
K eat kh 1712 —0.897
X \6.283) \—3.820x 10 )

3. Interpoleeriva kuupsplaini leidmine rajatingimustel (II)

Lineaarvarrandite siisteem (5.3) esitub maatriksikujul jargmiselt:

Ams=st
Maatriks A: Vabaliiltmete maatriks t
E =2 K =1
A0 A4 1
' ' 3E(X,) - 36(X,)
1 0l hd2
k=12.n-1 A . =1 L= b 0 _ brdXa)
n,n—1 0 h 2
1 1 (X ) -3E(X ) 4o
A1&'_.1;—1'_5 A1;_.1;+1-‘§ - n — i) hd;(h}
- - 2.
f2 1 0 0 0) h
05 2 05 0 0 (04327
A=l 0 05 2 05 0 0.643
0 0 05 2 05 t= -1202
Lo 0 o0 1 2) | 1506 _
| -1.421)
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Lahendame siisteemi (5.3) tundmatute mg....m, suhtes paketi MathCad
sisefunktsiooni lsolve (4, ¢l abil:

m = lsolve(A. 1)

(=0.554"
1.54
m= —0497
0571
\—0.425)

Leiame kuupsplaini s3(x) kordajad ¢y ja di:

k=1.2.n

PER ) ) omy 2wy
T

h h

f ;
h

O OMER ) 2R om mey
dk'= 3 +_"|+ .

h h™ h™

si(x) = for kel,2.n
B Ky} My (* = K F (2 X)) F de(x- Xk—l_:'J LRSI N

6. Veahinnang

Leiame veahinnangu max |s3(x)f(x) kimme korda tthedama vérgu sélmedes:

Wga:= |max < 0
for k0. .n-1
for me 010
. m-h
R+ —
10
g « |s3(x) — f(x)

max < £ if £ Z max

viga = 136815
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