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Esimene jagu.
Identsed teisendused astmete ja juurtéga.

I. Astendamine.

1. Astendamine. Astendamine on tehe, mille abil korrutatakse
antud arv (astendatav) iseendaga nii mitu korda,. kui suur on
teine antud arv (astendaja).

02222929 +92=2965_39. :
(=3)* (=3) * (=3) " (=3)=(-3)4=81.
a:a-ca=as
Uldiselt: a*a-a-° ... a=a".

n tegurit

2. Negatiivse arvu aste. Relatiivsete arvude korrutamisel on
korrutis positiivne, kui negatiivsete tegurite arv on paarisarv.
Vastasel korral on korrutis negatiivne. Rakendades seda omadust
vordsete negatiivsete tegurite korrutamisel, s. 0. negatiivse arvu
astendamisel, saame reegli:

negatiivse arvu paarisaste on positiivne, paaritu aste — nega-
tiivne. '
Seega:

(=2P=4; (—-2)%=64; (—5)*=0625;

(--2)5=-32; (—2)7=-—128;

(—5)5=—3125 jne.

3. Uksliikmete astendamine. Uldiselt on o&pilastele reeglid
itkslilkme ruudu ja kuubi arvutamiseks tuntud. Néitame niiiid,
et samade reeglite jargi toimub iiksliikme astendamine ka mis-
tahes arvuga.

a) Astendame korrutise abc arvuga n. Kasutades korrutamise
tuntud omadusi, saame:



(abAc)"= (abc) + (abc) -+ (abc) - ... (abc)=

n korda

=abc ~abc ' ... < abc=

=(ag . ey (0b: B)  Aec... cy=a"bc".

n korda n korda n korda

Et astendada korrutis mingi arvuga, tuleb selle arvuga asten-
dada iga tegur eraldi ja tulemused korrutada.

as s . a
b) Samal viisil leiame murru —- astme:

b
aﬂ__a a a _li__a a d__lﬂ
B R R R ViRt h b bn

n korda

Et astendada murd mingi arvuga, tuleb selle arvuga astendada
eraldi lugeja ja nimetaja ning esimene tulemus jagada teisega.

c) Olgu arv a™ vaja astendada arvuga n. Saame:
(0 )Pe=att g™ qaTs = Coafe=prtir b st me - gung

n korda

Et astendada mingi arvu aste mingi teise arvuga, tuleb asten-
dajad korrutada.

d) Votame niiiid mingi iiksliikme, nditeks 2a263. Astendame ta
mingi arvuga n. Kasutades tuletatud reegleid, saame:

(2a2b3)n — 2na2nb3n x

Et astendada iiksliige mingi arvuga, tuleb astendada selle
arvuga kordaja, tihtede astendajad aga korrutada selle arvuga.

Harjutused.

Astendada:

La(=31% (=) ) (—10)5; (=805
2. (3a%)3;  (—2a%?)3; (—bash2c)s.
Ry )




II. Hulkliikme ruutimine.

4. Valemi tuletamine. Kasutades valemit (a+b)2=a2+
—+2ab+b2 voime ruutu tosta kolmliikme a+b-+¢, vaadeldes
seda kui kaksliiget (a+0b) +c:

[(@a+b) +cPr=(a+b)2+2(a+b) * c+c2=
=a2+2ab+b2+2(a+b) * c+c2.

Seega kaksliikmele a+b& kolmanda liikme ¢ liitmisel lisandu-
sid pérast summa ruutu tostmist veel kaks liiget: 1) kahekordne
esimese kahe lilkme summa ja kolmanda liikme korrutis ding
2) kolmanda liikme ruut.

Niiiid pole raske ruutu tosta neliliiget a+b+4c+d, vottes
summa a+b+c iiheks liikmeks:

[(a+b+c)+dpR=(a+b+c)2+2(a+b+c) *+ d+d2.

Asendades (a+b+c)2 avaldisega, ‘mille leidsime varem,
saame:

(a+b+c+d)2=a2+2ab+b2+2(a+b) - c+c2+
+2(a+b+c) - d+az.

Me mirkame jille, et uue liikme lisandamisega ruutu tosteta-
vale hulkliikmele lisandusid ruudule kaks liiget: 1) kahekordne
endiste liikmete summa ja uue liikme korrutis ning 2) uue liikme
ruut. On ilmne, et selline kahe liikme lisandumine ruudule kestab
seni, kuni ruutu tostetavale hulkliikmele lisandatakse uusi liik-
meid. Tadhendab:

hulkliikme ruut vordub esimese liikme ruuduga, pluss kahe-
kordne esimese ja teise liikme korrutis, pluss teise liikme ruut,
pluss kahekordne esimese kahe liikme summa ja kolmanda litkme
korrutis, pluss kolmanda liikme ruut, pluss kahekordne esimese
kolme liikme summa ja neljanda liikme korrutis, pluss neljanda
fiikkme ruut jne.

Moistagi, hulkliikme liikmed voivad olla ka negatiivsed.

Kui viimase vorduse paremal poolel -avame sulud, siis saame
pérast liikmete iimberpaigutamist:

(a+b+c+d)2=a2+b2+c24+d2+
+2ab+2ac+2ad+2bc+2bd +2cd.



Seepdrast voib eelmise reegli ‘formuleerida nii:

hulkliikme ruut vordub koigi tema liikmete ruutude summaga,
millele on liidetud iga liikme ja koigi temale jirgnevate liikmete
kahekordsed korrutised. '

5. Mairkus mirkide kohta. Lopptulemuses esinevad plussmir-
giga 1) hulkliikme koigi liikmete ruudud ja 2) need kahekordsed
korrutised, mis saadi ithesuguste markidega liikmete korrutami-
sel. Néiteks:

(3x2—2x+41)2=(3x2)242(3x2) (—2x) + (—2x)2+
+2(3x2—2x) * 1+12=9x4—12x3+44x246x2—
—4x+1=9x4—12x3+10x2—4x+41.

Harjutused.
1 - 1 2
8 O EE i ol hEn =
4 (2a 2a—-}—l)_ 5(2x 4x 3).
3 2
6. (—56%x+3a2x2—ax3+3x4)2. 7 (0.3x3—0,1x=—Tx+0,5)‘

Kahe jargmise ndite varal veenduda, et hulkliikme ruut ei muutu, kui me
tema koigi lilkkmete margid muudame vastupidisteks.

8. (a—b+c):=(—a+b—c)2
9. (2x3—x2—3x+1)2=(—2x34x23x—1)2

10. Kui vordus (a—b)2=(m—n)2 on oige, kas voib siis sellest jarel-
dada, et a—b=m—n?

I11. Irratsionaalarvu moiste.

6. Uhismodduga ja iithismooduta 16igud. Nagu geomeetriast
teada, nimetatakse kahe sirgloigu tihismooduks sellist
16iku, mis mahub kumbagi sirgloiku tédisarv korda ilma jddgita.
Geomeetrias naidatakse, et voib esineda ka kaks niisugust 16iku,
milledel ei ole ithismootu (néditeks ruudu kiilg ja tema diagonaal).

Kaht 16iku nimetatakse iithismooduga voi ihismo6o-
duta loikudeks olenevalt sellest, kas neil on {ithismoo6t voi mitte.

7. Mootmise moiste. Olgu meil vaja moota 16igu AB (joon. 1)
pikkus pikkusithikuga CD. Selleks leiame, mitu korda iihik CD
mahub 16iku AB. Oletame, et ta mahub AB-sse 3 korda mingi jaa-
giga EB (mis on vdiksem kui CD). Siis arv 3 on mootmise
ligikaudne tulemus tdpsusega kuni 1, ja seejuu-
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res puuduga, sest AB on suurem kui 3CD, kuid vaiksem kui 4CD
(ka arvu 4 voib nimetada selle mootmise ligikaudseks tulemuseks
tapsusega kuni 1, kuid liiaga). Soovides saada tdpsemat tulemust,

leiame, mitu korda mahub Tlﬁ ithikust CD jadki EB. Oletame, et
see osa mahub EB-sse iile 8 korra, kuid vihem kui 9 korda. Siis

£ 0

eaaaannsssl

A & 8
Joon. 1.

arvud 3,8 ja39onldoigu AB mootmise ligikaudsed

tulemused tdpsusega kuni esimene puuduga, teine

1
i‘a ’
lilaga. Soovides saada veelgi tipsemat mootmise tulemust, leiame,

& iihikust CD. Mahtugu see

osa jaiki iile 5 korra, kuid vdhem kui 6 korda. Siis arvud 3,85 ja
38 on loigu AB mootmise ligikaudsed tulemu-

mitu korda- mahub viimasesse jaaki

. Niisugust mootmist voib iiha jat-
kata. Seejuures on voimalikud kaks juhtumit:

sed tdpsusega kuni

1) voib juhtuda, et iiksteisele jargnevail mootmistel téapsu-
sega 0,1, 0,01, 0,001,... varem voi hiljem ei jdd jérele mingit
jaaki; -

2) voib juhtuda, et mistahes tapsusega 0,1, 0,01, 0,001, ... me
ka moodaksime, alati jaab jarele jaak.

Esimesel juhtumil saadakse mootmise tulemusena 16plik kiim-

nendmurd. Teisel juhtumil saadakse mootmise tulemusena Iop-
matu kiimnendmurd.

Loplik kiimnendmurd saadakse ainult sel juhtumil, kui {ihiku
mingi kiimnendosa (iiks kiimnendik voi iiks sajandik voi iiks tuhan-
dik jne.) osutub moodetava 16igu ja pikkusiihiku ithismooduks.

Kui aga moddetav 16ik omab pikkusiihikuga {ihismoodu, kuid
ei 11—0, llﬁ' T()1_06 ega iildse iihiku mingi kiimnendosa pole moodeta-

vale loigule ja pikkusiihikule ithismooduks, siis saadakse moot-

7



mise tulemusena perioodiline ! I6pmatu kiimnendmurd. Lopuks, kui
moodetav 16ik ei oma pikkusiihikuga iihismootu, siis saadakse
mootmise tulemusena 16pmatu mitteperioodiline kiimnendmurd.

8. Irratsionaalarvud ja nende ligikaudsed viirtused. Tiis- ja
murdarve nimetatakse iildiselt ratsionaalarvudeks. Iga
ratsionaalarvu voib kirjutada 16pliku kiimnendmurru voi peri-
oodilise 16pmatu kiimnendmurru kujul; mitteperioodilisi 16pma-
tuid kiimnendmurde nimetatakse irratsionaalarvudeks.
Ratsionaalarvud 2 on iihikuga iihismddtu omavate suuruste most-
arvud ja irratsionaalarvud on iihikuga iithismootu mitteomavate
suuruste mootarvud.

Irratsionaalarv on tuntud (ehk antud), kui on niidatud
viis, mille abil on voimalik leida kuitahes palju tema kiimnend-
kohti.

Katkestades 16pmatu kiimnendmurru, mis véljendab antud (rat-
sionaalset voi irratsionaalset) arvu, mingi kiimnendkoha juures,
saame selle arvu ligikaudse vdidrtuse tipsusega
kuni 0,1, 0,01, 0,001 jne. puuduga. Suurendades viimast
sdilitatavat kiimnendkohta 1 vorra, saame antud arvu ligikaudse
vaartuse sama tapsusega, kuid liiag a.

Naiteid.

1) Kirjutades murru —;- perioodilise 16pmatu kiimnendmurruna

0,33333 ... ja sdilitades selle murru neli esimest kohta, saame %

ligikaudse véirtuse tidpsusega 0,0001 puuduga: 0,3333.

Ligikaudne védartus tapsusega kuni 0,0001 liiaga on 0,3334.

2) Irratsionaalarv =, mis viljendab ringjoone pikkuse ja dia-
meetri suhet, kirjutatakse mitteperioodilise I6pmatu_kiimnendmur-
runa, mille esimesed 25 kohta on:

3,1415926535897932384626433.

! Toepoolest, iihismdodu olemasolu korral voiksime alati saada tipse moot-
mistulemuse hariliku murruna. Teisendades selle hariliku murru kiimnendmur-
ruks, avaldaksime mootmise tulemuse kiimnendmurrurfa. Kuid harilik murd
teisendatult Iopmatuks kiimnendmurruks annab alati perioodilise murru. Juhtu-
mil aga, kui moodetav 16ik ei oma iithismaotu, ei saa tekkida perioodilist murdu,
sest kui ta tekikski, siis voiks teda teisendada harilikuks murruks ja see harilik
murd oleks tdpseks mootmistulemuseks, ent seesugust tulemust ei saa iihismoo-
dutuse korral esineda. Jérelikult peab kiimnendmurd sel juhtumil olema mitte-
perioodiline.

* Ladinakeelne sona ratio tihendab suhet. Ratsionaalarvud on need arvud,
mida voib esitada kahe tdisarvu suhtena, irratsionaalarvud aga need arvud,
mida“ei saa sel kujul esitada.
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Arvu z ligikaudsed véartused tapsusega 0,00001 on 3,14159
(puuduga) ja 3,14160 (liiaga). : :

3) Votame irratsionaalarvu, mida viljendatakse jargmise mit-
teperioodilise lopmatu kiimnendmurruga:

123,1010010001000010000010000001 . . .

(kahe teineteisele jdrgneva iihe vahel on iiks null, siis kaks nulli,
siis kolm nulli jne.).

Selle irratsionaalarvu ligikaudsed vaartused tédpsusega kuni
0,000000000001 (s. o. ﬂ)sz) on 123,101001000100  (puuduga) ja
123,101001000101 (liiaga).

9. Irratsionaalarvude vordsus ja mittevordsus. Reaalarvud.
Kaks irratsionaalarvu on vordsed, kuid nad on viljendatud kiim-
nendmurdudega, mille vastavad numbrid on vordsed 1.

Kahest positiivsest irratsionaalarvust on suurem see, mille
arendis kiimnendmurruks sisaldab rohkem tdisiihelisi voi tdisiihe-
liste vordsuse korral rohkem kiimnendikke voi tdisiiheliste ja
kiimnendike vordsuse korral rohkem sajandikke jne.

Niiteks arv 2,745037... on suurem kui arv 2,745029 ..., sest
esimese arvu kuues number viljendab suuremat arvu kui teise
arvu kuues number, sellal kui koik eelnevad vastavad numbrid on
samad.

See definitsioon on kohane ka irratsionaalarvu vordlemiseks
ratsionaalarvuga, kui ratsionaalarv on arendatud kiimnendmur-
ruks. See kolbab ka kahe ratsionaalarvu vordlemiseks, mis on
arendatud kiimnendmurdudeks, kui ainult kiimnendmurrud perioo-
diga 9 asendada kiimnendmurdudega, mis 16pevad nullidega: nai-
teks 2,39999 ... asemel on vaja votta 2,400000...

Mirgime, et sellest mittevordsuse definitsioonist jareldub:

kui a on mingi irratsionaalarv, a — arvu o« mingi ligikaudne
vidrtus puuduga, b =— arvu a mingi ligikaudne vddrtus liiaga, siis

a<»a<b.

Irratsionaalarvud voivad olla positiivsed ja negatiivsed vasta-
valt moodetava suuruse mottele. Nagu ratsionaalarvudegi korral
on kahest negatiivsest irratsionaalarvust suurem see, mille abso-

! Kaht vordset ratsionaalarvu voib monikord avaldada erinevate
numbritega, nimelt siis, kui iiks neist on perioodiline murd perioodiga 9. Nii
0,999...=1 ja 2,3999...=24.



luutvdértus 1 on vdiksem; iga negatiivne arv on nullist véiksem,
null on aga vidiksem igast positiivsest arvust.

Ratsionaal- ja irratsionaalarve nimetatakse reaalarvudeks.
10. Tehete definitsioonid irratsionaalarvude puhul. Olgu antud
mingid positiivsed irratsionaalarvud « ja p (alljargnevas niites

e=V3, p=v2). Olgu arvude a ja g ligikaudsed viirtused
puuduga:

kuni kuni kuni kuni
0,1 0,01 0,001 0,0001
a 1.7 L73 1,732 1,7320
B 1,4 1,41 1,414 1,4142

Vastavad ligikaudsed vdértused liiaga saadakse neist arvudest
viimase kiimnendkoha suurendamisel 1 vérra.

Siis: a) Liita a ja g tdhendab leida arv, mis oleks

suurem igast jargmisest
summast:

- L7+1,4=3,1
1,73+1,41=3,14

1,732+1,414=3,146

1,7320+1,4142=3,1462 jne.

ja vdiksem igast jargmisest
summast:

1,841,5=33
1,74+41,42=3,16
1,733+1,415=3,148
1,7321+1,4143=3,1464 jne.

Liita arvud « ja j tihendab leida kolmas arv y, mis oleks suu-
rem nende mistahes puuduga vdetud ligikaudsete viirtuste sum-
mast, kuid vdiksem nende mistahes liiaga vdetud ligikaudsete
védrtuste summast.

Me vdidame toestuseta, et mistahes kahe reaalarvu « ja B kor-
ral selline arv y on olemas ja seejuures ainult iiks.

b) Véttes arvude a ja 8 eespool antud ligikaudsed véaartused,
voime iitelda, et « ja g korrutis on arv, mis on

! Irratsionaalarvude absoluutviirtust defineeritakse niisamuti nagu ratsio-
naalarvude absoluutviirtust,
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suurem igast jargmisest ja vdiksem igast jargmisest
korrutisest: korrutisest:
Vi 14=238 1,8 - 1,6=2,70
1,73 - 1,41=2,4393 1,74 - 1,42=2,4708
1,732 - 1,414=2,449048 1,733 - 1,415=2,452195
1,7320 - 1,4142=2 44939440 1,7321 + 1,4143=2,44970903
jne. jne.

Korrutada positiivsed arvud « ja g tihendab leida selline kol-
mas arv, mis oleks suurem nende mistahes puuduga voetud ligi-
kaudsete viddrtuste korrutisest, kuid viiksem nende mistahes
lilaga voetud ligikaudsete viirtuste korrutisest.

Me viidame toestuseta, et selline arv on olemas ja seejuures
ainult iiks.

c) Astendada irratsionaalarv « kahega, kolmega, neljaga jne.
tihendab leida korrutis, mis koosneb kahest, kolmest, neljast jne,
tegurist, mis on vordsed a-ga.

d) Poordtehted irratsionaalarvudega defineeritakse niisamuti
kui ratsionaalarvudegagi; lahutada arvust « arv g tdhendab leida
selline arv x, et summa g+x vorduks a-ga, jne.

Kui iiks arvudest « voi B on ratsionaalarv ja viljendub 10p-
liku kiimnendmurruna, siis tuleb antud definitsioonides seesuguse
arvu ligikaudsete vdartuste asemel votta tema tdpne véddrtus.

Irratsionaalarvu ja arvu O korrutist loetakse niisamuti nagu
ratsionaalarvu ja-arvu 0 korrutistki vordseks nulliga.

Tehted negatiivsete irratsionaalarvudega sooritatakse koos-
kolas juhisega, mis on antud negatiivsete ratsionaalarvude kohta.

Lahemal vaatlusel voib kindlaks teha, et tehteil irrat-
sionaalarvudega on samad omadused, mis on
tehteil ratsionaalarvudega, niiteks liitmis- ja korru-
tamistehtele on omased kommutatiivsus ja assotsiatiivsus; kor-
rutamis- ja jagamistehtele on peale nende veel omane distribu-
tiivsus. Omadused, mida véiljendavad vorratused, kehtivad ka
irratsionaalarvude korral; niiteks kui «>pg, siis a+y>f+y,
ay>py (kui >0) ja ay< gy (kui y <0) jne.

11. Juurimine. Definitsioon. Arvu « n-ndaks juureks
fiimetdtakse Sellistcarvu,: mille* n:es . aste
vordub arvuga a

11



Arvu a n-ndat juurt téhistatakse siimboliga \"/E. Definitsioo-

nist jdreldub et (\/a)

Seda vordust voib kasutada ]uunmxstehte kontrollimiseks. Ole-

tame, et V2048=2. Kontrollimiseks astendame 2 arvuga 11,
saame 211=2048. Jarelikult juur on leitud oigesti. Samuti on

\/39 0625=2,5, sest 2,5¢=39,0625.

12. Mistahes juure ligikaudne véirtus. Me teame juba, mis on
) k.
10° jne.
Ruutjuure kohta o6eldut voib aga rakendada ka iga muu juure

ruutjuure ligikaudsed védirtused tdpsusega kuni 1, kuni

kohta. Niiteks arvu i/? ligikaudseks vairtuseks tapsusega kuni
ﬂl)—o-nimetatakse niisugust kiimnendmurdu, mis koosneb iihelistest,
kiimnelistest ja sajandikest, mille kuup pole suurem arvust 2; kui
me aga suurendame seda arvu ﬁl)ﬁ vorra ja tostame kuupi, siis

saame 2-st suurema arvu. Me ei hakka tuletama juhist kuup- ja
muude juurte tdpsete ning ligikaudsete vdartuste leidmiseks, piir-
dume ainult jidrgmise lihtsa votte kéttenditamisega niisuguste
juurte leidmiseks.

Olgu vaja leida i/f, Ligikaudsed juured tdpsusega kuni 1 on
ilmselt arvud 1 (puuduga) ja 2 (lilaga). Et leida otsitava juure
kiimnendike arv, leiame reast 1; 1,1; 1,2; 1,3; 14; 1,5; 1,6; 1,7;
1,8; 1,9 kaks sellist korvuti seisvat arvu, et vdiksema arvu kuup
oleks vidiksem kui 2, suurema arvu kuup aga suurem kui 2. Sel-
leks votame oma arvude reast keskmise arvu 1,5 ja tostame ta
kuupi. Leiame: 1,53=3,375, mis on suurem kui 2. Et 1,5-st suure-
mad arvud annavad kuupi tostmisel veelgi suurema tulemuse, siis
voime dra heita rea kogu parempoolse osa ja katsetada ainult
arveslal I b2 153 1 4.

Votame neist keskmise 1,2 ja tostame kuupi. Saame 1,728, mis
cn vdiksem kui 2. Tdhendab, katsetamisele kuuluvad veel ainult
arvud 1,3 ja 1,4. Tostes kuupi arvu 1,3, saame 2,197, mis on suu-
rem kui 2. Sel teel saime kaks arvu: 1,2 ja 1,3, mis erinevad teine-
teisest 0,1 vorra ja mille kuupide vahel asetseb arv 2. Need ongi

arvu 2 ligikaudsed kuupjuured tipsusega kum g puuduga ja lilaga.

Kui soovime leida sajandike kohal seisva numbrl, peame proo-
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vima jargmisi arve: 1,21; 1,22; 1,23; ...; 1,29. Vottes sellest reast
keskmise arvu 1,25 ja tostes selle kuupi, leiame '1,253=1,953125,
mis on vaiksem kui 2. Tdhendab, niiiid on vaja proovida veel arve:
1,26; 1,27; 1,28; 1,29. Et 1,253 erineb arvust 2 vidga vihe, siis on
loomulik proovida, kas 1,263 pole suurem kui 2. Ja toepoolest,
tostes 1,26 kuupi, saame 2,000376. Tahendab, otsitav kuupjuur

2-st tdpsusega kuni 'llTo on 1,25 (puuduga) voi 1,26 (liiaga). Kui

me sooviksime edasi saada tuhandike kohal seisva numbri, ‘siis
peaksime samal viisil proovima arve reast: 1,251; 1,252; 1,253; .. .;
1,259.

Moistagi, et see vote on védsitav (on olemas palju sobivamaid
viise 1), kuid sellest nidhtub selgesti, et on voimalik leida mistahes
juure ligikaudse véirtuse kuitahes palju kohti.

3

V2 jaoks leidsime ligikaudsed védartused puuduga: 1; 1,2;
K25 1209 -

Moodustame }pmatu kiimnendmurru 1,259... See Iopmatu
kiimnendmurd kujutab enesest teatavat irratsionaalarvu «, ja
arvud 1; 1,2; 1,25; 1,259;. .. kujutavad enesest irratsionaalarvu a
puuduga voetud ligikaudseid vaartusi.

Irratsionaalarvu a kuup on 2. Et veenduda selles, meenutame,
mida nimetatakse irratsionaalarvu a kuubiks; 3 on arv, mis rahul-
dab kaht tingimust: ta on suurem arvu « mistahes puuduga voe-
tud ligikaudse vairtuse kuubist ja vdiksem arvu a mistahes liiaga

Brs
voetud ligikaudse vidartuse kuubist. Kuid arvu V2 eespool leitud
ligikaudsed vadrtused rahuldavad neid tingimusi, sest

1320 1,23<2, 1,253<2, 1,20 <20,

2l 1,33>2, 1,263>2, 1,2608>>2, ..

Tahendab, irratsionaalarv 1,259 ... on kuupjuur 2-st.

Jarelikult pérast irratsionaalarvude tarvituselevotmist on
mistahes positiivse arvu mistahes juure arit-
meetilise vddrtuse leidmise iilesanne alati
fiheselt lahendatav, s. o. sddrane juure védirtus on alati
olemas ja seejuures ainult {iiks.

Mirkus. Juurimistehe on elementaaralgebra kursuses kasitletavate irrat-

sionaalarvude arvukate niidete allikaks. Kuid oleks jdme viga moelda, nagu
oleksid koik irratsionaalarvud ratsionaalarvude juured voi vialjenduksid nende

I Mistahes juuri arvutatakse, nagu hiljem nieme, iisna lihtsalt logarit-
mide tabeli abil.
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juurte algebraliste avaldiste abil. On olemas lopmatult palju irratsionaalarve,
‘mis ei ole iihegi ratsionaalarvu mingiks juureks ja mida iildse ei voigi saada
algebraliste tehete abil (liitmised, lahutamised, korrutamised, jagamised, asten-
damised, juurimised) ratsionaalarvudest, millisel hulgal, mis jarjekorras ja

missuguste ratsionaalarvudega me neid tehteid ka sooritaksime. Seesuguse
irratsionaalarvu nditeks on arv m.

1V. Irratsionaalsete avaldiste teisendamine.

13. Ratsionaalsed ja irratsionaalsed algebralised avaldised.
Algebralist avaldist nimetatakse ratsionaalseks mingi sel-
les avaldises esineva tdhe suhtes, kui see taht ei ole juuremérgi
all; vastasel korral nimetatakse avaldist selle tahe suhtes irrat-
sionaalseks. Niiteks avaldis 3a+2Vx on ratsionaalne tihe
a suhtes ja irratsionaalne tdhe x suhtes.

Kui 6eldakse «ratsionaalne algebraline avaldis», juurde lisa-
mata, milliste tdhtede suhtes, siis eeldatakse, et ta on ratsionaalne
koigi tdhtede suhtes, mis kuuluvad avaldisse.

14. Juure pohiomadus. Mairgime, et selles peatiikis koneleme
ainult juurte (radikaalide aritmeetilistest vddrtus-

g
test. Votame mingi juure, nditeks V/a, ja astendame juuritava
mingi arvuga, néiteks 2-ga; koos sellega korrutame juurijat selle
arvuga, millega astendasime juuritava, s. o. kdesoleval juhtumil

§ i
2-ga. Siis saame uue juure: Va2 Toestame, et juure suurus
nende kahe operatsiooni tagajérjel ei muutunud.

Oletame, et me arvutasime \/a vaartuse ja saime mingi arvu x.

Siis voime kirjutada vorduse: x= \/a ja x3=a. Tostame viimase
vorduse molemad pooled ruutu: (x3)2=a2, s. 0. x6=a2.

B
Viimasest vordusest ndhtub, et x=1/a2. Seega on iiks ja sama
Coian BT SN g ume
arv x vordne Va ja Va2; jarelikult Va=va2.
Samuti voib veenduda, et
s i | . S
Va=yat=\a8=rlat= . 7;
b SR AR, | AT g [ Rl - SLE :

\/l+x=\4/(1+x)2=€/(l+x)3——~ s

Juure suurus ei muutu, kui astendame juuritava mingi arvuga
ja tihtlasi korrutame juurija sama arvuga.
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Seda voib sonastada veel nii:

juure suurus ei muutu, kui juurija ja juuritava astendaja kor-
rutada iihe ja sama arvuga.

Jéareldused. a) Erinevate juurijatega juured voib viia iihisele
juurijale (samuti nagu erinevate nimetajatega murde voib teisen-
dada iihenimelisteks). Selleks on kiillalt, kui leida koigi juurijate
ithiskordne (parim on véikseim iihiskordne) ja korrutada iga juu-
rija vastava tdiendusteguriga, astendades iihtlasi iga juuritava
sama arvuga.
~ Niide.

e s ey B
Nax: A jatss X

Juurijate vdikseim iihiskordne on 6; tdiendustegurid on: esime-
sel juurel 3, teisel 2 ja kolmandal 1. Siis:

6

=5 i 6 _ B e Poaci o les L ST
Vax=1/(ax)3=va3x3; Vaz=v/(a?)2=Va4, VX
b) Kui juuritavaks on aste, mille astendajal on iihine tegur
juurijaga, siis voib astendaja ja juurija jagada selle teguriga.
Naiteid.
: 8 F 6
‘1) Ve=vr  2) VI+ni=VI+x
¢) Kui juuritavaks on mitme astme korrutis, mille astendajail
on ithine tegur juurijaga, siis voib koik astendajad ja juurija
jagada selle teguriga.
Niide.

6

6
V8abx3 =1/ (2a2x) 3=/2a2x.

15. Juure aritmeetilise vddartuse leidmine korrutisest, astmest
ja murrust. a) Olgu vaja leida n-es juur korrutisest abe. Kui
oleks noutud korrutise astendamist, siis, nagu négime, oleks tul-
nud astendada iga tegur eraldi. Et juurimine on astendamise
poordtehe, siis voib arvata, et korrutise juurimisel tuleb juurida
iga tegur eraldi, s. o.

n N

Vabe=va * \"/7)_- \'}-c—

Et veenduda selle vorduse oigsuses, astendame tema parema
poole arvuga n:

(Vaveve) =(va) - vs)- (v7)

n

15



Kaid_juiire definitsiconi jargi (/a) = a: i b;
(l;c_)n:c. Jarelikult, (]’}E ;/b— 1’};)" =abc.

SECE | EVERRE

Kui korrutise va /b \/?n -es aste on vordne korrutisega abe,

siis see tdhendab, et korrutis \/a \/b \/c on vordne n-nda juurega
korrutlsest abe.

Tahendab:

et juurida korrutis, tuleb juurida iga tegur eraldi ja tulemused
korrutada.

b) Kontrollim’isega on kerge veenduda, et \/21—4=a2, sest
3
(a2)2=at; Vx12=yx4, sest (x4)3=x12 jne.
Uldiselt, vVam™=am, sest (a™)*=am". Tihendab:

et juurida aste, mille astendaja jagub juurijaga, tuleb asten-
daja jagada juurijaga.

c) ‘Oiged on ka jé’rgmised vordused:

‘/ i t (3 =2 =2,
e Vﬁ—_—’ T & Mt e

= ¢ (2 2 ilgs: g
27 3‘_‘——’ gt T TE

Uldiselt,

/z n = ( nv_)n
V b:},/ , sest (V)_ Lan:%.
2 2 v
Et juurida murd, tuleb juurida lugeja ja nimetaja eraldi ning
esimene tulemus jagada teisega.
-~ Niiteid. -~
1) ¥V 9a%5 =1/ 9V a*)/ 85 = 3a26®;

3 3 3 3
2) V125a°x° = )/ 125 ) aP Y/ X° = Ba2x?;
4a2b5 __ 2ab3
3 V = |
16. Juurte lihtsaimaid teisendusi. a) Tegurite toomine juure-

margi ette. Kui juuritav avaldis lahutub selliseiks tegureiks, et

16



monest saab leida tdpse juure, siis voib niisugused tegurid péarast
nende juurimist kirjutada juuremirgi ette (s. 0. neid voib juu-
remargi alt vdlja tuua); néditeks:

1) Vad=vaza=va2Va=aVa;

3 3 3
2) V16x4=+v/8x3 - 2x=2xV/2x.

b) Tegurite viimine juuremdrgi alla. Vastupidi, monikord on
kasulik viia juuremédrgi alla tegurid, mis seisavad juure-
margi ees; selleks on kiillalt, kui seesugused tegurid astendada

arvuga; mis on vordne juurijaga, ja saadud astmed kirjutada
juuremérgi alla; néiteks:

1) a2va=V (a?)2a=V/ a*a=/ a5
2) 2x\3/7= i/ (2x)3x= i/8x3x= i/8x4.

¢) Juuritava avaldise vabastamine nimetajast. Selgitame seda
jargmiste néidetega:
1) 35—x Et nimetajast oleks voimalik leida tdpne ruutjuur,

korrutame murru molemad liikmed 5-ga.

3 L/ ol Yike o YieE-
oy S0 Bl orc eeein =5 V/15x.

2) V%% Korrutame murru moélemad liikmed 2-ga, a-ga ja
X-ga, s. 0. 2ax-ga:

B o B A TR T
l/2ax3 pee 4a°xt T |4arxt R o 2ax2 Vﬁax

Mirkus. Kui on vaja juurida Oélgebraline summa, siis ei tohi
juurida iga liidetavat eraldi. Nii: V9+16=v25=5, kuna aga
V941 16=3+4=7; tihendab, juurimisel (samuti nagu asten-
damiselgi) ei ole liitmise suhtes (ega lahutamise suhtes) distri-
butiivsust.

Harjutused.

Tuua tegurid juuremargi ette:

11. Via3; V 8asb7; V 50a5b3x3; V16at.

12. V27, - .V32; Vas;, -~ V60, - VI25; V1728,
3 P

13. " V —8l1x5y2; V98 (a+b)3; V 250x7y.

2 Algebra VIII—XI kl. 17



Viia juuremirgi ees seisvad tegurid juuremérgi alla:

4.2v%  7VI0;  5VE; 31/%;
G P 1 3 S
15. 2ab ‘/7”; = 4x §1/54‘1_
3 Peaie ek —_—_—
16. 2a2V 3ab?; (a+b) Va+b; 2(x—y) l/-;_a3 (x—y).

Vabastada juuritay avaldis nimetajast:

3x . [£53 5
VbOO V540 V49ay2’ l/x % T 5z

17. Sarnased juured. Sarnasteks juurteks nimetatakse niisu-
guseid juuri, millel on ihesugused juuritavad avaldised ja vord-
sed juurijad. Sarnased on niiteks juured:

as = gl
+3aVxy ja —5bV/ xy.

Selleks et miirata, kas antud juured on omavahel sarnased,
tuleb nad esialgu lihtsustada, s. o. kui voimalik:

1) tuua juuremairgi alt vilja need tegurid, millest on voimalik
leida tdpne juur;

2) vabaneda juuremairgi all murru nimetajast;

3) vidhendada juurija, jagades juurija ja juuritava astendaja -
nende iihise teguriga, kui see on olemas.

Nende tehete teostamisel omandab juuravaldis lihtsaima kuju.

Niited.

1) Juuravaldised \S/W ja \G/W osutuvad sarnasteks,
kui me neid lihtsustame: \3/BTx3=2x€/E; €/64a—2y1‘-’=2y25/32=
=2y2€/ﬂ_

2) Kolm juurt l/%" R

T )
vabastame juuritavad nimetajaist:

2 RIS Bx 1 ,—
l/x l/x 3—u:?‘/6x5

]/sx 1, z—
V l/ =—V6x.
Harjutused. &

Viia jargmised juured iihisele juurijale:

V6x osutuvad sarnasteks, kui

3 4 4 6

TR A S~ T S
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* 3
]3/—— e g Vi
20. Jxy®, Vyz, V=23 e o e, e s

Lihtsusta jargmised juured (taandada juurijad ja juuritava asten.
dajad: 3
4 6 8 6 8
21. V9, V8 V10000, V9a%%, | 16a%bi=
9 6 15
22, V8x6; ~ Vi21a®t; | 8adhiEcw.

Lihtsustada jargmised juured eesmirgiga ndidata nende sarnasus:

& VR B |1 |5y |16y

o V@x, Vas, Vax. 25 J/PX, l/b_x*, ‘/i
a a ab

18. Tehted irratsionaalsete iiksliikmetega. a) Liitmine ja lahu-
tamine. Et liita voi lahutada irratsionaalseid tiksliikmeid, ithenda-
takse need pluss- voi miinusmarkidega ja koondatakse sarnased
liikmed, kui neid on olemas.

Niited.
1) 2 x)/9x+6x l/i;- _ l/% = 2X\/X+3x¥V/x— XV x=
=4xV % :
3
RS e TR ok
2) 15VI—-3V32—16 |5 — /108 =
P et s SRyt SRR S R =

=15v4—-6V4—4V4—-3V4=2V4.

b) Korrutamine. Me niagime (§ 15), et juure leidmisel korruti-
sest on vaja leida juur igast tegurist eraldi; tdhendab, ka vastu-
pidi:

et korrutada mitu iihe ja sama juurijaga juurt, selleks korruta-
takse juuritavad ja saadud korrutis juuritakse antud juurijaga.

£ 3

Nii: Va Vb Vec=Vabc; VXVy=Vxy.

Et korrutada erinevate juurijatega juuri, selleks on vaja eel-
koige viia nad iihisele juurijale.

Kui juurte ees on kordajaid, siis korrutatakse need omavahel.
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Niited.
1) ayﬂ.%;/:ﬁ:;iyw 2XVE;

6

2) V§-|7§.V§=§3—s.l(s/(§ }¥E)
=l/33.%2 ——Vsz 3 V_g__

c) Jagamine. Me teame, et juure leidmiseks murrust on vaja
leida juur lugejast ja nimetajast eraldi; tdhendab, ka vastupidi:

et jagada iihesuguste juurijatega juuri, selleks jagatakse nende
juuritavad ja saadud jagatis juuritakse antud juurijaga.

Erinevate juurijatega juured on vaja eelkoige viia iihisele juu-
rijale. Kui on kordajaid, siis need jagatakse.

Niited.

20—2b , 4 [Ja—b __ 6.51/2(a—b)2bx> __ 1

b _GI/T’—S—I/_Q_bx—z_—Tl/—xz(Tb)__—lsl/b'
@

3

2 3a a2 . 20 el ( - 8a3 )_
Y% a—x"5 | a—x— (a—x)z' (@a—xB]
6———————-—
e a(a—x)
—'TI/—ES—"

d) Astendamine. Et astendada juur, selleks astendatakse juuri-
tav avaldis antud astendajaga, jittes juurija muutumatuks.

ot WS . g . AT
Nii: (Va)2=Vva -+ Va=Vaz
(VEO)m=VE* Vx ...+ VE=V7m

m Kkorda
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Naited.

4 e T 4 4 4_____
1) (V 2ab3x9) =/ (2ab%x2)} = |/ 8a3b°x° = b2x |/ 8a®bx?;

) (V1+x) V(l V1+x

e) Juurimine. Et juurida juur, selleks korrutatakse juurijad.
i LIS

Nii: l/ Va=Va

RS
Et selles veenduda, oletame, et i/ VvVa=x. Tostame selle vor-
duse molemad pooled algul ruutu, siis aga kuupi:

AR
Va=x2; a= (x2)3=x8.

o T iE
Siit ndhtub, et x=v/a, ja jéirelikultV\/a=\/a.

Niide.

Do
‘/ 2x\/ %2,

Viime teguri 2x kuupjuuremadrgi alla:

3 S LB
V\/(Zx)3x2: V/ 8x5.

Mairgime, et selle ndite puhul (ja teiste sellesarnaste néidete
puhul) voib toimida ka teisiti: et avaldis, mis seisab ruutjuuremargi
all, on korrutis, voime kasutada korrutise juurimise teoreemi. Siis.
saame:

e B s e e (R CEMECNEIS RO
VR TR ]/\/x2=\/2 s i m s s o Y EIAE SR VE

Viies juured iihisele juurijale 6, saame:

Bt AR (e 6 v 5
VB . Va3 VX2 = V8x5.
Harjutused.
26, 2)8—7)i84+5)72—}50; Vi24+2V27 —3)75+9)48.
b g it =
27. = V18a®s + %V 50a%3 —b 27" .

2F



28 V8-V6.18; 6)8.5)3 2. 2'/,—}-1/60—]/15—}-‘/_
30. ]/56+V189+1/448 1. 7+V?—1/2—V27.

o £  op s 3 3_ 3
2V5'V12‘TV15; Va-2V)ai.3Vai,

32,
=2 3_ 6_ 3_ o 3_ 4_-
3 Ja-Va; Vi5.)37; V2.¥3.)4.
3 ixi ok o
34 ;241/5% 3. VI20@6: V3ab; 18)37a5 : 3130
36

St V31

™ (3ra). (3

3 3
38. (V(1+x3>3>2 (sz Vx)1;  (3ab2vam)s,

3
) (3a2xVa+b)e,

"~ ls/m; l/al/;; ls/aVa]/Tz; VQVT]/?;
VAiVE YW E.

19. Tehted irratsionaalsete hulkliikmetega sooritatakse samade

juhiste jirgi, millised on tuletatud ratsionaalsete hulkliikmete
kohta.

Naiteks:

p ) s o
VB 5108) =4 /B irs ss 4yiE
Harjutused.

3 3
4. (J3-12p (Va+2) (Va—2).
A VxFT1—Vx=D) (YxFi+Vx= 1).
42. 312—213) (21V3—3)3).
43. Lihtsustada® jairgmine avaldis:
x+Vx=1 e Vx2=1
x—JxE—1 x4+ V=1
Kontrollida, kas x viirtused rahuldavad jargmisi vorrandeid:
M. x*—4x+1=0, kui x=2+ V3.
45. x*—10x+13=0, kui x=5—2V3,

=%



20. Murru nimetaja vabastamine juurtest. Murruliste avaldiste
arvutamisel, mille nimetajad sisaldavad juuri, on monedel juhtu-
meil kasulik algul teisendada murd nii, et ta nimetaja ei sisaldaks
juuri. Olgu nditeks vaja arvutada:

1

S R ¥

Me voime arvutada kas otseselt selle valemi jdrgi voi teha
algul murru nimetaja ratsionaalseks; selleks korrutame antud

murru moélemad liikmed summaga V3+V2:

- V3+7172 _ V3412 ,
S T i B A s

Valem (2) on arvutamiseks sobivam kui valem (1) esiteks see-
parast, et ta sisaldab eneses koigest kolm tehet, mitte aga neli
nagu valem (1); teiseks aga ka seepdrast, et arvutamisel, mis
paratamatult saab olla ainult ligikaudne, méiiratakse tulemuse
viga vordlemisi lihtsalt valemi (2) jargi. Néiteks leides V3 ja V2
poole tuhandiku tédpsusega, saame:

x=1,732+1,414=3,146.

See tulemus on tidpne kuni %—}— tuhandikku, s. o. kuni ==

1000
Niited.
1) 2—‘;/75. Korrutame murru molemad liikmed arvuga V5.

a¥5 -3y ‘8)¥s =

Kui ruutjuuremérgi all on kordarv, siis on moénikord kasulik
lahutada see algtegureiks, et kindlaks méaédrata, milliste tegurite
lisandamisel ta muutub tdisruuduks. Selleks piisab, et korrutada
murru moélemad liikmed ruutjuurega puuduolevate tegurite korru-
tisest. Naiteks:

T0__3)10 _ 3]10,
il L5 s




5
Korrutame murru moélemad liikmed arvuga \/33.

B

5
V_z
¥ 5 5
2yas _ 2)3 o3
5 BEoisa, b g
]/?2.V33 1/35
Uldiselt: S i
Vo™
4) 3jv_5- Korrutame murru molemad liikmed vahega
3—V5:
23=V5) =aaals e 28 b
o LT R Ll ERNEE A e
e a  _ a-J2
Uldiselt: P e L s
5) 3_2]/,3- Korrutame murru molemad liikmed summaga
39 1
264V5)  __26+15__ 3415
B=ksr@ V5 - &5 vy
e _a__ a+]e
Uldiselt: OB (siaciay  hovcg
5 = a5
6) Torvs Korrutame murru molemad litkmed vahega
¢V§ Wt VE:
: 5(/3—12 __'51/3"51/—2_5]/'3'_5][5
V3+V2) /3 -12 g8
: ; a _a(Jb- Vo)
Uldiselt: P e uar
Yool s HSNIEER . Coo SV RE
T3V 3—V (3472 32
=5V3+5V2. ;
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Uldiselt:

8) Kui nimetaja on kuupjuuri sisaldav kaksliige, siis voib teda:
teha ratsionaalseks, tuginedes samasustele:

(¥—y) (R +xy+y?) =x3—y3;
(x+y) (F2—x5+42) =x3+y3.
SR _
Olgu naiteks nimetajaks V/3—V/2. Siis, korrutanud murru
ity BT peterkek hea
lugeja ja nimetaja kolmliikmega (V3)2+V3* V2+(V2)2,

Sl i :
saame nimetajaks (V/3)3—(V2)3,.s. 0. 3—2 ehk 1. Niisamuti
leiame:

§i 5[32—3]/’4+(V4)2] 45-15V71+5V16
S R
3+ V4 (3+V‘4>[32—3V“+V4)21 33+(V4)3
3
45—15V4+5V16 _15V71+1ol/“2-
31 T 31
Harjutused.
FRERLER BRI e s O
SRS WS A 6 R
FAith SR 2 - & ¥ x
" 1=vZ' 3% V2  1-V6' " V24+V3 ' V5-V3
P b 2+Vx a+bVx 1
SRR D g bV VA 2D
‘50 3+ V7 3—]/7 Vx V.x
SR VE =auiNTs S e e i vy
)
ol g T

e b e,
V2+5 7—V3 Vx+15
V. Irratsionaalsed vorrandid.

21. Ulesanne. Taisnurkse kolmnurga timbermdot on 10 m,
iiks kaatetitest on 2 m; leida selle kolmnurga kaks teist kiilge.
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Téhistanud teise kaateti tdhega x ja teades, et hiipotenuus peab
vorduma avaldisega \/22+x2, saame jirelikult vorrandi:

24+x+V4+x2=10.

Saime vorrandi, milles tundmatu on juuremirgi all. Seda liiki
vorrandeid nimetatakse irratsionaalseiks vorrandeiks.

Et lahendada irratsionaalne vorrand, tuleb see algul vabas-
tada juurtest, mille juuritavad sisaldavad tundmatut. Kui
vorrandis, nagu meiegi iilesandes, on ainult iiks juur, siis vGib
sellest vabaneda jérgmiselt: eelkoige eraldame juure, s. o. viime
liikmed, mis ei sisalda juuri, vorrandi iithele poolele, jattes juure
teisele poolele:

Vi+x2=8—x.

Niiiid tostame vorrandi molemad pooled ruutu. On ilmne, et kui
astendame vordseid arve {ihe ja sama astendajaga, siis saame
vordsed arvud; seepdrast jddb vordus kehtima ka péarast tema
molema poole ruutimist.

44x2=(8—x)2;, 4+x2=64—16x+x2.
Lahendades selle vorrandi leiame:

16x=64—4=60; x= Jo="2=

-bT’CD

Siis hiipotenuus on:

I/4+(‘5)_l/4+225 V64+225 V289 A

Olgu veel vaja lahendada vorrand: 10—\/3x+21=7.
Eraldame juure ja tostame vorrandi molemad pooled kuupi:

5 R e
3=V3x+21; 27=3x+21; x=2.
3 Sia 3
Kontroll: 10—v3+2+21=10—}97 =10—3=7.

22, Voorlahendid. Vorrandi poolte ruutimine voib sisse tuua
niinimetatud voorlahendeid, s. o. niisuguseid lahendeid, mis
vorrandit ei rahulda. Toome ndite. Olgu meil antud kaks vor-
randit:

x+1=vVx+7 61y x+1=—Vx47, (2)
mis erinevad teineteisest ainult juure ees oleva maérgi poolest.
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Tostnud kummagi vorrandi mélemad pooled ruutu, saame ithe ja
sellesama vorrandi:

x+2x+1=x+7, (3)

sest (—Vx+7)2 ja (Vx+7)2 vorduvad ithe ja sellesama
arvuga x+7. :

Vorrandil (3) on kaks lahendit: —3 ja 2. Arv —3 rahuldab
vorrandit (2), kuid ei rahulda vorrandit (1); vastupidi: arv 2
rahuldab vorrandit (1), kuid ei rahulda vorrandit (2).

Voib juhtuda, et vorrandil (1) ei ole iildse lahendit; siis vor-
rand (3) sisaldab ainult vorrandi (2) lahendeid ja jarelikult koik
need on vorrandi (1) voorlahenditeks.

Vorrandi poolte ruutimine véib anda uue vérrandi, mis pole
esialgsega samavddrne.

23. Vorrandi vabastamine kahest ruutjuurest. Olgu vaja
lahendada vorrand, milles esineb kaks ruutjuurt, mille juuritavad
sisaldavad tundmatut:

V2x—4—Vx+5=1.

Soovides vabaneda juurest /2x—4, eraldame ta:
V2x—4=1+Vx+5.
Niiiid tostame selle vorrandi molemad pooled ruutu:

2%x—4=14+2Vx+5+x+5,
mis annab:

x—10=2v/x+5.

Lopuks vabastame teistkordse ruutimise abil ka viimase vor-
randi juurest:

x2—20x+100=4x+20 ehk x2—24x+80=0.
Lahendame selle vorrandi:

x=12+1/144—80=12+1/64=12+8;
X, =1248=20; x,=12—8=4.

Asendamise teel veendume, et antud vorrandit rahuldab ainult
arv 20, arv 4 aga teda ei rahulda.
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Harjutused.
52, x—5=Vx+I; 3+2Vx=5; V3x—5—4=5,

53. 5Vx—7=3Vx—1; 7V3x—1=5V3x+ (viimases kahes niites
enne sarnased juured koondada). :

54. Vx2—3x—1+7=2x; x—V25—x2=7.



Teinejagi:
Funktsioonid ja nende graafikud.

1. Funktsionaalne soltuvus.

24. Jiivad ja muutuvad suurused. Maksku 1 kg mingisugust
kaupa a rubla. Leiame selle kauba x kg hinna. Tahistades otsi-
lava suuruse y-ga, saame:

y=ax.

See valem lubab meid arvutada rahasumma, mis on vaja
maksta antud kauba mistahes koguse eest. Nii:

2 kg hind on 2a rubla,
5 ”» M » 5a It
3)5 ”» ” ” 315a ” jne-

Antud valemisse kuulub kolm suurust: x — kauba kogus, y —
- kogu kauba hind ja @ — kauba kilogrammi hind. Me néeme, et
samal ajal, kui esimesed kaks suurust x ja y omandavad mitme-
suguseid arvulisi véddrtusi, me eeldame, et kolmas suurus a
jddab muutumatuks.

Votame valemi, mis viljendab ringjoone pikkuse soltuvust
taadiusest: :

C=2aR.

Siin = on arv, mis valjendab ringjoone pikkuse suhet diameet-
riga. Vottes & vdidrtuseks arvu 3,14 tdpsusega kuni 0,01, saame
ringjoone pikkuse ligikaudse vddrtuse:

C+#6,28R.

Andes raadiusele mitmesuguseid arvulisi vdartusi, voime selle
valemi jargi arvutada vastava ringjoone pikkuse. Nii:
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Kui R=1, siis ringjoone pikkus on C= 6,28,
" R=3) ”» ’” ” ” C= 18)84’
2] R=4,2 " 11 £1] L2 C=26’3767 jne'

Siin, nagu esimeselgi juhtumil, suurused C ja R muutuvad
(omandavad mitmesuguseid arvulisi vaartusi), kordaja 6,28 jddb
aga muutumatuks.

Neid suurusi, mis sailitavad oma vdadartuse muutumatuna, nime-
tatakse jaidvateks suurusteks. Suurusi, mis véivad omandadc
mitmesuguseid vddrtusi, nimetatakse muutuvateks suurusteks.

Olgu tdhendatud, et vaadeldava kiisimuse piirides v6ib mond
arvu pidada muutumatuks ainult suhtelises mottes. Tegelikus elus
me ei saa ndidata niisugust suurust, mis ei alluks muutustele.
Ulaltoodud néites voib kauba hind teatava ajavahemiku modédudes
muutuda iihele voi teisele poole.

Harilikult tédhistatakse valemisse kuuluvad jddvad suurused
tdhestiku esimeste tdhtedega: @, b, ¢,..., m, muutuvad suurused

aga viimaste tdhtedega: x, y, z; moistagi, et sellest tingimusest ei
peeta alati kinni.

25. Argument ja funktsioon. Vaadeldes toodud néiteis muutu-
vaid suurusi, markame, et samal ajal, kui me kaht suurust (kauba
hulk, raadiuse pikkus) vabalt muutsime, andes neile mistahes arvu-
lisi vdartusi, omandasid kaks teist suurust (kauba hind, ringjoone
pikkus) neid voi teisi arvulisi vdértusi juba soltuvalt sellest, mis-
sugused vaidrtused andsime esimestele.

Seda kahest teineteisega seotud muutuvast suurusest, millele
v6ib anda mistahes arvulisi vidrtusi, nimetatakse soltumatuks
muutujaks ehk argumendiks.

Seda muutuvat suurust, mille arvulised vadrtused muutuvad
séltuvalt teise suuruse arvulistest vddrtustest, nimetatakse soltu-
vaks muutujaks ehk selle teise muutuva suuruse funktsioo-
niks.

Nii on iilaltoodud néiteis kauba hind kauba koguse funktsioon;
ringjoone pikkus on ringi raadiuse funktsioon.

Mbénikord ei soltu muutuv suurus mitte iihest, vaid kahest, kol-
mest ja rohkemast muutuvast suurusest. Siis nimetatakse teda
kahe, kolme jne. muutuva suuruse funktsiooniks.
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Naiteid.
1) Uhtlase liikumise tee valem kirjutatakse nii:
y=ux.

Siin on v (kiirus) — jdav suurus; x (aeg) — soltumatu muu-
tuja (argument) ja y (ldbitud tee) — selle argumendi funktsioon.
2) Ringi pindala viljendatakse valemiga:

S=aR2.

Siin on R (raadius) — argument; S (pindala) — funktsioon;
7 — jaav suurus.

3) Keha erikaalu véljendatakse valemiga:

S
v

Siin on d (erikaal) kahe muutuva suuruse P (keha kaal) ja
v (keha ruumala) funktsioon.

4) Joule-Lenzi seadust vidljendatakse valemiga:

Q=gql2Rt.

Siin on Q (soojushulk) kolme muutuja: / (voolu tugevus), R
(juhtme takistus) ja ¢ (aeg) funktsioon. Jdav suurus ¢, mis on
vordne 0,24 kaloriga, on niinimetatud elektrienergia soojus-ekvi-
valent, s. 0. Q véértus, kui /=1 amper, R=1 oom, {=1 sek.

26. Funktsionaalse soltuvuse kolm avaldamisviisi. a) Kahe
muutuva suuruse vahel kehtiva funktsionaalse s6ltuvuse tundma-
oppimisel piiiiame eelkoige kindlaks teha, missuguseid arvulisi
vaartusi omandab iiks neist olenevalt teise suuruse arvulistest
vaartustest.

Oletame naiteks, et me soovime Oppida tundma soltuvust, mis

kehtib raudvarva pikkuse ja tema temperatuuri vahel. Hakkame

soojendama 0°-se temperatuuriga raudvarba, mille pikkus on 1 m,
ja moodame tema pikkust mitmesuguste temperatuuride puhul.
Vaatluse tulemused voime esitada tabeli kujul. Antud juhtumil on
tabelil néiteks jargmine kuju:

Temperatuur | 0° 50° 80° 100° 350° 600° 1000°

1,0006 m| 1,00096 ml 1,0012m| 1,0042m| 1,0072m| 1:012m

Varva pikkus|{l m jne. 1

! Olgu tdhendatud, et olenevalt mitmesugustest tingimustest iihtib varva
pikkus siin toodud véirtustega tegelikult ainult ligikaudu,
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Sellest tabelist ndeme, et varva pikkus suureneb koos tempera-
tuuri tousuga. Niisugust suurustevahelise funktsionaalse soltuvuse
avaldamisviisi nimetatakse soltuvuse viljendamiseks tabeli
abil.

b) Funktsionaalse soltuvuse véljendamisel tabeli abil on see
puudus, et ta annab meile soltuvuse iseloomust ebatéieliku kujut-
luse. Nii saame eelmise niite tabelist teada varva pikkuse ainult
temperatuuri teatavate véartuste puhul. Selleks et teada saada
varva pikkust mistahes temperatuuri puhul, peame avaldama sdl-
tuvuse varva pikkuse ja temperatuuri vahel iildkujul, valemi néol.

Arvutame, mille vorra suureneb varva pikkus temperatuuri
tousmisel 1° vorra. 50°-se temperatuuri puhul oli varva pikkus
1,0006 m, 80°-se temperatuuri puhul vordus varva pikkus 1,00096 m.
Tahendab, temperatuuri tousmisel 80°—50°=30° vorra oli varva
pikenemine :

1,00096 —1,0006 =0,00036 (m).

Jérelikult temperatuuri 1°-sele tousule vastav ‘pikenemine oli

0,00036 : 30=0,000012 (m).

Vottes varva pikkuse teistsuguste temperatuuride juures, néi-
teks 80° ja 350° puhul, ja sooritades vastavad arvutused, saame
jallegi suuruse 0,000012. Seega, kui temperatuur touseb 1° vorra,
siis pikeneb 1 m pikkune raudvarb 0,000012 m vorra. Seda teades,
koostame varva pikkuse ja tema temperatuuri vahelise soltuvuse
tildvalemi.

Temperatuuri toustes 1° vorra pikeneb varb 0,000012 m. Tdhen-
dab, temperatuuri toustes #° vorra on pikenemine 0,000012¢ m.
Lisades selle pikenemise varva esialgsele pikkusele 0° juures
(1 m) ja tdahistades varva pikkuse #° puhul tdhega [, saame valemi:

[=1+0,000012¢.

See valem voimaldab arvutada varva pikkust mistahes tempe-
ratuuri puhul. Vottes ¢ vdartuseks 50°, 80°, 100° jne., saame [ jaoks
need vairtused, mis olid juba tabelis antud. :

Funktsionaalse soltuvuse niisugust valjendamisviisi valemi abil
nimetatakse analiititiliseks.

c) Lopuks me kujutleme sageli néitlikkuse huvides soltuvust
kahe suuruse vahel graafiliselt — joonise, diagrammi (graa-
fiku) abil. Antud néite puhul oleksime voinud toimida nii:
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Tombame kaks ristuvat sirget :OX ja OY. Paigutame sirgele
OX alates punktist O 16igud, mis on vordelised temperatuuriga,
ning sirgele OY l6igud, mis on vordelised varva pikenemisega,
teatavas mootkavas (joonisel kujutab rohtsirge iiks jaotis 50° ja
piistsirge iiks jaotis 0,001 m).

Y

0,005
0,006
0,003

6,002

0,00 l
|

0 5 100 150 200 250 300

Joon. 2.

Iga ¢ vddrtuse jaoks piistitame vastavast punktist 16igu, mis
on paralleelne sirgega OY ja vordne varva pikenemisega (kokku-
lepitud moo6tkavas). Nii saame joonisel 2 kujutatud graafiku.

Funktsionaalse soltuvuse graafilist kujutamist kasutatakse
matemaatikas laialdaselt. Seejuures rakendatakse erilist meetodit,
niinimetatud koordinaatide meetodit, millega niiiid tutvumegi.

27. Koordinaatide meetod. Votame kaks ristuvat sirget XX, ja
YY, (joon. 3), mis Idikuvad
punktis O. Edasi votame mingi
sirgloigu (mille pikkus on nai-
teks 1 sentimeeter) pikkusiihi-
kuks ja lepime kokku, et soltu-
matu muutuja x vairtusi kuju-

tame sirgel XX,, alates punk- g i
tist O kui algusest, kusjuures x F : 2
positiivsed védartused asetame e OF G:A 118

O-st paremale ja negatiivsed
O-st vasakule. Seega 16ik OA P oo s
kujutab x véartust, mis on
vordne +1-ga, 16ik OB x viar-
tust, mis on vordne +2-ga,
loik OC x véaartust, mis vor-

Y

Joon, 3.
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dub —3-ga, jne. Punkt O ise kujutab x vaartust, mis vordub nul-
liga. Funktsiooni y vaartused, mis vastavad neile x viirtustele,
kujutame sirgeil, ‘mis on témmatud punktidest A, B, C, ...
paralleelselt sirgega YV, (teisiti Geldes: sirge XX, ristsirgetel),
kusjuures funktsiooni positiivsed vddrtused asetame sirgest XX,
iilespoole, negatiivsed vdartused aga temast allapoole, niiteks,

kui gc=+% ja y vairtus on +1%, siis sirgel XX, votame
16igu OD, mis on vordne +%-ga, ning tombame ristloigu DE,
mille pikkus on +153; punkt E kujutab siis y vdirtust, mis on
vordne + 152. Punkt K kujutab y vaartust, mis on vordne — l% -ga,

. Lrit '
kui x= —27, jne.

Téhendame, et punkte E, K, ..., mis kujutavad funktsiooni g
vadrtusi, voime saada ka monevorra teisiti, nimelt: selle asemel
et ristsirgetele DE, FK, ... ehitada 16ike, mis kujutavad y véir-
tusi, voime nad ehitada sirgele YY;, alates punktist O, ja siis tom-

mata nende I6ikude 16pust sirged, mis on paralleelsed sirgega XX,
kuni 16ikumiseni vastavate ristsirgetega. Olles nii ehitanud 15igu

OL=+1% ja tommanud LE||OX, saame punkti E, s. 0. sama

punkti, mille saime varem, vottes DE = +1-§—?
Arve, mis vastavad sirgele XX; ehitatavatele 16ikudele OD,

OF, ..., nimetatakse abstsissideks (—; on punkti E abst-

siss, ——3— on punkti K abstsiss jne.); arve, mis vastavad sirge XX,

ristsirgetele (voi sirgele YY,) ehitatavatele 16ikudele DE, FK, .. .,
nimetatakse ordinaatideks (1% on punkti E ordinaat,

—1% on punkti K ordinaat jne.); neid ja teisi kutsutakse iihise
nimega punktide E, K,... koordinaatideks.

Lopmatut sirget XX; nimetatakse abstsissteljeks ehk
x-teljeks (iks-teljeks); lopmatut sirget YY,; nimetatakse ordi-
naatteljeks ehk y-teljeks (igrek-teljeks); molemaid sirgeid
nimetatakse iihise nimega koordinaattelgedeks. Punkti
O nimetatakse koordinaatide alguseks!.

! Punkti asendi mdadramise tasapinnal kahe niidatud koordinaadi abil

vottis tarvitusele prantsuse matemaatik René Descartes (1596—1650),
mispérast neid koordinaate nimetatakse D escartes’i koordinaatideks.
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28. Punkti asukoha miiramine tasapinnal. Kasutades koordi-
naatide siisteemi voime lahendada jargmised iilesanded.

a) On antud punkt tasapinnal; leida tema
koordinaadid antud koordinaatide siisteemis.
Olgu tasapinnal antud punkt P (joon. 4). Tombame sellest
punktist x-teljele ristldigu PQ. Modtnud kokkulepitud iihikuga
16igu 0Q, leiame punkti P abstsissi. Mootnud 1oiku PQ, leiame
punkti P ordinaadi. Meie joonisel on punkti P abstsiss + 2 ja

ordinaat +1%. Harilikult kirjutatakse punkti koordinaadid sulgu-
desse seda punkti tahistava tdhe korvale, nditeks P (+2, +1%)

ehk lihtsalt P(2, 1—;—) Esimesele kohale kirjutatakse abstsiss, tei-
sele kohale ordinaat.
Punkti koordinaatide leidmi-
sel ei tohi unustada koordinaa-
di marki. Nii on punkti M"” %
koordinaadid 1% (abstsiss) ja . [
—2 (ordinaat); punkti M” koor- ;. »
dinaadid on —25 ja —3, jne. X, :
Kui votame punkti x-teljel, ’
siis on tema ordinaat ilmselt - BERESY
null, abstsiss aga positiivne voi M"f& ______ j"'
negatiivne arv, mis oma. abso- |
luutvéirtuselt on vordne antud »
punkti . kaugusega punktist O.
Seesugused on niiteks punktid ik

N3, 0) ja N'(—1, 0).
Kui punkt on voetud y-teljel, siis on tema abstsiss vordne

nulliga, ordinaat on aga arv, mis on absoluutvdirtuselt vordne
antud punkti kaugusega punktist O. Niisugused on naditeks

punktid K(0, 1) ja K’ (0, —2)-

Koordinaatide alguse abstsiss ja ordinaat on ilmselt vordsed
nulliga.

b) Leida punkt tema antud koordinaatide
jadrgi. Vaatleme jargmisi juhtumeid.

1) Olgu punkti koordinaadid (1, 3). Asetame x-teljele punk-
tist O paremale l0igu, mis on vordne voetud iihikuga. Saa-
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dud punktist tombame ristsirge ja asetame sellele ﬁlespoble
x-telge 16igu, mis on vordne kolme iihikuga. Saadud punkt M ongi
otsitav punki.

Eespool 6eldust on selge, et me voiksime punkti M leida ka
teisiti. Nimelt: asetame x-teljele iithikuga vordse loigu, y-teljele
kolme iihikuga vordse 15igu ja saadud punktidest tombame telge-
dega paralleelsed sirged. Nende sirgete 1dikepunkt on punkt M.

9) Olg punkti koordinaadid (—2, 23)- On ilmne, et siin
peab abstsissile —2 vastava I6igu asetama punktist O vasakule
ja ordinaadiie 2—;— vastava loigu — {ilespoole. "Saadud ' punkt
M (—-— 2, 2—;—) ongi otsitav punkt. W

- 3) Kui punkti koordinaadid on (—2;—,—2), siis tuleb abst-
sissile vastav 16ik asetada vasakule ja ordinaadile vastav 16ik
allapoole. Saame punkti M” (——2%, —3)'

4) Lopuks koordinaatide ( l—%—, —2) jargi saame punkti

" 1
M’ (1-2—, —2)‘ :

Me nieme, et punkti koordinaatidel on pluss- v6i miinusmark,
s. 0. nad on positiivsed voi negatiivsed, olenevalt sellest, millises
tasapinna veerandis on punkt. Me voime seda kujutada tabe-

lis, lugedes parempoolset iilemist veerandit esimeseks ning jatka-
tes loetelu kellaosutile vastupidises suunas:

Veerand Abstsiss x Ordinaat vy
£ + +
25 3 — +
3 — -
4. + -
Harjutused.

Niidata joonisel punktid jargmiste koordinaatide jargi:
55, (2::8), (8,.2), (2, =3), (=37 2)s =(=3 —2).

56. (0, 2%) (o —2—;—), (3% 0): (—3%, 0), (©0).

II. Vordelisus ja poordvordelisus.

29. Vordeline sdltuvus. Igaiiks teab kogemuse jirgi, et kui vee
maht suureneb (voi viheneb) mingi arv korda, siis sama arv

36 -



korda suureneb (voi vdheneb) ka tema kaal. Niiteks 1 / vett

kaalub 1 kg, 2 [ vett kaalub 2 kg, 2  vett kaalub 21 kg jne.

(celdatakse, moistagi, et muud tingimused, mis mojutavad vee
kaalu, jddvad muutumatuks; nditeks vesi voetakse iihesuguselt
puhas, iihe ja sama temperatuuriga jne.). Niisugust sdltuvust
vee ruumala ja kaalu vahel nimetatakse vordeliseks soltu-
vuseks. Aritmeetikas Geldakse, et kaks suurust on omavahel
vordelises soltuvuses (ehk on teineteisega vordelised), kui iihe
suuruse suurenemisel (voi vdhenemisel) mingi
arv:. korda ' 'ka teine ‘'sSuurus ‘suureneb: (vVoi
vaheneb) sama arv korda. Nii on kaaluga miiiidava
kauba hind vordeline kauba kaaluga; toolistele makstav todtasu
on vordeline téoliste arvuga (muude vordsete tingimuste puhul);
murru suurus on muutumatu nimetaja korral vordeline tema
lugejaga; tdisnurkse kolmnurga pindala on vordeline tema alu-
sega, kui korgus on muutumatu, ja vordeline korgusega, kui alus
on muutumatu, jne.

Olgu meil kaks mingisugust vordelist suurust (nditeks kauba
kaal ja tema hind) ning oletame, et kui iiks neist on vordne iihe
suuruse ithikug a, siis teine on vordne teise suuruse % iihikuga
(nditeks kui kauba kaal on vordne 1 kg, siis tema hind on
1 rubla). Kui niiiid oletame, et esimene suurus muutub vordseks
x ithikuga, siis muutub ka teine suurus ja vordub y ithikuga (néi-
teks kui kaupa voetakse mitte 1 kg, vaid 3 kg, siis on ta hind mitte
1 rubla, vaid 3 rubla). Et meie poolt voetud suurused on vorde-
lised, siis peab arv y olema suurem vo6i vdiksem arvust 2 samas
vahekorras, milles arv x on suurem voi vdiksem 1-st. Tdhendab,
me saame vorde:

YRyl
millest leiame: '
y==Fkx.

30. Vordelise soltuvuse iildine definitsioon. Anname vordelise
soltuvuse jargmise iildise definitsiooni.

Kaht suurust nimetatakse vordeliseks, kui soltuvust nende
vahel saab viljendada valemiga y=*kx, milles x ja y on arvud,
mis vdljendavad véetud suuruste teineteisele vastavaid vddrtusi,
k aga on jddv arv (vordne y vddrtusega, mis vastab x vddr-
tusele 1). Seda jddvat arvu nimetatakse antud suuruste
vordeteguriks.
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Esitatud definitsioon erineb aritmeetika kursuses antud definit-
sioonist selle poolest, et vordetegur k voib olla ka negatiivne
arv. Viimasel juhtumil on argumendi ja funktsiooni véartuste
mirgid erinevad. Nagu geomeetriast teada, valjendatakse ring-
joone pikkust valemiga C=2zR, kus raadius R ja ringjoone
pikkus C on muutuvad suurused, 2z aga on jaav arv. Seepdrast
voime iitelda, et ringjoone pikkus on vordeline tema raadiusega.

31. Poordvordeline soltuvus. Voib juhtuda, et kaks muutuvat
suurust soltuvad teineteisest nii, et iihe suuruse suurenedes teine
suurus absoluutviirtuselt viheneb ja seejuures samas vahekorras,
milles esimene suureneb. Niisuguseid  suurusi nimetatakse arit-
meetikas poordvordelisteks suurusteks (suurusi, mis on
lihtsalt vordelised, nimetatakse monikord péarivordelis-
teks suurusteks). Niiteks tundide arv, mille jooksul raudtee-
rong soidab dra kogu tee Moskvast Leningradini, on poordvorde-
line selle rongi liilkumise keskmise kiirusega, sest kiiruse suurene-

misega l% korda, 2 korda, ..., iildse teatavas vahekorras, vahe-
neb tundide arv, mille jooksul rong labib vahemaa Moskvast

Leningradini, 1% korda, 2 korda,..., iildse samas vahekorras,
milles kiirus suurenes. Samuti on antud rahasumma, nditeks
100 rubla eest saadava kauba kaal pdérdvordeline selle kauba kilo-
grammi hinnaga; aeg, mille jooksul to6lised sooritavad neile antud
160, ‘on poordvordeline tédliste arvuga (moistagi tingimusel, et
koik toolised todtavad ithesuguse téoviljakusega); murru suurus on
podrdvordeline tema nimetajaga (muutumatu lugeja korral), jne.

Mirkus. Selleks et kaks teineteisest soltuvat suurust oleksid
vordelised (voi poordvordelised), ei piisa ainult sellest, et
ithe suuruse suurenemisega suureneks ka teine suurus (vorde-
lisuse korral) voi et iihe suuruse suurenemisega vaheneks
teine suurus (poordvordelisuse korral). Naditeks, kui suureneb
mingi liidetav, siis suureneb ka summa; kuid oleks ekslik iitelda,
et summa on vordeline selle liidetavaga, sest kui suurendame
liidetavat niiteks kolm korda, siis kuigi summa suureneb, ei
suurene ta mitte 3 korda. Samuti ei voi nditeks iitelda, et vahe
on poordvordeline lahutatavaga, sest kui lahutatav suureneb nai-
teks 2 korda, siis vahe viheneb, kuid mitte 2 korda. On vajalik,
et molema suuruse suurenemine voi vihenemine toimuks iihes ja
samas vahekorras.
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Votame kaks mingisugust péordvordelist suurust ja oletame,
et kui iiks neist on vordne iihega, siis teine vordub k-ga. Kui
niitid oletqme, et need suurused muutusid, kusjuures esimene sai
vordseks x-ga, teine y-ga, siis arv y peab osutuma suure-
maks voi vdiksemaks arvust 2 samas vahekorras, milles arv x on
vdiksem voi suurem kui 1, s. o. teiste sonadega: samas vahekorras,
milles 1 on suurem voi vdiksem kui x. Tdhendab, me saame vorde:

P S e o kust yx=—=F

32. Poordvordelise soltuvuse iildine definitsioon.

Kaht suurust nimetatakse poordvordelisteks, kui ihe suuruse
arvulise vddrtuse korrutis teise suuruse vastava arvulise vddr-
tusega vérdub jddva arvuga.

Mirgime, et kdesolevas paragrahvis antud definitsioon erineb
aritmeetika kursuses antud definitsioonist selle poolest, et jdav
arv k voib olla nii positiivne kui ka negatiivne. Viimasel juhtumil

on argumendi ja funktsiooni arvuliste vaartuste margid eri-
nevad.

it : k ; el
Valem yx=Fk on ithevddrne valemiga y= -, mida voib sonas-
tada nii:
kui kaks suurust on péordvordelised, siis ithe suuruse arvu-

line vddrtus vordub mingi jddva suuruse ja teise suuruse vastava
arvulise vddrtuse jagatisega.

Harjutused.

57. Millises soltuvuses on iihtlasel liikumisel:

a) antud aja jooksul libitud tee ja liitkumiskiirus?
b) aeg, mille jooksul ldbitakse antud tee, ja liikumiskiirus?
c) tee ja aeg, mille jooksul labitakse tee (antud kiirusega)?

Mirkus. Need soltuvused tulevad kergesti ilmsiks iihtlase liikumise
valemite vaatlemisel: s=uvf, kus s on tee, v — liikumiskiirus ja f — aeg,
mille jooksul ldbiti tee.

58. Millises soltuvuses on:
a) tdisnurkse kolmnurga pindala ja alus (muutumatu korguse korral)?
b) pindala ja korgus (muutumatu aluse korral)?
c) alus ja korgus (muutumatu pindala korral)?

59. Kas jargmised muutuvate suuruste paarid on teineteisega vordelised:
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a) ringjoone kaar ja sellele kaarele toetuy kesknurk?
b) kool ja sellele toetuv kesknurk?

¢) ringjoone pikkus ]a raadius?

d) ruudu pindala ja kiilg?

e) ringi pindala ja raadius?

33. Vordelise soltuvuse graafik. Toestame, et funktsiooni
y=*kx graafik on sirgjoon. Lihtsuse pérast piirdume juhtumiga,
kus k on positiivne.

x=0 puhul on y=~k - 0=0; tdhendab, punkt, mille moélemad
koordinaadid vorduvad nulliga, s. o. koordinaatide algus, asetseb
otsitaval graafikul (joon. 5).

\
\

y
P 4
v
1
1
M
xTZ
Mo P x
nof Gyt
|:E
S
|
,ap'r
0 s B x
Joon. 5.

x=1 puhul on y=kx=*k. Punkti abstsissiga 1 ja ordinaa-
diga k tahistame tihega N. See punkt asetseb samuti meie graa-
fikul.

Toestame, et sirge ON iga punkt asetseb meie graafikul. Teiste
sonadega: toestame, et sirge ON mistahes punkti M abstsiss x ]a
ordinaat y on omavahel seotud vorrandiga y=~&x.

Votame sirgel ON mistahes punkti M. Tombame ldbi M sirge
MP, mis on paralleelne ordinaatteljega. Kolmnurkade OPM ja
OQN sarnasusest jareldub, et

PM:0P=QN:0Q.
Kuid 0Q=1 ja QN =k, seepédrast
PM:0P=k, PM=Fk - OP.
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Et PM on punkti M ordinaat ja OP — punkti M abstsiss, siis
on meie vdide toestatud: sirge ON iga punk asetseb funktsiooni
y=kx graafikul. Jddb toestada, et pole iihtki graafiku punkti,
mis ei asetseks sirgel ON. Kui niisugune punkt Z oleks olemas,
siis, tommates 14dbi selle punkti sirge TZ paralleelselt y-teljega
ning vottes sirge TZ ja sirge ON loikepunktiks V, saaksime vastu-
olu. Toepoolest, et punkt V asetseb toestuse jargi samuti meie
graafikul, siis vastaksid iihele ja samale abstsissile OT kaks graa-
fiku ordinaati, nimelt TZ ja TV, samal ajal kui abstsissile OT vas-
tab toeliselt ainus ordinaat TV, mis on vordne suurusega & * OT.

Seega: :
vordelise soltuvuse (y=kx) graafik on sirge, mis ldbib koordi-
naatide alguse ja punkti N, mille abstsiss on 1, ordinaat aga on

y Y
MI
!
M/
|
! i
24
: |
1 AR RSN
X A A A
Joon. 6. ~ Joon. 7.

vordne vordetegurige (meie joonis on. tehtud juhuks, kui
k=2).

Mirkus. Me vaatlesime funktsiooni y=~kx graafikut ainult
juhtumil, kui &2 on positiivne. Kuid meie arutlused jddvad jousse
ka sel korral, kui & on negatiivne. Sirge, mis on funktsiooni
y=*kx graafikuks juhtumil, kui 2 on negatiivne, asetseb ainult
nurkades X’OY ja XOY’ (s. o. teises ja neljandas veerandis); toe-
poolest, juhtumil, kui 2 on negatiivne, asetseb punkt N koordi-
naatidega (1, k) neljandas veerandis, otsitav graafik aga on sirge
ON (joon. 5%).

34. Sirge asetuse muutumine vordeteguri muutumisel. Ehi-
tame iihel ja samal joonisel sirged, mis kujutavad funktsioone:

Y= Xy g =X U=2%
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millel on positiivsed vordetegurid, mis kasvavad funktsioo-
nilt funktsioonile. Jooniselt ndeme, et sedamodda, kuidas kasvab
vordetegur, kaldub sirge ikka rohkem ja rohkem x-teljest eemale,
lahenedes y-teljele. Seega siis iseloomustab vordetegur % funkt-
sioonis y=*kx nurka, mille on moodustanud sirge poolteljega OX;
seeparast nimetatakse arvu k ka funktsiooni y==~kx graafiliselt
kujutava sirge tousuks. Kuna sellest vordusest on ndha, et

k=%, siis voib iitelda, et sirge tous on vordne funktsiooni

(ordinaadi) mingi vaartuse ja argumendi (abstsissi) vastava
vaartuse suhtega (joon. 7).
e MA _MA
OA oA’
Siit ndhtub, et £ on sirge poolt abstsisstelje positiivse suunaga
moodustatud nurga tangens (nagu trigonomeetriast teada, vordub
ithe kaateti suhe teisega esimese kaateti vastasnurga tangensiga).
On tarvis markida, et kui k=1, s. o. kui funktsioon omab
kuju y=x, siis teda kujutav sirge on tdisnurga XOY poolitaja
(kolmnurk OAM on siis vordhaarne ja Za=45°). Kui k=0,
s. 0. kui funktsioon omab kuju y=0, siis sirge iihtib teljega OX.
35. Poordvordelise soltuvuse graafik. Poordvordeline soltuvus
-avaldub, nagu ndgime, valemiga:

= t=taa

xy=~k ehk y= —i— .

Ehitame graafiku erijuhtumiks, kui =6, s. o. kui funktsioon

6
on y=? .
Koostame selle funktsiooni vidirtuste tabeli argumendi posi-
tiivsete vaartuste jaoks, niiteks seesuguse:

= kg g REC Y Se L g e 00 1 P
§ o4 6.3

s Baib g Tt SR

" 13 !15 l 710

Kandes tabelis esitatud vdartused joonisele ja ithendades koik
graafikul saadud punktid kovera abil (késitsi voi erilise joones-
tamisjoonlaua abil, mida nimetatakse lekaaliks), saame

poordvordelise soltuvuse y=% graafiku (joon. 8).

Poorame tahelepanu selle graafiku jargmistele omadustele:
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abstsissi x piiramatul suurenemisel (x=9, 10, 11, 12, ..)
kovera ordinaat iiha vdheneb, ldhenedes nullile, nii et kdver, seda-
mooda, kuidas ta pikeneb paremale, ldheneb ikka rohkem ja. roh-

kem x-teljele, kuid ei puutu sellega iialgi kokku (murd —g— ei saa
kunagi muutuda nulliks). Samuti, kui x vdartuseks votame mur-

1 1
rud i S s
rohkem kasvama (y=12, 24, 48,...), nii et kovera haru touseb
pikenemisel vasakule piiramatult {iles, ldhenedes ikka rohkem ja

rohkem y-teljele, kuid ei puutu sellega iialgi kokku (kui x=0,

jne., mis iiha ldhenevad nullile, siis hakkab y ikka

lakkab murd % olemast).

Joonis 9, mis on. tehtud suuremas mootkavas kui eelmine,
kujutab funktsiooni y= % kolme graafikut: kui k=2; I; % Neil

graafikutel on samad omadused, mis eelmise joonise graafikulgi;
nad erinevad iiksteisest ainult suurema voi vidiksema surutusega
tdisnurga tipu poole.

Funktsiooni y= —J—’:; graafikut nimetatakse hi perbooliks.

Positiivse & ja x korral asetseb hiiperbool esimeses veerandis;
negatiivse % ja positiivse x korral on ta neljandas veerandis.
Argumendi x negatiivsete vididrtuste puhul saadakse hiiperbooli
teine haru. Kui 2>0, siis asetseb ta kolmandas veerandis; kui
aga k<0, siis asetseb ta teises veerandis.

Olgu tdhendatud, et graafikute valmistamiseks on koige sobi-
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vam votta kanvaapaber (vorkpaber), mis vordsel kaugusel seis-
vate roht- ja piistsirgetega on jaotatud viikesteks ruudukesteks
(nditeks ruutmillimeetriteks; siis nimetatakse paberit milli-
meetripaberiks). Sirged OX ja OY tuleb sellel paberil
votta nii, et nad {ihtiksid mingite sirgetega paberil. Pikkusiithikuks

voetakse siis iiks voi mitu paberi jaotist (nditeks millimeetripabe-
ril — millimeeter voi sentimeeter).

Harjutused.

60. Eeldades, et iihtlase liikumise kiirus v on jddv, kujutada graafiliselt
tee s ja ¢t funktsioonina (nimelt: s=vf), vottes ¢ muutuvaks abstsissiks ja
s muutuvaks ordinaadiks.

61. Keha vaba langemise meeter-sekundeis véljendatud kiirust v vdib aval-
dada valemiga v=gt, kus ¢ tdhendab langemise algusest méddunud sekundite
arvu ja g¢ — langemise kiirendust, mis vordub 9,8 m sekundis.

Avaldada v graafiliselt ajay ¢ funkisioonina (vottes abstsissi ¢ iihikuks
sentimeetri ja ordinaadi v ithikuks millimeetri).

— T R

62. Ehitada iihel ja samal joonisel funktsioonide y=%x; y=x ja y=3x

graafikud.

63. Ehitada funktsioonide y= ja y=% graafikud.

kl-:a

2,1
X
1; 0,7; 05; 0,4 ja samasugused negatiivsed véirtused (ithikuks votta senti-
meeter).

Joonestatud graafikuist leida y suurus, kui: 1) x=-=22 ja 2) x=34.

64. Ehitada funktsiooni y=2" graafik, andes x-le vaartused: 5; 4; 3; 2;
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I1l. Lineaarfunktsioon.

36. Esimese astme kaksliige. Ulesanne. Raudvarva pikkus 0°
temperatuuri puhul on 1 m; leida, missugune pikkus [/ on sellel
varval, kui ta soojeneb_kuni #° ja kui on teada, et 1° vorra sooje-
nedes suureneb varva pikkus 0,000012 vorra sellest pikkusest, mis
tal on 0° puhul.

Soojenemisel 1° vorra peab varva pikkus, mis 0° puhul on
vordne ithe meetriga (100 c¢cm), suurenema 100 * 0,000012 c¢m, s. o.
0,0012 cm vorra. Soojenemisel #° vorra peab pikenemine olema
¢t korda suurem kui soojenemisel 1° vorra, seepérast on kogu pike-
nemine 0,0012¢ cm. Liites selle pikenemise varva algpikkusega
(0° puhul), s. 0. 100 sentimeetriga, saame: "

[=0,0012¢+100.

Pole raske niha, et see on sama valem, mille saime juba
varem (§ 26), ainult pikkus ei ole niitid vdljendatud mitte meet-
reis, vaid sentimeetreis.

Kui temperatuuri ¢, milleni varb on soojenenud, vaadelda kui
soltumatut muutujat, siis voime pikkust / vaadelda kui tempera-
tuuri funktsiooni. Téhistades tava kohaselt sdltumatu muutuja
tahega x ja funktsiooni tdhega y, voime soltuvust varva pikkuse
ja tema temperatuuri vahel véljendada jargmise valemiga:

y=0,0012x+ 100
voi tldisemal kujul: ; »
y=kx+b, :
kui tdhtedega k ja b tdhistame jddvaid arve, mis kuuluvad sellesse
valemisse.

Algebralist avaldist kx+b, milles k2 ja b on mingisugused
jaavad arvud ja x on soltumatu muutuja, nimetatakse esimese
astme kaksliikmeks (x suhtes). Seesugused funktsioonid
esinevad paljude iilesannete ja kiisimuste lahendamisel.

Kaksliikme juureks e. nullkohaks nimetatakse argu-
mendi x seda vaartust, mille puhul kaksliige muutub nulliks. Et

seda vaartust leida, peab vordsustama kaksliikme nulliga ja

lahendama saadud vorrandi. Seega kaksliikme 1%x+2 juur lei-
takse, kui lahendatakse vorrand e
15 x+2=0,

3 et
1—2—x=-—2, x:_2.'§‘=——_—-—1?.
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37. Esimese astme kaksliikme graafik. Votame mingi kaks-
liikme erijuhtumi, nditeks sellise:

y=1-%~x+2.
Jatame esialgu arvu 2 korvale ja votame lihtsama funktsiooni:

yzlé—x. See funktsioon vailjendab vordelist soltuvust y ja x

vahel ning selle graafikuks on, nagu teame, sirge (joon. 10), mis
1dbib koordinaatide alguse ja punkti M, mille abstsiss on 1 ja

ordinaat | % 3

Kui me anname argumendile x mitte iiksnes positiivseid vaar-
tusi, vaid ka negatiivseid, siis pikeneb see sirge allapoole, ldbides

punkti M’, mille abstsiss on —1 ja ordinaat —l— Kui me votame
niiid varem korvale]aetud AFVUE 20980 votame funktsiooni

=1§x+2. siis ndeme, et koik selle funktsiooni ordinaadid oa
funktsiooni y=1-1§x vastavaist ordinaatidest kahe iihiku vorra
suuremad. Tahendab, funktsiooni y=1—;x+2 graafiku saame

funktsiooni y=1%x graafikust, kui sirge MM’ kanname paralleel-

selt iseendaga 2 iihiku vorra iilespoole. Selleks asetame teljele OY
1oigu OA=2 ja joonestame ldbi punkti A sirge, mls on paral-

leelne sirgega MM’. See sirge ongi funktsmom y—l x+2 graa-

fik. Selle sirge ja x-telje 1oikepunkti abstsiss OD on vordne kaks-
lilkkme juurega, sest selle abstsissi puhul ordinaat y (s. o. kaks-

liikme enda vdirtus) vordub nulliga (meie joonisel OD:—I%).

Kui votame funktsiooni y=1%x—2, siis tuleb 16ik OA asetada
punktist O allapoole, sest siis tuleks funktsiooni yzléx koiki
ordinaate vihendada 2 iihiku vorra. Me saame siis sirge A’B’,

mis on paralleelne sirgega MM’ ja mis ldikab y-teljest 15igu
OA’=—2. Selle kakslnkme juur vordub sirge A’B’ ja xtelje
loikepunkti abstsissiga (joonisel vordub see abstsissiga ~L13)

Kui funktsioonis y=kx+b kordaja k on negatiivne arv
(nditeks y=—1%x+2), siis abisirge, mis kujutab graafiliselt
funktsiooni y=*kx, liheb 1ibi nurkade X,0Y ja XOY,; vastavalt

sellele muutub ka sirge BC siht. Niisiis:
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kaksliikme y=hkx+b graafik on sirgjoon, mis on paralleelne
funktsiooni y=*kx kujutava sirgega ning -loikab y-teljest loigu,
mille suurus on b.

Selle tottu, et funktsiooni y=*kx+0b graafik on sirgjoon, nime-
tatakse seda funktsiooni ennast lineaarfunktsioo-
niks.

Selle asemel, et iitelda: «Sirge,
mis kujutab funktsiooni y==~kx+
+b», iitleme edaspidisel kasitlu-
sel lithidalt: «Sirge y=*kx+b».

Sirge y=kx+b poolt x-tel-
jega moodustatud nurk on vordne
nurgaga, mille moodustab x-tel- ¥
jega sirge y=kyx; jarelikult see. %7
nurk oleneb kordaja k suurusest /: o

M

ja seeparast nimetatakse seda kor-

dajat  tildkujulises  kaksliikmes 244’
kx+b tousuks. /y

Arvu b kaksliikkmes Ax+b > Joon.'IO.
nimetatakse algordinaa-

diks, see on ordinaat, mis vastab abstsissi algvaartusele x=0; ta
kujutab endast y-telje 16iku, mille eraldab kaksliiget kujutav sirge.

Kordaja k, nagu nédgime (§ 34), on vordne sirge y==kx (ja
jarelikult temaga paralleelse sirge y=kx+b) ning x-telje posi-
tiivse suuna poolt moodustatud nurga tangensiga.

38. Kaksliikme y=kx-+b muutumine soltuvalt x muutumisest.
Sirge y=kx, mis, on paralleelne sirgega y=~kx+b, léib.ib ;
nurki XOY ja X;0Y,, kui £>0, ning nurki X,0Y ja XOY,, kui
k<0.

Jarelikult esimesel juhtumil sirge y=kx+b touseb iiles
(joon. 11), teisel juhtumil aga laskub alla (kui teda vaadelda suu-
nas vasakult paremale, joon. 12).

Kui votame arvesse, et negatiivsed arvud on séda suuremad,
mida vidiksemad on nende absoluutvairtused, siis voime iitelda
(joon. 12), et see kasvamine vo6i kahanemine on piiramatu
ja seejuures iihtlane, s. 0. x suurenemisega ithe ja sama arvu
vorra kasvab voi kahaneb funktsioon samuti ithe ja sama arvu
vorra.
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39. Mirkused. 1) Kui tous 2 on vordne nulliga, siis muutub
kaksliige iiksliikmeks ja'y=>b. See tdhendab, et graafilisel kuju-
tamisel peab tekkima selline sirge, mille koikidel punktidel on
iiks ja sama ordinaat b, kuid abstsiss voib olla milline tahes. See-
sugune joon on ilmselt x-teljega paralleelne sirge, mis Idikab

2 4
k<0

k>0

. yskx+b \
/ 3 \ - X

Y ¢ Y,
Joon. 11. Joon. 12.

y-teljest 16igu b. Tdhendab, positiivse b korral asetseb see sirge °
pealpool x-telge, negatiivse b korral aga selle all (joon. 13); nii
iihel kui ka teisel juhtumil jadb x-i muutumise korral funktsioon
muutumatuks (vordseks b-ga).

Yy '
b
X X = X
-b X s
% yf y’
. Joon. 13. Joon. 14.

Eriti kui #=0 puhul ka veel 6=0, s. o. kui lineaarfunktsioon
on y=0, siis on funktsiooni graafikuks x-telg (selle telje iga
punkti ordinaat y=0, abstsiss on aga meelevaldne).

2) Kui mingi sirge on paralleelne y-teljega, siis voivad selle
sirge punkti ordinaadid omada mistahes vaartusi, abstsiss on aga
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koikidel punktidel iiks ja sama, nimelt: abstsiss on vordne posi-
tiivse voi negatiivse loiguga, mille sirge 1oikab x-teljest. Jdre-
likult niisugust sirget voib véljendada vorrandiga x=m (ordi-
naat y, mis ei esine vorrandis, jadb meelevaldseks). Eriti, kui
m=0, siis saadakse vorrand x=0, mis véljendab, et iga punkti
abstsiss on 0 ja ordinaat milline tahes. See sirge on y-telg.

40. Sirge y=kx+b joonestamine kahe punkti jérgi. Et joo-
nestada .sirge y==~kx+0b, voib algul joonestada abisirge, mis
kujutab funktsiooni y=*kx, ja siis joonestada sellega paralleelne
sirge, mis 1oikab y-teljest 10igu 4. Kuid lihtsam on joonestada
sirge y=Fkx+0b. leides enne selle sirge kaks mingit punkti. Ole-
tame néiteks, et on vaja joonestada sirge:

y=%— X—3i

Selleks leiame mingi kahe sellel sirgel asetseva punkti koor-
dinaadid, niiteks nende punktide
koordinaadid, kus sirge Ioikab Y
koordinaatide telgi. Nende punk-
tide leidmiseks anname vorrandis
abstsissile x véddrtuse 0 ja leiame
ordinaadi y vastava véadrtuse; T i
siis anname ordinaadile y véar- e
tuse 0 ja leiame abstsissi x vas- /;

tava vaartuse; nii leiame, et
1) kui x=0, siis y=—3;
" 3

2) kui y=0, siis - x—3=0 Joon. 15.

ja x=6.

Punkt abstsissiga 0 ja ordinaadiga —3 on punkt P (joon. 15);
punkt abstsissiga 6 ja ordinaadiga 0 on punkt Q; tdhendab, otsi-
tav graafik on sirge PQ, mis 1dbib need kaks punkti.

Kui koordinaatide telgede 16ikepunktid (voi iiks neist) ei asetse
joonise piirides, siis voib otsida teisi punkte, mis asetsevad joo-
nisel 1.

I Et vdhendada sirge joonestamisel tekkivat viga, on soovitav, et need
kaks punkti, mille jargi joonestatakse sirge, asetseksid teineteisest voimali-
kult kaugel; siis teatav ebatdpsus joonlaua asetamisel, mida on véga raske
valtida, avaldab joonestatava sirge sihile vihem moju.
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Harjutused.

65. Kui x on kraadide arv, mida niitab Celsiuse termcmeeter, ja y om
kraadide arv, mida nditab sama temperatuuri puhul Fahrenheiti termomeeter,
siis voib sOltuvust nende arvude vahel avaldada valemiga:

9
y=75x+432.

Joonestada selle funktsiooni graafik, vottes x abstsissiks ja y ordinaadiks
(abstsisside iihikuks voib votta sentimeetri véi pool sentimeetrit, ordinaatide
ithikuks aga 1 mm).

66. Hoiuse iga rubla, mis kannab p%, annab aastas tulu %Orubla;
x aasta jooksul iihelt rublalt saadud tulu on 1—‘([),() «x (rubla); jarelikult x aasta

parast muutub iga rubla l+ﬁ-x (rublaks). Seega, mirkides tidhega y suu-

ruse, milleni kasvab 1 rubla x aasta jooksul, voime kirjutada valemi:
p
y=1+ 100 " -

Joonestada selle funktsiooni graafik, vottes p=3 (abstsisside ja ordinaa-
tide iihikuks voib votta 2 cm).
Joonestada sirged, mis kujutavad funktsioone:
1

67. y=1+x; y=2x—3; y=—2-x+3.

1 3 B
08.y= —?x+3; R e s Y y=07x+2.
69. Joonestada sirged, mille vorrandid on:

3Yy+x=0; x+y+5=0; 4x+3y=18.

70. Kontrollida graafiliselt, kas kolm sirget, mille vérrandid on 2x+
+3y=13; 5x—y=7; x—4y+10=0, Idikuvad iihes punktis.



Kolmas jagu.
Ruutfunktsioon.
1. Tédiendavaid andmeid ruutvorrandeist.

41. Ruutvorrandi lahendite valem. Algebra kursuse algosas on
tuletatud tdieliku ja mittetdieliku ruutvorrandi lahendite leidmi-
seks jargmised valemid:

1) ax2=0; vorrandi molemad lahendid vorduvad ilmselt
nulliga. ‘

£

2) ax2+c¢=0; lahendite valem on: o ——Z—-

3) ax2+bx=0; siis x;=0; xo=— %.

4) x2+px+g=0; lahendite valem on:

5) Lopuks tédieliku ruutvorrandi ax2+4+bx+c=0 lahendite

—b +Vb2—4ac

valem on x=
2a

Viimane valem on koige iildisem; koik iilejddnud saadakse
temast kui erijuhtumid. Oletades, et selles valemis a=1, saame
valemi (4) (sel juhul b=p ja c=gq); oletades, et ¢=0, saame
juhtumi (3); kui. b=0, saame valemi (2), ja lopuks saame esi-
mese juhtumi, kui iildvalemis votame b=c=0.

42. Diskriminant. Vaatleme mitmesuguseid juhtumeid, mis
voivad esineda ruutvorrandi lahendamisel olenevalt kordajate

1. b2—4ac>0. Sel juhul on juurealune avaldis positiivne.
Tema ruutjuurel on kaks vdartust ning jérelikult vorrandil on
kaks erinevat reaalset lahendit:
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—b+ Vb2—4ac . S VET TR T, 4ac
o o e A ad  Xo=

e 2a ] & 2a

2. b2—4ac=0. Sel juhul vordub lugeja teine 111ge nulliga ja

vorrandil on kaks vordset lahendit:

M=
T

3. b2—4ac<0. Molemad lahendid on komplekssed (vi.
§ 138).

Nii ndeme, et ruutvorrandil on reaalsed (erinevad voi vordsed)
voi komplekssed lahendid olenevalt sellest, kas vorrandi korda-
jaist moodustatud juurealune avaldis b2—4ac on suurem, vordne
voi vdiksem kui null. Selle avaldise erilise tdhenduse tottu kannab
ta vorrandi diskriminandi nimetust. (Diskriminant
tdhendab tolkes eristaja.)

43. Ruutvorrandi lahendite omadused (Viéta teoreem). Votame
taandatud ruutvorrandi x2+4px+¢g=0 lahendite valemi:

Kui me need vordused liidame liikmeti, siis juured koonduvad
ja me saame:

Kui me samad vordused korrutame liikmeti, siis saame:

X1Xo= (- %‘)2_ (V@EY i

Milline ka oleks juurealune arv, alati on 3 |

WV == —a

Jarelikult

Seega:

taandatud ruutvorrandi lahendite summa vordub teise liikme
kordajaga, mis on vdetud vastupidise mirgiga, nende lahendite
korrutis vordub aga vabaliikmega.

Votame niiiid  iildkujulise ruutvérrandi: — ex2+4+bx+c=0.
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)
Jaganud koik vorrandi liikmed a-ga, muudame selle vorrandi dsja:
eespool vaadeldud vorrandi kujuliseks:

b ¢ 4
X2+ —a—x -+ 7 =0;
jarelikult taandamata téieliku vorrandi jaoks saame:
X1{+Xo=— —‘bz— ja X1x2= 'ai .

Jireldused. 1) Kasutades neid omadusi voime kergesti
koostada ruutvorrandi, mille lahenditeks on
antud arvud. :

Olgu niiteks vaja koostada vorrand, mille lahenditeks on
arvud 2 ja 3. Siis vordustest 2+3=—p ja 2°3=gq leiame:
p=—>5 ja ¢=6; jarelikult saame vorrandi: x2—5x+6=0.

Samuti leiame, et 3 ja —7 on lahenditeks vorrandile:
x2—[34 (=7)x+3(—7) =0, s. 0. ¥24+4x—21=0; arvud 3 ja 0 on
vorrandi x2—3x=0 lahendid.

2) Samade omaduste abil voime ruutvorrandit
lahendamata leida tema lahendite méargid, kui
need lahendid on reaalsed. Olgu antud néditeks vorrand x2+8x+

+12=0. Et selles ndites avaldis (g)z—q, s. 0. 42—12, on posi-

tiivne arv, siis molemad lahendid on reaalsed. Pannes téhele, et
vorrandi vabaliige on positiivne, jareldame, et ka lahendite kor-
rutis peab olema positiivne arv, s. o. lahenditel peab olema iiks ja
seesama mairk. Selleks mérgiks peab olema miinusmark, sest
lahendite summa on negatiivne (—8). Vorrandil x24+8x—12=0
on erinevate mirkidega lahendid (sest mende korrutis on nega-
tiivne), kusjuures negatiivsel lahendil on suurem absoluutvdartus
(sest lahendite summa on negatiivne) jne.

Harjutused. ‘

Millega vorduvad iga jargneva vorrandi lahendite summa ja korrutis:

71. x2—8x—9=0; x2—1= — x; x2+2=x;.6—5x+3x2=0.

72. % R=2x+1; X—Tx=0.

Kontrollida Viéta teoreemi jargmiste vorrandite puhul:

73. x2—6x+9=0; 9x2—30x+25=0.

74. x2+16=0; x2+4x+7=0.

75. Uks ratsionaalsete kordajatega ruutvorrandi lahend on 3+ V2; mil-
“line on teine lahend?

Koostada ruutvorrandid, mille lahenditeks on jargmised arvud.

76. 8 ja 2; 8 ja-—2; —8'ja 2; —8 ja —2.

77. 5 ja 0; —5ja 0; 4 ja4;, —4 ja —4.
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44, Teise astme kolmliige. Avaldist ax2+bax+c, milles x
tédhistab soltumatut muutujat ning a, b ja ¢ mingisuguseid jadvaid
arve, nimetatakse ruutfunktsiooniks ehk teise astme
kolmliikmeks. Erinevus niisuguse kolmliikme ja vorrandi
ax2+bx+c=0 vahel seisab sélles, et vorrandis tdhistab tdht x
ainult neid arve, mis rahuldavad vorrandit, sellal kui ta kolm-
liikkmes tdhistab mistahes arvu. x vaartusi, mis muudavad kolm-
liikme nulliks, nimetatakse tema nullkohtadeks e. juur-
teks; tdhendab kolmliikme ax2+4bx+c juured on ruutvorrandi
ax2+bx+c=0 lahendid.

Erijuhtumil,. kui a=1, omandab kolmliige kuju x2+px+g;
kui b=0 voi kui ¢=0, muutub kolmliige kaksliikmeks ax2+c¢ voi
ax2+bx.

45. Teise astme kolmliikme lahutamine tegureiks. Votame algul
kolmliikme x2+px+g¢, milles x2 kordaja on 1. Lahendanud taan-
datud ruutvorrandi x24px+¢=0, leiame tema lahendid x4
ja Xo. Nagu édsja ndgime, x;+Xo=—p ja X1X9=g.

Neist vordustest leiame: p= — (x¥;+%x2) ja g=x1%Xs.

Asetame need avaldised kolmliikmesse p ja ¢ asemele ning tei-
sendame seejdrel hulkliiget jargmiselt:

X24px+g=x2— (X1+X3) X+ X1X5=
=X2 — X1 X —XoX+X1Xo= (X2 —X1X) — (XX —X1Xo) =
=X(¥—%1) —Xa(X—X1) = (X —X1) (¥ —%2).

Seega:

kolmliige x2-+ px+gq lahutub kaheks teguriks, milledest esi-
‘mene vordub arvu x ja kolmliikme iihe juure vahega ning teine
vordub arvu x ja kolmliikme teise juure vahega.

Niited.
e Al
1) x245x—14=0; x=—j—il/(% Lk Til/%l;
) 9 5 9
Fpsted b el SgWio e B o )

24+5x—14=(x—2)[x— (=7)]=(x—2) (x+7).
2) x2—8x+5=0; x=4+116—5=4£V11;
xy=4+V11; xo=4—V11;
x2—8x+5=[x— (4+VII)][x— (4—V11)]=
=(x—4—V11) (x—4+V11).
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3) ¥2+px+q=0; x=¥—’l+l/(—£“~_(,;

e AC R SR
fﬁx+q= [ (= 4+V/ (&) =0)] [x—(—%—
—V(—’i)_z——q)]=(x+ﬂ—[/@T«z)(wﬂﬂ/(—ﬂ_?——q)-

Niiiid votame kolmliikme ax2+ bx+c, milles x2 kordaja on mis-
, tahes arv. Seda kolmluget voib kujutada nii:

ax2+bx+c=a(x?+;-x+7).

Sulgudes seisev avaldis on x2+bx+g¢ kujuline kolmliige:
Tema juured x4 ja x2 on samad, mis kolmliikmel ax2+bx+c.
Leidnud need, voime eelmises paragrahvis toestatu pohjal selle-
kolmliikme lahutada tegureiks jargmiselt:,

x’H——Z—x—f-% =(x—x1) (x—x2).

Jarelikult ax2+bx+c=a(x—xy) (x—x2).

Seega kolmliikme ax2+bx+c tegureiks lahutus erineb kolm-
lilkkme x2+4+px+gq tegurelks lahutusest ainult tdiendava teguri @
poolest.

Naited.

1) Kolmliikme 2x2—2x—12, mille juured on 3 ja —2, voib-
lahutada tegureiks nii: 2(x—3) (x+2).

2) Kolmliige 3x2+x+ 1, mille juured on

o o T
Y YR —t={=T
x1=f—6—, JC2=-—'E—)

lahutatakse tegureiks nii:
B(x__1+ﬁv—u) (x__—l——GV—ll):

=& (Bx+1—V—11) (bx+1+V—11).
3) 6abx2— (3b3+2a3)x+a2b2.
Selle kolmliikme juured on jargmised:

b2 a?

xl_:i—a—; x2:f3_l;.'



Seepdrast

6abx2— (363-+2a3) x+a2b?=6ab (x — —) (x— 3b e

=6ab (25— 2) (22=%) = 2ax—b2) (3bx—a2).
4) Taandada murd: :

2a2—2a—12 3
3a24+a—10

Lahutame lugeja ja nimetaja tegureiks ning taandame siis
murry, kui voimalik. Et lugeja juured on 3 ja —2, nimetaja juu-

red aga % ja —2, siis voib murru kujutada nii:

2@-3) (a+2) _ 26
3 (a——%)(a—{—Q) 864

Jireldus. Antud lahendite jdrgi voib koos-

tada ruutvorrandi. Nii saame vorrandi, mille lahendid. on
3 ja —2, jargmiselt: :

(x—3)[x— (—2)]=0, s. 0. (¥—3) (x+2) =0,

mis pédrast sulgude avamist annab: x2—x—6=0. Maistagi voib
selle vorrandi koiki liikmeid korrutada mistahes arvuga, mis ei
soltu x-st (nditeks 2-ga), kusjuures lahendid ei muutu.

Harjutused.

Lahutada tegureiks:

78. x2—17x+70; x2+3x—88; 3x2—14x+8; 6x2+x—1,

79. 20x2+417x—24; x(x+8)—20.

Taandada jargmised murrud (lahutades' algul iga murru lugeja ja nime-
taja tegureiks):

¥*+6x—91. 2x+8x—90 x2 + 3ax + 2a2 + ab — b2
x2 4 8x — 105" 3x2 —36x+ 105 ° ; %2 + 2ax + a — b2

80.

Lahutades jargmised kolmliikmed tegureiks, leida, missuguste x véartuste
puhul on nende kolmliikmete vairtused positiivsed ja missuguste puhul nega-
tiivsed:

82, x2—6x+9; x2—14x+45. 83 x2—4x—5 12— x — 612

84. —x2+x—12; —x2—5x—6.

1. Ruutfunktsiooni graafik.

46. Funktsiooni y=a2 graafik. Juhime tdhelepanu funktsiooni
y=x2 jargmistele omadustele.
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a) Argumendi x iga vddrtuse puhul on funktsioon méératud ja
omandab ainult iihe vadartuse. Naiteks, kui x=—10, siis on funkt-
siooni -vaartus (—10)2=100; kui x=1000, siis on funktsiooni
vaartus 10002=1 000 000 jne.

b) Et (—x)2=x2,,siis x kahe védirtuse puhul, mis erinevad
ainult markide poolest, saadakse kaks vordset positiivset y vaar-
tust; néiteks, kui x=—2 ja x=+2, siis y vdartus on iiks ja see-
sama, nimelt 4. Negatiivseid y véartusi ei saada mitte kunagi.

B s i i e

[0 SN e S o R MO S W T ey

b~----

Joon. 16.

c) Kui x absoluutvdidrtus suureneb piiramatult, siis suureneb
piiramatult ka y vdartus. Nii nditeks, kui anname x-ile rea piira-
matult kasvavaid positiivseid vdartusi: 1, 2, 3, 4, ... v0i rea piira-
matult kahanevaid negatiivseid véartusi: —1, —2, —3, —4,...,
siis saame rea piiramatult kasvavaid y vaartusi: 1, 4, 9, 16, 25, ...

Téahele pannes neid omadusi, koostame funktsiooni y=x2 véar-
tuste tabeli, nditeks jargmise:

x R ——1,5’—1 ’—0,5 0 0,5 1 1,5' 2

| y S 4 2,25 ‘ 1 l 0,25 0 |025 1 2,25 I 4 |- \

Kujutame niiiid need vdartused joonisel 16 punktidena, mille
abstsissideks on x véartused, ordinaatideks aga y vastavad véar-
tused (pikkusiihikuks votsime joonisel 16igu Ol); joonestame lédbi
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saadud punktide kdvera. Seda koverat nimetatakse paraboo-
liks. Vaatleme tema mond omadust.

a) Kogu kover asetseb iihel pool x-telge, nimelt sealpool, kus
ordinaatide vdartused on positiivsed.

b) y-telg jaotab parabooli kahte harru. Punkti O, kus need
harud kokku jooksevad, nimetatakse parabooli tipuks. See
punkt on parabooli ja x-telje ainus iihine punkt.

¢) Molemad harud on l6pmatud, sest x ja y voivad suureneda
piiramatult. Harud tousevad x-teljelt piiramatult korgele, kauge-
nedes samal ajal y-teljest paremale ja vasakule.

d) y-telg on paraboolile siimmeetriateljeks; kui joonis
kokku murda seda telge méoda nii, et joonise vasak pool langeks
paremale poolele, siis iihtivad molemad harud; niiteks punkt
abstsissiga —2 ja ordinaadiga 4 {ihtib punktiga, mille abstsiss on
+2 ja ordinaat 4.

47. Funktsiooni y=ax2 graafik. 'Oletame algul, et a on posi-
tiivne arv. Votame néiteks kaks seesugust funktsiooni:

A N T
1) p=lw 2% 2) y= 5 x2.

Koostame nende funktsioonide véartuste tabelid, néiteks jarg-
mised:
0‘ 1 ‘ 2 l .

1 1
3 l"a‘ ’
Kanname koik need viartused joonisele 17 ja joonestame kove-

rad. Vordluseks paigutame samale joonisele (punktiiris) veel kql-
manda funktsiooni y=x2 graafiku.

—

x| —2 —IIOII 2‘ x|—3|—2|—

1) 2)

1

1
£ calf
l2 1

2

1712 |=l5]°

gl AL 0

!;"x —2 —1|0 1 2\'

3)
9 11 |4

y 4 1

Jooniselt nihtub, et ithe ja sama- abstsissi puhul on esimese

=7 : 1 : ) ;
kovera ordinaat 17 korda suurem, teise kovera ordinaat aga kolm

korda viiksem kui kolmanda kovera ordinaat. Neil koverail on
iihine iseloom: 16pmatud harud, siimmeetriatelg jm., ainult kui
a>1, siis on kovera harud enam iiles painutatud; kui a<l, siis
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on nad rohkem alla painutatud kui koveral y=x2. Koiki selliseid -
koveraid nimetatakse samuti paraboolideks.
Oletame niiiid, et kordaja a on negatiivne arv. Olgu néiteks
=—éx2. Vorreldes seda funktsiooni funktsiooniga y=+§x2,
markame, et x-i {ihe ja sama véaadrtuse puhul on molemal funkt-

\!

\ 3
\ l’l
\ ; f

N 5,

e e

Py

Joon. 17. Joon. 18.

sioonil iiks ja sama absoluutvédartus, kuid nende margid on vastu-

pidised. Seepédrast saadakse funktsiooni y=—éx2 graafikuna joo-

nisel 18 samasugune parabool nagu funktsioonil y=+:l§x2, ainult
selle erinevusega, et ta asetseb x-telje all ja on siimmeetriline

parabooliga y= %x‘-’. Sel juhul on funktsiooni kdik vdértused nega-
tiivsed peale iihe, mis on vordne nulliga, kui x=0.

Mirkus. Kui kahe muutuva suuruse x ja y vaheline soltuvus:
véljendub vorrandiga y=ax2, kus a on mingi jddv atv, siis voib
iitelda, et suurus y on vordeline suuruse x ruuduga, sest x vaar-
tuse suurendamisel voi vidhendamisel 2 korda, 3 korda jne. suure-
neb voi viheneb ka y viirtus 4 korda, 9 korda, 16 korda jne.

Niiteks ringi pindala vordub aR2, kus R on ringi raadius ja
a jddv arv; seepérast voib iitelda, et ringi pindala on vordeline
raadiuse ruuduga.

48. Funktsiooni y=ax2+b graafik. Olgu meil kolm jargmist
funktsiooni:

1) y= 522 2) y= 5 2+2 3) y= 5 x2—2.
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On ilmne, et argumendi x iihe ja sama vaartuse puhul on teise
funktsiooni ordinaat 2 {ihiku vorra suurem, kolmanda funktsiooni
ordinaat aga 2 iithiku vorra vdiksem esimese funktsiooni vastavast
ordinaadist. Seepdrast kujutab teist ja kolmandat funktsiooni joo-
nisel sama parabool, mis esimestki funktsiooni, ainult et see para-
bool peab teise funktsiooni puhul olema iiles liikatud ja kolmanda
funktsiooni puhul alla litkkatud kahe pikkusiihiku vorra.

Uldiselt onl funktsiooni y=ax2+b graafik sama parabool, mis
kujutab funktsiooni y=ax2, ainult et see parabool peab olema
litkatud & pikkusiihiku vorra iiles, kui 5>0, ja liikatud b pikkus-
ithiku vorra alla, kui 5<0.

Harjutused.

85. Joonestada iihes ja samas teljestikus, kasutades iiht ja sama pikkus-
dihikut, jargmiste funktsioonide graafikud:

y=025x2 y=005x y=2x% y=05%2+1; y=05%2—1.

86. Sama iilesanne funktsioonide y = #* ja y = 0,5x + 1 kohta; leida nende
graafikute 16ikepunkti koordinaadid ja joonise kontrollimise eesmérgil maarata,
‘kas need rahuldavad antud vorrandeid.

49. Teise astme kolmliikme graafik. Vaatleme algul sellise
kolmliikme graafikut, mida .v6ib kujutada korrutise a(x+m)2
kujul. Votame nditeks kaks jargmist funktsiooni:

) y= (++2)2 ja 2) y= 7 (x-2)2

Samal joonisel joonestame vordluseks veel parabooli:
1
3) y= 4 »2
Esialgu koostame nende kolme funktsiooni vadrtuste tabeli,
naiteks jargmise: !

P ey 8 O BREL T DT A G T R D g PR L
1 1 1 1 1 1

ey e (e s B PO e S R SR e st Sy RN B L
Dy 3(X-l—) 2 = ) Petdios 125
1 1 1 1 1 1 1

2)_3/:T(x—2)2.:|112T 9 7y 4 27 1 5 0 5s 1 23 4
1 1 1 1 1 1 1

3) y— — x2 = ks S5 gl g | Boiad Y B o & et 0 BT ShE By
& G i 6% 23 4 7|27 53

Kandes koik need védartused joonisele, saame kolm graafikut,
mis on kujutatud joonisel 19.
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Seda joonist vaadeldes mairkame, et kover 1 on sama para-
bool 3, ainult kantud 2 iihiku vorra vasakule, kover 2 on sama
~parabool 3, kuid kantud 2 ithiku vorra paremale.

Y
NEAEN ! A1 13 [2
D B
\ ; !
\ .
‘\ i / i
N z/ Ty
N 7
A0S
RN\ VaP ,

Xr-r-s-s-z.-a-z -10[ T s YT . R

,

Joon. 19.

Seda jdreldust iildistades voime iitelda, et funktsiooni
y=a(x+m)2 graafik on parabool, mis kujutab funktsiooni
y=ax2, ainult et see parabool on kantud vasakule, kui m>0, ja
paremale kui m<0, nii mitme ithiku vorra, kui suur on arvu m
absoluutvéddrtus. Selle parabooli harud on suunatud iiles, kui
>0, nagu meie niiteis, ja alla, kui a<0, nagu néiteks para-
‘boolil. :

y=— % (x4-2)2

Votame niiiid kolmliikme, mille kuju on y=ax2+bx+c.
Vaatleme néiteks kolmliiget.

y=—;— x2+3x+2% .

e o S g ok § BN § TR R |

Lk BT A UL & R ) 8 Pl
2 1 1 2]

Leides punktid, mis kujutavad tabelis antud véartusi, ja tom-
mates 14bi nende punktide kovera (kover 3, joon. 20), saame otsi-
‘tava graafiku. Néitame niiiid, et see graafik on sama parabool,

'mis kujutab funktsiooni y=%x~2 (mis on saadud antud kolmliik-
mmest teise ja kolmanda liikme &rajdtmise teel), ainult et see para-
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bool on viidud teise kohta. Selleks teisendame antud kolmliiget
jargmiselt. Esiteks toome sulgude ette x2 kordaja:

| 3o 1

5 x~+3x+27=—2— (¥246x+5),
teiseks lisandame sulgudes seisvale kolmliikmele kaks vastastikku
havivat liiget 9 ja —9:

5 (2 +6x+5) = 5 (©2+6x+9-9+5),

kolmandaks jaotame = hulkliikme liikmed kahte riihma. Siis

saame:

L (x246x+9—9+5) = - [(x2+6x+9) — (9-5)]=

2|

= [(x+3"2—4]= o (x+3)2-2.
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Joon. 20.

Arvestades niiiid eespool ldbiarutatud néiteid, voime toimida
jargmiselt.

Joonestame parabooli, mis kujutab funktsiooni y=%x‘-’
(kover 1, joon. 20); seejirel kanname ta 3 ithiku vorra vasakule,

3 2 1

siis saame parabooli 2, mis kujutab funktsiooni y=5 (x+3)2.
Selle parabooli kanname niiiid 2 ithiku vorra allapoole, saame
parabooli 3, mis kujutab antud funktsiooni.

50. Ruutvorrandi graafiline lahendamine. Ruutvorrandit voib
graafiliselt lahendada jargmisel viisil: joonestanud millimeetri-
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paberile parabooli, mis kujutab vorrandi vasakul poolel asetsevat
kolmliiget, leiame selle parabooli ja x-telje 16ikepunktid. Nende
punktide abstsissid ongi vorrandi lahendid, sest nende abstsisside
puhul on kolmliikme véirtusi kujutavad ordinaadid vordsed nul-
liga.
Niited.
1) o 2430425 =0.

-Selle vorrandi vasaku poole graafikut kujutab kover 3
‘(joon. 20). Sellelt jooniselt ndeme, et parabool 16ikab x-telge
kahes punktis, mille abstsissid on —1 ja —5. Need ongi antud
vorrandi lahendid.

Seda voib kontrollida, lahendades vorrandi {ildvalemi abil voi
asetades leitud lahendid vorrandi vasakusse poolde.

9) — x2—2x+2=0.

Koostanud kolmliikme y=%x2—2x+2 vaiartuste tabeli, ehi-

x—-2}—1|01‘2l3]4-56

24_;8

y 11
2

1

0
2

fitled ot

tame parabooli (joon. 21). See parabool ei 16iku x-teljega, vaid
puutub teda punktis, mille abstsiss on 2. Vorrandil on sel juhul
ainult {iks lahend (Gigemini kaks vordset lahendit).

3) ¥2—x+42=0.
x —3' —2 | —1 l 0 ' 1 ’ 2 3 4
y 14 8 4 l 2 ’ 2 ‘ 18 114

Parabool (joon. 22) ei loiku x-teljega ega puutu teda; seega
vorrandil ei ole reaalseid lahendeid.
Néitame veel jargmist ruutvorrandi graafilist lahendamisvotet.
Olgu vaja lahendada vorrand
x2=1,5x—2=0.
Teisendame teda nii:
x2=1,5x+2.
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Selle vorrandi kumbki poor on eraldi vaadelduna teatav x-i
funktsioon. Téhistame funktsiooni, mida viljendab vorrandi vasak
pool, tdhega y; ja funktsiooni, mida viljendab vorrandi parem
pool, tdhega y,. Esimest funktsiooni kujutab joonisel 23 para-

Y
ARSULEE Y TRE B R e Sl i e

N -mmmmceem ==
F Sl
Q== mm e m e e
O —m = -

>

>

~
1

w
1

Joon. 21I.

bool, teist — sirge. Joonestanud iihel ja samal joonisel nende kahe
funktsiooni graafikud, leiame, et sirge ja parabool 16ikuvad kahes
punktis, mille abstsissid on ligikaudselt 2,35 ja —0,85. Need
ongi antud vorrandi lahendite ligikaudsed véirtused, sest nende

y y
................. j
f L%
: \ |
: \ )4
: \
....... , >
bl Fivd 4
: o, \ /
0 i AT
R i B *
RO et : N 4
X: -2l —‘: 0 ‘; ; rx 4

Joon. 22. Joon. 23.
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abstsisside puhul on ordinaadid yy ja ye temetelsega vordsed ]a
jarelikult x2=1,5x+2.

Kui juhtub, et sirge ei 16iku parabooliga, siis vorrandil reaal-
seid lahendeid ei ole; kui aga sirge puutub parabooli, siis on vor-
randil iiks lahend, mis on vordne puutepunkti abstsissiga.

Harjutused.
Koostada jargmiste funktsioonide vaartuste tabelid ja joonestada nende
graafikud:

U= m ik = %) y=2x+3x— 2

w1 e B s A y=—x+2x-2.

89, x = — 22 — 4y — 2; PRI S
Lahendada graafiliselt jargmised vorrandid:

9. x* = x +6; xt=2x+2 x=2—3x
81. x2=3x + 5; x2 = 12x — 36; gl

2

51. Biruutvorrand. Neljanda astme vorrandit, nditeks jargmist:
x4—13x2436=0,

mis sisaldab ainult tundmatu paarisastmeid, nimetatakse

biruutvorrandiks. Ta teisendub ruutvorrandiks, kui x2

asendada tdhega y ja jarelikult x4 asendada avaldisega y2. Ulal-
toodud vorrand muutub siis ruutvorrandiks:

y2—13y+36=0.

Lahendame selle:

13 169 13 2% 13,5
Yk l/ —%=zt l/ G T
)’1——2+2= J’2—5‘_7=4'

Kuid vordusest x2=y nihtub, et x==+Vy. Asendades siis y
leitud arvudega 9 ja 4, saame antud vorrandi jargmised neli
lahendit:

¥1=+V9=3; =—V9=-3;
x3=+V4=2; Xg=—V4=-2.

Koostame valemi iildkujulise biruutvorrandi ax4+bx2+4¢=0
lahendamiseks.
Vottes x2=y, saame vorrandi ay2+by+c=0, millest leiame:
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—b+Vb:—4ac . —b— Vb*—dac
VS er oo e — %2 ;

Et aga x=+1V/y, siis saame biruutvorrandi jaoks jirgmised
rieli lahendit: :

x1_+‘/—b+\/b= el V —b4Vbi— 4ac,

2a
x3_+‘/ —b— Vb=—4ac’ __l/—-b \/b= “dac

Siit nahtub, et kui b62—4ac<0, siis koik neli lahendit onm
komplekssed; kui aga b2—4ac>0, siis voib esineda kolm juhtu-
mit (me eeldame, et a>0): 1) koik lahendid on reaalsed (nagu
eespool toodud arvulises néites), kui —b+Vb2—4ac>0 ja
—b—Vb2—4ac>0; 2) koik lahendid on komplekssed, kui
nende molema avaldise védartused on negatiivsed, ja 3) kaks
lahendit on reaalsed ja kaks komplekssed, kui —b+
+vb2—4ac>0, kuid —b—/b2—4ac<0. Lopuks, kui
2 —4ac=0, siis lahendid on paarikaupa vordsed.

Harjutused.

Lahendada jargmised vorrandid: ;
92, x* —5x2 +4=0; . xt —10x2+ 9 =0.

93. xt —2x* — 3 =0; 2xt — Tx® =4,

94. xt — 25x2 + 144 = 0; xt — 2x2 = 63.

52. Vorrandid, mille vasak pool lahutub tegureiks, parem pool
on aga null. Selliste vorrandite lahendamine taandub madalama-
astmeliste vorrandite lahendamiseks. Nii ndgime, et mittetdieliku
ruutvorrandi ax2+bx=0 lahendamiseks piisab, kui vorrandi
vasak pool lahutada kaheks teguriks: x(ax+b6)=0, ja seejarel,
vottes arvesse, et korrutis on vordne nulliga ainult siis, kui ks
voi teine tegur vordub nulliga, taandada selle vorrandi lahenda-
mine kahe esimese astme vorrandi x=0 ja ax+b6=0 lahenda-
miseks. :

Samal viisil voib lahendada mittetédieliku kuupvorrandi, mis ei
sisalda vabaliiget, nditeks vorrandi

x34-3x2—10x=0.
Tuues tahe x sulgude ette, kirjutame vorrandi kujul:
x(x24+3x—10) =0
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ja jarelikult ta jaguneb kaheks vorrandiks:
x=0 ja x24+3x—10=0,
millest leiame kolm lahendit:

X1=0; xo= ——g—+'/%+10=2;

X3=— %—'/ %+10=—5.

Olgu mingi vorrand teisendatud selliseks:
x(x+4) (x2—5x+6) =0.
Siis ta lahutub kolmeks vorrandiks:
x=0; x+4=0; x2—5x+6=0.
Need vorrandid annavad:

x1=0; Xo=—4; x3=2; x4=3.

53. Kaheliikmeline vorrand. Kaheliikmeliseks vorrandiks nime-

tatakse vorrandit ax”+b=0 ehk vorrandit x™y > =0* Tihis-

tades arvu-ab— absoluutvaiartuse tidhega ¢, voime kaheliikmelise
vorrandi kirjutada kas kujul x™4¢=0 vo6i kujul x”—g=0.
Abitundmatu abil on alati voimalik neid vorrandeid lihtsustada
nii, et esimese vorrandi vabaliige muutub + 1-ks, teisel aga —1-ks.

ey [
Toepoolest, oletame, et x=yV/q, kus Vg on arvu ¢ m-nda juure
aritmeetiline vadartus; siis x®=gy™ ja vorrandid oman-
davad kuju:

gy™ +g=0, s. 0. g(y™+1) =0, kust y™+1=0,
vOi

gy™—q=0, s. 0. g(y*—1) =0, kust y»—1=0.

Seega kaheliikmeliste vorrandite lahendamine viib vorrandite
ym+1=0 lahendamisele. Selliste vorrandite lahendamine ele-
mentaarsete meetoditega on voimalik iiksnes astendaja m monede
erivaartuste puhul. Uldine vote, mida seejuures kasutatakse, seisab
vorrandi vasaku poole tegureiks lahutamises, mille tagajérjel vor-
rand omandab kuju, mida vaatlesime varem.

*# Kui Kkaheliikmelise vorrandi kuju on axm+4+bxn=0, kus m>n, siis
voib teda kujutada nii: x7(axm-n+b)=0 ja jarelikultjaguneb ta kaheks vorran-

diks: x7 =0 ja axm-n 4+ b = 0.
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54. Kaheliikmeliste kolmanda astme vérrandite lahendamine.
Need vorrandid on jargmised: x3—1=0 ja ¥3+1=0.

Mirkinud, et

¥—1=x3—13=(x—1) (x2+x+1),
a
’ B4 1= P=(x4 1) (2 — x4 1),
voime esitatud vorrandid kirjutada nii:
(x—1) (x2+x+1)=0 ja (x+1) (¥2—x+1)=0.

Tahendab, esimese vorrandi lahenditeks on vorrandite
x—1=0 ja x24+x+1=0 Ilahendid, teise vorrandi lahenditeks,
on aga vorrandite x+1=0 ja x2—x+41=0 lahendid.

Lahendanud need vorrandid, nideme, et vorrandil x3—1=0
on kolm jargmist lahendit:

—1+V=3_ —1-V =3

2 2
milledest iiks on ‘reaalne ja kaks on komplekssed; vorrandid
x341=0 on kolm lahendit:

x1=1; x=

1+ V=3 1-V—3
e X e T Yaimie

milledest iiks on samuti reaalne ja kaks komplekssed.

55. Juure mitmesugused vidirtused. Kaheliikmeliste vorrandite
lahendamine on tihedalt seotud antud arvu juure koigi véirtuste

leidmisega. Toesti, leida {"/Z on ilmselt sama, mis lahendada vor-
rand xm=A, s. 0. x»—A=0, ja seepdrast kui mitu erinevat

SR | BT

lahendit sel vorrandil on, nii mitu erinevat viartust on juurel VA.

Toetudes sellele markusele naitame, et iga (nulliga mitte-
vordse) reaalarvu kuupjuurel on kolm erinevat vddrtust.

Vaatleme algul juhtumit, kui A on positiivne arv. Olgu vaja

B
leida VA, s. o. teiste sonadega olgu vaja lahendada véorrand

x3—A=0. Tahistades \/A aritmeetilise vdartuse tdhega ¢, ole-
tame, et x=gqy. Siis voib vorrandi x3—A=0 kujutada jargmiselt:
g3y3—A=0. Kuid ¢3=A, seepirast ¢3y3—A=A(y3—1) ja
vorrand omandab kuju: y3—1=0.

Eelmises paragrahvis ndgime, et sel vorrandil on kolm lahen-
dit:
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Igaiiks neist vdartustest, rahuldades vorrandit y3=1, kujutab
enesest arvu | kuupjuurt. Et x=gy, siis

—1+V-=3 : —1—-vV-3.
x1=q“ lzq; x2=q 7S -——2——; X3=q . .——_2_

R
Need ongi juure VA kolm védirtust; iiks neist on reaalne (arit-
meetiline), kaks aga on komplekssed. Koik nad' saadakse, kui

Bl Yo
juure VA aritmeetiline vdartus korrutatakse juure v/1 koigi kolme
vidrtusega.
Niiteks kuupjuurel 8-st on kolm jargmist vaartust:

9;0 g i ¥ Ly v,
9. ¥ V3

Kui A<0, siis jdab eelmine arutelu jousse, ainult et g-ga

o
tuleb tdhistada juure V/—A reaalne vididrtus ja oletada, et
x=—gqy. ;

56. Kolmeliikmeline vorrand. Nii nimetatakse vorrandit
ax?4-bx"--¢=0 (selle kuju erijuhtum, kui n=2, on biruutvor-
rand). Ta muutub ruutvorrandiks, kui votame tarvitusele abitund-

matu y=x".  Siis vorrand omandab kuju:

ay2+by+c=0,
kust saame, et
s —b+Vb:—4ac
o ¢
Jarelikult
n__ —bxVb—4ac
X —_— ‘——ia——" .

Lahendades, kui voimalik, selle kaheliikmelise vorrandi, leiame
koik x védartused.

Niide.
x6—9x348=0.

x3=y; y¥-9%+8=0; y= ~+|/——8——-;
y1=8; y2—17

69



jarelikult
: x3=8 ja x3=1.

Lahendanud need kaheliikmelised kolmanda astme vorrandid,
saame x-le kuus véartust:

Ky =2 Xpg= = PEN =3, Ag=—1—V/ =3
—1+V—3 —-1-V -3
——— c— ® x

x4=1; x5= =

Wil Ly 2
Harjutused.
Lahendada vorrandid:

95. x8 = m3; x3 4+ 729 = 0; x5 = 64.
96. 8x6 4 7x3 — 1 = 0; x2m 4 2axm = 8a2.

IHI. Ruutvorrandi siisteemid.

57. Mitme tundmatuga vorrandi aste. Et mairata mitme tund-
matuga vorrandi astet, on esialgu vaja see vorrand lihtsustada
(avada sulud, vabastada ta juurtest ja nimetajaist, mis sisal-
davad tundmatuid, ning koondada sarnased liikmed). Siis vor-
randi astmeks nimetatakse vGrrandi selle liilkme tundmatuile kuu-
luvate astendajate summat, millel see summa on suurim.

Niiteks vorrandid x2+4+2xy—x+2=0, 3xy=4, 2x-+y>—
—y=0 on teise astme vorrandid; vorrandid 3x2y—y2+x+10=0"
on kolmanda astme vorrand (kahe tundmatuga) jne.

Téhendame, et vorrandi mingi liikme tundmatuile kuuluvate
astendajate summat nimetatakse selle liikme mooteks. Seega
liilkmed 2xy, 5x2, 3y2 on kahemootelised, liikmed 0,2x2y,

10xy2, ixyz on kolmemodotelised jne. Liiget, mis ei sisalda

tundmatuid, nimetatakse nullmooteliseks.

Tahendame veel, et vorrandit nimetatakse homogeen-
seks, kui koik tema liikmed on iihe ja sama mootelised. Seega
vorrand 3x2+4xy—2y2=0 on homogeenne kahe tundmatuga teise
astme vorrand.

58. Kahe tundmatuga teise astme tdieliku vorrandi iildkuju
on jargmine: _
ax2+bxy+cy2+dx+ey+f=0.
Temas on esimesed kolm liiget kahemootelised, jargmised kaks
liiget iihemdotelised ja viimane (vaba-) liige nullmoateline. Kor-
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dajad a, b, ¢, ... voivad olla positiivsed voi negatiivsed arvud voi
vordsed nulliga (moistagi ei eeldata, et kolm kordajat a, & ja c on
iiheaegselt nullid, sest vastasel korral ei oleks vorrand mitte
teise, vaid esimese astme vorrand).

Vaatleme niiiid, kuidas lahendatakse kaht kahe tundmatuga
teise astme vorrandit sisaldavaid lihtsamaid vorrandisiisteeme.

59. Kahe vorrandi siisteem, kus iiks on esimese ja teine teise
astme vorrand. Olgu antud siisteem:

xX2—4y2+4+x+3y=1 . . . . teise astme vorrand;
2x—y=1 LR esimese astme vorrand.

Niisugust siisteemi on sobivam lahendada asendamismeetodi
abil jargmiselt. Esimese astme vorrandist avaldame iihe tund-

matu teise tundmatu funktsioonina, nditeks avaldame y kui x
funktsiooni:

y=2x—1.
Siis muutub teise astme vorrand pirast astendamist {ihe tund-
matuga vorrandiks.
2—4(2x—1)24+x+3(2x—1)=1;
x2—4(4x2—4x+1) +x+6x—3=1;
x2—16x24+16x—4+x+6x—3—1=0;
—15x2+423x—8=0; 15x2—23x+8=0;

23+ VOF—4.15.8 _ 23+V520—-480 __ 23+ V49

215 = 30 R
23+7 e
el e e B el 1

Pirast seda leiame vorrandist y=2x¥l, et

=2 1—1=1; ys=2 1

.8 R
- ST it | Yy
Seega on antud vorrandisiisteemil 2 lahendit:
1
-
60. Kunstlikud votted. Ndidatud vote on kasutatav neil juhtu-
meil, kui iiks vorrandeist on esimese astme vorrand; moningail
juhtumeil voib rakendada kunstlikke votteid, mille kohta ei saa

iildreeglit anda. Toome niiteid.
Niide 1.

8
1) x1=1, y1=1; 2) Xe= 18y o

x+y=a; xy=b.
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Esimene viis. Et on antud tundmatute summa ja nende kor-
rutis, siis x ja y peavad olema ruutvorrandi

2—az+b=0

lahend‘iteks (§ 43).
Jérelikult

x.—_:z,:—g-—{—l/%z——b; y:zdz%—vg‘;—b.
Teine viis. Tostame esimese vorrandi ruutu ja lahutame sellest
neljakordse teise vorrandi?.
X242xy+y2=a?
—4xy = —4p
x2—2xy+y2=a2—4b,

(x—y)2=a2—4b, kust: x—y=+Va2—4b.
Niiiid on meil siisteem:
{ X+y=a
x—y==+\a2—4b.
Liites ja lahutades need vorrandid, saame:
2x=a+\ac—4b; 2y=aF\a2—4b;

ax Jai—4b __a¥)ae=2
st L B fua iy omig

Et me ithe vorrandi tostsime ruutu, siis kontrollime asenda-
mise teel, kas leitud lahendite hulgas pole voorlahendeid.
Sel viisil leiame, et antud siisteemil on 2 lahendit: °

a+Va2—4b a—Va2—d4b
X1= 5 Xo= '2
ja
a—Va:—4b a+Vai—4b
Y= 5 Yo= ST

Teine lahend erineb esimesest ainult selle poolest, et x
vaiartus esimeses lahendis on y viirtuseks teises lahendis, ja
vastupidi. Seda on voimalik ette naha, sest vorrand ei muutu x

1 Niisuguseid valjendeid kasutatakse lihiduse mottes sageli selle asemel,

et iitelda: «Tostame vorrandi molemad pooled ruutu», «Korrutame vorrandi
molemad pooled neljaga» jne,
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asendamisel y-ga ja y asendamisel x-ga. Mirgime, et selliseid
. vorrandeid nimetatakse siimmeetrilisteks vorrandi-
teks.
Niide 2. ‘
X—y=a, ‘2y=>H.
Esimene viis. Esitades vorrandid kujul
x+(—y)=a, x(—y)=-0b,
markame, et x ja —y on ruutvorrandi
22—az—b=0
lahendid.
Jarelikult |

smz= g 4|/ S0 v=—zm=— (5] S+0)
Teine viis. Tostnud esimese vorrandi ruutu ja lutnud selle
neljakordse teise vorrandiga, saame:
(x+y)2=a2+4b, kust x+y=*=v/a2+4b.
Niiiid on meil siisteem:

X+y==+xvaz+4b
Xx—y=a.

Liites ja lahutades need vorrandid leiame, et
__axVa+4b __ —axVar+4b
—— 5 5 y = 2 —_—

Naiide 3.
x+y=a; x2+y2=>b.
Tostes esimese vorrandi ruutu ja lahutades sellest teise vor-

randi, saame:

2xy=a2—>b, kust xy= f—b .

Niiiid seisab kiisimus siisteemi
[ i+y=a

az—b
XY= D)
lahendamises, mida kédsitlesime juba esimeses naites.

61. Kahe vorrandi siisteem, kus molemad on teise astme vor-
randid. Seesugune siisteem ei lahendu iildkujul elementaarselt,
sest ta taandub tédielikuks neljanda astme vorrandiks.

Vaatleme elementaarselt lahenduvate vorrandite mond eri-
juhtumit.
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Niide 1.
xX2+y2=a; xy=>o.
Esimene viis (asendamisviis). Teisest vorrandist avaldame iihe

tundmatu teise tundmatu funktsioonina; naiteks x= %-

Asetame selle avaldise esimesse vorrandisse ja vabastame
vorrandi murrust; siis saame biruutvorrandi:

yr—ay2+62=0.,
Lahendanud selle, leiame y neli vdirtust. Asetanud need jarge-

mooda varem tuletatud x valemisse, leiame vastavad neli x vidar-
tust.

Teine viis. Liites esimese vorrandi kahekordse teise vorran-
diga, saame:

X24+y24-2xy=a+2b, s. 0. (x+y)2=a+2b,
kust
Xx+y==xvVa+2b.
Lahutades esimesest vorrandist kahekordse teise vorrandi,
leiame: .
x24+y2—-2xy=a—2b, s. o0 (x—y)2=a—2b,
kust
x—y==*va—-2b."
Seega seisab kiisimus jargmise nelja esimese astme siisteemi
lahendamises:

1 x+y=va+2b %) r+y=va+2b
x—y=va—2b x—y=—\va—2b

3 X+y=—vVa+2b & x+y=—vVa+2b
)[ x—y=va—2b ['x—y=—\/m

Igaiiks neist lahendub iisna lihtsalt vorrandite algebralise liit-
mise teel. ‘

Kolmas viis. Tostes teise vorrandi ruutu, saame jargmise siis-
teemi:

xX24y2=a; x2y2=02.

Siit ndhtub, et x2 ja y2 on ruutvorrandi 22—az+562=0
lahendid.

Jérelikult

a a? a a?
x2:—__—21:—2——+—l/-7-—b2; y2=22:—2——l/T—b2.
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Niide 2.
X2—y2=aq; xy=>b,
Asendamisviisi abil taandame selle siisteemi  kergesti biruut-

vorrandiks. Anname siin veel iihe kunstliku lahendusvotte.
Tostes teise vorrandi ruutu, saame:

xX2—y2=aq, x2y2=b2
ehk

R4 (—y)=a;  x2(—y)=—<b

Siit ndhtub, et x2 ja —y2 on vorrandi 22—az—62=0 lahen-
did. Jarelikult

X2=21=%+l/a72+b2; y2=—22=—(%—‘/%+b2)-

Siit leiame x ja y.

Mirkus. Koigil juhtumeil, kui vorrand tuleb astendada on
vaja lahendeid kontrollida. ;

62. Teise astme vorrandisiisteemide graafiline lahendamine.
Joonestanud iga antud vorrandi graafiku, leiame nende graafi-
kute loikepunktide koordinaadid. Need ongi vorrandite lahendid.

Niide. Lahendada graafiliselt siisteem:

1) y=x2—-3x+2; 2) x=2y2-3.

Koostame x ja y véirtuste tabeli esimese vorrandi jaoks:

x!---'—3—2|—1‘0 1|2‘3 4|5
|

¥ olee 8 12[6 2] o

0] 2 6112

ning x ja y vaartuste tabeli teise vorrandi jaoks:

yl~--—3'—2—l 0 1‘2 3 4|.--

Pl 15'5 ’—1]—3—1|5|15 29

Nende véairtuste jargi ehitame graafikud (need graafikud on
paraboolid, joon. 24).

Graafikud l6ikuvad kahes punktis, mille koordinaadid on ligi-
kaudselt: x=03; y=1.3"ja *=2,8;y=136;

Me voime leida 16ikepunktide koordinaadid ka suurema tépsu-
sega, kui joonestame need graafiku osad, mis on loikepunktide
ldhedal, suuremas mootkavas.
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Harjutused.
Lahendada jargmised vorrandisiisteemid:
Ix+y=11 (x—y=3 {xy=a

97.
lxy=24 xy = 40 -;-:b

98.
X—y=8 X=~y=6

X2 4 y2 =25 x2 4+ y2 =96 X2 — y? = 156
<2
3

1 1 1
e N
1 SR
l " S i 8
1 1 5
100. ! AT A
(*+y= 5
201 f9x2 — xy + 2y* + 4x = 20
T\ 5% —1lxy + 22 =0

102. Kaks jalakdijat peavad &dra kdima 270 km pikkuse tee. Uks neist
kédib iga pdev 6 km vorra rohkem kui teine, mistottu ta vajab kogu tee kii-

miseks 1,5 pdeva vdhem kui teine. Mitme pdevaga kdib dra kogu tee kumbki
jalakdija?
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103. Pollul on ristkiiliku kuju. Leida tema pindala, teades, et: 1) kui
tema pikkust vahendada 12 m vorra, laiust suurendada 12 m vorra, siis
omandab ta’ruudu kuju; 2) kui pikkust suurendada 12 m vorra ja laiust vidhen-
dada-12 m vorra, siis on tema pindala 15049 m2.

104. Kolme meetri korguse risttahuka diagonaali pikkus on 13 m; tema
aluse iimbermdot on 32 m. Leida risttahuka mootmed.

105. Téisnurkses kolmnurgas on hiipotenuus, mille pikkus on ¢, temale
tommatud korgusega jaotatud 2 16iguks, milledest iiks vordub selle 16igu juures
asetseva nurga vastaskaatetitega. Leida kaatetid.

106. Tadisnurkses kolmnurgas on hiipotenuusi pikkus ¢ ja kaatetite summa s.
Leida kaatetid.



Neljas jagu

Vorratused.

I. Esimese astme vorratused.

63. Eelmirkus. Me juba teame, mis mottes tuleb relatiiv-
sete arvude vallas moista viljendusi <«suurem» ja «viiksems,
nimelt: {itlus «a on suurem kui b» (a>b) tidhendab, et vahe
a—b on positiivne arv, ja iitlus «a on viiksem kui b» (a<b)
tdhendab, et see vahe on negatiivne arv.

64. Vorratuse pohiomadused. Kaks arvu voi kaks algebralist
avaldist, mis on omavahel seotud margiga > voi <, moodusta-
vad vorratuse. Vorratus koosneb kahest osast: vasakust
poolest ja paremast poolest.

Tahistame vorratuse vasaku poole tdhega a ja parema poole
tdhega b. Siis voime vorratuse pohiomadusi védljendada jargmiselt:

1) Kui a>b, siis b<a; niiteks: kui —2>-3, siis
e g = :

2), Kui a>b ja b>ec, siis a>c; niiteks: kui —2>-3 ja
—3> —4, siis —2>—4.

3) Kui a>b ja c=d, siis a+c>b4+d ja a—c>b—d,
s. 0. kui mittevordsete arvudega liidame voi lahutame neist vord-
sed arvud, siis vorratuse mark ei muutu (s. o. vorratuse suurem
pool jdab suuremaks). Niiteks: 2> —3; liidame voi lahutame
kummastki poolest —10:

Y4 (~10)> —~8+(—10), 5. 0. —85 — 13;
Sl 102 (—0). 56/ 1257,

4) Kui a>b ja c¢>d, siis a+c>b+d; samuti, kui a<b ja
c<d, siis a+c<b+d.
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Naiteks, kui kahe vorratuse —7>—10 ja —3>—4 pooled
litkmeti liita, siis saame — 10> —14.

Samuti, kui liikmeti liildame kahe vorratuse 2<8 ja —4<—2
pooled, siis saame: —2<6.

5) Kui a>b, aga c¢<d, siis a—c>b—d; voi kui a<b, aga
e>d, siis a—c<b—d.

Niaiteks:
- 8>-10 e 18
{8 > 3 ik \8>-2
ST T il 1

Lepime kokku konelda kahe vorratuse kohta, et nad on sama -
pidised, kui kummalgi on iikks ja seesama mark > voi <, ja
et nad on vastupidised, kui ithel vorratusel on mark >,
teisel aga miark <. Siis voib neljandat ja viiendat omadust val-
jendada nii:

kaht samapidist vorratust voib liikmeti liita; kaht vastupidist
vorratust voib liikmeti lahutada, jattes tulemuses selle vorratuse
margi, millest lahutati teine vérratus.

6) Kui a>b ja m on positiivne arv, siis am>bm ja a:m>
>b:m.

Kui vorratuse molemad pooled korrutame voi jagame iihe ja
sama positiivse arvuga, siis vorratuse mark ei muutu.

Naiteks korrutades vorratuse —5>—7 pooled +4-ga, saame:
—20>—28.

7) Kui a>b ja m on negatiivne arv, siis am<bm ja
a:m<b:m.

Kui vorratuse molemad pooled korrutame v6i jagame iihe ja
sama negatiivse arvuga, siis vorratuse mark muutub vastupidiseks.

Niiteks korrutades voryatuse —5>—7 molemad pooled
—1-ga, saame: 5<7.

65. Vorratuste suhtes (nagu vordustegi suhtes), mis sisalda-
vad tahti, on voimalikud kaht liiki kiisimused:

1) lahendada tundmatuid sisaldav vorratus, s. o. leida, mis-
suguste tundmatute védartuste puhul on antud vorratus kehtiv;
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2) toestada vorratuse samane kehtivus, s. o. niidata, et ta on
kehtiv tdhtede mistahes vaartuste puhul v6i vihemalt viirtuste
puhul, mis on piiritletud etteantud tingimustega.

Molema kiisimuse lahendamine pdohineb vorratuste monedel
-omadustel, mis on sarnased vorrandite lahendamise aluseks ole-
vate omadustega.

66. Samavidirsed vorratused. Vorratusi, mis sisaldavad iihte-
sid ja samu tundmatuid, nimetatakse samaviddrseiks, kui
neid rahuldavad nende tundmatute iihed ja samad védartused; nii
on kaks vorratust 3x+2<x+10 ja 3x<x+8 samaviirsed, sest
molemat rahuldavad x védartused, mis on vidiksemad kui 4, ja
ainult need véaairtused.

Vorratuste samavdarsuse kohta on kehtivad teoreemid, mis on

iisna sarnased taoliste teoreemidega vorrandite samavéirsuse
kohta.

67. Teoreem 1. Kui tundmatuid sisaldava vorratuse molema
poolega liidame (voi lahutame) iihe ja sama arvu, siis saame uue
vorratuse, mis on samaviirne esimesega.

Tédhistame tundmatuid sisaldava vorratuse vasaku poole
tdhega A ja parema poole tdhega B, m olgu mistahes arv. Toes-
tame, et kaks vorratust

A>B (1)
ja A+m>B+m (2

-on samaviddrsed. Oletame, et esimest vorratust rahuldavad téh-
tede moned kindlad vaartused. See tihendab, et nende véartuste
puhul on A arvuline vdartus suurem kui B arvuline véartus;
kuid siis on § 64 kolmanda omaduse pohjal tdhtede samade véar-
tuste korral ka summa A-+m arvuline vdartus suurem kui summa
B+m arvuline védrtus, sest kui vorratuse molema poolega lii-
dame {ihe ja sama arvu, siis vorratuse méark ei muutu. Tdhendab,
vorratuse (1) iga lahend on ka vorratuse (2) lahendiks.

Vastupidi: kui tdhtede teatavate vairtuste korral summa A+m
arvuline vaartus on suurem kui summa B+m arvuline véaartus,
siis tdhtede samade véirtuste korral on ka A arvuline véartus
suurem kui B arvuline véaartus (vorratus jdéb kehtivaks, kui vor-
ratuse molema poolega liidame — m); jarelikult koik vorratuse
(2) lahendid rahuldavad ka vorratust (1); tdhendab, need vorratu-
sed on samavéarsed.
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Et lahutamine on samavédarne vastupidise arvu liitmisega, siis

jéareldub sellest, et vorratuse molemast poolest voib lahutada iihe
ja sama arvu.

Jéreldus. Vorratuse mistahes liiget voib iihelt poolelt viia tei-
sele poolele vastupidise mairgiga.

Kui meil on niiteks vorratus A>B+C, siis liites kummagi
poolega arvu — C, saame A—C>B.

68. Teoreem 2. Kui tundmatuid sisaldava vorratuse mélemad
pooled korrutame (voi jagame) iihe ja sama positiivse arvuga, siis
saame uue vorratuse, mis on samavddrne esimesega.

Toestame, et kaks vorratust
A>B (1)
ja Am>Bm (2)

on samavéarsed, kui ainult m on positiivne arv.

Olgu tundmatute teatavate vaidrtuste puhul A arvuline vaartus
suurem kui B arvuline vdartus; siis on tundmatute samade vaar- -
tuste puhul ka korrutise Am arvuline védartus suurem kui korru-
tise Bm arvuline vaartus, sest vorratuse molemate poolte korruta-
misel positiivse arvuga vorratuse mark ei muutu. Tdhendab, koik
vorratuse (1) lahendid rahuldavad ka vorratust (2).

Vastupidi: kui tidhtede teatavate vdartuste puhul Am arvuline
vaartus on suurem kui Bm arvuline vaartus, siis on tahtede
samade vairtuste puhul ka A arvuline vdartus suurem kui B arvu-
line véartus, sest vorratuse molema poole jagamisel positiivse
arvuga vorratuse mairk ei muutu.

Mirkus. Positiivset arvu, millega meil toestuse kohaselt on
digus korrutada voi jagada vorratuse molemaid pooli (muutmata
vorratuse maérki), voib anda ka tdhtavaldise kujul, kusjuures see
avaldis voib sisaldada ka vorrandis esinevaid tundmatuid. Kuid
saarasel korral on vaja eraldi uurida, kas selle avaldise vaartused,
millega me korrutame voi jagame vorratuse molemaid pooli, on
positiivsed temas sisalduvate tahtede kdigi vidirtuste puhul.

Niiteks korrutame vorratuse A>B molemad pooled avaldi-
sega (x—5)2;

A>B; (1)
A(x—5)2>B(x—5)2 (2)
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Korrutaja (x—5)2 jdab positiivseks arvuks x koigi véddrtuste
puhul peale iihe: x=>5. Tdhendab, vorratused (1) ja (2) on sama-
vadrsed sel juhul, kui vdartus x=5 ei rahulda esimest vorratust;
vastupidisel korral vorratusel (1), mida rahuldavad vorratuse (2}
koik lahendid, on veel lahend x=5 (see lahend ei rahulda vorra-
tust (2), sest vorratus (2) muutub vorduseks).

Jareldus. Kui vorratuse molemad pooled sisaldavad iihise
positiivse teguri, siis voib sellega jagada vorratuse molemaid pooli.

Naiteks vorratuse (x—5)2(x—1)> (x—5)2(3—x) mdlemal poo-
lel on iihine tegur (x—5)2. Juhtumil, kui x=5, muutub see
tegur nulliks, kuid x koigi muude vaértuste puhul on see positiivne
arv. Lahend x=5 ei rahulda antud vorratust. Soovides otsusele
jouda, kas x muud védartused rahuldavad vorratust, voime jagada
vorratuse molemad pooled avaldisega (x—5)2 kui positiivse
arvuga; pdrast jagamist saame x—1>3—x. Koik x védrtused,
mis rahuldavad seda vorratust, vilja arvatud vaartus x=5, rahul-
davad ka antud vorratust.

69. Teoreem 3. Kui tundmatuid sisaldava vorratuse molemad
pooled korrutame (v0i jagame) iihe ja sama negatiivse arvuga
ning muudame seejuures vorratuse mirgi vastupidiseks, siis
saame uue vorratuse, mis on samavidirne esimesega.

See teoreem toestatakse samal viisil nagu teoreem 2; on vaid
tarvis arvesse votta, et vorratuse molemate poolte korrutamisel
voi jagamisel negatiivse arvuga vorratuse mirk muutub vastu-
pidiseks. '

Selle teoreemi kohta voib teha.samasuguse maérkuse, naguw
tegime teoreemi 2 kohta.

Jareldused. a) Muutes vorratuse koigi liikmete mérgid vastu-
pidisteks (s. o. korrutades tema molemaid pooli arvuga —1),
peame vastupidiseks muutma ka vorratuse maérgi. Y

b) Vorratuse molemaid pooli ei tohi korrutada tdhelise korda-
jaga, mille mark on teadmata.

¢) Murruliste liikmetega vorratuse voib vabastada murdudest.
Votame nditeks vorratuse:

A c s
—B—> Ty (1y
Toome koik liikmed vasakule poolele ja viime murrud {ihisele

nimetajale:

AD-BC
—p— >0. 2y
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Kui BD on positiivne arv, siis voime ta &ra jdtta vorratuse
marki muutmata, sest BD irajitmine on seesama, mis vorratuse
molemate poolte korrutamine selle arvuga. Jitnud BD éra, saame
vorratuse, mis ei sisalda murde:

AD—BC>0.

Kui BD.on negatiivne arv, siis voime ta dra jitta, muutes see-
juures vorratuse margi vastupidiseks; siis saame vorratuse, mis
ei sisalda murdavaldisi:

AD—BC<0.

Kui BD mairk on teadmata (mis esineb iildiselt siis, kui B ja D
sisaldavad tundmatuid), siis ei tohi me vorratuse molemaid pooli
BD-ga korrutada. Sel juhul arutleme nii: et murd oleks positiivne,
selleks on tarvilik ning piisav, et murru lugeja ja nimetaja olek-
sid iitheaegselt kas positiivsed voi negatiivsed. Jdrelikult vorra-
tust (2) rahuldavad tahtede sellised vadrtused, mille puhul

{ AD—BC>0 = {AD—BC<O
l BD>0 i BD<0

Seega taandub vorratuse (1) lahendamine kahest murruvabast
vorratusest koosneva siisteemi lahendamiseks.

70. Vorratuse toestus. Antud vorratuse Gigsuse médramiseks
ei saa piistitada mingisuguseid kindlaid reegleid. Margime ainult,
et iiks votetest seisab selles, et antud vorratus teisendatakse vor-
ratuseks, mille Gigsus on ilmne, ja siis, ldhtudes sellest ilmselt
oigest vorratusest, joutakse loogilise arutelu kaudu kuni esitatud
vorratuseni. Toome néite.

Toestada, et kui arvude x ja y summa on jddv arv, siis nende
korrutis omandab suurima vddrtuse juhtumil, kui x=y.

Olgu x+y=a, kus a on jadv arv. Kui x=y, siis kumbki neist
2

a . .s ~ a
arvudest on -, ja xy on siis vordne arvuga —-.

On vaja toestada, et kui x=£y, siis xy< % .
Teisendame seda toestamist vajavat vorratust nii:
x{/<‘?; dxy<a?; dxy<(x+Y)% 4xy<x2+2xy+y%
0<x2—2xy+y% 0<(x—y)2

Viimane vorratus on oige, kui x ja y ei ole vordsed. Siirdudes
jark-jargult viimaselt vorratuselt eelmiste vorratuste juurde, mar-
kame, et koik nad on samavidirsed. Tdhendab, ka esimene vorra-
tus on oige.
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Kui naiteks x+y=10, siis korrutise suurim vaartus on
5+ 5=25. . ‘

71. Uhe tundmatuga esimese astme vorratuse lahendamine.
Uhe tundmatuga esimese astme vorratuse iildkuju parast sulgude
avamist ja murrulistest liikmetest vabastamist on jargmine:

ax+b>a;x+b;.

Kandes tundmatud liikmed vasakule poolele ja tuntud liikmed
paremale poolele, saame:
(a—ay)x>b;—b.
Kui a—a,>0, siis, jagades vorratuse molemad pooled avaldi-
sega a—ay, leiame:

b—b
a—a, -

x>

Kui aga @ — @, <0, siis saame:
b,—b
A=ty

x<

Seega iiks esimese astme vorratus annab tundmatu iihe tokke,
s. 0. arvu, mis tokestab tundmatu véartust iilaltpoolt (x<<m) voi
altpoolt (x>m).
Niide. Lahendada vorratus 2x(2x—5) —27<<(2x41)2.
Avame sulud:
42 —10x—-27<4x2+4x+1.

Kanname liikmed iile ja koondame sarnased liikmed:
—14x<28.

Jagame vorratuse molemad pooled arvuga —14:
x>—2.

72. Kaks iihe tundmatuga esimese astme vorratust. Vaatleme
kahe vorratuse siisteemi:

f ax+b>a'x+b’
\ cx+d>cx+d’

Kumbki vorratus annab tundmatu iihe tokke.

Seejuures voib esineda kolm juhtumit.

1) Samapidised tokked. Sel juhtumil on kiillalt, kui
votta neist iiks. Kui naiteks x>7 ja x>12, siis on kiillalt, kui
votta ainult x>12, sest kui x>12, siis on ammugi x>7; voi
kui niiteks x<5 ja x<8, siis on kiillalt, kui votta x<5, sest siis
on ammugi x<8.

84



2) Vastupidised tokked, néditeks x>10 ja x<15.

Sel juhtumil voib tundmatu jaoks valida ainult selliseid vaar-
tusi, mis asetsevad leitud tokete vahel.

3) Vasturddkivad tokked, nditeks x<5 ja x>7. Sel
juhtumil siisteemil pole lahendeid.

Nidide. Lahendada kaks vorratust: 0,3x+5<0,5x ja 5x<
<60+2x. Esimene vorratus annab x>25, teine x<20. Tahen-
dab, kui need vorratused on tuletatud iihe ja sama iilesande tingi-
mustest, siis sellel iilesandel pole lahendit.

Harjutused.
Lahendada jargmised vorratused: \
107. x —7<2x+ 5 9x —8 + 3(x —2) <2(x + 3).

|08_.2_5£+'4>x—_;_; x+ 2b < 16 — 3(x — 2b).

® 3 % a+b S5x

o ey P e R e b

110. Kui @ > b ja ¢ =d, kas on siis alati ac > bd?

111. Kui a > b, kas on siis alati am > bm?

112. Mis voib iitelda arvude a ja b kohta, kui on teada, et ab>0¥
kui ab < 0?

a
113. Millisel tingimusel suureneb murd -, kui lugeja ja nimetajaga liita

itks ja sama positiivne arv (a ja b on positiivsed arvud)?



Viies jagu.
Progressioonid.
I. Aritmeetiline progressioon.

73. Ulesanne. To6lisele tehti iilesandeks kaevata kaev ja lepiti
kokku maksta talle siigavuse esimese meetri eest 0,3 rubla, teise
cest 0,5 rubla jne., suurendades t66tasu iga jirgneva meetri eest
0,2 rubla vorra. Kui palju maksti t66lisele, kui tema poolt kaeva-
tud kaevu siigavus on 10 m?

Ulesande 1ahendamiseks on vaja leida jirgmiste arvude summa;:

0,3+0,5+0,7+0,9+ 1,1 +1,3+1,5+1,7+1,9+2,1.

Selle summa voime leida lihtsamalt kui hariliku liitmise teel.
Mirkides summa tdhega s, kirjutame kaks jérgmist rida:

§=0,3+0,5+0,74+09+1,14+1,34+1,56+1,7 +1,9+2,1.
§=2,1+19+1,7+1,5+1,3+1,1+0,9 +0,7+0,5+0,3.

Teise summa kirjutasime, asetades esimese rea liidetavad vas-
tupidisesse jédrjekorda, mistottu summa muidugi ei muutunud. Lii-
dame niiiid koik arvud, mis asetsevad iiksteise all.

25=2,4+24+424+424+24+24+24+24+24+24,
- S o &
25s=24+10=24
ja jdrelikult
2

Niisiis kogu t66 eest tuli maksta 12 rubla.

Selles iilesandes oli meil tegemist iihe ja sama arvu vorra kas-
vavate arvude reaga. Sédraseid ridu nimetatakse aritmee-
tilisteks progressioonideks.
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74. Definitsioon. Aritmeetiliseks progressiooniks nimetatakse
niisugust arvude rida, milles iga arv, alates teisest, vordub eel-
neva arvu ning ihe ja sama, antud rea jaoks jdadva (positiivse voi
negatiivse) arvu summaga.

Nii on arvude read: 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46 ja
6, 4, 2, 0, —2, —4, —6 aritmeetilised progressioonid, sest esime-
ses reas on iga arv, alates teisest, vordne eelneva arvu ja posi-
tiivse arvu 4 summaga, teises reas aga eelneva arvu ja negatiivse
arvu —2 summaga.

Arve, mis moodustavad progressiooni, nimetatakse progres-
siooni liikmeiks. Positiivset voi negatiivset arvu, mis on vaja
liita eelneva liikmega, et saada jargnev liige, nimetatakse prog-
ressiooni vaheks.

Progressiooni nimetatakse kasvavaks voi kahanevaks
olenevalt sellest, kas ta liikmed rea algusest kaugenedes suurene-
vad voi vihenevad. Kasvava progressiooni vahe on positiivne arv,
kahaneva progressiooni vahe aga negatiivne arv.

Selle tihistamiseks, et arvude rida kujutab enesest aritmeeti-
list progressiooni, asetatakse monikord rea ette mark —+-.

Harilikult on kombeks tahistada esimest liiget tdhega a, vii-
mast liiget tihega I, vahet tihega d, koigi liikmete arvu tdhega n,
nende summat tdhega s1.

75. Aritmeetilise progressiooni iildliikme valem.

Olgu antud progressioon = 10, 14, 18, ... (vahe on 4).
¢

Siis 2. liige=10+4=14;

3. , =10+4+4=10+4-2=18;
4, ,, =10+4+4+4=10+4-3=22, jne.

Tahendab:
10. liige=10+4 + 9=46;
20. ,, =10+4"-19=386, jne.
Samuti, kui antud progressioon =+ 6, 4, 2,... (vahe on —2),
siis

2. liige=6+(—2) =4,
3. , =6+(—2)+(—2)=6+(—) *+2=2, jne.

! Mbonedes raamatutes tihistatakse progressiooni litkmeid ka nii: aj, ao.
as..., a,. Progressiooni vafiet tdhistatakse ménikord tahega r.

87



Naiteks:
10. liige=6+(—2) - 9=—12.

Uldiselt, kui on antud progressioon =+ a, b, ¢,... (vahe on d),
siis
2. liige=a+d;
3. , =a+d+d=a+2d,
4, , =a+2d+d=a+3d, jne.

Téhendab, et 10. liige on a+9d; 15. liige on a+14d, iildiselt
m-es liige on a+d(m—1). Seega:

aritmeetilise progressiooni iga liige vordub esimese liikmega,
pluss progressiooni vahe ja sellele liikmele eelnevate liikmete
arvu korrutis.

Viimane liige vordub esimese liikmega, pluss vahe ja liikmete
qihe vorra vahendatud arvu korrutis, s. o.

I=at+d(m—1). (1)
Niited. Lak)apicn

1) Leida progressiooni = 60, 75, 90, ... 10. liige.
Et selle progressiooni vahe on 15, siis 10. liige on
60+15 - 9=195.
2) Leida progressiooni + 40, 37, 34, ... 12. liige.
Et vahe on —3, siis 12. liige on
404 (—3) * 11=40—33=7.

3) Kui suur on n-es arv jarjestikuliste paaritute arvude reas
¥, 3 000 '

See arv on
1+2(n—1)=1+4+2n—2=2n—1.

Jdreldus. Aritmeetilist progressiooni, mille esimene liige on
-, vahe on d ja liikmete arv on n, voib esitada jargmiselt:

a, a+d, a+2d, a+3d, ..., a+d(n—1).

76. Aritmeetilise progressiooni liikmete summa valem. Algul
veendume aritmeetilise progressiooni jargmises omaduses:

aritmeetilise progressiooni algusest ja lopust vordsel kaugusel
-asetseva kahe liikme summa vordub didrmiste liikmete summaga.
\
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Naiteks progressioonis + 3, 7, 11, 15, 19, 23 leiame:
' 3423=26; 7+19=26; 11+15=26.

On arusaadav, miks see nii on: nende summade esimesed liideta-
vad (s. 0. 3, 7, 11) jdrjest suurenevad 4 vorra, teised liidetavad
aga jarjest vahenevad 4 vorra; seepdrast jddb iga liikkmepaari
summa itheks ja samaks.

Votame veel niite kahanevast progressioonist + 8, 6, 4, 2, 0,
—2, —4. Selles progressioonis on

8+(—4)=4, 6+(—2)=4, 4+0=4.

Liige 2, mis seisab vordsel kaugusel progressiooni algusest ja
I5pust, tuleb liita iseendaga: 24+2=4. Ka siin on selgitus sama:
liidetavad 8, 6, 4, 2 jdrjest vdhenevad 2 vorra, liidetavad —4,
—2, 0 ja 2 aga jérjest suurenevad 2 vorra. Seepérast jdab iga
lilkkmepaari summa muutumatuks.

Niiiid tuletame mistahes aritmeetilise progressiooni liikmete
summa valemi. Selleks kasutame sama viisi, mille abil leidsime
aritmeetilise progressiooni liikkmete summa § 73 iilesandes, nimelt
lildame liikmeti kaks progressiooni:

s=a+btc+ ... +it+k+l;
s=l+k+i+ ... +c+b+a.
2s=(a+1)+ (b+R)+(c+i)+ ...+
+(i+¢) + (k+b) + (I+a).
Kuid
a+l=b+k=c+i=... =l+a;

jarelikult :

2s=(a+I)n, kust s="—5 (a_H)" 2y

Aritmeetilise progressiooni koigi lukmete summa vordub
lilkmete arvu ja ddrmiste liikmete summa poole korrutisega.

Nii leiame iilesandes § 73 summa s jaoks
selle valemi jirgi sama arvu, mille varem
leidsime teisel teel:

s=[(0,3+2,1) * 10]:2=12.

Niide 1. Leida naturaalarvude rea n esi-
mese liikme summa (viimane arv kaasa arva-

//// ’//
n

tud). R
Rida 1, 2, 3,..., n on aritmeetiline prog-
ressioon, mille esimene liige on 1, vahe on 1, Joon. 25.

: 89



liikmete arv on n ja viimane liige on samuti n; seepirast

s=1+2+3+ ... +n="0

Nii:
“142434+445+6= 6-(574'3 S OT:

Ndide 2. Leida esimese n paaritu arvu summa.

Nagu eelmises paragrahvis nagime, n-es paaritu arv on 22—1;
seepdrast

= [1+(2n2—1)]-ﬂ A

Nii on -
14+3=4=22; 14+3+4+5=9=32

14+34-54+7=16=42; jne.

Seda paaritute arvude summa omadust kujutab naitlikult joo-
nis 25, mis on koostatud jargmiselt: ruudule (all vasakul) on lisa-
tud kolm samasugust ruutu (1 iiles, 1 korvale ja 1 iilemisse pare-
masse nurka); nendele ruutudele on lisatud veel 5 ruutu (2 iiles,
2 korvale, 1 iilemisse paremasse nurka). Neile on jéllegi lisatud
7 ruutu, siis 9 ruutu jne. Siit ilmneb, et

1+43=22, 1+43+5=32,- 1434+54+7=42, jne.

Niide 3. Leida progressiooni =+ 3, 2-%—, 2, ... kiimne liikme
summa.

Siin a=3, d=2—;— —3=——%; seepdrast on progressiooni
10. liige 3 —i > 9=——1—1— ja otsitav summa on

[3+(—1 )]

1

:7"5.

?
Kontroll-

325 424 Ik Ip 058 ¢ il Mg vty
77. Mirkus. Et viie arvu a, /, d, n ja s jaoks on meil kaks
vorrandit:
1) I=a+d(n—1) ja 2) s=2LD2,

'siis voime kolme antud arvu jargi leida uleJaanud kaks. Lahen-
dame nditena jdrgmise iilesande.

Leida progressiooni liikmete arv, kui progressiooni esimene
liige on 7, vahe on —2 ja koigi liikmete summa on 12.
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Selles iilesandes on antud: a=7, d=—2 ja s=12. Tundmatud
on { ja n. Asetades valemisse (1) ja (2) antud arvud,
saame:

I=7-2(n—1)=9-2n; 12:(7-21),,,
kust ‘
12= THIZ2E —(g—n)n;

n2—8n+412=0; n=4+v/16—12=4=+2;
ni=0; na=2.

Saadakse kaks vastust: liikmete arv on kas 6 voi 2. Ja toe-
poolest, kahel progressioonil 7, 5, 3, 1, —1, —3 ja 7, 5 on iiks ja
sama summa 12. “

78. Naturaalarvude rea liikmete ruutude summa valem. Tule-
tame valemi, mis v6imaldab arvutada naturaalarvude rea esi-

mese n liikme ruutude summa. Valemi tuletamiseks vaatleme jarg-
misi samasusi:

23=(141)83=1843-12- 1+3 1" 12413
3=(2+1)3=284+3-22-1+43"2" 12413
(n+1)3=n3+3-n2 - 143 n- 12418,

Liites need samasused ja koondades sarnased liikmed saadud:
samasuse paremal ja vasakul poolel, saame:

(n+1)3=143(124+224324.. .4+n2)+3(1+
+2434...4n) +n.
Kuid
B8 LR RN Ul
jarelikult
 8(12422+324 ... 4+n2) = (n+1)3— (n+1) —
Lihtsustame selle vorduse paremat poolt:

aa | L ro e o P
=@+D|n+12-1-%]=

=5 (n+1) @2n2+n) = n(n+1) (2n+1).

3n(n+1)
2

Seega

12424324, 4n2= 202E 135(2,1 +1

or



Harjutused.
114. Leida 30. liige aritmeetilises progressioonis 3, 7, ...

115. Leida 15. liige aritmeetilises progressioonis, mille esimene liige on
130 ja vahe —3.

116. Mitu liiget peab olema progressioonis - 4, 8, ... , et lilkmete summa
oleks 112?

117. Leida 103 liikme summa progressioonis —- 103, 101, .,

118. Aritmeetilise progressiooni 3. liige on 7 ja 9. liige on 8. Leia I.
ja 6. liige.

119. Naiidata, et kui @, b ja ¢ on aritmeetilise progressiooni kolm iiks-
teisele jirgnevat liiget, siis & on a ja c aritmeetiline keskmine.

120. Aritmeetilise progressiooni 2. liige on 1 ja 5. liige on 7. Leida arit-
meetilise progressiooni 1000 liikkme summa.

121. Leida aritmeetilise progressiooni liikmete arv, kui vahe on — 12, vii-
mane liige on 15 ja koigi liikmete summa on 456.

122. Mitme vorra on koigi tdisarvude summa 51-st kuni 100-ni (viimane
kaasa arvatud) suurem kui koigi tdisarvude summa 1-st kuni 50-ni (viimane
kaasa arvatud)?

123. Mitu 166ki 166b dopdeva jooksul kell, mis 166b nii tdis- kui ka pool-
tunde?

124. Kas tdisnurkse kolmnurga kiiljed vdivad moodustada aritmeetilise .
progressiooni?

125. Keha, langedes teatavast korgusest, 14bib esimese sekundi jooksul
49 m, igal jirgmisel sekundil aga 9,8 m rohkem. Milliselt korguselt langes
keha, kui langemine kestis 10 sekundit?

126. Antmeetlhse progressiooni kuue liikme summa on 17. Leida see
progressioon, teades et 4. liige on 3.

l)n
127. Vorrandeist [=a+d(n—1) ja s=(—a—+7)— korvaldada [, teiste

sonadega: avaldada s sdltuvana ainult a-st, d-st ja n-st.

128. Leida kolm niisugust arvu, mis moodustaksid aritmeetilise progres-
siooni vahega d ja millede summa vorduks nende korrutisega.

II. Geomeetriline progressioon.

79. Ulesanne. Muistendi jargi tegi India prints Siram male-
mangu leiutajale ettepaneku kiisida temalt tasu, millist ta tahab.
See palus, et temale antaks malelaua esimese ruudu eest 1 nisu-
tera, teise eest 2 tera, kolmanda eest 4 tera jne., suurendades
terade arvu kaks korda iga jargneva ruudu eest. Prints oli nous.
Kui aga arvutati nisu hulk, mis tuli anda malelaua 64 ruudu eest,
siis ilmnes, et niisugust tasu pole voimalik vilja anda, kuna sel-
leks ei piisa nisu. Kui palju teri oleks tulnud lejutajale anda?
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Terade hulk, mis oleks tulnud 64 ruudu eest-anda, on vordne
jargmise rea summaga:

s=1+4+24+224234+ . .. +26§+263.
Me voime leida selle summa tema iiksikuid liidetavaid arvuta-
mata. Selleks korrutame vorduse molemad pooled 2-ga:
25=2+224+23 4244 42634264
Lahutame niiiid sellest vordusest eelmise vorduse; siis saarﬁe

vasakul poolel s, paremal poolel aga 264—1 (arvud 2, 22, 23, ..
263 hivivad):

*'y

=264,

Tahendab, tuleb arvutada aste 264, mida voib teha kas jarjes-
tikusel korrutamisel kahega valemi jargi:

264=9-.92-2-2. .. (64 tegurit)
vOi valemi jargi: '
264 =[(216)2]2 = (65 5362)2.
Nii leiame 16puks, et terade arv on:
§=264—1=18 446 744 073709 551 615.

Voib arvutada, et kui selline arv teri kiilvata iihtlaselt kogu
maakera maismaale, siis tekiks 9 mm paksune nisukiht.

Selles iilesandes on meil tegemist arvude reaga, milles iga arv,
alates teisest, vordub eelneva arvu ning iihe ja sama arvu korru-
tisega. Seesuguseid arvude ridasid nimetatakse geomeetri-
listeks progressioonideks.

80. Definitsioon. Geomeetriliseks progressiooniks nimetatakse
niisugust arvude rida, milles iga arv, alates teisest, vordub eelneva
arvu ning iithe ja sama, antud rea jaoks jddva arvu korrutisega.
Seega jargmised kolm rida:

2, 4,.8,16, 32,64, 128, . . :
8, —16, 32, —64, 128, —256, 512, ... ;

5 5 5 5 5
20, 10, 5, 7, T, —8‘; ﬁa 52'!

on geomeetrilised progressioonid, sest nendes ridades iga arv, ala-
tes teisest, saadakse eelnevast arvust, korrutades seda esimeses

& s 1
reas arvuga 2, teises reas arvuga —2 ja kolmandas arvuga 5
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Selle tahistamiseks, et antud rida on geomeetriline progres-
sioon, kirjutatakse monikord rea ette <= .

Nagu aritmeetilises progressioonis, nii nimetatakse ka geo-
meetrilist progressiooni moodustavaid arve tema liikmeik s>
arvu, millega tuleb eelnev liige korrutada, et saada jargnev, nime-
tatakse progressiooni teguriks.

Progressiooni nimetatakse kasvavaks vdoi kahanevaks
olenevalt sellest, kas progressiooni liikmed rea algusest kaugene-

Joon. 26,

des absoluutvdirtuselt suurenevad véi védhenevad; nii on kolmest
eespool toodud progressioonist esimene ja teine kasvavad, kolmas
aga kahanev progressioon. Kasvavas progressioonis on teguri
absoluutvédirtus suurem kui 1, kahanevas progressioonis on see
aga vaiksem kui I.

Harilikult téhistatakse progressiooni tegurit tdhega ¢ ning
liilkmeid, nende arvu ja summat samuti nagu aritmeetilises prog-
ressiooniski, s. 0. @, b, ¢, ... , [ (viimane liige), n (liikmete arv)
ja s (summa).

81. Geomeetrilise progressiooni vordlemine aritmeetilise prog-
ressiooniga. Aritmeetilise progressiooni kahe korvuti asetseva
liikme vahe jaab alati iiheks ja samaks, mistottu tema liikmed kas-
vavad (v6i kahanevad) iihtlaselt (joon. 26, vasakpoolne). Vaat-
leme, milline on geomeetrilise progressiooni + a, b, ¢, ... (tegur
on g) kahe korvuti asetseva liikme vahe.

Progressiooni definitsioonist jireldub, et b=agq, c=bg,
d=cq jne., jarelikult

b—a=aq—a=a(qg—1);
c—b=bg—b=>b(q—1), jne.

94



Kui progressioon on kasvav ja tema liikmed on positiivsed, siis
a<b<e<... jne.; seepdrast ka

ag—1)<b(g—1)<c(g—1)<...,

b—a<c—-b<d—c<... jne.

Tahendab, positiivsete liikmetega geomeetrilises progressioonis
kahe korvuti asetseva liikme vahe suureneb sedaméoda, kuidas
suureneb nende kaugus rea algusest; seetottu sellise progressiooni
litkmed kasvavad seda kiiremini, mida kaugemal nad asetsevad
rea algusest, mis on nditlikult kujutatud joonisel 26 (parem-
poolne).

Naiteks:

: =2 406 8 )1 9 T

w24, 8, 16,32, 64, 4.

82. Geomeetrilise progressiooni iildliikme valem. Olgu antud
geomeetriline progressioon

<++3, 6,-12, 24,... (tegur on 2).

Siis
2. liige=3 * 2=6;
S PmaR R T s T
dirliet==23 00 D O3 I8 D4 ine

Naiteks 10. liige=3 * 29=3 - 512=1536. -
Samuti, kui meil on progressioon
2 1 1 1
10, 5, 95, 14 ..(tegur on 7),
siis

1 1%2...10 2%
3. . =10¢ -3=10-(3)=7=25;
s PO S
4 —10'7°7'7—1°(7 = pely e

Uldiselt, kui meil on progressioon kujul
=4, b i o{tegur. on q),
siis on temas
2. liige=ag=agq?,
3. ., =aq-q=aq?
4. ,, =aq? - g=agqs3, jne.



Seega 10. liige =agq?9, iildiselt m-es liige =ag™'. Tdhendab:
geomeetrilise progressiooni iga liige, alates teisest, vordub esi-
mese liikme ja progressiooni teguri astme korrutisega, milles asten-
dajaks 'on koigi eelnevate liikmete arv.
Viimane liige /, millele eelneb n—1 liiget, avaldatakse vale-
miga:
T

Niide 1. Leida 6. liige progressioonis <+ 3, 12, ...
Selle progressiooni tegur on 12:3=4; seepidrast 6. liige on
3 - 45=3072.

Ndide 2. Leida 10. liige progressioonis <+ 20, 10, ...

Et selle progressiooni tegur on 10:20=%, siis 10. liige om
1)\° 1 1 5 5
20 - (?) =205 =5.2 = 2 = 2.
Jareldus. Geomeetrilist progressiooni, mille esimene liige on
a, tegur on ¢ ja liikkmete arv on n, voib kirjutada nii:

w5 0,: A0, 0% a8, .., agtTl,

83. Geomeetrilise progressiooni liikmete summa_ valem. Kasu-
tame seda votet, mille abil leidsime varem (§ 79) summa
1+2+224...4+263 Korrutame vorduse

s=a+b+c+...+k+l : (1)

molemad pooled teguriga g, siis saame:
sg=aq+bg+cqg+...+kg+lg.
Kuid
ag=>b, bg=c, cg=d,..., kRg=l,
jarelikult
X sg=b+c+d+...+1+1g. (2)
Lahutades liikmeti vordusest (2) vorduse (1), leiame:
sg—s=Ilg—a, s.o. (g—1)s=lg—a,

kust
lg—a

Se= q-——l.

Geomeetrilise progressiooni liikmete summa vordub murruga,
mille lugejaks on viimase liikme ja progressiooni teguri korrutis
miinus esimene liige, nimetajaks aga progressiooni tegur miinus 1.’
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Markused. 1. Et kahaneva progressiooni puhul —1<g¢g<l,
siis on parem anda sellise progressiooni summa valemile teist-
sugune kuju, korrutades murru lugeja ja nimetaja arvuga —1:

o g
o5t ik

2. Kui tdhe / asendame tema avaldlsega ag"', siis summa
valem saab jargmise kuju:

PRRE . kL 4 olems. SR SRR IE Fon L gt 1| e, o1 I8

) g—1 — g—1 1—g = 1—gq
Nidide. Leida progressiooni kaheksa liikme summa, kui a=1
ja g= %— Siis
1 7__ 1\7
: =1-(3)=(5)
ja

1—( ) 3 1—(%‘) e ( ) 3280

Aok 12187 -

iy 3
84. Geomeetrilise progressiooni ndide. Leida geomeetrilise
progressiooni esimene liige a ja viimane liige I/, kui ¢=3, n=5
ja =242,
Algul leiame ! valemi jargil=aq"'=a 3% ja asetame siis
selle avaldise ning antud arvud summa valemisse:
\@-3P-3—a _ a(F-—-1)

242_ — = g = 121a,
kust leiame, et

a=242 :12}=2,
Niiiid leiame, et

Ji= e AL, 169
Kontroll: 2+46+18+544162=242.

Harjutused.

129. Leida esimene liige geomeetrilises progressioonis, mille tegur on 5
ja 7. liige on 62500.

130. Leida geomeetrilise progressiooni 5, %, ... esimese kaheksa liikme
summa.

131. Leida neli arvu, teades, et nad moodustavad geomeetrilise progres-
siooni, et nende summa on 360 ja et viimane arv on teisest 9 korda suurem.
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132. Leida geomeetrilise progressiooni 1, V2, ... kaheteistkiimne litkme
summa. '

133. Moodustada neljast arvust selline geomeetriline progressioon, mille
esimese ja kolmanda liikme summa oleks 5, teise ja neljanda liikme summa
oleks 10.

134. On tahele pandud, et iithe linna elanikkond suureneb igal aastal iihes
ja samas vahekorras. Kui suur on see vahekord, kui elanikkond suurenes kolme
aasta jooksul 10000 inimeselt 14 641 inimesele?

135. Niidata, et rida, mis on moodustatud geomeetrilise progressiooni
liilkmete poordarvudest, on samuti geomeetriline progressioon, Kas see oma--
dus on ka aritmeetilisel progressioonil?

136. Geomeetrilise progressiooni 5. liige on 61, 11. liige on 1647. Leida
7. liige.

137. Toestada, et igas geomeetrilises progressioonis 4., 5. ja 6. liikme
summa on 1.,-2. ja 3. lilkme summa ning 7., 8. ja 9. liilkme summa geomeet-
riline keskmine.

138. Geomeetrilise progressiooni 1. ja 2. liikkme vahe on 8, 2. ja 3. liikme
summa on 12. Leida see progressioon.

139. Kas tdisnurkse kolmnurga kiiljed véivad moodustada geomeetrilise
progressiooni?

IIl. Lopmatud progressioonid.

85. Lopmatute progressioonide moned omadused. Kui arvude
rida, mis moodustab progressiooni, jitkub piiramatult, siis nime-
tatakse progressiooni l6pmatuks. Vaatleme selliste progres-
sioonide mond omadust. '

a) Votame 16pmatult kasvava aritmeetilise progressiooni, mille
vahe on vdga viike, niiteks jargmise:

Sl L0k 102 1031 .04; .

Hoolimata seilest, et selle progressiooni liikmed kasvavad viga
aeglaselt, iiletavad nad kiillalt kaugel progressiooni algu-
sest mistahes antud arvu, kui suur see ka oleks, niiteks nad muu-
tuvad suuremaks kui 1000 000. Téepoolest, selleks et selle prog-
ressiooni (n-+1) liige, mis vordub 140,017, muutuks suuremaks
kui 1000 000, on kiillalt, kui votta n viirtuseks nii suur arv, mis
rahuldaks vorratust 140,0172>1 000 000.

Sellest leiame: n> 9%909199 = 99,999 900.

Et I6pmatus progressioonis liikmete arv n vaib olla kuitahes
suur, siis voib selle votta suurema kui 99999 900; jarelikult
14+0,01n saab suuremaks kui 1000 000.
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Sellist arutlust voib korrata iga kasvava lopmatu aritmeetilise
progressiooni kohta; seepdrast voime teha jargmise {ildise jirel-
duse:

Iopmatult kasvava aritmeetilise progressiooni algusest kiillalt
kaugel asetsevad liikmed iiletavad iga kuitahes suure antud arvu.

Votame 1opmatult kahaneva aritmeetilise progressiooni, néiteks
-+ 1000, 998, 996,... (vahe on —2). Kui suur ka oleks esimene
liige, ikka saavad progressiooni liikmed teatavast kohast alates
negatiivseks, ja kiillalt kaugel progressiooni algusest nende abso-
luutvairtused iiletavad kuitahes suure antud arvu.

b) Votame niiiid positiivsete liikmetega 1opmatult kasvava geo-
meetrilise progressiooni, néiteks jargmise:

=+1; 1,01; 1,012=1,0201; 1,013=1,030301;
(tegur on 1,01),

ja vordleme seda lopmatu aritmeetilise progressiooniga
151,015 1,02; 1,08; ... (vahé-on 0,01),

mille esimesed kaks liiget on vordsed meie poolt voetud geomeet-
rilise progressiooni esimese kahe liikmega.

Nagu varem nédgime, kasvavad geomeetrilise progressiooni liik-
med kiiremini kui aritmeetilise progressiooni liikmed.

Kuid kasvava aritmeetilise progressiooni liikmed iiletavad kiil-
lalt kaugel progressiooni algusest mistahes arvu; tdhendab, meie

geomeetrilise progressiooni litkkmed voivad ammugi iiletada iga
antud arvu.

Niisiis:
positiivsete liikmetega 16pmatult kasvava geomeetrilise progres-

siooni liikmed iiletavad kiillalt kaugel progressiooni algusest iga
kuitahes suure antud arvu.

See omadus on ka sellisel kasvaval geomeetrilisel progressioo-
nil, mille koik voi moned liikmed on negatiivsed (nditeks: —5,
—10, —20, ... voi 5, —10, 20, —40, ...), ainult et sel korral
ei tule rddkida liikmeist, vaid nende absoluutvididrtustest.

¢) Votame niiiid positiivsete liikmetega 16pmatult kahaneva
geomeetrilise progressiooni kohta niite:

1 1
L, 35 2 23, x (teguron )
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Sellise progressiooni liilkmed nende kaugenemisel progressi-
ooni algusest muidugi vahenevad, kuid kas nad voivad saada viik-
semaks igast antud positiivsest arvust, niiteks viiksemaks kui
0,000001, seda pole algul ndha. Et seda avastada, votame abi-
progressiooni, mille lilkmed on meie poolt voetud progressiooni
liikmete poordarvud:

I, 2,-22; 28, is 2% o (egurion 2):

See progressioon on kasvav ja seepérast, nagu praegu nagime,
illetavad tema liikmed kiillalt kaugel progressiooni algusest
iga antud arvu; tdhendab, nad iiletavad ka 1000000. Kui aga
ilmneb, et

27 >1 000 000,
siis on ilmselt
1 1
o << T000000 "
Rakendame seda arutlust mistahes positiivsete liikmetega 16p-
matult kahaneva geomeetrilise progressiooni
LS b6 L ofegur <)
kohta.
Et néidata, et selle progressiooni litkmed kiillalt kaugel prog-
ressiooni algusest muutuvad viiksemaks igast kuitahes viikesest
antud positiivsest arvust «, votame geomeetrilise abiprogressiooni

. i l : —l—n, ...(tegur —;—>l)

~a? E; a—qu Eﬁa"')aq

.

See on kasvav progressioon, sest tema tegur on suurem kui 1.
Kui kasvava geomeetrilise progressiooni lilkkmed voivad iiletada

iga antud arvu; jarelikult {iletavad nad ka arvu%—. Seepérast
kiillalt suure arvu n puhul on rahuldatud vorratus:

—ln- >L, ja siis ag" < a.
qqts oG
Seega:

positiivsete liikmetega lopmatult kahaneva geomeetrilise prog-
ressiooni algusest kiillalt kaugel asetsevad liikmed on viiksemad
kuitahes vdikesest antud positiivsest arvust.

See omadus on ka 16pmatult kahaneval geomeetrilisel progres-
sioonil, mille koik voi moned liikmed on negatiivsed, kuid sel kor-
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ral ei rddgita progressiooni liikmeist, vaid nende absoluut-
vaartustest.
86. Piirvaartuse moiste. Oletame, et me lopmatult kahanevas
geomeetrilises progressioonis
T
e A T e

votsime algusest 10 liiget; siis viimane (10.) liige on (%)q , kiimne
litkme summa (mida tdhistame siimboliga si0) on:

3 1\10
a——lq ( ) _(7) E 138 1
Slo_ l —2—(‘2—)——2—?9
2
Samuti leiame:
1 1
311:2'—'27); 312:2—5‘1; ...;Sn+1:2—2—"-

Me naeme, et liitkmete arvu kasvades laheneb nende summa

iiha enam ja enam arvule 2. Nii on summa s, , murru (%)n vorra
vaiksem kui 2, aga see murd, nagu ndgime, muutub kiillalt
suure n korral vaiksemaks igast antud positiivsest arvust.

Kui mingi muutuva suuruse (meie ndites — progressiooni liik-
mete summa) vaartus ldheneb ikka enam ja enam teatavale jda-
vale arvule (meie naites — arvule 2) nii, et jddva arvu ja muu-
tuva suuruse vahe absoluutvédirtus saab ja jddb vidiksemaks igast
kuitahes viikesest antud positiivsest arvust, siis nimetatakse seda
jaavat arvu muutuva suuruse piirvaartuseks.

Seda markides voime iitelda, et muutuv summa

1+ +2,+25+ +'——

ligineb arvu n lopmatul kasvamisel p11rvaartusele 2, mida kirjuta-
takse nii:

1 1 1 1 .
(1+7+72+§+...+-27) > 2, kui n>co
(n > = loetakse: «n ligineb lopmatusele»), voi kirjutatakse nii:

1im,(1+%+2l2+213+...+5‘;):2.

n->» oo

Siin siimbol «lim» on ladinakeelse sona limes (piir) lithendus.
Selle siimboli juurde asetatud kirjutis n>co asendab lauset: «Kui
n kasvab piiramatult» (kui n ligineb co-le).
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Ka piltlikult voib ndidata (joon. 27), et vaadeldav summa lihe-
neb piiramatult arvule 2. Oletame, et 16ik A4A;=1 ja AB=2.

A

Ay g o g

Joon. 27.

s 1 3 1 1 1 1 ¥
Siis 1+7:AA2, 1+7+T:AA3’ 1+7+'&-+§:AA4]HC.,
on selge, et progressiooni liikmete arvu suurendades me lihe-
neme piiramatult punktile B ja tdhendab summa 1+%+-;—+...
laheneb piiramatult 16igule AB=2.

87. Lopmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni summa
valem. Kui lopmatult kahanevas geomeetrilises progressioonis
a, ag, ag2, ag3, . .. (—1<qg<l1)
votame algusest n liiget, siis n-es liige on ag® ja_'n liikme

summa on

a—lqg _ a—aqn
Peg i i hegici

Sp —

Seda valemit voib kirjutada ka nii:

a aqn
Sp =+ g

I—q  1—-q°

Oletame, et n kasvab piiramatult. Siis arv 1aTq jadb muu-

aq”q viheneb oma absoluutvidartuselt ja

tumatuks, kuid murd =
seejuures lopmatult, kuna tema lugeja muutub absoluutvdartuselt
viaiksemaks igast antud positiivsest arvust, nimetaja aga jdib

muutumatuks. Tdhendab:

Sn > kui > .

a
RS,
Seda piirvéﬁrtustﬁnimetataksegi Iopmatult kahaneva geo-
meetrilise progressiooni summaks,

s. 0. lopmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni liikmete
summa vordub progressiooni esimese liikme ning arvu 1 ja prog-
ressiooni teguri vahe jagatisega.
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Niiteks, liikmete summa geomeetrilises progressioonis
x 1 1 1 1
721_11 +_2_y __—4'"’ +—8_’ _E""

milles g= — —;— ja a=2, vordub

:tigyzmizgz%.

Juurdelisatud joonisel on kujutatud rida ordinaate, mis ndit-
likult kujutavad antud progressiooni iihe, kahe, kolme, nelja jne.
lilkme summa suurust.

Need ordinaadid muutuvad kord suuremaks kui 1—;—, kord véik-

semaks kui 1;—, lahenedes itha enam sellele arvule (joon. 28).

88. Geomeetrilise progressiooni ., 2
summa valemi rakendamine perioo-
diliste kiimnendmurdude puhul. Vo- oy et vl (v Bl
tame jiargmised kaks puhtperi- 1t ;
oodiliste (s. o. selliste, millel 2 i la |,1 1 s E

27918 e

Py
-l

periood” algab kohe pérast koma)
kiimnendmurdude néidet:

1) 0,999 Fja 2):0,232323 ;. Joon. 28.

Need murrud kujutavad endast summasid:
9 9 9 9 AL 23 23
101 100t 000 + o606 T -+ 1 100 + 000 T Tooo000 T+

Nende summade liidetavad on 1opmatult kahaneva geomeetri-

lise progressiooni liikmed, kusjuures progressiooni teguriks on
. pEEEhE BYIN R 1 " :
}esnmesel progressioonil ;7 ja teisel 100" Need summad vorduvad:
9 23
10 9 100 o ot Teae e g
DT hmare g A e S
10 ~ 100

Neist naiteist ndahtub, et

puht-perioodiline murd vordub hariliku murruga, mille luge-
jaks on periood ja nimetajaks arv, mis on Kirjutatud nii mitme
9-ga, kui mitu numbrit on perioodis.
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Votame niiiid kaks segaperioodiliste (s. o. niisuguste, millel
periood ei alga kohe pirast koma) kiimnendmurdude niidet:

3) 0,2888 ... ja 4) 0,3545454 ...
Neid murde voib esitada summadena:
2 8 8 8
3) 16+ 106 1 1000 + 10000 T -
ja
4 54
) 10 + 1000 + 100000 + 10 000 000 +

Nende summade liidetavad, alates teisest, on 16pmatult kaha-
neva geomeetrilise progressiooni liikmed; kolmandas summas on

Y 1 2 ..
tegurlks 0 neljandas summas 106 - Seepiérast need summad vor-
duvad:

8
100 8 848 2105208
3) 10+ ____L O+ 100 - 10 — 0+90 Ao 90 ey
10
282 2 13
o0 D 4D
54
1000 54 54 _ 3-99454
Y 1 S5 10+1000—10 1o+990 %0 T
100
3,100 —~3 454 8643, 351 39

990 T 7990 T 990 110
Neist naiteist selgub, et:
segaperioodiline murd vordub sellise hariliku murruga, mille
lugejaks on teise perioodi ees seisva arvu ja esimese perioodi ees
seisva arvu vahe ning nimetajaks on arv, mis on kirjutatud nii

mitme 9-ga, kui mitu numbrit on perioodis, ja nii mitme nulliga,
kui mitu numbrit on koma ja esimese perioodi vahel.

Harjutused.

Leida I6pmatult kahanevate progressioonide summad:

1
140. 3+1+'§+...; 8—4+4+2—-...,
1 1 1 3 9
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1 1 . b, b® b3
g HRae s N B < N Rt ke 68 Aol TP ok
143. 1+x+x24+34...0<x<1).
144, l—x+x=—x’+...(_0<x<l).

145. Lopmatu geomeetrilise progressiooni summa on 7%, esimese kahe
-litkme summa on 6%. Leida progressiooni 6. liige.

146. Viljendada jargmiste perioodiliste murdude tdpsed vaartused hari-
likes murdudes: 0,777 ...; 27171 ...; 0,(142857); 0,3(8); 1,41(26); 0,16(21).

147. Ruutu, mille kiilg a. on joonestatud teine ruut, mille tipud aset-
sevad antud ruudu kiilgede keskel. Sellesse ruutu on joonestatud samal viisil
kolmas ruut, kolmandasse neljas jne. kuni lopmatuseni. Leida koigi ruutude
pindalade ja iimbermootude summa.



Kuues jagu.
Astendaja moiste iildistus.

I. Taisarvulised astendajad.

89. Taiisarvuliste positiivsete astendajate omadusi. Seni eelda-
sime, et astendajad on positiivsed tdisarvud, kusjuures me and-
sime neile motte, mis on véljendatud jargmises definitsioo-
nis:

astendada arv a mingi tdisarvulise positiivse astendajaga n
tdhendab leida n vordse teguri korrutis aaa. . .a.

Loetleme nende astendajate omadused, mis on meile tuntud
algebra kursuse eelmistest peatiikkidest:

1) ithe ja sama arvu astmete korrutamisel liidetakse nende
astendajad;

2) iithe ja sama arvu astmete jagamisel lahutatakse jagatava
astendajast jagaja astendaja, kui jagaja astendaja pole suurem
jagatava astendajast;

3) negatiivse arvu astendamisel paarisarvulise astendajaga
saadakse positiivne arv, paarituarvulise astendajaga astendamisel
aga negatiivne arv;

4) et astendada korrutis, tuleb astendada sama astendajaga
iga tegur eraldi;

5) et astendada aste, tuleb astendajad korrutada;

6) et astendada murd, tuleb astendada sama astendajaga
lugeja ja nimetaja eraldi;

7) et astendada juur, tuleb astendada sama astendajaga juu-
ritav;

8) et juurida aste, tuleb astendaja jagada juurijaga, kui sel-
line'jagamine on teostatav jaigita.

]
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Niiiid laiendame astendaja moistet, koneldes negatiivseist ja
murrulistest astendajaist, mida me pole seni kasutanud.

Seejuures ndeme, et koik tdisarvuliste positiivsete astendajate
omadused on kehtivad ka negatiivsete ja murruliste astendajate
puhul.

90. Astendaja null. Uhe ja sama arvu astmete jagamisel voib
juhtuda, et jagatava astendaja vordub jagaja astendajaga.

Olgu arv a” vaja jagada arvuga a”. Kasutades paragrahvis 89
antud reeglit (2) saame:

g R e

Kuid nullil pole astendajana seda tdhendust, mis antakse tdis-
arvulistele positiivseile astendajaile, sest arvu ei saa null korda
vitta teguriks. Et avaldisele a® anda mote, ldheneme kiisimusele
arvu a” jagamisest arvuga a” teisest kiiljest. Me teame, et mis-
tahes nullist erineva arvu ja temaga vordse arvu jagatis on 1.

Seeparast on kokku lepitud lugeda a®=1.

Seega voime defineerida, et:

iga arv (vilja arvatud null) astmes null vordub iihega.

Et eespool loetletud taisarvuliste positiivsete astendajate oma-
dused on rakendatavad ka, nullilise astendaja kohta, selles on=
kerge veenduda. Nii:

am.a’=qgmto—qm; (@) =am0=a’=1 jne.

91. Negatiivsed tédisarvulised astendajad. Lepime kokku,
et ithe ja sama arvu astmete jagamisel lahutame jagaja astendaja
jagatava astendajast ka sel juhtumil, kui jagaja astendaja on
suurem kui jagatava astendaja. Siis saame jagatisena negatiivse
astendajaga astme, nditeks a2:a5=a3. Seega siis lepime
kokku kasutada arvu negatiivse astendajaga astet selle arvu ast-
mete jagatise tdhistamiseks juhtumil, kui jagaja astendaja iiletab
jagatava astendaja nii mitme iihe vorra, kui suur on negatiivse
astendaja absoluutvdartus. Nii tdhendab «2 arvude a:a3 voi
a?: a4 voi a3:ab jagatist, iildiselt a™: a™t? jagatist.

Selles mottes moistetava arvu negatiivse astendajaga aste vor-
dub murruga, mille lugejaks on 1, nimetajaks aga on sama ary,
kuid positiivse astendajaga, mis on vordne negatiivse astendaja
absoluutvadrtusega.

¥
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Toesti, vastavalt meie kokkuleppele peab olema:

al SR T i Suil R
= m S 2 S S e

Taandades esimest kaht murdu ae™-.ga ja kolmandat murdu
X™-ga (s. o. taandades murde molemal juhul lugejaga), saame:

Y 1 545 1 £
a 1:7 02:-‘1—2; x“":—ﬁ, jne.
- Uldiselt,
g = g — £ .
am+n a®

Ndeme, et negatiivsed astendajad annavad voimaluse esitada
iga murrulist algebralist avaldist murruvabal kujul; selleks tarvit-
seb ainult koik nimetaja tegurid viia tegureina lugejaisse, vottes
need negatiivsete astendajatega Niiteks:

3a 1 2 Sy
e i w=9oabc3.

== O's

92. Tehted negatiivsete astendajatega astmetega. Veendume
niiiid, et koik tehted negatiivsete astmeniitajatega voib sooritada
samade reeglite jargi, mis varem tuletati positiivsete astendajate
jaoks. On kiillalt, kui selgitada seda ainult korrutamise ja asten-
damise kohta, sest poordtehete reeglid, s. o. jagamise ja juurimise
reeglid, on otseste tehete jareldused.

Korrutamine. Tuleb néidata, et astmete korrutamisel liidetakse
ithe ja sama tdhe astendajad ka sel juhul, kui need astendajad
on negatiivsed. Veendume, eta—".a~"=qag"tm=qaq(tm  kus
m ja n on positiivsed tdisarvud.

Toepoolest, muutes negatiivsete astendajatega astmed murdu-
deks ja sooritades korrutamistehte reeglite jirgi, mis kehtivad
“murdude kohta, saame:

1 1 1 1

—Nn.q M— * ——— =k — g—(nt+m)
a a ABIE a® a™ ey 2 a® « g™ a(n+m) a e
Samuti
—_ — ol e s S Sl
b i 35wl n+m’ sest x "-x”‘_}—n—-x ———*xT——X i 3 s

Astendamine. On vaja ndidata, et astme astendamisel korru-
tatakse astendajaid ka sel juhtumil, kui nad on negatiivsed. Veen-
gulie. & (g )" =gt N N =g
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Toepoolest:

e L
(a ’l)—‘m___ (a_n)m f— ‘ 7 )m___l____anm
an amn
Samuti
e SR TG R
£ (dx") e X st () '"_(xn)m_xm_x i
dited.

1) (3a72b%%) (0,8ab3c*) =2,4a7 67 'c.
23 xRty ¢ (Dt %) == % Fi o
3)- (Rax™? =2 % 28
) 2y =P =2y ()=
=x1—2xy 1 4y
5) (@246 3N@?—b¥)=at—0b"
3
6) V27p—9g 3 =3p—3¢ .
Harjutused.
148. Arvutada jargmiste avaldiste vaartused:

52 10-1; 2-4; (— 1)1 (—2)~%; (%)‘3; ©0,1)-%; (2%)”2; 0,3y4.

Kirjutada jargmised avaldised murruvabal kujul:
25 3ay X
149. %’ @b x° 3ayd
A Wl 3ab
a+x’ a—x’ (14x2(1—x) -
Sooritada jargmised tehted.

150.

1

151. 7a%1.2ab% 45 aix—3y—2.2a—4x3y5,
WLt el Ao X N AR
153. 10a3b—2:5ab—5; 25a—3b—2x2:5a—4b2x5.
154, (@=2)%; (a®)4; (a3

1 £30
155. (2a%b—3%)%; (-2— x‘ﬂy—‘ﬂ‘) .

3a%b—2¢—3\2]—38

156. [ T2xdy ) ] 5 V3a—2 V27x—12y6,
157. (2a71—1)(2a7141); (a2—a1)>

H. Murrulised astendajad.

93. Mis mottes kasutatakse murrulisi astendajaid. Me teame
(§ 15), et astme juurimisel jagatakse astendaja juurijaga, kui see
3

jagamine on teostatav jaagita; niiteks Va*=a2;, Vx9=x3 jne.
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Laiendame niiiid seda reeglit ka nende juhtumite jaoks, kui asten-
daja ei jagu juurijaga jddgita. Nditeks me lepime kokku selles, et

Uldse lepime kokku, et

m

avaldis a* tihendab juurt, mille juurija vérdub astendaja '—:—
nimetajaga ja juuritava astendaja vordub lugejaga (s. o.
[ o ML '
juurt vVam™).

Lepime kokku kasutada negatiivseid murrulisi astendajaid
samas mottes, nagu kasutasime negatiivseid tdisarvulisi astenda-
jaid; néiteks iitleme, et:

am

g i
(S iR T B
a™"tt  ai Va3

94. Murrulise astendaja pohiomadus. Murrulise astendajaga
astme suurus ei muutu, kui me korrutame voi jagame murrulise
astendaja lugeja ning nimetaja iihe ja sama arvuga (mis erineb
nullist).

Seega:
AT 4
a?-:a ::a“: 5 X =X".
Uldiselt:
m m
a’=ag"™

Tdepoolest, murrulise astendaja nimetaja tdhendab juurijat,
tema lugeja aga tdhendab juuritava astendajat. Sellist juurijat
ja astendajat vGib, nagu ndgime (§ 14), korrutada ning jagada
iihe ja sama arvuga.

Toetudes sellele omadusele, vdime murrulisi astendajaid tei-
sendada samuti nagu harilikke murde; me vdime niiteks murru-
list astendajat taandada v6i mitu murrulist astendajat teisendada
samanimeliseks.

* Murrulised astendajad toodi algebrasse peamiselt hollandi inseneri
Simon Stevini poolt XVII sajandi algul. Hiljem, XVII sajandi IGpul,
vottis Oxfordi professor John W allis tarvitusele negatiivsed astendajad.

110



95. Tehted murruliste astendajatega astmetega. Tuleb toestada,
et murruliste astendajate kohta on rakendatavad samad reeglid,
mis tuletati varem tdisarvuliste astendajate jaoks. Selleks on
kiillalt, kui seda selgitada ainult korrutamise ja astendamise
kohta, sest jagamise ja juurimise reeglid on korrutamise ja asten-
damise reeglite jareldused.

Korrutamine. Toestame, et korrutamisel liidetakse ithe ja sama
tihe astendajad ka siis, kui need astendajad on murrulised. Néi-
teks veendume, et: '

| o

4 2+4 10412 22
5 R 15 5
a - a5 :a3 =0 =a

w

Selleks kirjutame murruliste astendajatega astmed juurtena ja
teostame korrutamise juurte korrutamise reeglite jargi (§ 18):
PR PRIy | e
\/a'2 . '\/a4——\/a10 . ValQ—-alS
Tulemus on sama, mille saime pirast astendajate liitmist;
jarelikult astendajate liitmise reeglit (korrutamise puhul) voib
rakendada ka murruliste astendajate kohta.
Seega:

1 1 =y m. P m  p mq+-np

o 2 +£
6
divig =a "oy g at=al " '=a ™

lv] -
0] =

Astendamine. Toestame, et astme astendamisel voib astendajaid
korrutada ka siis, kui need astendajad on murrud. Néiteks veen-
dume, et: :

(a%)%:a%'%_—:al%.
Toepoolest, asendades murruliste astendajatega astmed juur-
tega ja sooritades tehted juurtega, saame:

]/ (Va"’) l/]/a8 e Va8 = %

Ka siis, kui astendajad pole iiksnes murdarvud, vaid ka nega-
tiivsed, voib nende kohta rakendada reegleid, mis on kehtivad posi-
tiivsete astendajate kohta. Niiteks:

L Spes (™42

a "a q:_}n__%: m:p:a (n q):
a" a’ i
ek gaCh)

ey 4 =y
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96. Naiteid tehete kohta murruliste ja negatiivsete astenda-
jatega.

b (@ ot o) (o ot Y=
i [a’l’ +(* - c%)] [a% o c%)] =a—(st— ) =

, 3 G
=a—b—c+20%*=a—p— 42V,

s
e 5 \—4 L 3 2z
2) 12a~4b8:[(§;’__4) ]T=(2-3fa—2b?): LA
3 Zp2
17 Tt
=2a%b* =26%Vab.
Harjutused. :
Teostada tehted:
11 iy {2 L3
158. 2a°x”.5a° x>, 159. 20a—26%¢c° :4q4—3p7%¢ A 40
: Va
3 12 1 3 [ 3\—2 3\1
160. V3a2b:4ab3; VF:xI. 161. (a%):(aT) j (a{)z.
1 15 gy ; £ ik
162. (xa)g; (x"3) %4 a3b¥)2. 163. (27a—3b7c LF o
3
OV e g %
164. l/az; Va g; (1——x)§.
1 1)\2 B T X1 i 1\2
165. (a’-bﬂ; 2a+5b 7). 166. (x s I—xf).

167. Teades, et (ligikaudu) 100%0103—=2 ja 109477123, kujutada arvud 4, 8,
16, 9, 24, 6, 12, 18 arvu 10 astmetena.

IIL. Irratsionaalse astendaja maiste. .

97. Irratsionaalse astendajaga astme mote. Vaatleme astet
a*, kus « on mingi irratsionaalarv ja astendatav a on mingi posi-
tiivne arv, mis pole vordne 1-ga. Seejuures voib esineda kolm jarg-
mist juhtumit: '

a) a>1 ja ¢ on positiivne irratsionaala LV nai-
teks 10V 2.

Tahistame tdhega oy arvu o mistahes ratsionaaise ligikaudse
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vaartuse p‘uuduga ja tahega ay arvu o mistahes ratsionaalse ligi-
kaudse viddrtuse liiaga. Siis tdhendab aste a? sellist arvu, mis on
suurem igast astmest a¢;, kuid vdiksem igast
astmest a%. Voib toestada, et selline arv on olemas ja see-
juures ainult iiks. Nii niiteks tahendab 10V sellist arvu, mis on
suurem igast jargmisest arvust:

1014, 10141, 101414, (o2

kus astendajad on arvu V2 ligikaudsed viirtused puuduga, ja
vdiksem igast jargmisest arvust:

101,5’ 101,42’ 101,413’ 101.4143’
kus astendajad on arvu V/2 ligikaudsed viirtused liiaga.

b) a<l ja a on endiselt positiivne irratsionaal-
arv, niiteks 0,572 .

Sel korral moistetakse astme ae all 'sellist arvu, mis on
vdiksem igast astmest aoi ja suurem igast
astmestae.. Nii on 0512 arv, mis on viiksem igast jirg-
misest arvust:

0,5, 0,514 (51414 (5l4142)
kuid suurem igast jirgmisest arvust:
0’51,5’ 0’51,42’ 0’51,415’ 0,51,4l43’

Seega, kui irratsionaalarv « asetseb kahe ratsionaalarvu a; ja
a, vahel, siis aste aeasetseb astmete aa; ja aasvahel niihdsti siis,
kui a>1, kui ka siis, kui a<<1.

¢Ja=1 ja .a on negatiivneiirratsionaalaryv;
nditeks:

10772, (;_)— 'e,

Avaldisele a? omistatakse siis sama mote, mis on ratsionaal-
sete negatiivsete astendajatega astmeil.

0= ()=
W S

Irratsionaalsete astendajate teooria lahemal késitlemisel ilm-
neb, et koik ratsionaalsete astendajate omadused on rakendatavad
ka irratsionaalsete astendajate kohta; nii:

O

DB s e (e
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IV. Eksponentfunktsioon.

98. Definitsioon. Eksponentfunktsiooniks nime-
tatakse funktsiooni y=a*, mis kujutab endast mingi jddva posi-
tilvse: arvu a5 1 astet ja mille astendajaks on soltumatu muu-
tuja x, mis voib saada koikvoimalikke vésirtusi: positiivseid ja
negatiivseid, tdisarvulisi ja murrulisi, ratsionaalseid ja irratsio-
naalseid. Seejuures eeldatakse, et juhtumil, kui astendaja x on
murruline ja jdrelikult @* tdhendab mingit juurt, siis voetakse koi-
gist juure véirtustest ainult tema aritmeetiline, s. o. positiivne
vaartus 1.

Sellest, mis teame astendajate kohta, jareldub, et x igale vaar-
tusele vastab ainult iiks funktsioon y=a* viirtus (kokkuleppe
tottu kasutada ainult juurte aritmeetilisi vasrtusi).

99. Eksponentfunktsiooni omadused. Vaatleme eksponentfunkt-
siooni omadusi, pidades meeles, et @ on positiivne arv.

1. Iga positiivse astendatava puhul on funktsiooni a* vddrtus
positiivne, s. 0. a* >0.

Kui x on positiivne téisarv, siis @* >0, milline ka oleks posi-
tiivne arv a; jarelikult on meie viide oige. ¢

Vordugu niiiid x mingi positiivse murruga, nditeks x= S
Siis
Lide

n
Qf ot Yo

Kui am>0, jarelikult ka va">0, sest me leppisime kokku
votta ainult juure aritmeetilise viairtuse.

Olgu x positiivne irratsionaalarv. Téihistame tdhtedega «; ja
as x ligikaudsed ratsionaalsed véirtused liiaga ja puuduga. Need
ligikaudsed vaartused on samuti positiivsed. Siis funktsiooni
a* vairtus, asetsedes kahe positiivse arvu a® ja aes vahel, on
positiivne arv. :

! Siin eeldatakse, et astendatav a pole vordne 1-ga, sest kui a = 1, siis
aste a* vorduks x-i mistahes vairtuse puhul l1-ga ega soltuks x-st. Eelda-
takse ka veel, et astendatav a on positiivne arv, sest kui a < 0, siis astmel ax
poleks x paljude véairtuste puhul mingisugust reaalset vairtust. Niiteks

a=—4 jax =%, siis aste ar saaks imaginaarse vaairtuse (~~4)%= VvV —4-
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Vordugu x lopuks mingi .negatiivse arvuga, nditeks x=—p.
Siis :

af

Milline positiivne arv p ka oleks, vastavalt 6eldule on a* >0,

kuid siis on ka »l;> 0.
a

Seega on meie viide Gige x mistahes vairtuse puhul.

2. Kui a>1, siis on funktsioon a*>1, kui x>0, ja - a*t<#%
kui x<0 (kui a<, siis @* kohta kehtivad vastupidised vérra-
tused). :

Olgu x positiivne tédisarv. Siis

g el a e B g

Olgu x positiivne murd, niiteks % Siis

L
m

a>1; a5y Vo> 0T: Vs >1; &" 1.

Kui x on positiivne irratsionaalarv, siis aei>1, kus a; on x
ligikaudne ratsionaalne vdartus puuduga, seepirast on ka a* >1.
Seega x-i iga positiivse vdartuse puhul on

a1, :
Olgu niitid x mistahes negatiivne arv, niiteks x=—p. Siis
/
L eI P
==t 7B

Kuid vastavalt eelmisele a? >1. Jirelikult:
—1~<1, 8.0 gr 1.
aﬂ

3. Kui a>1, siis x-i kasvades funktsioon a* kasvab.

Kui x; ja x on kaks positiivset tdisarvu ning x,>x,, siis om
ilmne, et kui a>1, siis

a* > a*.
Olgu niilid x; ja xo positiivsed murrud, niiteks x;= =5

Xo= % . Samuti olgu x9>x;. Siis

P I e
iy

8* k15



Péarast murdude teisendamist samanimeliseks saame:
n m
o an

Kahest vordsete nimetajatega mittevordsest murrust on see
suurem, mille lugeja on suurem. Jarelikult:

pn>mg.

Et pn ja mg on tédisarvud, siis voib nende kohta rakendada
eelmisi arutlusi, ja me saame:

ara=sare,

Votame arvudest a?” ja a™ gn-nda juure. Me teame, et kahest
ithe ja sama juurijaga juurest on see suurem, mille juuritav on
suurem. Jarelikult:

qn gn s me
Varn > Vams ehk o >a®" .
Taandades astendajad saame:
T &
aY s gl Y0 Wi g

Olgu x; ja x» kaks reaalarvu, milledest iiks v6i molemad on
irratsionaalsed.

Mirgime tahega p arvu x; ligikaudse ratsionaalse véaartuse
lilaga ja tdhega « arvu xo ligikaudse vaartuse puuduga. Kui
x1<x,, siis vdib valida « ja g nii, et f<a. Siis on a®<a® ja
a® < a*:. Et aga aP<<a®, siis a¥1<a*2.

100. Eksponentfunkfsiooni graafik. Joonestame jiargmise kolme
eksponentiunktsiooni graafikud:

1) y=2% 2) y=(3)5 3) y=10~

Esimese kahe funktsiooni graafiku valmistamiseks anname
muutujale x rea tdisarvulisi védartusi:

o o et PR LR

Kui x= —3, siis saame:

g e e 2T UM SRy LB B a B e
23_?“?’ (7) —1.(?)——1:?—-8.
Samuti arvutame y véddrtused ka x-i koigi iilejadnud vaartuste
jaoks.

Funktsiooni y=10% jaeks pole sobiv votta arvu x ndidatud
vaartusi, sest siis saaksime y jaoks nii suured arvud, mille kuju-
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tised ei mahu joonisele 29 (nditeks, kui x=3, saaksime y=103=
=1000). Selle funktsiooni puhul anname x-le jargmised murru-
lised viirtused (mis asetsevad —1 ja +1 vahel):

5 2 E 2 X

B e S

Xl P ey

) —_4‘7 '—T: -"Zr

Vastavad y vairtused arvutame sellises jarjekorras:
Fof e
10 :V10=VVE2V3,162:1,778;

2 2 1
10° =10" =V10=3,162.
Edasi leiame lihtsa korrutamise ja jagamise teel:

(O

3 1 /
10° =10 . 10" =3,162 - 1,778=5,62 . ..
-1 15071000
¢ 2R a5k
10 <08 ] fal vy 0,56 .
—2 1 1000
¢ e
JO-07 == 162 3162_0’32
3
S o 100
10 ok v 562_017...
Kirjutame koik leitud véartused jdrgmisse kolme tabelisse:
P)sy=28
k= kasvab l —3 —2‘—1' 0 1 l 2 l 3 kasvab
e kasvab ‘ A 1 i3 l ] 2 ‘ 4 8 kasvab
8 4 2
1
2) y=(3)
xX== kasvab ‘——3 —2 l —1, 0 1 ‘ 2 i 3 kasvab
P== kahaneb’ 8 4 l 2 ‘ 1 & LR ‘ 1 | kahaneb
2 4 8
3} 3r=10%
x = | kasvab —l’_i _z\_i’ 0 ll 2 l i‘ 1 kasvab
ST % 7| 4| 4|
y=| kasvab | 0,1 0,17'0,32'0,56 1 {178 3,16 562‘ 10 | kasvab

(Viimases tabelis on arvud iimardatud.)
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Kandes need véartused joonisele ja iihendades saadud punktid
koveratega (joon. 29), saame kolm vdetud funktsiooni graafikut
(joonis on soovitav teha millimeetripaberile, véttes pikkusiihikuks
sentimeetri).

Vaadeldes eksponentiunktsioonide graafikuid, nideme nende
Jjdrgmisi omadusi. ;

1. Iga positiivse astendatava
korral on funktsioon a* positiivne
(kdik koverad asetsevad iilalpool
x-telge).

2. Juhtumil, kui a>1, on
funktsioon @*>1, kui x>0, ja
a*<l,kui x<0 (juhtumil, kui
a<l, kehtivad a* kohta vastupi-
dised vorratused). :

3. x-i kasvades funktsioon a*
kasvab, kui a>1 (ja kahaneb,
kui a<1).

4. Kui x=0, siis a*=1 iga-
suguste a viirtuste korral (kdik
koverad ldbivad iiht ja sama
punkti, mis asetseb y-teljel punk-
tist O kaugusel +1).

5. Kui a>1, siis x-i kasvades
funktsioon a* kasvab seda Kkiire-
‘mini, mida suurem on a (kui a=10, siis touseb kdver tunduvalt
korgemale kui juhtumil, mil a=2).

Harjutused.

168. Joonestada funktsiooni y = 3* graafik vahemikus x — 0 kuni x — 3,

andes astendajale vidirtused: 0; —i— ¥ %; 2; 2%; 3.
169. Joonestada funktsiooni = 2% graafik vahemikus x = — 3 kuni

x = +2 (iihikuks votta 1 cm). Kasutades graafikut leida x ligikaudsed vair-
4used, mis rahuldavad vérrandit 2%=5.

X

31 graafik vahemikus — 1 kuni + 4

170. Joonestada funktsiooni y o

(vottes pikkusiihikuks 2 cm). Kasutades graafikut leida y, kui x = 1,5 ja kui
x = —0,5.




Seitsmes jagu.

Logaritmid.
i I. Logaritmide iildised omadused.

101. Astendamise kaks poordtehet. Votame vorduse:
29222 v 3=8

See vordus viljendab tehet, mida nimetatakse astendami-
*seks. Selles tehtes on antud astendatav (2) ja astendaja (3),
otsitav. on aga aste (8): Vaatleme, millised on astendamise
poordtehted. Niisuguseid tehteid on kaks.

1. Olgu vaja teada, milline arv tuleb astendada 3-ga, et saada:
arv 12. Téhistades otsitava arvu tdhega x, voime kirjutada vor-
randi x3=12. Tehet, mille abil antud astme ja antud astendaja
jargi leitakse asendatav x, nimetatakse juurimiseks; seda
tehet téhistatakse, nagu teame, nii:

B i
x=\/12.

2. Oletame, et on vaja teada, milline peab olema astendaja,
millega on vaja astendada arv 4, et saada 16. Tihistades otsitava
astendaja tdhega x, voime kirjutada vorrandi: 4*=16. Tehet,
mille abil antud astme ja antud astendatava jirgi leitakse asten-
daja, nimetatakse antud arvu (16) logaritmimiseks antud
alusel (4). Meie nidites x=2, sest 42=16. \

Seega on astendamisel kaks poordtehet. Esitame kiisimuse: kas
need tehted on erinevad? Ka korrutamise puhul voib ju vaadelda
kaht poordtehet: esimene — korrutatava leidmine antud korrutise
ja korrutaja jargi, teine — korrutaja leidmine antud korrutise ja
korrutatava jargi. Kuid neid tehteid ei vaadelda kui erinevaid
tehteid, vaid kui iiht ja sama tehet, mida nimetatakse jagamiseks.
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Nende kahe poérdtehte iihtimise pohjus seisneb korrutamise kom-
mutatiivsuses, mille jirgi korrutis ei muutu korrutatava ja korru-
taja koha vahetusest. Sama olukord esineb ka kahe liidetava liit-
misel. Sellel tehtel on samuti kaks pdordtehet: tundmatu arvu
leidmine (esimene liidetav), millega on.vaja liita antud arv (teine
liidetav), et saada antud summa; teine — tundmatu arvu leid-
mine (teine liidetav), mis on vaja liita antud arvuga (esimene lii-
detav), et saada antud summa. Kuid neid kaht tehet vaadeldakse
kui iiht tehet, mida nimetatakse lahutamiseks, selle tottu, et liit-
misel kehtib samuti kommutatiivsus, mille kohaselt summa ei s6ltu
liidetavate jarjekorrast. Kui see omadus kehtiks ka astendamise
puhul, siis moodustaksid eespool niidatud kaks poordtehet sisuli-
selt ithe tehte. Kuid astendamine ei oma kommutatiivsust, niiteks
arv 23 pole vordne arvuga 32, 102 ei.vordu arvuga 219 jne. See-
tottu erineb astendatava leidmine antud astendaja ja astme jirgi
(juurimine) oluliselt astendaja leidmisest antud astendatava ja
astme jargi (logaritmimine).

102. Definitsioon. Antud arvu logaritmiks antud alusel nime--
latakse astendajat, millega on vaja astendada see alus, et saada
antud arv.

Niiteks kui aluseks on 4, siis:

arvu 16 logaritm on 2, sest 42 == 16
” 64 iR iR 3; » 43 = 4;
» 4 ” " l' ”» 41 - 4;
% 1 S
”» 2 i) 3 T;—, 2] 4§:V4:2,
1 1 o AR B o
» ? " ’ _?) I3 4 _4%_.2—’
1 e | 1
” ? ” %) S 11 ” 4 :T P
Kui votame aluseks 10, siis:
arvu 10 - logaritm on 1, sest10' = 10;
”» ]OO 2 ”" 21 ”» 102 : 100;
» 1000 % v 308 = 1000
—-1_ 1,
') 011 3 ) —ly 3 10 ‘_1-61
; del
”» 0101 iR PR} _2, ’ 10 _'I—OT).

Selle asemel, et kirjutada: «arvu 16 logaritm glusel 4», kirju-
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tatakse lithidalt: logs 16, mérkides logaritmi margist veidi alla-
poole arvu, mis on voetud aluseks. Muide, kui on varem teada,
milline arv on voetud aluseks, siis on tavaks seda mitte kirjutada.

Enne kui konelda logaritmide rakendamisest, vaatleme mond
niinimetatud logaritmfunktsiooni omadust.

103. Logaritmfunktsioon ja selle graafik. Kui me vorduses
y=a* vaatleme x kui soltumatut muutujat, siis y on x-i eks-
ponentfunktsioon Kui me aga votame selles vorduses
soltumatuks muutujaks y, siis x on y teatav funktsioon, ja nimelt:
x on arvu y logaritm alusel a, mida voime kirjutada nii:

x=log,y.

Tihistades, nagu meil on kombeks, soltumatu muutuja tihega x,
selle muutuja funktsiooni aga tdhega y (s. o. vahetades x-i y-ga ja
vastupidi), voime sama funktsiooni véljendada nii:

y=log,x.

Sellist funktsiooni nimetatakse logaritmfunktsioo-
niks (ta on eksponentfunktsiooni poordfunktsioon).

Valmistame jargmise kolme logaritmfunktsiooni graafikud:

1) y=logzx; 2) y=logLx; 3) y=logiox.

Selleks koostame nende funktsioonide vaartuste tabelid.
Koige lihtsamini v6ib neid koostada vastavate eksponentfunkt-
sioonide tabelite jargi (§ 100):

) y=25 2) y= ()5 3) y=10~,

vahetades neis tabeleis abstsissi x vaartused ordinaadi y vdartuste
vastu ja iimberpéordult. Seda tehes saame kolm jargmist tabelit:

1) y=logsx.
1 1 1
e i 5.2y e 1 2 4 8
5 } BT 12
y= ‘ qt-<h-af ¢ 1 2 3
2) y=logy x
1 1 1
x__l 8 4 l 2 1 ¥ = %
y= ’ g U l RS 1 2 3
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3) y= loglox.

1,78 ‘ 10

1
loll"gl
T | 3

b A 0,17 ‘ 0,32 | 0,56

y=1 —i

atins

N

Kandes koik need vaartused joonisele ja tihendades punktid
koverjoontega, saame voetud funktsioonide kolm graafikut
(joon. 30).

: Omades logaritmfunktsiooni graafikut, voime selle abil leida
antud arvu logaritmi ligikaudse vaidrtuse. Votame naiteks funkt-

00 -~

Orccccecac-00--Recnn---38

Joon. 30.

siooni y=logyx graafiku ja leiame selle abil logs 6. Selleks votame
joonisel abstsissi, mis on vordne 6-ga, ja joonestame temale vas-
tava ordinaadi. Mootnud selle ordinaadi, saame ligikaudselt 2,6;
see ongi logs 6.

- 104. Logaritmide pohiomadused. Votame logaritmfunktsiooni
y=log, x.
Vastavalt logaritmi definitsioonile saame:
X=a.
Tuletame logaritmide moned omadused. °

1) Positiivse aluse puhul negatiivseil arvudel ei ole logaritme.

Eksponentfunktsiooni vaatlemisel nigime, et kui a>0, siis on
Tfunktsioon @”>0 iga y vairtuse puhul. See tihendab, et millised
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‘ka oleksid positiivne alus a ja astendaja (logaritm) y, funktsioom
@’ , s. 0. x, on alati positiivne arv.

2) lIgasuguse aluse puhul (mis pole vordne iihega) arvu 1
logaritm on null.

Toepoolest, me teame, et mistahes a puhul (mis pole vordne:
- nulliga) on
a’=1.

Kuid vastavalt logaritmi definitsioonile tdhendab see, et

log, 1=0.

3) Arvust 1 suurema aluse puhul on iihest suuremate arvude
logaritmid positiivsed ja iihest vdiksemate arvude logaritmid nega-
tiivsed.

Eksponentfunktsiooni a” kohta, kus a>1, teame, et kui y>0,.
siis @ =x>1, ja kui y<0, siis & =x<1.

Kuid vastavalt definitsioonile on y arvu x logaritm. Tédhendab,
kui arv x>1, siis on tema logaritm y>0, s. o. tema logaritm on
positiivne. Kui aga arv x<1, siis on tema logaritm y<0, s. o.
tema logaritm on negatiivne.

Kui a<l1, siis y<0 x vairtuste puhul x>1, ja y>0, kui
Rl

4) Aluse enda logaritm on iiks.

Toepoolest:

al=a, kust: log,a=1.
5) Arvust 1 suurema aluse puhul vastab suuremale arvule ka

suurem logaritm.

Me néagime, et kui a>1, siis y kasvades kasvab ka funkt-
sioon a*. Kui tdhistame y kaks erinevat viartust tdhtedega y, ja
¥y, @ vastavad viddrtused tdhtedega x; ja x,, siis saame:

@ >a”, kui y,>y,
ehk

&2>x1, kui Yo >Yy.
Kuid y; ja y» on vastavalt arvude x; ja x» logaritmid.
Téahendab, ]

Xs > X, kui “Tlog, x5 > log, x4 -

Koiki nimetatud logaritmide omadusi voib illustreerida loga-
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. ritmfunktsiooni graafiku abil. Nii tdhendab esimene omadus, et
funktsiooni y=logsx graafik asetseb tervenisti paremal pool
y-telge. Teine omadus koneleb sellest, et funktsiooni y=log, x
graafik 14abib punkti (1, 0). Kolmas omadus tidhendab, et kui a>1,
siis juhtumil, kui x>1, on kovera ordinaadid positiivsed, juhtu-
mil aga, kui x<{1, on ordinaadid negatiivsed jne.

Harjutused.
171. Millised on arvude
1

1 gL 2 1
B 18

3
2; 4; 8, 16; V2; V—Q_: 13 5

|-

‘ﬂogaritmid, kui logaritmide alus on 2?
172. Kirjutada jargmised vordused logaritmi mirgi abil:
100=1; 10! = 10; 102 = 100; 102 = 0,01; ax = N.
173. Kirjutada jargmised vordused ilma logaritmi mirgita:

logio 1000 = 3; logio 0,001 = — 3; logys4 :%;logap —y.

174. Millised on jargmiste arvude logaritmid, kui alus on 16:
1 1 1

1
16; 256; 16’ 256 4; e ‘?; 7?
175. Missugused on jargmiste arvude logaritmid, kui alus on 10:
10; 100; 1000; 10000; 0,1; 0,001; 0,0001?
176. Kirjutada jargmised vordused logaritmi mérgi abil:
52 =25; 73 =1343; 37 =2187; 8 =512
. 1
177. Leida: logs2; logs9; logs729; log?,?; logav—? y
178. Millega vorduvad jiargmised avaldised, kui a on 1-st erinev posi-
diivne arv:

log,a®;  log,an; log, L: log,Va; log, ,L?
ARNEES Va

179. Millega vordub arv x, kui
1) logax = 3; 2) logsx=2; 3) logsx = —5;

4) log, 4=2; 5) log 2 = —% ?

180. Joonestada funktsiooni y = logsx graafik, kasutades funktsiooni
¥y = 3% vidrtusi (vt. iilesanne 168).

105. Logaritmide tabeli praktiline tahtsus. Mitmesuguseid arve
voib viljendada iihe ja sama arvu astmetena, niiteks arvu 10 ast-
metena. Niisugused arvud, nagu 10; 100; 1000 voi 0,1; 0,01; 0,001
jne., viljenduvad arvu 10 astmetena viga lihtsalt: 10=101;
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100=102; 1000=103; ... ; O,1=10"'; 0,01=10"2; 0,001=
=10—3 jne. 1. Muid arve on arvu 10 astmetena raskem avaldada.
Kui on tarvis leida astendaja, millega on vaja astendada arv 10,
et saada 5, siis voime ainult iitelda, et otsitava astendaja on suurem
kui 0, kuid vaiksem kui 1, sest 109=1"on vaiksem kui 5, kuid
101=10 on suurem kui 5; tdhendab, astendajaks, millega on vaja
astendada arv 10, et saada 5, peab olema mingi positiivne arv,
mis on vdiksem kui 1. Me voime isegi iitelda, et see arv on suurem

5 it
kui %, aga vaiksem kui 3 sest 10? =V10=3,162 on viiksem

3
3 4 4 e AT B

kui 5, aga IOT=\/~1W=\/IOOO=V Vv 1000=v31,62=5,62 on
suurem kui 5. Matemaatikas on osi, milles nédidatakse viise, kui-
das iga antud arvu N jaoks leida selline astendaja x, mille
puhul aste 10* vordub tipselt arvuga N voi erineb sellest arvust
kuitahes vidhe. Neid viise kasutades on koostatud logarit-
mide tabelid, milles on toodud mitmesugused arvud ja
iga arvu juures on néidatud astendaja (logaritm), millega on
vaja astendada arv 10, et saada see arv. Selgitame, mis otstar-
beks need tabelid on vajalikud.

5.

Olgu vaja leida arv x valemi jargi x=V40.

Me ei oska leida viienda astme juurt. Niisuguseil juhtumeil
voivad abiks olla logaritmide tabelid. Leiame neist tabeleist arvu
40 ja selle juurest vastava logaritmi.

Olgu see 1,6... See tdhendab, et

40=10"6-,
ja jarelikult
5 5
V40 =110 .

Et astme juurimisel astendaja (milline see ka oleks) juurita-
vas jagatakse juurijaga, siis :
1855
0,32...

5 5
V40 =V10'8- =10 °* =10
Niiiid leiame logaritmide veerust 0,32 ja sellele vastava

: |

arvu. Oletame, et see arv on 2,09... See ongi avaldise /40
ligikaudne vaartus.

1 Arve, mis on kirjutatud numbri 1 ja sellele jargnevate vGi eelnevate

aullidega, nagu 10, 100, 1000, ... ning 0,1, 0,01, 0,001, ... , nimetame edas- .

pidi jarguihikuiks. — Toim. ;
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Varsti ndeme, et logaritmide tabelid lubavad paljudel juhtu-
mitel sooritada arvudega selliseid tehteid, mis tabeliteta oleksid
aarmiselt tiilikad (nagu dsja esitatud naiteski) voi mille teosta-
miseks kuluks vdaga palju aega.

Niiiid tutvume sellega, kuidas mingi tehte sooritamiseks antud
arvudega esiteks antud arvude logaritmide jargi (mis on leitud
tabelist) arvutada. noutava tehte tulemuse logaritm ja teiseks,
kuidas, arvutanud selle logaritmi, selle jargi leida tabelist otsitav
arv. .

106. Korrutise, jagatise, astme ja juure logaritm.

a) Olgu vaja arvutada korrutis

387 - 45,2.

Proovime seda tehet sooritada logaritmide abil. Leiame tabe-
leist arvude 378 ja 45,2 logaritmid. Olgu need 2,5775 ja 1,6551
(alusel 10). See tdhendab, et

378 — 1075 ja 45,2 = 101851,
ja jarelikult
378.45,2 — 1025775, 101,651,

Et ithe ja sama arvu astmete korrutamisel nende astendajad

liidetakse (millised need astendajad ka oleksid), siis on:

378 .45’2 — 102,5775+1,6551 — 104,2326_ :

Tahendab, korrutise 378 - 45,2 logaritm on arv 4,2326, mis
saadi antud tegurite logaritmide liitmisel. (Selle logaritmi jérgi
leiame tabelist ka korrutise enda.)

Oletame iildiselt, et N; ja Ny on kaks arvu, mille korrutis on
vaja leida. Olgu tabelist leitud nende arvude logaritmid x, ja x,.
Logaritmide aluseks voib olla arv 10 voi ka mingi muu positiivne
arv, mille tdhistame tidhega a. Siis saame vordused: ;

N,=a*, N,=a*, jirelikult N)N, =a*.a%=a"t>,

Siit ndhtub, et log (NyNg) =x;+x,. Kuid x; on log Ny ja x2
on log Ny; tdhendab,
log (N{N3) =log N, +log N,.
Korrutise logaritm (mistahes alusel) vordub tegurite logarit-
mide summaga (samal alusel).
See jareldus jdab kehtivaks ka siis, kui tegureid on rohkem

kui kaks, sest ithe ja sama arvu astmete korrutamisel liidetakse
astendajad, olenemata tegurite arvust.
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b) Oletame, et on vaja teostada jagamine:
5637 : 26,3.
Leiame tabeleist nende arvude logaritmid (néiteks alusei 10).
Olgu log 5637=3,751 ja log 26,3=1,42. Siis

8637 ==100% "5 263 = 1'%,
Jarelikult

5637 : 26 3= 103751 10L 42 103,751—1.4'2 — 102331,

Siit nahtub, et jagatise 5637:26,3 logaritm on arv 2,331, mis
on saadud jagaja logaritmi lahutamisel jagatava logaritmist.
Uldiselt, kui

N,=a* ja N,=a*, siis N; : No=a*: a*=a*"*,
Jarelikult
log (N1 :N-g) =X1—X2:lOgN1—10gN2.

Jagatise logaritm vordub jégatava ja jagaja logaritmide
vahega.

Et iga murd on lugeja ja nimetaja jagatis, siis:

murru logaritm vordub lugeja ja nimetaja logaritmide vahega.
Niiteks:

log 2 =log2 — log 3; log 23 =log ;j =log 11 — log 4;
log 0,6=1log 6 —log 10.
c) Kui N=a*, siis N* =(a* )" = a**;
jarelikult _
log N"= nx=nlogN.

Astme logaritm vordub astendatava logaritmi ja astendaja
korrutisega.

Niiteks log (15 3)2=2log 15,3; log 32 = —2log 3.

d) Et \/N N" siis, rakendades astme logaritmi reeglit,
saame:

log YN=1log N* :—loorN_logN

Juure logaritm vordub juuritava logaritmi ja juurija jaga-
tisega.
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107. Algebralise avaldise logaritmimine. Logaritmida algebra-
line avaldis tdhendab avaldada tema logaritm avaldisse kuulu-
vate iiksikute arvude logaritmide abil. Eelmise paragrahvi jirel-
dused lubavad seda teha korrutise, jagatise, astme ja murru

suhtes.
' Niiteks:
1) log 2255 ~log(2,5 - 73)—log028—
=log 2,5+1log 73—1log 0,28 =
=log 2,5+ 3 log 7—log 0,28.
dax

2) log 5 =log(5ax) —log V3=1log 5+log a+
+logx—7 log 3.
3) log(a3V/5x) =3loga+ % (log5+log xX)=
=310ga+ log5+ logx

108. Mirkused. a) Kui avaldises, mille vdartus on vaja arvu-
tada, esineb arvude summa v6i vahe, siis tuleb need leida
tabelite abita hariliku liitmise v6i lahutamise teel 1.

Niiteks:

log (35+7,24)5=5 log (35+7,24) =5 log 42,24.

b) Osates logaritmida avaldisi, voime ka, vastupidi, logarit-
mimise antud tulemuse jargi leida selle avaldise, millest see tule-
mus on saadud; néditeks kui

log x=loga+logb—3logec,

siis on kerge jareldada, et

ab
P

Seda operatsiooni nimetatakse potentseerimiseks.

c) Enne kui asuda logaritmide tabeli ehituse vaatlemisele,
esitame moned kiimnendlogaritmide, s. o. selliste, mille aluseks on
voetud arv 10, omadused.

Harjutused.

Logaritmida jidrgmised avaldised:

181. log (a2b%); log (5a%x%); log (mn)d.

! Sest meil ei ole valemeid, mis viljendavad summa voi vahe logaritme
antud arvude logaritmide kaudu.
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182. log g%: ;  log 4a3b_:’ ; log Vab.
5mnix?
3 5 B
183. log V7a%; log(4V2ab3); log(7a%bVc).

31/on
184. log a*}26 :
8x3y2

3 3
185. log { 10a)/52; logVaVb Ve.
Leida avaldis x tema logaritmi jargi:
186. logx = log a + logb; logx = loga — logb.
187. logx =2loga; log x =2loga + 3log b.

188. log x =% loga; logx = % (log a + log b).

II. Kiimnendlogaritmide omadused.

109. Kiimnendlogaritmide omadused. a) Et 10'=10; 102=
=100; 103=1000; 104=10000 jne., siis log10=1; log100=2;
log 1000=3; log 10000=4 jne. :

Uhe ja sellele jargnevate nullidega kirjutatud tdisarvu loga-
ritm on positiivne tdisarv, mis sisaldab nii palju iihelisi, kui palju
nulle on logaritmitavas arvus.

-Seega log 100 000=5, log 1 000000=6 jne.
b) Et

10122 =0,1; 7 10-2= 20,01 ;

10~ =5 =0,001; 10~#=0,0001 jne., siis
" log0,1=—1; log0,01=-—2; log0,00l=—3 jne.
Uhe ja sellele eelnevate nullidega kirjutatud kiimnendmurru

logaritm on negatiivne tdisarv, mille absoluutvairtus vordub nul-
lide arvuga kiimnendmurrus, kaasa arvatud ka null tervet.

Seega log 0,00001=—5; log 0,000001 =—6 jne.

c) Votame taisarvu, mis pole mingi jérguiihik, nditeks tais-
arvu 35 voi segaarvu 10,7. Sellise arvu logaritm ei saa olla tdis-
arv, sest astendades arvu 10 mingi positiivse voi negatiivse tais-
arvuga, saame jarguiihiku.

Oletame niiiid, et sellise arvu logaritm on mingi murd %-

9 Algebra I1X—XI kl.
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Siis saame:

a b
arvu 35 korral, et 10° =35; V10°=35; 10°=35";

a b
arvu 10,7 korral, et 102 =10,7; V10 =10,7; 10°=10,7".

Kuid need vordused pole voimalikud, sest 10% on jérguiihik,

samal ajal kui astmed 35% ja 10,7 ei saa vorduda iihegi jargu-
tthikuga, milline ka oleks astendaja b.

Mittejarguiihiku logaritm on irratsionaalarv, sest seda loga-
ritmi ei saa tdpselt vdljendada iihegi ratsionaalarvuga. Harilikult
viljendatakse irratsionaalsed logaritmid ligikaudselt
mitmekohaliste kiimnendmurdude kujul. Selle murru tdisosa nime-
tatakse logaritmi karakteristikuks ja murdosa logaritmi
mantissiks. Kui niiteks logaritm on 1,5441, siis tema karak-
teristik on 1 ja mantiss 0,5441.

d) Votame mingi tdis- voi segaarvu, nditeks 623 voi 623,57.
Seesuguse arvu logaritm koosneb karakteristikust ja mantissist.
Ilmneb, et kiimnendlogaritmidel on see paremus, et:me voime
alati leida nende karakteristiku iliksnes juba
antud arvu kirjutuse jéadrgi. Selleks loendame, mitu
numbrit on antud tdisarvus voi segaarvu tdisosas. Meie néiteis on
neid numbreid kolm. Seepédrast on kumbki arv 623 ja 623,57 suu-
rem kui 100 ja vdiksem kui 1000; tdhendab, ka kummagi arvu
logaritm on suurem kui log 100, s. o. suurem kui 2, kuid véiksem
kui log 1000, s. o. vidiksem kui 3 (meenutame, et suuremal arvul
on ka suurem logaritm). Jarelikult log 623=2,... jalog 623,57=
=2, ... (punktid asendavad tundmatuid mantisse).

Samuti leiame:

10<56,7<100; 1000<8634<10000;
1<log 56,7<2; 3<log 8634<4.

Jarelikult

log 56,7=1,...; log8634=3,...

Olgu antud tdisarvus N voi tema tdisosas fildse m numbrit. Et viikseim
taisarv, mis sisaldab m numbrit, on iiks m—1 nulliga, siis vdime kirjutada
vorratuse: :

m—1 nulli m nulli
oy e e,
1000...0 << N<1000...0
ja jarelikult
m—1<logN<rn,
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ning seepirast *
log N=(m—1)+40,...
Tahendab, log N karakteristik vordub arvuga m — 1.
Seega nieme, et:
tais- voi segaarvu logaritmi karakteristik on 1 vorra viiksem
selle arvu tdisosa numbrite arvust.

. Markinud seda, voime otsekohe kirjutada: log 7,205=0,...;
log83=1,...; log720,4=2,... jne.

e) Votame moned kiimnendmurrud, mis on vidiksemad kui 1
(s. 0. milles on 0 tervet): 0,35; 0,07; 0,0056; 0,0008 jne.

On ilmne, et: Jarelikult:
:1=0.30 <; —1<lop 085 <1 ()
0,01<0,07 = <0,1; —2<log 0,07 <-—1;
0,001<0,0056<0,01; —3<log 0,0056 << —2;
0,0001<0,0008<0,001; —4<log 0,0008< — 3.

Seega asetseb iga antud logaritm kahe negatiivse tdisarvu
vahel, mis erinevad teineteisest iihe iihelise vorra; seepdrast vor-
- dub igaiiks neist vdiksema negatiivse arvuga, mida suurendatakse
teatava iihest vdiksema positiivse arvu vorra. Niiteks, log 0,0056 =
= —340,... Oletame, et see arv on 0,7482. Siis

log 0,0056 = —3+40,7482= —2,2518. :
Niisuguseid summasid nagu —3+0,7482, mis koosnevad
negatiivsest tédisarvust ja positiivsest kiimnendmurrust, on kom-
beks logaritmiliste arvutuste puhul kirjutada lithidalt nii 3,7482 *,
s. o. asetada miinusmark karakteristiku kohale eesmirgiga ndi-
data, et see kuulub ainult karakteristikule, mitte aga mantissile,
mis jdab positiivseks. Seega eespool toodud tabelist nahtub, et:
log 0,35=1,...; log 0,07=2,...; log 0,0008=4, ...

m nulli

o~ . - .-
Olgu A=0,000...0af ... iildselt mingi kiimnendmurd, mille esimese tiive-
numbri ** ees on m nulli, kaasa arvatud 0 tervet. Siis on ilmne, et -

m nulli m—1 nuli

r————— — e
0,000...0,1 << A<0,000...01.

* Sellist arvu loetakse nii: kolm miinusega koma 7482.

** Arvu tiivenumbrite ks nimetame koiki numbreid selle arvu kirju-
tuses peale nullide, millega algab voi lopeb arvu kirjutus, Niiteks arvu 0,005704
titvenumbrid on- 5, 7, 0 ja 4 ning arvu 203 000 tiivenumbrid on 2, 0 ja 3.

Antud arvu tiivenumbritega kirjutatud arvu nimetame antud arvu tiiveks.
Nii on arvu 0,005704 tiivi 5704 ja arvu 203 000 tiivi 203. — Toim.
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Jarelikult

m nulli m—1 nulli

e ey N
log 0,000 . ..01<log A<log 0,000 ...0,1.

—m<log A< —(m—1).
Et kahest arvust: —m ja —(m —1) véiksem on — m, siis
logA = —m+0,...

ja seeparast log A karakteristik on — m (positiivse mantissi korral).

Kui kiimnendmurd on vidiksem 1-st, siis tema logaritmi karak-
teristik sisaldab nii palju negatiivseid iihelisi, kui palju on antud
kiimnendmurru esimese tiivenumbri ees nulle, kaasa arvatud ka
0 tervet; sellise logaritmi mantiss on positiivne.

f) Korrutame mingi tdis- vo6i murdarvu N 10-ga voi 100-ga
voi 1000-ga... . Vaatleme, kuidas muutub seejuures logN. Et
korrutise logaritm vordub tegurite logaritmide summaga, siis

log (N - 10) =log N+log 10=log N+1;
log (N - 100) =log N+log 100=1log N +2;
log (N + 1000) =log N +log 1000=1log N +3, jne.

Kui me arvuga log N liidame mingi tdisarvu, siis suurendame
ainult logaritmi karakteristikut, mitte aga selle mantissi. Néiteks,
kui log N=2,7804, siis 2,7804+1=3,7804, 2,7804+2=4,7804
jne., voi kuj log N=35649, siis 3,5649+1=2,5649; 3,5649+

+2=1,5649 jne. Seepirast:

mingi arvu korrutamisel 10, 100, 1000-ga jne. logaritmi
mantiss ei muutu, karakteristik aga suureneb nii mitme iihelise
vorra, kui mitu nulli on korrutajas.

Samuti arvestades seda, et jagatise logaritm vordub jagatava
ja jagaja logaritmide vahega, saame:

log 11V—0 =logN—log10 =logN—1;
log v =log N—log 100 =log N—2;

2

log 1550 =log N — log 1000=1log N—3, jne.

Kui lepime kokku, et tdisarvulahutamisel logaritmist lahutame
selle tdisarvu alati karakteristikust, jattes mantissi muutmata,
siis voime iitelda, et: '
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arvu jagamisel 10, 100, 1000-ga jne. logaritmi mantiss ei
muutu, kuid karakteristik vaheneb nii. mitme iihelise vérra, kui
mitu nulli on jagajas.

110. Jdreldused. a) Koma dmberpaigutamisel arvus selle
logaritmi mantiss ei muutu, sest koma iimberpaigutamine on
samavéddrne arvu korrutamise v6i jagamisega 10, 100, 1000- -ga
jne. Seega erinevad arvude 0,00423; 0,0423; 4,23; 423 logaritmid
iiksteisest ainult karakteristikute, mitte aga mantisside poolest
(tingimusel, et koik mantissid on positiivsed).

b) Uhe ja sama tivega arvude logaritmide mantissid on vérd-
sed; nii erinevad arvude 23, 230, 2300, 23 000 logaritmid {ikstei-
sest ainult karakteristikuilt.

Mirkus. Nendest kiimnendlogaritmide omadustest nihtub, et
me voime leida mistahes arvu logaritmi karakteristiku ilma tabe-
lita (selles seisab kiimnendlogaritmide suur paremus); seepérast
on logaritmide tabelites antud ainult logaritmide mantissid; peale
selle, et murru logaritmi leidmine taandub tiisarvude logarit-
mide leidmiseks (murru logaritm vordub lugeja logaritmi ja nime-
taja logaritmi vahega), siis paigutatakse tabelisse ainult tiis-
arvude logaritmide mantissid.

Harjutused.
189. Leida jidrgmiste arvude kumnendlogantmx karakteristik 3: 38; 382;
3824 3,12, 32 56315726 57_; 3485_

190. Millega vorduvad jiargmiste murdude kiimnendlogaritmid: 0,1; 0,01;
0,001; 0,00001; 0.000001?

191. Leida jédrgmiste murdude kiimnendlogaritmi karakteristik: 0,36; 0,183;
0,02; 0,0036; 0,00056; 0,00000378.

192. Teades, et log2=0,301; log3=0,477; log7=0,845, -arvutada esi-
mese kiimne tdisarvu kiimnendlogaritmid.

193. Teades, et log2=0,30103 ja log 3=0,47712, arvutada log 0,0015 ja
fog 750.

194. Mitu numbrit on arvus 2!, kui log), 2=0,30103?

IIl. Tabelite ehitus ja kasutamine.

11. Logaritmide siisteem. Logaritmide siisteemiks nimetatakse
iihel ja samal alusel arvutatud jirjestikuste tiisarvude logarit-
mide kogu. Kasutatakse kaht logaritmide siisteemi: harilike

133



ehk kiimnendlogaritmide siisteemi, mille aluseks on
~arv 10, ja niinimetatud naturaallogaritmide siisteemi,
mille aluseks on irratsionaalarv 2,7182818 . .. (pohjustel, mis sel-
gitatakse korgemas matemaatikas). Tegelikul arvutamisel kasuta-
takse kiimnendlogaritme nende eeliste tottu, millele oli osutatud
§-des 109 ja 110.

Naturaallogaritme nimetatakse ka logaritmide leiutaja 3$oti
matemaailku Neperi (ka Napier, elas 1550—1617) «nime jirgi
Neperi logaritmideks ja kiimnendlogaritme Briggsi logaritmideks
prolessor Briggsi (Neperi kaasaeglase ja sobra) nime jirgi,
kes esimesena koostas kiimnendlogaritmide tabeli *.

112. Negatiivse logaritmi teisendamine. Me nigime, et arvust
I viiksemate arvude logaritmid on negatiivsed. Tadhendab, neid
voib viljendada negatiivsete kiimnendmurdude abil. Selliseid
logaritme voib alati nii feisendada, et nende mantiss saab posi-:
tiivseks, karakteristik aga jdab negatiivseks. Selleks piisab,
kui lisada mantissile positiivne iiheline, karakteristikule aga nega-
tiivne iiheline (mistottu logaritmi vdartus muidugi ei muutu). Kui
meil nditeks o6n logaritm —2,0873, siis voib seda teisendada nii:

—2,0873=—2—1+1-0,0873=—(2+1)+
+(1—0,0873)=—3+0,9127.
ehk lithidalt:

pady £ %}
—2,0873=—2,0873=3,9127.

Vastupidi: iga negatiivse karakteristiku ja positiivse mantis-
siga logaritmi voib esitada negatiivse kiimnendmurruna. Selleks
piisab, kui lisada positiivsele mantissile —1 ja negatiivsele
karakteristikule +1 **,

Nii voib kirjutada:

e

7,8302=7,8302= —6,1698.

* Uhtlasi peab aga {itlema, et Neperi logaritmid pole samased naturaal-
logaritmidega, vaid on nendega teatavas seoses. Naturaallogaritmid voeti tarvi-
tusele esmakordselt pidrast Neperi surma 1619. a. Londoni matemaatikadpetaja
John Spideli poolt. Jirgmisel, 1620. a. andis Sveitslane Biir gi vélja oma
tabelid, mis ta oli koostanud soltumatult Neperist.

Tadhendame, et 1914. aastal tditus 300 aastat logaritmide leiutamisest, sest
Neper andis oma tabelid vélja 1614. a. («Mirifici logarithmorum canonis
descriptio» nime all).

++Nende teisenduste teostamiseks tuleb liita + 1 ja —1; iks neist liide-
takse karakteristiku, teine mantissiga. Et mitte eksida, kummale liita + 1 ja
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113. Neljakohaliste tabelite kirjeldus ja kasutamine. Enamiku
praktiliste {ilesannete lahendamiseks piisab neljakohalistest tabe-
litest, mille kasutamine on iisna lihtne . Viike véljavote neist
tabeleist ‘(nende ehituse selgitamiseks) on ftriikitud sellel lehekiil-
jel. Tabeleis sisalduvad koigi tdisarvude 1 kuni 9999 (viimane
kaasa arvatud (logaritmide mantissid, mis on arvutatud nelja-
kohaliste kiimnendmurdudena, kusjuures viimane koht on suuren-
datud I vorra koigil neil juhtumeil, kui viies number oleks olnud
5 voi iile 5; neljakohalised tabelid annavad jarelikult ligikaudsed

mantissid tdpsusega kuni;—kﬁmnetuhandikku (puudpga voi liiaga).

Logaritmide mantissid.

N| O 1 2 3 4 o= 1.6 7 8 9 (1123|456|7 89

50 6990 | 6998 | 7007 | 7016 | 7024 | 7033 | 7042 | 7050 | 7059 | 7067(|123 | 345|678
517076 | 7084|7093 | 7101 | 7110|7118 7126 | 7135|7143 |7152(/123{345|678
527160 [ 7168 | 7177 | 7185|7193 |7202 | 7210 [ 7218 | 7226 | 7235((122 345|677
53 7243|7251 | 7259 | 7267 | 7275 | 7284|7292 | 7300|7308 |7316(/122 3451667
54 (7324|7332 7340 | 7348 [ 7356 | 7364 | 7372 [ 7380 | 7388 | 7396 (122 |34 5(6 6 7

CHE g e el SO A T e e o I ST (e (S SR S

Et me tdisarvu voi kiimnendmurru logaritmi karakteristiku
voime kiimnendlogaritmide omaduste pdhjal leida vahetult, siison
tabelis antud ainult logaritmide mantissid; seejuures on vaja mee-
les pidada, et kiimnendmurrus ei ole koma asetusel, samuti nullide
arvul arvu kirjutuse alguses ja I6pus mingit méju logaritmi man-
tissi suurusele. Seepdrast jatame antud arvu logaritmi mantissi
leidmisel arvu kirjutuses koma tihele panemata, samuti nullid
tema alguses ja I6pus, kui neid on, ja leiame seejdrel tekkinud

kummale — 1, on soovitay alati lihtuda antud logaritmi mantissist ja arutleda
nii: olgu antud logaritmis mantiss negatiivne, kuid see on vaja teha positiiv-
seks; siis tuleb sellega liita + 1 ja seepirast tuleb karakteristikuga liita — 1,
olgu antud logaritmis mantiss positiivne, kuid see on vaja teha negatiivseks
(kogu logaritm peab olema negatiivne); siis tuleb sellele lisada — 1 ja jarelikult
karakteristikule +1.

! Suurt tdpsust noudvail juhtumeil kasutatakse viiekohalisi tabeleid ja
- monikord isegi seitsmekohalisi (niiteks Georg Vega «Logaritmilis-trigono-
meetriline kasiraamat»). Selliste tabelite kasutamist juhendatakse nende sisse-
juhatuses.

135



taisarvu (s. o. arvu tiive) logaritmi mantissi. Seejuures voib esi-
neda kolm juhtumit.

1) Taisarv on kirjutatud kolme numbriga. Olgu niiteks vaja
leida arvu 536 logaritmi mantiss. Otsime iiles selle arvu esimesed
kaks kohta, s. 0. 53, tabeli esimeses veerus (vt. lehekiiljel 135 trii-
kitud tabelit). Leidnud arvu 53, liigume samas reas sellest arvust
paremale kuni selle rea l6ikumiseni veeruga, mille pealkirjaks on
antud arvu kolmas number, s. 0. meie nédites number 6. Loike-
kohas leiame arvu 536 logaritmi mantissi 7292 (s. o. 0,7292).
Samuti leiame, et arvu 508 logaritmi mantiss on 0,7059 ja arvu
500 logaritmi mantiss on 0,6990 jne.

2) Tdisarv on kirjutatud kahe voi ihe numbriga. Sel juhul
lisame mdttes arvule iihe voi kaks nulli ja leiame sel teel tekkinud
kolmekohalise arvu logaritmi mantissi. Néiteks arvule 51 lisame
juurde ithe nulli, mille tottu saame arvu 510, ja leiame, et loga-
ritmi mantiss on 0,7076; arvule 5 lisame juurde kaks nulli ja
leiame, et logaritmi mantiss on 0,6990, jne.

3) Tdisarv on kirjutatud nelja numbriga. Niiteks on vaja leida
log 5436 mantiss. Sel juhtumil leiame algul tabelist, nagu &sja
naitasime, antud arvu esimese kolme numbriga kirjutatud arvu,
s. 0. arvu 543 logaritmi mantissi (see on 0,7348); seejdrel liigume
leitud mantissi juurest samas reas paremale (tabeli paremasse
ossa, mis asetseb teisel pool kahekordset piistjoont) kuni l6ikumi-
seni veeruga, mille pealkirjaks on antud arvu neljas number, s. o..
meie néites number 6. Loikekohas leiame paranduse (arv 5), mis
tuleb peast liita mantissiga 0,7348, et saada arvu 5436 logaritmi
mantiss; sel viisil leiame, et logaritmi mantiss on 0,7353.

4) Tdisarv on kirjutatud viie véi enama numbriga. Heidame
dra koik numbrid peale esimese nelja, s. o. votame antud arvu
tiive neljakohalise ligikaudse vairtuse, kusjuures suurendame selle
arvu viimast numbrit ithe vorra juhtumil, kui &raheidetud viies
number on 5 voi iile 5. Nii votame 57 842 asemel 5784, 30 257 ase-
mel 3026, 583263 asemel 5833 jne. Selle iimardatud neljakohalise
arvu logaritmi mantissi leiame nii, nagu dsja selgitasime.

Juhindudes neist napunditeist leiame jargmiste arvude loga-
ritmid:
36,5; 804,7; 0,26; 0,00345; 7,2634; 3456,86.
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Kirjutame eelkoige vélja tabeleid kasutamata logaritmide
karakteristikud, jattes ruumi mantisside jaoks, mis kirjutame
juurde hiljem:

log 36,5 =1,...; log 0,00345=3, .. .;
log 804,7=2,...; log 7,2634 =0, ...;
log 0,26 =1,...; log 3456,86=3, . . ..

Lisades tabeliét leitud mantissid, saame:

log 36,5 =1,5623; log 0,00345=3,5378;
log 804,7=2,9056; log 7,2634 =0,8611;

log 0,26 =1,4150; log 3456,86 = 3,5387.

114. Interpoleerimine. Monedes ‘neljakohalistes tabelites ei ole
antud arvu neljandale numbrile vastavaid parandusi. Kui on tege-
mist selliste tabelitega, siis tuleb need parandused leida lihtsa
arvutamisega, mida voib teostada jargmise teoreemi alusel: kui
arvud iiletavad 100 ja nende vahed on alla iihe, siis voib ilma
tunduva veata vaita, et:

logaritmide juurdekasvud on vordelised vastavate arvude juur-
dekasvudegal.

Olgu niiteks vaja leida arvu 5367 logaritmi mantiss. See man-
tiss on moistagi sama, mis arvu 536,7 logaritmilgi. Tabelist leiame
arvu 536 logaritmi mantissi 7292. Vorreldes seda mantissi pare-
mal oleva naabermantissiga 7300, mis vastab arvule 537, mar-
kame, et kui arv 536 suureneb 1 vorra, siis logaritmi mantiss suu-
reneb 8 kiimnetuhandiku vorra (8 on niinimefatud tabelivahe
kahe naabruses oleva mantissi vahel); kui aga arv 536 suureneb
0,7 vorra, siis logaritmi mantiss suureneb mitte 8 kiimnetuhandiku
vorra, vaid teatava viiksema arvu vorra: x kiimnetuhandiku vorra,
mis vastavalt eeldatud vordelisusele peab rahuldama vorret x :8=

1 Vaadeldes logaritmfunktsiooni y=Ilogiox graafikut (§ 103) markame,
et isegi viikeste arvude puhul (niiteks arvude 3 kuni 10 puhul) erineb graafik
viga vihe sirgjoonest. Kui seda graafikut pikendada paremale vastavalt
abstsissi vairtusele 10-st kuni 100-ni (s. o. 90 pikkusiihiku vorra piki x-telge),
siis kasvaksid ordinaadid ainult 1-st kuni 2-ni, sest log 10=1 ja log 100=2,
oraafiku edasisel pikendamisel vastavalt abstsissi vaartusele 100-st kuni
1000-ni (s. o. 900 pikkusiihiku vorra) suureneksid ordinaadid jille ainult iihe
iihiku vorra. Tahendab, sajast suuremate arvude puhul vGib tunduva veata
celdada, et funktsiooni y = logio x graafik langeb iihte sirgega. Kuid see tahen-
dab eeldada, et selliste arvude puhul on ordinaatide juurdekasvud vordelised
abstsisside juurdekasvudega, s. o. teiste sonadega, et logaritmide vahed on vor-
delised arvude vahedega.
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=0,7:1, kust saame, et x=8+0,7=5,6, mis parast iimardamist
annab 6 kiimnetuhandikku. Tdhendab, arvu 536,7 (ja jarelikult ka
arvu 5367) logaritmi mantiss on 7292+6=7298, s. 0. 0,7298.

Tahendame, et kahe tabelis korvuti seisva arvu jirgi vahe-
pealse arvu leidmist nimetatakseinterpoleerimiseks. Siin
kirjeldatud interpoleerimist nimetatakse vordeliseks inter-
polegrimiseks, sest see pohineb oletusel, et logaritmi juurdekasv
on vordeline arvu juurdekasvuga. Seda nimetatakse ka line-
aarseks interpoleerimiseks, sest see eeldab, et logaritmiunkt-
siooni muutumist kujutab sirgjoon.

115. Antilogaritmide tabelid. Arvu leidmiseks antud logaritmi
jargi voib kasutada samu tabeleid, mille jiargi leitakse antud
arvude logaritmide mantissid, kuid on soovitav kasutada teisi
tabeleid, milles on antud mniinimetatud antilogaritmid, s. o.
arvud, mis vastavad antud logaritmide mantissidele. Selgituseks
on viike véljavote neist paigutatud samale lehekiiljele.

Olgu antud neljakohaline logaritmi mantiss 2863 (karakteris-
tiku jadtame tdhele panemata) ja olgu vaja leida sellele vastav
tdisarv. Omades antilogaritmide tabeleid, tuleb neid kasutada
samal viisil, nagu varem oli selgitatud antud arvu logaritmi man-
tissi leidmisel, ja nimelt: tuleb leida logaritmi mantissi esimesed
kaks numbrit esimesest veerust (arvude ees olev punkt asendab
koma, mis eraldab logaritmi karakteristiku mantissist). Seejirel
liigume nende numbrite juurest samas reas parerhale kuni 16iku-
miseni veeruga, mille pealkirjaks on logaritmi mantissi kolmas
number.’ Loikekohas leiame neljakohalise arvu 1932, mille loga-
ritmi mantiss on 286. Seejarel liigume selle arvu juurest edasi
samas reas kuni 16ikumiseni veeruga, mille ;%alkirjaks on loga-
ritmi mantissi neljas number. Loikekohas leiame paranduse I, mis
on vaja peast liita varem leitud arvuga 1932, et saada arv, mille
logaritmi mantiss on 2863.

Antilogaritmid

sl o 4 pdve s by s b | wibal b d123las6li789

251778 | 1782|1786 | 1791 | 1795 | 1799 | 1803 | 1807 | 1811 | 1816{011(222|334
.26/ 1820 | 1824 | 1828 | 1832 | 1837 | 1841 | 1845 | 1849 | 18541 18581011223 (334
.27| 1862 | 1866 | 1871,/ 1875 | 1879 | 1884 | 1888 | 1892|1897 |1901(|011|223|334
.28/ 19051 1910|1914 | 1919 | 1923 | 1928 | 1932 | 1936 {1941 | 1945011223 |34 4
1291 1950 | 1954 | 1959 | 1963 | 1968 | 1972 | 1977 | 1982 {1986 | 1991](011|223|34 4
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Seega otsitav arv on 1933. Pidrast seda, poodrates tdhelepanu
antud logaritmi karakteristikule, tuleb arvus 1933 asetada vas-
tavale kohale koma.

Toome moned néited.

kui log x=3,2863, siis x=1933;
, logx=12863, , x=1933;
,, logx=0,2863, , x=1,933;
, logx=22863, , x=0,0193;
. log x=02287, , x=1,693;
, logx=1,7635, , x=0,5801;
. log x=3,5029, ,, ~x=3184;
, logx=2,0436, , x=0,01106 jne.

Kui logaritmi mantissis on antud viis voi rohkem numbrit, siis
votame ainult esimesed neli numbrit, jattes iilejddnud édra (ja suu-
rendades neljandat numbrit 1 vorra, kui viies number on 5 voi

enam). Néiteks mantissi 35478 asemel votame 3548, 47562 asemel
4756.

116. Mirkus interpoleerimise kohta. Logaritmi mantissi neljan-
dale ja jargmistele numbritele vastava paranduse voib leida ka
interpoleerimise teel. Kui niiteks logaritmi mantiss on 84357, siis,
leidnud arvu 6966, mis vastab mantissile 843, voime edasi arutleda
nii: kui logaritmi mantiss suureneb (1 tuhandiku vorra), s. o. kui
ta saab 844-ks; siis arv, nagu nahtub tabelist, suureneb 16 iihelise
vorra; kui aga logaritmi mantiss suureneb mitte iihe tuhandiku
vorra, vaid 0,57 tuhandiku vorra, siis arv suureneb x {ihelise vorra,
kusjuures x peab rahuldama vorret:

x:16=0,57:1, kust x=16 * 0,57=9,12.

Tdhendab, otsitav arv on 6966+9,12=6975,12 ehk (piirdudes
ainult nelja numbriga) 6975. v

117. Tehted logaritmidega, mille karakteristik on negatiivne.
Logaritmide liitmine ja lahutamine ei valmista mingit raskust,
nagu nihtub jargmistest ndidetest:

7 2,9734 3,8384 1,0384 0,0052
18302 15804 59630 45736
0,8036 7,7188 7,0754 3,4316
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Samuti ei tekita mingisugust raskust logaritmi korrutamine
positiivse arvuga, nditeks:

3,5837 2,4735
X 9 X 34
22,2533 : 18940
14 205
16,0990
68
: 52,0990

Viimases ndites on korrutatud 34-ga esmalt positiivne mantiss
ja seejarel negatiivne karakteristik ning tulemused liidetud.

Kui logaritm, mille karakteristik on negatiivne ja mantiss posi-
tiivne, korrutatakse negatiivse arvuga, siis voib toimida kahte
viisi: kas muudetakse antud logaritm algul negatiivseks voi kor-
rutatakse eraldi tema mantiss ja karakteristik ning tulemused
liidetakse, nditeks:

3,5632 * (—4)= —2,4368 - (—4) =9,7472;
3,5632 + (—4)=+12—2,2528=09,7472.
Jagamisel voib esineda kaks juhtumit: esiteks negatiivne karak-

teristik jagub jagajaga; teiseks negatiivne karakteristik ei jagu
jagajaga. Esimesel juhul jagatakse karakteristik ja mantiss eraldi:

10,3784 : 5=2,0757.

Teisel juhul lisatakse karakteristikule nii mitu negatiivset {ihe-
list, kuni tekkinud arv jagub jagajaga, mantissile aga lisatakse
niisama palju positiivseid iihelisi:

3,7608 : 8=(—8+5,7608) : 8=1,7201.
See teisendus tuleb teha peast ning tehe.sooritatakse jérg-
niselt:
3,7608: 8=1,7201 ehk 3,7608 (8
1,7201.
. 118. Lahutatavate logaritmide teisendamine liidetavaiks. Mingi
keeruka avaldise vidartuse arvutamisel logaritmide abil tuleb

moned logaritmid liita, teised lahutada; sel juhul harilikult arvu-
tatakse eraldi liidetavate logaritmide summa ja lahutatakse loga-
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ritmide summa ning lahutatakse esimesest summast teine summa.
Naiteks, kui meil on

log x=2,7305—2,0740 43,5464 — 8,3589,
siis sooritatakse tehted harilikult nii:

" g 2,7305 3 2,0704 ~ 0,2769
3,5464 8,3589 6,4329
0,2769 6,4329 7,8440 =log x.

Kuid logaritmide lahutamist on voimalik asendada liitmisega.
Naiteks:
—2,0740=2—0,0740 = 1,9260,
L &
—8,3589= —8,3589=9,6411.
Niilid voib korraldada arvutamise nii:

2,73056
1,9260

T 35464
90,6411
7,8440=1log x
119. Logaritmidega arvutamise niiteid.
Niide 1. Arvutada avaldise

3
V-5

fes =
cs.YD
vaartus, kui A=0,8216, B=0,04826, C=0,005127 ja D=7,246.
" Logaritmime antud avaldise:

1 1
log x= = log A+4log B—3 log C— 5 log D.

Et viltida liigset ajakaotust ja vdhendada vigade voimalusi,
koostame eelkoige arvutuste skeemi, jittes arvutused algul teosta-
mata ning tabelid kasutamata:

g 1
log A=1log 0,8216 =l, it g logA=
log B=log 0,04826 =2, =* . . . . 4 log B=
log C=1log 0,005127 =3, R —3logC=

JAgp e ik e —%logD=
log D=log 7,246 =), v e
1

‘glogD > & 3 . - Fo e X o=
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Parast seda votame tabelid ja kirjutame vabaks jaetud kohta-
dele logaritmid:

log A=10g 0,8216  =1,9146
log B=10g 0,04826 =2,6835
log C=10g 0,005127 =3,7099

5log A=T,9715

4 log B=6.7340
—3 log C=6,8703

SlogC .- . Dl 1997 1 1

, —— log D=1,7133
“log D=1og 7,246 =0,8601 o
ll B log x=1,2891
— log - =0,2867 x=19,45

Niide 2. Arvutada x= (—2,31)35{/‘7‘2'=—(2,31)3\5/ﬁ
Et negatiivseil arvudel ei ole logaritme, siis leiame esialgu:
x'=(2,31)3 \5/7_2 ‘
log =3 log 2,31 + 5 log 72.

Pérast arvutamist ilmneb, et x'=28,99, jarelikult x= —28,99.

3
WBE =l
Niide 3. Arvutada: x= VVE <+ E3

Siin ei ole voimalik kogu arvutamist teostada logaritmide abil,
sest juuremdrgi all on summa. Séiraseil juhtumeil arvutatakse

e 4,
avaldise vidirtus ositi. Algul leiame N=v8, siis N;=V3;
edasi leiame tavalise liitmise teel N+N,; ja lopuks arvutame

3
VN + Ny; ilmneb, et
N=1516; N;=1,316; N+N,=2,832;
3
log x=log V2,832 = + log 2,832=0,1507; x=1415.

Harjutixsed.
195. Muuta jirgmiste negatiivsete logaritmide mantiss positiivseks:
—2,3789; — 1,0760; — 0,0058; — 5,6700.

196. Teisendada jirgmised logaritmid negatiivseks: 2,7359; 1,0803; 4,0760;
1,0023.
Leida tabelist jdrgmiste arvude logaritmid:

197. 9; 26; 573; 55; 78; 7,414; 0,7557.
198. 5,634; 10,083; 0,20738; 0,00534.
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Leida arvud jargmiste logaritmide jargi:
199. 2,8676; 1,3496; 0,0111; 3,1412.
200. 1,6628; 2,3114; 0,5100; 1,5806.
201. 3,7467; — 1,0834; — 0,6347; — 3,9134.
(Viimases kolmes niites on algul vaja logaritmid {eisendada.)
Teostada logaritmidega jargmised tehted:

2.7 1
S f2 308; j_,5734; +I20387
| 3,9683 | 2,8430 | 1,7857
{ 0,3756 27403 7.
17 e ;
| 2,7489

204. 1,4018 X 9; 3,5612 X 36.

205. 3,5603 X (—23); 12,6310: 4.

206. 3,0274 : 5; 2,5074 : 7.

Jargmistes naidetes asendada lahutamine liitmisega:
207. — 3,2603; — 7,5920; — 0,4168.

208. — 1,5609; — 2,2754; — 3,0406.

Arvutada logaritmide abil jargmiste avaldiste vdartused:

6 ol Stis e
209. 0,037143%;, V0,3571; V2358.
2

3
T2 3 RF o
210. l/E; v 17705; V85_l77 ;

211. ( ) 0,7361 - 0,03715
2,165 - 0,8717

212. ] 7624 : l/
3,142-27, 27,05
3
213. 716,56
I
214. Mitu numbrit on arvus 3207 »
215. Libides klaasplaadi kaotab valguskiir oma intensiivsusest o Mil-

2,718—8142,

line osa valguskiire alg-intensiivsusest jaab jarele, kui kiir on ldbinud 10 nii-
sugust plaati?

216. Arvutada kera ruumala valemi jargi V———%nR“, kui R=5875 ja
a=3,142.
217. Kolmnurga kiiljed on @, b, c¢. Arvutada kolmnurga pindala S valemi
jargi: :

S=Vp(p—a)(p—b)(p—c),
kus p on kolmnurga pooliimbermdot, s. o. p=.:12_(a+b+c), kui kiiljed on:
1) 6 cm; 8 ecm; 9 cm; 2) 0,927 m; 1,135 m; 0,575 m.
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218. Oonessilindri ruumala V avaldatakse valemiga:
V=a((R2—r2)h,
kus A on korgus R — pohja vilimine raadius ja r — pohja sisemine raadius.
Arvutada V, kui R=74,35 m, r=42,63 m, h—1328 m ja 7=3,142.

219. Pendli iihe poolvonke periood (s. o. aeg, mille jooksul pendel liigub
paremast darmisest asendist vasakusse ddrmisse asendisse) avaldub valemiga
(kui pendli kaldenurk ei iileta 3°):

t::t‘/ -l—,,
&

kus f, — aeg (sekundeis), { — pendli-pikkus (sentimeetrites), g — raskustungi
kiirendus (sentimeeter sekund ruudus) ja = — ringjoone pikkuse suhe diameet-

riga. Leida aeg 7, kui /=100 cm, g=981,5 % ja ®=3,142.
SeK.=

120. Viiekohaliste tabelite kasutamine. Tdpsemaiks arvutusteks
kasutatakse viiekohaliste logaritmide tabeleid. Neis tabeleis on
arvude logaritmid arvutatud tapsusega 0,00001 (digemini: tdpsu-
sega 0,000005). Koige enam on kasutatavad 'E. PrZevalski
koostatud tabelid. Anname nende kasutamiseks liihikesi nipu-
néiteid. »

1. Tabelite esimene lehekiilg sisaldab arvude 1 kuni 100 loga-
ritmide mantissid. Kuid seda lehekiilge voib ka mitte kasutada,
otsides neid mantisse kolmekohaliste arvude logaritmide hulgast.
Et leida arvude 67; 6,7; 0,0067 jne. logaritmid, kirjutatakse vastav
karakteristik ja otsitakse arvu 670 logaritmi mantiss.

2. Olgu arvul kolm tiivenumbrit. (Peame meeles, et null kahe
tiivenumbri vahel on ka tiivenumber.) See arv otsitakse iiles vas-
tava lehekiilje esimesest veerust (pealkirjaga N). Samast reast ja
veerust pealkirjaga 0 leitakse vastav mantiss.

3. Olgu arvul neli tiivenumbrit. Veerust pealkirjaga N otsi-
takse iiles arv, mis on kirjutatud antud arvu esimese kolme numb-
riga.

Samast reast ja veerust, mille pealkirjaks on antud arvu neljas
number, leiame otsitava mantissi.

Niide. Leida log 84,37. Karakteristik on 1.

Otsime iiles veerust N arvu 843. Liheme samas reas sellest
arvust paremale. Veerust pealkirjaga 7 lelame vastava mantissi
92619. Seega log 84,37=1 92619.

4. Arvul on rohkem kui neli tiivenumbrit. Votame arvu, mis
on kirjutatud antud arvu esimese kolme numbriga, ja leiame selle
arvu logaritmi mantissi. Edasi toimime samuti nagu neljakohaliste
tabelite kasutamisel, s. o. koostame vorde voi kasutame tabeli-
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kest, mis asetseb parempoolses dirmises veerus pealkirja P. P.
(partes proportionales) all.

Niide. log 187,367.

Otsime iiles arvu 187 ning selles reas ja veerus 3 leiame man-
tissi 27254. Arvutame jdrgneva mantissi ja leitud mantissi vahe
(tabelivahe). See on 23. Parempoolses ddrmises veerus arvu
23 all leiame nummbrile 6 vastava paranduse 13,8 (sajatuhandikku)
ja numbrile 7 vastava paranduse 16,1. Arvutuse teostame nii:

1873 27254
6 138
7 161

: 187367 2726941
Seega log 187,367 =2,27269.

IV. Eksponent- ja logaritmvorrandid.

121. Vorrandite niiteid. Eksponentvorrandeiks nimetame selli-
seid vorrandeid, kus tundmatu esineb astendajas; logaritmvdrran-
deiks aga selliseid, kus tundmatu esineb logaritmitavas.  Nii-
suguseid vorrandeid saab lahendada elementaarsete votetega
ainult erijuhtumeil, kusjuures tuleb toetuda logaritmide omadus-
tele ning asjaolule, et vordsete arvude logaritmid on vordsed, ja
imberpodrdult: vordsetele logaritmidele vastavad vérdsed arvud.

Nidide 1. Lahendada vorrand 2% =1024.

Logaritmime vorrandi molemad pooled:

i ’ __log 1024 _ 301030
x log 2 =log 1024; e 7T il )T

Niide 2. Lahendada vérrand a2*—a*=1.

10.

Oletades, et a*=y, saame ruutvorrandi 2—y—1=0, kust
leiame:

1+ V5 1 —V5
| AT WL e P A
Jérelikult
g R
a*= %\ﬁ ]a O == -2!{5-
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Et 1—V/5<0, siis viimasel vorrandil lahendeid ei ole (kui
a on positiivne arv), esimene aga annab
s log (14 V5)— log 2 :
log a
Ndide 3. Lahendada vorrand log (a+x)+log(b+x)=
=log(c+x). .

Vorrandi voib kirjutada nii:
log [(a+x) (b+x)]=log (c+%).

Et ithe ja sama aluse puhul vordsetele logarltmxdele vastavad
vordsed arvud, siis

(a+x) (b+x)=c+x;
see on ruutvorrand, mis on kergesti lahendatav.

122. Liitprotsentide valem. Ulesanne. Milliseks summaks muu- -
tub ¢ aasta jooksul a rubla suurune hoius, kui ta kannab igal aas-
tal p% liitprotsenti? ’

Oeldakse, et hoius kannab liitprotsente, kui voetakse arvesse
niinimetatud «protsendi protsent», s. o. kui hoiusele arvatakse
juurde iga aasta 1opul intress, et see jargneval aastal samuti kan-
naks protsenti.

Hoiuse iga rubla, mis on antud hoiule p protsendiga, annab

aasta jooksul intressi -~ rubla ja jéarelikult hoiuse iga rubla

1()0

muutub aasta pidrast 1+ rublaks (nditeks, kui hoius on

]00
5%-line, siis muutub iga rubla aasta parast l-}-l—(s)—o, §:.00.1,05

rublaks). Téhistades murru lithiduse péarast tdhega r, voime

i06
ittelda, et hoiuse iga rubla muutub aasta pérast 14 rublaks, jére-
likult @ rubla muutub aasta jooksul a(1+4r) rublaks. Veel aasta
parast, s. o. kahe aasta parast arvates hoiule andmise algusest,
muutub iga a(1+4r) rubla uuesti 1+ rublaks; tdhendab, kogu
hoius muutub a(1+4r)2 rublaks. Samal viisil leiame, et kolme
aasta parast on hoius a(1+4r)3, nelja aasta pérast a(l+r)4,...,
iildiselt ¢ aasta parast, kui ¢ on tdisarv,, muutub hoius a(147)?
rublaks. Seega, mirkides tihega A rahasumma, milleks hoius
muutub ¢ aasta pérast, saame jargmise liitprotsendi valemi:

- s A
A=a(1+7)!, kus r= 15 .

146



Selle valemi jérgi on kerge leida {iht neljast arvust 4, a, r
(voi p) ja t, kui on antud iilejdanud kolm.
Ndide. Olgu @=2300 rubla, p=4, =20 aastat; siis

r= IW_OM A=2300 - 1,0420

log A=1og 2300+ 20 log 1,04=23,3617+20 - 0,0170 =
=3,3617+40,3400=3,7017.
A =5031 rubla.

Miéirkused. 1) Selles niites tuli meil korrutada log 1,04
arvuga 20. Et arv 0,0170 on log 1,04 ligikaudne viirtus tdpsu-

sega kuni(l kiimnetuhandikku, siis on selle arvu ja arvu 20 kor-

rutis tdpne ainult kum + 20, s. o. kuni 10 kiimnetuhandikuni ehk

iihe tuhandikuni. Seeparast ei saa me summas 3,7017 vastutada
mitte iiksnes kiimnetuhandike numbri eest, vaid isegi mitte
tuhandike numbri eest. Et sellistel juhtumitel saada suurem
tapsus, on parem kasutada mitte arvu I+ neljakohalisi loga-
ritme, vaid suurema numbrite arvuga logaritme, niiteks seitsme-
kohalisi. Sel eesmérgil toome allpool viikese tabeli, milles on esita-
tud p monedele védirtustele vastavad seitsmekohalised logaritmid.

2) Liitprotsendi valemit kasutatakse mitte ainult rahanduskiisi-
mustes, vaid monikord ka looduslikke protsesse kisitlevate iiles-
annete lahendamisel, néiteks mingi maa elanike arvu maaramisel,
metsa puude juurdekasvu arvutamisel jifis.

p | 14r | log (14r)

3 1,03 0,0128372
1

3 7 | 1,0325 0,0138901 -¢
1

3—7 1,035 0,0149403

3—2— 1,0375 0,0159881

4 1,04 0,0170333
1

4—4— 1,0425 | 0,0180761
1 !

47 1,045 0,0191163
3 :

47 1,0475 0,0201540

5 1,05 0,0211893
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Harjutused.

Lahendada vorrandid:

220. 3*=243; 2%*=512; 5+2=312.
221. 10°=3; §*=10; 10%*=57754.

5\x
R Sy ek e ¢
222. 4,097% = 3652; (6) =248

223. 3V % —9243; 055 =2718; Vi6= Va4~
224. 2%} 45=72; 9*HV__35H3 g6

225. log(x— 1) +log(x+1)=1log 2.

226, .% log x3=5 log x.

227. log x2+log 8x=2 log x +log x2,

228. Reservuaarist, mille ruumala on 6 dm?3, pumbatakse ohku vilja Ghu-
pumbaga, mille imemissilindri ruumala on 2 dm®. Mitu pumba kolvi tommet

on vaja teha, et horendada ohk reservuaaris kuni i%ﬁ_ni algrohust (kahjuliku

ruumala mo6ju mitte arvestada)?
229. Mitme aastaga kahekordistub kapital, mis kannab hoiul 5% liit-

protsenti?
Juhend. Algkapital on x, loppkapital 2x; vorrandit saab taandada x-ga.

230. Sama iilesanne, kui kapital on hoiul, kandes 4% liitprotsenti.

231. Kiirgamise tottu vaheneb raadium kaalult ja nimelt: 1600 aasta jook-
sul kaotab iga gramm raadiumi poole oma kaalust. Arvutada raadiumi kaalu
- aastane kadu protsentides.

232. Teatava maa elanike arv kas;rab igal aastal 1,2% vorra. Mitme prot-
sendi vorra kasvab elanike arv 25 aasta jooksul?



Kaheksas jagu

Vorrandite uurimine.
I. Uhe tundmatuga esimese astme vorrandite uurimine.

123. Mis tdhendab vorrandit uurida. Vorrandit uurida tédhen-
dab vaadelda koiki erijuhtumeid, mis voivad esineda vorrandi
lahendamisel, ja selgitada nende juhtumite tdhendust iilesande
seisukohalt, mille tingimuste kohaselt vorrand koostati.

124. Uhe tundmatuga esimese astme vorrandi iildkuju. Varem
labivoetust on teada, et iihe tundmatuga esimese astme vorrand
pérast vajalikke teisendusi (sulgude avamine, nimetajaist vabasta-
mine, tundmatute viimine vorrandi iihele_poolele ja tuntud arvude
viimine teisele poolele, sarnaste liikmete koondamine) omandab
lihtsaima kuju:

ax=>b,

- kus a ja b vdivad olla positiivsed, negatiivsed voi nulliga vordsed
arvud.
Vaatleme, millised lahendid on sel vorrandil arvude a ja &
mitmesuguste arvuliste vdartuste puhul.
125. Positiivne lahend. Selline lahend saadakse siis, kui arvud
a ja b on mdlemad positiivsed voi molemad negatiivsed. Olguw
néiteks 3x=6 voi —3x= —6. Siis saame:
6 —6

gl O G P

3 F G

Positiivne lahend, rahuldades vorrandit, rahuldab koos sellega
ka iilesannet, mille tingimuste kohaselt vorrand on koostatud.
Mbnikord juhtub, et mitte koik iilesande tingimused pole vorran-
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«iga viljendatud; siis voib positiivne lahend vorrandit ka mitte
rahuldada. Toome selle kohta niite.

Ulesanne. 20 inimesest (tdiskasvanuist ja noorukeist) koosnev
‘todlisring korraldas korjanduse raamatukogule raamatute ostmi-
seks, kusjuures iga tdiskasvanu annetas 3 rubla ja iga nooruk
1 rubla. Kui palju oli selles ringis tdiskasvanuid ja kui palju
noorukeid, kui kogu korjandus andis 35 rubla? :

Téhistame tdiskasvanute arvu tdhega x; siis noorukite arv on
20—x ning tdiskasvanute poolt kokkupandud rahasumma on 3x
tubla ja noorukite poolt kokkupandud rahasumma on (20—x)
rubla. Jarelikult saame vorrandi

31+ (20—x) =35, kust x=7.

See positiivne lahend rahuldab kiill vorrandit, kuid ei rahulda
ilesannet, sest iilesande motte kohaselt peab otsitav arv olema
tdisarv. Erinevus iilesande ja vorrandi vahel tuleneb siin sellest,
el vorrand ei sisalda eneses iilesandes eeldatavat nouet, et otsitav
arv oleks tédisarv. Esitatud iilesandel ei ole lahendeid.

126. Negatiivne lahend. Selline lahend saadakse vorrandile
ax=p siis, kui arvudel a ja b on vastupidised margld Olgu nai-
teks

5x=.—15 voi —bx=15;
ssiis
X::}:)l—a:ﬁ3 vOi x:ésg

Et ndidata, mis mottes tuleb moista negatiivset lahendit x=
= —m, poorame tdahelepanu sellele, et kui arv —m rahuldab
antud vorrandit ax=0, siis vordus —am==>b peab olema samasus:
tdahendab, positiivne arv m rahuldab siis teist vorrandit —ax=5b,
mis saadakse antud vorrandist, kui x asendame selles avaldisega
——x. Toetudes sellele mirkusele ja saanud negatiivse lahendi
Xx= —m, voime toimidd nii: asendame x vorrandis —x-ga; saame
wuue vorrandi, millel peab olema positiivne lahend x=m. Uus vor-
rand muidugi ei vasta esitatud iilesandele; vaadeldes seda lahe-
‘malt, leiame kergesti, kuidas tuleb iilesanne muuta et tal oleks
positiivne lahend x=m.

Niitena toome sellise lihtsa iilesande.

Isa on 40-aastane, poeg aga 10-aastane. Mitme aasta pérast
on isa pojast 7 korda vanem?

Téhistame otsitava arvu tdhega x.

= —3.
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On ilmne, et x aasta parast on isa vanus 40+x ja poja vanus-
10+ x. Tingimuste kohaselt on.

40+4+x=7(10+x), kust x=—5.

Asendades x vorrandis —x-iga, saame uue vorrandi: 40—x=
=7(10—x), mis vastab samale iilesandele, kuid muudetud Kkiisi-
musega ja nimelt: mitme aasta eest oli isa pojast 7 korda vanem?

Samalaadseist néiteist mirkame, et negatiivset lahendit tuleb
moista vastupidises mottes sellele, milles moistetakse positiivset
lahendit; kui positiivne lahend tidhendab aega pérast teatavat siind-
must, siis negatiivne lahend tdhendab aega enne seda siindmust;
“kui esimene tdhendab sissetulekut, siis teine tdhendab viljamine-
kut jne. Kui aga juhtub, et {ilesande motte kohaselt ei saa tund-
matut arvu x moista kahes vastupidises mottes, siis negatiivne
lahend tdhendab, et {ilesandel pole lahendeid.

127. Lahend null. Oletame, et vorrandis ax=56 arv b on null,
kordaja a aga mingi nullist erinev arv. Olgu antud néiteks:
vorrand 4x=0. Téahendab, korrutis 4x peab vorduma nulliga.
Kuid korrutis vordub nulliga ainult siis, kui {iks tegureist vordub
nulliga; jarelikult tegur x peab vorduma nulliga. Ka valemist

X= % nahtub, et x=0."

3 RN 13 3 s
Ulesanne. Missugune arv on vaja liita murru 5 lugejaga ja

. d 1
nimetajaga, et saada 5 ?

Téhistades otsitava arvu tdhega x, saame vorrandi:
13+x g

26+x = 2’

kust
264+2x=26+x; x=0.

See tdhendab, et see murd ise vordubki %-ga.

128. Juhtum, millal vorrandil pole lahendit. Olgu vorrandis
ax=b arv a null, b aga nullist erinev arv, niiteks 0 - x=10.
Selline vordus on voimatu, sest missuguse vdirtuse me x-ile ka

annaksime, on korrutis 0 - x vordne nulliga, mitte aga 10-ga.
Olgu néiteks selline vorrand:

X e S5x
g Anaay
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Lahendame ta, nagu harilikult (ithine nimetaja on 6):
3x—24+2x=42+5x,
S. 0.
5x=66-+5x ehk 5x—5x=66.

Missuguse vdartuse me x-ile ka annaksime, vahe 5x—5x on
alati null, aga mitte 66. Tahendab, esitatud iilesandel pole lahen-
«it. Kui me oleksime mirkamata, et kordaja @ on null, jaganud
vorrandi ax=>b molemad pooled arvuga a, siis oleksime saanud

x jaoks valemi x= =, Mirgates siis, et a=0, me leiaksime sel-

: X b - ) ; g 4,
lest valemist, et x= . Kuna jagamine nulliga on voimatu, siis

tuleksime viimase valemi pdhjal jareldusele, et kui a=0, siis vor-
randil ax=b pole lahendit (tihendab, ka {ilesandel pole lahen-
deid). '

Kuid pole piisav piirduda ainult selle jdreldusega. On ots-
tarbekohane poorata tdhelepanu veel iihele tahtsale asjaolule,
mille selgitamiseks peame esialgu vaatlema, kuidas muutub murd;
kui ta nimetaja piiramatult viheneb, lugeja aga jd&b muutu-
matuks.

129. Kuidas' tuleb moista vordust '—g—: —+ oo, Vdhenegu murru

'%— nimetaja absoluutviirtus iiha rohkem ja rohkem, lahenedes

piiramatult nullile, lugeja aga jaégu muutumatuks.
Oletame niiteks, et nimetaja n saab jirgmised jérjest véhe-
nevad vaartused:
n=0,1; n=0,01; n=0,001; n=0,0001 jne.
Siis murd saab jirgmised jirjest kasvavad véartused:
m . : m —_ - m —_— .
% G 10m ; 901 — 100m ; 3,001 — 1000m ;
e .
370001 — 10000m jne.
Siit nihtub, et kui lugeja jiidb muutumatuks ja nimetaja lahe-
neb piiramatult nullile, siis murru L"n— (mille liikmed vdivad olla

ka negatiivsed arvud) absoluutvéartus suureneb piirama-
tult. Seda asjaolu viljendatakse lithidalt kirjas nii:

% =il
kus mirk co tihendab «lopmatust». Seda iileskirjutust ei tohi

mbista sonasonaliselt, sest jagamine nulliga on voimatu; see
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“ainult margib lithidalt, et murru absoluutvdartus suureneb piira-
matult (voi nagu monikord Oeldakse, ligineb lopmatu-.
sele), kui nimetaja ldheneb piiramatult nullile ja lugeja jddb-
muutumatuks, kusjuures murd ise jdab kas positiivseks voi
negatiivseks (olenevalt sellest, kas nullile ligineval nimetajal on
lugejaga ithesugune voi vastupidine mérk).

130. Niiiid voime eelmises paragrahvis kasitletud uurimust
tiiendada jargmiselt: '

kui a=0, siis vorrandil ax=b ei ole lahendit; kui aga a ei
vordu nulliga, vaid ainult ligineb nullile ikka lihemale ja ldhe-
male, siis lahendi absoluutvidrtus kasvab piiramatult.

131. Masdramatu lahend. Kui vorrandis ax=»b molemad arvud
a ja b osutuvad nulliks, siis vorrand muutub samasu-
seks 0-x=0, mis on kehtiv x iga véirtuse puhul. Tahendab,
sel juhul osutub vorrand méddramatuks, s. o. ta voimaldab
I6pmata _palju meelevaldseid lahendeid.

Kui me jagaksime vorrandi mdlemad pooled arvuga a, mérka-

mata, et a=0, siis saaksime x vddrtuseks murru > mis juhtu-

mil, kui b=0 ja a=0, muutuks avaldiseks %. Sellel avaldisel
ei ole arvulist vaartust.

Votame néite.

Ulesanne. Missugune arv tuleb liita murru —‘;— lugeja ja nime-

tajaga, et see murd vorduks arvuga m?
Tihistades otsitava arvu tdhega x, saame vorrandi:

atx
b+x _m’
kust s ‘
"a+x=bm+mx, x—mx=bm—a; (l—m)x=bm—a.
E % bm—a
Kui m =£1, siis x= w——-

Oletame, et m=1 ja vahe b—a on mingi nullist erinev arv
(positiivne voi negatiivne). Siis saame x jaoks vorrandi:

0-x=b—a.

Siit voime jareldada, et kui m=1 ja b¥a, siis pole olemas

- mingit arvu %, mis rahuldaks iilesande nouet; kui aga m pole

vordne 1-ga, vaid ainult ldheneb 1-le, siis suureneb arvu x abso-
luutvdartus piiramatult.
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Kui m=1 puhul ka veel b=a, siis saadakse x jaoks vorrand
=1
millest voib jdreldada, et x iga viddrtus rahuldab iilesande nouet

{ja toesti: murd Z—_t——z vordub x iga viaartuse puhul arvuga 1).

132. Vorrandi ax=0b lahendi graafiline tolgendamine. Tihis-
tame vorrandi vasaku poole tidhega ¥, ja parema poole tihega y»
ming joonestame iihel ja samal joonisel kahe funktsiooni y;=ax
ja ye=05 graafikud.

Yy
Y, =0x
M

/) / XZ’b
I/
! K

bi

‘\ a
\

A
0 ~‘”‘-’—"’ A d

Joon. 31.

Esimese funktsiooni graafik on sirge, mis ldbib koordinaatide
alguse ja punkti (1, a); teise funktsiooni graafik on x-teljega
paralleelne sirge, mis 16ikab y-teljest 16igu & (joonisel 31 kujuta-

U}
M/ My M, M;
i K,
, /
by
5 .
A A, A, A,

Joon. 32.

sime juhtumit, kui a>0 ja 6>0; jidtame lugejale voimaluse teha
joonise juhtumeiks, kui: 1) a>0, b6<0; 2) a<0, b>0 ja
3) a<0 ja b<0). Need kaks sirget 16ikuvad punktis M, mille
abstsiss OA ongi vorrandi ax=5b lahend, sest selle abstsissi
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puhul sirge y;=ax ordinaat on vordne sirge y»=»5 ordinaadiga ja
jarelikult ax=b.

Kasutades niisugust graafilist kujutust, voime néitlikult tolgen-
dada vorrandi ax=>0 lahendamise koiki juhtumeid. Piirdume kahe:

juhtumi vaatlemisega: 1) vorrandil pole lahendit ja 2) vorrandil.
on maaramatu lahend.

1) Vérrandil ei ole lahendit (joon. 32). Viahendades korg
daja a arvulist vdirtust, sunnime sirget y=ax itha rohkem lédhe-
nema x-teljele. Siis eemaldub punkt M, kus sirge y=0 loikub
sirgega y=ax, itha rohkem paremale, ldbides asendeid"M;, Ms,
Ms jne., kusjuures l6ikepunkti abstsiss OA suureneb piiramatult,
labides viaartusi OA,, OAs, OAs jne. Tdhendab, kyi a piiramatult
viheneb, lahenedes nullile, siis vorrandi ax=»b lahend kasvab

piiramatult (mida voib véljendada nii: x= —%: o).

2) Madramatu lahend tekib, nagu nidgime (§ 131), juhtumil,
kui a=b=0. Et seda juhtumit tolgendada graafiliselt, kujutleme,
et joonisel 32 suurus b viheneb, ldhenedes nullile; siis hakkab
sirge yo=b, jdddes paralleelseks x-teljega, sellele /teljele iiha
lihenema ja iihtib sellega, kui b=0. Teiselt poolt muutub sirge
y,=ax, kui a=0, samuti x-teljeks. Siis iihtivad x-teljega kaks
‘sirget y,=b ja y;=ax ning jarelikult voib selle telje iga punkti
pidada ldikepunktiks; tihendab, lahendi védartus jad&b mdédrama-
tuks.

Harjutused.

Veenduda, et jargmistel vorranditel ei ole lahendeid (redutseeruvad voi-
matuteks vordusteks):

5x+1 ¥43 t—3
083 7kl 3 LA
Sl e Do Ay 6 |

. 284, (x+2)2+ (x—2)2=(x4+3)2+ (x —3)2.

Veenduda, et jargmised vérrandid annavad lopmatu palju lahendeid (o
samasused): d

235. 8x+3=(x+2)2—x24+4x — 1.

236. (x+1)2+ (x —1)2=2(x2+1).

237. Sirgel, mis ldbib kahe ringi keskpunktid O ja O, leida. punkt, milles
sirge 16ikab antud ringide iihist vilist puutujat, kui ringi raadiused on r ja ri

ning keskpunktide kaugus teineteisest on d. Uurida mitmesuguseid juhtumeid,
mis voivad esineda lahendamisel.

238. Leida seesama iihise seesmise puutuja jaoks.
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11. Kahe tundmatuga esimese astme vorrandisiisteemi uurimine.

133. Uldvalemid. Lahendades kahest vorrandist koosneva siis-
teemi
ax+by=c ja ax+by=c,
saame tundmatute jaoks jargmised valemid:

(ab’—a’b)x= (b'c—bc); (ab”—a'b)y= (ac’—a’c). (1)
% Kui ab/—a’b= 0, siis
b'c—bc’ ac’—a’c
= a—ab’ YT ab—ab’ (2)

134. Uurimine. Nende valemite uurimisel vaatleme kaht
juhtumit.

1). Uhine nimetaja ab’—a’b ei vordu nulliga.

Sel juhtumil on' siisteemil iiks lahend. Selle lahendi tdhen-
duse kohta f{ilesande seisukohalt, mille tingimuste kohaselt on
vaadeldav siisteem koostatud, voib iitelda sedasama, mis oli 6eldud
varem iihe tundmatuga vorrandi uurimisel.

2) Uhine nimetaja ab’—a’b=0. Sel juhtumil voivad lugejad
valemites (2) nullist erineda kui ka nulliga vorduda. Toestame,
et Kui iikski arvudest a, a’, b, b’ pole nulliga vordne, siis kehtlvad
jargmised kaks lauset.

a) Kui x ja y valemites (2) iiks lugejaist vordub nulliga, siis
vordub ka teine lugeja nulliga.

Olgu naiteks x avaldise lugeja vordne nulliga. Selleks on vaja-
1ik, et:

eb’==c'0;
peale selle on antud, et ab’=a’b.

, Korrutades esimese vorduse vasaku poole teise vorduse parema
poolega ja esimese vorduse parema poole teise vorduse vasaku
poolega, saame:

cb’a’b=c’bab’, kust cb’a’b—c’bab’=0,
ja jérelikult
bb’ (a'c—ac’) =0.

Et arvud & ja b” pole vordsed nulliga, siis on viimane vordus
voimalik iiksnes siis, kui @’c—ac’=0, s. o. kui y avaldise lugeja
. on vordne nulliga.

Samuti, kui oletame, et y avaldise lugeja valemites (2) on
vordne nulliga (s. o. kui ac’=a’c ja ab’=a’b), siis saame:

ac’a’b=a’cab’; aa’ (c’b—cb’) =0; c’b—cb’'=0.
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b) Kui valemites (2) iihe avaldise lugeja pole vordne nulliga,
siis pole ka teise avaldise lugeja vordne nulliga.

Toepoolest, kui lugeja iihe tundmatu valemis oleks vordne
nulliga, siis oleks lause a) kohaselt ka lugeja teise tundmatu vale-
mis vordne nulliga.

Kui kummagi avaldise lugeja valemites (2) on null, siis tdhen-
dab see, et iilesanne on méiiramatu. Toepoolest, korrutades esi-
mese vorrandi liikmeid arvuga & ja teise vorrandi liikmeid
arvuga b (mida voib teha, sest eelduse kohaselt pole arvud b ja
b’ nulliga vordsed), saame:

ab’x+bb'y=cb’ ja a'bx+bby=c'b. [A]

Kui ab’=a’b ja cb’=c’b; jérelikult molemad vorrandid [A]
kujutavad enesest tegelikult iiht kahe tundmatuga vorrandit, ja
sel juhtumil, nagu teame, vGib tundmatuil olla lopmatu palju
vairtusi.

Kui valemites (2) lugejad pole vordsed nulliga ja ab’—a’b=
—0, siis tihendab see, et vorrandid on teineteisega sobimatud.
Toesti, kui ab’=a’b ja cb’#c’b, siis on siisteemi [A] vasakutel
~ pooltel vordsed arvulised viartused, parematel pooltel aga erine-
vad viirtused; tihendab, vorrandid on teineteisega sobimatud ja
iilesandel pole lahendit.

On kasulik markida, et juhtumil, kui vorrandid (1) omandavad
kuju Ox=0, Oy=0, siis ei tdhenda see veel, et molemale tund-
matule voib anda mistahes viirtusi. Andes iihele tundmatule mis-
tahes viirtused, madrame sellega kindlaks teise tundmatu vaar-
tused, leides nad iihest antud kahest vorrandist.

Seega, kui ab’—a’b=0, siis leitakse siisteemi

ax+by=c ja a’x+by=c"
lahendid iildvalemite jargi; kui aga ab’—a’b=0, kuid ikski
arvudest a, b, @, b’, ei muutu nulliks, siis on vorrandil kas 1opmatu
palju lahendeid voi pole iihtki lahendit. Juhtumit, millal
ab’—a’b=0 ja peale sclle iiks arvudest a, b, a’, ¥’ vordub nul-
liga, meie ei vaatle.

fI1. Ruutvorrandi uurimine.

135. Valemite uurimine. Téieliku ruutvorrandi  ax2+bx+
+¢=0 lahendite valemid on, nagu teame, ‘

—b+ Vb2—4ac —b—Vb:—4ac
ALEs 2a T 2a :
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Arvu a votame positiivsena (kui ta oleks negatiivne, siis voik-
sime vorrandi koigi liikmete margid muuta vastupidiseks; arvu a
vaartus ei saa olla null, sest vastasel korral poleks vorrand ruut-
vorrand, vaid ta muutuks esimese astme vorrandiks).

Varem konelesime (§ 42), et ruutvorrandi lahendid on mole-
mad reaalsed voi molemad komplekssed olenevalt sellest, kas
diskriminandi 62—4ac vairtius on positiivne voi negatiivne.

Vaatleme seda kiisimust ldhemalt. 1) Kui b62—4ac>0, siis
Vb2—4ac on mingi positiivne arv (meenutame, et mirk /
tahistab siin juure aritmeetilist vdartust); lahendid x; ja X5 oOn
jdrelikult reaalsed ja ‘mittevordsed. Seejuures voib esineda kolm
juhtumit. :

a) Molemad lahendid on positiivsed, kui —b+vb2—4ac>0
ja’' —b—\/bZ—4ac>0; selleks on tarvis, et arv b oleks nega-
tiivne (positiivse & puhul oleks lahend x, negatiivne) ja et & abso-
luutvaartus oleks suurem kui Vb2—4ac.

b) Molemad lahendid on negatiivsed, kui —b+V/62—4ac<0
ja —b—\/b2—4ac<0; selleks on tarvis, et b oleks positiivne
arv (negatiivse b puhul oleks lahend x; ilmselt positiivne), ja peale
selle, et oleks rahuldatud vorratus 6>V b2—4ac.

¢) Uks lahend on positiivne ja teine negatiivne, kui arv b,
olles positiivne voi negatiivne, on absoluutvéértuselt vaiksem kui
b2 —4ac. :

2) Kui b2—4ac=0, siis on lahendid reaalsed ja vordsed:
X{=X2 :;—:, positiivsed voi negatiivsed (voi vordsed nulliga, kui
&=0}. ‘

3) Kui b2—4ac<0, siis on molemad lahendid komplekssed
(see juhtum on voimatu, kui ¢<0).

4) Null-lahendid esinevad ainult sel juhul, kui lahendite vale-
meis iiks lugejaist voi molemad lugejad vorduvad nulliga. Esimene
juhtum esineb siis, kui ¢=0 ja jarelikult vorrandil on kuju:
ax2+bx=0; teine esineb siis, kui ¢=0 ja b=0, s. o. k_ui vor-
rand on ax2=0.

5) Kui a=0, siis ei ole vorrand ruutvorrand, vaid esimese
astme vorrand bx-+c=0. Kuid asetanud kiisimuse, kuidas muu-
tuvad x; ja x, kui @ piiramatult ldheneb nullile, tuleme analoogi-
lisele jareldusele, mille tegime esimese astme vorrandite kohta.
Nimelt: kui a liheneb piiramatult nullile, siis fiks ruutvorrandi
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lahendeist kasvab piiramatult, teine aga ldheneb piiramatult

A c
vaartusele — 5

136. Ulesanne kahest valgusallikast. Et niite varal selgitada
ruutvorrandite lahendamisel esinevate mitmesuguste juhtumite
tahendust, toome iilesande kahest valgusallikast.

Sirgel MN asetsevais punktides A ja B on kaks valgusallikat.
Esimese allika valgustugevus vordub a kiiiinlaga ja teise oma
b kiiiinlaga. Kaugus A ja B vahel on d meetrit. Leida sirgel MN
selline punkt, kus molemalt valgusallikalt saadavad pinnavalgus-
tused oleksid vordsed (joon. 33). : S

Otsitav punkt vdib asetseda kas A ja B vahel voi punktist B
paremal voi punktist A vasakul.

M5 L5 IR R 8 N

© L -

Oletame, et ta asetseb A ja B vahel, néditeks punktis C, mis on
punktist A x meetri kaugusel. Fiiisikast on teada, et pinnaval-
gustus on muudel vordsetel tingimustel poordvordeline valgus-
allika kauguse ruuduga. Arvestades seda seadust, arutleme nii:
kui punkt C asetseks punktist A 1 meetri kaugusel, siis valgustaks
see valgusallikas punkti C a kiilinla tugevuselt; et aga punkt C
asetseb punktist A mitte 1 meetri, vaid x meetri kaugusel, siis on

tema pinnavalgustus % luksi.

Samuti leiame, et punktis C, mis asetseb valgusallikast B
(d—x) meetri kaugusel, on punktist B saadav pinnavalgustus

b

2 __ luksi. Ulesanne nouab, et
(d—x)*

a b
= @0’ (1)

kust
a(d—x)2="bx2, s. 0. ad2—2adx+ax?—bx?=0,
(a—b)x2—2adx+ad2=0.
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Et x kordaja jagub arvuga 2, siis (§ 125, 1):
_ ad+Va*d®* —(a—b)ad® _ad+dVab _
T a—b i SR AT SR
dVa(Va=*Vb)
(Va+Vb) (Va— Vb)

X

Jarelikult
xl-:J__va—_, x2=—£—w.rc
Va—Vb Va+Vb
Uurime neid valemeid. Et a ja b on positiivsed arvud, siis
pole sellel iilesandel kompleksseid lahendeid.
1) Kui a>b, siis on molemad lahendid positiivsed, ning et

Va—Vo<Va<Va+ Vb, siis x,>d ja x,<d.

" Teine lahend (xp<d) vastab meie oletusele, et otsitav punkt
asetseb A ja B vahel; esimene lahend (x;>d) aga rédigib selle
vastu. Et otsustada, kas seda lahendit pidada oigeks voi mitte,
peame vaatlema, missuguse vorrandi saame, kui oletame, et otsi-
tav punkt on punktist B paremal (nditeks punktis C;), x meetri
kaugusel punktist A. Siis valgusallikalt A saadav punkti C, pinna-

valgustus on endiselt x%, valgusallikast B asetseb punkt C,

x—d meetri kaugusel; seepdrast valgusallikalt B saadav punkti

C, pinnavalgustus on —(x—_de ja‘v()rrand on siis:
a b
Pl ey k @

Vorreldes seda vorrandit vorrandiga (1), leiame, et nad on

identsed, sest
(d—x)2=(x—d)2.

Mirganud seda, voime kinnitada, et vorrandi (1) molemad
positiivsed lahendid rahuldavad iilesannet.

2) Kui a<b, siis x; on negatiivne arv ja xp on positiivne arv,
kusjuures xo<d. Positiivne lahend vastab oletusele, et otsitav
punkt asetseb A ja B vahel. Et selgitada negatiivse lahendi motet,
asendame x-i vorrandis (1) —x-iga;

BTl
(=x)2 7" (d+x)*

ehk ;
@ -3 Bew
B e R
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Vorrandil (3) on samad lahendid, mis v6rrandil (1), ainult et
need on vastupidiste markidega. Tahendab, vorrandi (1) nega-
tiivse lahendi absoluutviirtus vordub vorrandi (3) positiivse
lahendiga. Kuid see viimane vastab samale iilesandele, ainult
teistsugusel oletusel, ja nimelt, et otsitav punkt asetseb valgus-
allikast A vasakul. Téepoolest, kui oletame, et otsitav punkt on Cs,
mis asetseb x meetri kaugusel valgusallikast A, siis leiame, et

valgusallikalt A saadav punkti C, pinnavalgustus on ;az— ja val-

gusallikalt B saadav pinnévalgustus on Tzi_—:—x_)T; jarelikult vor-

rand (3) rahuldab seda oletust. ;
Vorrandi (1) negatiivne lahend tihendab seega, et kaugus xy
tuleb votta vastupidises suunas sellele, millises loetakse positiiv-
set lahendit.
3) Kui a=#, siis kaotab x; avaldis motte, teise lahendi valem

d
aga annab x,= 5

Arutledes samuti nagu §-s 129, jdreldame: vastavalt suu-
ruste @ ja b ldhenemisega vordsusele kasvab x; piiramatult, s. o.

mélemast valgusallikast vordselt valgustatud punkt eemaldub
valgusallikaist piiramatult.

Teine lahend xo= % nditab, et kui a=b, siis teine vordselt val-
gustatud punkt asetseb vordsetel kaugustel vordsete tugevustega
valgusallikate vahel. >

4) Kui a=b ja d=0, siis muutub vérrand (2) samasuseks,

0-x2—0 - x4+0=0,

mis on kehtiv x-i iga vidartuse puhul. Tdhendab, iilesanne jdab
médramatuks. :

Toepoolest, kui iihesuguse tugevusega valgusallikad asetsevad
iihes kohas (d=0), siis on iga vabalt vdetud punkt valgustatud
nende poolt ithe ja sellesama tugevusega. ‘

5) Kui a ei vordu b-ga, kuid d=0, siis x;=x,=0. Seda tuleb
moista selles mattes, et kui kaugus kahe mittevordse valgusallika
vahel viheneb, lihenedes ikka rohkem ja rohkem nullile, siis 14he-

nevad molemad vordselt valgustatud punktid piiramatult valgus-
allikale A. :

11 Algebra IX—XI kl.



Uheksas jagu.

Imaginaar- ja kompleksarvud.

137. Imaginaararvud. Imaginaarar‘}ud tekivad negatiivse arvu
juurimisel ruutjuurega.

Imaginaararvu V/ —1 tahistatakse tavaliselt iihe tdhega i
(algustdht prantsuskeelsest sonast imaginaire, mis tdhendab
«kujuteldav») ja nimetatakse imaginaarseks iihikuks.
On loomulik jireldada, et i2=—1 ja (V —a)2=—a. Iga imagi-
naararvu voib valjendada ¢ ja mingi reaalarvu korrutisena.

Naiteks

V=16=VIi6(—1) =4V —1=4i.

Uldiselt :
V—=b2=yb2(—1)=b\ —1=bi.

138. Kompleksarvud. Arvu, mille kuju on a+bi, kus a ja b
on reaalarvud, nimetatakse kompleksarvudeks?; arvu a
nimetatakse selle arvu reaalosaks ja arvu bi tema imaginaar-
osaks. Kui a=0, siis muutub ta imaginaararvuks bi; kui b=0, siis
saame arvu a+0 * i, mida vaadeldakse kui reaalarvu a.

Kompleksarve a+bi ja a—bi nimetatakse kaaskomp-
leksarvudeks. Kompleksarve a+bi ja —a—bi nimetatakse
vastupidisteks kompleksarvudeks.

1 Sona «kompleksne» tidhendab eesti keeles «liitne»; selle nimetus andis
arvudele a-+bi esmakordselt saksa matemaatik Gauss (1777—1855). Nime-
tuse imaginaarne (imaginaire) vottis tarvitusele prantsuse matemaatik
Descartes 1637. a. .
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Definitsioon. Kaks kompleksarvu a+ bi ja a’'+0b'i loetakse
vGrdseiks siis ja ainult siis, kui

a=a’ ja b="v".

Sellest definitsioonist jéreldub, et kompleksarv a+bi vordub
nulliga siis ja ainult siis, kui a=0 ja 6=0.

Toepoolest, reaalarvu 0 véib kujutada kompleksarvuna nii:
0+i0. Eelmise definitsiooni p&hjal peab vordus a+bi=0+i0
paika ainult sel tingimusel, kui a=0 ja 6=0. :

Mirkus. Kompleksarvude suhtes pole tehtud mingit kokkulepet,
millist arvu pidada teisest suuremaks.

139. Tehted kompleksarvudega. Lepime kokku teostada algeb-
ralisi tehteid ja teisendusi kompleksarvudega samade reeglite
jargi, mille jargi teostatakse tehteid reaalarvudega, eeldades
alati, et (V —a)2=—a.

See juhis on aluseks kompleksarvudega arvutamisel. Et soori-
tada mingi tehe kompleksarvudega a+bi, tuleb sellekujuliste
kaksliikmetega teostada tehted samade reeglite jargi, mis tuletati
reaalsete liikmetega kaksliikmete jaoks; ja lopptulemuses koikjal
avaldis 2 asendada arvuga —1.

Liitmine.

(a+0bi) + (a1 +b1i) = (a+a;) + (b+by) i;
(a+bi) + (ay+byi) + (ag+bi) =
=(a+a;+ag) + (b+b,+by)i.

Siit on kerge niha, et kompleksarvude summal on samad

omadused, mis reaalarvude summal, s. o. tal on kommutatiivsus
ja assotsiatiivsus.

Lahutamine,
(a+0bi) — (ay+b4i) = (a—a,y) + (b—b4)i..

Mirgime, et kahe kompleksarvu summa vdi vahe voib osu-

tuda reaalarvuks; naiteks kaaskompleksarvude summa (a+bi) +
+ (a—bi) =2a on reaalarv.

Korrutamine.
(a+bl) (a1+b1i) = aal+a1bi+ab1i+bb1i2=
= (aa,—bby) + (a10+ab,y)i.

Samal viisil voib aryutada kolme v&i enama kompleksarvu
korrutise.

11*
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Mairgime, et kahe nullist erineva kaaskompleksarvu korrutis
(a+bi)(a—bi) on vordne positiivse reaalarvuga a2+b2. Tde-
poolest :
(a+bi) (a—bi) =a2+abi—abi—b2i2,

“kuid 2= —1, jarelikult
(a+bi) (a—bi) =a2+b2.
Jagamine.
a+bi _ (a+bi)(a—bii) __

artbi — (a+bii) (a—bii)
L (aal+bb1) + ([llb—abl)i X5 aal+brbi + alb—ﬂi
ar a;2— (bll)z e a]2+b12 alz‘—blz 5

Astendamine. Esmalt leiame imaginaararvu i astmed, teades,
et vastavalt kokkuleppele on i2 vordne arvuga —1:

il=i; i5=i4 * i=(+1) - i=i;
2=—1; 6=i5 - i=i2=—1;
3=i2 - j=(—1) *i=—1i; T=i8i=(—1) * i=—i
=3 i=—i2=+1; S=i4 - 4= +]

jne.

Me saame seega neli vahelduvat vaéartust:
i —1; —i; +1.

Mirgime veel, et i loetakse vordseks arvuga 1.
Niiiid leiame kergesti avaldise a-+bi positiivse tdisarvuga
astendamise tulemused; nii:
(a+bi)2=a2+2abi+ b2i2= (a2 —b2) +2abi.
(a+ bi)3=a3+3a2 (bi) +3a(bi)2+ (bi)3=
= (a3—3ab2) + (3a2b—b3)i.

Ruutjuure leidmine. Oletame, et

Va+bi=x+yi.
Siis :
a+bi= (x2—y?) +2xyi
- Jarelikult
x2—y2=aq
1
{ 2xy==b (M)

Ruutjuure leidmine redutseerub selle vorrandisiisteemi reaal-
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sete lahendite leidmiseks. Tostes molemad vorrandid ruutu ja
seejarel liites need, saame:

(¥2+y2)2=a2+b2 ja x2+y2=+v/a2+b2.

(Miinusmirk juure ees on ara jdetud, sest arvude x ja y reaal-
sete véirtuste puhul ei saa avaldise x2+y2 vidartus olla nega-
tiivne.) Votame viimase vorrandi koos vorrandisiisteemi (1) esi-
mese vorrandiga; liites ja lahutades need, saame:

2 2 2 2
N Va +I; +a ja x=i—‘/va +b +a’

Vatbt—a . |/\/7ﬂ_+_b?—-a
y2= o e ja Yy== 5 %

Siisteemi (1) teisest vorrandist ndeme, et x ja y mirgid peavad
olema iihesugused, kui >0, ja erinevad, kui 5<0.% See-
parast:

\/ﬁﬁ:i[l/"m*“ +-il/"m““], kui 6>0.
Va+bi=+ “/V“”"’“—tvv"””"“J, kui 5<0.
Niited. :
1) Vﬁﬁ:yﬁmziwﬁﬁ—;ﬁﬂﬁ_

=+ V9+iVa) ==+ 3+ 20).

2) ]/T——:l=V?=V6+1.i__([/"°+"+°
;}-z v0+1+0) (V+IV) (\/2.;”/2).
3 Y l—=l=i=V=1.i=
:i(l/vﬂ‘l?+o_il/vmz‘—o)___
—+(l/—-—z ) —+ _'n)

Mirkus. Suuremate juurijatega juurimist meie ei késitle.
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Harjutused. 3
239.” Kontrollida vorduse 7+ 1842543 4974100 kehtivust,
Arvutada jargmiste avaldiste vdartused:

240. (x+iV6)(x—iV6).
241. Varov—6.Va—2v .

242. (1+i)%; (—2V=2)s,
Kontrollida ruutu voi kuupi tostmise teel jargmiste vorduste kehtivust:

243. V2i+V —2i=2.

3 i
244. Vi=—i.
Sooritada noutavad tehted:
245. (V9+40i+ V9—40i)°.

(a+ib)*  (a—ib)®
a—ib at+ib

246.

Lihtsustada avaldised:
1 le
247. 1) —T—i\/§’ 2)1—_*_7—{-1—__?

248. Tihistanud lithiduse péarast

—14+V -3 —1-V -3 .
=a; = I=as.
B a D) az ja asz
kontrollida jargmiste vorduste kehtivust:
1) ad=al=axd=1; 2) a;+as+az=0; 3) ap-ae.az=1;
4) a’=ay 5) a2=ay; 6) 1+ai+a,;2=0.

140. Kompleksarvu geomeetriline kujutamine. Iga kompleks-
arvu a+bi voib kujutada geomeetriliselt.

Votame tasapinnal ristkoordinaatide teljestiku ja, valinud
pikkusiithiku (nditeks sentimeetri), kujutame reaalarve x-teljel,
imaginaararve aga y-teljel. Vastavalt sellele nimetatakse x-telge
reaalteljeks ja y-telge imaginaarteljeks. Néiteks (joon. 34).

punkt N; kujutab arvu +1,75
g 4 e I
., N3 g w  +LI
o N = .  —2,25i

Arvu a+bi kujutame tasapinna punktina, mille abstsiss on &
ja ordinaat on b. Nii nditeks
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punkt M, kujutab arvu  0,9+1,3;

nw My > % 0,9—1,75i
”» M3 ) 1) _1,4_1,ll
Yol I 5 ,, —1,84-2,25¢
" 0 » 1 0+Ol
Yy
S b
: M,
S R e T <
H 4% ¥
X, Mo ey »
' 0 ¥
yen oo :
_____ ;,,,2
N
Y,
Joon. 34.

On ilmne, et antud koordinaatide teljestiku ja antud pikkus-
tihiku puhul vastab tasapinna punktile iiks ja ainult iiks kompleks-
arv (erijuhtumil reaal- voi imaginaararv), ja vastupidi: igale
kompleksarvule vastab iiks ja ainult iiks tasapinna punkt. Seega
siis samuti, nagu iga reaalarvu (nii positiivset kui ka negatiivset
ja nulli) voib geomeetriliselt kujutada sirge (arvtelje) punk-
tina, nii voib iga kompleksarvu geomeetriliselt kujutada tasa -
pinna punktina. Paneme tihele, et 16ik koordinaatide algusest
kuni antud kompleksarvu a+bi kujutava punktini on tiisnurkse
kolmnurga hiipotenuus, mille iiks kaatet on a ja teine kaatet on &.
Téhendab, selle 16igu pikkus on Va2+b2; seda suurust nimeta-
takse kompleksarvu a+bi mooduliks. Nullist erineva arvu
moodul on alati positiivne. v

Kompleksarvude geomeetriline kujutamine etendab kdrgema
matemaatika mones harus tahtsat osa.

140a. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju. Kompleksarvude
kujutamine tasapinna punktide abil voimaldab meil esitada arvu

167



a+bi veel teiselgi kujul, nimelt nn. trigonomeetrilisel
kujul Kujutagu punkt M (joon. 35) kompleksarvu a+bi. Siis

OA=a; AM=b. (H

Tahistame punkti M kauguse OM koordinaatide algusest
tdhega r ja nurga AOM, mille moodustavad 16ik OM ja x-telg,
tdhega ¢. Siis saame kolmnurgast OAM:

a=rcosg; b=rsing. (2)

Asendades kompleksarvus a+bi tdhed a ja b leitud avaldis-
tega, saame:

a+bi=rcosg+irsing
ehk
a+bi=r(cosg+ising). - (3)

See ‘ongi kompleksarvu trigonomeetriline kuju. Suurust
y OM=r nimetatakse kompleksarvu moo -
: duliks ja nurka AOM=¢ tema argu-
M mendiks.
Mirgime, et moodul r, mis viljendab .
b punkti M kaugust koordinaatide algusest,
on alati positiivne arv (ainult nulli moo-
X dul on null). :
Néitame, kuidas kompleksarvu, mis on
Joon. 35 antud tavalisel algebralisel kujul 1 a+bi,
esitada trigonomeetrilisel kujul. Selleks
peame leidma r ja ¢ véirtused, kui meil on teada a ja b viirtu-
sed. Kolmnurgast OAM (joon. 35) leiame:

r=vaz+b2;, tang= . : ' (4)
Seega, teades a ja b véirtusi, voime alati valemite (4) jargi
leida r ja '@ védartused.
Nidide 1. Viljendada arv 5+ 12i trigonomeetrilisel kujul.
! Et a ja b on arvu a+bi kujutava punkti abstsissiks ja ordinaadiks,

siis Geldakse seesuguse kompleksarvu kuju kohta, et kompleksarv on antud
oma koordinaatidega:

168



Valemite (4) jargi leiame:

r=v52+122=1/169=13;
12
tan o= —=.

Jdab veel antud tangensi jargi leida nurk ¢. Viikseimaks nur-
gaks, mille tangens on }52=2,4, on ¢=67°23". Kuid me teame,
et samasugune tangensi véirtus on ka nurgal 180°+¢=247°23"
Milline nurk tuleb antud juhtumil votta? Et seda kindlaks teha,

vaatame, millised mirgid on suurustel sing ja cos¢. Vale-
mist (2) leiame:

Sil’l(p=7b-; cos p=—, (5)
Pannes siia vaartused a=5; b=12; r=13, saame:

: 12 S
sing=13, COS 9= 13+

5. 0. siinus ja koosinus on positiivsed. See tahendab, et nurk
asetseb esimeses veerandis ja jérelikult ¢=67°23". Niiiid voime
kirjutada:

5+ 12i=13(cos 67°23"+i sin 67°23").

Trigonomeetriast on teada, et siinus ja koosinus ei muutu, kui
argumendiga liita voi sellest lahutada 360° tdisarv korda. See-
pérast voime kirjutada saadud avaldise iildisemal kujul: 5+12i=
= 13[cos (67°23” +360° k) +i sin (67°23’+360° k)], kus &k on ~ mis-
tahes tédisarv (seallugas ka null).

Mirkus. Et nimetaja r on avaldistes (5) alati positiivne arv,
siis soltuvad siinuse ja koosinuse mérgid iiksnes arvude a ja b
mirkidest. Seepérast, nidinud, et antud juhtumil on a ja b mole-
mad positiivsed arvud, oleksime voinud kohe jireldada, et ka sii-
nus ja koosinus on positiivsed.

Niide 2. Esitada trigonomeetrilisel kujul arv —3+2i.

Valemi (4) jargi leiame:

r=V(~3)2+22=V13; tang=—5=— 0,666 ...

Tangens on negatiivne, jarelikult tuleb nurga ¢ véirtust
otsida teisest voi neljandast veerandist. Poordudes valemite (5)
juurde, mirkame, et kuna a=—3 ja b=2, siis on siinus posi-
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tiivne ja koosinus negatiivne, milline juhtum leiab aset teises vee-
randis. Tabelite abil leiame, et p=146°18’, tihendab:

—342i=/13(cos 146°18’+i sin 146°18’).

Niide 3. Esitada trigonomeetrilisel kujul arv 1—i.

Saame: r=V 12+ (—1)2=V2; tanp=—1.

Et siin on a=1>0 ja b= —1<0, siis on koosinus positiivne
ja siinus negatiivne, milline juhtum esineb neljandas veerandis.
Siit leiame, et ¢=2315° ja me voime kirjutada:

1—i=1/2(cos 315°+isin 315°).
Mirkus 1. Et 315°=360°—45° ja
cos 315°=cos (—45°)=cos 45°,
sin 315°=sin (—45°)= —sin 45°,
siis voiksime antud arvu iiles kirjutada sellisel kujul:
1—i=1/2(cos 45°—i sin 45°).

Mairkus 2. Muidugi voiksime me koigis nditeis argumendi kraa-
dide asemel viljendada radiaanides. Nii voiksime 3. néites saadud -
avaldise iiles kirjutada jargmiselt: :

l-i=\/§(cosz;;1 +isin‘7%' 5

Soovitame opilastel joonestada punktid, mis kujutavad iiles-
andeis 1 kuni 3 antud arve koordinaatide @ ja b jéargi, ja veenduda,
et koigil juhtumeil r ja ¢ védartused iihtivad nende valemi (4)
jargi arvutatud viartustega.

Niide 4. Esitada trigonomeetrilisel kujul reaalarv m>0.

Et

m=m+0 i,
siis a=m, b=0 ja me saame:

r=vVm24+02=m; tan p= % =0; cos p= %=1-
Jarelikult =0° ja me voime kirjutada.
m=m(cos 0°+isin 0°)
voi iildisel kujul:
m=m cos 360° £+ sin 360° ).
Siit jareldame, et positiivse arvu mooduliks on see arv ise ie
argumendiks on 0° (ehk 360° k).
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Nidide 5. Esitada trigonomeetrilisel kujul negatiivne arv —m
(m>0).
Bt
—m=—m+0 * i,

siis siin a= —m, b=0, ja me saame, et

008 = —= =" |

Jarelikult ¢=180° ja me saame:
—m=m [cos 180°+i sin 1807
voi iildisemalt: :
—m=m [cos (180°+360° k) +isin (180°+360° &)].
Siit jareldame, et negatiivse arvu mooduliks on tema absoluut-
vaartus ja argumendiks on 180° (ehk iildisemalt: 180°+360°&).
Votame niilid iimberp66rdud iilesande: véljendada trigono-
meetrilisel kujul antud arv algebralisel kujul.
Kui arv on antud trigonomeetrilisel kujul, siis on antud r ja
@ vairtused. Sel juhtumil voime valemi (2) jérgi arvutada a ja b
vaartused.
Niide 6. Esitada algebralisel kujul arv 6 (cos 40°+isin40°).
Siin on: a=rcos p=6c0s40°=6 - 0,766=4,596
b=r sin ¢=6 sin 40°=6 - 0,643 =3,858
ja seega antud arv on
4,596 + 3,858i.

Mirgime, et ¢ vdartused esimeses kolmes néites ning a ja b vaar-
tused viimases ndites on ligikaudsed, sest me kasutasime nende
arvutamisel trigonomeetriliste funktsioonide tabeleid.

Niide 7. Viljendada algebralisel kujul arv
4(cos 30°+isin 30°).

Ft cos 30°=123-; sin 30°=é—, siis leiame, et

4(cos 30°+i sin 30°) =2V/3+2i.
Ndide 8. Viljendada algebralisel kujul arv

5(cos 0°+isin0°).
Et
cos 0°=1, sin 0°=0,
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siis
5(cos 0°+isin(0°) =5,
s. 0. saame reaalarvu.

Harjutused.

249. 1) Anda jargmistele arvudele trigonomeetriline kuju:
a) 4+3i; b) 4-3i; c) —4+3i; d) —4-3i

2) Anda jargmistele arvudele trigonomeetriline kuju:

a) V24+iV2; b) —V3+i; ¢) 1-iV3,

3) Anda jargmistele arvudele trigonomeetriline kuju:

a) 5—4i; b) 142i; c¢) 3; d) 5i. ;

4) Toestada, et koigi positiivsete reaalarvude argument on 0° (ehk, mis
on sama, 360°k).

5) Toestada, et kdigi imaginaararvude argument on 90° voi —90° ehk
iildisel kujul: 360°%2+90° vo6i 360°%—90°).

6) Leida, kuidas asetsevad punktid, mis kujutavad arve, mille moodul
on 2; 5.

7) Leida, kuidas asetsevad punktid, mis kujutavad arve, mille argument
on 30°, —45°; 180°.

8) Esitada algebralisel kujul arvud:
a) cos 24°+isin 24°; b) 2(cos 45°+i sin 45°);
¢) 6(cos 60°+i sin 60°).

140b. Tehted kompleksarvudega, mis on esitatud trigonomeetrilisel kujul.
Koik algebralised tehted kompleksarvudega, mis on esitatud trigonomeetrilisel
kujul, sooritatakse samade reeglite jargi, nagu tehted algebralisel kujul esita-
tud arvudega (vt. § 139). See tdhendab, et tehted sooritatakse hulkliikmetega

sooritatavate tehete reeglite jargi, kusjuures eeldatakse alati, et (V —a)?=—a,
eriti (V—1)2=i2=—1.

Kompleksarvude liitmist ja lahutamist on kergem ja mugavam teostada,
kui nad on antud algebralisel kujul. Hoopis teisiti on lugu iilejddnud nelja
algebralise tehtega.

Korrutamine. Olgu tarvis korrutada arvud:

m=R (cos a+i sin a),
n=r(cos f+isin f),
Saame
mn=Rr(cos a+i sin a) (cos f+sin f). (1
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Kuid
(cos a-+i sina) (cos f+i sin B) =cos a cos f+i sin a cos f+
+i cos a sin f+i2sinasin f=
= (cos a cos f—sina sin ) +i(sinacos f +cos asin f) ,
ja vordus (1) saab kuju: :
mn=Rr [cos(a+p) +isin(a+p)] § L)
Seega ilmneb, et: ; 7
kahe kompleksarvu korrutise moodul vordub tegurite moodulite korrutisega
ja korrutise argument on vordne tegurite argumentide summaga.
Niide 1. Olgu 2
m=3(cos 20°+ sin 20°),
n=2(cos 35°+i sin 35°),
Siis: ;
mn=~6(cos 55°+i sin 55°).
Nidide 2. Olgu
m=5(cos 200°+i sin 200°),
n=cos 240°+i sin 240°.
Siis:
mn=>5(cos 440°+i sin 440°) 5(cos 80°+i sin 80°).
Niide 3. Olgu

m=4(cos%+isin %),

n=v2 (cos_ -} isin __)
Siis:

mn=4V2 (cos—- +i sm i d

Olgu vaja korrutada kolm arvu:
m=r;(cos a+isina),
n=ry(cos f+isin f),
p=rs(cos y+isiny).
Korrutades esimesed kaks arvu, saame vastavalt valemile (1):
mn=rra[cos(a+p) +isin(a+p)].

Korrutades niiiid arvud mn ja p, saame sama valemi jargi:
mnp=ryrars [cos (a+f+y) +isin(a+f+7)]
Niide 4. Olgu antud:

my=2{cos 150°+i sin 150°),
my=23(cos 200°+i sin 200°),
msz=>5(cos 10°+i sin 10°).
Siis:
mymaomz=30(cos 360°+i sin 360°) =30.
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On téiesti selge, et nende arvude algebraliste kujude korrutamine oleks
noudnud marksa rohkem arvutusi ja aega.

Uldjuhtumil, kui on antud n arvu my, ms,..., m,, mille moodulid on

ri. 1y, ..., r, ja argumendid on ¢, @3 ..., @, siis saame:
mymy...m,=rry...r,[cos(p; 4 @s...4q,)+
+isin (g + @4 .+, (11)

Jagamine. Olgu vaja arv
m=R(cos a+isin a)
jagada arvuga
n=r(cos f+isin f).
Saame:

ﬂ &(cosa_j—_iﬁsnpg) R cosatisina )
~ r(cosf+isinB) — r cosB+isinf’
Teisendame teist murdu, korrutades tema lugejat ja nimetajat nimetaja
kaaskompleksarvuga cos f—isinf. Saame:

(cos a+isin «) (cos f—isin ﬂ)
cos? f—izsin® B

Et .i2=—1, siis nimetaja on cos?pf+sin2f=1. Lugeja voime kirju-
tada nii:

(cos @+ isina)[cos(—p) +isin(—p)]
ning kasutades kompleksarvude korrutamise reeglit, saame:
cos(a—p) +isin(a—p).

Asetades saadud avaldise valemisse (2), saame:

£:.§ [cos (a—B) +i sin(a—B)]. (i)

n

Jarelikult voime iitelda:
kahe kompleksarvu jagatise moodul vordub jagatava ja jagaja moodu-
lite jagatisega ning argument vordub nende argumentide vahega.
Niide 5. Olgu
m=12(cos 55°+ i sin 55°),
n=3(cos 35°+i sin 35°).
Siis:
L. A =4(cos 20°+i sin 20°).
n

Niide 6. Olgu
m= Vv 3(cos 200°+ sin 200°),
=2 [cos(— 160°) +i sin(—160°)].
Siis:
i Vd(cos 360°+i sin 360°) :lf'
n
Astendamine. Olgu vaja tosta ruutu arv
m = r(cos ¢ +ising).
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Rakendades eespool korrutise jaoks tuletatud valemit (I), saame:
m? = [r (cos ¢ -} i sin ¢)J?
ehk
m?2 — r2(cos 2¢ + i sin 2¢) .
Samuti saame:
m8 = [r (cos @ -} i sin @)]3 = r3 (cos 3p -} i sin 3¢) .
Uldiselt, kui meil on n vordset tegurit

m = r (cos ¢ + i sin 3¢) ,
siis, rakendades valemit  (II), saame:
mn = [r (cos @ -+ i sin g)}n = r» (cos np + i sin ng) . (IV)

Kompleksarvu astme moodul on wvordne astendatava mooduli sama ast-
mega ning argument on vérdne astendatava argumendi ja astendaja korru-
tisega.

Erijuhtumeil, kui r=1, omandab valem (IV) kuju:

(cos @ + i sin )7 = cos ng - i sin ¢.

See valem kannab prantsuse matemaatiku Moivre'i (1667—1754) nime
jargi Moivre’i valemi nimetust.

Niide 7. Tosta kuupi arv

a=2(cos 20°+i sin 20°).
Saame:

a3=8(cos 60°+i sin 60°) =4+4i V3
] s
(sest cos 60°=—+5, sin60°= _1/2_3)
Niaide 8. Astendada

m= : + E i arvuga 20.

k- R o
Esitame arvu m algul trigonomeetrilisel kujul. Saame:

A 12 3_2
=Y+ O -vi=1
tamp:VE, @ — 60°

(et siinus ja koosinus on positiivsed, siis votame nurga esimeses veerandis).

Seega
s m=1 (cos 60°+i sin 60°).
Siit

m20=120(cos 1200°+i sin 1200°) =

=c0s(360° - 34 120°) +i sin (360°- 3+120°) =

=cos 120°+i sin 120°= —..:15_. _2@;,



Juurimine. a) Olgu vaja leida ruutjuur arvust
. m=r(cosqp-tising).
Téhistame otsitava juure mooduli ja argumendi tihtedega x ja y. Siis

Vr(cosgFising)=x (cos y + isin y).
Siit leiame ruutu tostmise reegli pohjal:

r(cos @ + i sin @) = x% (cos 2y i sin 2y) .
Kahe kompleksarvu vordsuse definitsiooni jérgi peab aga

: x*=r, kust x=VTr,
ja

2y = ¢ + 360° k, kust y:%—+180°k.
Seega ruutjuur antud arvust on
= V7 [cos (£ + 180° ) +i sin (£ + 180° )
n Vr[cos(2 4180 k) +isin (2 4 180°% }
Vaatleme niiiid, mitu vdartust saame juurde, kui tdhele & anname vaar-
tused 0, %=1, %2 jne.
Kui k=0, siis saame:
n=1Vr (cos P +isin )
Kui k=1, siis saame:
n,=7Y,r [cos( + 180° ) +i sin ("’ +180° )]
Kuid
cos (_(S_+180° ):-—cos% ja_ sin (%—}—180" ):—-singl
ning me voime juure ng kirjutada jargmisel kujul:

"2:_1/ (COS——+zsm£)

Siit jareldame, et
ng=—ni.
Kui k=2, siis. saame:

ng=1Vr [cos (%’. +360°) + isin ((—;- +360°)] =
— lr“—?(cos % + isin %) =iy
Kui k=3, siis saame:
ny= V7 [cos (%,"" 540° ) + isin (% 4+ 540° )] =
=Vr [cos (%—{— 180° ) + i sin (% + 189° )] =05

On ilmne, et andes tihele & vairtused 4, 5, 6, ..., saame ikka vaartused,
mis on vaheldumisi vordsed suurustega n; ja n,. Sama saame, kui anname
suurusele & negatiivsed vaartused.
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Seega ruutjuurel kompleksarvust on kaks erinevat vadrtust, mis on teine-
teise suhtes vastupidised kompleksarvud.

Nidide 9. Olgu
m=16(cos 60°+i sin 60°):
Siis:
Vm=4[cos(30°+180° k) +i sin(30°+180° k)] .
Kui £=0, siis saame:

Vm=n;=4(cos 30°+i sin 30°) =4 ( ¥'+i. %) =2V342i
Kui k=1, siis saame:
. Vm=ny=4(cos 210°+i sin 210°) =
=4(—cos 30°—i sin 30°) = —2V3—2i.
Niide 10. Leida V25.

Vastavalt tulemusele, mis on saadud nédites 4, § 140a, voime kirjutada:

25=25(cos 360° &2+ sin 360° k).
Siis:

V'25=>5(cos 180° k+i sin 180° k).

Kui 2=0, siis:
V25=5(cos 0°+i sin 0°) =5(1 +i-0) =5.
Kui k=1, siis:
V25=5(cos 180°+i sin 180°) =5(—1+i-0) = —5.
b) Olgu vaja leida kuupjuur arvust '
m=r(cos@ +ising).
_ Siis voime kirjutada:

e NP OOR A S0
Vr(cosqp +isin @) =x(cos y+isiny).

Siit:
A r(cosp+i sin @) =x3(cos 3y +isin 3y).
Jarelikult
x3=r; 3y=p-+360° k.
Siit:
8 P
x=Vr; y= ?—{— 120°%.

Saame:

3
Vr(cos @ + isin @) = n=
¥ 9 ®
7 [cos(-a— +120°%) + zsin (F+ 120°% )]
Kui £=0, siis saame:
3
A \/7( cos—g?—{—i%) :
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Kui k=1, siis:

3
ny= v,—[ cos (g +120°) +isin (5 +120° )]
Kui k=2, siis:
5 ‘ ;
ny= V?[cos (5 +240°) +isin (% +240° )]
Pole raske veenduda, et kui 2=3, 4, 5, 6, ..., siis saame ns=ny; ns=n-

jne., s. o. uusi juure vaartusi me enam ei saa. Samad vaartused saame tahe &
negatiivsete vaartuste puhul.

Seega kuupjuurel kompleksarvust on kolm erinevat vddrtust.

Nidide 11. Leida kuupjuur arvust 1.

Siis _
1=1(cos 360° £+i sin 360° &) .
Saame:
¥ 3
V1=n=1(cos 120° k+isin 120° &).
Kui £=0, 1, 2, siis saame vastavalt:
ny=1(cos 6°+isin 0°) =1;

—1
ny= (cos 120°+i sin 120°) =1 (— B +i Vs)____-_;_:_y_é.,
/ __1_' ey
ns=1 (cos 240°+i sin 240°) =1 (—7 ,‘2_ _____iil_i,

Tostes saadud arvud kuupi veendume, et kdik nad annavad tulemuseks arvu 1.

Niide 12. Lahendada vorrand x3+8=0.
Leiame:

¥
x3=—8;, x=V—8. -
Vastavalt nditele 5, § 140a, voime kirjutada:
—8=8[cos (180°+ 360° k) +i sin (180°+360° k)].
Siit: s
B A
V —8=n=2{cos(60°+ 120° k) +i sin (60°+120° &) ].

Kui £=0, 1, 2, siis saame:

13

n,~2(c0560"+tsm60")v2(2 +i ) =1+i V3

ny=2(cos 180°+i sin l80°)=2(—]+t-0)=—
Lo % 1 V3 ke
n3=2 (cos 300°+i sin 300°) =2 (7—1 T) —1—i V3.

Kontrollimise teel voib veenduda, et koigi saadud arvude kuup on —8.

1) Asume niiiid juurimise {ildjuhtumi kasitlemisele. Olgu vaja leida n-es
juur arvust
m=r(cosq¢ +ising).
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Tahistades juure mooduli ja argumendi tdhtedega x ja y, saame:

n
Vr(cos ¢ + i sin @) =x(cos y+isiny). -
Siit: ; i

3 r(cos ¢ -} i sin @) = x (cos ny+isin ny).
Jarelikult:
xn=r; ny=q --360°%,
kust
350 g  360°k
xX=\r y= T+ 5
ja tahendab

TR N R e "o @ 360° & 2 @ 360° &
V7 (cos pFising) =\r COS(T{‘f‘ T )+tsm(7—1— n )

Viimase vorduse voib kirjutada ka kujul:

n no @  360°k
"V rcos (¢ 360° k) + i sin (¢ + 360° &) = V r [Cos (—,,—+ 7 )
: 60°
+isin (%P“Lk)]. )

Jarelikult voime iitelda:

kompleksarvu n-nda juure moodul vordub juuritava mooduli sama astme
juurega ning argument vordub juuritava argumendi ja juurija jagatisega.

Mitu erinevat juure vairtust me saame? Pole raske veenduda, et kuni
me asetame valemisse (V) véirtusi k=0, 1, 2, ..., (n—1), siis saame erine-
vad juure viirtused (sest nende argumendid on erinevad). Kui aga k=n, siis
saame:

360° n
n

14 ___(’f_ o
5t 2 = o +360°,

ja juur vordub

n n
V7 [cos(% —+ 360° )+isin (% - 360° )]: vVr (cos—:i—{—isin—:%)7
s. 0. saame juure sama vaartuse, mis juhtumil, kui £#=0. Tépselt samuti, kui
k=n+1, n+2, ..., saame juurele samad vaartused, mis juhtumeil, kui
kel d il g
Seega jireldame, et kompleksarvu n-ndal juurel on n erinevat vadrtust.
Ndide 13. Lahendada vorrand x®—243=0.

Saame:
Bl
x5=243, kust x=V243.
Kuid
243 =243 (cos 360°k+1 sin 360° k).
Jarelikult:

b
V243 =3(cos 72° k+isin 72° k).
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Kui 2=0, 1, 2, 3, 4, siis saame:

n1=3(cos 0+i sin 0) =3(1+i - 0) =3,
ny=3(cos 72°+i'sin 72°),

n3=3(cos 144°+i sin 144°),
ngy=3(cos 216°+i sin 216°),
ns=3(cos 288°-+i sin 288°).

Leides saadud argumentide siinused ja koosinused, viljendame kdik juu-
red algebraliselt.



Kimnes jagu.
Moned andmed algebralistest vorranditest.

I. Hulkliikme jaguvus.

141. x suhtes tdisratsionaalse ! hulkliikme jaguvus vahega
x—a.
Bézaut’ teoreem. x suhtes tdisratsionaalne hulkliige

M=Axm4Bxm—14+Cxm 2+ .. . +K

annab jagamisel vahega x—a (kus a on mistahes positiivne voi
negatiivne arv) jadgi

R=Aam+Bam14+Cam"2+ ... +K,
mis on vordne jagatava selle vddrtusega, mis ta saab, kui x=a.

Toestus. Tdhe x alanevate astmete jirgi korraldatud hulk-
liikme jagamisest on ndha, et selle hulkliikme jagamist avaldi-
sega x—a voib jdtkata seni, kuni jddgi korgeim liige R ei sisalda
tahte x. Olgu jagatis seejuures mingi hulkliige Q. Siis voime kir-
jutada vorduse:

M= (x—a)Q+R.

See vordus on samasus, s. o. ta on kehtiv x koigi voimalike:
vadrtuste puhul, ja seepdrast peab ta olema kehtiv ka juhtumil,
kui x=a. Kui aga x=a, siis annab ta

M'=(a—a)Q'+R,

kui tdhtedega M’ ja Q' tahistame hulkliikmete M ja Q neid védar-
tusi, mis nad saavad, kui x=a (jddk R kui x-i mittesisaldav aval--

! Hulkliiget nimetatakse x suhtes taisratsionaalseks, kui x ei esine jagajas.-
2 Bézout — XVIII sajandi prantsuse matemaatik.

.
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y
dis ei muutu x asendamisest tihega a). Et a—a=0, siis on ka
korrutis (a—a)Q" vordne nulliga; tahendab viimasest vordusest
saame, et M'=R, s. o.

R=Aa™+4Ba™14+Ca™2+4 ... +K,
mida oligi vaja toestada.

Jareldus 1. Et x+a=x—(—a), siis, rakendades toestatud
teoreemi ka summa x+a kohta, leiame, et hulkliige

Axm4+Bxm—14Cxm24 ... +K
«annab jagamisel summaga x+a jddgi
A(—a)®+B(—a) ™1+ ... +K,

.mis on vordne jagatava selle vddrtusega, mis ta saab juhtumil,
kui x=—a.

Naiited.

1) Hulkliige x»—3x2+4+5x—1 annab jagamisel vahega x—2
jaagi :

=3+ P4+h - I=1=129.

2) Hulkliige x5—3x2+4+5x—1 annab jagamisel summaga

x+2 jaagi
(=2)5—3(—=2)24-5(—2) — 1=—~55.
Jireldus 2. Selleks et hulkliige
Axm4+Bxm—14Cxm 24 ... +K

jaguks vahega x—a, on tarvilik ja piisav, et ta juhtumil, kui
x=a, muutuks nulliks.

See on tarvilik, sest kui antud hulkliige jagub vahega x—a,
siis jddk on 0, kuid see jadk on eespool toestatu kohaselt jagatava
see vaartus, mille ta saab sel juhul, kui x=a. See on ka piisav,
sest kui hulkliige muutub nulliks sel juhul, kui x=a, siis tdhen-
dab see, et hulkliikme jagamisel vahega x—a saadud jddk on null.

Jareldus 3. Selleks et hulkliige
Axm4 Bxm14+Cxm 24 ... +K

jaguks summaga x+a, on tarvilik ja piisav, et ta juhtumil, kui
x=—a, muutuks nulliks, sest summa x-+a on sama, mis vahe
X—(—a).
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Naited.
1) Hulkliige ¥3—4x2+9 jagub vahega x—3, sest
33—4 - 3249=0.
2) Hulkliige 2x2+x—45 jagub summaga x+5, sest
2(—5)2+ (—5) —45=0.
142. Kaksliikme x"—a™ jaguvus kaksliikmega x—a.

1) Kahe arvu ihe ja sama astendajaga astmete vahe jagub
samade arvude vahega, sest x™—a™ annab jagamisel vahega
x—a jaagi a®—a™, s. o. nulli.

2) Kahe arvu ithe ja sama astendajaga astmete summa ei jagu
nende arvude vahega, sest x™+a™ annab jagamisel vahega x—a
jaagi a™+am™=2a™, mitte aga nulli.

3) Kahe arvu iithe ja sama paarisarvulise astendajaga astmete £
vahe jagub, ning iihe ja sama paarituarvulise astendajaga astmete
vahe ei jagu nende arvude summaga, sest vahe x™—a™ jagamisel
summaga x+a saame jdagi (—a)™—a™, mis paarisarvulise m
puhul on 0 ja paarituarvulise m puhul on —2a™. »

4) Kahe arvu ithe ja sama paarituarvulise astendajaga astmete
summa jagub, ning ithe ja sama paarisarvulise astendajaga ast-
mete summa ei jagu nende arvude summaga, sest summa xm4a™
jagamisel summaga x+a on jaik (—a)m™+a™, mis on vordne
nulliga, kui m on paaritu arv, ja on 2a™, kui m on paarisarv.

Niited.

1) xt+a! jagub summaga x+a, kuid ei jagu vahega x—a.
2) x2—a2 jagub vahega x—a ja summaga x+a.

3) ¥2+a2? ei jagu vahega x—a ega summaga x+a.

4) x3—a3 jagub vahega x—a, kuid ei jagu summaga x+a.

5) x3+4a3 jagub summaga x+a, kuid ei jagu vahega x—a.

143. Kaksliikme x™--a™ ja kaksliikme x5-a jagatised.
Kui jagame kaksliikme x™—a™ kaksliikmega x—a, siis saame
jagatiseks hulkliikme:

X144 qxm—2 4 a2xm—34 .. 4am1
(jaagid selle jagamise puhul on jdrgmised: esimene jadk on
axm—1—qgm teine jaak on a2x™2—agm kolmas jddk om

asxm—3—qm, ..., m-es jadk on @mx™m—agm=a"—am=0).
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On ilmne, et jagatiseks saadud hulkliige sisaldab m liiget; tah-
tede a ja x astendajate summa on igas liikmes iiks ja sama,
nimelt m—1. Téhe x astendajad vihenevad 1 vorra liikmelt liik-
mele alates m—1 kuni 0-ni ja tdhe a astendajad suurenevad 1
worra liikmelt liikmele alates nullist kuni m—1; koigi liikmete
kordajad on vordsed ithega; koigil liikmeil on plussmirk; liikmete
.arv jagatises on m.

Mirganud seda, voime otsekohe kirjutada:

B—ad3= (x—a) (¥2+ax+a?);
x4 —at= (x—a) (x3+ax2+a2x+ad);
X5 —a5= (x—a) (x*+ax3+a2x2 +adx+at) jne.

Et saada kaksliilkme x™—a™ jagatis kaksliikmega x+a juh-
tumil, kui m on paarisarv, ja kaksliikme x”+am™ jagatis kaksliik-
mega x+a juhtumil, kui m on paaritu arv, selleks piisab, kui ees-
pool saadud jagatises tdht a asendada — a-ga. Seega:

x3+ad=(x+a)(2—ax+a?);
xt—qat= (x+4a) (x3—ax2+a2x—ad);
X54-a5= (x+a) (x4 —ax3+a2x2—a3x+at) jne.

Harjutused.

250. Leida jidgid, mis tekivad hulkliikme x4 — 3x% —5x2 4 20x —8 jaga-
misel avaldistega: x —1; x+1; x—2; x4+2; x—3; x4 3.

251. Leida tihe a arvuline vidrtus, mille puhul hulkliige x4 3x3 4 4x2
+ ax 4 11 jagub jaddgita avaldisega x 1.

144. Algebralise vorrandi iildkuju. Varemalt nédgime, et vor-
randi, mis sisaldab tundmatut nimetajas, v6ib vabastada murdu-
dest. Edasi teame, et vorrandile, mis sisaldab tundmatut juure-
margi -all, voib anda ratsionaalse kuju. Seetottu voime iitelda, et
igale vorrandile, milles tundmatu on seotud antud arvudega 16p-
lik arv korda rakendatud kuue algebralise tehte (liitmise, lahuta-
mise, korrutamise, jagamise, astendamise ja juurimise) abil, voib
anda jargmise tédisratsionaalse kuju:

Axm4-Bxm—14Cx™24 . +Kx+L=0,

kus kordajad 4, B, C,..., K ja L on jddvad reaal- voi komp-
leksarvud ja m on vorrandi astme niitaja. Moned kordajad
voivad erijuhtumeil vorduda nulliga. Sellekujulist vorrandit nime-
‘tatakse algebraliseks vorrandiks. Algebralisi vorrandeid,

I Eeldusel, et tundmatu ei esine astendajas ega juurijas.

184



mille aste on suurem kui 2, nimetatakse korgema astme vorran-
deiks.

145. Algebralise vorrandi moned omadused. Korgema astme
vorrandid on korgema algebra aineks. Elementaaralgebra vaatleb
ainult nende vorrandite erijuhtumeid.

Korgem algebra piistitab jargmise tdhtsa teoreemi:

igal algebralisel vorrandil on reaalne voi kompleksne lahend
(Gauss’i 1 teoreem 1799. aastast).

Eeldades seda tosiasja (mille toestus elementaaralgebra vahen-
ditega oleks raske) pole raske ndidata, et:

algebralise vorrandi koigi reaalsete ja komplekssete lahendite
arv vordub vérrandi astme nditajaga.

Toepoolest, Gauss’i teoreemi jargi on vorrandil

Axm+4Bxm—14+Cx™ 2+ ... +Kx+L=0 (1)

reaalne voi kompleksne lahend; olgu see lahend «. Siis peab vor-
randi (1) vasakul poolel olev hulkliige jaguma kaksliikmega
x—a (§ 141). Kui teostame jagamise, siis saame jagatisena
(m—1)-se astme hulkliikme, mille esimene kordaja on A. Téahis-
tades hulkliikme teised kordajad vastavalt tahtedega By, Cy,... .,
K, ja vottes arvesse, et jagatav vordub jagaja ja jagatise korru-
tisega, voime vorrandi (1) esitada kujul:
(x—a) (Axm™14+Byx™24Cy™ 34+ ... +K;)=0. (2)
Vottes teistes sulgudes seisva hulkliikme vordseks nulliga,
saame uue vorrandi, millel peab sama teoreemi pohjal olema
mingi lahend g; seetottu voib tema vasaku poole lahutada kaheks:
teguriks: x—p8 ja (m—2)-se astme hulkliige, mille esimene kor-
daja om endiselt A. Selle t6ttu voib vorrandi (1) kirjutada jérg-
miselt:
(x—a) (x—pB) (Ax™2+Box™ 34 ... +K5) =0. (3)y
Jétkates neid arutlusi, jouame 16puks selleni, et viimastes sul-
gudes saame teise astme hulkliikme, kusjuures tema esimene

kordaja on A. Lahutades selle kolmliikme tegureiks (§ 45) anname
vorrandile (1) kuju:

A(x—a) (x=p) (x=y)...(x—4) =0, (4)
kus kaksliikmete arv on m. On ilmne, et vorrand (4) muutub

! Karl Friedrich Gauss, kuulus saksa matemaatik (1777—1855).
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samasuseks x-i iga jdrgmise vaartuse puhul: x=a, x=§,
X=y,..., ¥X=4 ja teda ei rahulda iikski x muu viaartus (kui
A =0); tihendab, vorrandil (1) on m lahendit: «, 8, 5, ..., i
Moned lahendid voivad erijuhtumeil olla vordsed.

On otstarbekohane markida veel jargmised korgemas algebras
toestatavad tosiasjad.

Iga algebralise vorrandi

Axm+Bx™ 1+ ... +Kx+L=0
lahendite summa vordub arvuga -— 7‘? ja lahendite korrutis vor-

dub arvuga (—1)™ - —jL (néiifeks voib olla ruutvorrand).

Kui reaalsete kordajatega algebralisel vorrandil on komp-
leksseid lahendeid, siis nende arv on paarisarv (néiteks voib olla
biruutvorrand).

Kui reaalsete kordajatega algebralisel vorrandil on n lahen-
dit kujul p+gi, siis on tal veel n lahendit kujul g—gi (néiteks
voib olla biruutvorrand, mille komplekssed lahendid :-on alati
kaaskompleksarvud), ja et

[x— (p+gi)fx— (p—gi)]=[(x—p) — qill{(x—p) +
Flle (V- e (- PIT Rt e :
=x2—2px+ (p2+4?),

siis sisaldab vorrandi vasak pool sel juhul » reaalset tegurit kujul
ax2+bx+ec.

Paarituarvulise astme algebralisel vorrandil, millel on reaal-
sed kordajad, on vdhemalt iiks reaalne lahend.

. Mistahes tdheliste kordajatega algebralised vorrandid, mille
aste ei {ileta nelja, on lahendatavad algebraliselt, s. o.
nende vorrandite lahendite jaoks on leitud iildvalemid, mis on
koostatud vorrandi kordajatest algebraliste tehete abil.

Selles mottes mistahes kordajatega vorrandid, mille aste on
korgem kui neli, pole algebraliselt lahendatavad (Abel'i! teo-
reem); kui aga mistahes astme vorrandi kordajad on antud arvu-
dega, siis on alati voimalik arvutada soovitud tdpsusega koik
tema lahendid — nii reaalsed kui ka komplekssed. Niisuguseid
arvutusviise kasitletakse korgemas algebras.

1 XIX sajandi norra matemaatik (1802—1829).



Uheteistkiimnes jagu.

Midramatud vorrandid.

146. Sissejuhatavad markused. Esimese astme vorrandite
tundmaoppimisel nagime, et kui vorrandite arv on védiksem kui
tundmatute arv, siis on sel siisteemil I6pmatu palju lahendeid.
Selliseid vorrandeid nimetatakse mddramatuiks vorran-
deiks.

Sagedamini esineb praktikas iihe kahe tundmatuga vorrandi
juhtum. Sellise vorrandi iildkuju on:

ax+by=c,

kus x ja y on tundmatud ning a, &, ja ¢ on antud kordajad.

Sageli on iilesande tingimused sellised, et iilesandes seatud
kiisimusele annavad oige vastuse ainult lahendite tdisarvuli-
sed védartused ja monikord ainult tdisarvulised posi-
tiivsed vaartused.

Ulesanne 1. Lahutada arv 118 kaheks niisuguseks arvuks, mil-
lest iiks jaguks 11-ga, teine aga 17-ga.
Tiahistades ithe arvu avaldisega 11x ja teise avaldisega 17y,
saame vorrandi:
lix+17y=118.

Et iilesandes pole midagi 6eldud arvude mérkide kohta, siis-
voime kiesoleval juhul pidada iilesande vastuseks ka negatiivseid
lahendeid. Nii rahuldavad iilesande tingimusi arvud 33 ja 85
(kui x=3 ja y=>5), kuid samuti rahuldavad neid ka arvud 220/
ja —102 (kui x=20 ja y=—6).

Ulesanne 2. Teemasinad pakitakse kastidesse, millest iihte-
desse mahub 4 teemasinat ja teistesse 7 teemasinat. Kui palju orr
vaja votta kumbagi liiki kaste, et pakkida neisse 41 teemasinat?
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Téahistades vaikeste kastide arvu tdhega x ja suurte kastide
arvu tdhega y, saame vorrandi:
4x+Ty=41.

On ilmne, et iilesande tingimuste kohaselt on sobivad ainult
tédisarvulised ja seejuures positiivsed lahendid. Antud vorrand voi-
qmaldab ainult iihe sellise lahendi ja nimelt: x=35; y=3.

Seega on tarvis osata lahendada médramatut vorrandit téis-
arvudes voi ainult positiivsetes tdisarvudes.

147. Vorrandi tdisarvudes lahendamatuse tunnus. Olgu antud

vorrand:
ax+by=c.

Kui kordajate @, b ja ¢ hulgas on moni murruline kordaja,
:siis voime koik kordajad teisendada ithenimelisteks ja jatta nime-
taja seejdrel arvestamata. Siis on koik kordajad tdisarvud.

Edasi, kui kordajatel a, b ja c on mingi {iihistegur, siis voib
sellega vorrandit taandada.

Seega edaspidi eeldame, et kordajad a, b ja ¢ on iihistegurita
tédisarvud.

Oletame niiiid, et kordajatel a j» b on iihisteguriks mingi tédis-
arv, mis erineb arvust 1. Olgu néiteks

a=may; b=mb,.
Vorrand omandab niiiid kuju:
ma;x+mbiy=c.

Jagades koik vorrandi liikmed arvuga m, saame:
c
';n—-

a;x+byy=

Kui x ja y on tidisarvud, siis kujutab vorrandi vasak pool ene-
sest tdisarvu, parem pool aga murdu, sest oletuse kohaselt arv ¢
ei jagu arvuga m. Selline vordus on voimatu.

Jarelikult:

kui mddramatus vorrandis tundmatute ees olevatel kordajatel
on iihistegur, mida ei ole vabaliikmel, siis ei saa vorrandil olla
taisarvulisi lahendeid.

Seepirast eeldame edaspidisel arutlusel, et @ ja b on iihistegu-
rita arvud.
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148. Vorrandi positiivsetes arvudes lahendamatuse tunnus.
Olgu vorrandis ax+by=c kordajad a ja b positiivsed arvud,
vabaliige aga negatiivne arv. Siis vorrandi vasaku poole véértus
on positiivne tundmatute x ja y koigi positiivsete véartuste puhul,
parema poole viartus aga jaab negatiivseks. Seesugune vordus on
voimatu.

Kui kordajad a ja b on negatiivsed ning ¢ on positiivne, siis,
korrutades vorrandi molemaid pooli arvuga —1, redutseerime
selle juhtumi eelmisele. Seega:

kui mddramatus vorrandis tundmatute ees olevate kordajate
mirgid on vastupidised vabaliikme mdirgile, siis pole vorrandil
positiivseid lahendeid.

149. Miidramatu vorrandi lahendite iildvalem. Oletame, et me
mingil viisil (nditeks vahetu proovimise teel) leidsime méédramatu
vorrandi ax+by=c iihe tidisarvulise lahendi.

Olgu see lahend x=a ja y=p. Asetades x ja y védidrtused vor-
randisse, saame samasuse:

aa+bp=c.
Lahutades liikmeti selle samasuse antud vorrandist, saame:
a(x—a) +b(y—p) =0,
kust

ax=aa—b(y—p) ehk xza_’i(_ya:@_
Selleks et x oleks tédisarv, on tarvilik ja piisav, et avaldis
1&7—@ oleks tédisarv (sest a on tdisarv). Teiste sonadega: on

tarvilik ja piisav, et arv b(y—p) jaguks arvuga a. Kuid eelduse
kohaselt pole arvudel b ja a iihiseid tegureid, jérelikult on tarvi-
lik (ja piisav), et arv y—p jaguks arvuga a. Tahistades arvude
y—p ja a tdisarvulise jagatise tdhega ¢ (see voib olla nii posi-
tiivne kui ka negatiivne), saame:

y—:ﬁ=t, kust y=p+ at.
Asendades x valemis murru )La:@ tahega ¢, saame:
x=a—bt.
Seega maiaramatu vorrandi lahendite valemid on:
x=a—0bt, y=p+at.
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Andes neis valemeis arvule ¢ mistahes taisarvulisi positiivseid
ja negatiivseid vadartusi, saame antud maéairamatule véorrandile
lopmatu palju tdisarvulisi lahendeid. Eriti, kui /=0, saame lahen-
did x=a; y=p, mis leidsime juba varem.

Leitud valemeid silmitsedes mérkame kohe, et nad on koosta-
tud jargmise reegli jargi.

1. Lahendi esimeseks liikmeks on antud tundmatu erivdartus.

2. Lahendi teiseks liikmeks on mistahes tdisarvu ¢ ja antud
vorrandi ithe kordaja korrutis, kusjuures x valemisse voetakse y
kordaja ja y valemisse voetakse x kordaja:

3. Uks kordajatest voetakse vastupidise margiga.

Pole raske ndha, et on 4éiesti iikskoik, millise kordaja votame
sama margiga, mis tal on vorrandis, ja millise votame vastupidise
margiga. Toepoolest, valemid

x=a—bt, y=f+at ja x=a+bt, y=p—at

annavad iihed ja samad lahendid; ainult lahendid, mis iihed vale-
mid annavad positiivse ¢ korral, annavad teised absoluutvdartu-
selt vordse negatiivse ¢ korral.

Nidide. On antud vorrand 3x+5y=26.

Vahetu asendamise teel veendume, et vorrandit rahuldavad
vaartused x=2 ja y=4. Teised lahendid leitakse siis valemist:
x=2+5¢t, y=4—3t voi x=2—5¢, y=4+3¢.

Andes nendes valemites arvule # mistahes tdisarvulisi vaartusi,
saame antud vorrandile mitmesuguseid tédisarvulisi lahendeid.
Niiteks, kasutades esimesi valemeid, saame:

t 0 |oriliecl s ili—f [
« |21 7 | 12|1mn]|-3]|-8
¥ok-4 bbb {18

Kui oleksime votnud teised valemid, oleksime saanud samad
lahendid, andes arvule ¢ jirgemdoda. vaartused: 0; — 1; — 2; — 35
I Dne

Seega redutseerub médramatu vorrandi tédisarvudes lahenda-
mise iilesanne mingi ithe lahendi leidmiseks.
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.~ 150. Asendamisviis. Et leida mdaramatu vorrandi iiks lahend,
voib kasutada jargmist viisi. Olgu antud vorrand

ax+by=c.
Avaldame sellest iihe tundmatu (parem selle, mille kordaja on
vaiksem) teise funktsioonina. Olgu néditeks a<(b. Siis:

$IoE —aby :

Anname tundmatule y jirgemodda vaartused 0; 1; 2; 3;. .. nii-
kaua, kuni leiame sellise y vdirtuse, mille puhul avaldis c—by
jagub arvuga a. Oletame, et kui y=n, siis avaldis ¢—bn jagub
arvuga a, andes jagatiseks arvu m. Siis:

x=m ja y=n,

mis on antud vorrandi iitheks lahendiks. Toepoolest, siis on

c—;b"=m ehk c—bn=am, am+bn=c.

‘ Viimane vordus néitab, et arvud m ja n rahuldavad antud vor-
randit.
Niide. On antud vorrand 7x—4y=2.
Avaldame sellest vorrandist y:

7x—2

4y=T7x—2, y= Y

Andes x-ile jargemooda véaartused 0; 1;2; ..., veendume, et
kui x=2, siis avaldis 7x—2 jagub arvuga 4, andes jagatiseks 3.
Jarelikult iiks lahend on

x=2; y=3.
Teised lahendid leitakse {ildvalemi jargi:
x=2+4t, y=3+7t voi x=2—4¢, y=3—T7t.

Mirkus. Arvuteoorias toestatakse, et kui @ ja b on iihistegurita
arvud, siis arvude 0; 1; 2;...; (a—1) hulgas leidub alati iiks
arv y, mille puhul avaldis ¢—by jagub arvuga a. Seepérast soovi-
tataksegi suure katsetuste arvu viltimiseks votta jagajaks viik-
sem kordaja.

151. Midramatu vorrandi erikuju. Mdidramatu vorrand lahen-
dub iildkujul kergesti, kui iiks tundmatute ees seisvaid kordajaid
on 1. Olgu néiteks x kordaja vordne l-ga. Siis saame:

x+by=c.
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Avaldame x-i: -
x=c—by.
On ilmne, et y igale tdisarvulisele vaartusele vastab ka x tais-
arvuline vdéirtus.

Niide. On antud vorrand 5x+y=18.
Leiame:
y=18—-b5x.
Andes x-ile mistahes tdisarvulisi vaartusi, saame y vastavad
tdaisarvulised vaartused:

x01l2,3!4|———1!—2

y | 18 13I8{.3l—2,23‘28..

152. Maiddramatu vorrandi iildlahend. Esitame mistahes korda-
jatega maiddramatu vorrandi lahendamise niite. Olgu antud
vorrand:

23x+453y=109.

Avaldame sellest vorrandist selle tundmatu, mille korda]a on
vaiksem, antud korral x:

109 — 53y
E 23 :
ehk pérast tdisosa eraldamist:

FECTR e 'S B

Selleks et tadisarvulise y puhul ka x oleks tdisarv, on tarvilik

2—37‘V oleks tdisarv. Tahistanud viimase

ja piisav, et avaldis

tdhega ¢, saame:
A1 —t ehk 17-7y=231, 23t+Ty=17.

23
Kui me leiame tihtedele y ja ¢ sellised tdisarvulised vdartused,
mis rahuldavad vorrandit —11%7)’—=t ehk vorrandit
23t+7y=17,

siis leiame iihes sellega vastavad tdisarvulised vdadrtused tédhele x
ja meie iilesanne ongi lahendatud. Seega redutseerub antud vor-
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randi lahendamine teise, hoopis lihtsama vorrandi lahendamiseks,
mille kordajad on vdiksemad kui antud vérrandil.
Uue vorrandiga toimime samuti. Avaldame algul sellest y:

y= 2 —ggpq 2

Selleks et y oleks taisarv, on tarvilik ja piisav, et avaldis S

7
oleks tadisarv. Tahistades selle avaldise tdhega 74, saame:

3% _t, ehk Tt,+2t=3.

Kui 7 ja t; on viimast vorrandit rahuldavad tdisarvud, siis saame
vastavalt ka x ja y tdisarvulised viirtused, mis rahuldavad antud
vorrandit. Jarelikult redutseerus meie {ilesanne viimase vorrandi
lahendamiseks. Toimime sellega samuti nagu varem:

t= 500 g gy Ach

Vottes avaldise %” vordseks tdisarvuga t,, saame:

Aty ehk 2f+f=1.
Saime vorrandi, mllles ithe tundmatu kordaja on 1, kuid selli-

seid vorrandeid me juba oskame lahendada. Lahendanud selle,
saame:

Andes selles vorrandis tdhele ¢, mistahes tdisarvulisi vairtusi,
saame tdisarvulised viidrtused tihele #,.

Asetades tdhtede ¢; ja #, leitud tdisarvulised vairtused tihe ¢
avaldisse

—}—3t1+ g0 '~1—3t1+t2,

saame tahele ¢ vastavad tdisarvulised viirtused. Asetades ¢ ja #4
vastavad viairtuste paarid y avaldisse

el

saame y vastavad tdisarvulised vdartused. Lopuks, asetades y ja ¢
feitud vadrtused x avaldisse

x=4—2g+ T —49y 44,

saame tdhele x vastavad tdisarvulised viirtused.

e
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Kuid tundmatuid x ja y voib ka otseselt viljendada soltuvuses
tdhest ;. Selleks asetame tdhe f avaldisse #; asemele tema aval-
dise 7, kaudu:

P b3l Yl = TR 20 ) s
ehk '
=247t

Asetame niilid y avaldisse ¢ ja {; asemele nende avaldised ts
kaudu:
Yy=2—-3t+£,=2—-3(—2+7ts) + (1—2¢5)
ehk
y=9—23%s.
Lopuks, asetades x avaldisse leitud ¢ ja y avaldised, saame:
x=4—2y+t=4—2(9—23t3) + (—2+71s)
ehk:
x=—16+53¢,.
Seega saame X ja y jaoks valemid:
x=—16+53f,, y=9—23¢.

Andes neis tdhele 7, mistahes tdisarvulisi vddrtusi, nii positiiv-
seid /kui ka negatiivseid, saame antud vorrandile 16pmatu palju
lahendeid; moned neist on paigutatud jiargnevasse tabelisse:

£ 9] 50 1 &% Diphe o
x f—16113t. 1 9. | —69] <122
: y gitadigt a7y a8 55

Vaadeldes operatsioone, mis sooritati ‘antud ja jargnevate vor-
randite kordajatega, voib markida jargmist jarjestust.

1. Antud vorrandi suurem kordaja 53 jagati viiksema korda-
jaga 23; saadi jagatis 2 ja jaik 7.

2. Antud vorrandi vdiksem kordaja 23 jagati jadgiga 7; saadi
jagatis 3 ja jdak 2.

3. Esimene jadk 7 jagati teise jddgiga 2; saadi jagatis 3 ja
jaak 1.
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Teiste sonadega: me toimisime tdpselt samuti, nagu oleksime
arvutanud antud vorrandi kordajate suurimat iihistegurit.

Me teame, et kahe iihistegurita arvu suurimaks iihisteguriks
on 1. Et me mddramatuis vorrandeis alati eeldame, et tundmatute
ees olevad kordajad on iihistegurita arvud, siis, sooritanud vor-
randiga eespool ndidatud operatsioonid, saame alati niisuguse
vorrandi, milles ithe tundmatu kordaja on 1. Koos sel-
lega leiame ka antud vorrandi lahendid. Siit jéreldub:

kui madramatu vorrandi tundmatute kordajad on iihistegurita
arvud, siis on vorrandil alati tdisarvusisi lahendeid.

153. Vorrandi lahendamise lihtsustamine. Monikord voib maa-
ramatu vorrandi lahendamisel teostada moned lihtsustamised, mis
voimaldavad kiiremini jouda lahenditeni.

1. Juhtumil, kui iihe tundmatu ees seisval kordajal ja vaba-
lilkmel on iihistegur, siis toonud sisse uue sobiva tundmatu, véib
vorrandi taandada selle iihisteguriga.

Niide 1. On antud vorrand 6x—5y=21.

Kordajal 6 ja vabaliikmel on iihistegur 3. Jérelikult ka liige
5y peab jagunema arvuga 3; et aga 5 ei jagu 3-ga, siis peab
y olema arvu 3 kordne. Votnud y=3¢, kus ¢ on tdisarv, saame:

6x—15¢=21
ehk pérast taandamist 3-ga:
2x—5Bt=T7.

Lahendame viimase vorrandi:

7+5t 141

X= —3+2t+~——3+2t+11,

’i_’ =t 2% —t=1: t=—1491,

Asetades leltud vaartused tundmatute x ja y avaldistesse,
saame:
X=3+2(—142¢4) +t,=1+5¢;
y=3(—1+2t) = —3+6t;.
Niide 2. On antud vorrand 9x+ 14y=105.
Vottes x=3¢ ja taandades vorrandi arvuga 3, saame:
3x+141=35.

Vottes selles vorrandis x=7¢; ja taandades vorrandi molemad
pooled 7-ga, saame: ;

3t +2t=5.
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Lahendame viimase vorrandi:

£ S_—EBL i Uttty
1—t :
5 L =t2, 1-t1=2t2, t1=1—2t2

Sooritades jérjestikused asendamised, saame
t=2—(1—2¢t5) +t,=1+3ts;
x=Tt;=T7(1—2t,) =7—1445;
y=3t=3(1+3%) =3+9¢,.
2. Kui tdisarvuga vordse avaldise lugejais olevail liitkmeil on
iihistegur, siis voib vorrandi lahendamist liktsustada.

Ndide 3. On antud vorrand 12x+ 17y=41.

Lahendame ta x suhtes:
41 =17y 5— 5y i—y

e =3—y+ —5° =3—y+5 e

Y

Selleks et avaldis 52 oleks tdisarv, on tarvilik ja piisav,

et IE‘V oleks taisarv.
Vordsustades selle avaldise tdisarvuga £, saame

A= P
S =t; 1—y=12¢ y=1—12¢

Vastavalt sellele saame x jaoks:
x=3— (1—-12¢) +-5t=2+171

3. Kui tdisosa eraldamisel tekkiv jadk on suurem kui pool
jagajat, siis on sobivam sisse tuua negatiivne jddk. .
Niide 4. On antud vorrand 11x—20y=49

Lahendame ta x suhtes:
e R El‘lﬂ =442y +¢;
S —t, 5—2y=11t; 11£+2¢=5;

Badlt i fisf = ;
=S5 =25l S5 =25ttty
1t =t d

2

Tehes asendused, saame:
y=2-5(1—-2¢) +t;=—3+11¢;;
x=4+42(—34+11¢#) + (1—2¢;) = —1+20¢;.
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1

Kui lahendaksime vorrandi harilikul viisil, siis saaksime x aval- '
diseks:

x=a+y+ T2

ja jargmine vorrand oleks:

W —t, 111-9y=>5.

See vorrand ei ole nii lihtne kui eespool negatiivse jadgi sisse-
toomise tagajérjel saadud vorrand

11£+2y=5.

Niide 5. On antud vorrand 15x+ 28y =>509.
t.ahendame vorrandi x suhtes, tuues sisse negatiivsed jaagid:
_ 59—28y l+2y

Y —4-2y+ =4-2y+1,

-1];,2y =t; —1+2y=15¢t; 2y—15t=1;
y=1E5 ey L vt

ktf=h;1+t=2n;h=—l+2h-

2

Tehes asendused, saame:

y=T(—142t;) +t;=—T+15t;;
x=4—2(—T+15t;) + (—1+2t,) =17—28¢,.

Katsudes kidesoleva paragrahvi néites toodud vorrandeid lahen-
dada harilikul viisil, veendume kohe, et ilma lihtsustusteta oleksid
meed noudnud lahendamiseks enam operatsioone.

154. Positiivsed lahendid. Nagu varem 0Oeldud, tuleb koigist
mairamatu vorrandi lahendeist sageli votta ainult need, mis anna-
vad tundmatuile x ja y iiheaegselt positiivsed véirtused. Leides
tundmatute x ja y iildvalemid, voib kohe médérata, milliste mis-
tahes teguri vdirtuste puhul saadakse tundmatule x ja y tais-
arvulised ning positiivsed vaartused.

Toepoolest, votame valemid:

x=a+bt; y=p—at.

Selleks et x ja y oleksid positiivsed, on vaja votta ¢ vaartusteks
ainult sellised véirtused, mille puhul

a+bt>0; p—at>0.
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Oletame, et a on positiivne arv. (Seda voime eeldada, sest
vastasel korral voiksime korrutada vorrandi molemad pooled
arvuga —1.) Siis voib esineda kolm juhtumit.

1. Molemad vorratused on samapidised. See esineb siis, kui &
on negatiivne arv. Toepoolest, kasutades vorratuste omadusi,
saame:

bt> —a; at<p;
a
< 2yt £

Sel juhtumil voimaldab vorratus 16pmatu palju positiivseid
taisarvulisi lahendeid.
Toepoolest, oletame, et me oleme saanud:

b g f<—1 2
On ilmne, et iga arv, mis on véiksem kui — l%, rahuldab mole-
mat vorratust. Jarelikult voib ¢ vddrtuseks votta mistahes tédisarvu,
mis on vaiksem kui —1 % 2 ‘

Votame teise juhtumi:

74 1
t> 1_5" t>3? .
On ilmne, et vottes ¢ vddrtuseks mistahes tdisarvu, mis on suu-
rem kui 3—:13—, saame x ja y vaartusteks positiivsed tdisarvud.

Niide 1. 3x—5y=11.
Lahendame selle vorrandi:

B 1145y

20 —gpoy— L —aty-t;, =g

3
1+y=3t y=—1+3t
x=4+2(—1+3t) —t=2+5t
Otsime positiivseid lahendeid:
—143t>0; 2+5¢t>0

ehk

2

3 g AT
Vottes ¢ vairtuseks mistahes tdisarvu, mis on suurem kui 3

(ehk, mis on sama, suurem kui 0), saame x ja y jaoks l6pmatt
palju positiivseid vddrtuste paare, mis rahuldavad antud vorrandit
Niide 2. 8x—3y=—13.
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Lahendame vorrandi:

y= 2% —gi3xy 12X _qq3xqs,

Otsime positiivseid lahendeid:
1-3t>0; 7—8t>0

ehk
1 74
s 35 & .-
Téhe ¢ mistahes vaartus, mis on viiksem kui %(s. 0.0, —1,
—2, ...), annab tundmatuile x ja y taisarvulised ja positiivsed
vadrtused.

2. Vastupidised vérratused, kusjuures nad on teineteisele
vasturddkivad. Oletame, et me saame jargmised vorratused:

7 i

On ilmne, et pole olemas ¢ selliseid véirtusi, mis rahuldaksid
iiheaegselt molemat vorratust. Sel juhul ei saa vorrandil olla posi-
tiivseid lahendeid. -

Ndide 3. 4x+5y=—7.

Lahendades selle vorrandi, saame:

x=—3+5¢ y=1—4¢.
Siit

—3+5t>0; 1-4£>0
ehk

% v 1
1> S e
Vorratused on vasturddkivad; vorrandil ei ole positiivseid
lahendeid.
3. Vastupidised vorratused, kusjuures nad ei ole teineteisele
vasturddkivad. Oletame, et me saime vorratused:

¥ 3
t>47, t<7?'

Koik tdhe ¢ tdisarvulised vaartused, mis on 4% ja 72— vahel,

s. 0. 5, 6 ja 7, annavad arvudele x ja y positiivsed vaartused.
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Seega:
vorrandil on nii mitu tdisarvulist positiivset lahendit, kui mitu
tdisarvu on arvu t leitud tokete vahel.

Mairgime, et vorrandil ei tarvitse ka sel juhul olla positiivseid
lahendeid. See on siis, kui arvu ¢ leitud tokete vahel pole iihtki
tdisarvu. Néiteks olgu meil vorratused:

t>14; t<lg.
 Vorratused ei ole vasturdikivad; kuid l% ja l-;—vahel pole
ithtki tdisarvu. Vorrandil ei ole tdisarvulisi positiivseid lahendeid.
Ndide 4. 3x+7y=>55.

Lahendame vorrandi:

=B _1g-9y4+ 128 —18-2y+1;
y=1-—3¢ x=16+7¢.
Siit
1—3£>0; 16+7£>0
ehk

2
f<ni 4>—22.

On ilmne, et arvule # voime anda ainult vdartused 0, —1 ja
—2. Saame vorrandi kolm lahendit:

t 0 —1 —2
% 16 9 2
y 1 4 7

Niide 5. 5x+4y=3.
Lahendades vorrandi, saame:
x=—1+4t, y=2-5L
Siit
by AR
Vorratused ei ole vasturddkivad; kuid 1% ja %vahel pole téis-

arve. Vorrandil ei ole tdisarvulisi positiivseid lahendeid.
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Harjutused.

Lahendada jargmised vorrandid positiivseis tdisarvudes:

252, 3x+2y=10; 7x+5y=157; 5x—11y=17; 8x+lly—13

253. 7x+9y=35; 15x+428y=185.

254. Lahutada arv 100 kaheks positiivseks arvuks nii, et iiks neist jaguks
arvuga 7 ja teine arvuga 11.

255. Kolme meetri laiuse poranda katmiseks on Iaudu laxusega 11 cm ja
13 cm. Mitu lauda tuleb votta kummastki liigist?

256. Rukki siilitamiseks on kahesuguse mahuga kotte: {ihed 'mahutavad
60 kg, teised 80 kg. Kui palju tuleb votta kumbagi liiki kotte, et mahutada
neisse 440 kg rukist nii, et ei oleks poolikuid kotte?

257. Leida iildkuju arvudele, mis jagamisel 7-ga annavad jadgi 3 ja jaga-
misel 1l-ga annavad jaagi 4.



Kaheteistkiimnes jagu.

Uhendid ja Newtoni binoomivalem.

I. Uhendid.

155. Definitsioon. Mitmesuguseid riihmi, mis on koostatud
mingeist esemeist ning erinevad iiksteisest kas nende esemete
jarjestuse voi esemete enda poolest, nimetatakse iildiselt {ihen -
diteks. ' '

Kui néiteks kiimnest erinevast numbrist 0, 1, 2, 3,... , 9 koos-
tame mitmest numbrist koosnevaid rithmi, nditeks selliseid: 123,
312, 8056, 5630, 42 jne., siis saame nende numbrite mitmesugused
iihendid. Moned neist, nditeks 123 ja 312, erinevad ainult numb-
rite jérjestuse poolest, teised aga, néiteks 8056 ja 312, erinevad
neisse kuuluvate numbrite poolest (ka numbrite arvu poolest).

Esemeid, milledest koostatakse iihendeid, nimetatakse ele -
mentideks. Elemente tahistame tdhtedega a, b, ¢, ...

Uhendid on kolme liiki: variatsioonid, permutatsioonid ja
kombinatsioonid. Vaatleme neid eraldi.

156. Variatsioonid. Olgu esemete arv, milledest koostame iihen-
did, kolm (nditeks kolm kaarti); tahistame need esemed tihtedega
a, b ja c. Neist voib moodustada iihendeid {ihekaupa:

R

kahekaupa:
ab, ac, bc, ba, ca, cb;

kolmekaupa:
abe, acb, bac, bea, cab, cba.
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Votame neist iihendeist ithendid kahekaupa. Need erinevad
iiksteisest kas esemete poolest, niditeks ab ja ac, voi esemete jar-
jestuse poolest, nditeks ab ja ba, kuid esemete arv neis on iiks ja
sama. Seesuguseid {ihendeid nimetatakse variatsioonideks skolmest
elemendist kahekaupa.

Variatsioonideks m elemendist n-kaupa nimetatakse selliseid
iihendeid, milledest igaiiks sisaldab n elementi, mis on voetud
antud m elemendist ning erinevad iiksteisest kas elementide endi
voi elementide jdrjestuse poolest (tdhendab, eeldatakse, et n<lm).
Nii on eespool toodud kolmekaupa moodustatud iihendid variat-
sioonid kolmest elemendist kolmekaupa (erinevad ainult jarjestu-
selt); kahekaupa moodustatud iihendid on variatsioonid kolmest
elemendist kahekaupa (erinevad kas elementidelt voi jarjestuselt).

Variatsioonid m elemendist voivad olla moodustatud iihe-,
kahe-, kolme- ja lopuks m-kaupa. '

Leiame niiiid variatsioone endid moodustamata koigi variat-
sioonide arvu, mis on voimalik moodustada m elemendist n-kaupa.
Seda arvu tahistatakse tavaliselt nii: A% (siin on A algustiht
prantsuskeelsest sonast «arrangement», mis tdhendab «korraldus»,
«paigutus»). Selle arvu leidmiseks vaatleme votet, mille abil on
voimalik moodustada mitmesuguseid variatsioone.

Olgu meil antud m elementi: @, b, ¢, ... , k&, I. Algul koostame

neist koik variatsioonid {ihekaupa. Neid on ilmselt m. Tdhendab,
w =m. Niiiid moodustamé koik variatsioonid kahekaupa. Selleks

tihendame koigi varem iihekaupa moodustatud variatsioonidega
jargemooda koik iilejddnud m—1 elementi iihekaupa. Nii iihen-
dame elemendiga a jarjestikku {ilejddnud elemendid b, c, ..., &, [,
elemendiga b ithendame jérjestikku iilejddnud elemendid a, ¢, ...,
2, I jne. Siis saame jédrgmised variatsioonid kahekaupa:
ab, ac, ad, ... , ak, al; (m—1 variatsiooni)
ba, bc, bd, ..., bk, bl; (m—1 variatsiooni)
ca, ¢b, cd,..., ck, cl; (m—1 variatsiooni)

m rida

ey -lhde, S, Sk (m—1 variatsiooni)
Et koiki elemente on kokku m, siis igast variatsioonist iihe-

kaupa saame m—1 variatsiooni kahekaupa ja iildse saame neid

(m—1)m. On selge, et muid variatsioone kahekaupa olla ei saa.
Tédhendab: ;

A2 =m(m—1).
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Et niiiid moodustada variatsioone kolmekaupa, votame asja
kahekaupa moodustatud variatsioonid ja iihendame nendega jarge-
modda ithekaupa koik {ilejddnud m—2 elementi. Siis saame jarg-
mised variatsioonid kolmekaupa:

— abc, abd, ... , abk, abl, (m—2 variatsiooni)
| « | @b, acd, ..., ack, acl, (m—2 variatsiooni)
£ =

& lka, lRb, . . . . . . (m—2 variatsiooni)

Et koiki variatsioone kahekaupa on m(m—1) ja et igast saa-
dakse (m—2) variatsiooni kolmekaupa, siis on kaoiki selliseid
variatsioone: .
(m—2)[m(m—1)]=m(m—1) (m—2).

Seega

AL =m(m—1)(m—2).
Samuti saame
An=m(m—1) (m~2) (m—3);

A, —=m(m—1) (m—2) (m—3) (m—4);
ja ildiselt

Apn=m(m —1)(m—2)...[m—(n—1)].

Selline on variatsioonide arvu valem. Sonades voib seda vai-
jendada nii:

koigi voimalike variatsioonide arv m elemendist n-kaupa
vordub n jarjestikuse tdisarvu korrutisega, milledest suurim
on m.
Seega:
A} =4°'3=12; A}=4"-3'2=24
A =8-7"°6"-5=1680, jne.

157. Ulesanded. 1) Klassil on 10 dppeainet ja 5 erinevat tundi
pdevas. Mitut viisi voib pdevas tunde jaotada?

Koik voimalikpud tundide jaotused pédevas kujutavad enesest
ilmselt koiki voimalikke variatsioone kiimnest elemendist viie-
kaupa. Seepirast peab koiki jaotusviise olema:

A35,=10-9 -8 -7 6=30240.

I

2) Kui palju voib moodustada tdisarve, milledest igaiiks koos-
neks kolmest erineva viirtusega numbrist?
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Otsitav arv on iiheksast numbrist kolmekaupa moodustatud
variatsioonide arv; jarelikult on ta 9 - 8 - 7=504.
3) Kui palju voib moodustada taisarve, milledest igaiiks koos-
neks kolmest erinevast numbrist? :
10-st numbrist 0, 1, 2, 3. ... , 9 voib moodustada 10 -9 * 8=
—790 variatsiooni kolmekaupa; kuid sellest arvust on vaja vilja
jatta need variatsioonid kolmekaupa, mis algavad numbriga O.
Selliseid variatsioone on nii palju, kui palju voib moodustada
- variatsioone iitheksast numbrist kahekaupa, s. 0. 9 8=72; jareli-
kult otsitav arv on 720—72=648.

158. Permutatsioonid. Kui variatsioonid m elemendist on voe-
tud m-kaupa (s. o. nad erinevad ainult elementide jarjestuselt),
siis nimetatakse selliseid variatsioone permutatsioonideks. Nai-
teks permutatsioonid kahest elemendist a ja b on variatsioonid
kahest elemendist kahekaupa, s. 0. ab ja ba, permutatsioonid kol-
mest elemendist on variatsioonid kolmest elemendist kolmekaupa,
s. 0. abe, ach, bac, bea, cab, cba, jne.

Koigi voimalike premutatsioonide.arvu m elemendist tdhista-
takse siimboliga P, (siin on P algustdht prantsuskeelsest sonast
«permutation», mis tahendab «iimberpaigutus»). e

Et permutatsioonid m elemendist on variatsioonid m elemen-
dist m-kaupa, siis on permutatsioonide arvu valem jdrgmine:

P,=An=m(m—1)m—2)...3 -2 1=
—1:2%3¢... (m—1)m,

Koigi voimalike permutatsioonide arv m elemendist vordub
naturaalarvude korrutisega alates 1-st kuni m-ni.

159. Ulesanded. 1) Mitu iiheksakohalist arvu voib kirjutada
itheksa erineva numbriga?
Otsitav arv on:
Pg=1:2-3-4-5-6-7+8"9=362880.
2) Mitut viisi voib paigutada 12 inimest laua taha, millele on
pandud 12 s66ginou?
Paigutuste arv on:

1-2-3-...-12=479001 600.

Mirkus. Naturaalarvude korrutis 1-st kuni m-ni (seda kor-
rutist tihistatakse lithidalt nii: m!) kasvab vdga kiiresti arvu m
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kasvades; kui m=12, siis see korrutis on 479001 600" Kkui
m=IOQ, siis see korrutis on arv, milles on 158 numbrit.

160. Kombinatsioonid. Kui koigist variatsioonidest, mis on
voimalik moodustada m elemendist n-kaupa, votame ainult need,
mis erinevad iiksteisest vihemalt iihelt elemendilt, siis saame
ithendid, mida nimetatakse kombinatsioonideks.

Niiteks nelja elemendi a, b, ¢ ja d kolmekaupa moodustatud
kombinatsioonid on

abe, abd, acd, bed.

Kui teeme koigis neis kombinatsioonides koik voimalikud
{imberpaigutused (permutatsioonid), siis saame koik voimalikud
variatsioonid neljast elemendist kolmekaupa.

abe abd acd ‘bed
ach adb adc bdc
bac bad cad {4 cbd
beca bda cda cdb
cab dab dac dbc
cha dba dea dcb

Selliste variatsioonide arv on ilmselt 6 * 4=24.

Seega koigi variatsioonide arv m elemendist n-kaupa vordub
koigi m elemendist n-kaupa moodustatud kombinatsioonide -arvu
ja koigi n elemendist moodustatud permutatsioonide arvu korru-
tisega, s. o.

A’I:l: C:’HPII)
| o
kus C}, tihistab koigi kombinatsioonide arvu m elemendist
n-kaupa (C on algustiht prantsuskeelsest sonast «combinaison»,
mis tdhendab «kombinatsioon»).

Siit tuletame jargmise kombinatsioonide arvu valemi:

Ay, mm—1)(m—2)...[m—(n—1)]

Ch=—5-

P P 1:2.3-...'n
Naiteks:
4.3 R
Cg:T7 =6; Ci—ﬁj =4, 4ne;

206



Niited. g
1) Uhele ja samale ametikohale on 10-st kandidaadist vaja
valida kolm. Kui palju on valiku voimalusi?
Otsitav arv moodustab ilmselt kdigi voimalike kombinatsioo-
nide arvu kiimnest elemendist kolmekaupa, s. o.
o O S
C]O—— T'-QT = 120

2) Mitmel viisil voib valida 13 kaarti kaardipakist, milles on
52 kaarti?

Otsitav arv kujutab enesest kombinatsioonide arvu 52 kaardist
kolmeteistkiimne-kaupa, s. o.

Cly = 231907 A0 _ 635013 559 600,

161. Kombinatsioonide arvu valemi teine kuju. Kombinatsioo-
nide arvu valemile voib anda teise kuju, kui korrutame tema luge-
jat ja nimetajat korrutisega I'-2-3-...° (m—n), siis saame
lugejas korrutise :

m(m—1)...[m—(n—1)}-1°2-3-...° (m—=n),
mida voib kirjutada, paigutades-tegurid iimber, jargmiselt:
1:2:3:...* (m—n){m—(n—-1)]...m.
Jarelikult:

ch— 1.23-...-(m—1)m P,

VT (AT B T O e g L S

162. Kombinatsioonide omadus. Asendades selles valemis tdhe
n vahega m—n, saame:
1S L v m Pp

S o=

TRt M R) e B g oo s

Vorreldes seda valemit eelmisega, leiame:
Ca %m0
Selle jarelduseni viib ka lihtne arutelu: kui votame m elemen-
dist n elementi, et neist moodustada iiht kombinatsiooni, siis moo-
dustab jarelejaanud elementide kogu iihe kombinatsiooni, mis
koosneb m—n elemendist. Seega vastab igale n elemendist koos-
nevale kombinatsioonile itks m—n elemendist koosnev kombinat-
sioon, ja vastupidi; tdhendab:
' ool '
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See vastastikune suhe voimaldab - lihtsustada m elemendi
n-kaupa moodustatud kombinatsk}onide arvu leidmist, kui ~ on

suurem kui %m. Naiteks:

Cito = Cho =" 505> =161700.
Harjutused.

258. 5 opilast peavad istuma iihes pingis. Mitmel viisil véivad nad seal
aset votta?

259. Mitu neljakohalist arvu voib moodustada numbritest 0, [, 2, 3?

Juhis. Koigi voimalike neljanumbriliste permutatsioonide arvust tuleb lahu-
tada nulliga algavate permutatsioonide arv.

260. Tasapinna asend ruumis on maaratud kolme punktiga, mis ei asetse
iihel sirgel. Mitu tasapinda saab panna ldbi nelja, seitsme, kiimne, n punkti,

kui iikski 3 punkti ei asetse iihel sirgel ja iikski 4 punkti ei asetse {ihel tasa-
pinnal?

261. Keegi tombab 32 kaarti sisaldavast pakist 4 kaarti. Mitu eri juhtumit
voib seejuures esineda?

262. Mitu permutatsiooni vG6ib moodustada numbritest 1, 2, 3, 4, 5, 6,
mis algavad numbritega 47 numbritega 45? numbritega 4567

263. Rithmas on 32 gpilast, neist on vaja 6 oOpilast paigutada esimesse
pinki. Mitu eri juhtumit vGib esineda, kui pole tdhtis, millises jarjestuses opila-
sed istuvad pingis?

1
II. Newtoni binoomivalem.

163. Teise liikme poolest erinevate binoomide korrutis. Hari-
liku korrutamisega leiame:

(x+a) (x+b)=x2+ax+bx+ab=x2+ (a+b)x+ab,
(x+a) (x+0b) (x+c)=[x2+ (a+b)x+abl(x+¢c) =
=x3+ (a+b)x2+abx+cx2+ (ac+bc)x+abe=
=x3+ (a+b+c)x2+ (ab+ac+bec)x+abe.

Samuti leiame: /
(x+a) (x+0b) (x+c) (x+d)=x2+ (a+b+c+d)x3+
+ (ab+ac+ad+bec+bd+cd) 2+
+ (abc+abd +acd+bed) x+ abed.

Vaadeldes neid korrutisi mirkame, et koik nad on koostatud
ithe ja sama seaduse jdrgi ja nimelt:

korrutis on hulkliige, mis on korraldatud tdhe x alanevate ast-
mete jargi.
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Esimese liikme astendaja vordub korrutatavate binoomide
arvuga; jargmiste liikmete tdhe x astendajad kahanevad 1 vorra;
viimane liige ei sisalda tahte x (sisaldab seda null astmes).

Esimese liikme kordaja on 1; teise liikkme kordaja vordub kor-
rutatavate binoomide koigi teiste liikmete summaga; kolmanda
liikme kordaja on kahekaupa voetud koigi teiste liikmete korru-
tiste summa; neljanda liikme kordaja on koigi kolmekaupa voe-
tud teiste liikmete korrutiste summa. Viimane liige on koigi teiste
litkmete korrutis.

Toestame, et see seadus on rakendatav kuitahes. paljude binoo-
mide korrutise kohta. Selleks veendume algul, et kui see seadus
on dige m binoomi korrutise kohta:

(x+a) (x+b) (x+c)...(x+k),
siis on ta oige ka (m+1) binoomi korrutise kohta:
(x+a) (x+b) (x+¢)...(x+R) (x+1).
Oletame, et on oige jargmine vordus:

(x+a) (X+b) (x+c)...(x+k)=
= xm 4 S x" 1 F-Sox™ 2+ ...+ Sm ,
kus lithiduse mottes on kasutatud jargmist téhistust:

Si=a+b+c+...+itk
So=ab+ac+. ..+ik;
S;=abc+abd+ . ..
S ==abe iy R
Korrutame oletatava vorduse molemad pooled binoomiga x+{:
(x+8)(x+8)...(x+ B (x+)=
= (%" + Sixm 14 Spxm 24 ...+ Sw) (x ) =
=xmH 4 S x™ - Soxm 14 ...+ Smx +
B P SUAYY oml I AV
= Xt (S + D + (S + LS)xm +
4.+ (Sn+ISn-1)x+ 1Sm .
Vaadeldes seda uut korrutist, veendume, et ta allub samale
seadusele, mille eeldasime' olevat Gige m binoomi korral. Toepoo-
lest, esiteks jargivad seda seadust tdhe x astendajad; teiseks jar-

givad seda ka kordajad, sest teise arvu kordaja S;+/ on koigi
korrutatavate binoomide teiste liikmete summa, kaasa arvatud
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ka /; kolmanda liikme summa S,+ 1S on koigi teiste paarikaupa
voetud liikmete korrutis, kaasa arvatud ka /, jne.; 16puks [S,, on
koigi teiste liikmete a, b, ¢, ..., k, [ korrutis.

Me négime, et see seadus on oige kahe, kolme ja nelja binoomi
korrutise kohta; jarelikult peab ta niiiid toestatu kohaselt olema
oige ka 441 binoomi korrutise kohta, s. o. viie binoomi korrutise
kohta; kui ta aga on oige viie binoomi korrutise kohta, siis on ta
oige ka 5+ 1 binoomi korrutise kohta, s. o. kuue binoomi korru-
tise kohta, jne. :

Esitatud arutelu kujutab enesest niinimetatud «toestust m-It
(m+1)-le». Seda nimetatakse ka «matemaatiliseks induktsioo-
niks» (ehk «téielikuks induktsiooniks»). Tahendame, et selle raa-
matu eelmistes peatiikkides oli korduvalt voimalusi rakendada
toestust m-lt (m+1)-le (néditeks progressiooni iildliikme valemi
tuletamisel, §§ 75, 82 jne.). Me ei teinud seda ainult sellepirast,
et taotlesime késitletu lihtsust.

164. Newtoni binoomivalem. Oletame, et meie poolt toestatud
vorduses
(x+a) (x+0b)...(x+k)=
== S LSt oo Sk

on koik binoomide teised liikmed vordsed, s. 0. a=b=c=...
...=k. Siis vorduse vasak pool on binoomi aste (x+a)™. Vaat-
leme, milleks muutuvad seejuures kordajad Sy, Ss,..., S,,.
Kordaja S;, mis on vordne summaga a+b+c+...+k,
-muutub korrutiseks ma. Kordaja S, mis vordub summaga
ab+ac+ad+... , muutub arvuks @2, mis on voetud nii mitu
korda, kui mitu kombinatsiooni saab moodustada m elemendist
m(m—1)
1.2
" on vordne summaga abc+abd+ ..., muutub arvuks a3, korru-

tatud kombinatsioonide arvuga m elemendist kolmekaupa, s. o.
muutub avaldiseks M—I—IQ)%"———Q—) a3, jne. Lopuks kordaja Sn,

mis on vordne abc ...k, muutub avaldiseks a™. Seega saame:

kahekaupa, s. o. muutub avaldiseks a’. Kordaja S3, mis

(x + a)" =x™ 4+ max™1+4 '—"—%12:9 a’xm—? +

_’_"‘(”'—l_l;f,;z__Q)aéx”’_3 4.+

o= = =Dl gy 4 a7,
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See vordus on tuntud Newtoni binoomivaleminal,
kusjuures hulkliiget, mis asetseb valemi parempoolses osas, nime-
tatakse binoomi arendiks. Vaatleme selle hulkliikme
omadusi. :

165. Newtoni binoomivalemi omadused. Neist omadustest
juhime tahelepanu jargmisele kiimnele.

1) Tahe x astendajad vihenevad 1 vorra alates esimesest liik-
mest kuni viimase liikmeni, kusjuures esimeses liikmes tdhe x
astendaja vordub binoomi astendajaga ja viimases liikmes on
ta 0; vastupidi: tihe a astendajad suurenevad 1 vorra, alates esi-
mesest liikmest viimase liikkme poole, kusjuures esimeses liikmes
on tihe a astendaja 0, viimases lilkmes ta aga on vordne binoomi
astendajaga. Seetottu on a ja x astendajate summa koigis liik-
meis itks ja sama, nimelt: ta on vordne binoomi astendajaga:

2) Binoomi arendi koigi liikmete arv on m+1, sest arend
sisaldab arvu a koiki astmeid astendajatega 0 kuni m.

3) Kordajateks on: esimesel liikmel iiks, teisel liikmel
binoomi astendaja, kolmandal liikmel m elemendist kahekaupa
moodustatud kombinatsioonide arv, neljandal liikmel m elemen-
dist kolmekaupa moodustatud kombinatsioonide arv; iildiselt
(n+1) liikme kordaja vordub m elemendist n-kaupa moodustatud
kombinatsioonide arvuga. Lopuks viimase liikme kordaja vordub
m elemendist m-kaupa moodustatud kombinatsioonide arvuga,
s. o. ithega.

Tihendame, et neid kordajaid nimetatakse binoomi kor -
dajaiks.

4) Tihistades binoomi arendi iga liikme tdhega T iihes_ all-
oleva numbriga, mis niitab dra selle lilkme koha arendis, s. o.
esimene liige Ty, teine liige Ty jne., voime kirjutada:

—Dim—(@=)
Thy1 = Cma” ymen = " 1.2.3.1.”.1..”(’z W gn gm—n

See on binoomi arendi mistahes liikme iildvalem, sest selle
jargi voime leida iga liikme (peale esimese), asendades arvu n
arviudega 1, .2,:3, . iy M :

| TsaacNewton — kuulus inglise matemaatik (1642—1727). Ta juhtis
tahelepanu umb. 1665. a. binoomivalemi kehtivusele mitte iiksnes tdisarvulise
ja positiivse astendaja m puhul, vaid ka negatiivse ja murrulise m puhul.
Selle ranget toestust ta aga ei andnud. Esmakordselt toestas kombinatsioonide
teooria abil valemi taisarvuliste positiivsete astendajate kohta Jakob
Bernoulli (1654—1705).
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5) Binoomi arendi algusest esimese liikme kordaja vordub
ithega, tema I6pust esimese liikme kordaja vordub samuti
tihega. Algusest teise liikme kordaja on m, s. o. Cp,; 1opust teise
liikkme kordaja ,on Ch';etaga C,=Cn ' (§162), siis on
need kordajad vordsed. Algusest kolmanda liikme kordaja
on C,, lopust kolmanda liikme kordaja aga on Cn7% kuid
C), = cr?  seepirast on ka need kordajad vordsed jne.
Tahendab: ]

binoomi arendi algusest ja 16pust vordsetel kaugustel seisvate
litkmete kordajad on vordsed.
6) 'Vaadeldes binoomikordajaid:

m(m—1) m(m—1)(m—2) m(m—1)(m—2)(m —3)
LB 1.2.3 2 1:2:3.4 gidr 3

1, m,

markame, et iileminekul iithe kordaja juurest jdrgmise juurde
korrutatakse lugejaid jarjest vidhenevate arvudega (arvudega
m—1, m—2, m—3 jne.), kuna nimetajaid korrutatakse jérjest
suurenevate arvudega (arvudega 2, 3, 4 jne.). Seetottu kordajad
algul kasvavad (kuni kordajad lugejas on suuremad vastavaist
kordajaist nimetajas) ja parast kahanevad. Et arendi algusest ja
lopust vordsetel kaugustel seisvate liikmete kordajad on vordsed,
siis peab suurim kordaja olema arendi keskel. Kui arendi koigi
liikmete arv on paaritu arv (mis esineb binoomi paarisarvulise
astendaja puhul), siis on keskel iiks suurima kordajaga liige; kui
aga liikmete arv on paarisarv (mis esineb binoomi paarituarvu-
lise astendaja puhul), siis peab keskel olema kaks vordsete suuri-
mate kordajatega liiget.

Naiteks:

(x+a)t=x4+4ax3+6a2x2+4a3x+ a4,
(x+a)5=x5+5axt+10a2x3 + 10a3x2 4 5atx + as.
7) Kahe korvuti oleva liitkme:

m(m—1)...[m—(n—1)]
123, -8

Tn+l — anxm—n

ja
T __mm—1)...[m—(n—1)](m —n)
v 1.2:3-...-a(n+F1)
vordlusest jareldame, et:

an+ 1 xm—n—1

212



jirgneva liikme kordaja leidmiseks tuleb eelneva liikme kor-
daja korrutada tihe x astendajaga eelnevas liikmes ja jagada
koigi eelnevate liikmete arvuga.

Kasutades seda omadust, voib kohe kirjutada nditeks
(x+a)7=x"+T7ax8+. ..
Votame niiiid arvu 7, korrutame teda 6-ga ja jagame 2-ga,
saame 21:
(x+8)T=x7+T7ax6+21a2x5+ . ..
Niiiid votame 21, korrutame 5-ga ja jagame 3-ga, saame 35:
(x4a)T=x7+7ax6+21a2x5+35a3x4 +. ..
Niiiid on liikmed vilja kirjutatud kuni rea keskkohani, iilejddnud
lilkmed saamie, toetudes viiendale omadusele:

(x+a)T=x7+T7ax5+21a2x5+35a3x4+. ..
35a4x3+21a5x2 +7aéx+-a’.

8) Koigi binoomikordajate summa on 27. Toepoolest, vottes
binoomivalemis x=a=1, saame:
S m(m—1) , m(m—1)(m—2) ok
om —=1+m+ =T+ L P e

Niiteks binoomi (x4a)7 arendi koigi kordajate summa
vordub

1+7+21+35+4+35+2147+1=128=27.
'9) Asendades binoomivalemis tihe a tidhega —a, saame:
(x—ay = xm + m(— @) + T (—aamt +
+...+(—a)",

s. 0.
(x— a)* = x™ — max™ + m—————(';’.; Dazgm—2 4 (—1)mam,
jarelikult pluss- ja miinusmirgid vahelduvad.
10) Kui viimases vorduses votame x=a=1, siis leiame:

m(m—1) m(m—1)(m—2) =
1520 o 122-3 ¥ fal)t.

O0=1—m+

Paarituarvulistel kohtadel seisvate binoomikordajate summa
vordub paarisarvulistel kohtadel seisvate binoomikordajate sum-
maga.
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166. Binoomivalemi rakendamine hulkliikmele. Newtoni binoo-
anivalemi abil saab astendada ka hulkliiget. Nii on

(a+b+c)t=[(a+b) +clt=(a+b)*++4c(a+b)3+
+6¢c2(a+b)2+4c3(a+b) +ct.

Arendades (a+0b)4, (a+0b)3, (a+b)2, saame l6puks:

(a+b+c)t=a*+4a3b+6a2b2+4ab3+bt+
+4a3c+ 12a2bc+ 12ab2¢c +4b3¢c+6a2¢2 +
+12abc2 4 6b2¢2 +4ac34-4bc3 + c4.

‘Harjutused.

Leida Newtoni binoomivalemi abil:

264. (1+x)6; " (x+3)5 (x—1)7.
265. (2—a)8; (3x+4y)5; (l+x)m.

1,5 '
266. (x—[»—-;) D (e+207)%  (3a2—2b2)s,

267. Leida binoomi (5x2—6a2)!° arendi 6. liige.
268. Leida (3a—2)!2 arendi 8. liige.

Arvutada jargmiste avaldiste vaartused:
1\ 6

269. 2,15— (2‘*1—0) LE
3 S

270. 1,035:(1+m—0) Bl v

3 4
271. 0,974— ( B )

272. 205=(30—1)5= ...
273. 993 = (100—1)3= ...

274. (4+V3)5;,  (6-5V2)5.

275. (Va+Vb)% (Va—\/b)s.
276. (1+V3)8 (2V2+V6)s.

3° 1 :
-277. Leida (.\2—?) arendi liige, mis ei sisalda x-i.

3 10
'278. Teha sama binoomi ( 2x2 — 5x8 ) arendis.



Taiendused.

I. Ahelmurrud.

167. Ahelmurru definitsioon. Ahelmurruks nimetatakse murduw
kujul:

a5

a;+

1

1

03+...
+~a_"

n

as+

kui tdisarv a liidetakse murruga, mille lugeja on 1 ja nimetaja on
taisarv a,, mis omakorda on liidetud murruga, mille lugeja on I

ja nimetaja on tédisarv a,, mis on liidetud murruga,... jne.
(eeldatakse, et koik tdisarvud on positiivsed).
Murde % i, l, = jne. nimetatakse ' ahelmurru liilideks.
a, ay as
Ulalkirjeldatud murdu tédhistatakse lithidalt nii:
(a, a,, as, Az, ... , an).
Niiteks murde
R 1 ; 1
Rty R e T T
1 1
14 = 1417

kirjutatakse lithidalt: (3, 2, 1, 3) ja (0, 2, 1, 17).

168. Ahelmurru teisendamine harilikuks murruks. Iga ahel-
murdu saab teisendada harilikuks murruks; selleks tuleb aritmee-
tika reeglite kohaselt sooritada koik tehted, mis on ndidatud ahel-
murru kirjutises. ;

215+



Olgu meil naiteks selline murd:

{
@3 1 9)=24+——.
34—

1
BAE 3
Teostame néidatud tehted:
1 % § .4 4 19 B e b
et Vigve Migas Beew
5 = 43
2+ 197 19

See ongi*harilik murd, mis kujutab enesest antud ahelmurru
tapset vaartust.

169. Hariliku murru teisendamine ahelmurruks. Iga harilikku
murdu saab teisendada ahelmurruks. Olgu néiteks antud murd%,

Eraldades sellest taisosa, saame:
G r

gy

kus a on jagatise tdisosa ja r on jaak, mis tekkis A jagami-

sel B-ga. (Kui g on lihtmurd, siis a=0 ja r=A4.)

r -~ ..
Jagades murru 5 molemad liikmed arvuga r, saame:

1 1

?

L8
ey

kus a, on jagatise tdisosa ja r; on jdak, mis tekkis arvu B jaga-
misel arvuga r.:
i & o as
Jagades murru r—‘ molemad liikmed arvuga r;, saame:

ry 1 1

£
aa-}-,—l

kus a, on jagatise tdisosa ja ro on jaik, mis tekkis arvu r jaga-
misel arvuga ry. Jatkates sama votet, saame jark-jargult:

L]
T 1 1 :
:2 r 'lr 1 s ! r' ¥ Y R

1 1:r3 3 2 3:73 4

at “tiy
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Et B>r>ry>re>rs..., siis jouame seda votet jatkates
jadgini, mis on vordne nulliga. Olgu r,=0, s. o.
. it 1
ril R
Siis saame asendamise teel:

A r
g Ll 0 Wit

n

1
! =a+———-—1——=

r
al"l"," al+‘—;2‘

Mirkus. Selle votte analiiiisist ilmneb, et a, a4, as,..., @, O1
jagatiste tdisosad, mis saadakse jérjestikusel jagamisel, kui A
jagatakse B-ga, seejirel B esimese jadgiga; esimene jddk teise
jadagiga jne., teisiti celdes: need on jagatiste tdisosad, mis saa-
dakse arvude A ja B suurima iihisteguri leidmisel jarjestikuse
jagamise teel.

Seetottu nimetatakse arve a, a4, @s, ..., G, ahelmurru jaga-
tisteks.

Niited.
1) Teisendada arv :—? ahelmurruks.
Et
4017 .. 40 1
siis — =2 -
1716 2’ 17 ¥ 2+ 1
6]5 2 il
=R iy
501 1
05
2) Teisendada arv % ahelmurruks.
Et
B L e TP AT
8201 7 lh 120 47, 1°
71 17 ¢

B

170. Lihendmurrud. Kui votame ahelmurru algusest moned
lillid, jattes dra koik iilejadnud lilid, ja teisendame nendest moo-
dustatud ahelmurru harilikuks ‘murruks, siis saame ahelmurru
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l1dhéndmurru. Esimese ldhendmurru saame, kui votame
ainult esimese liili; teise saame, kui votame esimesed kaks
liili jne. Seega on ahelmurru

34 1
24—
l—f—-2-
esimene lahendmurd ?—,
teine n § 4T =,
kolmas % 3+ ~—l—f =?.
24+

Neljas ldhendmurd '2;?7 kujutab enesest ahelmurru tdpset vaar-
‘tust.

Kui ahelmurd ei sisalda taisarvu, siis on esimene lihend-
murd 0.

171. Lihendmurdude moodustamise reegel. Koostame ahel-

murru (@, ay, Qs, ..., a,) esimesed kolm lihendmurdu:
1 1
DT 2) e+, =22
1 ey 1 L as O,
3) a+ APt & i o e ) ey e
as as

__asa,ta+a, (aal—{— a;+a
¥ aja,+1 aa, + 1 y )

Vorreldes kolmandat ldhendmurdu esimese kahega, mirkame,
et kolmanda ldhendmurru lugeja saadakse, kui teise ldhendmurru
lugeja korrutatakse vastava jagatisega (s. 0. arvuga a,) ja saa-
dud korrutisega liidetakse esimese lahendmurru lugeja; kolmanda
ldhendmurru nimetaja saadakse samal viisil esimese kahe ldhend-
murru nimetajaist.

Toestame, et see seadus on rakendatav iga lahendmurru kohta,
mis jargneb kolmandale ldhendmurrule, s. o. meie toestame, et
(n+1)-se ldhendmurru lugeja saame, kui korrutame n-nda
lahendmurru lugeja vastava jagatisega (s. o. arvuga a,) ja lii-
«dame saadud korrutisega (n—1)-se ldhendmurru lugeja, ning et
(n+1)-se lidhendmurru nimetaja saadakse samal viisil n-nda ja
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(n—1)-se ldhendmurdude nimetajaist. Kasutame toestust n-It
(n+1)-le, s. o. toestame, et kui see reegel on rakendatav n-nda
lahendmurru kohta, siis on ta rakendatav ka (n+1)-se ldhend--
murru kohta. ‘

Téhistame esimese, teise, kolmanda jne. ldhendmurru jarjes-
tikku siimbolitega

P1 P Pg Pn—l Pn’ Pn+1 -
T g e B . e gt | gV R
QF 2 2 Qs 1 2 Qs S e Ly

ja margime, et nendele vastavad jagatised on:

a, al, (12, “ ey [l,,_.2, an._], an.
Oletame, et on oiged vordused
Pr= Py_18s_++ Pp2; Qn=Qn18r1 + Qr-2, 1y

ja jérelikult :
pn__ Pn—l an—1+Pn—2
@ i Qn—l aqz—l + Qn—2 . (2)

On vaja toestada, et ka sel juhul
Pn+1 o Pnan+ Pn—l

Qn+1 =% Qn a, + Qu—l 2 (3)‘
Kahe lihendmurru ;
&— a + 1
Qn a; + __1_.
ag+..: 3 :
+ a, 3
ja
Pn+l 1
Qup1 % a;+ :
a+ ...
i .
an 1 + ’E’:

vordlusest selgub, et (n+1)-ne lidhendmurd saadakse n-ndast
lahendmurrust, kui viimases arvu a,; asendame summaga
1
an—l+z—'
Seepdrast vordusest (2) saame, et

fiag :
pila Trgr
Pn+1 n—1 ( S s a, ) + P

Dby g ( b 7;_)Jr '+ SR :
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Avanud sulud ja korrutanud murru molemad liikmed arvuga
a,, saame:

Pn+l S Pn—lan—-lan - Pn—l + Pu— Ly LAk (Pn—-l S +Pn—2) ap+ Pn—l
Qn+1 Qn—lan—l an+Qn—! +Q, 24, (Qn-—l a, 3 +Qn_2) L T 0 B :

Arvestades vordust (1), voime I6puks kirjutada:

Pn+l e Pnan+Pn—|
Qn+1 Qn Qn +Qn———1

See ongi vordus (3), mida oli vaja toestada.

Seega, kui toestatud reegel on kehtiv #-nda ldhendmurru kohta,
siis on ta kehtiv ka (n+1)-se ldhendmurru kohta. Kuid me
nigime vahetult, et ta on kehtiv kolmanda ldhendmurru kohta,
jarelikult on ta toestatu kohaselt kehtiv neljanda ldhendmurru
kohta; kui ta aga on kehtiv neljanda kohta, siis on ta kehtiv ka
viienda kohta jne.

Kasutades seda reeglit, koostame koik jdrgmise ahelmurru
idhendmurrud: ‘

¢ 1 i =(2. 1, 3,92,31-5)

2 3 11 25 86 111 | 641

1 1 4 9 31 40 231

Esimesed kaks lihendmurdu leiame vahetult, need on % ja —:1;— ¢

Ulejdanud ldhendmurrud leiame toetudes toestatud reeglile.
Meelespidamise eesmirgil asetame iilemisse ritta ahelmurru
jagatised kolmandast kuni viimaseni.
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172. Teoreem 1. Ahelmurru tdpne vdartus on kahe teineteisele
jargneva lihendmurru vahel, kusjuures ta on lihem jirgnevale kui
eelnevale lihendmurrule.

Toestus. Olgu antud ahelmurd:
05081, 8 s Oy O, Bhny a5 5 B3 ) 3

mille tédpse vdartuse tdhistame tdhega A. Votame kolm mingisu-
gust ldhendmurdu:
Pn-—l fi’, Pn+1
Qn—l : Qn
Eelmises paragrahvis toestatu kohaselt saame:
Pn+1 o Pnan+Pn—-l
2 Qn an+Qn—l ;

Kui me selle vorduse paremale poolele asetame a, asemele

Qn+l ;

Qn+1

y=(an, @, ,,..., as), siis saame vasakul poolel ahelmurru tapse
vaartuse A, tdhendab:
A__ Pny+Pn—-l .
% Qny+ Qn—l
kust
AQuy + AQny =Pry + Pa
ehk

AQuy — Pay = Pa_t — AQn_s,
ja jarelikult
Pn o Pn—l
¥ (A—7;) =1 (g, —4)-
Viimasest vordusest voime tuletada kaks jareldust.

1) Et arvud y, Q, ja Q,_,on positiivsed, siis peavad sulgudes
olevad vahed olema kas iiheaegselt positiivsed voi iiheaegselt
aegatiivsed; tdhendab:

: o : Pn
kui A— 6;>0’ < kui A— a, <0,
P P
sife kit L wABD stis ka 2% —Axp
Qn—l Qn—l
. Pn . P:
L ku1A>E ;,5, ku1A<‘X.
S P P
siis ka Q""l >A siis ka ==L <A.
n—1 n—1

Jérelikult asetseb A iga kahe jarjestikuse ldhendmurru vahel.
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2) Et y>1 ja Qu>Qn1, kusjuures Q, ja Q.1 on positiivsed,

siis jareldame samast vordusest, et (A et %’)absoluutvéértus on
n \

vaiksem kui ( —A) absoluutvéértus.

Qn—l

P
Siit jéareldub, et “on suurusele A lihem kui =— ar > mida oligi

n—1

Q,
vaja toestada.

p
Mirkus. Et ilmselt A>a, s. 0. A> Q—‘ :
1

> By
A< A> g T %

Ahelmurru tipne vddrtus on suurem igast paarituarvulise jar-
. jekorranumbriga lahendmurrust, kuid viiksem igast paarisarvu-
lise jdarjekorranumbriga lidhendmurrust.

173. Teoreem 2. Kahe korvuti seisva lahendmurru vahe vordub
murruga, mille lugejaks on =1 ja nimetajaks on nende ldhend-
murdude nimetajate korrutis.

siis

Toestus. Et
Prz+1_P_n_ Pn+lQn“‘PnQn+1 2
Q,,+1 Q,, i Qn Qn+1

siis on ilmne, et selle vahe nimetaja vastab teoreemi viitele.
Jaab toestada, et selle murru lugeja on *1.
Et
Poies Pnan + Pr ja Qn+1 = Qnau + Qn—1,
siis
Pri1Qn — PpQrp1= (Pnan + Pr_1) Qn — Pn (Qran + Qna) =
= PuQnan + Pn-1Qn — PnQnan —PnQn1=
:“(Pnth—l—Pn—lQn )-
Sulgudes seisev avaldis kujutab enesest murru lugejat, mis

Pn_i 3 P
lahutamisel murrust =— .
Qn—l : Qfl

Jarelikult me toestasime, et murru lugeja absoluutvéartus, mis

tekib murru

£ : & 3
tekib murru =2 lahutamisel murrust ==, on vordne murru
Qn Qn+1

B ’ ke
absoluutvdartusega, mis saadi murru 3 ! Jahutamisel murrust o’
n—1

n

teiste sonadega: murru lugeja absoluutvaartus, mis saadakse kor-
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vuti asetsevate lahendmurdude lahutamisel, on jdav suurus koigi

ldhendmurdude puhul. Kui esimese ja teise ldhendmurru vahe on
1
(a+ —) o
Jarelikult iga kahe korvuti asetseva ldahendmurru vahe lugeja
absoluutvairtus on 1.

Kui votame § 171 toodud niite, siis leiame:
§5: 09 e B T e
T RS Ban T & N oy sl B deey g
g -5 i
ﬁ—g = —'2—79‘ jne.
Jéareldused. 1. Iga ldhendmurd on taandumatu murd, sest

3 P
kui murdu =™ saaks taandada mingi teguriga m > 1, siis P,Q,—1 —
n

— P,_; Q, jaguks arvuga m, mis aga on voimatu, sest see vahe
on s
2. Kui ahelmurru tdpse vdirtuse asemel votame ldhendmurru

P :
Q—” , siis teeme vea, mis on viiksem igast kolmest jargmisest arvust:
! 1 1 1

Qn Qn+1 ; Qn (Qn g Qn—l); E?? ;
Toepoolest, kui A on ahelmurru tapne véirtus, siis vahe

2 3 0 B
A— “on viiksem kui vahe 22 —_", mille absoluutviirtus
Qn Qn+l Qn

2l
on vastavalt toestusele To Teiselt poolt, et Qi1 =Qnan +
+ Qn, kus a, =1, siis Qui1 = Qn + Qn_1, ning jérelikult:
. 1 1 2 o
Qn Qﬂ+1 2 Qn (Qn + Qn—l) ja Q Qn-H g Q (Qn +Qn~l)’ J_a SeeparaSt

g |
on vahe A— _Q; absoluutvdartus vaiksem kulm-
Lopuks, et Qny1>Qn, siis Q.+1Q. > Q% ja seepdrast
1 1
Bl
Jarelikult vahe A—Q—” absoluutvdartus on viiksem kun%

Vea kolmest mainitud iilemmé&éarast on koige viiksem Q :
n ¥ntl

kuid selle iilemmddra arvutamiseks on vaja teada ahelmurru ligi-
kaudseks vdartuseks voetud ldhendmurrule jargneva lihendmurru
1

S0 k0D on voimalik arvutada

nimetajat. Vea iilemmaéra
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ainult siis, kui on teada eelneva lihendmurru nimetaja. Kui aga

’ 2 % 2 S ey s A
on teada ainult ldhendmurd Q—" , siis on voimalik vea {ilemmaa-

n

rana arvutada ainult 61,—
Kui me naiteks teame, et antud ahelmurru mingi Idhendmurd

T PRSI " : kit e
on 7, siis voime iitelda, et vottes ahelmurru ligikaudseks vaar-

1 1
tuseks selle ldhendmurru, teeme vea, mis on vdiksem kui {75=5g5 -

Kui me peale selle teame, et eelneva lihendmurru nimetaja on nai-

teks 8, siis v6ime ﬁtelda et ligikaudse vairtuse ‘11—? viga on véik-

sem kui Lopuks, kui me teame, et jargneva

i7 (17+8) 425
lihendmurru nimetaja on niiteks 37, siis voime kindlasti iitelda,
1

45 1
et = erineb ahelmurru tépsest vdértusest vihem kui ;7= = g

¥4
vorra.

- 174. Teoreem 3. Lihendmurd on ahelmurru tédpsele véirtusele
ldhem kui iga muu vdiksema nimetajaga murd

Toestus. Oletame, et on olemas murd —, mis erineb ahel-

P
murru A tdpsest vddrtusest vihem kui ldhendmurd Qi, ja olgu
n

b<Q,. Toestame, et see oletus viib vasturdikivusele. Et Q—

o - Pn—l . a o4 ~ Pn .8
arvule A ldhem kui g iayon arvule A ldhem kui g » Siis
n—1 n

Pn—l

3 : et A asetseb peale selle
n—l1

on —:— arvule A ammugi ldhem kui

P Py P, %
—*~! ja <"vahel, siis vahe Q—"—Q"—‘ absoluutvdirtus on suu-
Qn-l Qn n n—1 5

P
rem kui vahe %——QLI absoluutvdartus; tdhendab, poorates
n—I1
tahelepanu ainult absoluutvdartustele, voime kirjutada:
1 aQ,_ —bP,_, |. L
Qn Qn—l > an_‘ " Qn Qn—l )an—l-
Korrutades need vorratused liikmeti, saame:

1>|aQn—-l_an-—li- & £ ;
Et aQ, ,ja bP,_,on tiisarvud, siis on see vorratus vdimalik

@ksnes tingimusel, et

a _Pn—l
aQn—1 — bPn1 =0, kust-b—_m.
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See vordus pole voimalik, sest —ba— eelduse kohaselt arvule A4

Pn——-l

: erineb toestuse kohaselt
Qn—l

PI! .
, samal ajal kui

{ahem kui q,

P
arvust A rohkem kui Q—" Tekkinud vasturdikivus toestab

teoreemi 3 oigsust.

175. Antud aritmeetilise murru ligikaudsed Vaartused Kui
antud taandumatu aritmeetilise murru lugeja ja nimetaja on vél-
jendatud suurte arvudega, siis on sageli vaja leida selle murru
voimalikult lihtsal kujul viljendatud ligikaudne véértus. Selleks
teisendatakse antud harilik murd ahelmurruks ja leitakse selle
mingi ldhendmurd olenevalt sellest, millist tépsust soovitakse.

Naide.

Teades, et arv z, mis kujutab enesest ringjoone suhet dia-
meetriga, asetseb kahe murru: 3,141 592653 ja 3,141 592 654 vahel,
leida = lihtsaim ldhend.

Teisendades mdlemad murrud ahelmurdudeks ja vottes ainult
nende murdude iihised jagatised, leiame, et

=(8,-7, 158, 1,...).
Lahendmurd on:

l 15 1

3 | 2 ! 333 | 355

1 | 7 } 106 | 113

- Léahendi 27—2 leidis Archimedes; selle viga on viiksem kui
b
7-106 742
osutas Adrian Metius; votnud selle arvu konstandi = l1&dhen-

1 1
113.33102 3740 526’

igal juhtumil viiksema kui iiks miljondik. Archimedese ja Metiuse
lihendid kui paarisarvulise jérjekorranumbriga ldhendmurrud on
suuremad kui 7.

176. Ruutjuure leidmine. Olgu vaja leida V41 ahelmurdude

abil. Arutleme nii: suurim tdisarv, mis sisaldub ,\/4—1. on 6; see-
pirast voime kirjutada, et

V4l=6+

3 3 & re Fiak 355
ja, tdhendab, ammugi védiksem kui 55 - Arvule 133

diks, teeme vea, mis on vidiksem kui 8503

1
'x—y

15 Algebra IX—XI KI. : 295



kust
Ak ki MG
— = V4l-6; e (1)
Et V4146 vordub 12-ga, pluss mingi lihtmurd, siis suurim

V4146
5

arv, mis sisaldub avaldises
tada; et

,on 2; seeparast voime kirju-

ass ot
Sy Gl TR

kust Fae
V4‘15+ 6riole V415—4; @)

S 10 0 5 e VH+4

B T 25 e

%,
v

Et V41+4 vordub arvuga 10, pluss mingi lihtmurd, siis suu-
Va1+4

rim taisarv, mis sisaldub avaldises —5 —,0n 2; seepérast voime
kirjutada, et
Va1 -4 1
__5‘*‘__24_—;, (3)
kust
T e N 5 5(V41+6) o
S =—5; 2Z= e =1/41+6.

Suurim taisarv, mis sisaldub avaldises V4146, on 12 see-
parast voime kirjutada, et

a=VAT+6=124+1, ~ (4)
kust
1 — g T
v o Vtne b
Vorreldes v avaldist x avaldisega, leiame, et v=x. Kasutades
vordusi (1), (2), (3) ja (4) saame:
vi=6t+_1_ e
)
G g

12+ ¥ 12+

12645

Seega avaldus V4l perioodilise ahelmurruna. Arvutades selle
ahelmurru lahendmurrud, leiame arvu V41 ligikaudsed véaartused:
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6 13 32 397 | 826 | 2049

P =2 5 62 129 | 320

Samal teel leiame, et
ViId=@, L LS 11,9
V29=(5, 2,1, 1,'2, 10,.. ).

177. Midramatu vorrandi lahendi leidmine. Ahelmurrud anna-
vad vahendi médramatu vorrandi ax+by=c ithe lahendi leid-
miseks. Toome selleks niiteid. Olgu meil vorrand:

= 43x+415y=8.

Votame murru .-

5 Ja teisendame ta ahelmurruks:

43 - 1
gt

& S :
6—{-—7

v £ 20 .
Arvutame niiiid eelviimase ldhendmurru; see on = Et vii-

4 43 32290
mane ldhendmurd on ahelmurru tdpne vééirtus, s. o. 5 Ja 7

on selle murru paarituarvulise jérjekorranumbriga ldhendmurd,
siis § 172 teoreemi (mérkus) pohjal voime kirjutada, et
G omr '
15 FTABT
kust
43+ 7—15 "+ 20=1.

Et viimast samasust kohandada antud vorrandiga, korrutame
koik tema litkmed arvuga 8 ja kirjutame ta nii:
43 - 56+ 15(— 160)=8.

Vorreldes seda samasust meie vorrandiga, leiame, et viimases
voib x vadrtuseks votta arvu 56 ja y vdartuseks arvu —160. Siis
avalduvad koik voimalikud lahendid valemitega (§ 149):

x=56—15¢; y=—160-+43t.
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Neid valemeid vdib lihtsustada, asendades tihe ¢ avaldisega
t+3 (seda voib teha, sest £ on mistahes arv):
x=56—15(t+3) = 11— 15¢;
y=—160+43(£+3) = —31+43¢

Votame veel néite: 7x—19y=5.

7 2
5 ahelmurruks, leiame:

Teisendades murru i

Eelviimane ldhendmurd on - Et see on paarisarvulise jérje-

korranumbriga ldhendmurd, siis
s :
19 8§57 19.8

kust

728—-19 »3= 1.
Korrutades selle vorduse koik liikmed arvuga 5, saame:
7-40-19°15=-5
ehk ‘
7 (—40)—19 - (—15)=5.

Vorreldes viimast samasust antud vorrandiga, leiame, et vii-
mases voib x-i asendada arvuga —40 ja y-i arvuga —15. Siis:
x=—40+19¢, y=—15+7¢.

Neid valemeid voib lihtsustada, asendades ¢ avaldisega 7+ 12:
x=—404+19(t42) = —2419¢
y=—15+7(t+2)=—1+71.

178. Logaritmi arvutamine. Olgu vaja arvutada log 2 alusel
10; teiste sonadega: on vaja lahendada- vorrand 10*=2. Algul

leiame x-ile ldhima téisarvu. Et 109=1 ja 10t=10, siis x on 0
1

ja 1 vahel; jirelikult voib kirjutada, et x=—; siis 107 =2 ehk
10=2%. Pole raske ndha, et z on 3 ja 4 vahel; jarelikult voib
kirjutada, et z=3+ le Siis
: +—1_ 1 1

10=2""a—2.97 = 8.9% )
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kust

.

271::1—80::%, s. 0.2:(—2-)21.

Proovimise teel leiame, et z; asetseb 3 ja 4 vahel, seepirast
voime kirjutada, et

1 1
nmsm ki 2= (3= O,

, 1
B\ S5k 128 128\ __ 5
(’4‘) —2'('4‘) B ehk (ﬁs‘) gl W

Proovimise teel leiame jalle, et z, asetseb 9 ja 10 vahel. Seda

votet voib jétkata kaugemalegi. Rahuldudes 2z, vdartusega voime
oletada, et zo=09; jarelikult

kust

21=3+—é-; 2= 3+_‘1—1_ ja xz—l——

Rty i
, 3+3
Teisendades sellc ahelmurru harlllkuks murruks, saame:
X= gg =0,30107;

see tulemus on obige kuni murdosa neljanda kohani; tipsemad
uurimised annavad: x=0,3010300.

II. Piirvﬁ.iirtustest.

179. Definitsioonid. Votame 16pmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni

1+L+L+%+...(tegur on %)

esimese n liikme summa.
Progressiooni litkmete arvu lopmatult kasvades kasvab see
summa, ldhenedes (§ 86) Jaavale arvule 2 nii, et vahe

L A +2,,~1)

liidetavate arvu kiillaldaselt kasvades muutub viiksemaks mis-
tahes antud positiivsest arvust (nditeks viiksemaks kui 0,000001)
ja liidetavate arvu edasisel kasvamisel jdib sellest arvust-alati
vdiksemaks.
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Nendel tingimustel kdneleme, et arv 2 on summa 1+%+11T+

+“g'+"'+2_nl—‘x piirvdartus, kui liidetavate arv 16pmatult kasvab.

Selles ndites jadb muutuv suurus (progressiooni liikmete
summa), ldhenedes oma piirvdirtusele, sellest vdiksemaks. Kuid
voib esineda juhtumeid, millal muutuv suurus, ldhenedes oma piir-
vadrtusele, jddb sellest suuremaks. Kui oletame nditeks, et sum-

mas 1+% on x vadirtus positiivne ja kasvab lopmatult, siis ldhe-

neb see summa piirvdédrtusele 1, jaddes alati suuremaks kui 1.
Voib ka juhtuda, et muutuv suurus muutub nii, et ta on oma

piirvdédrtusest kord suurem, kord vdiksem. Sellist juhtumit nidgime

juba, kui konelesime lopmatult kahaneva geomeetrilise progres-

siooni 2;—1; —f—%; ——‘11—; +%; ...(tegur on ——;—)n litktiie summa
piirvddrtusest (§ 87).
See piirvédartus on 3 7 ja progressiooni kahe, kolme, nelja jne.

lilkkme summa on vaheldumlsl oma piirvadrtusest kord suurem,
kord védiksem:

By ooyt 2-—1+%=1l>1%;

2 —14g—g=ly<iy-

Parast neid ndaiteid on arusaadav jargmine piirvaartuse
definitsioon:

kui muutuv suurus x oma muvtumisel liheneb jddvale suuru-
sele a nii, et vahe a—x (vdi x—a) absoluutvddrtus saab ja
jaab ka edaspidi viiksemaks igast positiivsest arvust, siis nimeta-
takse seda jddvat suurust @ muutuja x piirvddrtuseks.

Selle asemel et iitelda: «suuruse x piirvddrtus on a», Geldakse
sageli: «x ligineb suurusele a» ja kirjas viljendatatakse seda
nii: x—a ehk lim x=a.

Kui muutuv suurus kasvab piiramatult, siis koneldakse kokku-
leppeliselt, et ta ligineb +co-le; kui aga muutuv suurus jéab
negatiivseks ja tema absoluutvdidrtus kasvab piiramatult, siis
koneldakse, et ta ligineb — co-le.

Lopmatusele liginevat suurust nimetatakse l1opmatult
kasvavaks suuruseks ja nullile liginevat suurust nimetatakse
lopmatult kahanevaks suuruseks. Tuleb iihtlasi meenu-
tada, et need nimetused ei tdhenda ei vdga suurt ega vaga véikest
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suurust, nad iseloomustavad suuruse muutumise protsessi: suu-
rus, mida nimetatakse «lopmatult kasvavaks», muutub nii, et ta
saab ja jdéb (absoluutvdirtuselt) igast antud arvust suuremaks;
suurus, mida nimetatakse «lopmatult kahanevaks», muutub nii, et
ta saab ja jddb (absoluutvdartuselt) igast antud positiivsest
arvust viaiksemaks.

Kui kasutada selles mottes nimetust «I6pmatult kahanev suu-
rus», siis voib piirvdartuse definitsiooni sonastada lithidalt nii:

jadvat suurust a nimetatakse muutuja x piirvddrtuseks, kui
vahe x—a on lopmatult kahanev suurus.

180. Lopmatult kahanevate suuruste moned omadused. 1) Lop-
matult kahanevate suuruste summa on lopmatult kahanev suurus
(kui liidetavate arv ei suurene piiramatult). '

Votame niitena kolm 16pmatult kahanevat suurust: o, g ja y
(nad voivad olla nii positiivsed kui ka negatiivsed). Selleks et
ndidata, et nende, summa a+p+y on l6pmatult kahanev suu-
. rus, on vaja veenduda, et selle summa absoluutvidirtus saab ja
jédb igast antud arvust vdiksemaks, néditeks viiksemaks kui iiks
miljondik. Toepoolest, et suurused a, f ja y on 16pmatult kahane-
vad, siis nende muutudes igaiihe absoluutvdirtus saab ja jaab

igast antud arvust vdiksemaks, sealhulgas vidiksemaks ka kui%
miljondikku; tdhendab, summa a+p+y absoluutvddrtus saab
ja jaab viaiksemaks kui -;+—;—+%) miljondikku, s. o. vdiksemaks
kui 1 miljondik. _ '
Tdhendame, et kui iitheaegselt liidetavate absoluutvdirtuste
vihenemisega liidetavate arv piiramatult kasvab, siis voib nende

summa ka mitte osutuda 16pmatult kahanevaks suuruseks. Votame
nditeks sellise summa:

2L T S (' tidetaval)

ja oletame, et arv n kasvab piiramatult; siis hoolimata sellest, et
nimetaja n suurenedes liidetavad védhenevad piiramatult, jaab
nende summa muutumatuks (ta on 1).

2) Lopmatult kahaneva suuruse ja jadva arvu korrutis on lop-
matult kahanev suurus.

Niiteks korrutis 100e, kus « on mingi 16pmatult kahanev suu-
rus, saab ja jdib (absoluutvdirtuselt) igast antud positiivsest
- arvust vdiksemaks, nditeks vdaiksemaks kui 1 miljondik, sest a saab
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ja jadb igast antud positiivsest arvust viiksemaks, -sealhulgas
vidiksemaks ka kui 1 sajamiljondik.

3) Kahe lopmatult kahaneva suuruse korrutis on Ilopmatult
kahanev suurus. Kui 16pmatult kahaneva suuruse ja jdéva arvu
korrutis saab ja jdib kuitahes viikeseks, siis on kahe 1Gpmatult
kahaneva suuruse korrutisel ammugi see omadus.

4) Lopmatult kahaneva suuruse ja jidva arvu jagatis on lop-
matult kahanev suurus.

Niiteks jagatis ai% on ldpmatult kahanev suurus, sest ta

vordub korrutisega « * 10, s. o. vordub 16pmatult kahaneva suu-
ruse ja jdava arvu korrutisega.

Mirkus. Lopmatult kahaneva suuruse jagatis teise 16pmatult
kahaneva suurusega voib monikord vorduda jddva arvuga, moni-
kord 16pmatult kahaneva suurusega ja monikord 1pmatult kas-
vava suurusega; koik see soltub sellest, millise seaduse jargi
kahaneb jagatav ja millise seaduse ]arg1 kahaneb jagaja. Votame
nditena kolm ]agatlst

9 a2 a 1
——: =Ty | S,
a Yo ’ a

Oletame, et a on l6pmatult kahanev suurus. Siis esimene
jagatis, mis on alati 2, on jddv arv; teine jagatis, mis on vordne
a-ga, on l6pmatult kahanev suurus, ja kolmas jagatis, mis on

> 1 2 :
vordne murruga —, on I6pmatult kasvav suurus, sest murd, mille

lugeja on jddv arv ja nimetaja kahaneb piiramatult, kasvab piira-
matult.

181. Piirvdidrtuste omadused. 1) Muutuval suurusel ei saa
olla iile ithe piirvddrtuse.

Oletame vastupidist, ja nimelt, et muutuv suurus x ligineb
kahele erinevale piirvdartusele, niditeks arvudele 5 ja 5,1. Siis pea-
vad vastavalt piirvddrtuse definitsioonile olema vahed x—5 ja
x—5,1 16pmatult kahanevad suurused (posmlvsed voi negatiiv-
sed).

Olgu x—5=u ja x—5,1=4; siis

x=5+a ja ¥=5,1+8,
ja jarelikult
5+a=5,14+p, kust a—p=0,1.

Kuid see vordus on voimatu, sest vahe a—pB, mis kujutab
enesest 16pmatult kahanevate suuruste algebralist summat, on
16pmatult kahanev suurus ja jarelikult ei saa ta vorduda nullist
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erineva jadava arvuga. Tdhendab, ei saa oletada, et suurusel x on
kaks piirvdartust.

2) Kui kahe muutuva suuruse (x ja y) vahe on lopmatult
kahanev suurus (voi vordne nulliga) ja iihel neist on piirvddrtus,
siis ka teisel suurusel on sama piirvddrtus.

Oletame néiteks, et suuruse x piirvaartus on 2. Siis voib iitelda,
et x=2+q, kus a on I6pmatult kahanev suurus. Peale selle ole-
tame, et vahe x—y on vordne 16pmatult kahaneva suurusega B
(voi nulliga). Siis

(2+a)—y=p, kust 2—y=p—a.

Et vahe f—a on I6pmatult kahanev suurus, siis ndhtub viima-
sest v6rduses'§, et arv 2 on muutuva suuruse y piirvdartus.

3) Poordteoreem. Kui kahel muutuval suurusel (x ja y) on iiks
ja sama piirvddrtus, siis nende vahe on lopmatult kahanev suurus
(voi vordub nulliga).

Oletame néiteks, et suurustel x ja y on iiks ja sama piirvaartus
10. Siis x=10+a ja y=10+p, kus a ja g on lopmatult kaha-
nevad suurused. Jérelikult:

x—y=(10+a) — (10+p) =a—p.

Et vahe a— g on lopmatult kahanev suurus voi vordub nulliga,
siis on ka vorduse vasak pool, s. o. vahe x—y, lopmatult kahanev
suurus voi vordne nulliga.

4) Muutuvate suuruste algebralise summa piirvddartus vordub
nende suuruste piirvddrtuste algebralise summaga (kui liideta-
vate arv pole lopmatult suur).

Oletame, et meil on kolme muutuva suuruse x+y-+2z summa
ning et x>3, y>2 ja 2> —5. Siis voime kirjutada vorduse:

x=3+a; y=2+p; 2=—5+y,

kus @, # ja y on lopmatult kahanevad suurused.
Jérelikult
X+y+2=38+a)+ 2+p)+(=5+y)=
= (34+2-5) + (a+p+y),
kust
(x+y+2)—(3+2-5)=a+p+y.

Selle vorduse parempoolne osa on 16pliku arvu I6pmatult
kahanevate liidetavate summa ja seepirast on ta ise 16pmatult
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kahanev; sellest aga jareldub, et muutuv summa x+y+2z ligineb
piirvaartusele 3+2—5, s. o. ligineb piirvdértuste algebralisele
summale,

Seda arutelu voib korrata nelja, viie ja enama liidetava kohta,
kui ainult liidetavate arv ei kasva piiramatult (vastasel korral
voib ilmneda, et summa a+p+y+ ... polegi 16pmatult kahanev
suurus).

5) Muutuvate suuruste korrutise piirvidrtus vordub nende suu-
ruste piirvddrtuste korrutisega.

Olgu meil kahe muutuva suuruse korrutns xy, milledest iiks
suurus ligineb piirvédértusele 2 ja teine piirvdartusele 3. Siis

x=2+4a ja y=3+4.

Jérelikult

xy=(2+a) (3+p)=2 " 3+3a+28+ap,
kust
Xy—2 * 3=3a+28+ap.

Korrutised 3¢, 28 ja «f on Iopmatult kahanevad suurused ja
scepdrast on ka nende summa 16pmatult kahanev suurus, mis
tdhendab, et xy>2 * 3, s. 0. lim xy= (limx) * (limy).

Seda jdreldust voib iildistada kolme, nelja ja enama teguri
korrutise kohta. Vaadeldes korrutist xyz kui kahe teguri xy ja z
korrutist, voime kirjutada:

lim (xyz) = (limxy) * (limz) = (limx) * (limy) * (lim2).

6) Muutuvate suuruste jagatise piirvddartus vordub jagatava
piirvddrtuse ja jagaja piirvddrtuse jagatisega, kui jagaja piir-
vadrtus pole vordne nulliga.

Olgu x+>2, y +3; siis x=2+a ja y=3+p, kus a ja g on Iop-
matult kahanevad suurused. Jarelikult: .

B e (2+a)3—(3+4)2 __ 3a—28
T m e T = @rp-3  — (+h-3

Selle vorduse parempoolses osas oleva murru lugeja on lopma-
tult kahanev suurus, sest ta on kahe 16pmatult kahaneva suuruse
algebraline summa; nimetaja aga, mille piirvddrtus on 32, ei saa
ligineda nullile. Kui aga murru lugeja on 16pmatult kahanev suu-
rus ja nimetaja pole 16pmatult kahanev, siis murd on lopmatult
kahanev suurus.

Tahendab, eespool toodud vordusest jareldame, et

¥ 2 atn

e s
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7) Muutuva astendatava ja jadva astendajaga astme piirvidr-
tus vordub astendatava piirvddrtuse sama astmega.

Piirdume juhtumiga, millal éstendaja on positiivne tdisarv. Sel
juhul on see teoreem korrutise piirvaédrtuse teoreemi lihtne jéarel-
dus. Nii:

lim (x3) =1im (xxx) = (lim x) (lim x) (lim x) = (lim x) 3.

Lisandame piirvairtuste kohta veel kaks jargmist teoreemi:

8) Kui muutuv suurus kasvab, jddades seejuures viiksemaks
mingist jadvast suurusest, siis on tal piirvddrtus. Votame néiteks
arvu /2 ligikaudsed viartused puuduga, mis on algul arvutatud

1

seejarel kuni 100

tdpsusega kuni I, siis kuni jne. Me saame siis -

10>
arvude lopmatu rea:

1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421 jne.

Need arvud suurenevad sedamodda, kuidas rida kasvab, kuid
jddvad alati vdiksemaks teatavast jddvast arvust, néditeks vaikse-
maks kui 1,5; neil tingimustel peame jareldama, et arvud eespool
toodud reas liginevad mingile kindlale piirvdartusele (see piir-
viartus on irratsionaalarv V/2).

9) Kui muutuv suurus kahaneb, jaddes seejuures suuremaks
mingist jddvast arvust, siis on tal piirvddrtus.

Votame niitena arvu V2 ligikaudseid viirtusi lilaga, tépsu-
1
107
2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41422 jne.

sega kuni.l, kuni kuni ﬁ jne.

Sedamooda, kuidas rida kasvab, vahenevad need arvud, kuid
jddvad alati suuremaks kui 1,4; neil tingimustel peame jérel-
dama, et antud rea arvud liginevad piirvdédrtusele (piirvdéartus on

vordne irratsionaalarvuga V/2).

Harjutused.

2x2—x—1 g

SRR o
3¢—brie’
Lahendus. Kui x>1, siis liginevad antud murru lugeja ja nimetaja

279. Leida piirvaartus, millele ligineb murd

nullile. Et aga %on maaramatu avaldis, siis jdab meile teadmatuks, millisele

piirvdartusele ligineb antud murd (ja kas ta iildse mingile piirvdartusele ligi-
neb), kui x> 1.
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Seepérast toimime teisiti: oletame, et x pole vordne 1-ga, vaid on vordne
mingi muutuva suurusega, mis ligineb 1-le. Olgu niiteks x=1+h, kus A on
mingi positiivne suurus, mis ligineb nullile. Siis on antud murru vairtus:

2(14+h)2—(1+h)—1 __ 2+4h+2h*>—1—h—1
3(1+h)2—5(14+h)+2 — 346h+3*—5—5r+2
__2h*4+3h _ 2h+3
T3+ h T 3h+l
(taandada murdu arvuga A& on meil Gigus, sest h=0).
Oletame niitid, et A> 0, ja jérelikult x> 1:

lim (2h+3)
lim 2843 __Ah>0 3 A
r>0 3h+1" 11m (BT oG
h>0

Sama. piirvaartuse leiame, kui oletame, et x=1—h, kus & on mingi nullile
liginev positiivne suurus. Seega, kas x ldheneb iihele, jdddes {ihest suuremaks
voi véiksemaks, on antud murru piirvaartus iks ja sama arv, nimelt 3.

—A4x+3

280. Leida piirvdartus, millele ligineb murd _——7_—8., kui x-»1.
281. Teha sama, kui x->0.
20, ‘Leida lim 20 —4x+13

Y59 x3—12x+16
283. Leida lim s

AT Oyt 3y 0
284. Leida lim " .

n->oo n+1

Lahendus. Et
gaiss
AR e
) & s
g2 n
siis -
lim s Him {3 A 1 _L_l
n>oco nt+l1 n>o Va5 lim L er ¢
+ 1+7 n-> oo 1+7)

285, Leida lim 2(*+1)

g 2n

2x+3

286. Leida lim
x> oo 5%+ vVt

: 287. Leida piirviartus, millele ligineb murd, kui liidame lugeja ja nime-
tajaga iihe ja sama l5pmatult kasvava suuruse; teiste sonadega: leida

lim a+m
m>ocobt+m’
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Lahendus.

a0 lim (L‘.-H) lim _"_V+1

lim @¢+m __ |im m L TR B0 m—*oom L2
m>cob+m ™ m>oco b L ] A li b -
gt 4 1m el TR
m+ ) m->oom+1
O+l % i
TR

Seega siis, blguﬂ lint- (a<b), voi liigmurd (a>b), selle murru piir-

vaartus, kui m>co, on iiks ja sama arv, nimelt 1. Siit Jareldub et lihtmurd
1-le lahenedes suureneb, liigmurd aga vaheneb.

ITl. Ruutkolmliikme uurimine.

Teise astme vérratused.

182. Ulesanne. 1000 m korgusel olevalt aerostaadilt visati alla
koormus kiirusega 20 m sekundis. Kui korgel maapinnast oli
see koormus 15 sek. parast? (Ohu takistust ei voeta arvesse.)

Langeva keha poolt ldbitud tee arvutatakse valemi jérgi:

s=vot+ &, (1)
kus vg on algkiirus, g=9,8 k2 on raskustungi kiirendus.
Antud juhtumil vy=20 se—k ja valemil on seega kuju:

s=20¢+4,9¢2. (2)

Selle tee ldbib langev koormus ¢ sekundi jooksul. Tdhendab,
¢ sekundi moodudes oli koormus

x=1000—20¢—4,972 (3)

meetri korgusel maapinn.ast. Et leida x — koormuse korgus maa-
pinnast 15 sekundi parast, selleks tuleb asetada valemisse (3) ¢
asemele arv 15. Saame

x=1000—20 - 15—4,9 - 152=—402,5.

i negatiivsel vaartusel ei ole siin motet ja jarelikult meie iiles-
andel pole lahendit. Miks on see nii? Et sellele kiisimusele vastata,
selleks leiame algul, mitme sekundi jooksul langeb allavisatud
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koormus maapinnale. On ilmne, et see toimub sel momendil, kui
koormus 14bib tee, mis on vordne korgusega, millelt ta alla visati,
s..0. 1000 m. Tahendab, me saame:
20t+44,9¢2=1000
ehk
4,92 +20f—1000=0. (4)

L‘ahendades selle vorrandi, leiame, et {=12,4 sek. (tapsusega

kuni 1—10; votame ainult positiivse lahendi).” Tahendab, koormus

langes alla juba 12,4 sekundi pérast, seepdrast polnud iilesande
kiisimusel motet. ;
Missuguste ¢ vddrtuste puhul voimaldab iilesanne taiesti kind-

laid lahendeid? Ilmselt ainult nende vaartuste puhul, mille juures
koormuse poolt ldbitud tee on vdiksem kui 1000 m, s. o. tingimusel,
et

4,92 4201< 1000
ehk _ :

4,972 +20£—1000<0. (5)

Tédhendab, iilesandel on lahend ainult seesuguste ¢ (positiiv-
sete) vdartuste korral, mille puhul kolmliige 4,9#2+ 20f— 1000
véaartus on negatiivne. See on siis, kui 1<<124.

Paljudes iilesannetes, nagu eeltooduski, on vaja antud kolm-
liikme kohta jouda selgusele, missuguste temasse kuuluva tihe
véadrtuste puhul on ta vidartus positiivne ja missuguste puhul
negatiivne. Selles seisabki ruutkolmliikme uurimine, mida késitle-
takse jargnevais paragrahvides.

183. Erinevate reaalsete juurtega ruutkolmliige.
Nidide 1. Olgu antud kolmliige.

y=2x2 —Tx+3. (1)

On vaja leida, missuguste x védrtuste puhul on sel kolm-
liikmel positiivsed ja missuguste véidrtuste puhul negatiivsed
vadrtused.

Me teame (§§ 44 ja 45), et iga kolmliiget voib kujutada x2 ees
seisva kordaja ning kolmliikme muutuja ja juurte vahede
korrutisena.

Leiame antud kolmliikme juured. Selleks 1ahendame vorrandi:

2x2 —Tx+3=0. @2
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Saame x1=%; X2 =3 (edaspidi margime tihega x; kolmliikme
vaiksemat reaalset juurt). Siis voib antud kolmliikme esitada
jargmisel kujul:

1
y=2(x—) (x—3). (3)

Niiiid uurime, milliste x vdirtuste puhul on see korrutis posi-
tiivne arv ja milliste vadrtuste puhul negatiivne. Vaatleme kolme
juhtumit.

1. Olgu x<%. Siis voib ammugi iitelda, et x<3. Kandes

keik liikmed vorratuse vasakule poolele, saame siit:

X— % <0 ja x—3<0.

Jérelikult on avaldise (x——-;—)(x—s) vaartus kui kahe nega-
tiivse arvu korrutis positiivne. Pirast selle korrutamist 2-ga
saame jélle positiivse arvu. Siit jdreldub, et kui x<%, siis aval-
dise (3) vdirtus ja jarelikult ka antud kolmliikme viirtus on
positiivne.

2. Olgu x>+, kuid x<3,

. S. 0. x vadrtused asetsevad antud kolmliikme juurte vahel. Kandes
neis vorratustes koik liilkmed vasakule poolele, saame:

x— 5 >0 ja x—3<0.

Jérelikult on korrutises (x——%) (x—3) iiks tegureist posi-

tiivne, teine negatiivne. Tédhendab, korrutis on negatiivne ja

pérast selle korrutamist arvuga 2 saame negatiivse arvu. Seega,
kui '

1

siis avaldise (3) ja jédrelikult ka antud kolmliikme viirtus on
negatiivne.

3. Olgu x>3, siis on ammugi x> — . Siit saame:

0| =

x—3>0ja x— % >0.
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Korrutis (x—3) (x—%) ja jarelikult ka korrutis 2(x—3) (x—%)
on positiivsed arvud. Tdhendab, kui x>3, siis antud kolmliikme
vdartus on positiivne. Seega tulime jargmisele jareldusele. Kolm-
lilkme 2x2—7x+43 vaidrtused on positiivsed x koigi védartuste

puhul, mis on viiksemad kui % ja x koigi vaartuste puhul, mis

on suuremad kui 3; kolmliikme vaartused on negatiivsed x koigi
vairtuste puhul, mis asetsevad % ja 3 vahel.

Tehtud jarelduse kontroll x monede arvuliste vdartuste kohta
on esitatud jargmises tabelis, mille {ilemises reas on antud x vaar-
tused, alumistes aga vastavad kolmliikme védrtused:

—1 0 1 2 4 7 10

2x2 —T7x+3 88 1 42 | 12 3 —2| —3 7 52 133

Samale jdreldusele tuleme, kui vaatleme kolmliikme 2x2—
—T7x+3 graafikut. Me teame (vt. § 50), et selle graafikuks on
parabool, mis 16ikab x-telge punktides, mille abstsissid on % ja 3.
Graafiku (joon. 36) vaatlemisest ndhtub vahetult, et parabooli
punktid, mille abstsissid on véiksemad kui % voi suuremad kui 3,

asetsevad {ilalpool x-telge ja jarelikult nende ordinaadid, s. o.
y=2x2—7x+3 vairtused on positiivsed.

Parabooli punktid aga, mille abstsissid on % ja 3 vahel, aset-

sevad allpool x-telge ja jarelikult nende ordinaadid on negatiivsed.
Niide 2. Uurime samal viisil kolmliiget. -

y=3x2—x—10. v
Lahendades ruutvorrandi 3x2—x—10=0 leiame antud kolm-
liikme juured. Need on: x1=———g— ja xp=2. Siis voib kolmliikme
esitada jargmisel kujul:
5
y=3 [x—(—F)]x—2)
ehk
5
y=3(x+>)(x—2)-
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Arutledes samuti nagu esimeseski niites, leiame:
1) Kui x<— 2, siis ka x<2,
Siit
x+ % <0 ja x—2<0.

Yy
0
ok i
NG
Joon. 36. . Joon. 37.

Jarelikult on nénde x vaartuste puhul korrutis
5
3(x+ ) —2>0,
5. 0. antud kolmliikme vairtused on positiivsed.
2) Kui x> — % ja x<2, siis saame
x4+ %>0 ja x—2<0.
Jarelikult
3(x+3) x-2) <0
3 bl
s. 0. kolmliikme vairtused on negatiivsed.
3) Juhtumil, kui x>2, on samuti x> — %-
Siis saame:
£+ o >0 ja x~250.
Siit
5
3(x+ o) (x—2)>0,
s. 0. kolmliikme vairtused on positiivsed.

/
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Uldine jédreldus on sama, mis esimeseski ndites: kolmliikme
vaartused on positiivsed koigi x vaidrtuste puhul, mis on véikse-

mad kui .——%, ja koigi x védartuste puhul, mis on suuremad kui 2.
Tema vaartused on negatiivsed koigi x vdartuste puhul, mis aset-
sevad —% ja 2 vahel. Seda jédreldust kinnitavad tabel ja samuti

kolmliikme 3x2—x—10 (joon. 37) graafik.

i "-51—2 T | 0.1 2.3 5

3x3 —x—10 ‘ 70 l 4 —6 | —10

—38 0 l 14 60

Niide 3. Vaatleme niiiid niisugust kolmliiget, mille esimene
kordaja (s. o. ¥2 kordaja) on negatiivne. Olgu nditeks antud kolm-
liige /

y=—2x2+4x+16.

Leidnud selle - kolmliikme juured: x;=—2 ja xs=4, voime

kolmliikme kirjutada nii:

y=—2(x+2) (x—4).
Uurides korrutise marki, samuti nagu eelmisteski néidetes,
leiame:
1. Kui x< -2, siis ka x<4. Siit

x+2<0 ja x—4<0.

Nende tegurite korrutis (x+2)(x—4) on positiivne. Kuid selle
positiivse arvu korrutamisel arvuga —2 saame negatiivse arvn
“ja, tdhendab, antud kolmliikme véirtused on negatiivsed, kui
b 5 g

2. Kui x>—2 ja x<4, siis saame:

x+2>0 ja x—4<0.

Korrutis (x+2) (x—4) on negatiivne arv ja jéarelikult pérast
selle korrutamist negatiivse arvuga —2 saame positiivse arvu.

Jarelikult kolmliikme juurte —2 ja 4 vahel asetsevate x vaar-
tuste puhul on antud kolmliikme véértused positiivsed.

3. Lopuks, kui x>4, saame:

x+2>0 ja x—4>0.
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Korrutis (x+2) (x—4) on positiivne. Pirast selle korrutamist
arvuga —2 saame negatiivse arvu, ja jarelikult kolmliikme viar-
tused on negatiivsed, kui x>4.

Me néeme, et kiesoleval juhtumil on tegemist olukorraga, mis
on vastupidine sellele, mida panime tihele kahes esimeses niites:
x vddrtuste puhul, mis on viiksemad kui —2, ja x viirtuste puhul,
mis on suuremad kui 4, on kolmliikme viirtused negatiivsed,
kolmliikme juurte vahel asetsevate x viirtuste puhul on tema
vadrtused aga positiivsed. Seda jireldust kinnitab ka x iiksikutele
arvulistele vaartustele vastavate kolmliikme viirtuste tabel.

x ’———5 —3]—21—1'0.‘ 1 3’4 5 8

—2x24-4x4-16 ’—54 ——14,.0 ' 10 I 16 | 18 | 10 ‘ 0 |—14|—80

Samale tulemusele jouame, kui vaatleme kolmliikme
—2x2+4x+16 graafikut. Me teame juba (§§ 47, 49), et kui
a<0, siis kolmliikme ax2+bx+c graafik on péoratud tipuga
iles ja 16ikab x-telge punktides, mille abstsissid on vordsed kolm-
lilkkme juurtega. Antud juhulb on graafikul (joon. 38) selline
kuju. Me ndeme, et kui x<—2 ja kui
x>4, siis on kovera punktide ordinaa-
did, s. o. y=—2x2+4+4x+16 viirtu-
sed, negatiivsed ja juhtumil, kui
—2<x<4, positiivsed.

Korvutades kolmanda niite esimese
ja teisega, mirkame, et koigil kolmel
juhtumil x védirtuste puhul, mis on
véiksemast juurest vdiksemad, ja samuti
vaadrtuste puhul, mis on suuremast juu-
rest suuremad, on kolmliikme viirtusel
sama mark, mis x2 kordajalgi; kolm-
lilkme juurte vahel asetsevate x véir-
tuste puhul on kolmliikme viirtuse
.mirk vastupidine 2 kordaja margile.

Joon. 38.

Veendume, et see jareldus on dige kordajate a, b ja ¢ mistahes
véartuste puhul, kui juured on reaalsed ja erinevad. Selleks uurime
ruutkolmliiget iildkujul. ‘ :
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Uldjuhtum. Olgu antud kolmliige
y=ax2+bx+ec,

kus a, & ja c on mistahes reaalarvud, mis rahuldavad ainult tingi-
must, et kolmliikme juured on reaalsed ja erinevad (ja a0).
Téhistame need juured tdhtedega

X1 ja Xg (x1<x3).
Siis voib kolmliiget esitada selliselt:

y=a(x—x) (x—x2).

Uurime, millised on selle kolmliikme vaartused x-i mitmesuguste
vaartuste puhul.

1. Olgu x<xy, siis jarelikult ka x<xs (sest x;<x5). Siit
saame: x—x; <0 ja x—x,<0. '

Jérelikult sel juhtumil korrutis (x—x;) (x—x) on positiivne
arv. Siit jédreldub, et a(x—x;)(x—x5) on positiivne, kui a on posi-
tiivne, ja negatiivne, kui @ on negatiivne arv. Teiste sonadega,
kui x<xy, siis on kolmliikme ax2+bx+c¢ vairtusel sama mark,
mis kordajal a.

2. Olgu x>x; ja x<x,. : ;
X —xi>05a p— %< 0L

Korrutis (x—x;) (x—x3) kui erinevate méirkidega arvude kor-
rutis on negatiivne. Siit jareldub, et korrutis a(x—x;) (x—x2) on
negatiivne, kui a on positiivne, ja positiivne, kui @ on negatiivne.
Tadhendab, kolmliikme védirtustel on sel juhtumil kordaja a
maérgile vastupidine mark.
3. Olgu x>x,, siis jarelikult ka x>x; (sest xo>x,). Seega

x—=x2>0 ja x—x1>0.

Korrutis (x—xy) (x—x3) on positiivne ja jarelikult ka korrutis
a(x—x;) (x—x3) on positiivne, kui @ on positiivne, ja ta on nega-
tiivne, kui @ on negatiivne. Tahendab, kolmliikme arvulisel vaar-
tusel on sama mérk, mis kordajal a.

Uhendades kodik kolm juhtumit, voime niiiid teha jargmise
iildise jarelduse:

Kui ruutkolmliikme ax2+bx+4c¢ juured on erinevad reaal-
arvud, siis x vidirtuste puhul, mis on vidiksemad kui kolm-
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lilkme viiksem juur ja x véirtuste puhul, mis on suuremad kui
kolmliikme suurem juur, on kolmliikme véaartusel sama mark,
mis «2 kordajal. Kolmliikme juurte vahel asetsevate x vaar-
tuste puhul on tema védrtuse mirk vastupidine x2 kordaja
margile.

Mirkus. Kui nimetada vadrtusi x<x; ja x>x, x véaartus-
teks, mis on viljaspool juurte vahemikku, ja véartusi
X, <x<x, x vaartusteks, mis on juurte vahemikus, siis voib
seda jareldust formuleerida ka veel nii:

kui kolmliikmel ax2+bx+c on erinevad reaalsed juured
x, ja xo, siis x vadrtuste puhul, mis on viljaspool juurte vahemikku,
on kolmliikmel sama mirk, mis a2 kordajalgi, ning x védirtuste
puhul, mis asetsevad juurte vahemikus, on kolmliikmel x2 kordaja
mirgile vastupidine mark.

Harjutused.

Uurida jargmisi kolmliikmeid:
288. y=x2—8x+12.

289. y=x2—2x—15.

290. y=—3x2+8x+3.

291. y=-—x24+9x—14.

292. y=6x2—x—12.

184. Vordsete juurtega ruutkolmliige. Olgu vaja uurida kolm-
liiget
y=2x2—8x+38.

Leiame selle kolmliikme juured. Selleks vordsustame kolmliikme
nulliga ja lahendame vorrandi

2x2 —8x+8=0.
Saame X;=x»—2. Tihendab, antud kolmliikme voib kujutada
jargmiselt (§ 45): .

y=2(x—2) (x—2)

ehk .
y=2(x—2)2.
On ilmne, et x-i mistahes reaalsete véirtuste! puhul, peale vaar-
tuse x=2, on avaldise (x—2)2 viirtus positiivne. Ka parast

! Et mitte alati teha selgitavat mirkust, lepime edaspidiseks kokku, et

igal pool, kus koneldakse tahtede arvulistest vairtustest, moeldakse ainult
nende reaalseid vaartusi.
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- selle avaldise korrutamist positiivse arvuga. 2 saame positiivse
arvu. Jarelikult kolmliikme 2x2—8x+8 véartused on positiivsed
x koigi védartuste puhul, peale véirtuse, mis on vordne kolm-
liikme juurega, s. o. peale vdirtuse x=2.

(Kui x=2, siis kolmliikme vairtus on null.)

Joonestanud kolmlitkme 2x2—8x+8 graafiku, markame
(joon. 39), et x-i koigi vdartuste puhul -kovera punktid asetsevad
iilalpool x-telge, s. 0. y>0, ja ainult sel juhtumil, kui x=2, an
y=0. Selles punktis kover puudutab abstsisstelge.

Nidide 2. Uurime kolmliiget

y=— 5 P2+3x—4 . _
Leiame selle kolmliikme juured; selleks lahendame vorrandi

1 1
— 5 #+43x—4- =0,

Joon. 39. Joon. 40.

Saame x;=x=3. Antud kolmliikme voime jarelikult kujutada
selliselt:

y=— 5 (x—3) (x—3)
ehk

1
y=—' T(x_3)2.

Samuti nagu eelmiseski néites jareldame, et x-i koigi vaar-
tuste puhul, vdlja arvatud vdartus x=3, on avaldise (x—3)2 vaar-
tus positiivne. Pérast selle korrutamist arvuga —% saame nega-

tiivse arvu.
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Seega selle kolmliikme véiartused on negatiivsed x-i koigi
vadrtuste puhul, peale védartuse x=3.

Joonestanud  kolmliikme —% x2+3x—4—;- graafiku, nédeme

(joon. 40), et kdik parabooli punktid, vilja arvatud punkt (3; 0),
asetsevad allpool x-telge. Tdhendab, koigi nende punktide ordi-

naadid, s. 0. y= —% x2+3x—4—é— vaartused, on negatiivsed.

Korvutanud molemad niited, mérkame, et kolmliikme arvu-
lise vaartuse mdark iihtib molemal juhul x2 kordaja margiga.
Et veenduda, et see toik peab paika mistahes kordaja puhul
(juhtumil, kui juured on vordsed), vaatleme iildkujulist kolm-
liiget.

Uldjuhtum. Olgu antud kolmliige

y=ax2+bx+c,

kusjuures on teada, et tal on vodrdsed juured. Téhistades juure
tahega x,, esitame kolmliikme kujul: -

y=a(x—=x1) (x—%1)
ehk

y=a(x—x1)2.

Siit jareldame: milline ka oleks vahe x—ux;, kui ta ainult
pole null, on selle vahe ruut alati positiivne arv. Tdhendab, posi-
tiivse @ puhul on korrutis a (x—=x,)2 ja jarelikult ka y positiivsed
arvud ning negatiivse @ puhul — negatiivsed arvud. Seega voime
teha jarelduse:

kui kolmliikmel on vordsed juured, siis on x-i koigi vaar-
tuste puhul, vilja arvatud kolmliikme juurega vordne vddrtus,
kolmliikme vairtustel sama mirk, mis x2 kordajal.

Harjutused.

Uurida jargmisi kolmliikmeid: °
293. y=x2—2x+l.

204, y—=16x2—8x+1,

295. y=—_;_ x242x—3.
296. y=(2x—3)2—3x2+4x+7.

185. Komplekssete juurtega ruutkolmliige.
Niide 1. Uurime kolmliiget:

y=2x2—3x+43.
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Lahendades vorrandi 2x2—3x+3=0, saame:
3+ V=16

4
Kolmliikme juured osutusid kompleksseiks. Sel juhtumil on ka
vahed x—x; ja x—x, kompleksarvud. Et kompleksarvude mar-
kide kiisimusel pole motet, siis uurime antud juhtumit teisel viisil.
Toome algul sulgude ette esimese kordaja. Saame:

3 3
y=2(e—Fx+3)
Vaadeldes niiiid teist liiget %x kui x ja %kahekordset korrutist
2. —i— * x, tdiendame avaldist
e 3
X — e x= x2 — 2: 7%
kuni tdisruuduni, liites ja hiljem lahutades arvu (%)2. Saame:
5 3 32 3 32
y=2[(e—2. x4+ F)+5—5]=
32 3 9 3)2 15
=2[(x—) +3—wl=2[(x—3) +3%l-
Uurime niiiid saadud avaldist. On ilmne, et x mistahes vaar-

tuste puhul on avaldise (x—%yvéiértus positiivne arv ja vordub
nulliga ainult siis, kui x=—-%. Nurksulgudes olev teine liidetav

% on samuti positiivne arv. Tdhendab, kogu nurksulgudes olev

summa on positiivne. Selle korrutamisel positiivse arvuga 2 saame
jéllegi positiivse arvu. Seega antud juhul kolmliikme  vaartused
on positiivsed x koigi védartuste puhul.

Kolmliikme y=2x2—3x+3 graafik (joon. 41) nditab, et
parabooli koik punktid asetsevad toepoolest iilalpool x-telge, s. o.
nende ordinaadid on positiivsed. N

Nidide 2. Uurime kolmliiget

y= —=3x24+2x—1.
Lahendades vorrandi —3x2+42x—1=0 leiame kolmliikme juu-
red. Saame: ;

1£V =2

R Sy et

Kolmliikme juured osutusid kompleksseiks. Seepérast kasu-
tame uurimiseks sama viisi, mida kasutasime esimeses ndites.
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Toome sulgude ette esimese kordaja ja eraldame sulgudes kaks-
litkme ruudu:

=—32+2%—1=-3 (x2—3x+%):
=—8(r—2.gxtg+z—g)=—3l—3)+3]
Avaldis (x—%)2 on vordne nulliga, kui x=31, ja on positiivne

x-i koigi muude vaartuste puhil. Tahendab, summa (x—%r—{-%

on alati positiivne.

Yy Yy
— X
o
ol +

Joon. 41. Joon. 42.

Selle korrutamisel arvuga —3 saame alati negatiivse arvu.
Siit jareldame, et kolmliikme —3x2+42x—1 véaartused on nega-
tiivsed koigi véirtuste puhul. Kolmliikme graafik (joon. 42)
naitab, et kdik parabooli punktid asetsevad allpool x-telge, s. o.
nende ordinaadid on negatiivsed.

Korvutanud esimese ja teise naite, markame, et kolmliikme
arvulise vaartuse mérk iihtis molemal juhtumil x2 kordaja mar-
giga eranditult muutuja x kdigi vaartuste puhul. Néitame, et see
toik on kehtiv kdigi komplekssete jumrtega kolmliikmete kohta.

Uldjuhtum. Olgu antud kolmliige
y=ax2+bx+ec,

kusjuures on teada, et kolmliikme juured on komplekssed. Me
teame (§§ 42 ja 135), et sel juhul on

b2 —4ac<0.
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Teisendame kolmliiget samuti, nagu tegime seda 1. ja 2. niites:
b
y=el# 125+
ehk
y=ae42.2.x+5).

Liidame ja lahutame saame:

b2

4a%"
b b2 ¢ b2

J’=a(x2+2°'—‘x+472+—“—m);

_a[(x+2a)+4ac b’]'

x koigi vaartuste puhul on avaldise (x—}-;l;)? vadrtus positiivne

v0i vordne nulliga( kui x=— ;‘—z). Vaatleme, milline méirk on
teisel liidetaval%ﬁ. Me teame juba, et avaldis b2—4ac

on komplekssete juurte puhul negatiivne. See tahendab, et temale
vastupidine arv —(b2—4ac), s, 0. 4ac—b2, on positiivne. Nime-
taja 4a2 on samuti positiivne arv. Jarelikult on kogu avaldis
iaia_—zbz positiivne arv. Seega x koigi (reaalsete) véirtuste puhul
kogu nurksulgudes olev summa on positiivne arv.

Siit jareldub, et kolmliikme arvulise védidrtuse méark soltub
ainult kordaja @ maérgist; kui a on positiivne, on ka kolmliikme
vdartused positiivsed, ja vastupidi.

Seega voime jareldada: kui kolmliikme juured on kompleks-
sed, siis x koigi vdartuste puhul kolmliikme arvulisel vdartusel on
sama mark, mis x2 kordajal.

Harjutused.

Uurida jargmisi kolmliikmeid.

297. y=x>—5x+8.

298. y=3x2+42x+1.

299. y=—2x2+4x—-17.

186. Uldine jdareldus. Me voime niiiid ruutkolmliikme teosta-
tud uurimise kohta teha iildkokkuvotte. Kuid enne teeme jargmised
markused.

1. Me eraldasime kolmliikme uurimisel kolm juhtumit olene-
valt sellest, millised on kolmliikme juured. Kuid me teame (§ 42),
et ruutvorrandi lahendite ja tema diskriminandi 52 —4ac vahel
kehtib jargmine soltuvus.
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1) Kui b2—4ac>0, siis on vorrandi lahendid reaalsed ja eri-
nevad.

2) Kui b2—4ac=0, siis on lahendid reaalsed ja vordsed.

3) Kui b2—4ac<0, siis on lahendid komplekssed.

Jarelikult selle asemel, et nditeks iitelda «kui kolmliikme juu-
red on reaalsed ja erinevad», voime iitelda lithemalt «kui diskri-
minant on suurem kui null»; analoogiliselt muudame formulee-
ringut ka iilejaanud kahel juhtumil.

2. Me uurisime, milline mark on kolmliikme arvulisel vaéar-
tusel muutuja mitmesuguste védartuste puhul. Selle asemel, et
iitelda- <«kolmliikme arvulise vddrtuse mark», iitleme edaspidi
lithidalt «kolmlitkme mark», pidades meeles, et jutt on arvu maér-
gist, mis saadakse, kui kolmliikmes muutuja asendada tema arvu-
lise vdartusega. Samuti sonade asemel «kolmliikme véartused
on positiivsed (negatiivsed)» iitleme liihemalt «kolmliige on posi-
tiivne (negatiivne)». Niiiid voime iildise jarelduse formuleerida
jargmiselt.

I. Kui kolmliikme ax2+4bx+c¢ diskriminant on positiivne,
siis x koigi vdartuste puhul, mis asetsevad juurtest piiratud vahe-
mikus, tema méark on vastupidine kordaja a mérgile; x koigi vaar-
tuste puhul viljaspool seda vahemikku on kolmliikmel sama mark,
mis kordajal a. 3

2. Kui kolmliikme diskriminant vordub nulliga, siis x koigi
vaartuste puhul, vidlja arvatud kolmliikme juurtega vordsed x
véaartused, on kolmliikmel sama mark, mis kordajal a.

3. Kui diskriminant on negatiivne, siis x koigi vaértuste puhul
on kolmliikmel sama mark, mis kordajal a.

Selle jarelduse voib esitada jargmise tabeli kujul:

55 y = ax?+ bx - ¢ mirk
Diskriminant x vaartus
a>0 | a0 -
) 5,<x<x2 — +

b2—4ﬂC>0 2) X<X1; X> X2 + 3%

af milline tahes, peale L
b2—4ac=0 AR e +
b2—4ac<0 milline tahes -+ ~—
Niited.

1. y=x2—T7x+10. Diskriminant  $2—4ac=49—40=9>0;

a=1>0. Kolmliikme juured on: x;=2; xp,=>5. Jarelikult, kui
&
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x¥<2 ja kui x>5, siis on kolmliige positiivne, kui aga 2<x<5,
siis negatiivne. "

2. y=—2x2+6x+80. Diskriminant on 36+640=676>0;
a=—2<0. Kolmliikme juured on: x;=—5; x,=8. Jirelikult,
kui —5<x<8, siis on kolmliige positiivne; kui x<—5 ja kui
x>8, siis negatiivne.

3. y=—x2+4+4x—15. Diskriminant on 16—4 - 15=—44<0.
Jérelikult kolmliige on negatiivne x-i kdigi vdirtuste puhul.

4. y=5x2—10x+5. Diskriminant on 102—4 5+ 5=0. Kolm-
liikme juured on xy=xs=1; @=5>0. Jarelikult kolmliige on
positiivne x-i koigi vaartuste puhul, vilja arvatud, kui x=1.

5. Leida, milliste tdhe m vaartuste puhul on kolmliikme
2x2—6x+m véairtused positiivsed, kui x on mistahes arv. Et
siin @=2>0, siis mistahes x puhul kolmliikme vidartused on
positiivsed sel juhul, kui 62—4ac<0. Asetades siia vadartused
a=2, b=-6, c=m, saame: 36—4-:2m=36—8m. Tihendab,

peab kehtima 36—8m<0. Siit leiame, et m>4%. Seega, kui m
on suurem kui 4-;—, siis on antud kolmliikme véartused positiivsed
x mistahes véértuste puhul.

6. Leida, missuguste p vaartuste puhul on kolmliikme
x24+ (p—2)x+2p+1 vaadrtused positiivsed x mistahes vairtuste
puhul. A

Kolmliikme diskriminant on (p—2)2—4(2p+1)=p2—12p=
=p(p—12). Jérelikult selleks, et kolmliikme véirtused oleksid
mistahes x puhul positiivsed, peab olema:

p(p—12) <0.
Lahendades vorrandi
A p(p—12)=0
leiame:
p1=0; p2=12.

Lahendame vorratuse: p(p—12)<0. See on oige tingimusel:
I. p<0 ja p—12>0

Il p>0 ja p—12<0.

Esimene vorratuste siisteem on vasturdakiv (kui p<O0, siis on
ilmne, et ka p—12<0). Teine siisteem aga annab lahendi:
0<p<i2.
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. Seega p koigi vaartuste puhul 0-st kuni 12-ni, s. o. tingimusel, et
0<p<12, on antud kolmliikme véaartused x mistahes vaartuste
puhul positiivsed.

Harjutused.

Uurida jargmisi kolmliikmeid:

300. y=3x2+4x—7.

301. y=—0,5x2+1,5x+5.

302. y=—5x2+20x—20..

303. y=3x2+2x+2.

304. y=—x243x—4.

Ulesandeis 305 kuni 309 leida, missuguste m vaartuste puhul on kolm-
lilkkme vairtused positiivsed, kui x saab mistahes vaartusi.

305. x2—8x+m+10,

306. x2—2x+m—6.

307. x2—10x—m.

308. x24 (m+2)x+3m+1.
309. 3x2+ (2m+6)x+m+3.

187. Teise astme vorratused. Uhe tundmatuga teise astme vor-

ratusteks nimetatakse vorratusi kujul

ax2+bx+c>0 (1)
ja

ax®+bx+c<0, o 2)
kus a, b ja ¢ on mistahes reaalarvud, kusjuures a+ 0.

Et vorratusele (2) on alati voimalik .anda kuju (1), korrutades
teda arvuga — 1, siis voime edaspidi piirduda vorratuste vaatle-
misega kujul (1).

Lahendada vorratus tidhendab leida, milliste x védartuste puhul
on see vorratus kehtiv. Vorratuse (1) suhtes tdhendab “see, et
* me peame leidma x need véirtused, mille puhul kolmliikme vasak
pool osutub positiivseks arvuks. :

Pirast seda, mis oli eelmistes paragrahvides 6eldud ruutkolm-
lilkme mirgi kohta, ei tekita vastamine sellele kiisimusele raskusi.

Lahendame moned ndited. ;

Niide 1. Olgu vaja lahendada vorratus

2x2— 13¢+15>0. ‘ (1)

See tidhendab, et meil on vaja leida, milliste x vaartuste puhul
on kolmliige 2x2—13x+15 positiivne arv. Lahenduse teostame
jdrgmiselt.
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a) Konstateerime, et esimene kordaja on positiivne
(a=2>0). :

-b) Konstateerime, et kolmliikme diskriminant on 132—
—4 -2 -15>0. ;

Siit jareldame (vt. tabel §-s 186), et vorratus (1) on kehtiv
x-i koigi vdartuste puhul, mis on kolmliikme vidiksemast juurest
vaiksemad, ja x-i koigi vaartuste puhul, mis on suuremast juurest
suuremad.

c) Et leida need juured, lahendame vérrandi

2x2—13x+15=0.
Leiame: x1=1%; =5
- Antud vorratus on jarelikult kehtiv x védartuste puhul, mis on
vaiksemad kui l%,ja x vaartuste puhul, mis on suuremad kui 5.
Ndide 2. Lahendada vorratus
—4x2+4x—1<0. (1)

Korrutades vorratuse molemad pooled arvuga —1, saame sama-
vadrse vorratuse:
4x2—4x+1>0. (2)

a) Kordaja a=4>0. \

b) Diskriminant on 42—4 + 4=0.

Jarelikult kolmlitkmel on vordsed juured. Sel juhtumil, nagu
teame (§ 186), on kolmliikme (2) vaartused positiivsed x; koigi
vaartuste puhul, vélja arvatud kolmliikme juurtega vordsed vaar-
tused. Leiame selle juure, lahendades vorrandi:

4x2—4x+1=0.

Saame x=%,Seega antud vorratus (1) on kehtiv x koigi vaar-
tuste puhul, vilja arvatud x= —;—

Niide 3. Lahendada vorratus

3x2—5x+4>0.

a) Kordaja a=3>0.

b) Diskriminant on 52—4 * 3 - 4= —23<0.

Siit jareldame kohe, et vorratus on kehtiv x mistahes vdartuste
puhul.

Niide 4. Lahendada vorratus

(25— 1) (£+3) — (x47) (x—1) —42<0.
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Avanud sulud ja sooritanud lihtsustused, saame:
x2—-5x+4<0 (1)

ehk parast korrutamist arvuga — 1

—x24-5x—4>0.
a) Kordaja a=—1<0.
b) Diskriminant on 52—4 * (—1) * (—4)=9>0.
Jarelikult on vorratus (2) ja koos sellega ka vorratus (1) keh-
tiv x koigi vdartuste puhul, mis asetsevad kolmliikme juurte vahel.
Leiame need juured.

x2—5x+4=0,

siit x;=1, xo=4. Seega vorratus (1) on kehtiv, kui

bx<4.
Niide 5. Lahendada vorratus
x2 1
o —x+1 - <0. (1)

Korrutades vorratuse molemad pooled arvuga — 6, saame:
—x246x—9>0. (2)

a) Kordaja a=—1<0.

b) Diskriminant on 62—4 - (—1) * (—9)=0.

Siit jareldame kohe, et vorratusel (1) pole lahendeid [kui
x=23, siis kolmliige (2) vordub nulliga; x koigi iilejddnud véar-
tuste puhul on ta negatiivne].

Niide 6. Lahendada vorratus

—3x2+4x—10>0.

Et a=-3<0 ja diskriminant on 42—120<0, siis jdreldame
vahetult, et vorratusel pole lahendeid.

Lahendanud néited, samuti §-s 186 toodud tabeli vaatlemine
viivad meid vorratuse

ax24+bx+c>0

suhtes jargmisele iildisele jareldusele.
I. Kui b2—4ac<0, siis:
a) vorratus on kehtiv x mistahes vaartuste puhul, kui a>0;
b) vorratusel pole lahendeid, kui a<0.
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II. Kui 62—4ac=0, siis:

a) vorratus on kehtiv x koigi vdartuste puhul, vélja arvatud
kolmliikme juurega vordne vaartus, kui a>0;

b) vorratusel pole lahendeid, kui a<0.

L Kui 62—4ac>0, siis: '

a) kui @>0, siis vorratus on kehtiv x védartuste puhul, mis on
suuremad kolmliikme suuremast juurest, ja x vdartuste puhul, mis
on vaiksemad selle kolmliikme véiksemast juurest (ehk, nagu lep-
pisime kokku, iitelda liihemalt «x vaartuste puhul, mis asetsevad
valjaspool kolmliikme juurte vahel olevat vahemikkuy);

b) kui a<0, siis vorratus on kehtiv x védartuste puhul, mis
asetsevad kolmliikme juurte vahel.

: Mirkus. Koigis toodud néiteis lahendasime kiisimuse, toetudes

ruutkolmliikme uurimise tulemustele, mida késitlesime §-s 186.
Kuid igal juhtumil on muidugi voimalik ka téiesti iseseisev uuri-
mine. Néiteks, lahendanud ndites 1 antud vorrandi 2x2—13x+

+15=0 ja leidnud, et le—é—; Xx9=>5, oleksime voinud vorrandi
esitada ka sel kujul:
1
2 (x— 1—5-) (x—5)>0.
Niiiid taandub antud vorratuse lahendamine jargmise kahe esi-
mese astme vorratuse siisteemi lahendamiseks:
1
x—5>0 !
ja _ .
x——ll<0
11 2
X —5<0.

Esimene siisteem annab x>5, teine x<l—;—. Tahendab, antud

vorratus on kehtiv x véartuste puhul x>5 ja x<1%. Saime sama
tulemuse mis varemgi, kuid marksa pikemat teed kaudu.
Lahendame niiiid moned keerukamad vorratused.

Niide 7. Lahendada vorratus

x2—-8x+7 __
PP Tl 0.

’ ’
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Selle vorratuse lahendamine taandub kahe siisteemi lahendami--
seks:

| [ R—8x47>0 (1y
l x—3>0 . 2y
ja ;
3 {x2—8x+7<0 (3)
x<3<D (4)

Lahendame esimese vorratuste siisteemi. Et 82—4 - 7=36>0,
siis on kolmliikmel x2—8x+7 reaalsed ja erinevad juured.
Lahendanud vorrandi x2—8x+7=0, leiame x;=1; xo=7. Sel
juhul, nagu teame (§ 183), vorratus (1) on kehtiv, kui x<1 ja
kui x>7.

Lahendanud teise vorratuse, leiame x>3. Tdhendab, molemat
vorratust rahuldavad ainult x vairtused x>7.

Lahendame teise siisteemi. Vorratus (3) on kehtiv x koigi vaar-
tuste puhul, mis asetsevad 1 ja 7 vahel, s. o. kui 1<x<7. Kuid
vorratus (4) annab x<3. Tahendab, molemat vorratust rahulda-
vad ainult x véirtused, mis asetsevad 1 ja 3 vahel, s. o. kui
1<x<3.

Niiiid voime teha iildise jarelduse: antud vorratus om
kehtiv, :

Kui 1<x<3 ja kui x>7.

Kontrollige lahenduse oigsust, asetades vorratusse vaartused:
= —230: 1 254: 6;:8:-10.
Ndide 8. Lahendada vorratus
x2—9x 14
x2—5x—+4 =4,
Selle vorratuse lahendamine taandub jargmiste siisteemide lahen-
damiseks:

| [ #E-9x+14>0 (1)
\ 2544450 2y

ja ;i 3
it {x2—9x+14<0 (3)

x2—5x+4<0 (4)

Et 92—-56=25>0 ja 52—16=9>0, siis on kummalgi kolm-
liikmel reaalsed ja erinevad juured. Lahendades vastavad vorran-
did, leiame esimese kolmliikme jaoks, et x;=2; xo=7, ja teise
kolmliikme jaoks, et x;=1; xo=4. Siit jareldame:
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1) Vorratus (1) on kehtiv, kui x<2 ja kui x>7, kuid vorra-
tus (2) on kehtiv, kui x<1 ja kui x>4. Jdrelikult molemad
vorratused iiheskoos on kehtivad, kui x<1 ja x>7.

2) Vorratus (3) on kehtiv, kui 2<x<7, vorratus (4)" aga
juhtumil, kui 1<x<4. Jarelikult molemad vorratused on iihe-
aegselt kehtivad, kui 2<x<4. Seega on antud vorratuse lahen-
deiks jargmised x vaartused: 1) x<1; 2) 2<x<4; 3) x>7.

Mirkus. Leidnud molema kolmliikme juured, oleksime voinud
antud vorratuse esitada ka jargmisel kujul:

x—2) (x—7
((x— l)) ((x—4)) >0.

Siis oleks selle vorratuse lahendamine taandunud jargmise kahe
siisteemi lahendamiseks:

I (x—2) (x—=7)>0 (1)

{ (x—1) (x—4)>0 (2)
ja

I { (x—2) (x—7) <0 (3)

(x—1)(x—4)<0 (4)

‘Me voime iga vorratuse lahendada samuti, nagu tegime seda kdes-
oleva paragrahvi esimeses ndites. On ilmne, et oleksime tulnud
sama tulemuseni nagu eespoolgi, kuid lahenduse kiik oleks olnud
{funduvalt pikem. ;s

Niide 9. Lahendada vorratus
r2—-3x—10

x2—3x+10 <0.

Vorratuse lahendus taandub jargmiste siisteemide lahendami-
seks:

é { x2—-3x—10>0 (1)
A\ x2—3x4+10<0 (2)

ja
i *#—38x—10<0 (3)
{ x2—3x+10>0 (4)

Kolmliikmete diskriminandid on: 3244 -10=49>0 ja 32—
4 - 10=—31<0. Siit jireldame kohe, et siisteemil 1 pole lahen-
deid. Toepoolest, kui kolmliikme (2) diskriminant on viiksem kui
null, siis on kolmliige positiivne x mistahes véartuste puhul ja
jarelikult vorratus (2) on voimatu.
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Lahendame siisteemi II. Me teame juba, et vorratus (4) om
kehtiv x koigi vdartuste puhul. Tahendab, meil jdab veel lahen-
dada vorratus (3). Leides kolmliikme x2—3x—10 juured, saame
X1=—2; xo=>5. Jérelikult vorratuse (3) ja iihes sellega ka siis-
teemi II lahenditeks on ainult need x vdartused, mis asetsevad —2
ja 5 vahel.

Seega on antud vorratus kehtiv, kui —2<x<5.

Harjutused.
Lahendada jargmised vorratused:
310. x2—10x+25<0. 318. x2—-3x+4 0.
311, (x—3) (x—1) —15>0. X*—2x+5
312. x(2x+3)+1<0. :
313, —3x248x—6>0. 319. @éﬁi_; 0.
314. x2—5x+7>0. gt
315. 9x2—12x+4>0. a0, X—5x+48
316, ¥ —9x+18 >0 x2—8x415

: < fily 301 P—6x=16
siz, 210 Ly © M gxrIZ
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1.
14.

19.

20.

21
"23.

24.
27.

36.

47.

52,

79.

93.

97.
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Harjutuste vastused.

—243; —343; 256; 1000 000; —0,00001.
oy 97a%9  0,000064a18h5¢5
ey TRE i

AiE ity (SR E e L sl
2aVa; 2a363V2b; 5a%bxV2abx; 2aV2a.
& e e T 1 ok
s 490; ¢ 2 L by A s
v8; V490 VI125; V3; Va 7 % V6 5 V/165.

B I NG TR D e g oliag o R e E
V8LV 26y IV Vs V6 LIVRT, o VR Y gho;

6 6
12 12 5
Vxtys;,  Vybas; Vx329 V (__ ~_) V (711— P _;_)a ¥
V3 Ve VI0, Vi@h.  Voam,

o P Vo PR Vo PO MR TR T

aVax; xVax, Vax. 26. 8V2;, 29V3.
(2a2b+ab—1) V2ab. 28. 12V6; 120.  32. 15; 6a°.
NG gty B 16x - ee
Vas; V60, 2v3. 84 ——. 35 2aVI0; 18aVI0.
T g NERR S 120 | RS 2
Vx; 2V2; Vabs. 39. VI12; Va3, Va,
s 6-2V2 . 91+13V6

7 43
x=9; x=1; x=28% 78. (x—7)(x—10); (x+11)(x—8).
(5x+8) (4x—3); = (x+10)(x—2).
AR, R Lo ae SRR o g p A B
x+15 3(x—7) 5 x+a—b

V3 £V —1; %2 ﬁ:V———;—-
*4; £3; +3; xV-T.
1) 3; 8 2) x=-—5; y=—8 voi x=8; y=5;

3) x=+Vab;, y==+ ]/i;.



98.

104.

113.
124.
131.

145.

150.

159.
178.

188.

1) x=+3; y=+4 2) x=4*4V2 y=—4+4V2;
3) x=16; y=10.

% e 22 yz?si, 102. 9, 75. 103. 137 - 113=15481.

12; 4 109. x>1, kui ‘”;” >0, ja x<1, kui be <0: x<4.
a

a

a<hb. 114 119. 116, n=7.. 121. n=8.

Kolmnurga kiiljed on: 3a, 4a, 5a, kus a on mistahes arv.

9; 27; 81; 243; voi —18; 54; —162; 486. 136. 183.
5 o 10 v
8 RS s 3 147. 2a?, 4a(2 2):
s s YOI dy 303 a?, 4a(2+ V2)

alar gyt 2 2a=x)7"s 3ab(14+x)—2(1—x)1.

5
2a2h8: Sab—ix—!. 155. 4a%h—6; 4xfy4 158 10a® x.

A 1 e 1 g 1
S5ac 12 ; a?. 163. 30 8¢ §. 164. af. 4 7. (1_x)1§,
1 1 1 1
8 e P el iU T VR SR R s A RS
b e 2 1024 e

P 3
x=Va; x=\/-.b_b. 251, a=13.
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II.

A1l

av.
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Sisukord.
Esimene jagu.

Identsed teisendused astmete ja juurtega.

Astendamine

1. Astendamine. 2. Negatiivse arvu aste. 3. Uksliikmete asten-
damine. Harjutused.

Hulkliikme ruutimine TR R b
4. Valemi  tuletamine. 5. Markus markide kohta. Harju-
tused.

Irratsionaalarvude moiste
6. Uhismooduga ja iithismooduta loigud. 7. Mootmlse monste
8. Irratsionaalarvud ja nende ligikaudsed vaartused. 9. Irrat-
sionaalarvude vordsus ja mittevordsus. Reaalarvud. .10. Tehete
definitsioonid irratsionaalarvude puhul. '11. Juurimine. Definit-
sioon. 12. Juure mistahes ligikaudne vaartus.

Irratsionaalsete avaldiste teisendamine .

13. Ratsionaalsed ja irratsionaalsed algebralised avaldlsed
14. Juure pohiomadus. 15. Juure aritmeetilise védadrtuse leidmine
korrutisest, astmest ja murrust. 16. Juurte lihtsaimaid teisen-
dusi. Harjutused. 17. Sarnased juured. Harjutused. 18. Teh-
ted irratsionaalsete iiksliikmetega. Harjutused. 19. Tehted
irratsionaalsete hulkliikmetega. Harjutused. 20. Murru nime-
taja vabastamine juurtest. Harjutused.

Irratsionaalsed vorrandid R R R
21. Ulesanne. 22. Voorlahendid. 23. Vorrandi  vabastamine
kahest ruutjuurest. Harjutused.

Teine jagu.
Funktsioonid ja mende graafikud.

Funktsionaalne soltuvus
24, Jddvad ja muutuvad suurused. 25. Argument ja funktsnoon

Lk.

29



Lk
26. Funktsionaalse soltuvuse kolm avaldamisviisi. 27. Koordi-

naatide meetod. 28. Punkti asukoha maéédramine tasapinnal.
Harjutused. &
. Vordelisus ja poordvordelisus Bt s 36
. 29. Vordeline soltuvus. 30. Vordelise soltuvuse uldme dehmt-
sioon. 31. Poérdvordeline soltuvus. 32. Poordvordelise soltu-
vuse ildine definitsioon. Harjutused. 33. Vérdelise soltuvuse
graafik. 34. Sirge asetuse muutumine vordeteguri muutumisel.
35. Poordvordelise soltuvuse graafik. Harjutused.

III. Lineaarfunktsioon . . SRR JUAt e e I L At o 45-
36. Esimese astme kakshlge Ulesanne. 37. Esimese astme
kaksliikme graafik. 38. Kaksliikme y=kx+b muutumine sol-
tuvalt x muutumisest. 39. Markused. 40. Sirge y=kx+b joo-
nestamine kahe punkti jargi. Harjutused.

Kolmas jagu.
Ruutfunktsioon.

Talendavald andmeid: cunt vprrandeisd o i 5
Ruutvorrandi lahendite valem. 42. Diskriminant. 43. Ruut-

vorrandl lahendite omadused (Viéta teoreem). Harjutused.
44. Teise astme kolmliige. 45. Teise astme kolmliikme lahu-
tamine tegureiks. Harjutused.

II. Ruutfunktsiooni graafik . o SOl
46. Funktsiooni y=x2? graafik. 47. Funktsmom y--ax2 graahk
48. Funktsiooni y=ax2+b graafik. Harjutused. 49. Teise astme
kolmliikme graafik. 50. Ruutvorrandi graafiline lahendamine.
Harjutused. 51. Biruutvorrand. Harjutused. 52. Vorrandid, mille
vasak pool lahutub tegureiks, parem pool aga on null. 53. Kahe-
liikmeline vorrand. 54. Kaheliikmelise kolmanda astme vor-
randite lahendamine. 55. Juure mitmesugused véartused.
56. Kolmeliikmeline vorrand. Harjutused.

. Ruutvorrandite siisteemid . . % 70
57. Mitme tundmatuga voérrandi aste. 58 Kahe tundmatuga !
teise astme tdieliku vorrandi iildkuju. 59. Kahe vorrandi siis-
teem, milledest iiks on esimese ja teine teise astme vorrand.

60. Kunstlikud votted. 61. Kahe vorrandi siisteem; kus molemad
on teise astme vorrandid. 62. Teise astme vdrrandisiisteemide
graafiline lahendamine. Harjutused.

Neljas jagu.
Vorratused.

1. Esimese astme vorratused . . 78:
63. Eelmirkus. 64. Vorratuste pohlomadused 65 66 Sama-
vairsed vorratused. 67. Teoreem 1. 68. Teoreem 2. 69. Teo-
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reem 3. 70. Vorratuse toestus. 71. Uhe tundmatuga esimese
astme vorratuse lahendamine.. 72. Kaks iithe tundmatuga esi-
mese astme vorratust. Harjutused.

Viies jagu.
Progressioonid.

1. Aritmeetiline progressioon
73. Ulesanne. 74. Definitsioon. 75. Arltmeetlllse progressnoom
iildliikkme valem. 76. -Aritmeetilise progressiooni liikmete summa
valem. 77. Miérkus. 78. Naturaalarvude rea liikmete ruutude
summa valem. Harjutused.

1l Geomeetriline progressioon Shie: A e LI R
79. Ulesanne. 80. Definitsioon. 81. Geomeetrilise progressiooni
vordlemine aritmeetilise progressiooniga. 82. Geomeetrilise
progressiooni iildlilkme valem. 83. Geomeetrilise progressiooni
lilkkmete summa valem. 84. Geomeetrilise progressiooni niide.
Harjutused.

dIl. Lopmatud progressioonid )
85. Lopmatute progressioonide méned omadused 86 Purvaar-
tuse moiste. 87. Lopmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni
summa valem. 88. Geomeetrilise progressiooni summa valemi
rakendamine perioodiliste kiimnendmurdude puhul. Harjutused.

Kuues jagu.
Astendaja moiste iildistus.

1. Taisarvulised astendajad : e ik
'89. Taisarvuliste” positiivsete astenda)ate omadusn 90. Asten-
dajad null. 91. Negatiivsed taisarvulised astendajad. 92. Tehted
negatiivsete astendajatega astmetega. Harjutused.

1. Murrulised astendajad
93. Mis mottes kasutatakse murruhsl astendajald 94 Murru-
lise astendaja pohiomadus. 95. Tehteid murruliste astendajatega
astmctega. 96. Niiteid tehete kohta murruliste ja negatiivsete
astendajatega. Harjutused.

1II. Irratsionaalse astendaja moiste .
97. Irratsionaalse astendajaga astme mote.

1V. Eksponentfunktsioon .

98. Definitsioon. 99. Eksponentfunktsxoom omadused 100. Eks-

ponentfunktsiooni graafik. Harjutused.
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Seitsmes jagu.

Logaritmid.
Lk.
Logaritmide iildised SREdNsEd N A e Y
101. Astendamise kaks poordtehet. 102. Definitsioon. 103. Loga-
ritmfunktsioon ja selle graafik. 104. Logaritmide pohiomadused.
Harjutused. 105. Logaritmide tabeli praktiline tahtsus. 106. Kor-
rutise, jagatise, astme ja juure logaritm. 107. Algebralise aval-
dise logaritmimine. 108. Mirkused. Harjutused.
Kimnendlogaritmide T e e e R O S
109. Kiimnendlogaritmide omadused. 110. Jareldused. Harjutused.
Tabelite ehitus ja kasutamine. . . R, 11

111.” Logaritmide siisteem. 112. Negatiivse logaritmi teisenda-
mine. 113. Neljakohaliste tabelite kirjeldus ja kasutamine.
114, Interpoleerimine. 115. Antilogaritmide tabelid. 116. Markus
interpoleerimise kohta. 117. Tehted logaritmidega, mille karak-
teristik on negatiivne. 118. Lahutatavate logaritmide teisen-
damine liidetavaiks. 119. Logaritmidega arvutamise naiteid.
Harjutused. 120. Viiekohaliste tabelite kasutamine.
Eksponent- ja togaridm yorramd Pdo  Shoi o e ds 145

121. Vaorrandite niiteid. 122. Liitprotsentide valem. Harjutused.

Kaheksas jagu.
Varrandite uurimine.

Uhe tundmatuga esimese astme vorrandite Wuri-c
mine................l49
123. Mis tahendab vérrandit uurida. 124. Uhe tundmatuga esi-
mese astme vorrandi iildkuju. 125. Positiivne lahend. 126. Nega-
tiivne lahend. 127. Lahend null. 128. Juhtum, millal vorrandil

pole lahendit. 129. Kuidas tuleb mbista vordust .'g_::too.
131. Mairamatu lahend. 132. Vorrandi ax=b lahendi graafiline

tolgendamine. Harjutused.
Kahe tundmatuga esimese astme vorrandisis-

IR BT L ek SOCRIENE SR SV SR T SRR e 156
133. Uldvalemid. 134. Uurimine.
Ruutvdorrandi uurimine . . . 157

135. Valemite uurimine. 136. Ulesanne kahest valgusallikast.

Uheksas jagu.
Imaginaar- ja kompleksarvud Asies SIS 162

137. Imaginaararvud. 138. Kompleksarvud. 139. Tehted kompleks-
arvudega. Harjutused. 140. Kompleksarvu geomeetriline kujuta-
mine. 140a. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju. 140b. Tehted
kompleksarvudega, mis on esitatud trigonomeetrilisel kujul.
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Kimnes jagu.
Moned andmed algebralistest vorranditest.

I. Hulkliikme jaguvus .
141. x suhtes tdisratsionaalse hulklnkme Jaguvus vahega x—a.
Bézout’ teoreem. 142. Kaksliikme x7=Fam jaguvus kaksliikmega
X F a. 143. Kaksliikme xm == am ja kaksliikme x = a jagatised.
Harjutused. 144. Algebralise vorrandi {ildkuju. 145. Algebralise
vorrandi moned omadused.

UOheteistkiimnes jagu.
Médidramatud vorrandid.

146. Sissejuhatavad maérkused. 147. Vorrandi tdisarvudes lahen-
damatuse tunnus. 148. Varrandi positiivsetes arvudes lahenda-
matuse tunnus. 149. Midramatu vorrandi lahendite iildvalem.
150. Asendamisviis. 151. Mddramatu vorrandi erikuju. 152. Maa-
ramatu vorrandi iildlahend. 153. Vorrandi lahendamise lihtsus-
tamine. 154. Positiivsed lahendid. Harjutused.

Kaheteistkimnes jagu.
Uhendid ja Newtoni binoomivalem.

1as B N 10 % U R L Pt o N Gl ol WA R SIES SN SR el Vo fd )
155. Definitsioon. 156. Variatsioonid. 157. Ulesanded. 158. Per-
mutatsioonid. 159. Ulesanded. 160. Kombinatsioonid. 161. Kom-
binatsioonide arvu valemi teine kuju. 162. Kombinatsioonide
omadus. Harjutused.

I Newtoni binoomivalem . . .
163. Teise liikme poolest erinevate bmoomxde korrut:s 164 New-
toni binoomivalem. 165. Newtoni binoomivalemi omadused.
166. Binoomivalemi rakendamine hulkliikmetele. Harjutused.

Taiendused.

I. Ahelmurrud Sr e
167. Ahelmurru defmltsxoon 168. Ahelmurru teisendamine hari-
likuks murruks. 169. Hariliku murru teisendamine ahelmurruks.
170. Lahendmurrud. 171. Lihendmurdude moodustamise reegel.
172. Teoreem 1. 173. Teoreem 2. 174. Teoreem 3. 175. Antud
aritmeetilise - murru ligikaudsed védartused. 176. Ruutjuure leid-
mine. 177. Méiiramatu vorrandi lahendi leidmine. 178. Loga-
ritmi arvutamine,
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1I. Piirvddrtustest e A e S S e e
179. Definitsioonid. 180. Lopmatult kahanevate suuruste moned
omadused. 181. Piirvdadrtuste omadused. Harjutused.

{II. Ruutkolmliikme uurimine. Teise astme vorratused
182. Ulesanne. 183. Erinevate reaalsete juurtega ruutkolmliige.

Harjutused. 184. Vordsete juurtega ruutkolmliige. Harjutused.
185.  Komplekssete  ‘juurtega  ruutkolmliige.  Harjutused.
186. Uldine jéreldus. Harjutused. 187. Teise astme v6rrftused.

Harjutused.

Harjutuste vastused
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