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Eessona

Koostéds Rootsi Pollumajandusilikooli kolleegidega Ulf
Olssoniga ja Ulla Engstrandiga ning Rootsi Instituudi grandi toetusel
valmis k3esolev Opik. Seda tingis vajadus hoogustada matemaatilise
statistika Opetamist Eesti Pdllumajandusiilikoolis. Kaesoleva materjali
valikul on tuginetud Rootsi Péllumajandusilikooli loengute materjalidele
ja pikagjalistele kogemustele matemaatilise statistika Opetamisel.
Arvutite lajaldase kasutamisega koguneb mitmesuguseid andmestikke
kiiresti, kuid sageli ei osata nednega midagi peale hakata. Seeparast on
hariduse vajalikuks osaks oskus td6tada arvandmestikuga, mida
véimaidavad matemaatilise statistika meetodid.

Raamatus kasitletakse matemaatilise statistika p&himdoisteid.
Naidatakse, kuidas leida statistikute wvaartusi kasitsiarvutamisel ja
programmipakette kasutades. Teksti on illustreeritud statistikapakettide
Minitab ja SAS viljatriikkkidega. Minitabi kasutamisel volub tema lihtsus,
kuid SAS-i puhul professionaalsus. Selle raamatu loogilise jatkuna ilmub
peatseit raamat "Andmeanaliiiis® mis Koos k&esoleva raamatuga
moodustavad poHumajandusiifikoolis dpetatava matemaatilise statistika
kursuse.

Tanan kolleeg Jiri Vardjat kdsikirja Iabilugemise ja tehtud
kasulike markuste eest. Raamatu eestikeelse késikirj-a valmimise eest
kuulub eriline tanu toimetaja Nora Veskele, kelle tahelepanelik t66 oli

raamatu valmimisel hindamatuks abiks.

Tartus, juuni 2000. a Eve Aruvee



Peatukk 1

Statistiline vaatlus

1.1 Statistika ja bioloogia

Fiitisika pohjal naib elu viga lihtne. Me formuleerime fuusikalise seaduse,
nagu naiteks E = mC?, ning seejuures véime kindlad olla, et antud seadus
kehtib koikjal; vahemalt jargmise suure teadusliku avastuseni. Fiiisika on
laialdase ulatusega deterministlik teadus. See tdhendab, et paljusid futisikalisi
seadusi voime vialjendada valemiga

y:f(I)J

kus 7 on tundmatnu suurus, mida soovime leida, f on mingi funktsioon ja z
on funktsiooni argument.

Loodusseadused bioloogias, kaasa arvatud pollumajanduslikes teadustes,
ei ole mi lihtsad. Sageli toob bioloogiline nahtus esile muutuse, senitund-
matud seadused, mida soovime hinnata. Kui kasitleme kahte ala tthesuguse
meetodiga, véime saada erinevad tulemused. Kahel ithevanusel konnal voivad
olla erinevad kaalud. Kaks lehma, kes tarvitavad sama tiilipi vordse koguse
so6ta, voivad anda erineva hulga piima. Jarelikult: varieeruvus (miutlikkus)
on bioloogilise andmestiku tiitipiline tunnus.

Variceruvus, mida me ei oska selgitada, pohjustab probleeme, kui piiiiame
koostada jareldusi bioloogilise andmestiku kohta. Uheks meetodiks bioloogi-
lise varieeruvusc kasitlemisel on vaadelda seda juhuslikkusena. Seega paljud
Joodusseadused bioloogias on tdeniaosuslikud. See tahendab, et me usaldame
toendosuslikke vaiteid.
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Néiteks mingi bioloogilise néhtuse mudeli voime kirjutada kujul

y=f(:c)+e,

kus y on mingi muutuja wuritav véartus, f on mingi funktsioon, mis stimboli-
seerib oodatavat voi keskmist muutuja y vidrtust mingis ildkogumis, T on
muutuja, mis mdjutab y-it ja e on mudeli viga. Mudeli vea ehk jddgi tottu on
sellist tiitipi mudelid tdenéosuslikud. Hiljern nieme, et statistilisi meetodeid
ja mudeleid saab vaadelda selle iildise valemi erijuhuna.

Niide. Aastal 1876 ilmus Charles Darwinilt raamat ”Taimeriigi rist- ja
isetolmlemise mdjud” Darwin piiidis selles raamatus niidata, et taimed,
mida on paljundatud risttolmeldamise teel, on elujdulisemad kui taimed,
mida on paljundatud isetolmeldamise teel. Ta tegi katse, kus ihe liigi 15
taime kasvatati iihesugustes tingimustes. Mone aja pirast mootis ta taimede
korgused. Tulemused voib graafiliselt kujutada jargmiselt:

Rist- ja isetoimeldatud taimede krgus

Darwin (187%)
2 " (1] LN 1] LR
s
8 141 e ¢ 4000
0 T T T
H 15 19 23
Korgus

+ Grupp 1=risttoimiejad;  Grupp 2=isetotmiejad

Graafikult ndeme, et grupi 1 taimed on keskmiselt pikemad kui taimed,
mis kuuluvad gruppi 2, aga tulemus el ole piris toepérane. Siin on osaline
kattumine gruppide vahel ja grupis 1 oli ka viiga viikesi taimi. On raske
hinnata, kas Darwin’il oli oigus, lihtudes ainult graafikust. Kiisimus seisneb:
missugusele iildisele jireldusele voime jouda selle andmestiku pohjal?

Uheks voimaluseks jouda sellist tiitipi andmestiku pohjal teaduslikule
jareldusele on formuleerida statistiline mudel. Darwin’i juhul véib mudel
olla midagi taolist:

(kdikide taimede (muutus, kui taime (juhuslik

Taime pikkus = mine pikkus)  on risttolmeldatud) ' variatsioon)
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See on toendosuslik mudel, mis on analoogiline eelpool esitatule
y = f(z) + e. Enamikel juhtudel piistitame viite mudeli siistemaatilise osa
f(z) kohta. Selle niite korral soovime leida vastust kiisimusele: *Kas rist-
tolmeldatud taimed on keskmiselt teistest pikemad”?

1.2 Uldkogumid ja valimid

Teaduslikud jireldused peavad olema mingis méttes tildised. Uhe katse
tulemusi peab olema voimalik seostada mingi tildise teooriaga. Katset voi
uuringut planeerides peame mairatlema uurimisobjekti, mille kohta soovime
jireldusi teha.

Statistikas nimetatakse uurimisobjekti tildkogumiks, kuid bioloogilistes
uurimisvaldkondades kasutatakse itlldkogurni siinoniiiimina ka populatsiooni
moistet. Soovime formuleerida isendite populatsiooni kohta iildist teooriat.
Darwin’i niites tahame saada )ireldust ainult ithe higiga piirduva taimede
populatsiooni kohta. Uldkogum voib eksistecrida mingis reaalses tihen-
duses, niiteks "Kotk Eestis elavad piimalehmad seisuga 1. jaanuar 19997,
" Eest1 iiliopilaste hulk 1999/2000. oppeaastal” Teisel juhul on ta kujutle-
tav. Niiteks soovis Darwin arvatavasti teha jireldusi taimede kohta iildse,
mitte ainult antud ligi isendite kohta. On keeruline koostada head iildkogumi
definitsiooni, aga teeme proovi.

Definitsioon 1 Uldkogum on mingit kindlat liki objektide hulk.

Katsetes kasutame harva kogu tldkogumit. Uldiselt teeme motmisi ald-
kogumist voetud valimi elementide kohta. Ning kasutame seda jarelduste
tegemiseks iildkogumi kohta.

Definitsioon 2 Valim on tldkogumi alamhulk.

Igas katses peab olema moningane sarnasus valimi ja {ildkogumi vahel.
Valim peab esindama tldkogumit {olema representatiivne). Kuidas me selle
saavutamec?

Statistiline vastus on: valim tuleb moodustada juhusliku valiku teel, {ild-
kogumi igal elemendil peab olema ithesugune voimalus sattuda valimisse.
Selle eelis on, et uurija el saa luua valimit siistemaatilisel teel, mis iild-
kogumist oluliselt erineks. Sageli teostatakse juhuslik valik juhuslike arvude
generaatori vol tabeli abil. Niisiis, juhusliku valiku tottu voime kasutada
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késitleme meetodeid, milles valim on moodustatud juhuslikult. Seega val'%mi
all méistame juhuslikku valikuga moodustatud valimit mingist tildkogumist.

1.3 Statistiline otsustus

Suur osa sellest kursusest on pithendatud iildiste jirelduste tegemise prob-
leemidele, mis péhinevad andmestiku 16plikel valimitel. Naiteks soovime
jéreldust teha mingi tildkogumi keskviirtuse kohta. Moodustame tildkogu-
mist valimi ja arvutame tema keskvairtuse. Tulemust kasutame jarelduste
tegemiseks iildkogumi keskviirtuse kohta mingi kindla tipsusega. Meetodid,
mida kasutame, pohinevad tdeniosusteoorial. Antud olukorda saab kujutada
jargnevalt:

Populatsioon Parameetrid;
18 62 ne
"' Statistikcuet
_ 2
I

Kursus on tldjoontes jagatud kolmeks osaks.

Esimeses osas uurime kogutud andmete kirjeldavaid meetodeid. Andmete
paremaks moistmiseks on otstarbekas arvutada andmete numbrilisi statis-
tikuid vot esitada andmed diagrammil.

Teine osa on rohkem teoreetiline. See on tdendosusest ja statistilistest
jaotustest. Kui kursuse esimene osa aitab meil kirjeldada valimit, siis teine
esitab tildkogumi kirjeldamise meetodeid.

Kaige mahukamas, kursuse kolmandas osas (ilmub kéesoleva raamatu
teises osas), kisitleme meetodeid jarelduste tegemiseks valimi alusel tildkog-
mi kohta ja neid nimetatakse statistilisteks otsustusteks.



Peatiikk 2

Kirjeldava statistika
pohimoisted

2.1 Andmete kogumine

2.1.1 Sissejuhatus

Bicloogilise andmestiku kogumise tulemuseks voib olla suur hulk andmeid.
Nende interpreteerimiseks on vaja leida mingi sobiv mudel, aga sageli on
seda raske valida, kuna voimalusi on palju. Kirjeldava statistika eesmirk
on korrastada andmed mitmel viisil selliselt, et tdhtsamad suunad oleksid
selgitatud. See ei ole formaalne probleem; sageli on see “detektiivi t66°, kus
me pddrame ja painutame andmeid erineval viisil seni, knnt mirkame mudelit
ja seni, kum oleme voimelised selgitama mudelit teistele.

Kirjeldav statistika sisaldab endas ka edastamist. Uurija, kes on téstanud
eksperimendiga mingi aja, voib sageh méirgata andmestikus seda, mida teine
el oska niha. Illustreerides leidu graafikul voi tabelis, voime veenda teisi, et
jéreldused on oiged. Nisiis, kirjeldav statistika on andmeanaliiiisi tahtis osa
ni1 uurijale kul ka uuringu tulemuse kasutajale.

2.1.2 Tunnused

Tunnus on mingl néitaja, mida voime kirjeldada voi moota andmestilku
kuuluval objektil. Néiteks kui objektideks on inimesed, voime igat neist
kirjeldada vanuse, soo, kaalu, odede - vendade arvu, aastase sissetuleku, juus-
te virvuse, matemaatika hinde voi elukutse pohjal. Sel juhul on tunnused:

D
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vanus, sugu, kaal, édede - vendade arv, aastane sissetulek, juuste varvus,
matemaatika hinne voi elukutse.

2.1.3 Kbvalitatiivsed ja kvantitatiivsed tunnused

Kirjeldava statistika meetodeid (samuti ka teisi statistika meetodeid) kasu-
tatakse soltuvalt sellest, kas tunnus on kvalitatiivne voi kvantitatiivne. Kvan-
titatiivsete (voi arvuliste) tunnuste visrtused on reaalarvud. Kvantitatuvse
tunnuse néiteks on vanus, kaal ja aastane toodang.

Kvantitatiivne tunnus voib olla pidev v6i diskreetne. Pidev tunnus peab
omama mingit viartust mingist vahemikust. Naiteks inimeste kaal voib olla
mdodetud (vihemalt pShimotteliselt) misramatu tépsusega. Jarelikult -
kaal ja vanus on pideva kvantitatiivse tunnuse niited.

Diskreetne tunnus saab omandada vaid kindlaid erinevaid véirtusi, tun-
nuse viirtused miiratakse loendamise teel. Niiteks édede-vendade arvuks
saavad olla vald vdidrtused 0, 1, 2, 3, ..., st nad on vaid tdsarvud.

Kvalitatiivsed tunnused e mittearvulised tunnused jaotatakse omakorda
jérjestatud -, binaarsed - ja nominaaltunnusteks. Koige levinum on jérjestus-
(jarjestatud) tunnus. Seda iseloomustab viirtuste hulga sisuline jarjestatus.
Niiteks matemaatika hinne, hinnang etendusele. Binaarse tunnuse niiteks
on sugu. Sool voib olla vaid kaks véirtust (enamike liikide juures): naine ja
mees. Juuste virvus on nominaaltunnuse niide. Selle korral ei leidu iiht ithist
sisuliselt pohjendatud skaalat, mille alusel iga kaht viirtust saaks vorrelda.
Sageli kasutatakse andmetootlusprotsessis mingeid koode “soo” voi “juuste
virvuse" jaoks. Niiteks voime kasutada koodma arvu 0 viiirtuse "naine” ja
arvu 1 védrtuse "mees” jaoks, juuste virvuse koodid voivad olla jirgnevad:
1 - blondid, 2 - pruunijuukselised, 3 - mustajuukselised jne. Nominaaltun-
nuse korral voime ka kasutada koode, kuid ei tohi neid téddelda arvulistena.
Kodeerimine ei tohi muuta tunnuste fundamentaalset olemust: sugu ja juuste
viirvus on vatd kvalitatiivsed tunnused ja neid peab analiilisima ka selliselt.

2.1.4 Skaala tiiiibid

Erinevate tunnuste mootmiseks voib kasutada erinevaid skaalasid.
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Skaala tiilip Vidrtused | Vidrtused Skaalal
on jérjes- | on vord- | on 0-
tatud vahemikulised | punkt

Nominaalne

Ordinaaalne X

Intervall X X

Proportsionaalne | X X X

Nominaalne skaala ainult nimetab viartusi, mitte ei jarjesta neid. Naiteks
sugu.

Ordinaalne skaala jirjestab kategooriaid. Niiteks hinne matemaatikas.

Intervallskaala on vordvahemikuline, kuid tal ei ole alguspunkti. Niiteks
temperatuur Celsiuse jargi.

Proportsionaalsel skaalal on O-punkt, kuid tunnusel see omadus puudub.
Niiteks kaal.

Meetodid, mida kasutatakse statistilise andmestiku (voivad olla esitatud
tabelite voi graafikute kujul} jaoks, soltuvad sellest, missugust tiilipi tun-
nustega me tédtame ja missugust tiidipi skaalas on tehtud tunnuse maoot-
mised.

2.2 Numbriliste andmete iilevaade

2.2.1 Aritmeetiline keskmine

Definitsioon 3 Valimis vaatluste (aritmeetiline} keskmine arvutatakse

2%

(]

T =

Selles valemis tuleb koigi vaatluste vdartuste summa jagada vaatluste
arvuga.

Niide 1.

Jargnev andmestik on rottide, kelle vanus on 1 pidev ja rohkem, hapniku
hingamise hulk (VO,, ml/t)!

1,57 1,60 1,81 1,60 1,88 179 1,75 1,85

1,92 1,68 1,75 1,73 1,72 1,68 1,76 1,78

1 Andmed on vdetud: Claes Lilja A note on the metabolic rate in the young rat. Swedish
J. agric. Res. 17:103-104, 1987
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Koikide vaatluste vdirtuste summa
S x;=1,574+1,60 + +1,76 +1,78 = 27,87

Valimi, 16 roti, keskmine on = &% = 281 — 1 741875,

Keskmist voib fimardada vajaliku tapsuseni. Tulemuse voib esitadada
T=1,74voiT=1,742.

Mirkus: tulemust ei tohi iimardada, kui soovime seda kasutada edas-
pidistes arvutustes. Keskmist on méttekas arvutada ainult numbrilistele tun-
nustele (vihemalt) intervallskaalas. Monikord arvutatakse ka aritmeetilist
keskmist ordinaalses skaalas mdddetud andmete korral, mis on teataval miédiral
sobimatu. Naiteks Opilaste hinded koolis.

2.2.2 Mediaan

Valimi mediaani tahistatakse sageli Me voi # Mediaan on viidirtus, millest
valimis pooled vaatlused on viiksemad ja pooled on suuremad. Mediaani
leidmiseks on vaja moodustada valimi elementidest jarjestatud jada, mida
nimetatakse variatsioonreaks. Seejirel lelame mediaani asukoha.

Definitsioon 4 Mediaan on variatsioonrea vaatlus positsiooniga "—*2'1 Kui

positsioon ei ole tdisarv, sits mediaan on kahe keskmise vaatluse vddrtuste
poolsumma.

Niite 1 andmetest on moodustatud variatsioonrida, st valimi elemendid
on sorteeritud kasvavasse jarjekorda; iga arvu positsioon on antud tema all.
1,57 160 1,60 1,68 168 1,72 1,73 1,75
i 2 3 4 5 6 7 8
L,75 L,76 L,78 1,79 181 1,8 1,88 1,92
9 10 11 12 13 14 15 16
Vaatlusandmeid on n=16 (paarisarv), mediaani asukoht on % = §,5.
Mediaan on kahe keskmise vaatluse viirtuse keskmine, st 8. ja 9.
variatsioonrea elemendi vidrtuste keskmine. Need vaatlused on 1,75 ja 1,75.
Seega Me = £ = 1,75. Mediaani voib leida numbriliste tunnuste (intervalli
vdl proportsionaalse skaala) korral ning ordinaalses skaalas tunnustele.

2.2.3 Kohendatud keskmine (Trimmed mean)

Aritmeetiline keskmine on koikide vaatlusviiirtuste keskmine. Ta on tundlik
ekstreemsete vaatlusviirtuste suhtes. Niiteks aritmeetiline keskmine arvu-
dest 1, 2, 3, 4 ja 5 on 3. Arimeetiline keskmine arvudest 1, 2, 3, 4 ja 50 on
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12. Jérelikult voib aritmeetilne keskmine tihe vaatluse tottu palju muutu-
da. Mediaan ei ole tundlik monede ekstreemsete vaatlusviirtuste suhtes:
mediaan on 3 molema eelpool vaadeldud niite korral.

Teiste sonadega voib delda, et keskmine T pohineb kéigil n vaatlusel, aga
mediaan I baseerub peamiselt kahel vaatiusel. Kompromissina kasutatakse
jargmist protseduuri: niiteks kustutatakse 5% suurimatest ja 5% viiksei-
matest vaatlusviidrtustest ning arvutatakse aritmeetiline keskmine tilejdinud
vaatluste vadrtustest.

Vaatleme néites 1 esitatud andmestikku, kustutame variatsioonreast suu-
rima (1,92) ja vdhima (1,57) elemendi. Aritmeetiline keskmine tilejasinud
elementidest on 1,7414.

Markus. Kuigl kohendatud keskmine voib intuitiivselt meeldida, eriti kui
andmestik sisaldab erilisi vdédrtusi (erindeid), ei kasutata teda statistiliste
jarelduste tegemisel kuigl sageli.

2.2.4 Dispersioon

Dispersioon on valimis moodetav kui vaatlusviirtuste hajuvus keskviidirtuse
suhtes. Kui vaatlused on koik lihedaste vidrtustega, siis on dispersioon viike,
aga kui vaatluste viirtused on viga erinevad, siis on dispersioon suur.

Definitsioon 5 Valimi dispersioon on defineeritud valemiga

§? — > (=i — ‘5)2
n—1
See valem on kiisitsi arvutamisel veidi tiilikas, kuna on vaja lahutada iga
vaatluse viartusest keskvddrtus T ning seejidrel tulemus ruutu tosta. Valem,
mis annab sama tulemuse, aga mida on kisitsi kergem kasutada, on jirgmine:

p _ Tar )
- n—1
Niite 1 andmete pohjal voib dispersiooni arvutada jargmiselt.

Koigi vaatlusvidirtuste summa on
Y x;=1,57+1,60+ + 1,76+ 1,78 = 27,87
Koigi vaatlusvidrtuste ruutude summa on
S = 1,577 +1,60% + +1,76% 4+ 1,787 = 2 4649 + 2,5600 +  +
3,0076 + 3, 1684 = 48,6955.
Meenutameé et valimimaht n = 16, dispersioon on
»_ DB wes M 009963

S =
n—1 15
Tulemuse voime iimardada s? = 0,01.

)
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Mérkus. Taskuarvutid ja tabelarvutusprogrammid nagu Excel oma}fad
dispersiooni jacks kahte dispersiooni standardfunktsiooni, mis sageli p6h]u5-.
tab veidi segadust. Niiteks Excelis on itks funktsioon VAR(), mis on Pf"k@‘fl
abitekstis kirjeldatud jargmiselt: “Arvutab dispersiooni, mis pohineb VB:h-
mil%, ja teine funktsioon VARP() on kirjeldatud jargmiselt: “Arvutab dis-
persiooni, mis pdhineb iildkogumil* Nendevaheline erinevus seisneb selles,
et tildkogumi valem kasutab n-i murru nimetajas (n — 1) asemel. Kéesole-
vas tekstis eeldame, et dispersiooni arvutamiseks kasutame eelpool toodud
valimi valemit.

2.2.5 Standardhilve

Definitsioon 6 Valimi standardhilve on ruutjuur valimi dispersioonist:
5= Vi

Niite 1 andmestiku standardhilve on
s = v/s? = \/0,000963 = 0,099814. Tulemuse vdime iimardadada,
s=10,1.

Mirkus. Sageli esitatav kiisimus on: “Miks vajame molemat - disper-
siooni ja standardhilvet”? Vastus on: standardhilvet on lihtsam interpre-
teerida, kuna ta on moodetud samades iihikutes kui andmed. Kuil andmed
on cm-tes, siis standardhilve on ka cm-tes. Jérelikult, kui on vaja kirjeldada
muutust andmehulgas, voime kasutada pigem s-i kui s*° Kuna aga paljud
statistilised arvutused péhinevad dispersioonil, tuleb sagedamini kasutada 2
kui s-1.

2.2.6 Haare

Haare on defineeritud kui suurima ja vahima vaatlusviidrtuse erinevus, ta on
andmestikus holpsasti arvutatav hajuvuskarakteristik.

Niite 1 andmetes on suurim vaatluse viirtus 1,92 ja vihim viirtus on
1,57 Jiarelikult haare on 1,92 - 1,57 = 0, 35.

Mérkus. Andmete korral, kui valimi suurus el ole nii suur, kasutatakse
haaret, et anda esialgne hinnang standardhilbele. Sageli on see jargmine
s A2 i@fﬁ Seda lihtsat “rusikareeglit“ voib kasutada standarhilbe arvutuste
kontrollimiseks. Selle reegli kohaselt niite 1 andmete jaoks on s = Qfé
0, 0875, mis el erine viga palju eclpool arvutatud oigest vdirtusest 0, 1.
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2.2.7 Variatsioonikordaja (CV)

Mbonel juhul vajame varieeruvusele andmestikus valjundit mingis ithikus, mis
ei tohi soltuda kasutatavate moatmiste skaalast. Sel juhul arvutame variat-
sioonikordaja, mis on tunnuse standardhalbe ja keskvadartuse suhe;

CV =

81w

Niite 1 andmete korral CV = 227008 = 0,057303. CV viljendatakse

sageli protsendina. Nende andmete korral on standardhalve umbes 5,7%
keskvaartusest, st CV = 5, 7%.

2.2.8 Keskviaartuse standardviga (SEM)

Keskvaidrtuse standardviga (SEM) ei ole andmestikus varieeruvuse hulga
moot. Pigem on ta tildkogumi keskvadrtuse T kui hinnmangu tipsuse moot.
Kui palju eeldame keskvairtuse z varieerumist?

Keskvaartuse standardviga soltub:

1) dispersioonist,

2) valimi sturusest,

3} valimi moodustarnise viisist.

Juhuslikn valimi keskviidrtuse standardvea voime arvutada jargmiselt

S

SEM=35 = ﬁ

Niite 1 andmete korral SEM = s, = 5 = 9:99‘/%‘:‘- = 0,02495 = 0, 025.

2.2.9 Kvartiilid ja protsentiilid

Nagu mediaan jagab andmed kahte ossa, voime defineerida esimest kvartiili
gy kui vdartust, millest 25% valimi vaatlusi on sattunud ettepoole. Mediaan
on teine kvartiil. Kolmas kvartiil g3 on vaartus, millest 75% valimi vaatlusi
on sattumid ettepoole. Ka teisi protsentiile voime kasutada; voime riadkida
20-st protsentiilist (vdi 95-st protsentiilist) kui vaartusest, millest 20% (95%)
valimi vaatlusi on sattunud ettepoole.

Interpoleerimise juures on sageli vaja arvutada valimist kvartiile ja prot-
sentiile.
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Naite 1 andmete korral ¢; asukoht on 2% = 81 = 12,75, st kolmanda
kvartiili asukoht on vaatlus numbriga 12,75. Vaatlusel numbnga 12 on vaar-
tus 1,79 ja vaatlusel numbriga 13 on véartus 1,81. Interpoleerime nende kahe
vaatluse vahel ja saame kolmanda kvartiili jirgmiselt:

1,794 0,75(1,81 — 1,79) = 1, 805.

Esimese kvartiili ¢; asukoht arvutatakse 23 = i = 4,25. Vaatlusel
numbriga 4 on viirtus 1,68 ja vaatlusel numbriga 5 on samutl vairtus 1,68,
seega q; = 1, 68,

2.2.10 Kwvartiilide vahe

Kvartiilide vahe on andmestikus hajuvuskarakteristik. See on alternatiivne
standardhilbele. Kvartiilide vahe arvutatakse

Vv=4qg3 — {1.
Niite 1 andmete korral v = 1,805 — 1,68 = 0, 125.

2.2.11 Arvuti programmipaketid kirjeldava statistika
jaoks

Arvuti programmipaketid nagu Minitab ja SAS arvutavad eelnevas kirjel-
datud suurusi. Niite 1 andmete korral annab Minitab jargmise villjatriiki:

Descriptive Statistics

Variable N Mean Median Tr Mean StDev SE Mean
HAPNIK 16 1.7419 1.7500 1.7414 0.0998 0.0250
Variable Min Max Q1 Q3

HAPNIK 1.5700 1 9200 1.6800 1.8050

Markus. TrMean on keskmine, kui andmestikust on 5% viikseimaid ja
5% suurimaid vaatlusi vilja jietud.

SAS paketi protseduur MEANS annab jargmise viljatriiki (kui kvartiilid
vol teised statistikud on vajalikud, siis sellised statistikud tuleb eraldi arvu-
tatada).
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AnalysisVariable : HAPNIK
Std Dev

N Mean

Minimum Maximum

16 1.7418750 0.0998144 1.5700000 1.9200000

13

Voime kasutada SAS protseduuri UNIVARIATE, mis annab viljatriikis

suurema hulga statistikute vasrtusi:

Variable=HAPNIK

N

Mean

Std Dev
Skewness
USssS

cv
T:Mean=0
Num ~=9
M(Sign)
Sgn Rank

160% Max
75% Q3
50% Med
25% QI
0% Min

Range
Q3-Q1
Mode

Lowest
1.5

00 90 Th O =y
P VLN

Univariate procedure

Moments
16
1.741875
0.099814
-0.09452
48.6955
5.73086
69.80455
16
8
68

Sum Wpgts
Sum
Variance
Kurtosis
CS5

Std Mean
Prl 1]
Num >0
Pr>=| M|
Pr>=| §l

Quantiles (Def=35)

1.92 99%
1.8 95%
1.75 90%
1.68 10%
157 5%
1%
0.35
0.12
16
Exiremes
Obs Highest
1) 1.79¢
4) 1.81¢
2) 1.85¢
14} 1.88 ¢
10} 192

16

27.87
0.009963
-0.4475
0.149444
0.024954
0.0001
16
0.0001
0.0001

Obs

Miérkus. Selle viljatriiki moned liihendid vajavad selgitust. Skewness ja

Kurtosis on jaotuse kuju moodud; USS (“Uncorrected sum of squares“) on
3" 2?; CSS (“corrected sum of squares) on > {z — 53)2; CV on variatsiooni-

kocfitsent; Std Mean on keskvidirtuse standardviga. Med on mediaan ning

QL ja Q3 on kvartiilid. Ulejainud lihendid on kas arusaadavad voi praegu

mitteolulised.
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2.3 Numbrilise andmestiku graafiline esitlus

2.3.1 Tivi-leht-diagramm

Tiivi-leht-diagramm on kiire iilevaade numbrilise andmestiku hulgast. ’I‘.eda
on sobiv kasutada, kui tunnuse vairtuste hulk pole viga suur. Illustrecrime
selle ideed naite 1 andmete pahjal. Titvi-leht-diagrammi koostamiseks on esi-
teks vaja valida “tiive suurus. Kéesolevas niites kasutame “tiivena® téisosa
ning esimest kiimnendkohta. Kirjutame iiksteise alla kasvavasse jirjekorda
koikvoimalikud “tiived“ Iga viirtuse itlejasnud kitmnendkohad kirjutame
korvale vertikaalsesse tulpa:

"Tivi” ”Leht” "Tivi”  ”Leht”
L5 |7 Teeme “ilusa“ tabel, 1,517
1,6 | 0088 voime igas “tiives® 1,6 | 0088
1,7 | 9553268 sorteerida vaatlused 1,7 | 2355689
1,8 | 185 suuruse jirgl. Uhtlasi 1,8 | 158
1,912 kergendab see 1,92

kvartillide arvutamist jne.
Tiivi-leht-diagrammid on kasutatavad, kui soovime saada kiiret iilevaadet

numbrilisest andmestikust. Need annavad itheaegselt andmestikust tabeli ja
graafiku.

2.3.2 Karpdiagramm

Niite 1 andmete pohjal karpdiagrammi koostamiseks on vaja eelnevalt arvu-
tada jargmised statistikud:

esimene kvartiil ¢; = 1,64 ,

teine kvartiil g5, mis on ka mediaan Me = g, = 1,75,

kolmas kvartiil g3 = 1,803,

kvartiilide vahe v = g3 — ¢, = 1,805 ~ 1,64 = 0, 165.

Karpdiagrammi kujutamiseks joonistame kdigepealt vertikaalse skaala.
Horisontaalsed jooned tombame kvartiilide ¢,, go=Me ja g3 kohalt. Uhen-
dame need jooned karbiks. Karbist viljapoole joonistame ”vurrud”, need
on jooned, mis ithendavad karbiga vaatluse vdhimat ja suurimat viirtust,
Jargnev karpdiagramm on koostatud niite 1 andmetele, selle koostamiseks
on kasutatud programmipaketti Minitab.
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Mirkus. Karpdiagrammi voib ka joonistada horisontaalselt.

Karpdiagrammi ” vurrud” on pikendus véhima ja suurima vaatluseni, nad
on piiratud seestpoolt alurnise ja tilemise piiriga. Alumist ja iilemist piiri
analiiiitilise andmestiku zargoonis kutsutakse ”seesmiseks alaks” Need on
defineeritud jargmiselt:

alumine piir: ¢ — 1,5v,

illemine piir: gz + 1, 5v.

Vaatlused, mis on "seesmisest aiast” viljaspool, joonistatakse eraldi ja
voivad tulla arvesse kui “leebed eemalasujad® Moned programmid joonis-
tavad diagrammile veel teisigi punkte. Vaatlusi, mis asuvad viljaspool, kut-
sttakse “viliseks ailaks®, joonistatakse diagrammile mingi muu siimboliga ja
neid vaadeldakse kni “ekstreemsed eemalasujad“  Alumine ja iilemine ” vi-
line aed” defineeritakse vastavalt ¢; — 3v ja ¢3 + 3v. Karpdiagrammi vastav
niide koos eemalasujatega on toodud edaspid: selles peatiikis.

2.3.3 Sagedustabel

Sagedustabeliks nimetatakse tabelit, milles on dra nédidatud tunnuse erinevad
viirtused ja nende vidirtuste esinemiste arv (sagedus) uuritavas andmestikus.
Kui tunnusel on palju erinevaid viértusi, on sobiv koostada andmestikust iile-
vaate saamiseks sagedustabel (Jaotustabel), kus andmed on jaotatud klas-
sideks, ja lugeda, mitu vaatlust satub vastavasse klassi. Moned {ildised
juhised, mida vaja arvestada:

e Valida klassid selliselt, et vaatlused oleksid iiheselt klassidesse jaotatud.

¢ [“namikel juhtudel on soovitav kasutada 5-10 klass.
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e Praktikas sobivad klassipiirideks tihti nn iimmargused, néit nulli vol
viiega loppevad arvud.

e Viltida avatud klasse.

o Kui voimalik, valida klassid vordse laiusega.

Sagedustabel niite 1 andmete jaocks, kus andmed on jaotatud viieks vordse
laiusega klassiks, on jargmine:

Klassipiirid Keskpunkt Sagedus
[1,50 —1,60) 1,55 1

[1,60 —1,70) 1,65
[1,70 —1,80) 1,75
(1,80 —1,90) 1,85
[1,90 —2,00) 1,95

SR ICIEN BN

2.3.4 Histogrammid

Histogramm ehk tulpdiagramm on graafik, millel kujutatakse andmestiku
sagedustabelit. Iga klass on esitatud tulbana. Tulba korgus on vordeline
sagedusega, st on vordne vaatluste arvuga selles klassis. Mirkusena olgu
oeldud, et tulba korgus on vordeline sagedusega ainult siis, kui klassid on
vordse laiusega.

Histogrammil peavad tulbad asuma korvuti, ei tohi jatta tiithja ruumi kahe
tulba vahele, niidates, et koik vddrtused antud vahemikus on véimalikud.
(Moned programmid teevad histogrammid sellest erinevalt, aga niiteks Ex-
cel ja Minitab joonistavad tulbad sel teel.) Eelnevate andmete pdhjal on
histogramm jargmine:
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2.3.5 Histogrammid kui klassid ei ole vordse laiusega

Eelpool soovitasime, et histogrammi tulba korgus peab olema vordeline sage-
dusega. Piiiiame selgitada, miks see on nii ja kuidas joonistada histogrammi,
ki klassid et ole vordsed.

Niide. Oletame, et soovime illustreerida 30 farmi pindala jaotusi jargmise

tabeli jargi:
Pindala Farmide arv
5— 10 ha 10
10— 20 ha 10
20 — 40 ha 10

Igas klassis on iihesugune arv farme, aga klassid pole pindalalt vordsed.
Kui jagame andmed vordse laiusega klassidesse, eeldame farmide vordset
jaotust koigis klassides, saame:

Pindala Farmide arv
5 — 10 ha 10,0
10 — 15 ha 5,0
15 — 20 ha 5,0
20 — 25 ha 2,5
25 — 30 ha 2.5
30 — 35 ha 2.5
35 — 40 ha 2,5

Jarclikult, jargnev vasakpoolne graafik, mis on koostatud esimese tabeli
pohjal, naitab jaotuse moonutatud pilti, aga graafik paremal pool on parem.
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Seal on kéik tulbad vérdse pindalaga ning esile on toodud fakt, et farmide
arvukus on vordne koikides klassides.

ITHSEKS
Ebakorrekine graafik andmete esitamiseks Komektne graafk ancmete esita

10+ )
10 ¢ g
|
5-
2
| T
T T T T T T T T T T
1] 10 20 0 a0 50 0 10 0 a a0 50
Pindata Pindala
Halb graafik andme siiku esilamiseks
12
10
8
6
4
2
[
5t 10-20 20-40
pindaty

Parempoolne alumine graafik on pigem halb. Klassid on kujutatud vordse
laiusega, ehkki nendel laius ei ole vordne.

2.3.6 Hajuvusdiagramm

Tiivi-leht-diagrammid, histogrammid ja karpdiagrammid iseloomustavad ena-
masti aimmlt iithte tunnust. Vahel on huvitav imrida mitme numbrilise tun-
nuse vahelisi seoseid. Kujutame graafikul uhe tunnuse vadrtusi horison-
taalsel teljel ja mone teise tunnuse vaartusi vertikaalsel teljel, kus iga vaatlus
tahendab punkti graafikul: moodustuvat graafikut nimetatakse hajuvusdia-
grammiks ehk korrelatsiooniviljaks.

Niide. Jargneva graafiku andmed on véetud nurimusest?, kns méodeti
seemikute junrekasvu. Seemikuid vdetati erinevate 2-(2,4-diklorofenoksii)-
propioonhappe (Dichloroprop) annustega. Annused on graafikul logaritmi-
tud. Graafikul ndeme suurt, hulka varieeruvust, aga ndeme ka siistemaatilist
mudelit: keskmine juure kasv viheneb annuse kasvades.

2Ulla Didon and UIf Olsson (1997): A bioassay method for deteetion of Dichlorprop
and MCPA in water. Swedish J. Agr. Res., 27: 121-128.
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2.3.7 Varieeruvuse esitamine graafikul
Monikord suure andmestiku korral voib vajalik informatsioon graafikul ka-
duma minna. Naiteks joonisel on liiga palju punkte ja mudel on raskesti

nahtav Sel juhul on kasulik mingil viisil summeerida vaatlused ja kujutada
graafikul ainult summad. Moned alternatiivid:

o kujutada graafikul ainult keskvaartusi,

¢ koostada karpdiagramm iga x-i viartuse jaoks,

joonistada iga x-1 vaartuse jmrde keskvaartus + standardhalve,

joonistada iga x-1 vaartuse juurde keskvaartus + keskvaidrtuse stan-
dardviga.

Jargnevatel graafikutel on esitatud sama andmestiku péhjal need neli
alternatiivi. Segaduste valtimiseks on joonisel kindlasti vaja markida mis-
sugust alternatiivi kasutame. Meie naite korral kasutame vastavalt karpdia-
grammi, ainult keskvaartust, Meant+SEM ja Mean+ts.
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2.3.8 Teised bivariantsed graafikud

Ménikord on kasulik kombineerida erinevaid diagrammide tiitipe. Uheks
naiteks voiks olla erinevate gruppide karpdiagrammid (naiteks erinevate t50t-
luste) esitamine iihel ja samal graafikul. Sellel on siis kvalitatiivne muutnja
horisontaalteljel ja kvantitatiivne muutitja on vertikaalteljel.

Naide. Uuriti kahte gruppi punviljakarbseid. Uks grupp valiti selline, mis
on vastupidav DDT suhtes, teine grupp oli normaalne selekteerimata grupp.
Vaatlustena fikseeriti iga emase poolt munetud keskmine munade arv piaevas
ning mootmisi teostati kahe nidala jooksnl.
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Grupp 1 Grupp 2

12.8 27.3 35.4 22.6
21.6 22.4 27.4 40.4
14.8 27.5 19.3 34.4
23.1 20.3 41.8 30.4
34.6 38.7 20.3 14.9
19.7 26.4 37.6 51.8
22.6 23.7 36.9 33.8
29.6 26.1 37.3 37.9
16.4 20.5 28.2 29.5
20.3 38.6 23.4 42.4
29.3 44.4 33.7 36.6
14.9 23.2 29.2 474

23.6 41.7

Missugune on kahe grupi vahelise viljakuse erinevus? Vastuse kiisimusele
voime vilja lugeda jargnevalt jooniselt:

s

T
COt grupp tavaline

Olgugl et kaks gruppi osaliselt katavad sama ala, nieme, et grupil 1 on
madalam viljakus kui grupil 2. Iiljem vaatleme formaalseid viise, kuidas
seda jiareldust hinnata.
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2.4 Kvalitatiivse andmestiku kokkuvote

2.4.1 Sagedustabel

Lihtsaim véimalus iillevaate saamiseks diskreetsest andmestikust (numbrilise
voi ka nominaalse skaala andmestikust) on koostada sagedustabel. Selle pare-
maks illustreerimiseks kasutame naidet. Mirgiti iiles erinevat liiki puude
arvukus Lansing Wood’i, Michigan®metsas. Tulemus on esitatud tabelis, mis
ongi sagedustabel:

Liik Puude arv
Punane tamm 346
Valge tamm 448
Must tamm 135
Hikkoripuu 703
Vaher 514
Teised Ingid 105
Kokku 2251

2.4.2 Risttabel

Risttabel on tabel, kus ithikud jaotatakse kasutatavate kahe (voi rohkema)
kriteertumt jérg. Risttabelit kasutatakse tunnustevaheliste soltuvuste leid-
miseks.

Niide.

Unriti, kas leidub soltuvust norskamise ja siidamehaiguste vahel* And-
meid koguti 2484 patsiendilt, kellel oli mingi siidamehaigus ning nendelt
kiisiti, kui suurel maédral nad 8ositi norskavad. Saadud andmestik on jargmine:

Kas  on | Norskavad | Norskavad | Kokku
stidamega | harva/mitte| sageli/alati
probleem? | kunagi

Ja 59 51 110

Ei 1958 416 2374
Kokku 2017 467 2484

#Anmed on véetud: P. G. N. Digby and R. A. Kempton (1987): Multivariate analysis
of ecological communities. London, Chapman & Hall.

4Andmed on véetud: P G. Norton and E. V Dunn (1985): Snoring as a risk factor for
disease. British Medical Journal, pp. 6:30-632,
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Monikord on risttabelit raske lugeda, seepérast on kasulik esitada arvud
protsentidena. Selleks on vaja libida kolm jargnevat sammu:

1. Arvutada kokkuvotted protsentidena (antud juhul protsent 2484-st).

2. Arvutada reakokkuvotted protsentidena. 51 patsienti siidamehaiguste-

ga moodustab f?l? 100 = 10, 9% koigist, kes norskavad sageli/alati.

3. Arvutada veerukokkuvotted protsentidena. Koigist, kel on stidame-
51

haigusi, norskasid sageli voi alati {j5 100 = 46,4%.

Kumba protsenti arvutada, soltub sellest, mida on vaja niidata. Kiesole-
vas niites siidamehaigustega patsientidest norskasid 46% sageli/alati. Samal
ajal kui 18% kontrollgrupist norskasid. See viib mottele, et on mingi seos
norskammise ja siiddamehaiguste vahel. Hiljem uurime seda, kas see on "reaalne”
voi vOib seda selgitada juhuslikkusena.

2.4.3 Tulpdiagrammid

Jirgnevas tabelis on esitatud andmed hurte kehakaaln kohta, keda soodeti
erinevate toiduratsioonidega® Andmed on kogutud eksperimendi esimesel
péaeval (0. piev) ja peale kitmnendat pieva (10. paev).

Grupp 0. pdeva kaal (g) 10. pieva kaal (g)
Toeliselt madal protein (A) 46 86
Proteiinivaba dieet (B) 70 105
Kiillalt madal proteiin {C) 73 95
Kontrollitud hea st 120 140

Tulpdiagramm, mis kirjeldab hiirte juurdekasvu, on jirgmine:

*Andmed on voetud: R.O. Lawal: The elfect of a single oral dose of polyphenols
obtained from the outercoat of the fruit of Treculia africana in protein-deficient rats.
l'ood Chemistry 14 (1992) 321-323.
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g 0 péeva kaal

10 ] B 10 péeva kaal
100 1

50 |

0 . -
Toeliselt Proteiinivaba KiRalt medat Kontrollitud
medal dieet (B) prateiin (C) hea s&ot
proteiin (A)

2.4.4 Sektordiagramm (Pie graafik)

Kevadise nisu kiudainete sisaldus on toodud jirgmises tabelis®:

Dieedi kiud Keskmine (%)
Arabinosi sete 2,30
Xylosi sete 3,60
Mannosi sete 0,28
Galactosi sete 0,49
Glucosi sete 3,60
Uronic happe sete 0,35
Klason ligniin 0,74

Nende andmete kujutamiseks sektordiarammil arvutame erinevate kom-
ponentide protsendid ja transleerime need nurgakraadidesse.

6 Andmed on véetud: Per Aman: The variation in chemical composition of Swedish
wheats. Swedish J.agric.Res.18:27-30, 1988,
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Klasoni
. ligniin
Uronic 7% Arabincos
3% . 20%

Glikeas
32%

Ksilloeos

Galaktoos 3%

a% Mannose
2%

25
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2.5 I"Jlesanded

2.1
20 taimest koosneva valimi kasvud (cm-tes) mdddeti jargmiselt:
12 16 24 13 3 15 22 18 14 10
18 26 17 12 11 17 21 18 16 5

A, Kujuta andmestik sagedustabelina, moodustades selleks eelnevalt sobi-
vad klassid.

B. Kasuta saadud sagedustabelit ja joonista selle péhjal histogramm.

C. Arvuta keskmine, dispersioon, standardhalve ja mediaan.

2.2

Emaseid rotte (28-84 piieva vanad) so6deti kindla toiduga. Nad kaaluti ja saadi

jargmised andmed:
134 146 104 119 124 101 107 83 113 129 97 123 92 118

A Arvuta keskvaartus.
B. Arvuta dispersioon.
C. Kirjelda andmed, kasutades stem-and-leaf diagrammm.
D. Arvuta mediaan.
E. Koosta kastdiagramm.
2.3
Uurija kasvatas kasvuhoone iihel peenral 15 tomatitaime. Peale 21. paeva
mootis ta taimede varrepikkused (em), mis olid jargmised:
124 109 11,8 14,1 126
12,2 122 135 12,7 11,9
13,4 121 120 13,2 13,1
Konstrueeri nende andmete pdhjal tiivi-leht-diagramm.
Arvuta keskvairtus.

Arvuta dispersioon.

Dow»

Arvuta mediaan.

E. Koosta karpdiagramm.

2.4

Katses sooviti uurida, kuidas mdéjub valgus sinepitaimede juurekasvule., 20
sinepitaime istutati pottidesse. 10 juhuslikult valitud taime pagutati pimedasse,
lilejaanud 10 taime jaeti kasvama paevavalgusesse. Mone aja méodudes maddeti
iga taime juure pikkust ja saadi jargmised tulemused:
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Taimed pievavalgusest

Taimed pimedast

21 22

39 16

31 20

13 14

52 32

39 28

55 36

50 41

29 17

17 22
Kiisimused:
A Arvuta keskviirtus molemas grupis.
B. Arvuta dispersioon molemas grupis.

27

C Koosta karpdiagramm nii, et molemad grupid oleksid samal diagrammil.
D. Tee tiivi-leht-diagrammid kahele grupile, kasutades tihesugust “tiive®

molemale grupile.
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Peatiikk 3

Toenaosus

3.1 Moned kontseptsioonid ja mirkused

Toenaosusteooria sisaldab arvutusi ja toendosuslikke otsuseid selle kohta, mis
voib jubtuda. See on vidrtuslik bioloogidele, niiiteks geneetikutele. Selle abil
formuleeritakse ka metoodilised alused jirelduste tegemiseks andmete kohta.
Tdeniosusteooria pohimoisteks on siindmus, mis defineeritakse katse abil.

Definitsioon 7 Juhuslibuks katseks nimetatakse katset, mille tulemus ei ole
katsetingimustega theselt mdaratud. Kalse on suvaline arv korratev, tal on
loplik arv vordvoimalikke tulemusi.

Juhusliku katse kirjeldamisel et ldhtuta iiksikust katsetulemusest, vaid
sagell ilmneb katse paljukordsel kordamisel mingi seaduspérasus. Katse kor-
raldamise tingimused tuleb enne katse sooritamist fikseerida.

Niide. Kui me viskame téringut, siis katsetulemuste hulk on {1, 2, 3, 4,
5, 6}. Resultaat ”6” on tulemus.

Definitsioon 8 Sindmuschs nimetame iga katsetulemuste hulka.

Utleme, et siindmus A toimub, kui katse tulemusena esineb moni selle
voimalikest siindmuse katsetulemustest. Sindmus on méiiratud parajasti
siis, kui on fiksceritud katse ja mézratletud tema katsetulemuste hulk. Seega
ka iga iiksik katsetulemus voib olla siindmus.

Niilde. Voime defineerida siindmuse A kui "téringu koik paarisarvulised
arvud 7 Sel juhul on siindmus A = {2,4,6}.

29



30 PEATUKK 3. TOENAOSUS

Definitsioon 9 Téiend mingile sindmusele A sisaldab koiki tulemust, kus
A ei esine. Sageli tdhistatakse seda A.

Naide. Kui A = {2, 4,6}, siis esitatud naites taiend on A = {1,3, 5}

3.2 Toenaosuse illdmoisted

3.2.1 Toenaosus kui suhteline sagedus

Niide. Oletame, et viskame minti. Margime tulemused jargnevalt: mundi
esikiilje saamise korral 1 ning tagakiilje korral 0. Esimesel viskel saime miindi
tagakiilje. Peale esimest viset on miindi esikiilgede suhteline sagedus 0. Teise
viske tulemus on miindi esikiilg. Kui me tihistame miindi esikiilje ilmumise
arvu f, ja koikide visete arvu n, siis saame f,/n = 0,5. Miindi esikiilje
ilmumise suhteline sagedus on 0,5. V&ime jatkata miindi viskamist. Peale
250 viset saame naiteks:

.Y — - -
os
o7
k-
s i e
N A BNt e i

- B3
o3
oz
[*A}

o

a @ 1m 150 an 20

Naeme, et suhteline sagedus (proportsioon) stabiliseerub arvu .5 iimbru-
ses. Voime oletada, et teniaosus selleks, et viskel tuleb miindi esikiilg, on 0,5.
Toendosuse ebatapne definitsioon voiks olla P = lim {f See on Bernoulli

n—oo

poolt tdestatud suurte arvude seadus, mis vaidab suhteliste sageduste jada
koondumist. toéendostseks.
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3.2.2 ”Soodsad” ja ”voimalikud” tulemused

Toen#osuse teine kontseptsioon on jéargmine: oletame, et mingis katses saadi
n voimalikku tulemust. Nendest f on soodsad. Missugune on toeniosus, et
liks soodne tulemus esineb?

Vastus on: kui erinevad tulemused on vordtoeniosed ehk vordveimalikud,
siis soodsate tulemuste saamise toendosus

s

n

Niide. Meil on 100 loteriipiletit, millest igal piletil on iihesugune voéimalus

volduks. Tombame nendest b piletit. Toendosus selleks, et voidame, on

3. —0,05.

3.2.3 Aksiomaatiline toeniosus

Matemaatikud eelistavad sageli toendosuse defineerimiseks kasutada kolme
aksioomi.
1. Mingi siindmuse A toendosus P(A) on arv, mis asub vahemikus
0< P(AY <1
2. Mingi litsiindmuse toen#osus on iga iiksiku siindmuse toendosuste
surnma.
Niide. Toendosus, et tiringuviskel tuleb paarisarv, on
P(2) + P(4) + P(6).
3. Iga siindmuse esinemistoenéosus on 1.
Niide. Toensosus, et taring naitab tihte numbritest (1, 2, 3, 4, 5, voi 6),
on 1!

3.3 Moned toendosuse reeglid

3.3.1 Liitmise reegel

Kui A ja B on kaks siindmust, siis toenaosus selleks, et toimub iks siind-

mustest A voi B vol molemad (A ja B) on P(A) + P(B) — P(A ja B).
Mirkus. Loogiline ja tihistatakse sageli méirgiga N ja loogiline v6¢ tahis-

tatakse U. Liitmise reegli voib kirjutada jargmiselt

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

L J4tame tiheclepanemata voimaluse, et viskel v6ib tdring kaduma minna.
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Naide. Teatav geen piritakse vastavalt jargmistele toenéosustele:
Mees Naine Kokku
Omab geeni 0,167 0,083 0,250
Ei oma geeni 0,333 0,417 0,750
Kokku 0,500 0,500 1,000 _

Mis on tGensolisem, kas siindiv indiviid on mees v6i omab geeni v6i mole-
mad - on mees ja omab geeni?

Vastus. Tdendosus P(A), et siindiv indiviid on mees, on 0,5. Toendosus
P(B), et see indiviid omab teatud geeni, on 0,25. Tdendosus P(A ja B) =
P{AN B), et indiviid on mees ja omab teatavat geeni, on 0,167 Seega kahe
stindmuse koos esinermise tdenaosus on 0, 500 + 0,250 — 0,167 = 0,583.

3.3.2 Soltumatud siindmused

Kui ithe siindmuse toimumune ei mojuta teise siindmuse toimumise toendo-
sust, siis need siindmused on soltumatud. Jarelikult, kaks siindmust A ja B
on soltumatud, kui kehtib vordus

P(An B) = P(A) P(B).

Naide. Eelneva niite pohjal kitsime, kas siindmused, geeni olemasolu ja
sugu, on soltumatud?

Vastus. Kaks siindmust on soltumatud, kut P(mees ja omab geeni) =
P(mees) P{omab geeni) = 0,5 0,25 = 0,125. Tabelist saame, et P(mees
ja omab geeni} = 0,167 Seega 0,167 # 0,125. Jirelikult, geeni olemasolu ja
sugu ei ole soltumatud.

3.3.3 Soltumatute siindmuste korrutamise reegel

Kui A ja B on s6ltumatud siindmused, siis nende siindmuste korrutise tdenso-
sus vordub tegursiindmuste toendosuste korrutisega.

P(ANB) = P(A) P(B).

Niide. Teatavat liikki seemne idanevus on 90%, st koikidest seemnetest
90% hakkavad idanema. Kiilvati kaks seemet. Missugune on tdeniosus, et
molemad seemned idanevad?

Lahendus. P(molemad seemned idanevad) = P(esimene seeme idaneb)
P(teine seeme idaneb) = 0,9 0,9 =0,81.
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Niide. Sama liigi seemneid kiilvati 10 seemet. Kul suur on toenéosus, et
koik seemned hakkavad idanema?

Lahendus. Kasutame korrutamise reeglit korduvalt, selle pohjal P{koik
seemned idanevad) = P(esimene seeme idaneb) P(teine seeme idaneb) ...
P(ktimnes seeme idaneb) =09 0,9 09 09 09 09 09 09 09 09
= 0,910 = 00,3487

3.3.4 Tinglik toeniosus

Toendosus selleks, et siindmus A toimub tingimusel, et siindmus B on toimu-
nud, tihistatakse P{A|B).

Markus. Soltumatute siindmuste korral P(A|B) = P(A). Toeniosus ei
tohi soltuda B-st.

3.3.5 Bayes’i teoreem

Oletame, et on toimunud siindmus B ning me teame selle siindmuse toimu-
mise toendosust P(B). Niiiid toimus siindmus A, mille tulemusena voime
esialgsele sitndmusele arvutada tipsustatud toendosuse Bayes’i valemiga

P(AN B)
P(B)

Niide. Eelpool vaadeldud parilikkuse niites kindlad indiviidid on mehed.
Missngune on toeniosus, et need indiviidid omavad teatud geeni?

Lahendus. Tabelist nieme, et tGendosus P(mees ja omab geeni) = 0, 167.
Tabelist saame ka P({mees) = 0,5. Jérelikult tdendosus, et indiviid omab
teatavat geeni, juhul kui ta on mees, on 0,167/0,5 = 0,333. (Uks kolmandik
koikidest meestest omab teatavat geeni.)

P(A|B) =

3.3.6 Korrutamise reegel

Kui A ja B on siindmused (el pea olema sdltumatud), siis tdendosus, et A ja
B toimuvad, arvutatakse

P(ANB) = P(A) P(B|A).

Niide. Périlikkuse néites on toendosus selleks, et indiviid on mees ja omab
teatavat geeni, 0,5 0,333 = 0,167 (mida just arvutasime). Seda nieme ka
ilma igasuguste arvutusteta otse tabelist.
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Mérkus. Bayes'i teoreem ja korrutamise reegel (lihtsas formuleeringus)
on kaks erinevat teed sama asja kirjeldamiseks.
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3.4 TUlesanded

3.1

Pirilikkuse niites omab indiviid teatud geeni. Missugune on toen#osus, et see
indiviid on naine?

3.2

Missugune on seemnete niites toenéosus selleks, et 10 seemne hulgast vihemalt
iiks seeme hakkab idanema?

3.3

Ajalehes ” Aftonbladet” 20.10.1994. voéetud artikkel ”’Tervel” naisel oli rin-
navihk” Vastavalt artiklile said moned naised, keda uuriti ultraheliga, vale di-
agnoosi. 4% naistest, kellel diagnoositi rinnavihk, olid tegelikult terved ja 2%
naistel, kes olid terveks tunmistatud, oli rinnavihk.

Eeldame, et 3%-1 vaadeldud naistest diagnoositi rinnavihk. Kasuta eelpool
toodud informatsicom ning vasta jirgmistele kiisimustele:

A. Missugune on toeniosus, et naisel, kes diagnoositi kui “haige”, tegelikult
on ka rinnavihk?

B. Missugune on toenosus, et juhuslikult valitud naisel on rinnavahk?

C. Eeldame, et naisel on rinnavahk. Missugune on toeniosus, et seda ei ole
avastatud?
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Peatiikk 4

Toenéosuslikud jaotused

4.1 Sissejuhatus

Juhuslik suurus on suurus, mille vidrtused on méiratud juhusega. Seda voib
kirjeldada téeniosusfunktsiooni voi toendosusjaotusega. Matemaatiliselt on
toendosusjaotus funktsioon, mis iseloomustab juhusliku suuruse toendosuslik-
ku kaitumist. Moned nendest jaotustest on osutunud sobivateks mudeliteks
reaalsete protsesside voi nidhtuste kirjeldamisel. Jéarelikult voib toendosus-
funktsiooni vaadelda kui matemaatilist mudeht iildkogumile, millest on voe-
tud valim.

4.2 Diskreetsed juhuslikud suurused

Diskreetset juhuslikku suurust kirjeldatakse tema toendosusfunktsioont f(x)
abil. Igale juhusliku suuruse vésrtusele seab funktsioon f(x) vastu tema esine-
mistoendosuse. Toendosusfunktsiooni voib esitada tabelina voi valerina, mis
niitab juhusliku suuruse ja tema toeniosuse vahelist seost. Juhusliku suu-
ruse koikide toendosuste summa on 1. Kui tihistame toendosusfunktsiooni
f(x), siis peab kehtima > f(z;) = 1.

Niide Bernoulli jaotuse kohta, kut p = 0, 5. Vaatleme lihtsat katset miindi
viskamise kohta. Kui miint maandub esikiilg peal, registreerime selle numb-
riga 1 ja kui maandub tagapool peal, siis mirgime numbriga 0. Jérelikult
z = 1jaz = 0 on kaks voimalikku tulemust. Kui miint on “lennus®, on mole-
mad tulemused vordtoendolised. Toendosusjaotuse voime esitada jirgmise
tabelina ja kujutada graafikul:

37
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10
09
08 -
07 -
06 -
Zos
04
03 -
02
0.1

z f (.’E) 00 T ; —
0 05 x
1 05

f(z) on kasutusel téendosusfunktsioonina. See niitab, et juhuslik suurus
X omandab visirtuse x, mille toendosus on: f(z) = P(X = z). Eelnevas
libtsas niites f(z) = 0,5, kui z = 0 ja f(x) = 0,5, kui £ = 1 ning kaigil
teistel juhtudel f(z) = 0.

Mérkus. Tavaliselt kasutatakse X juhusliku suuruse tihistamiseks ja
juhusliku suuruse véidrtuse tdhistamiseks tihte . Tahistus P(X = x) tihen-
dab: "Toendosus selleks, et juhuslik suurus X omandab viirtuse £“ Seda
tdhistust kasutame juhtudel, kui on vaja vahet teha suuruse ja viirtuse
vahel. Kul kontekstist on selge, siis kasutame viikest tihte.

Niide dldise Bernoulli jaotuse kohta. Oletame, et tulemused z = 0 ja
z = 1 el ole vordtoensolised P(z = 1) = pja Pz = 0) =1 —p. See on
Bernoulli jaotus, mis soltub p viirtusest. Jaotuse parameeter on p.

10
09
08 +
07
06 -
Eos
04
02 -
02
01 -

z  f(z) 00 -
—""_—0 1 — p 0 ) 1
1 P

Niide téisarvulise jaotuse kohta. Kui viskame téringut, siis voime saada 1,

2,3, 4, 5 voi 6 punkti. Kui tiring veel veereb, on koik tulemused vordtdensolised.

Jarelikult voime toendosusjaotuse kujutada jargmiselt:
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= &) -
1/6 S0z

1/6 0.1
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4.2.1 Diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon

Jactusfunktsioon F(z) naitab iga viartuse x korral tGendosust, et diskreetne
juhushik sunrus X omandab selle viiirtuse voi on sellest viiiksern. Jarelikult
jaotusfunktsioon on

Fx)=PX <z)=)_ f(=).

Ti<T

Niide. Jargnevas tabelis ja korvaloleval graafikul on esitatud Bernoulli

jaotuse korral toendosusfunktsioon ja jaotusfunktsioon, kui parameeter on
p=202,.

10 S —

05

F(x)

x flz) F(z) e
O 0’ 5 0’5 -05 an ﬂ:l 10 15
1 05 L0

Niide. Fsitame juhusliku suuruse toen#osusfunktsiooni ja jaotusfunkt-
siooni, kus numbrid 1 kuni 6 on vordtoen#olised. Antud olukord vastab
soodsatele tiringu visetele.
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z_flz) Flz)

1 1/6 1/6 c u

2 1/6 2/6 g

3 1/6 3/6

4 1/6 4/6 W =
5 1/6 5/6 0 1 2 axt L] ] 7
6 1/6 6/6

Statistiliste jaotuste paljud tabelid on jaotusfunktsioonide tabelid.

4.2.2 Diskreetse juhusliku suuruse keskviiértus

Diskreetse juhusliku suuruse keskviértus on defineeritud kui

EX=Y z f(z),
kus summeeritud on iile koigi x vidrtuste. -«
Niide. Bernoulli jaotuse korral, kus siindmused z = 0 jax = 1 on

vordtdenzolised, on keskvidrtus EX ="z f(z)=0 0,5+1 0,5=0,5.
Niide. Uldise Bernoulli jaotuse korral, kus P(z = 1) = pja P(z = 0) =
1 — p, on keskvasartus EX =) z f(z)=0 (1-p)+1 p=p.
Niaide. Kui heita taringut, siis keskvadrtus on

EX=11+2 $+3 1+4 }+5 $+6 =35

4.2.3 Diskreetse juhusliku suuruse dispersioon

Diskreetse juhusliku suuruse dispersioon defineeritakse valemiga

DX =) (z- EX)" f(=).

Niide. Bernoulli jaotuse korral, kus siindmused z = 0 ja z = 1 on
vordtoendolised, arvutatakse dispersioon
DX =(0-0,5° 0,5+ (1~-0,5)° 0,5=0,25.

Niide. Uldise Bernoulli jaotuse korral
DX=(0-p) (1-p)+(1-p)° p=p(1-p)

Naide. Kui heita tiringut, siis
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DX =(1-35)° {+(2-3,5° 1+(3-3,5)® 1+(4-35)" i+
+(5—-3,5)7 14+ (6-3,5)" =% ~20167
Mirkus. Siin on risk suureks segaduseks. Varem me niitasime, kuidas
arvutada keskvifirtus ja dispersioon andmestiku valimi jaoks. Niiiid andsime
keskviisrtuse ja dispersiooni valemid juhusliku suuruse jaoks. Viimati maini-
tut voib interpreteerida kui ming {ildkogumi keskviirtust ja dispersiooni.
Nagu mérkisime, on juhusliku suuruse tdhendus sageli kasutusel kui mingi
{ildkogumi mudel. Palun piilia neid eristada:
a) valimi statistikud: Z, s? jne,
b) tildkogumi (populatsiooni) parameetrid: EX = p, DX = ¢? jne on
midratud jaotusega juhusliku suuruse parameetrid. (Kreeka tihed on sageli
kasutusel iildkogumi parameetrite tihistamisel.)

Ehk aitab joonis kergendada selle erinevuse arusaamisel:

4.2.4 Binoomjaotus

Niide. Seemnehunnikust voeti 5-st seemnest koosnev valim. Seemnetel oli
70% idanevus (st toendosus, et seeme hakkab idanema, on 0,7). Kui suur on
toenéosus, et koik 5 seemet hakkavad idanema?

Lahendus. Kasutades toendosuste korrutamise reeglit, saame toeniosuse
0,7 0,7 0,7 0,7 0,7=0,7"=0,16807

Nieme, et binoomjaotus miidrab n katse hulgas "edukaks” osutunud kat-
sete jaotuse. Tal on kaks parameetrit: n on katsesecria pikkus (t#isarvuline)
ja p on "edu” voimalikkus itksikkatsel (visirtus 0 ja 1 vahel).

Niide (jarg). Missugune on toendosus, et 3 seemet 5-st idanevad?
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Lahendus. Tahistame idanevat seemet numbriga 1 ja mitteidanevat SeeI'net
numbriga 0. Naiteks iiks voimalik tulemus vdib olla 1, 1, 1, 0, 0. Sellise
jirgnevuse tdendosus on 0,7 0,7 0,7 0,3 0,3=0,7° 0,3% =0,03087

Voime valida kuidas iganes kolm idanevat secmet 5 seemne hulgast. Moned
niditedon 1, 1,0, 1, 0; 0, 1, 0, 1, 1; 1, 0, 1, 1, O ja nii edasi. Jirgnev arvutus
niitab erinevate voimaluste arvu 3 idaneva seemne valimiseks 5 seemne seast

) = 3!_(55’_3)! = 35101 = 10. Nende hulgast igal on esinemistoentiosus
0,03087 Jarelikult, toendosus 3 idaneva seemne valimiseks on 10-0,03087 =

0, 3087

Mirkus. Siimbol x! tihendab, et korrutame x-ga vordse ja sellest viikse-
mad positiivsed tdisarvud omavahel. Jarelikult 5! =5 4 3 2 1 =120. z!
loetakse "z faktoriaal”

'n) _ n!

Mérkus. Siimbol (:) on defineeritud jirgmiselt: ( z) = T

4.2.5 TUldine binoomjaotus

Oletame, et mingi katse vOib anda kaks erinevat tulemust, mida mirgime
koodide 1 ja 0 (naiteks idaneb ja ei idane) abil. Koodiga 1 tahistatud tule-
musel on toendiosus p. Seega, igal katsel on iildine Bernoulli jaotus. Katset
korrati n korda. Missugune on toensosus, et 1-de arv on z7

Toendosus, et juhuslik suurus X omandab vidrtuse x (0 < z < n), on
arvutatav jargmise valemiga:

7l

z! (n — :1:)!‘p$(1 -

See on binocomjaotuse téendosusfunktsioon f(x). On vdimalt niidata, et bi-
noomjaotuse keskviirtus ja dispersioon on vastavalt EX = np ja DX =
np(1 — p). Niitena esitame binoomjaotuse graafiku, kus n =10 ja p = 0,7
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03

02 —

1(x)

o1

u.na‘..l!

Binoomjaotuse jaotusfunktsiooni viirtused on esitatud raamatu lisas
"TFabelid” tabel 2. Illustreerime niite abil tabeli kasutamist.

Niaide. Oletame, et meil on plaanis kiilvata 10 seemet. Valime need
juhuslikult seemnehunnikust, seemnetel on 70% idanevus (st toendosus, et
seemne hakkab idanema, on 0,7).

A. Missugune on toendosus, et rohkemn kut 8 seemet 10-st idanevad?

B. Missugune on toendosus, et 8 seemet 10-st seemnest idapnevad?

Lahendus. Viljavote binoomjaotuse jaotusfunktsiooni tabelist, kus
n = 10, on jirgmine:

p=01 p=02 p=025 p=03 p=04 p05 p=06 p=07
03487 01074 00563 00282 00060 00010 00001 0.0000
07361 03758 02440 01493 00484 00107 00017 0.0001
09298 06778 05256 03828 01673 00547 00123 00016
09872 08791 07758 06496 03823 01719 00548 00106
093984 09672 09219 08497 06331 03770 01662 00473
09999 09936 09803 09527 08338 06230 03669 0.1503
10000 09991 09965 09894 09452 08281 06177 03504
10000 09999 09996 09984 09877 09453 08327 06172
10000 1.0000 10000 0.9999 09983 09893 09536 [ 0.8507 |
10000 10000 10000 10000 08999 09950 09940 09718
1.0000 10000 10000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000

=0 ~NOUNnLWwN-=-O0O|x

o

A. Meie niites p = 0,7 Jérelikult peame kasutama tulpa, kus p = 0,7
Raami sees olev arv on 0,8507 See tihendab, et kui idanevate seemnete arv
(x) on 8 voi viiksem, on tdendosus: Pz < 8) = 0, 8507

B. Téendosus, et tipselt £=8 seemet 1danevad on,

Pz =8)=P(x <8)— P(x <7)=10,8507 — 0,6172 = 0, 2335.
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4.2.6 Poisson’i jaotus

Niide. Vaatleme kindlalt liiki viikesi krabisid. Nad piiiti piki randa téiesti
jubuslikult. Rand jagati 0,5 0,5 m suurusteks ruutudeks. Loeti ile, mitu
krabi on igas ruudus. Keskmiselt oli neid 4 = 2. Kui suur on toendosus, et
kindel ruut sisaldab 3 krabi?

Lahendus. Uks vdimalus selle probleemi vaatlemisel on mottes jagada
pindala ikka viiksemateks ja viikesernateks ruutudeks. Lopuks on voimalik,
et igas ruudus on mitte rohkem kui iiks krabi. Neid ruute voib olla viga suur
arv (n) ja krabide igasse ruutu sattumise téensosus (p) voib olla véiga véike.
Selle probleemi lahendamiseks voime kasutada binoomjaotust. Matemaatili-
selt on voimalik naidata, et kui bimoomjaotuse korral n — o0 ja p — 0,
sils np on konstant. Tahistame np = As. Seda tulemusjaotust tuntakse kui
Poisson’t jaotust ja kirjutatakse

Markus. Miks téhistasime parameetri As-ga. Kas ei oleks olnud kiillaldane
kasutada ainult A7 Vastus sellele on: Poisson’i jactus on seotud kasutavate
ithikutega. Kui krabide arv m? kohta jargib Poisson’i jaotust parameetriga
3, siis krabide arv 0,5 m? kohta jargib Poisson’i jaotust parameetriga 1,5.

Néiteks kui As = 2, siis toenéosus, et tépselt X = 3 krabi satub iihte

ruuty, on f(3) = 23;72 = (), 1804.

Poisson’i jaotuse keskvdirtus KX = As ja dispersioon DX = As. Jareli-
kult, on keskviirtus ja dispersioon vordsed.

Poisson’i jaotuse jaotusfunktsiooni tabelist (tabel 3 raamatu lisas) on
esitatud viljavote. Esitame tabell kasutamise niite.

Oletame, et krabide arv ruutmeetri kohta jirgib Poisson’i jaotust kesk-
vidrtusega As = 3.

A. Missugune on toendosus, et kindel ruut sisaldab mitte rohkem kui 5
krabi?

B. Missugune on toeniosus, et kindel ruut sisaldab 5 krabi?

Lahendus. Jiargnev tabel on Poisson’i jaotuse jaotusfunktsiooni tabeli osa.
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As=0.5  As=1  hs= As=3
0607 0368 0135 0.050
0910 0736 0406 0.199
0986 0920 0677 0423
0998 0981 0857 0647
1.000 0996 0947 0815

0.999  0.983
1.000 0995 0066
0999 0988

NN WN - O|x

A. Raami sees olev number annab vastuse: P(X < 5) =0,916.

B. Noutav toendosus arvutatakse:

P(X =5) = P(X <5)— P(X <4)=0,916 — 0,815 = 0, 101.
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4.3 Pidevad juhuslikud suurused

4.3.1 Ristkiilikjaotus

Mitmed taskuarvutid ja tabelarvutusprogrammid omavad juhuslike arvude
funktsiooni, mida sageli tahistatakse RND(). Kasutades seda funktsiooni,
leiab arvuti juhusliku arvu enamsti 0 ja 1 vahel. Selliste numbrite jaotust
nimetatakse ristkiilikjaotuseks, mille viidrtused on: f(z) =1, kui 0 < z <
1, ning teistel juhtudel on funktsiooni viirtus 0. Jaotusealune pindala on
vordne 1. Graafik on véga lihtne.

05 0.0 05 10 15

Eelnevalt kiisitlesime diskreetseid juhuslikke suurusi. Niitid késitletavad
juhushkud suurused on pidevad juhuslikud suurused. Pidev juhuslik suurus
voib omandada viirtusi kogu arvteljelt. Tema defineerimiseks kasutatakse
tihedusfunktsiooni f(x), mis on alati mittenegatiivne ja tema integraal {ile
kogu juhusliku suuruse méiramispiirkonna on 1. Jarelikult on jargnevate
juhuslike suuruste korral tGensdosus esitatav pindalana. Niiteks ristkilikjao-
tuse korral toendosus, et X on viiksen kui 0,3, on 0,3. See on eeloleval
graafikul vasakpoolne pindala vidrtuseni 0,3. See tihendab, et jaotusfunkt-
sioonil F'(z) on viirtus 0,3 kui z = 0, 3.

4.3.2 Normaaljaotus

Normaaljaotus on tihtis kahel pohjusel. Esiteks, jargivad paljud muutujad
bioloogilise uurimuse juures normaaljaotust, vihemalt ligikaudselt. Niitena
voib tuua inimese pikkuse ja kaalu. Teiseks, valimi keskviirtus ja teised
statistikud, mis kehtivad valimis, piitiavad jargida valimi mahu n kasvades
normaaljaotust, mida niditame hiljem.
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Normaaljaotus on pidev ja tal on kena kelluka kuju. Teda kirjeldavad
kaks parameetrit: keskvisrtus p ja dispersioon ¢? Matemaatiline avaldis
voi tihedusfunktsioon normaaljaotusele on esitatav kui

1 6_0,5[1%1]2
oV 2T

flz) =

Tihedusfunktsioon on punkti p suhtes siimmeetriline ja omab selles punk-
tis koige suuremat vddrtust. Parameeter ¢ méirab tunnuse viirtuse haju-
tatuse keskvddrtuse suhtes ja tema viidirtus peab olema positiivoe, ¢ > 0.
Normaaljaotust parameetritega g = 0 ja ¢2 = 1 nimetatakse standardseks
normaaljaotuseks ning tema graafik on jargmine:

04 7
035 ¢
031
05 T

015 T
011

Normaaljaotusega suuruste toendosus on arvutatav kui pindala, kusjuures
kogu jaotusfunktsiooni alune pindala on 1. Pindala saab leida, kui arvutada
vastav integraal. Praktiliseks kasutamiseks on valem arvutuslikult keerukas.
Seetottu esitatakse jaotusfunktsiooni (integraali) védsrtused tabelis (tabelid
4 ja 5 raamatu lisas). Normaaljaotuse jaotusfunktsiooni tabeleid on sobiv
kasutada normaaljaotusega juhusliku suuruse abil defineeritud stindmuste
toendosuste arvutamiseks.

Niide. Kui suur on toeniosus, et normaaljaotusega suuruse z viirtus on
viiksem kui 1, kul tema keskvidrtus on 0 ja dispersioon on 1 ?

Lahendus. Otsitav toendosus on ndidatud graafikul viirtusest 1 vasakul
pool:



43 PEATUKK 4. TOENAOSUSLIKUD JAOTUSED

Kasutame normaaljactuse tabelit ja leiame soovitava tGendosuse, mis on
0,8413.

Tabel annab igale z positiivsele viirtusele tGendosuse F(z) omandades
viiksema vaartuse kui tabuleeritud, P(Z < z). Kui scovime arvutada tGenédo-
suse, mis omandab suurema véirtuse, kui on tabelis, kasutame seost. P(Z >
z)=1-P(Z <2)=1-F(2).

Niide. Missugune on toeniosus, et Z > 17

Lahendus. See toendosus kujutab eelneval graafikul vadrtusest 1 paremale
poole jadvat pindala. P(Z > 1)=1- P(Z <1)=1-0,8413 = 0,1587

Negatiivsete z vidrtuste korral kasutame fakti
P(Z<-2)=P(Z>z)=1-P(Z<2).

Niide. Missugune on tdendosus, et Z < —17

Vastus. P(Z<-1)=P(Z2>1)=1-P(Z<1)=1-0,8413 =0,1587

Mirkus: Matemaatilistele puristidele meeldiks iilaltoodud avaldises niha
range vorratuse mérki, st P(Z > z). Pideva muutuja jaocks pole tahtsust
faktil, et toendosus, kus Z omandab viidrtuse z, on 0. Jirelikult,

P(Z €1) = P(Z < 1) nii véime kasutada iikskoik kumba kahest.

Markus. Uldine nduanne: kui on vaja arvutada tdenfiosust normaaljao-
tuse jaoks, skitseeri jaotuse graafik ja viiruta otsitav pindala. See kergendab
otsutamist, kas vastus on reaalne.

Siiani oleme vaadelnud ainult ithte erilist normaaljaotust, mille keskviir-
tus 4 = 0 ja dispersioon ¢ = 1. Ometi leidub erinevate keskvisirtuste
ja dispersioonidega 1opmatult palju teisi normaaljactusi. Normaaljaotuse
siimmeetrilisuse tottu saame tabeleid lihtsa teisendusega kasutada ka suvalise
normaaljaotusega juhusliku suuruse kaudu defineeritud siindmuste tdenso-
suste arvutamiseks.
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Kui X jirgib normaaljaotust keskviartusega g ja dispersiooniga o2, siis

muutuja Z = %ﬁ jérgib normaaljaotust keskviirtusega 0 ja dispersiooniga
1. Z-1 nimetame standardiseeritud normaaljaotuseks. Selle paremaks illus-
treerimiseks vaatleme ndidet.

Oletame, et meeste pikkus iildkogumis (ligikaudu) jérgib normaaljaotust
@ = 175 ja ¢ = 10. Missugune on toendosus selleks, et:

a) juhuslikult valitud mees on lithem kui 185 cm,

b) juhuslikult valitud mees on lithem kui 165 cm,

¢) juhuslikult valitud mehe pikkus on 165 ja 185 cm vahel?
Lahendus.

a) P(X <185) = P (Z =2 < 18d88) — p(7 < 1) =0,8413

b) P (X < 165) = P (Z = %zt < 1815) = pP(Z <« ~1) =0,1587

¢) P(165 < X < 185) = P(—1 < Z < 1) = 0,8413 — 0, 1587 = 0, 6826.

4.3.3 Uldkogumi keskviiirtuse ja dispersiooni reegel

On kindlad reeglid juhusliku suuruse keskvidrtuse (matemaatilise ootuse) ja
dispersiooni kasutamiscks. Me ei toesta seda reeglit, vaid kasutame peagi
monda nendest. Need reeglid on kokkuvotvalt esitatud jargmises tabelis:

Funktsioon Keskvaartus Dispersioon Miirkused
2 +bX a+ by, b2 5?
+ bX +cY +bp, +
# ¢ a7 OB T Ol p25 + c25% 4 2bc - Cov(x,¥)
x ¥

a+bX +ec¥Y a+bp +opy, 2 2.2 KuiXjaY on

b? 5‘ +e'd y mittekorreleeritud, st

Cov(X,Y)}=0

Xp+Xa+ o +X, |t pet ot 7 Kui X; X;,... , X, on

52482445
1 2

" mittekorreleeritud, st

Cov(X,Y;)=0igalj
korral

2 Vaatlused on
mitiekorreleeritud
virdse keskvairtuse p ja
dispersiooni g korral

XX+, X ptp+...tpu=np 52+52+ L8

- e 52 Vaatlused on
X = Z)‘ ! n mittekorreleeritud
n vBrdse keskvaartuse p ja

- . .2
dispersiooni 6~ korral




50 PEATUKK 4. TOENAOSUSLIKUD JAOTUSED

4.3.4 Juhusliku suuruse valimkeskmise X jaotus

Oletarme, et mingist iildkogumist (v3i jaotusest) on moodustatud n vaatlusega
juhuslik valim, mille keskviisrtus on g ja dispersioon on ¢ Valimi keskviiértu-
se voime leida tavalisel viisil Z = &= Valim on saadud soltuvalt juhusest,
kuna vaatluste valik valimisse oli juhuslik. Kui kordame valikut, saame eri-
neva keskviirtusega teise valimi. Jarelikult sdltub valimkeskmine X jubu-
sest: X on juhuslik suurus!

Siin on kontseptsioon, millest on raske aru saada. Teadlane, kes tegi
mingi katse, sai niiteks keskviartuse 10,0. Ta voib intuitsioonivastaselt
vaadelda seda kui “juhuslikku® Seejuures véidrtus 10,0 oli juba vaadeldud.
Trikk on kujutada ette, mis juhtuks, kui katset korrata: saame terve hulga
keskviartusi. Kui laboratooriumi reeglid seda lubavad, voime katset korrata
ja voime saada lopmatult palju valimeid. Teooria pchjal voime ennustada
valimkeskmise X kiitumist katse kujutletavates kordustes.

Tuleme tagasi iildkogumi juurde, mille keskvisrtus on p ja dispersioon
on ¢? Mida voime ennustada iildkogumi kohta, kui vaatleme iildkogumist
moodustatud valimit, mille suurus on n?

" Keskviirtuse ja dispersiooni reeglite” tabeli pohjal saame:

1. K ()_( ) = i Korduvalt valitud valimkeskmine on iildkogumi keskvair-
tus.

2. D(X) =%  Valimkeskmise dispersioon, kui kasutame korduvat
valikut, on tildkogumi dispersiooni ja valimi mahu suhe.

Mirkus. Tahtis on seejuures eeldus, et vaatlused valimis peavad olema
soltumatud. See tingimus on tididetud, kui valim on moodustatud juhusliku
valiku abil.

Markus. /D ()_( ) = \/";2 = % tahendab ka siin valimkeskmise stan-

n
dardviga. (Vordle seda avaldist kirjeldava statistika peatiikis olevaga. )

Kolmas keskvairtuse omadus on esitatud ilma toestuseta ja seda tuntakse
kui tsentraalse piirviirtuse teoreemt:

3. Valimkeskmise X jaotus, mis on saadud sama tildkogumi korduvate
valtmite pohjal, laheneb n-i kasvades normaaljaoctusele. See avaldub paljudes
mittemandunud valikutes, isegi kui X el ole normaaljactusega.

Votame kokku eelneva: kui meil on mingi tldkogumi valim mahuga n,
siis vbime vaadelda valimkeskmist X kui iihte vaatlust tildkogumist (jactu-
sest), millel on keskvéidrtus p ja dispersioon % Kui valim on suur ja kui
jaotus iildkogumis ei ole normaalne, voime lisaks eeldada, et X on vihemalt
ligikaudu normaaljactusega. Kui iildkogum on normaaljaotusega, siis on ka
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X normaaljaotusega isegi juhul, kui n on viike.

Naide. Oletame, et meeste populatsioonis tunnus pikkus jargib (ligikaudu)
normaaljaotust, mille g4 = 175 ja ¢ = 10. Missugune on toeniosus selleks, et
4-st mehest koosnevas valimis keskmine pikkus on viiksem kui 180 ¢cm?

Lahendus. Vaatleme seda valimit, mis jdrgib nornaaljactust, mille kesk-
viirtus on B(X) = p = 175 ja dispersioon on D(X) = %2 = % = 25, seega
keskvadrtuse standardviga on v/25 = 5. Noutava tSensiosuse arvutamiseks
kasutame Z teisendust, mille pohjal:

P(X <180)=P (Z =X 130—175) = P(Z <1)=0,8413

Niide. (Uldkogum, mis ei jérgi normaaljaotust.) Oletame, et suurte
majapidamiste populatsioonis autode omamine on jaotunud jirgnevalt:

Autode arv z | Suhe koikidest majapidamistest f(z)
0 0,40
1 0,50
2 0,07
3 0,03

Kui suur on toeniosus, et 200 rnajapidamise juhuslikus valimis valimkesk-
mine on viiksemn kui 0,87

Lahendus. Uldkogumi jaoks voime leida
=Sz flz)=0 0,40+1 0,50 +2 0,07+3 0,03 = 0,73 ja o =
Sz? f(z)—pt=0 0,40+1 0,50+4 0,07+9 0,03-0,732=1,05-
0,5329 = 0,5171. Suure valimi korral (n=200) vdime oodata Z, mis vihemalt
ligikaudu jérgib normaaljaotust, hoolimata faktist, et iildkogum oli defineeri-
tud mittenormaalsena. Jirelikult

P(z < 0,8) :P(z=% < M) = P(z < 1,38) = 0,9162.

/0.5171
Vo 200
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4.4 Ulesanded

4.1
Viga suures puuviljade kaubalastis on kaoprotsendiks mésratud 0,1%. Kui
suur on toentosus, et juhuslikult moodustatud 9 puuviljast koosnev valim sisaldab:

A, ithte riknenud puuvilja,
B. viahemalt kolme riknenud puuvilja?
4.2

Korge amplituudiga lained jirgivad sekundis Poissoni jaotust keskviértusega
As = 2 sekundis. Arvuta tdeniosus, et 5-sekundilise pericodi kestel:

A. ei esinenud selliseid laineid, st P(X = 0),

B. P(X < 16),

C. P(X > 19)?

4.3

Vaib eeldada, et lehmade piimatoodang jargib normaaljactust keskvéirtusega
i = 24,5 ja dispersiooniga o? = 30.

A. Missugune on tdeniosus, et juhuslikult valitud lehma toodang on alla
18 kg?

B. Missugune on tdeniosus, et 10 juhuslikult valitud iehma keskmine too-
dang on vidiksem kui 26 kg?

C. Missugune on toeniiosus, et 10 juhuslikult valitud lehma kogutoodang
on rohkem kui 280 kg?

D. Leia iilemine ja alumine piir lehmade piimatoodangule, eeldades, et 95%
kokide lehmade piimatoodangust on nende piiride vahel. (Piirid peavad olema
siimmeetrilised keskvairtuse timber.)

E. Leia iilemine ja alumine piir 10 lehma keskmisele piimatoodangule, eel-
dades, et 95% koikidest gruppidest, mis koosnevad 10 juhuslikult valitud lehmast,
omavad keskvidrtust nende piiride vahel.

4.4

Laboratooriumis uuriti alanjini aminotransferaasi (ALT) seerumit. On teada,
et korduvate katsete seerias jirgib itksiku proovi tulemus normaaljaotust keskvasrtu-
sega, mis on vordne selle katse dige ALT kontsentratsiooniga, ja standardhélbega
g=4.

A Oletame, et ALT kontsentratsioon rohkern kui 40 on vaadeldav kui “eba-
harilikult korge* Kui dige ALT kontsentratsioon on 35, missugune on tden#osus,
et tema proov on “ebaharilikult korge“?

B. Oletame, et laboratoorium teeb iga prooviga kaks analiliisi. Missugune
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on toendosus, et nende kahe moGtmise keskvidrtus X on suurem kui 40, kui proovi
oige ALT kontsentratsioon on 357
C. Leia 95% vea usalduspiirid katse tulemustele, kui proovi 6ige ALT kont-
sentratsioon on 35, eeldades, et
1) tehti iiks tillesméarkimine,
i) tehti kahekordne iilesmérkimine.
4.5
Farmaatsiakompanii korraldas diagnostilise testi X, et uurida inimeste medika-
mentide kuritarvitamist. Test tehti koigile, isegi kui inimene ei olnud vaadeldaval
ajal ravimit kuritarvitanud. X korge vddrtus néitab, et inimene on kuritarvitanud
ravimeid. Test tehti inimestega, kelle kohta on teada, et nad kuritarvitavad rav-
imeid, ja kontrollgrupiga. Vo6ib eeldada, et X jirgib igas grupis normaaljaotust.
Teadaolevad iildkogumi parameetrid on toodud jérgnevas tabelis:
Kuritarvitajad Kontroll
Keskviidrtus p 5,0 2,5
Standardhilve o 1,0 0,6
Klassifitseerimise reegel on jirgmine: inimene on ravimi kuritarvitaja, kui X-i
vidrtus on iile 3,5.

Diagnostilise testi tundlikkus on tdenisiosus, et haige inimene on ka testi jirgi
haigeks diagnoositud.

Diagnostilise testi eripéra on toendosus, et terve inimene on ka testi jérgi ter-
veks diagnoositud.

Kiisimused:

A. Arvuta esitatud testi tundlikkus.

B. Arvuta esitatud testi eripéira.

C. Voib arvata, et kontrollgrupis on inimesi, kes kuritarvitavad ravimeid,

aga kellel dnnestus seda varjata. Need on inimesed, kellel X-i visirtus on tdensoliselt
korge. Eeldame, et sellised inimesed leitakse ja kustutatakse kontrollgrupist. Mis
juhtub siis:
i) tundlikkusega,
ii) eripdraga?
4.6
Paljud meditsiinilised katsed baseeruvad niinimetatud “kahe sigma piiridel®.
Moodustame vere koostise kohta valimi erinevatest mootmistest, milles on andmed
kaaliumi, kaltsiumi, kolesterooli jne kohta. “Kahe sigma piirid“ on (keskviértus)+
(2-kordne standardhélve). Uldiselt voib selda, et 95% kdigist tervetest patsien-
tidest omavad vidrtusi nende piiride vahel.
“2 sigma“ kolesterooli piirid naistel on:
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Vanus 2 sigma piirid

Noorem kui 21 140 — 180

21 kuni 49 140 — 280

50 voi tle 180 — 280
Kiisimused.

A Leia iga vanusegrupi korral, missuguse keskviirtuse p ja standardhélbe
¢ korral on tabelis esitatud piirid mésratud.

B. Missugune on tdeniosus, et indiviid on viljaspool kolme sigma piire?

C. 18-aastase tiidruku kolesterooli tase on 225. Missugune on tdenéosus,
et titdruk on terve, kui ta kolesterooli tase on 225 v6i suurem?
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Statistiline jareldus: hindamine

Enamike teadushike andmete kogumise eesmirk on teha jareldusi, mida saab
ildistada. Veterinaar voi arst on tavaliselt huvitatud iiksikust patsiendist.
Statistiline jdreldus tehakse mingi kogumi kohta: “Katses raviti tiisedaid
patsiente ravimiga A, mille tulemusena vahenes nende kaal (keskmiselt) 3
kg. Teisi patsiente raviti ravimiga B ning nende keskmine kechakaal vihenes
1.7 kg“ Arstid kasutavad sageli selliseid tulemusi, otsustades, missugust
ravimit maarata. Nad voivad eeldada, et patsient on “sarnane“ patsiendiga,
keda kasutati katses, ning ravim A on tema jaoks katsetulemuse pohjal parim.

Paljude statistiliste otsuste kujunemine on jargmine. Eeldame, et ek-
sisteerib iildkogum, mille jaoks ongi vaja tulemusi iildistada. Kui eeldame,
et Tildkogumis on mingil tunnusel mingi jaotus, siis selle jaotuse vaib kind-
laks madrata mingite jaotusparameetrite abil: tunnuse keskvaartuse p, tun-
nuse dispersiooni ¢?, tunnuse osakaalu p jne jargi. Uldkogumi tunnuste
parameetrid on iildiselt tundmatud ja andmete kogumise iiheks eesmargiks on
hinnata neid parameetreid. Jarelikult tuleb moodustada iildkogurnist valim.
Saame arvutada valimi statistikud, mis kirjeldavad valimit: keskvairtus z;
dispersioon s%; osakaal p jne. Seda vaadet voib illustreerida jargmiselt:

39
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Valimit kasutatakse selleks, et teha jireldusi iildkogumi kohta. Neid jirel-
dusi nimetakse statistilisteks jireldusteks.

Niide. 1000 valija seast valiti juhuslikult 350 valijat. Nad iitlesid, et
valivad sotsiaaldemokraate, kui valimised oleksid tdna. Mida voib delda sot-
siaaldemokraatide poolt hailetajate proportsiooni (suhte) kohta koigi valijate
hulgast?

Niide. Instrumenti kasutati viis korda, et kindlaks miirata laktoosi taset
lahuses. Iga kord saadi veidi erinev tulemus, kuna mootmisel esineb alati
mingi viga. Voime arvutada viie mootmise keskviirtuse = 3, 22 ja disper-
siooni 2 = 0,047 Missugune on “dige* laktoosi tase lahuses?

Niide. A sortl nisu kasvatati 10 pollul ja B sorti nisu 10 teisel pollul.
A sorti misu andis keskmiselt saaki 8,0 ja B sorti nisu andis saaki 7,4. Kas
voime julgesti soovitada, et A sorti nisu on parem?

5.1 Mirkus

Maérkisime juba varem, et on kasulik kasutada erinevaid siimboleid iildkogumi
parameetriteks ja valimi statistikuteks. Kokkuvétvalt on jargnevas tabelis
esitatud moned sageli kasutatavad siimbolid.

Uldkogumi parameetrid Valimi statistikud

Uhikute arv N

Keskviirtus I T
Dispersioon a? 52
Standardhiilve a s

Proportsioon p VvOol px p VOl Py
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5.2 Punkthinnang

Uldkogumi parameetri hinnang on mingi valimi parameetri lihendfunktsioon.
Saadud védrtust nimetakse hinnanguks. Hinnangut voib esitada tiksikvasrtu-
sena, punkthinnanguna voi usalduspiiridena.

Tavaliselt lisatakse hindamisel mingi miirk vastavale tihisele, * (“katus*)
stimboli kohale. Keskvidrtuse g hinnangut tzhistatakse fi , dispersiooni o2
hinnangut téhistatakse 2

Niide. Z on (punkt-)hinnang u. Jérelikult kehtib vordus 2 = & Kui
arvutame valimi pohjal keskmse T =12,4, siis 12,4 on (punkt-)hinnang p.

Niide. 6° on (punkt-Jhinnang 02 Jarelikult 4% = s2 Kui valimist saame
52=3,5, siis 3,5 on (punkt-)hinnang o*

5.3 Hinnangu omadused

Soovime, et hinnangud oleksid mingis mottes “lahedased “ tegelikule parameetri
vadrtusele. Hinnangus sisaldub alati ming siistemaatiline viga, st hinnang
iile- vo1 alahindab hinnatava parameetr1 oiget viairtust. Fsitame moned hin-
nangu omadused Need on: nihutamatus, efektiivsus ja ruutkeskmine viga.

5.3.1 Nihutamatus

Mingi parameetri 8 hinnang 8 on nihketa, kui hinnang on keskmiselt oige, st
() =o.

Niide. Voib niidata, et B (X) = p. Jarelikult valimi keskvédrtus on
ildkogumi keskviirtusele g nihketa hinnanguks.

Niide. Voib niidata, et E (s?) = ¢ Jarelikult valimi dispersioon on
iildkogumi dispersioonile o nihketa hinnanguks.

Niide. Uldiselt, E (s) # ¢ Jarelikult valimi standardhilve ei ole tild-
kogumi standardhilbe nihketa hinnanguks.

Nihe hinnangule on defineeritud jérgmiselt Bias (é) =F (9) — 4.

5.3.2 Efektiivsus

Mbdnikord hinnatakse iihte ja sama parameetrit erineval viisil. Uks voimalus
hinnangute vordlemiseks on vorrelda nende dispersioone. Voib &elda, et hin-
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nang 6, on efektiivsem kui hinnang 8, kui D (91) < D (éz) Suhteline
D(.%)

D(6:) -
Naide. Tahistame valimi mediaani Md. Saab nididata, et normaaljaotuse

korral D(Md) = %%E Teame, et D (X) = %2 Mediaani suhteline efektiivsus,

kui vorrelda seda valimi keskvisrtusega, on jarelikult IL))A;I_:!) =3~ 1,57 X
on 57% efektiivsern kui mediaan. Teisti deldes, sama tédpsusega ¢ hindamiseks
vajame 57% vorra suuremat valimit, kui kasutame Md Z asemel.

efektiivsus 6, ja 0, vahel defineeritakse

5.3.3 Ruutkeskmine viga

Monikord voime leida kaks erinevat hinnangut: nihutatud hinnangu, millel
on viike dispersioon, ning mingi teise nihutamata hinnangu, millel on suur
dispersioon. Missugust hinnangut valida? Hinnangu valimise kriteeriumiks

. . 2
defineerime hinnangn # rutkeskmise vea jargmiselt: MSE = E [(0 - 9) ]

Valime hinnangu, millel on véiksem MSE. See néitab, et MSE (é) - D (é) +
[Bias (9)J ’

5.4 Vahemikhinnang

5.4.1 Keskviirtuse p usalduspiirid, kui ¢? on teada

Usaldusvahemik on avaldis iildkogumi parameetri kohta. Avaldis on esitatud
kui vahemik: " Vahemik 2,5 kuni 5,9 katab keskviidrtuse p oOige vairtuse”
Viide on esitatud 95% usaldusnivool. Me voime 95% kindlad olla, et see
viide on oige.

Sissejuhatav néide. Instrumenti kasutati viis korda, et méirata kindlaks
laktoosi tase lahuses. Iga kord saadi veidi erinev tulemus, kuna moGtmisel
esineb alati mingi viga.. Mootmised olid jirgmised:

34; 3,3; 3,1; 2,9, 3.4

Todjuhises on lubatud instrumendi mootmisviga dispersiooniga g2 =
0,05. Arvuta 95% usaldusvahemik laktoosi Gigele tasemele lahuses.

Teame jargmist:

1) valimi keskvidrtus on = 3,22 ,

2) valim sisaldab n = 5 vaatlust,
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3) tldkogumi dispersiooni o2 = 0,05 ,
4) me ei tea z jaotust, aga eeldame, et z jirgib normaaljaotust (mootmise
vead jargivad sageli normaaljaoctust),
5) €l tea, kas vaatlused on tehtud sdltumatult, aga ecldame, et on.
Nendele faktidele ja oletustele toetudes peab vaadeldav visrtus X nii-
tama {ihte vaatlust, mis jargib normaaljactust keskviiirtusega p (mis on tead-
mata) ja dispersiooniga 2® (meie juhul on teada). Jarelikult:
X ~N (p,, ) V01me teisendada selle standardnormaaljaotuseks:
X-B(X ) - X—p
\/ Var \/Z
Standardnormaal_]aotus Z niitab, et toendosus, omandada z-1 viirtust
vahemikus —1,96 ja +1,96,
on 0,95 (st 95%). Mirkus. Selle vidrtuse lelad raamatu 16pus tabelist 5
viimaselt realt veerust 0,975.
Jarelikult voime elda, et

P (—1,96 < Xp o 1,96) =0, 95. Teisendame seda avaldist:

NE=
n

P(X—I,QG \/"g<;1<)-{+1,96 \/";2)=0,95. Kwu asetame oma niite

vaidrtused avaldisse, saame vahemiku 3,22 —1,96. % <p<322+1,9:

0;]5 , millest

3,220,196 < u < 3,22+0,196 ning lopuks saame (3,024 < p < 3,416).

Oleme 95% veendunud, et vahemik (3,024; 3,416) sisaldab i dige vidrtuse.
Neid arve nimetatakse keskvairtuse p 95% usalduspiirideks.

Jirelikult, keskviidrtuse p 95% usalduspiirid arvutatakse jargmiselt:

a::i:Za

g

Suurusele z saame viirtuse ¢{-jaotuse tabelist raamatu lopus. 95% usaldus-
piiride jaoks kasutame veergu 0,975.

Usaldusvahemiku laius soltub kolmest parameetrist:

1) suurem o védrtus annab laiema vahemiku,

2) suurem n vidrtus annab viiksema vahemiku (kui suurendame valimi
mahtu, saame viiksema juhusliku varieeruvuse),

3) kui muudame usaldusnivood, muutub ka vahemik. Niiteks 99% usal-
dusvahemik on laiem kui 95% usaldusvahemik.
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5.4.2 Keskviifirtuse y usalduspiirid, kui o2 ei ole teada

Kui tildkogumi dispersioon ei ole teada, siis ei saa enam arvutada nii nagu
celpool.  Z-i avaldises ei tea me ¢ viirtust. Sel juhul kasutame Dublini
Guinnessi ollevabriku #risaladust. Aastal 1908 avaldas fiks Guinnessi t&6-
taja W S. Gossett toestuse, et teatava eelduse korral jirgib statistik X—_ﬁ

niinimetatud t-jaotust. Vabriku juhatus ei lubanud Gossett’il artiklit teadus-
likus ajakirjas avaldada, nii avaldas ta oma tulemused pseudoniiiimi Student
all. Sellepdrast kutsutakse seda jaotust sageli kui Student’i t-jaotuseks.

Teeme t-jaotuse korral jirgmised eeldused:

1. Vaatlused peavad olema vastastikku soltumatud. Lihtsaim viis selle
saamiseks on valida andmestikust lihtne juhuslik valim.

2. X-i jaotus peaks olema normaaljaotus. See eeldus sobib suuremale
valimile. )

Kui need eeldused on tdidetud, siis jargib statistik X—:f t-jactust. Jaotus

on miiratud parameetriga, mida nimetatakse vabadusastmete arvuks. Sel
juhul mérgime toestuseta, et vabadusastmete arv on (n — 1). (See on s*
avaldise nimetaja.) Osa tabelist 5 on t-jaotuse tabel.

Niide. Vaatleme eelnevas punktis esitatud ndidet, kuid niitid ei tea iild-
kogumi dispersiooni 02 Arvuta 95% usalduspiirid laktoosi digele tasemele
lahuses.

Naiites olevate andmete pohjal voime arvutada keskviirtuse T = 3,22 ja
dispersiooni .

z)? 16,1
_ Emen—flz;l—)—- _ 52,03—4L—g—)— _ 0,}188 — 0,047

Meil on n = 5 vaatlust, seega vabadusastmete arv on n — 1 = 4. Leiame
t-jaotuse tabelist, et ¢ viiirtusele toendosusega 95% vastab t = 2,776. Voime
arvutada toenédosuse

P (—2,776 < X—:# < 2, 776) =0, 95. Teisendame avaldist

Ve
P (X — 2,776 \/% <p<X+2776 \/‘:1:?) = 0,95. Peale teadaocle-
vate viirtuste asetamist avaldisse saame usaldusvahemiku
3,22 — 2,776 \/M;E< 1< 3,22 +2,776 \/@
3,220,269 < 10 < 3,224 0,269 ; (2,95 < p < 3,49).
Voime 95% kindlusega oclda, et vahemik (2,95;3,49) sisaldab pu Siget

vadrtust.

S‘Z
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Keskvddrtuse p usalduspiirid (kui tildkogumi o on teadmatz) arvutatakse
valemist

8
t viirtus saadakse f-jaotuse tabelist. 95% usalduspiiride jaoks kasutarme
veergu (0,975, {-jaotuse vabadusastmete arv on n - 1.

Maksimaalne vabadusastmete arv () t-jaotuse tabelis on 100. Suurema vy
vaartuse korral peame kasutama z vadrtust kut head lihendit. Nagu nieme
t vadrtus 100 vabadusastmega (veerus 0,975) on vordne 1,984 ning vastav
z-1 vidrtus on 1,96. Piitidlikud tudengid kasutavad suurte valimite korral -y
vidirtusena tabelis toodud viidrtuste interpolatsiooni, samal ajal kui paljud
tudengid kasutavad hhtsalt ligilihedast viartust.

5.4.3 Kui suur peab valim olema?

Sissejuhatav ndide. Kasutame punkt: 5.4.1 niidet.
Soovime teha uusi mootmist ja vajame valimit nii, et keskvidrtuse p 95%
usalduspiirid oleksid katsamad kw £0, 10. Kui suurt valimit vajame?
Felduse kohaselt teame, et o2 = 0,05. Fespool on juba arvutatud nende

andmete keskviiartuse p 95% usalduspiirid: 3,22+1,96,/%%; 3,224 0,196.
Uue valimi Jaoks peame jilgima, et 1,96 E;z- < 6, 10, millest
1,96% < 0,10%-n ; n > 122" Kuna teame, et o = 0,05, siis jarelikult
Umardame iilespoole ja saame valimi mahuks n = 20.

1.962-0.05
n 2“3

5.4.4 Valimi mahu miiramise iildine valem

Valime n = 21—22, kus . on soovitav tipsus. (Jérelikult L on usalduspiiride

pool pikkust.) Umardame n lahima téisarvuni tilespoole.

Valimi mahu maéiramisel on probleemiks, et peame teadma dispersiconi
0?2 DPraktikas tcame harva dispersiooni véirtust, eriti enne andmete kogu-
mist. Jiargnevad meetodid annavad vihemalt mingi hinnangu dispersioconile.

1. Kui iildkogumi dispersioon on teada, kasuta muidugi seda.

2. Kui iildkogumi dispersioon on tcadmata, voib kasutada mone vara-
jasermna samatiitibilise andmestiku valimi dispersiooni.
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3. Kui isegi see ei ole voimalik, jirgi oma toss kiiret ja musta” meetodit.
Pillla (oletuse ja ettekujutuse abil) leida suurim x (Xmeg) jo Vahim X (Xmin)
véirtus, mida nendest muutujatest voib votta. Paljude korralike jaotuste
korral véib see olla (Zmae — Zmin) % 4s. (Kui jaotus ei ole hea, voib kasutada
selle asemel 5s.) See teeb voimalikuks oletada dispersiooni ¢ suurust, mis on
sagell valimi mahu méiramisel kiillaldane.
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5.5 Ulesanded

5.1

McIntosh (#ra aja segi arvuti margiga) sorti dunte hindade valim koguti juhus-
likult erinevatest kauplustest. Hinnad olid (dollarites):

2,31 2,50 2,30 2,40 2,34 2,20 242

2,46 2,30 2,25

A. Arvuta keskviirtus ja dispersioon.

B. Arvuta keskvisrtuse p 95% usalduspiirid.

C. Mitu protsenti valimi vaatlustest on usalduspiiride vahel? Kommenteeri
vastust.

5.2

Juhuslikult valitud iilikooli 10 meesSppejdu vere kolesterooli tase oli (grammi
liitri kohta):

3,0 1,8 2,1 1,4 2,5 1,6 1,9 2,8 2,2 2,7

A. Arvuta keskviirtus ja dispersioon.

B. Arvuta ja interpreteeri keskvairtuse g 95% usalduspiirid.

5.3

On teada, et 90% normaalkaaluliste kanade tapakaal on 1,9 ja 2,1 vahel. Tehti
katse, kus kontrolliti uut toitumisskeemi. Arvuta scovitav valimimaht nii, et
kes™viidirtuse p 95% usalduspiirid ei oleks laiemad kui 20 grammi (st 10,02
kg). Feldame, et standardhilve on sama siur kui normaatkaaluliste kanade kor-
ral.

5.4

Mingil kindlal maal on teada, et seal elab 35000 fertiilsuseas naist. Tervisepro-
grammi planeerimiseks on vaja informatsiooni. Sellel maal on vaja hinnata (0 - 6
aastaste) laste arvu. Moodustati juhuslik valim n=400 naisest ning kiisiti nendelt,
mitu 0 - 6 aasta vanuses last on neil. Tulemused on esitatud tabelis:

Lastearvx {0 |1 2 3 4 | Kokku
Naiste arv £ | 40 | 100 | 120 | 110 | 30 | 400

A. Arvuta keskvairtus ja dispersioon laste arv/ naiste valimis.

B. Arvuta keskviirtuse p 95% usalduspiirid, keskmine laste arv ithe naise
kohta.

C. Arvuta 95% usalduspiirid 0- kuni 6-aastaste laste ildarvule sellel maal.

D. Kiisitlust tahetakse korrata ning sellel juhul keskviirtuse & usalduspiirid ei
tohi olla laiemad kui £0,05. Mitu naist on niilid valimisse vaja?
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Peatiikk 6

Hiipoteeside kontrollimine

6.1 Sissejuhatav niide

(R.A. Fisheri, kes on itheks suureks meheks statistikas, klassikaline naide).

"Daam iitleb, et ta voib tee maitse jirgi miirata, kas tassi valati esi
mesena tee vol piim. Testimine kinnitas seda. Valmistati ette viis teetassi.
Monda valati esimesena tee ja monda tassi esimesena pim. Katsealune
mairas iga tassi kohta, mida sinna esimesena valati. Daam méairas viis korda
jarjest oigesti.

Testi hiipotees on, et daam oskab vahet teha tee kahe valmistamisviisi
vahel.”

On tlmne, et kunagi ei saa kindlalt delda, kas meil on oigus daami vskuda
vol mitte. Voime kehtestada mingisuguse "otsuse reegh” nu, et teeksime
voimalikult vihem vigu.

Teaduslik lihenemine on alustada daami umbusaldamisega. Esimese hiipo-
teesina oletame, et daam ei tunne erinevust, mis tihendab, et edu toeniosus
iga tassi korral on (1,5. Seda nimetatakse nullhiipoteesiks:

HO P = 0, 5.

Tegelikult, kui daam tunneb erinevust kahte liiki tee vahel, siis nullhiipo-
tees on vale. Voime olla suuremeelsed ja modnda, et daam tunneb erinevust,
seepirast on tal edu toendosus suurem kui 0,5. Sellepérast kasutame alter-
natiivset ehk sisukat hiipoteesi:

Hy:p>0,5.

Teaduslik iilesanne on valida nende kahe hiipoteesi vahel. Selleks peame
enne katse sooritamist kehtestama otsustusreeglid niiteks jargmiselt:

65
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a) kui daam mésrab Gigesti vihem kui 5 tassi, siis usaldame Hp;
b) kui daam méadrab Sigesti 5 tassi 5-st, siis usaldame H,.

Molemal juhul vib otsus olla vale. Puhta onne korral voib daam viis
korda jirjest Gigesti dra arvata, isegi kui p = 0,5, mis tihendab, et lilkkame
tagasi Hy, isegi kui see on dige. Sellist tiilipi vea tegemise tOendosust téhista-
takse sageli a.

Ja isegi kui daam tunneb erinevust (niiteks, isegi kui tal on Gigete otsuste
tegemise tdendosus 0,8), voib ta teha aegajalt vigu. Ta voib Oigesti arvata
niiteks 4 korral ja 1 korral eksida, mis tihendab otsustamise reegh )érg), et
el tohi usaldada H,, ehkki ta on Gige. Tihistame seda liiki vea tegemise
toendosuse J-ga.

Katse voimalikud tulemused on:

Voetakse vastu Hy | Voetakse vastu H;
Kehtib Hy | Korrektne  otsus. | "Esimest kiki viga”

Toeniosus=1-a Toendosus = @
Kehtib H, | "Teist hiki viga” | Korrektne otsus.
Toensosus = 3 Toenzosus =1-3

Praktikas on kogetud, et esimest liki viga on raskemate tagajirgedega
kut teist litki viga. Seetotiu valitakse otsuse langetamiseks kriitiline piir nii,
et estmest lLiki vea tegemise toeniiosus ei {letaks meie valitud toket. Uurija
poolt kehtestatud toket nimetatakse olilisuse nivooks, mida tihistatakse a-
ga. Teist liki vea toendosus on 8 < 1 — a@. Testi olulisuse nivoo viirtus
méiiratakse, lihtudes konkreetsest iilesande sisust. Sagedamini kasutatakse
vadrtusi 0,1; 0,05 ja 0,01. Mida viiksem on olulisuse nivoo, seda rangem on
kriteerium ning seda raskem on sisukat hiipoteesi toestada.

Meie néites o = 0,5° = 0,031.
Kui naiteks p = 0,75, siis § = P(r < 5) = 1-P(zx =5) =1-0,75° =0, 763.

Sageli nimetetaksc 1 — 3 testi voimsuseks. Voimsus (samuti ka 3) naitab,
kui vale on fp. On voimalik teha voimsuse graafik, niinimetatud véimsuse
funktsioon, mis néitab, kuidas (1 — 3) soltub p digest viirtusest:



6.2. HUPOTEESID ULDKOGMI KESKVAARTUSE KOHTA 67

1
0.8 -
0,6 4
0.4 4

voimsus

0,2 |

0,5 0,6 0,7 0.8 0.9 1.0

6.2 Hiipoteesid iildkogmi keskviirtuse kohta

Sissejuhatav niide. Instrumenti kasutati viiel erineval korral, et méirata
laktoosi taset lahuses. Saadi jargmised tulemused:

34 33 31 29 34

Instrumendi t&5juhis lubab mootmisviga dispersiooniga s% = 0,05. Nitiid
viidab ettevotja, et lahus, mida parajasti analiifisiti, on standardlahus, millel
on teada 6ige laktoosi sisaldus g = 3,0. Kui instrument niitab sfistemaatilist
korvalekallet sellest vairtusest, vajab seade kordaseadmist. Kas instrument
vajab kordaseadmist?

Piistitame hiipoteesid:

Hy : pp = 3,0 (nullhiipotees) iildkogumi keskvidrtus on 3,

Hy : p # 3,0 (sisukas hiipotees).

Hiipoteeside kontrollimiseks kasutatakse statistikut, mis on valimi keskvi#r-

tuse X ja standardse viiirtuse pg normeeritud vahe 7, kus Z = -X_—:ff Kui

Hy on oige, siis Z jaotus peab olema standardiseeritud normaaljagtus, st
7Z ~ N(0,1). g on p viirtus vastavalt nullhiipoteesile. Kaks hiipoteesi on
oiged, kui kehtivad jargmised ecldused:

1. Jaotus peab olema normaaljaotus.

See kehtib, kui x jaotus on normaaljaotus (soltumata valimi mahust n)
vot x jaotus liheneb normaaljaotusele ja n on moistlikult suur (vastavalt
tsentraalsele piirteoreemile).

2. Valimis peavad olema vaatlused vastastikku soltumatud. See on
tagatud, kui on moodustatud juhuslik valim.
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Nende kahe eelduse pdhjal vdime piistitada jairgmise otsustusreegli. Arvu-
tame z vaartuse. Kui z on arvuliselt suur, siis kummutame Hy. Vastasel juhul
jaame Hy juurde. Reegel pdhineb viitel, et on vahetdendoline saada 2-i suurt
vadrtust, kui Hy on dige. Seega kaotame usu Hj suhtes, kui z on arvuliselt
suur.

Mida peaksime mdistma "suure” véi "vaikese” z-i vaartuse all? Naiteks
voime valida Hy kummutamiseks piirid, mis vastavad 5% tdendosusele, seega
olulisuse nivoo a on 0, 05.

0.
.96 1.96] 2

fikkame H, tagasi eilikka Hy tagasi ltkkame Hy tagasi

Jarelikult voime otsustuse reegli pohjal oelda:
kui z < —1,96, loeme H, toestatuks;
kui z > 1,96, loeme samuti H,toestatuks;
kul z on vahemikus —1,96 < z € 1,96 jaame Hpjuurde.
Kasutades seda otsustusreeglit, on risk teha ”esimest liiki viga” a = 0,05,
st hikata tagasi Hp, kuigi Hp on dige.

Meie andmete korral arviitame statistikn Z vaartuse z = ¢

2,20

Kui z >1,96, siis iitleme, et tulemus on oluline, ning knmmutame Hj.
Me ei usu enam, et g = 3. Sisukat hiipoteesi vastu vittes teeme esimest
liitki vea, eksimise risk ei ole suurem kui 5%. Kuna sisuka hiipoteesi vas-
tuvotmisega kaasnev risk on meie poolt ette maaratud, loetakse sisukas
hiipotees toestatuks.
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6.3 Testi p (toeniosus-)viirtus

Selle asemel, et kummutada Hy mairatud z piiride korral, voime kasutades
normaaljaotuse tabelit arvutada, kui toenioline on vaadeldav z viirtus.
Sealt leiame, et P(z > 2,20) = 0,0139 ja P(z < —2,20) = 0,0139. Kokku-
vottes oleme saanud tulemuse, kus toensiosus on 0,0139 + 0,0139 = 0,0278,
kui Hy on oige. Seda nimetatakse p-viirtuseks. ”Toendosus saada tulemust
valimis, kui Hy on oige, on 0,0278”

0T
220 2207

Monel juhul on p vidrtust raskem arvatada kui anda ainult olulisuse
nivoo. Aga arvutiprogrammd saavad p viiiruse arvutamisega ja esitamisega
kergelt hakkarna. Jirgnev on programmipaketi Minitab analiiiis meie niite
andmete pohjak

Z-Test

Test of mu = 3.000 vs mu not = 3.000
The assumed sigma = 0.224

Variable N Mean StDev SE Mean Z P-Value
X 5 3.220 0.217 0.100 2.20 0.028

6.3.1 ”TAihe siisteem”

Teaduslikes publikatsioonides on vaja avaldada p vdsrtust iga kord, kui olulis-
use test on tehtud. Siis voib lugeja otsustada, missugune tulemus vastab terma
olulisuse nivoole. ” Test niitab, et keskviidrtus ei ole 3,0 (p=0,028)" On ka-
sulik meeles pidada jargnevat siisteemni:
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Kui p > 0,05 , siiis tulemus on ”mitte oluline”
Kui 0,01 < p <€ 0,05 , siis tulemus on ”oluline 5% tasemel”, margitakse *
Kui 0,001 < p € 0,01, siis tulemus on "oluline 1% tasemel”, méargitakse **

Kui p < 0,001 , siis tulemus on "oluline 0,1% tasemel”, margitakse ***

Paljud toimetajad ja retsensendid térguvad tunnistamast viljendeid nagu:
"oluline 9% tasemel”, " peaaegu oluline” jne. 5% tase on muutunud standar-
diks, kui nimetame midagi ”oluliseks”

6.4 ﬂhepoolsed alternatiivsed hiuipoteesid

Monel juhul oleme huvitatud ainult erilistes snundades erinevuse naitami-
sest. Naiteks voime demonstreerida, et uue toiduratsiooni kasutamine annab
suuremat kaalu kasvu kui mingi varajasem voi oelda. et kindel keskvairtus
on suurem kui 3,0. Need on iithepoolsed hiipoteesid. Oletame, et meie naites
voib olla y suurem kui 3. Selle nurimiseks piistitame jargmised hiipoteesid:

Hg: 1 = 3,0 (samuti voime kirjutada Hy: p < 3,0; tahtis on, et Hy
sisaldaks vardusmarki),

Hy: p>3,0

Sel korral peaksime Hp-i kummutama vaid juhul, kui z vaartus on suur:

0.95

0.0
1.645] z

Ei likka tagsi H Lukkame Hg tagasi

Normaaljaotuse tabeli pohjal naeme, et Hy-i peaks tagasi liikkkama oluli-
suse nivoo a = 0,05 korral, kui z > 1,645. Arvutatud z-i vaartus on z =
2,20. Kuna see on suurem kui piir 1,645, on tulemus oluline ja kummutame
H,.

Alternatiivselt voime arvutada p vairtuse. See on Pz > 2,20) = 0,0139.
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6.5 Hiipoteesi kontrollimine, kui ¢ on tead-
mata

Sissejuhatav néide.

Instrumenti kasutati viiel erineval korral, et méirata laktoosi taset lahuses.
Saadi jirgmised tulemused:

34 33 3,1 29 34

Ettevotja viidab, et lahus, mida parajasti analiiiisiti, on standardlahus,
millel on teada laktoosi oige sisaldus ¢ = 3,0. Kui instrument néitab
slisternaatilist korvalekallet sellest viirtusest, on vaja seade korda seada. Va-
jab instrument seda?

Piistitame oma hiipoteesid:

H[) R = 3,0,

Hy:p #3,0.

Kuna me ei tea populatsiooni dispersiooni o2, kasutame sama ideed nagn
usalduspiiride korral. Kasutame tosiasja, et t = 5—_‘/.5—2‘1 jérgib t-jaotust (n —

1) vabadusastmega, samadel eeldustel kui vastavate "usaldusvahemike juhul.
Kahepoolse testi korral naeme t-jaotuse tabelist (a = 0,05), et peame Hy
tagasi likkama, kui ¢ > 2,776 voi ¢ < —2,776. Meie andmete korral s? =
0,047, nii saame ¢ = 3—’% = 2,269. Kuna vaadeldav { véirtus on viiksem

ki pur 2,776, sis j6ua.me5: jéreldusele, et tulemus ei ole oluline ja jadme Hy
juurde.

Meie t-jaotuse tabel ei ole kiillalt tiiuslik, et leida t-jaotuse testi pohjal p
viirtusi. Analiilisi tegemiseks on motstlik kasutada monda arvutiprogrammi,
p vidrtus arvutatakse siis jirgrmselt:

T-Test of the Mean

Test of mu = 3,000 vs mu not = 3.0000

Variable N Mean StDev SE Mean T P-Value
X 5 3.2200 0.2168 0.0970 2.27 0.086

Kui alternatiivne hiipotecs on iithepoolne, siis tulemus peab olema, oluline
(p =0,043).

Miirkused.

1. Isegi kui oleme suutnud néidata, et miski "on oluline”, el tédhenda see,et
olermne absoluutselt veendunud, et Hy on vale. On risk (), et me eksime.
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2. Isegi kui oleme suutnud niidata, et "ei ole oluline”, el téhenda see, et

Hy on dige. Isegi siin on risk (), et jireldus on vale. 8 voib olla iisna suur,
eriti kui valim on viike.

Punkthinmamg | Test statistik I d

z kui populatsioonis on
D(®) teada, mis on
praktikas ebatavaline,
t 6-© z kasutame lahendina,
H, 0=0, ) v3ir=—=—— | kui D(®) on hinnatud
z D(©) | valimist ja valimon
s,

t kui D( @) on teadmata
ja on hirnatud valimist.

hiipotees

Testid pdhinevad normaaljaotusel. (Vaata eraldi lehte erinevate voimaluste
kohta raamatu 16pus.)
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6.6 Ulesanne

6.1

Juhuslik valim koosneb 10-st iilikooli meesdppejSust. Nendel moddeti koles-
terooli taset veres ja saadi jirgmised tulemused (grammi liitri kohta):

3,0 1,8 2,1 1,4 2,5 1,6 1,9 2,8 2,2 2,7.

Uldises meeste populatsioonis kolestercoli keskmine tase on 2,0. Kontrolli
hiipoteesi, et iilikooli meesdppejoudude populatsiooni kolesterooli keskvisrtus on
2,0.
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Peatiikk 7

Osade suhe tervikusse -
jareldused

7.1 Toendosuse p usalduspiirid

Sissejubatav niide. Hiiletajatest on moodustatud jubushk valim, kus n =
1000. Nendest 350 (35%) teatasid, et nad hailetaksid sotsiaaldemokraatide
poolt, kui hddletus toimuks tdna. Kui ebakindel on see viide, st missugune
on piiri viga?

Parameeter, mida soovime hinnata, on p. See on sotsiaaldemokraatide
poolt hiiletajate suhe koikide hiiletajate hulgast. Toenéosuse p hinnanguks
on selle subteline sagedus p = % = 0, 35. Olgu valimis hiiletajate arv x.
Elementide vdirtused valimis on kas ”0" vor " 17, sest nad on poolt vai ei ole.
Seega x (ja seepidrast samuti p = z/n } on binoomjaotusega juhuslik suurus
(vaata peatiikk 4). Kuna meil on suur valim, siis binoomjaotusega juhusliku
suuruse jaotus liheneb normaaljaotusele (piirteoreemi péhjal). Erinevates
opikutes on erinevad hinnangud, mida nimetame “suureks valimiks“ Sageli
on rusikareegel, et nii np kui ka n(l — p) peavad olema suuremad kui 10.
Moned oOpikud iitlevad isegi, et nad peavad olema suuremad kui 5. Sama
reeglit kasutatakse juhul, kui p on teadmata. Tema asemel kasutame siis
toendosuse p hinnangut p. Meie niites on np =350 ja n(1 — p} =650, mis on
kindlasti normaaljaotusele ldhendamiseks kiillaldane.

Kui lisame eelduse, et vaatlused on soltumatud (mis jireldub juhuslikust
valikust), voime kasutada kiisitletud usalduspiiride leidmise iildist reeglit. See

OIX:

75
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(Parameeter) = (Hinnang) + ¢t voiz Hinnangu standardviga

0 = 0 + tviz /D)

Paramecter on p ja selle parameetri hinnang on . On vaja teada p
dispersiooni. Vaéib niidata, et D(p) = E(ln_—m Probleemiks on, et valem
sisaldab tundmatut p viiirtust. Paneme lihtsalt p selle asemele ja saame
dispersioonile moistliku ldhendi D(p) ~ —117—’—’1 Jarelikult voime toendosuse
p usalduspiiride valemi kirjutada jargmiselt:

X p(1 - p)
NN A
p=xrt=z n
Eelnev valem on seotud tdsiasjaga, et meil on suur valim: siis voib p
jaotust ldhendada normaaljaotusele ning voime kasutada valemis z-i.

Sissejuhatava niite andmeid ja normaaljaotuse z vidrtust z = 1,96 (95%-

le vastav vahemik) kasutades saame 0,8 % 1,964/ %2U4=08) st 0,35 + 0,0296.
Saadud tulemuse pohjal vaime 95 juhul sajast 6elda, et tegelik toendosuse
protsent asub vahemikus (0,32; 0,38). “Piiri viga“ on umbes 3%, st kui
kasutame valimi pohjal saadud hinnangut 35%, pole tehtud viga 95 juhul
sajast suurem kui 3%.

7.1.1 Kui suur valim on vajalik toendosuse p usaldus-
piiride leidmiseks?

Kui suurt valimit vajame sotsiaaldemokraatide poolt hidletajate suhte leid-
miseks tGenidosusega p 95%-lisete usalduspiiride jaoks eeldusel, et usaldusva-
hemik oleks lithem kui 0,027

Felpool arvutasime toensosuse p 95% usalduspiirid valemiga ptz+/ ﬂ@
Saime tulemuse 0, 3540, 03. Kui soovime leida piire, mis oleksid lilhemad kui

0,02, siis eeldame, et toenaosus p on ligikaudu sama suur kui varem. Saame

1,96ﬁ%_0—'35—) < 0,05. Leiame lahendi n jaoks: n > 1'962°0§3;21_0’35) =
2184,91 Jidrelikult antud tingimuste korral vajame valimisse vihernalt 2185
hailetajat.

Selles arvutuses kasutasime vana andmestiku vadrtust p = 0,35. Kerkib
kiisimus: mida teeme siis, kui meil e1 ole iihtega vastavat vana andmestikku.
Tegelikult on voimalik arvutadada noutav valimi suurus ka juhul, kui pole
teada p (v&i p). Kehtib, et p(;n—p—) suurim viidrtus p = 0,5. Kasutades seda

viidrtust, saame kindlasti valimimahu, mis el olegi nii vdike. Kasutame seda
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mele néiites, saame n > L‘*gw_ﬂél = 2401. Kuil moodustame valimi iile
2400 héiletajaga, on vea piir viiiksemn kui 0,02 hoolimata hisletajate oigest

suhtest.

7.2 Hiipoteesi Hy p = p; kontrollimine

Sissgjuhatav nidide. Ostsime koti seemneid, mille idanevus oli 90%. Selle
kontrollimiseks moodustasime juhusliku valimi n = 200 seemnest, millest
r = 166 seemet idanes.

Soovime kontrollida hiipoteese:

Hy: p=10,90,

H 1+ P 75 0,90

Soovime teha jireldusi parameetri p kohta, mis on tGendosus selleks et
jubhuslikult valitud seeme idaneb. Toen#dosuse p parim hinnang on § = £ =
18 = 0,83. Kui vaatlused on soltumatud, siis = (ja samuti p) Jarglb bi-
noomnjaotust, aga kuna meie “rusikareegel” on rahuldatud, sis voime jaotust
normaaljactusega lihendada. Sel juhul n py = 180 jan (1 — pg) = 20.
Molemad on suuremad kui 10, seega voime kasatada Z = V-E;LL, mis on

(ligikaudu) standardnormaaljaotus.

Markused. Kasutame py vairtust (nullhiipoteesist) murru nimetajas, sest
usume Hy kehtivust seni, kuni (kuidagi) toestame, et ta on vidr. Kui kasu-
tada sama normaaljaotuse lihendit usalduspiiride leidmisel, siis kasutame
seda hinnangu p asemel lugejas.

Kahepoolse testi korral, kui olulisuse nivoo on 5%, kummutame Hy, kui
|z|>1,96. Kui me valime testi 1%-lise olulisuse nivooga, siis vastavad piirid
on |z|>2,576. Meie niites saame z = :?'g—;ﬁ = —3,30. Saadud tulemus on
oluline malemal jubnl, 5% tasemel ja 1% tasemel. Vétame vastu sisuka hiipo-
teesi Hy. p vairtus (kahepoolse testi puhul) on p=2-0,0005=0,001. Tulemus
on koguni “***¢ tihtsusega.

7.3 (pa — pp) usalduspiirid

Sissejuhatav niide. On tehtud katse, selgitamaks kahe erineva pestitsiidi
moju lutikatele. 200 lutikat toodeldi pestitsiidiga A ja 180 lutikat samal
ajal pestitsiidiga B. Lutikatest, keda toodeldi A-ga, suri 140 ja teistest, keda
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toddeldi B-ga, suri 100. Tahistame lutikate surmatdendosused, vastavalt ps
Ja pp. Arvuta ja interpreteeri 95%-lised (pa — pp) usalduspiirid.

Parameeter, mille kohta soovime jareldusi teha, on ps — pp. Moistlik
hinnang on ps — pg  Selleks, et saaks kasutada usalduspiiride standardset
meetodit, peame teadma:

1. Missugune on p4 — pp jaotus?

Hinnangu avaldises molemad (st p4 ja pp ) jérgivad binoomjaotust. Eespool
néitasime, et binoomjaotust voime lahendada normaaljactusele, kui n on
suur, nagu see hetkel ongi. Niisiis, kui eeldame, et iga pa ja pp jargib nor-
maaljaotust (vihemalt ligikaudu), siis ka ps — pp jaotus jargib ligikaudu
normaaljaotust. Normaaljaotusega muutujate summad ja vahed on samuti
normaaljaotusega.

2. Missugune on p4 — pp dispersioon?

Kehtib D(pa — pg) = D(Pa) + D(Pg), kui pa ja ps on soltumatud. Jire-
likuit, D(pa — ps) = D(a) + D(pp) = 2aAC2a) 4 220PR)  Me i tea py ja
pg- Peame tegema teise ldhendi: kasutama hinnanguid p4 ja pp dispersiooni

. . . . - PN ,. 5 all—p in(l—p
avaldises, siis saame dispersiooni hinnangu: D(pa—pg) = ?—‘-(,%24-%—2‘—'1

Usalduspiirid voib niviid kirjutada jérgmiselt

15 12
f’A‘“f’B:tz\/pA( pA)-i-pB( pB)-

nA ng

Kasutame sissejubatava niite andmeid p4 = 140/200 = 0,7 ja pg = 100/180 =
0, 56. 99%-lised usalduspiirid voib arvutada valemist

0,70 — 0,56 + 2, 576\/ 970030 4 056044 ' \1illest saame 0,14 + 0,127 Oleme

200 180
99 juhul sajast veendunud, et vahemik (0,013;0, 267) sisaldab diget pa — pp
viasdrtust. Kuna vahemik el sisalda vdirtust 0, siis see tihendab, et kahel
tootlusel on lutikatele erinev moju.

7.4 Hiipoteesi Hy: p4 = pp kontrollimine

Sissejuhatav nidide. Tehti katse, kus vorreldi kahe erineva pestitsiidi moju
lutikatele. 200 lutikat toodeldi pestitsiidiga A ja 180 lutikat pestitsiidiga B.
Lutikatest, keda toddeldi A-ga, suri 140 ja lutikatest, keda tdddeldi B-ga,
suri 100. Kontrollime hiipoteesi Hy: ps = ps.

Situatsioon on sarnane usalduspiiride leidmisega. Soovime teha jireldust
parameetri ps — pg kohta. Iinnangu p4 — pp jaotust voib lahendada nor-
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maaljaotusega, kui valim on suur. Dispersiooni avaldis hinnangule $4 — pg

. - SN DA 5y — Pa(l=pa) | pe(1-pn) ; io0oni
on: D(ps—pp) = D(pA)+D(pB) = .A o s no, BL Ee.lpool dispersiooni
avaldises usalduspiiride arvutamisel lihtsalt asendasime p4 ja pg vastavalt pa
ja pp. Selline lihenemine toctab tisna histi testide jaoks, aga hiipoteeside

kontrollimisel on voimalik leida veel parem hinnang.

Kui kontrollime hiipoteesi, siis kasutame teststatistikut eeldusel, et null-
hitpotees on oige. Sel juhul voime eeldada, et p4 = pg = p, kuni oleme
veendunud, et see on vale. Kui Hy on oige, siis voime leida parima p hin-
nangu, mis saadakse kombineerides andmeid kahest valimist tihte hinnan-
gusse: Py = %—Zm (see on surnud lutikate summaarne arv jagatud lu-

tikate kogu arvuga). Asendame dispersiooni avaldises p4 ja Py p-ga, saame
AT _ Po(1-$o) po(1-po) __ - _ 4 i N i 3
D(®s —- pp) = wa T onm T Po(l — Po) (ﬂA + B). Hiipoteest Hy

n
kontrollimiseks arvutame z = P4_Pa ja lilkkkame Hj tagasi valitud
i3+ 25)
usaldusnivoo juares, kut z on viljaspool kriitilise vairtuse piire.

Meie niite korral py = ;:gi }gg = 0, 63. Teststatistik on

_ 0,70-0,56 _ - S o
o \/0.630-0,63)( 75+ 115 ) 2,91. See on viljaspool 5% lisi piire (1,96), val

jaspool 1%-list piire (2,576), aga seespool 0,1%-lisi piire (3,291). p viiirtus on
0,0036. Tulemus on “** tihtsusega, mis niitab kahe pestitsiidi efektiivsuse
erinevust.




80 PEATUKK 7 OSADE SUHE TERVIKUSSE - JARELDUSED

7.5 Ulesanded

7.1

Uusim saavutus akne ravimiseks on ravim, mida kutsutakse “retinoidhape“
Testis uuriti selle ravimi méju 20 patsiendil, kellel oli dge akne. 20-st testitud
patsienst 14-1 margati ravimi kasutamisel paranemist.

Kiisimused:

A. Arvuta 99%-lised tGendosuse p usalduspiirid, st ravimit tarbivate paranevate
patsientide suhe iildkogumis. Samuti selgita oma arvutuvste aluseks olevaid oletusi.

B. Arvatakse, et usalduspiirid iilesandes A on liiga laiad. Seet6ttu planeeri
uus katse. Selles peaks valimi maht n olema nii suur, et 95%-lise téendosuse p
usalduspiiride laius oleks vaiksem kui 0,1. Leia valimi maht n.



Peatiikk 8

Kahe keskvaartuse vordlemine

8.1 Sissejuhatus

Sagedane probleem bioloogilise andmestiku nurimisel on kahe keskviidrtuse
vordlemine. Moned niited: eksperimentaalne grupp koos kontrollgrupiga,
iihe nisu sorda saag) vordlemine mone teise nisusordi saagiga, patsiendi vere-
rohu niitaja vordlemine enne ja peale ravikuuri. Parameeter, mida nuisugus-
te nididete korral soovime uurida, on p; — i, Kasutatavate meetodite valik
soltub seejuures sellest, mil viisil on andmed kogutud. Pohimotteliselt voime
eristada kahte olukorda:

1. Paarikaupa andmed

Paarikaupa andmed tihendavad seda, et andmestikn viirtused kuuluvad
paarikaupa kokku (“plokid“). Moned niited:

o Uhel ja samal indiviidil tehti itks mootmine (x) enne ravimist, teine
mootmine (y) peale ravimist.

e Uhel ja samal isikul tehti mootmised vasakul kel (x) ja paremal kel
()-

e 20-st katseloomast moodustati 10 paari. Iga paari loomad olid iihe ema
jarglased.

e 10 erinevat poldu jagati kahte ossa. Igal pollul kasvatati litki A fihel
osal ja liiki B teisel osal.

2. Kaks soltumatut gruppi

Katseiihikute rithmitamine on sel juhul tehtud tiiesti juhuslikult. Moned
niited:

o Liiki A kasvatati 10-1 pollul, litki B 10-] teisel pollul.

81
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e 10 katselooma on juhuslikult méiratud s66ma séota A, 10 teist looma
soovad soota B.

Kui tegemist on kahe sdltumatu grupiga, siis véib andmeanaliiiisi jagada
alajaotusteks. Jargmisel skeemil esitame kokkuvotvalt erinevad voimalused:

Kahe keskvairtuse

virdlemine
Vastandatud Kaks soltumatut
andmed valimit
Suur valim Vaike valim
Eeldame, et Ei saa eeldada,
dispersioonid et dispersioonid
on virdsed on vordsed

8.2 Usalduspiirid ja hupoteesid p, — i, korral

8.2.1 Paarikaupa andmed

Sissejuhatav niide. 1. peatiikis vaatlesime andmestikku, mis oli avaldatud
Charles Darwini poolt 1876. aastal. Darwin piitidis niidata, et taimed,
mida paljundati risttolmeldamise teel, olid kiirema kasvuga kui taimed, mida
paljundati isetolmeldamise teel. Darwin tegi taimepaaridega katse, kus igast
paarist iiks oli isetolmeldatud ja teine oli risttolmeldatud. Koiki taimepaare
kasvatati koos {ihesugustes tingimustes. Sageli on see hea katseplaan, sageli
viitab plokk katseplaanile.

Taimepaaride kirgused (tollides) on esitatud jargmises tabelis:
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Paari nr  z; risttolmeldatud z, isetolmeldatud d = xp — &,

1 23,5 17,4 6,1
2 12,0 20,4 8,4
3 21,0 20,0 1,0
4 22,0 20,0 2,0
5 19,1 18,4 0,7
6 21,5 18,6 2,9
7 22,1 18,6 35
8 20,4 15,3 5,1
9 18,3 16,5 1,8
10 21,6 18,0 3,6
11 23,3 16,3 7,0
12 21,0 18,0 3,0
13 22,1 12,8 9,3
14 23,0 15,5 7,5
15 12,0 18,0 6,0

Kas Darwim viide oh oige? Sellele kiisimusele voime vastata, kui arvu-
tame ja interpreteerime usalduspiirid kahe keskviiZirtuse erinevusele (1, — p, )
vor kontrollime hiipoteest Hy: g, — p, = 0. See on sama, kui teha jareldus
iga paari Zx Ja T vahelise erinevuse d jaoks.

s a8 N : 4 2 ﬂ_w
d keskvairtus on d = 2! = 2,607 ja dispersioon 53 = ZE 5 =

2
39.1
412,9- 3%

=22, 21.

I&eie parameeter on g, — 2, = p4, kus p,; tdhendab iildkogumi paarikanpa
viirtuste erinevuse d keskviiirtust. Kontrollime hiipoteesi, et kahel erinevalt
paljundatud taimel on vordne keskmine korgus. Voime kontrollida kahe-
poolset hiipoteesi:

Hg: Ha = 0,

Hy: oy # 05

vol kontrollida tihepoolset hiipoteesi:

Hy: py >0 (vol Hy: g < 0).

Hiipoteesi valik soltub kiisimusest, aga mitte andmestikust. Antud juhul
voib olla eelistatud tthepoolne hiipotees. Darwin soovis néidata, et risttolmel-
datud taimed on korgemad. Hiipoteesi kontrollimiseks arvutame t-statistiku

= i\/:j‘;’ = i’?\/% = 2,142. Kahepoolse t-test korral on piirid +2, 145, kui
olulisuse nivoo a = 0,05 ja vabadusastmed on (n — 1) = 14. Hetkel on arvu-
tatud t vadrtus just nende piiride vahel. Vastav ithepoolne piir on 1,761.
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Jarelikult hiipoteesi H, voib lugeda toestatuks ka ilhepoolse testi pohjal.
Minitabi viljatriikist loeme vilja sama jarelduse.

T-Test of the Mean

Test of mu = 0.0000 vs mu > 0.0000

Variable N Mean StDev SE Mean T P
D 15 2.61 4.71 1.22 2.14 0.025

Jérelikult voime toetada Darwini viidet, et risttolmeldatud taimed on
keskmiselt korgemad kui isetolmeldatud taimed.
Véime arvutada ka g, usalduspiirid. Illustratsiooniks leiame kahepoolsed

piirid. Arvutame usaldusvahemiku 2,607 £ to975,141/ 2—21'5"5 ; 2,607 + 2,61;
(0,00; 5,22). Sama tulemust ndeme jérgnevas Minitab'i viiljatriikis:

Confidence Intervals

Variable N Mean StDev SE Mean 95.0 % CI
D 15 2.61 4.71 1.22 (-0.00, 5.22)

Siin on usaldusptirid kahepoolsed, nad vastavad kahepoolsele testile. Nie-
me, et usaldusvahemik sisaldab viidrtust O, mille pohjal voime jireldada, et
erinevus kahe grupi vahel ei ole oluline.

8.2.2 Soltumatud valimid

Oletame, et soovime vorrelda kahe téotluse keskvidrtusi. Katseplaan on ran-
domiseeritud (vt ptk 9) st ei ole kasutatud andmete sobitamist, mis tadhendab,
et katse ithikud on juhuslikult miératud kahele tostlusele.

Soovime teha otsustusi parameetri g, — g, kohta. Kasutame valimi
keskmiste erinevust Z; —Z, kui hinnangut g, -, kohta. Kehtib E (£ — Z2) =
{q — fo. Jérelikult meie hinnang on nihketa. Usalduspiiride leidmiseks ja
hiipoteeside kontrollimiseks vajame dispersiooni hinnangut ning hinnangu
jaotust.

Dispersiooni jaoks kehtib D(Z) — Zo) = 12D(Z;) + (—1)2D(Z,) =

(eeldades soltumatust rithmade vahel)
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=%§ + %(eeldades soltumatust rithmade sees).

Ku iildkogumid on molemas grupis normaaljactusega, siis ka vastavad
keskvidirtused I, ja Ty on normaaljaotusega, st meie hinnang I; — T jargib
normaaljaotust. Kui ildkogumid ei ole normaaljaotusega, siis suurte valimite
korral hinnangu Z; — Z jaotus on lihendatud normaaljactusele. See jarel-
dub tsentraalsest piirteoreemist. Missugust valimit peaksime vaatlema suure
valimina, on otsustuse asi.

Kui dispersioon on teada ning kasutame normaaljactust, voime arvutada
[y — [y usalduspiirid

_ _ i, O3

— = (Z; — Tp) — 24/ — 4+ —,
Hi— Hq (Z, 2) ™ +'n,2
2 2

- - 0y  Ua

“hy = (T —F) |2+ 2
Hi — Hg (Z, 2) L,

Samal viisil veime kontrollida hiipoteesi Hy : pt; — po = 0, arvutades z =
(z1-22) 0 Tegelikus elus me el tea iilldkoguini dispersiooni. Lahendame selle

2 2
:L+£2.
ny mn2

probleemi kahel viisil. Lihtsam lahendus on see, kui ecldame, et iildkogumi
dispresioonid on vordsed.

8.2.3 Vordsed dispersioonid, viike valim

Niide. Vorreldi kahte erinevalt toidetud pullide riihma. 8 looma jaotati nii,
et nendest 4 said sé6ta A ja 4 said soota B. Mirgiti tiles kaalu juurdekasv:

so6t 1 | sdot 2
330 290
360 320
400 340
350 370

Selle andmestiku pohjal saame arvutada hetkel vajalikud valimi statis-
tikud:

soot 1: ny = 4; &, = 360; s; = 29,44,

st 2: ny = 4; Ty = 330; s = 33,67

Meid huvitav parameeter on g, — o, mis nditab kaalu juurdekasvu keskmist
erinevust. Selle parameetri hinnang on ; — Z» ning hinnangu dispersioon on

D(z; — 3) = D(x1) + D(z) = %? + %‘E
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Paljudel juhtudel on sobiv eeldada, et dispersioonid on vdrdsed ning ei
soltu tootlusest. Dispersioon véib kirjeldada néiteks loomulikku juhuslikku
varieeruvust loomade vahel, mis ei ole m&jutatud sé6da tiitibist. On ka kindel
tehniline pohjus vordse dispersiooni ecldamiseks. Nieme, et siis on voimalik
iisna lihtsal viisil leida dispersiooni hinnangu vabadusastmete arvu.

Kui eeldame vordset dispersiooni, siis vajame dispersiooni hinnangut, mis
on molemal rithmitaval tunnusel iihine. Dispersiooni tihistame ¢? Fel-
dame, et Jf = ag = ¢? Saab niidata, et dispersiooni ¢? hinnang on
G = ("Pi)lsi:ig_m%, kus vabadusastmete arv on (n; + ns — 2).

Kasutades neid pohimétteid t-testi jaoks, kontrollime hiipoteese:

Ho:py = py (st Ho: pty — py = 0),

Hyipy —py #0.
Kasutame teststatistikut ¢t = ——2=% , kus 62 = (= :331:("22 s
#(305) -
ﬂ] 1L

Test statistikul t on (n; + ny — 2) vabadusastet.

Meie niites saame dispersiooni hinnangu % = 3'866’?114;?:12133’33 = 6?0 =
1000, mille pdhjal arvutame t viirtuse: ¢ = —~$&=380__ — 1 34, Kiriitiline

1000(1+1)

vidrtus 6 vabadusastme juures on 2,447 (olulisuse nivoo on 5%). Jarelikult
oleme toestanud H;. Ei saa Selda, et kaks erinevat sétta annavad keskmiselt
{ihesuguse kaalu juurdekasvu.

Minitabi viljatriikk selle kohta on jargmine:

Two Sample T-Test and Confidence Interval

Twosample T for Fodder A vs Fodder B
N Mean StDev SE Mean
Fodder A 4 360.0 29.4 15
Fodder B 4 330.0 33.7 17
95% C.I. for mu Fodder A - mu Fodder B: { -25, 85)
T-Test mu Fodder A = mu Fodder B (vs not =): T= 1.34 P=0.23 DF= &

Both use Pooled StDev = 31.6

Néeme, et valjatriikk sisaldab teststatistikut ja samuti ka g, — p, usaldus-

piire. Usaldusvahemik arvutatakse valemi #; — & + 2,447, /52 (nll + nl,)

pohjal, kus (nagu ennegi) 6% = = (- 1)82+("2 1% Arv 2,447 on 6 vabadusast-

Ty -2

mega kriitiline t vaartus 95%- hste usalduspur]de jaoks (tabeli pohjal).
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8.2.4 Valim on viike ning dispersioonid ei ole vordsed

Kui et ole voimalik eeldada, et dispersioonid on kahes grupis vordsed, voime
kasutada lahendamist, mis on tuntud erinevate nimedega: Behrens-Fisher'i
probleem, Satterwaite’r lihendamine ja teised.

Meid huvitav parameeter on ikka g, — p,, millele kasutame hinnangut
%1 — Z2. Suure valimi korral on hinnangu dispersioon D(:El — I) = TSE + :—122
Selle arvutamiseks pole teada vaba;:lusastmete arv. Saab niidata, et selle
53 /n1+53/n2]

[4rm]" [3rm]”

ny -1 ng—1

avaldis, aga arvutid sa.a,vadl sellega lihtsalt hakkama. Kui eeldame, et valimite
dispersioonid ei ole vordsed, siis Minitab annab jirgmise tulemuse:

saab leida valemi vy = pohjal. See on iisna komplitseeritud

Two Sample T-Test and Confidence Interval

Two sample T for Fodder A vs Fodder B

N Mean StDev SE Mean
Fodder A 4 360.0 29.4 15
Fodder B 4 330.0 33.7 17
95% CI for mu Fodder A - mu Fodder B: [ =27, 87)
T-Test mu Fodder A = mu Fodder B (vs not =): T= 1.34 P=0.24 DbF= §

Nagu niiemne, saime praegu 5 vabadusastet 6 asemel. See on hind, et
loobusime vordsete dispersioonide eeldusest. Kuid jireldused on samad, mis

eespool.

8.2.5 Valimid on suured

Suure valimi korral voime kasutada lahendamist, kui soovime kiiresti otsus-
tada, kas erinevus kahe t&6tluse vahel on oluline voi mitte.

Sissejuhatav nidide. Vorreldakse kahe erinevat tougu porsaste keskmist
siinnikaalu. Kummastki toust on porsaste arv juhuslikult valitud ning nende
valimite kohta on antud arvutatavad statistikud:

toug 1: ny = 61; Z; =1,33; s1 =0,25

toug 2: ng = 40; 7o = 1,58; 59 =0, 19.

Parameeter, mida soovime hinnata, on z; — p,, mis viljendab keskmist
erinevust siinnikaalus. Selle parameetri hinnanguna kasutame Z; —Z3 Kuna
meil on suured valimid, véime arvata, et Z; ja 5 on ligikaudu normaaljao-
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tusega, isegi kui kaalud ise ei ole normaaljaotusega. Eeldamegi, et hinnang
Z; = Xy )argib normaaljactust.
2
Esitame hinnangu dispersiooni D(:El - 1_?2) = D(z,) + D(Zs) = El + 22
Dispersiooni hinnang on D(z:l —Ip) = —*— + = —1 Me ei tea, mitu vabadusastet
on haaratud sellesse dispersiooni, aga kuna valim on suur, voime lihtsalt delda

“paljud* vabadusastmed ning kasutada z-jaotust. Kontrollime hiipoteese
Ho :py = py Hy @ py # py Arvutame z = A=5 = L3318 . = 5,69.

2 .2 0,252 | 0,192
F 3 e
—-Ln] +—-1,,12 61 40

See on oluline vorreldes 1,96 (5%); 2,576 (1%) voi 3,291 (0,1%). p véértus
on tegelikult null.
95%-lised usalduspiirid siinnikaalude erinevuse jaoks on

Z)— T £ 1,964/ -:;?; + %%, millest saame —0,25 &+ 0, 086.

8.2.6 Kahe iildkogumi keskviértuse vordlemine
Minitab’iga

Kahe iildkogumi keskviirtuse vordlemiseks vaatleme jirgmist niidet. Kat-
ses olid kaks &mblikuliiki: Dinopis ja. Menneus. Sooviti vorrelda, kumma
lilgi dmblikud piillavad keskmiselt suuremat saaki. Kummastki liigist valiti
10 amblikku ja moddeti nende poolt piiiitud saagi suurus (mm-tes). Tule-
mused on esitatud jignevas tabelis. Andmestikust esimese mulje saamiseks
joonistame molema liigi jaoks karpdiagramma.

Dinopis Menneus

12,9 10,2
10,2 6,9 o

74 10,9 1 ‘

7,0 11,0 o

10,5 10,1 8"

wow o 1g L] B2
9.9 75 o i |
14,4 10,3 Dinopis Menneus
11,3 9,28 8

Kasutame Minitabi ja teeme kaks analiiiisi. Isimesel korral eeldame, et
tildkogumite dispersioonid on vordsed.
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Two Sample T-Test and Confidence interval

Twosample T for Dinopis vs Menneus

N Mean StDev SE Mean
Dinopis 10 10.26 2.51 0.79
Menneus 10 9.02 1.80 0.60
95% C.I. for mu Dinopis - mu Menneus: ( -0.85, 3.33)
T-Test mu Dinopis = mu Menneus (vs not =): T= 1.25 P=0.23 DF=

Both use Pooled StDev = 2.23

Teisel korral e1 eeldata dispersioonide vordsust.

Two Sample T-Test and Confidence Interval

Twosample T for Dinopis vs Menneus

N Mean StDev SE Mean
Dinopis 10 10.26 2.51 c.79
Menneus 10 9,02 1.90 0.60
95% C.I for mu Dinopis - mu Menneus: { -0.87, 3.35)
T-Test mu Dinopis = mu Menneus (vs not =): T= 1.25 P=0.23 DF=

89

18

16

Molemad analiiiisid on kooskolas: iikskoik missuguse eelduse teeme, voime
jareldada, et vaadeldes keskmist saagi suurust (p = 0,23), ei ole erinevus &m-
blike liikide vahel olutine. Jarelikult meil ei ole mingit pohjust delda, et kaks

erinevat liki amblikku piiiiavad erineva suurusega saaki.
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8.3 Ulesanded

8.1
Moodeti kahe erinevat tougu lehmade keskmist piimatoodangut:
Tiiip Keskmine St.hilve n
A 18,8 24 106
B 17,2 5,2 54

Kontrolli hiipoteesi, kas kahe erinevat tdugu lehmade keskmine piimatoodang
on vordne. Missuguseid eeldusi on vaja teha analiiiisi kiiigus?

8.2

Katses kasvatati kahte erinevat sorti otra. Tulemused (vakk/aakri kohta) on
esitatud jirgnevas tabelis:

Liik
Trebi 41,2 19,3 455 639 63,8 442 425 53,0
Svanota 394 30,8 445 51,5 41,1 26,5 35,7

A. Kontrolli hitpoteesi, et kahel erineval odrasordil on keskmine saagikus ithe-
sugune,

B. Arvauta 95%-lised usalduspiirid kahe sordi keskmise saagikuse erinevusele.

8.3

Kui tdsine moju lapse arengule enne siindi on ema alkoholi tarvitamine?! Sel-
leks, et uurida seda kiisimust, leiti kuus naist kes olid olnud kroonilised alkohoo-
likud raseduse ajal. Nende lastele tehti 7-aastaselt IQ test jirgmiste tulemustega:

78 102 64 84 100 70

A. Arvuta keskviirtus ja dispersioon [Q testi tulemuste kohta.

B. 46 naisest koosneva kontrollgrupi, kes ei olnud alkohoolikud, laste IQ testi
tulemused on: X = 99 ja Y (X; — X)? = 11520. Kontrolli hiipoteesi, et kahel
naiste grupil on laste IQ testi tulemused keskmiselt vordsed.

C. Kas voib eelnevat niidet pidada katseks? Selgita miks/miks mitte. Samuti
arutle, kas iilesande B testi loppjireldused soltuvad katsest tulenevatest andme-
test.

84

Jirgnev andmestik on uurimuse tulemus, mis selgitab, kas malaaria esineb
vordselt kahes 6koloogiliselt erinevas piirkonnas A ja B. Vere valimid on vGetud
juhuslikult valitud indiviididelt iga piirkonna 7-st erinevast kohast. Iga koha valimi
protsendid niitavad, mil miiral malaaria kindlaks mairati. Tulemused olid:

1Voetud Jones et al, Lancet, June 1974
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Koht Piirkond A Piirkond B

1 ) 13
2 12 18
3 13 11
4 2 17
5 4 14
6 3 11
7 8 21

A. Kontrolli, kas malaaria esineb vordselt kahes piirkonnas.

B. Arvuta 95%-lised usalduspiirid kahe piirkonna erinevusele.

C. Missuguseid eeldusi on vaja analiiiisiks?

8.5

Troopilisel maal kasutatakse piihvleid v6i hirgi suhkru viljapressimise téoriista
juures. Loomad tootavad 90 minmutit. Sel ajal konnivad nad ringjooneliselt, kin-
nitatuna hoova kiilge. 10 piihvlit ja 8 hirga osalesid katses, mille kdigus moodeti
nende siidame t66d enne ja pirast todpericodi. Tulemused olid jirgmised:

Piihvel Hérg

Stidamelotgid  Siidamelsogid | Siiddamelsogid | Siidamelttgid
enne t66d pirast t166d enne t66d parast tood
50 52 65 68

50 58 65 72

56 55 59 65

54 59 65 70

43 46 63 71

48 55 53 63

53 52 56 64

46 48 61 68

51 55

47 50

A. Kontrolli hiipoteesi, et stidame t&6 muutus on kahel loomaliigil {ihesugune.

B. Missuguseid eeldusi on vaja analiitisiks?

8.6

Claes Lilja® artiklis olid andmed, kus oli méédetud jaapani vuti mune ka-
helt erinevalt liinilt. Uks liin {“P-liin") oli valitud vuti kasvatamise ajal kindlast
generatsioonist nii, et iga generatsiooni korgeima kehakaaluga nelja nédala vanus-
tel indiviididel lubati paljuneda. Teine liin {(“C-liin”) oli tavaline, selekteerimata

2Gcand J agric res 17:149-151, 1987
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grupp. Jargnevas tabelis on esitatud liinide kohta méned muutujad (esimesena
P-liin, siis C-liin):

Muutuja keskmine SD n | keskmine SD

Virskete munade kaal

n

14,1 1,88 30 10,2 0,61 29

Kuiva koore kaal 0,816 0,0931 30 0,699 0,0774 29
(Ca-sisaldus koores

0,259 0,0035 10 0,256 0,0056 10
Tabelis on esitatud keskviirtuse, standardhilbe (SD) ja vaatluste arvu (n)

vasirtused kolmele muutujale: virskete munade kaal; kuiva koore kaal; Ca-sisaldus
koores.

Kiisimused:
A. Arvuta P-liini muutuja “vérskete munade kaal” keskviisirtuse standardviga
(SEM).

B. Kas esineb olulisi erinevusi muutuja “kuiva koore kaal” P-liini ja C-liini
keskvadrtuse vahel?

C. Kontrolli, kas on moistlik eeldada, et P-liinil ja C-liinil on vordne dispersioon
muutujale “virskete munade kaal”?



AINEREGISTER

AINEREGISTER

Termin (eesti keel) Inglise keel Rootsi keel Ik
alternatiive e sisukas [alternative hypothesis mothypotesen 65
hiipotees
aritmeetriline keskmine aritmetic mean aritmetiskt 7

medelvirde
Bayes’t teoreem Bayes’ theorem Bayes sats 33
binoomjaotus binomial distribution [bionomialférdelning | 41
diskreetne juhuslik discrete random diskret slumpvariabel (37,40
suurus variable
dispersioon variance varians 9
efektiivsus efficiency effektivitet 57
esimesst liiki viga error of the first kind [fel av forsta slaget 66
esindatav representative representativ 3
hajuvusdiagramm scatter plot punktdiagram 18
hindamine estimation estimation 55
hinnang estimate estimat 57
hinnang estimator estimator 57
histogramm, histogram, bar chart histogram 16
tulpdiagramm
hiipoteesi kontrolliminetesting the hypothesis hypotesprévning 65
intervallskaala interval scale intervallskala 7
jaotusfunktsioon distribution function [Férdelningsfunktion | 39
juhuslik katse random experiment slumpmaéssig 29
experunent

juhuslik muutuja random variable slumpvariabel 37
juhuslik valik random sampling slumpmissig sampling] 3
juhusliku muutuja variance of random |varians for en 40
disperstoon variable slumpmissig variabel
juhusliku muutuja mean value of medelvirde (forvintat | 40
keskvairtus random variable virde) for en

slumpvariabel

93
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kahe keskviirtuse ompare two mean

vordlemine alues

kaks sdltumatut gruppi two independet
groups

karpdiagramm ox plot

keskruudu viga can square error

keskviartus ean

keskvidrtuse standard error of the

standardviga ean

kohendatud keskmine [trimmed mean

korrutamise reegel
kvalitatiivne muutuja
kvanitatiivne muutuja
kvartiil

kvartiilide vahe
littmise reegel

mediaan

Minitab

mudel

muutuja

nihketa
nihutamatus
nominaalne skaala
normaaljaotus
nullhiipotees
oluline
ootusviirtus
ordinaalne skaala

otsustused osakaalu
kohta
paarikaupa vordlemine

pidev muutuja
Poissoni jaotus

ultiplication rule
ualitative variable
uantitative variable
uartile
inter-quartile range
dditton rule

nbiasedness
ominal scale
ormal distribution

inference on
roportions
airwise comparsion

ontinuous variable
oisson distribution

jamfora tvé
medelvirden

box plot, ladogram
felkvadratsumma
medelvirde

trimmat medelvirde
multiplikationssatsen

valitativ variabel
vantitativ variabel
vartil
vartilavstand
dditionssatsen
edian
initab
modell
Variabel
vantvirderiktig
vintvirderiktighet
nominalskala
normalférdelning
Bollhypotesen
signifikans
forvintat virde
ordinalskala

inferens om
proportioner

Parvisa jamforelser
kontinuerlig variabel
Poissonférdelning

tva oberoende grupper

medelvirdets medelfel

81

81



proportsionaalne skaalaratio scale

protsentiil

punkthinnang
ringdiagramm
ristkiilikjaotus

risttabel
sagedustabel
segatud andmed
SEM

sisemised aiad

séltumatu grupp
séltumatu stindmus
standardhéive
standardiseeritud
normaaljaotus
statistiline otsustus
Student’i t-test
suhteline sagedus
siindmus

tdiend

teist litki viga

tinghk tdendosus

t-jaotus

tdendosus
tdendosuse
usalduspiirid
tdendosusfunktsioon
tdendosusjaotus

tdendosuslik

ercentile
oint estimation
ie chart

independent events
tandard deviation
tandarized normal
istribution
tatistical inference

rror of the second
ind

distribution
robability
onfidence interval
for p

robability function

robability
istribution
robabilistic

AINEREGISTER

kvotskala

percentil
punktestimation
tartdiagram
rektanguldrfordeining

orstabel]
frekvenstabell
matchade data
SEM

Wvre och undre
lgrdnsen
obercoende grupper
oberoende hindelser
tandardavvikelse
tandardiserad
ommalfordelning
tatistisk inferens
tudent's t

elativ frekvens
dndelse
omplement

fel av andra slaget

betingad sannolikhet

t-fordelning
sannolikhet
konfidensintervall f6r

P
sannolikhetsfunktion

sannolikhetsfordelning

11
57
24
46

21
15,21
81
11
15

81
32
10
49

4,55
60
30
29
30
66

33

60, 71
30
75

37.38
38

probabilistisk
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2. Binoomjaotuse jaotusfunktsiooni tabel

Tabelis on antud n ja p erinevate vidrtuste tdendosused nii, et muutyja viirtus on viiksem
vbi virdne x-ga.

p=0.1
0.590
0918
0.991
0.999
1.000
1.000

w3

b i b o= O

0.53]
0.885
0.984
0,998
0999
1.000
1.000

PN RWR—~O

0.478
0.850
0974
0.997
0999
1.000
1.000
1.000

SO AW —O

0.430
0.813
0 %1

[ I RV -V R )
=1

L= - -JE W W R S PV Y )
(=]

S\Dnn-lmunauu..o

p=02
0.327
0737
0942
0.993
0.999
1.000

0262
0.655
0.901
0.983
0.993
0,999
1.900

0.209
0.576
0.852
0.966
0.995
0.999
1.000
1.000

0.167
0.503
0.796
0.943
0989
0993
0.999
1.000
1.000

0.134
0.436
0738
a914
0.930

0.999
1.000
1.000
1.000

0107
0.375
0677
0.379
0.967
0.993
0999
0999
1.000
1.000
1.000

p=0.2
0.237
0.632
0.896
0984
0.999
1.000

0178
0.533
0.830
0.962
0.99%
0.999
1.000

0.133
0.444
0.756
0.929
0.987

0.056
0244
0.525
0775
0921
0 980
0956
0999
1.000
1.000
1.000

p=0.3
0.168
0.528
0836
0.969
0.997
1.000

0.117
0.420
0.744
0.929
0.98%
0999
1.000

0.082
0329
0.647
0874
0971
0.996

0.040
0.196
0462

0.901
0974
0.995

1.000
1.000

0.028
0.149
0.382
0.649
0.849
0952
0.989
0.998
0.599
1.060
1.000

p=04
0.077
0.137
.68
0.913
0.989
1.000

0.046
0.233
0.544
0.820
0.959
0.995
1.000

0.028
0.158
0.419
0.710
0.903
0.981
0598
1.000

0.016
0.106
0315
0.594
0.826
0.950

p=0.5
0.031
0187
0.500
0.812
0.968
1.060

0.015
0.109
0343
0656
0.890
0.984
1.000

0.007
0.062
0.226
0.500
0.773
0.937
0.992
1.000

0.003
0.035
0144
0363
0.636
0.855
0.964
0.9%
1.000

0.002
0.019
0089
0253
0.500
0.746
0.910
0.980
0.998
1.000

0001
0.010
0.054
0171
0377
0.623
0823
0.945
0.989
0.999
1.000

p=0.6
G010
0.087
037
0.663
0.922
1.000

0.004
0041
0.179
0.455
0.766
0953
1.000

0.001
0.018
0.096
0.289
0.580
0.841
0972
1.000

p=0.7
0.002
0.030
0.163
0.471
0831
1.000

0,000
0.010
0.070
0.255
0.579
0882
1.000

0.000
0.003
0.028
0126
03352
0.670
0Nz
1.000

0.000
0.001
0.011
0.058
0.1%4
0.448
0.744
0.942
1.000

0.000
0.000
0.004
0.025
0.098
0.270
0.537
0.304
0.95%
1.000

0.000

0.001
000
0.047
0.150
0.350
0617
0.350
0.971
1.000

p=0.7
0.001
0015
0103
0.367
0.762
1.000

0.000
0.004
0.037
0.169
0.466
0822
1.000

0.000
0.001
0.012
0.070
0.243
0.555
0.366
1.000

0.000
0.000
0.004
0.027
0.113
01321
0632
0.8%9
1.000

0.000

0.001
0.010

0.165

=08
0.000
0006
0.057
0262
0.672
1.000
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p=0%
0.000
0.000
0008
0.081
0.40%
1.000

0.000
0.000
0.001
0.015
0114
0.468
1.000

0.000
000
0.012
0.070
0.263
0.651
1.000
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p=0.25

p=0.5

p=0.7

p=0.8

p=0%

— e D DT O LA e b = O
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0.2288

0.8416
09559
0.5908
09985
09998
1.0000
1.0000
1.6000
1.0000

1 0000
1.0000
1.0000

0.0422
0.1971
04552
0.7133
0.8854
0.9657
0.9924
0.9988
0.9999
1.0000
1.00060
1.0000

0.0317
0.1584
0.3507
0.6488
08424
0.9456
0.9857
09572
0.9996
1.0000
1.0000

1.0000

0.0238
01267
03326
0.584)
0.7940
0.9198
0.9757
0.9944
0.9990
0.9959

1.0000
1.0000
1.0000

0.0178
0.1010
0.2811
0.5213
0.7415
0.8883
09617
0.9897
0.9978
0.9997
1.0000
1.0000
1 0000
1.0000
1.0000

0.0036
00302
04189
0.2963
0.5323
0.7535
0.9006
0.9707
0.9941
0.9993
1.0000
1.0000

0.0022
0.0196
0.0834
0.2253
0.4382
0.6652
0.8418
0.9427
0.9847
0.9972
0.9997
1.0000
1.0000

0.0013
0.0126
0.0579
0.1686
0.3530
0.5744
0.7712
0.9023
09679
0.9922
0.9987
0.9999
1.0000
1.0000

0.0008
0.0081
0.0398
0.1243
0.2793
0.4859
0.6925
0.8499
0.9417
0.9825
0.9961]
0.9994
0.959%
1. 0000
1 0000

0.0005
0.0059
0.0327
0.1133
02744
0.5000
0.7256
0.8867
0.9673
0.994]
0.9995
1.0000

0.0002
0.0032
0.0193
0.0730
0.1938
03872
06128
0.3062
0.9270
0.9807
0.9968
0.9598
1.0000

0.0001
0.0017
00112
0.0461
0.1334
02905
0.5000
0.7095
0.86665
09539
0.9888
09983
0.9999
1.0000

G.0001

0.0065
D 0287
0.0858
0.2120
0.3953
06047
0.7880
09102
09713
0.9935
0.9991
0.9999
1.0000

0.0000
0.0000
0.0006
0.0043
0.0216
00782
0.2103
¢.4304
0.6873
0.8870
0.9802
1.0000

0.0000
0.0000
0.0002
00017
0.0095
0.0386
0.1173
0.2763
0.5075
0.7472
09150
0.9862
1.0000

0.0000
0.0000
0.0001
0.0007
0.0040
00182
0.0624
0.1654
0.3457
0.5794
0.7975
09363
0.9903
F O0G0

0.0060

0.0000
0.0002
0.0017
0.0083
00315
0.0933
02195
0.415%
0.6448
08392
09525
0.9932
1.0000

0.0000
0.0000

0.0002
0.0020
0.0117
0.0504
0.1611
0.3826
0.6779
0.9141
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0006
0.0039
0.0194
0.0716
0.2054
0.4417
0.7251
09313
1.0000

0.0000
0.0000

0.0000
0.0002

0.0012

0.0070
0.0300
0.0991
0.2527
0.4933
0.7664
0.9450
1.0000

0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0004
0.0024
00116
0.0439
0.1298
0.3018
0.5519
0.8021
0.9560
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0003
0.0028
00185
0.0896
03026
0.6862
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0005
0.0043%
0.0256
0.1109
0.3410
0.7176
1.6000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.0009
0.0065
0.0342
0.1339
013787
0.745%
1.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
00002
0.0015
0.0092
0.0441
0.1584
04154
07782
1.0000
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p=0.3

p=06

p=0.7
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p=038

D00 W) O L A B O

0.0134
0.0802
02361
04613
0.6865
08516

0.0047
0.0353
0.1268
0.2969
05155
0.7216
0.8689
0.9500
0.9843
0.9963
0.9993
0.9999

0.0023
0.0193
0.0774
02019
0.38%7
0.5968
0.7752
0.8954
0.9597
0.9873
0.9968
09993
0.9999
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000

1.0000

0.0000
0.0000
0.0003
0.0019
0.0093
0.0338
0.0950
0.2131
0.3902
0.5968
0.7827
0.9095
0.9729
09948
0.9995
1.0000

0.0000
0.0000
0.0001
0.0009
0.0049
0.0151
0.0583
0.1423
02839
0.4728
0.6712
0.8334
09349
09817
0.9967

1.0000
0.0000

6.0001
0.0005
0.0025
0.0106
00348
0.0919
01989
0.3595
0.5522
0.7361
0.8740
0.9536
0.9877
0.9979
0.9998
1.0000

0.000/

0.0000
0.0000
0.000t
0.0007
0.0037
0.0t352
0.0500
0.1311
0.2784
0.4845
0.7031
0.8732
0.9647
0.9953
1.0000

0.0000
0.0000

0.0000

0.0000
0.0000
0.0000
0.0001
0.0008
0.0042
0.0181
0.0611
0.1642
03513
0.6020
0.8329
09648
1.0000

00000
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n x p=0.1  p=02 p=025 p=03 p=04 p=05 p=06 p=0.7 p=075 p=08 p=09
130 01501 00180 00056 ©0.0016 00001 00000 00000 0.0000 0.0000 00000 00000
1 04503 00991 00395 0©.0142 00013 0.0001 00000 00000 00000 00000 00000
2 07338 02713 01353 00600 00082 0.0007 00000 00000 0.0000 00000 0.0000
3 09018 05010 03057 01646 00328 00038 00002 00000 0.0000 00000 0.0000
4 09718 07164 0587 03327 00942 00154 00013 00600 00000 00000 0000¢
5 09936 08671 07175 05344 02088 0.048] 00058 0.0003 00000 0.0000 0.0000
6 09988 09487 08610 0.7217 03743 01189 00203 0.0014 00002 00000 0.0000
7 09998 09837 09431 0.8593 05634 02403 00576 00061 00012 00002 00000
8 1.0000 09957 09807 095404 07368 04073 0.1347 00210 0.0054 00009 0.0000
9 1.0000 09991 09946 09790 0.8653 05927 02632 00596 00193 00043 00000
10 1.0000 099958 09988 09939 09424 07597 04366 01407 00569 0.0163 0.0002
1 10000 1.0000 09998 0.9986 09797 08811 06257 02783 01390 00513 00012
12 10000 10000 10000 09997 09942 09519 07912 04656 02825 01329 00064
13 10000 1.0000 10000 10000 09987 09846 09058 06673 04813 02836 00282
14 10000 10000 10000 10000 09998 09962 09672 08354 (6943 04990 0.0982
15 10000 10000 10000 1.0000 10000 09993 09918 09400 08647 07287 0.2662
16 10000 1.0000 1.0000 10000 10000 09999 09987 09858 09605 0.9009 05497
17 10000 1.0000 1.0000 1.0000 [0000 10000 ¢.9999 (.9984 09944 09820 0.8499
18 1.0000 10000 10000 10000 1.000) 10000 10000 10000 10000 10000 10000
90 0.1351 00144 0.0042 0.0011 G0001 00000 00000 00000 00000 00000 0.0000
1 04203 00829 00310 00104 00008 00000 00000 00000 00000 0.0000 0.0000
2 07054 02369 01113 00462 00055 00004 00000 00000 00000 00000 0.0000
3 0.8850 04551 02631 0.1332 00230 00022 00001 00000 00000 00000 0.0000
4 059648 06733 04654 02822 0069 000% Q0006 00000 00000 00000 00000
5 09914 08369 06678 04739 01629 00318 00031 00001 00000 00000 0.0000
6 0.9983 09324 08251 05655 03081 00835 00116 00006 00001 00000 0.0000
7 0.9697 09767 09225 0.8180 04878 0.1796¢ 00352 00028 00005 00000 00000
& 10000 09933 09713 09161 06675 03218 00885 00105 00023 00003 00000
9 10060 09984 09911 09674 08139 05000 01861 00326 00089 D0.0016 0.0000
10 1.0000 09997 09977 09835 00115 06762 03325 00839 00287 00067 0.0000
il 1.000G6 10000 09995 09972 09648 038204 05122 01820 00775 00231 00003
12 10000 10000 ©999% 09994 09884 09165 06919 03345 01749 00676 00017
13 10000 1.0000 10000 09999 09969 09682 08371 05261 03322 01631 00086
14 1.0000 1.0000 10000 10000 09994 09%4 09304 07178 0.5346 03267 00352
15 10000 1.0000 10000 10000 09999 09978 09770 08668 07369 05449 01150
16 10000 10000 10000 10000 §0000 09996 09945 09538 08387 07631 02946
17 10000 1.0000 10000 10000 10000 10000 09992 09896 0990 08171 05797
18 10000 10000 10000 10000 10000 10000 09999 09989 09958 09856 08649
19 1.0000 1.0000 10000 10000 §0000 10000 1.0000 10000 §.0000 10000 1.0000
00 0.1216 00115 00032 00008 00000 00000 00000 00000 00000 00000 00000
1 03917 00692 00243 00076 00005 00000 00000 00000 00000 00000 00000
2 06769 02061 00913 00355 00036 00002 00000 00000 00000 00000 0.0000
3 08670 041'¢ 02252 01071 0016¢ 0.0013 00000 00000 00000 00000 ©.0000
4 09568 06296 04148 02375 0.051¢ 00059 00003 00000 00000 OO0COC ©0000
5 09887 08042 06172 04164 01256 00207 00016 00000 00000 Q000G O0000
6 09976 09133 07858 06080 02500 00577 00065 00003 00000 00000 00000
7 09996 09579 08982 07723 04159 01316 00210 00013 00002 00000 ©0.0000
8 09999 09900 09591 08867 05936 02517 00565 00051 00009 00001 00000
9 10000 09974 09861 09520 07553 04119 01275 00171 00039 0.0006 0.0000
10 10000 09994 09961 09829 08725 05881 02447 00480 00139 00026 00000
11 1.0000 09999 0.9991 09949 09435 0.7483 04044 01133 00409 00100 0.0001
12 10000 10000 09998 09937 09790 O0B684 05841 02277 0GI1018 00321  0.0004
13 10000 1.0000 10000 09997 09935 09423 07500 03920 02142 00867 00024
14 10000 10000 1.0000 10000 09984 09793 08744 05836 03828 0.1958 00113
15 1.0000 1.0000 10000 10000 09997 09941 09490 07625 05852 03704 0.0432
16 10000 10000 1.0000 10000 10000 09987 09840 08929 07748 OS8R 0330
17 1.0000 10000 10000 10000 10000 09998 09964 09645 09087 07939 03231
18 1.0000 10000 10000 1.0000 10000 10000 09995 09924 09757 09308 06083
19 10000  1.0000 1.000¢ 1.0000 10000 10000 10000 09992 09968 09885 0874
20 10000 10000 10000 10000 10000 1.0000 10000 10000 tOOOC 10000 10000
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4, Normaaljaotuse tabel

Viimane kumnendkoht
z 1] 1 2 3 4 5 5 7 8 9
0.0 0.5000 | 05040 ©5080 | 05120 05160 | 05199 05239 | 05279 05319 0.5359
01 05398 C 5438 0 5478 0.5517 | 0.5857 0.55986 0.5636 0.5675 0.5714 05753
0.2 0.5793 | 0.5832| 05871, 05910 | 05948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103| 06141
03 06179 | 06217 | 06255 06293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 06480 | 06517
0.4 06554 | 06591 | 06628 | 06664 | 0.6700| 06736 06772| 066808 06844 06879
05 06915| 06950| 06985| 07019 | 0.7054 | 07088 | 07123 0.7157 | 0.7190| 07224
08 07257 | 07291 | 07324| 07357 07388 | 07422 | 0.7454  0.7486 | 07517 | 0.7549
07 07580 | 07811 | 07642 | 07673 | 0.7704 | Q7734 | 07764 | 07784 | 07823 | 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 1 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 08159 08186 08212 08239 | 08264 | 08283 | 0.8315| 0.8340| 0.8365; 08389
1.0 008413 08438 | 08461 | 0B4BS] DB8508| 08531 | 08554 | 08577 | 08599 03862
1.1 08643 08665| 08686 | 08708 | 0.8729| 08749 | 0.8770| 08790 08810 08830
12 08349 | 08869 | 0DBBBO 08907 08925| 0.8944 | 08962 ( 08980 | 08997 09015
1.3 DO032 | 09049 | 09066+ 09082 | 09099 | 09115 09131 09147 09162 | 09177
14 0.9192 | 09207 | 09222} 09236 09251 | 09265 09279 | 09292 Q9306 0.9319
15 09332 0.9345| 09357 09370 | 09382 | 09394 | 09406 | 09418 ( 0.9429( 0.9441
1.6 09452 | 0.9463 | 09474 | 09484 | 09495 | 09505 09515| 09525 ( 0.9535( 0.9545
17 09554 ( 09564 | 09573 | 09582 | 09591 09599 ! 09608 | 09616 ( 09625 0.9633
18 DoGAt | DOoG4aD | DOG56 | 09664 | 09671 | 09678 | 049686 | 09693 | 09699 | 09706
19 D9713) D9719| D9726 | 08732 | 09738 09744 | 08750 | 09756 | 0.9761 | 0.9767
20 D8772| 08778 | D9783 | DO78B | 09793 | 09798 | 09803 ( Owv80s( 09812 09817
21 D0.9B21| 09826 D9B30| 0.9834 | 09838 | 0.9642 | 00845 ( 09850 | 09854 | 09857
22 09861 | 09864 [ D9BG8 | 09871 | 09875} 09876 | 0.9881( 09884 ( 0.9887( 0.9890
23 09893 09895 | 09898 | 09901 | 0.9904 | 09906 | 09909 | 09911] 0913 | 09316
2.4 09918 | 09920, 05922 | 09925) 09927 | 09929 09931 | 09932 | 09934 | {9936
25 0.9938 0.9940 [ 0.9941 0.9943 | 09945 | 09946 ( 09948 | 09949 ( 09951 @ 9952
26 09853 | 09955| D0.9956| 09957 | 09959 09960 | 09961 | 09962 ( 0.9963| 09964
27 DO9ES | DO966; 09967 ] 09968 09969 | ©09970| 09971 | Q89I72| 09273 | 09974
28 09974 09975| 09976 | 09977 | 09977 09978 09979 | 09979 | 09980 | 09981
29 D90Bt | D9982| 09982 09983 | 09984 | 09984 | 09985 ) 099385| 09086 099686
30 09987 | 09987 | 09987 | 00988 ]| 099088 | 00989 | 09989 | 09989 | 09990 €.9990
31 09290 | 09991 | 08931 | 09991 | 09992 | 04992 | 09992 09992| 09993} 09993
32 D9993| 09993 | 09994 | 00994 | 09954 [ 09994 | 08954 | 0.9995| 09995 0.9995
33 D995 | 09995 | 09995 | 0.9096 | 09996 (| 09996 09996 | 0.9996| 09996 | 09997
34 09997 | 09997 | 09997 | 00997 | 05997 ( 09997 09997 | 0.9907| 09997 | 09998
35 09998 | 09998 | 09998 { 00998 | 09998 | 09998 | 09958 | 0.9908 | 0.9998 | 0.9998
38 09998 | 09998 | 09999 09999 09999 | 09999 09999 | 09999 | 0.9999 | 09999
a7 09995 058995 | 09959 | 05999 | 09999 | 09999 09999 | 0.9999| 09989 09999
an 05995 0.9999 | 0.9999( 09999 | 09999 | 09999 | 09999 | 09999 | 09995 | 0.9999
39 10000 10000 10000 10000 | 10000 10000 10000 10000 1.0000; 10000
40 1.0000| +.0000| 1.0000| 1.0000| 1.0000| 10000 10000 | 1.0000| 1.0000| 1.0000

Tabel annab normaaljaotuse jaotusfunktsiconi F(2) =

T
1o

l!2

e?dt viartused

vahemikus z = (,00(0,01)4,09. Negatiivsete viirtuste korral kasuta teisendust

F(z) =1 - F(-2).



LISA
5. t-jaotusfunktsiooni tabel
F(t)
df 0.75 0.80 0.95| 0975 099 ©0995| 0e975! 0999| 09985
1 1000 | 3078 6314 12708 31.821| 63657 127.321| 318.300 | 636.619
2| osts 1086{ 28z0| 4303| 6985| we925| 140mel 22327 31509
3| o7s| 1638| 2353 3182| 4541 5841 7453 10215| 12924
4| a7 1533| 2132 2776| 3747 4604 5598 7173| 8810
s| o727 1476 | 2015 2571| 336e5| 4032 4773 5893 6889
6| 0718 1.440 1943| 2447 3143 3707| 4317 s5208| 59858
7| o714 1.415 1895 2385| 2908 3499| 4020] 4.785| 5.408
8| o7os 1.397 1860 2308| zess| 3355 3833 4501 5.041
8| o7oa 1.383| 1833| 2262 2821 3250 3es0| 4207 4781
10 0700 1372 1812 2228( 2784 3189| 3581 4144 | 4587
11 0697 | 1.363 1796 | 2201 2718 3106| 3487 4025] 4437
12| 0695 1.356 1782 2479| 2684 30s5| 3428 3830 4318
13| 0694 1.350 1.771 2160| 2650 3012| 3372 assz| 422
14| 0892 1345 1761 2145 2624| 2977 3326 3787 4140
15] 0691 1.341 1763 | 2131 2602 2947 3286 3733| 4073
16| 0690 1.337 1746 | 2420 2583| 2921 3252| 3686 4015
17| 0689 1,333 1740 210} 2567 z898) 3.222| 3646| 3.965
18| 0688 1330 1734|2101 2552| 2878 3197 ae1w0| 3922
19{ o0688| 1328 1729 | 2003|253 2881 3174| 3579| 3.83
20| o687 1325 1726 2088| 2528 2845] 3.153| 3552 3.850
21| o0e8s| 1323 1.721 2080| 2518 2831 3135 3827| 3819
22 oees| 1321 1717] 2074 2508 2819| 3ne| ases| are2
23| oses8s; 1319] 1714| 2069| 2500 2807 3.104| 3485 3.768
24| o885 1318 1.711 2064 | 2492 2797) 3.0 3467 3745
25| o684l 1316 1708 | 2060| 2485 2787| 3078 3450| 3725
26| 0684 1315| 1708{ 2056] 2479 2779| 3.067| 3435 3707
27| 0684 1314 1703 | 2o052] 2473|2771 3057 | 3421 3.680
28| 0683 1313 1701 2048 | 2467 2763 3.047| 3408 3674
29| 0663 1.311 1699| 2045| 2462| 2756| 3038| 2396|3659
30| 0683 1310 1697| 2042 zas7| 2750 3030| 3385] 3646
40| o0e81 1303 1684| 2021 2423 2704( 28M 3307| 3551
s0| 0879 1200 1676 2009| 2403| 2678| 2937 3261 3.496
60| o0679| 1296| 1671 2000| 23%0| 2660 295| 3z2| 3460
80| o678 1292 1664 | 1890 2374 2639| 2887 3195) 3416
100 0677| 1290| 1660| 1984 2384]| 2626| 2871 3174| 3390
w| 0674| 1282| 1645 1960 | 2326| 2576| 2807| 3082| 329
Niide: r-jaotuse 10 vabadusastmega
{d.f.) suuruse jacks
F(1.812)=P{t<1.812)=0.95.
Jaotus on siimmeetriline, st
t-jaotuse 10 vabadusastmega
{d.f.) suuruse jaoks kehtib
F(-1.812)=P(r<—1.812)=0.05.
32 A 0 1 2 3
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6. x’-jaotuse tabel

df| 0.0005] 0.001 00025 0.005 0.025 0.0l 0.5
1 0.000] 0000 0000 0.000 0.001 0.004 0.455
2l o001l 0002 o005 0.010 0.051 0.103 1.386
3l 0015 0024 0045 0072 0216 0352 2.366
4 0064 0091 0145 0.207 0.484) 0.711 3.357
5 0158 02100 0307 0412 0.831] 1.145 4,351
6 0299 02381 0527 0676 1237 1.635 5.348
71 0485 05880 0794 0989 1.690] 2.167 6.346
8 0710 0857 1104 1344 2180 2.733 7.344
9 0972 11520 1450 1.735 27000 3.325 8.343
10| 1265 1479 1.827] 2.1%6 3247  3.940 9.342
11 1587 1834 2232 2603 3.816] 4.575 10.341
12| 1934 2214 2861 3.074 4404 5226 11.340
13| 2308 2617 3112 3.565 5009 5.892 12.340
14 2697 3.041 3582 4.075 5629 6.571 13.339
15| 3.108] 3.483 4.070 4601 6262 7.261 14.339
16| 3536 3942 4573 5142 6.508] 7.962 16.338
17| 3980 4418 5092 5697 7.564] B.672 16.338
18| 4438 4905 5623 6.265 8231 9.390 17.338
19 4912 5407 6.167| 6.844 8.907| 10.117 18.338
200 5398 5921 6723 7434 9591 10.851 19.337
21 5.896| 6.447] 7289 8.034 10.283] 11.591 20.337
220 6.404| 6983 7.865| 8.643 10.982] 12.338 21.337
23 6.924] 7529 8450 9.260 1165890 13.091 22,337
24 7453 8085 9044 9.886 12401 13.848 23,337
25 7991 8649 9646 10520 13.4200 14611 24.337
26| 8538 9222 10256 11.160 13.844| 15.379 25.336)
271 9093 9803 10873 1180 14573 16.151 26.336
28] 9656 10.391 11.497] 12.461 15308 16.928 27.336
201 10227 410.986 12128 13121 16.047| 17.708 28.336
30] 10.804| 11.588 12.765 13787 . 16.791 18.493 29.336
40| 16.906| 17.916] 19.417] 20707 22.164] 24.433| 26.509 39.335
500 23.461 24674 26.464f 27.991 20707 32357 34764 49.335
60 30340 31.738] 33.791 35.534| 37.485 40482 43.188 59.335
80] 44791 46.520] 49.043 51.472 53540 57.453 60.3%1 79.334
100] 59.896] 61.918] 64.857| 67.328 70.065 74.222] 77.929 99.334




6. x’-jaotuse tabel (jirg)

0.75

0.9

0.95

0.975

t-p
0.99

0.995

LISA

0.9975| 0.999

0.9995

OO~ D bW o]

1.323

2773

4.108

5.385

6.626

7.841

9.037
10.219
11.389
12.549
13.701
14.845
15.984
17.117
18.245
19.369
20.489
21.605
22718
23.828
24.935
26.039
27141
28.241
29.339
30.435
31.528
32.620
3371
34.800
45516

66.981
88.130
109.141

2706
4.605
6.251
7.779
9.236
10.645
12.017
13.362
14.684
15.987
17.275
18.549
19.812
21.064
22.307
23.542
24.769
25.989
27.204
28.412
29.615
30.813
32.007
33.186
34.382
35.563
36.741
37.916
39.087
40.256
51.805
63.167
74.397|
96.575
118.498]

3.841

5.991

7.815

9.488
11.070
12.592
14.067
156.507
16.91%
18.307
19.675
21.026
22.362
23685
24.996
26.296
27.587
28.869
30.144
31410
32.671
33.924
35172
36.415
37.652
33.885
40112
41.337
42557
43.773
55.758
67.505

79.082
101.879
124.342]

5.024
7.378
9.348
11.143
12.833
14.449
16.013
17.535
19.023
20.483
21,920
23.337
24736
26.119
27.488
28.845
30.191
31.526
32.852
34.170
35.479
36.781
38.076
39.364
40.646
41,923
43.195
44 461
45722
46.979
§9.342
71.420
83.298
106.629
129.561

6.635

9.210
11.345
13.277
15.086
16.812
18.475
20.090
21.666
23.208
24.725
26.217
27.688
29.141
30.578
32.000
33.409
34.805
38.191
37.566
38.932
40.289
41.638
42.980
44.314
45.642
46.963
48.278
49588
50.892
63.691
76.154

88.379
112.329
135.807

7.879
10.597
12.838
14.860
16.750
18.548
20.278
21.955
23.589
25.188
26.757
28.300
29.819
31.319
32.801
34.267
35718
37.156
38.582
39.997
41.40
42.796
44.181
45,559
46.928
48.290
49645
50.993
52.336
53.672
66.766
79.490

91.952,
116.321
140.169

9.141] 10.828
11.983| 13.816
14.320| 16.266
16.424 | 18.467
18.386 | 20.515
20.249| 22.458
22,040 | 24.322
23.774| 26.124
25462 | 27.877
27.112| 29.588
28.729 | 31.264
30.318 | 32.909
31.883) 34528
33426 36.123
34950} 37.697
36.456 | 39.252
37.9456| 40.790
39.4221 42312
40.885| 43.820
42336 | 45.315
43.775| 46.797
45204 | 48B.268
46.623 | 49.728
48.034 | 51.179
49435 | 52.620
50.829 | 54.052
52215 55476
53.504 | 56.892
54.967 | 58.301
56.332 | 59.703
69.699 | 73.402
82664 | 86.661

95.344] 99.607]
120.102| 124.839)
144.293] 149.449

12.116
15.202
17.730
19.997
22.105
24103
26.018
27.868
29.666
31.420
33.137
34.821
36.478
38.109
39.719
41.308
42879
44.434
45973
47.498
49.011
50.511
52.000
53.479
54947
56.407
§7.858
59.300
60.735
62.162
76.095
89.561
102.695
128.261
153.167]
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