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ВВЕДЕНИЕ

Возникновение теории множителей суммируемости относится 

к началу нынешнего столетия, со времени опубликования теоремы 

Дедекинда - Адамара (см. [ 11, стр. 14L-) и первых её обобщений.

Теорему Дедекинда - Адамара стали обобщать для рядов, сум­

мируемых методом Чезаро целочисленного порядка, различные авто­

ры. Возникшая на базе этого теория получила название теории 

множителей суммируемости.

Первые важные обобщения теорем Дедекинда - Адамара получе­
ны в 1907-1909 гг. Они принадлежат Бору [9,10] , Харди f"3,I*j и 

Бромвичу. При этом они находили лишь достаточные условия.

Параллельно с развитием теории множителей суммируемости 

простых рядов развивалась аналогичная теория для двойных рядов. 

Однако, поскольку понятие сходимости для двойной последователь­

ности богаче (см. § I), чем понятие сходимости для простой 

последовательности, то теоремы простых рядов имеют несколько 

аналогов в теории двойных рядов. Все же для двойных рядов разви­

валась лишь теория множителей сходимости. Так в 1917 г. Харди 
[ I*], в 1925 г. Муром Г 18), в 1918 г. Кожина [ I6j, ив 1936 г. 

Гамильтоном [ II], соответственно разным видам сходимости двой­

ных рядов обобщена теорема Дедекинда - Адамара. Для доказа­

тельства своих теорем все эти авторы пользовались непосредствен- 

нши методом.
В 1938 г. шиша из печати монография Мура [l9j, посвядён- 

ная множителя! сходимости. В ней Мур излагает все известные в 

то время результаты о множительях сходимости в области простых 

и кратных рядов. В своей монографии Мур даёт дальнейшее обобще­
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ние своей теоремы, пользуясь для доказательства методом обрат­

ного преобразования. После выхода в свет монографии Мура проб­

лемой множителей суммируемости кратных рядов почти не занимались. 

В то не время исследования по мнохсителям суммируемости простых 

рядов интенсивно продолжались.

Главная задержка в обобщении теорем для двойных рядов за­

ключалась по-видимому в отсутствии простого метода для доказа­

тельства необходимости условий искомых теорем. Такой метод нащёл 

проф. Г.Ф.Кангро [ 5), давший необходимые условия дня множителей 

суммируемости рядов относительно широкого класса методов суммиро­

вания.
Рассмотрим теперь нормальный метод суммирования А ' )■

Пусть А -Ä еА* , т.е. ) - (<lt ) и обратные матрицы 

факторов К и /Г имеют соответственно •£ * 2 и /3*2 оыичных 

от нуля диагонали, т.е.

1 ° - есяи к с
__ 0 е если .

соответствующий метод будем обозначать через 

(0,1)

Такими методами
являются, например, метод Чезаро С'1'6 порядка <</$ » 0, .... 1

метод Рисса Р А -Р* °РР *.р> ■ 1,2,..., так кек их 

обратные матрицы удовлетворяют условию (0.1). Доказательство см. 

в работах Барон [I>L стр. 79, Тюрину [ 8), стр. 91 и Рассель £го), 

стр. 426.

В настоящей работе обобщаются теоремы I и 2 статьи 14J на 

двойные ряды. Используя метод обратного преобразования находим 

необходимые и достаточные условия для множителей суммируемости 

типов 



Полученные результаты применяем затем к методу Чезаро.

Прежде чем перейти к следующему параграфу заметим, что до­

статочные условия для множителей суммируемости типа (Вч , В^ ), 

гдес*) • с , С , т в несколько ином, чаи в данной работе, виде бы­

ли найдены Линнамяги [ivj.



§ I. ОСНОВНЫЕ ОПРЕЩЮH»;kiЯ И ЛЕММЫ

Пусть дан ряд1

дл)
«X

причем известно> что ряд

к,< (1*2)

суммируем некоторым методом А .

Говорят, что числа £кии являются множителями суммируемости 
р .

типа (А, ) если ряд (I.I) является Bw -суммируемым для лю­

бого /?г -суммируемого ряда (1.2). Аналогично определяются множ- 

тели суммируемости других типов.
Двойная последовательность £ SWM называется сходящейся

3(в смысле Прингсхейма), если существует

р с = <t- иг- а№>1 О

По определению предела, это означает, что для любого £ ,о 

найдётся индекс /V такой, что при v«,h ->N выполняется нера­

венство
|Swh-5l

Двойная последовательность { называется ограниченно 

сходящейся <коротко С -сходящейся), если { сходится и 

ограничена.

Двойная последовательность { } называется регулярно '

... Т .. ”
Если пределы изменения индексов на указаны, то предпола­

гается к, г> 1 
р

Здесь и в дальнейшем - с, ^е- ? е -

" Запись - S понимаем как
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сходяцейся (коротко г -сходящейся), если существуют все преде­

лы
, C.w' Sw_ , <■'. *- 

и W

Каждая -сходящаяся последовательность является и

I-сходящейся.

Пусть задан нормальный, треугольный,факторизуемый метод

8 = () - (р>'т. -Л=\г ), где с акторы 8 - и 

8" - (pt ) являются регулярными методами суммирования для 

простых рядов, т.е. выполнены условия (см. [I], стр. 17):

Ъ т11 - >
W\ ' И '

п . - д' *д" . - f 1V
Pvvtvxllt. * Р WlK /

Но так как4 (см. [U, стр. 45)

то

Используя теорему Кожима - Кура (см. [I/, теорема I.I) 

получаем
T\t 
X * Ие И К <­

Лемма I.I. Если метод Д ) является нормаяьшм

и ^„6= I, то

-- , 

гае ъ
*1 и#г

Доказательство см. [ I], стр. 51.

Лемма 1.2. Пусть метод Л сохраняет "-сходшость ж

Z| г
Здесь и в дальнейшем обозначено



8 - (/ь^и) удовлетворяет условию

LiVH 6WMuV ' i (/*!« ;»Д, ■ - ■ ) .
Н.И •■ / '

Тогда для того, чтобы числа <?"«,« были множителями суммируемости 

типа ( А, В ) необходвю выполнение условия

(А)

Доказательство см. [ б], стр. 9.



§ 2. МНОЖИТЕЛИ СУ1TiWРУЕМОСТИ ТИПА (А,»« )

2.1. Неэффективные условия для множителей сумми­
руемости типа (Дг,в„ )

Пусть задано матричное преобразование

последовательности в последовательность. Тогда справедливы сле­

дующие леммы.

Лемма 2.1. Для того, чтобы матричное преобразование (а) 

существовало и переводило все регулярно сходящиеся последователь­

ности в сходящиеся, необходимо и достаточно выполнение условий

Доказательство см. Гамильтон lI2] , теорема 9, 

Кожина [I5J, стр. 13, Кулль [7J, теорема 7.

Лемма 2.2. Для того, чтобы матричное преобразование (а) 

существовало и переводило все регулярно сходящиеся последо-



ватааьности в ограниченно сходящиеся,необходимо и достаточно 

выполнение условий U,), (/^ ), (<^ ) и кроме того

Доказательство си, Гамильтон [ I2j, теорема 18 

Кулль [ 7], теорема 8.

Лемма 2,3. Для того, чтобы матричное преобразование 

(а) существовало и переводило все регулярно сходящиеся последо­

вательности в регулярно сходящиеся,необходимо и достаточно вы­

полнение условий (<< ), (<-0, (^), (< ) и кроме того,

и

Ä ИА
Й1

^HAHyUU “
и (jU.V, и - О, 1, . ..)

3 ^Сиа
Ли ОС (/< (v, ип - О, 1, • • .)

И
yvi

<v ( V и Т £), < • * ■.)
т

3 cV
(иа : О, 1, - .)

Доказательство см. Гамильтон [12], теорема 

132, _<,аима [15], теорема Vii , Кулль [7J, теорема '

Б нааем случае из регулярной сходимости последовательности

где л

долззна вытекать сходимость (соответственно

-сходимость) последовательности

(2.1)

(2.2)

-сходимость и

***<Л (2.3)

Из формулы (2.2) получи?.?
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Подставим полученное выражение в (2.3), тогда

, (2Л)
rZ, 

где

£Ли - (2.5)

/..о-"6

Таким образом, вопрос о нахождении множителей суммируемости 

данного типа мы свели к исследованию некоторого матричного пре­

образования последовательности в последовательность. Применяя 

леммы 2.1, 2.2 и 2.3 мы новей найти необходимые и достаточные 

условия для множителей суммируемости типа ( ^г,8«). Сдазызаетт 

ся, что часть условий уже выполнена. Для того, чтобы показать 

это, введем обозначения

<*i *UL44

(2.7)

TZ— ž'w0 • ( я.
V*4* ICeO)

Дня методов класса РгГ> и?леем

и. *LM,
- (2.9)

Тогда, учитывая регулярность Экторов метода 6 , условие А , 

получил

н»,ц 1*',ц



т.е. условие (У,). ,

Для проверки условия (<*») предположил сначала, что

так как на основе леммы I.I /*« • Переходя к продажу и учи - 

тывая регулярность факторов метода 8 , условие и ограничение 

(0.1) получим

У = £‘7 2Z *lve с »» = 
f-И, И 1<-=р

е*л*« , „
— Z—1! »г^ои •

м-е

т.е. условие (<4') выполнено. Аналогично доказывается, что и 

условие (<*,) выполнено.

Учитывая, что - 1 получим

Переходя к пределу при получим

т.е. условие (/^).

Покажем, что условие (X) также выполнено. Действительно, 

учитывая условие (А), регулярность факторов метода 8 и условие



(0.1) получим
кИ,И

^AWX СvvxvmlL 

На

Ci.w< </_
Hi ynx >)>*,

E^V —

v-e

V»* Ms*».

Аналогично нозшо показать, что (/Л) такие выполнено.

Так как • 

то переходя к пределу при ™ —>«» , получим

« . . ..
&И1 2— " ^*'И Z— Ч» t ž О « ""

И1 ,4.^0

€*Л и
~ и V 7 Р С V # 

е условие (/^)» Аиалогитщо проверяется BtmOÄWMe условия

# /ъ > 
Г 2, ' е

В июге нами доказана адедуодая

Теорема 2Д# Пусть oL^e6 »/ и фак: етода 6

нормальны и регулярны. Для того, чтобы числг^ бши шо- 

житалжвд су 'мируемости типа ( A*tA, в ), ходимо и достаточно 

выполнение условий (^) и

5^./ew„,a=^ (Õ

а чтобы были множителями суммируемости типов ) и



( 8Х ) - условия GO и

X, /-о

Может показаться, что этим наша проблема о множителях сум­
мируемости типа ( й^С, ) уже решена. Однако полученные нами

условия не являются эффективными, так как практически их трудно 

проверять. В следующем пункте мы найдём эффективные необходимые и 

достаточные условия.
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2.2. Эффективные необходимые и достаточные условия 
для множителей суммируемости типа (/У, )

Найдём эффективные необходимые условия для множителей 

суммируемости типа (/ч*. ви ). На основе леммы 1.2. за одно 

из необходимых условий можно взять условие (А). Так как условия, 

необходимые для множителей суммируемости типа ( Аг, в ) являются 

также необходимые для множителей суммируемости типа (А,,в ), то 

за необходимое условие можно взять следующее

*ИНИ»И Л И<МИ1И 1 , (8)

ибо.как показано в 117],это условие является необходшш для 

множителей суммируемости типа (А#У В ).

Ранее мы показали, что

н.п

На основе (О получим отсюда следующее необходимое условяе

У I < °° . (с)v,z _
Действительно z на основе Ц) для любых м • 0,1,... по­

лучим

<#d=-o

Переходя к пределу при ип,и —»»» , получим

Ccvv, У I сти11( | е g | I -- .

Последнее равносильно условию (6).

Из условия (4) получим, что справедливо следующее условие

У / еж„Ми / >'М) , (2.10)

Найдем предел, учитывая (0.1)
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-/^ии

к тогда переходя в (2,10) к пределу при , получим

/. <£- (с \ = 7"U" н'с | = ^«> (и>/М)

(<-W\ / _ |L hdVtUH 1 Z----- 'Гии ми •
К--О lZ-7-o

Следовательно необходимо

д" Ъ 1Н£„ | - (hy.IV) (2.II)
/ hin ■/ I #и и 1W

Убедимся, что в (2.II) можно взять N - 0. Для этого достаточно

показать, что ряд сходится и тогда, когда и < N . Применяя усло­

вие (С) к методу X */Г е £ находим,если взять - л, 

W\

Следовательно, если и < N то можно заключить отсюда, что

)> I < «° 
К.

Следовательно, необходимо условие:

г . (с,)
гп

Аналогично, взяв в условии (^) индекс it«w> и применяя для

(С) метод -У = Е получаем следующее необходимое условие

/3' г Уш
{ Vvt^M < - I I •

и
(О

Для нахождения других необходимых условий рассмотрим выра­

жение
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Применим к нему преобразование Абеля - Харди, которое возьмем в 

виде

Рассмотрим эти величины более подробно. Начнём с kwnit< . I- >и- 

меняя преобразование Абеля - Харди, получаем
/ j (41 1 j у
и , -и '*"п » h » *h z* *мии* уник жни < (

где ' . *



Введём теперь следующие обозначения :

S) И-V

) ук. U и ^/< v

и и* и и (

5 ,
>иРЖИ Их V (

Vv)

Пусть метод В удовлетворяет условиям

L . .. .. --

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

/ „ V.1Ö)
'°И«, И 44 (1м, И '*-< )

1.3 „ Ž Д - уU) (2.19)

Справедлива следующая

Лемма 2.4. Из условий (2.17) и (2.18) следует для 

любых фиксированных /),- 0,1,... справедливость соотношение

Г в (2.20)

Доказательство. Условия (2.17) и (2.18) можно 

записать в виде



1

C
А тогаа можно записать следующие равенства

_ )-... - U’(<-*»»-•* -

т .е. получили (2.20).

Дадим выражениям для А №н<г несколько иной, более удоб­

ный для дальнейших рассуждений, вид. Изменяя порядок суммиро­

вания, учитывая условия (8), затем ограничение (2.20), получим



где
<z)xX х v-f । •

#<<7

Изменяя порядок суммирования Ажияг , учитывая (2,14), 

а затем (2.17), получим

А /Аналогично рассуждая, получаем для h Wh,y следующее 

выражение:

V - tf X, А-

Изменяя порядок суммирования,получим

L,$> - /. / S (\)-\44)(^4Z.tjL - х) >1хХк^кх
MviiZ-б / VnVxZ*L-*Q,\> / 1
/'И И К ъ-. — *



Рассмотрим теперь е • Применяя преобразование Абеля 

получим

Изменяя порядок суммирования, учитывая затем (2.15), получим

l rov**4-

Проводя аналогичные рассуадения для и учитывая

(2.7), (2.18) и (2.16) получим

(1)

>ЙЙМ WHV й<И* #

где



И наконец

Для нахождения других . эффективных необходимых условий 
рассмотрим метод X =• 5 , где Л' - фактор метода А , а

Е - метод сходимости. Тогда ввиду включения Хх (см. [7J, 

стр. 21 и 29), условия, необходимые для множителей суплируе- 

мости типа (Хг, S), подавно необходимы и для множителей сумми­

руемости типа (А^, В ).

Учитывая то, что метод Чезаро (^<7) есть метод сходимости 

(см. [Ij, стр. 67), получаем для метода X следующее выражение 

матрицы

(4,

Приступим теперь к нахождению необходимых условий. Учитывая 

условие (/,) можно записать

(2.2Г-
• ,<«- -г>

Для метода X имеем
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Проводя рассувдения, аналогичные как в [4], стр. 167—168, по­

лучаем тождество

• ^**»«* *, (2.21а)

где

Учитывая условие (й), ограничения (2.17) и (2.19), полуда

Учитывая регулярность фактора 6 и условие (С,) получаем, что 

и сумма второго слагаемого в тождестве (2.21а) ограничена. А 

тогда, учитывая (2.21) получаем следующее необходимое условие

/2

Агалогично рассуждая, взяв метод У =£ ей' и используя усло­

вие

у~ । с , \ --0^

получаем следующее необходимое условие

« ? '5Г \ g* „ 6f // -№) (</)
• Ы И4 / I *№,€1^*1 и*'- I

е-и
Покажем, что в полученных условиях можно взять N * 0. Взяв 

метод X»fl оЕ , подставляя вместо б^и его выражение и 

учитывая (8), получим

и- -о
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(WV, l T i | X1(’ 1>* 
., _ къ-Н,I<- 5-P /

» i <_.j ŽZ V'r-/-11 ^'vl •

Аналогично рассуждая, взяв метод У =» Е <9а"а , и рассматривая 

условия (б‘), получаем что можно взять N = |,

Для нахождения дальнейших необходимых условий воспользуемся 

тождеством
/ М> L т к<Ц ■* 6* ’ 

кинк. * •* ж. и а. < * и«и /1 и» и и. •(.

- (2.22)

вытекающим по ходу доказательства.

Запишем теперь условие (^') в виде

Переходя к пределу при , получим

(2,23)
я* tro

где обозначено

С- ^<*** »чии ( „

Аналогично, переходя к пределу при и—»=, получим

Г^»М). (2.24)

Найдём пределы из тождества (2.22):

С *е:.с НГ. t, ( 2.25)

где
м u* I

- НГк'А,е 1
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- (? и С у , :e2’j)

где
K-*L*1 .4 < j I Z) 1 Lj ' I- -Ю(4)У ^Až-L^A 6х-.к,х^П?х^/1,.

уи ^!и '

При вычислении пределов мы учитывали регулярность факторов метода 8 

Используя только что найденные пределы учитывая (2.23), 

(2.24), условия (с), (С,), (G)> ограничение (2.19) к регулярность 

факторов метода в получим следующие необходимые условия

£.1 С,г»л.Л"£-^ y,ti (и»М> , (/?)

К,

i< V** у

2виду регулярности факторов метода В получаем, что в полученных 

условиях ионно взять N = о. Уозылём еще такое условие

X \ . (6)
*/tv

Необходимость условия (6) мы докажем позднее.

Теперь докажем, что условия (Д), (в), (t), (С,). (<г). (6'). 

(б1), (6), (д’) и (Д8) являются достаточными, т.е. справедливо 

утверждение теоремы 2.1, если на метод В наломить некоторые огра­

ничения. Покажем, что выполняется условие (<■<), ибо тогда условие 

(^) подавно выполнено.

Еудегл оценивать каждый член тождества (2.22) в отдельности. 

Учитывая найденные ранее выражения, получаем
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ввиду (2.19).

i а' £г » I - Vй),

ваду йакторизуемости метода В , условш. .I (6 )• 

Аналогично рассуждая и учитывая (<=') получай

Далее

ввиду (2.19) и условия (<i).

Аналогично ввиду (2.19) и (£)) получаем

н( и
X- I д',’ г 1 = .
/ \) ни* Ь

Учитывая условия (С), (Z/), (4г), (6) и тождество (2.22) полу­

чаем
<ч<и
X" j с tl = 
/ I Ник*- 1 ,

Необходимость условия (^) непосредственно следует из товдества 

(2.22) ввиду необходимости условия (4).

В итоге нами доказана

Теорема 2.2. Пусть о/ыпее и метод А сохраняет

*г-сходимость. Пусть факторы метода В норлалыш и регулярны.



Пусть выполнены условия (2.17), (2.18), (2.19). Для того, чтобы 

числа <fMn были множителями суммируемости типа . ви ), необ­

ходимо и достаточно выполнение условий (8), (с), (<г, , (С,), 

(6Э, (&'), (G), (L1) И (//).



§ 3. МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ

ТИПА (/#>«)

- Келью данного параграфа является нахождение эффективных 

точных условий (т.е. необходимых и достаточных условий) для 

множителей суммируемости типа ( йи).

Лемма 3.1. Матричное преобразование (л) переводит все 

I-сходящиеся последовательности в ^-сходящиеся тогда и только 

тогда, если выполнены условия (^), (А), (А ) и,кроме того,

Доказательство см. Гашпьтоп [12], теорема 

20, Кулль [7J, стр. 21.

Лемма 3.2. Матричное преобразование (*) переводит все 

^-сходящиеся последовательности в сходящиеся тогда и только тогда, 

если выполнены условия (£), (>,), (4) и (X)

Доказательство гад. Гамильтон (12], теорема 

II, Кулль [7], стр. 21.

лемма 3.3. Матричное преобразование (•) переводит все 

^-сходящиеся последовательности в ^-сходящиеся тогда и только 

тогда, если выполнены условия (<*,), СА), (X)» (^), (А). (/#) 

и

„„ -««ui - о v / <у*. * - О, ... ) (//)



Доказательство см. Гамильтон /121, теорема 

1С4, Гулль [71, стр. 21.

Л е м м а 3.4. Для того, чтобы матричное преобразование

пртленемноз к классу последовательностей, для которых A*1 К,.-0, 

было регулярным, необходимо и достаточно выполнение условий 
то о ,

2о =

Доказательство см. [11, стр. 13-14.

Как было показано в 5 2 для класса методов / ■ d слоыи 

(</,), («О» (/), (/) выполнены, если Следовательно

леммы 3.1 - 3.3 приобретают более простой вад.

Имеет место следующая основная

Теорема 3.1. Пусть 2 1 и метод А сохраняет

1-сходимость. Пусть факторы метода В нормальны и регулярны. 

Пусть выполнены условия (2.17), (2.18), (2.19). Для того, чтобы 

числа были Utt# яки суммируемо ст:. типа (.А<> 8 и ) не­

обходимо и достаточно выполнение условий (6), 'С), С\), С^, 

(<?'), (бг), (6), (/.'), (д4) и хсроме того

L м fr',.* Н £««„ - о , - ° , Н )
*< / и .

а для множителей суммируемости типа ( А"^, 8г ) вдобавок к ним 

еще следующие



| =O
VW.K *<L-JL

Доказательство. Необходимость. Учитывая дока­

зательство теоремы 2.2 нам остаётся доказать необходимость усло­

вий (И), (1/), (с*), (&,), (6.), (63 ), (о).

Необходимость условия (о) для множителей суммируемости типа 

(<*г,вх ) доказана Кангро (см. £ 5J, формула (43е)). Необходимость 

условий (н) следует из теоремы 13 статьи Кангро [51.

Докажем сначала необходимость условий GJ) и G'). Для это­

го воспользуемся необходимым по лемме 3.1 условием

м

По теореме о двойном и повторном пределах получаем

(3.1)

Проводя аналогичные рассуждения для условия
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получаем следующее необходимое условие

и

•х.'*- XW -г_- - 1 г*1 И К. J
Ил. И £

Теперь по формуле (2,25) имеем

У 1 'c“£t . ,2
h t = O

где

ИМ £ * £ i- р* ,

г'тА*' 0 ’ г_ „ j
q -> 1 ь» С» iŽ3 1 Н?к've ■

-—г к;»
0- е

Лспользуя второе из условии (/•/), регулярность фактора#" , уело-

вие (2,19) и лешлу 3.4, получаем

г>с

Считывая условие (С) регулярность факторай" ... :зна >ейадштрас- 

са и теорему о возможности предельного перехода под знаком суммы, 

получим

Используя условие (3,2) получил тогда следующее необходимое усло-

и е-р '

ч)

вие
и N

(луи I и, ^т/Зг/ С I ' .

h в-»

т,о. условие (^). /аналогично доказывается необходимость условия

L-ри £

Используеи теперь условие (/^Э, т.е.

1б'*иим€ I - 0 .

<<- -О

получим отсюда
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’ c‘" 1 "°' <3-3' 

«И *• v

Из товдества^находим

£ÄW. ^(иИМИ ' /3«И НН

Учитывая условие (£,), признак Вейерштрасса, регулярность фак­

тора 8‘ , теорему о возможности перехода к пределу под знаком 

суммы, получим

Далее

при , ввиду (2.17), регулярности фактора в', (2.19) и 

условия (ь1)» применяя лемму 3.4. А тогда учитывая 3.3 и 

тождество (2.211) получим следующее необходимое условие

/ / (f £ , 2.— 1 ма •с** 1 ,*" *=с> •

т.е. условие (б/). Аналогично доказывается необходимость усло­

вия (б‘). Ввиду включения Х^ с эти условия являются не­

обходимым для множителей суммируемости типа (^, ). Необ­

ходимость условий (6,) докажем позднее. Для доказательства не­

обходимости условий (е3) нам понадобится

Лемма 3,5. Пусть Р - метод, сохраняющий /-сходи­

мость, и В = (/$W/<1> ) - такой нормальный метод, что /v • / / { Л /Ч V
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•/$* и - 1 ■ Тогда для того, чтобы
. Г ! *** ' Г vx I

числа были множителлями суммируемости типа (/><, tk ), не­

обходимо выполнение условий

гми — о (ки^р. i, ... ) , (3.4)
и

Ежи =о i и. .5)
VW

Доказательство см. L6J, стр. 17.

Запишем теперь найденное на стр.Я о выражение

Используя лемму 3.5 и регулярность фактора 8" найдём

^ЖИХЬ '0. (3.6)

Теперь, первое слагаемое тождества (2.21а) стремится к нулю, 

ввиду (3.4). Второе слагаемое стремится к нулю, ввиду условия 

О4). А тогда, учитывая (З.б) получаем необходимое условие

--о. 
и !

Аналогично доказывается необходимость условия (<=/).

Достаточность. Учитывая доказательство теоремы 2.2, нам 

остаётся показать, что данные необходимые условия влекут за со­

бой выполнение условий (4) е (/*) лемм 3.1-3.3. Начнём с усло­

вия (<О. Воспользуемся тождеством (2.22). Получаем

при , ввиду (2,19) и регулярности факторов метода в.

Xt/L^ I
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при . Теперь для третьего слагаемого тождества (2.22) по­

лучим

= °

при n— *> , ввиду регулярности фактора 8' и условия (G*). Далее

6г„ е I - О

ввиду регулярности фактора в" ъ условия (б). 

Для четвёртого слагаемого имеем

Ввиду условий (н), регулярности фактора В', условия (2.19) полу­

чаем на основе леммы 3.4, что

V>A

= о

Для пятого слагаемого находим

И, , е *м е# ,

| о | =• I уу I Z2—Z-^ob I
*« и — " ***И **•♦* ««--О Х=*»

, У» 14, V w

ввиду регулярности фактора й“ и (С,).

Учитывая условие (с), регулярность фактора в' , признак 
Вейерштрасса и теорему о возможности предельного перехода под 
знаком суммы получаем для девятого слагаемого

> /^(.,<«.4 - ^Нск£ I - о
<• -»
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Учитывая ('-*'), получаем, что и сумма седьмого слагаемого 

в тождестве (2.22) стремится к нулю. И наконец, для восьмого 

слагаемого получаем ввиду <7') и регулярности в

Аналогично проверяется выполнение условия (</*).

Для проверки выполнения условия (/</) снова воспользуемся 

тождеством (2.22). Получим

, Z. *» I И> з. I ,г)~ И ми1£г +Икиик^ h Wtvu^ WHki

(3.7)
*р>'и.#4А*«-

4

где

i

A=O

Запишем теперь первое слагаемое тождества (3.7) в следующем 

виде (ср. стр. /7)

Учитывая условие (д), регулярность фактора В* и условие (2.19), 

получаем на основе левллы 3.4

/*>

Учитывая (G3), регулярность (актора В1 , условие (2.19) и лемму
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3.4, получаем

w» K-iu

По условию (^) и (6,) получаем 

vv> _ । zL I< I * ° Ž- "и

W, "о ~ ■'•»•=<>

Ввиду условий (rt), регулярности фактора 8’ , условия (2.19) и 

леммы 3.4, получим

*** |Z-,-£>

Учитывая признак Вейерытрасса, условия (С) и (//), теорему о 

возмонности предельного перехода под знаком суммы, получим

£<.vw I ~ 1) Hf и ~ о
1*1 /Z-^у '

►И
" 1 6И, ^^1-L L€м.8- \ о.

Далее

Ил 1<--Ь

по той не причине, ввиду регулярности фактора в' и условия (^*). 

И наконец, ввиду (Z9), получаем

lAkP*A+£. е i

к. >г>

Необходимость условий (5,) следует из товдества (3.7) ввиду 

необходимости условий (/«). Теорема доказана.
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§ 4. УЛОВИТЕЛИ СЗГШИРУШОСТЛ ТИПА )

Найдём точные условия для множителей суммируемости типа 

( , в о ). Для решения этой задачи нам понадобятся следующие

лемлы.

Лемма 4.1. Для того, чтобы матричное преобразование 

(а) существовало и переводило все ограниченные последователь­

ности в сходяциеся необходимо и достаточно выполнение условий 

(С)» (<4) и,кроме того,

&И4 I )
И A,V-£>

Доказательство см. Гамильтон [12], теорема 12.

Лемма 4.2. Для того, чтобы матричное преобразование (а) 

существовало и переводило все ограниченные последовательности 

в &-сходящиеся необходимо и достаточно выполнение условий (*#), 

■Л) и (^-).

Доказательство см. Гамильтон [12], теорема 21.

Лемма 4.3. Для того, чтобы матричное преобразование (а) 

существовало и переводило все ограниченные последовательности в 

1 -сходящиеся необходимо и достаточно выполнение условий (<**), 

(^), (*), (/,) и (/,).

Доказательство см. Гамильтон [12J, теорема 

135.

Лемма 4.4. Для того, чтобы матричное преобразование (а) 
5 

переводило все последовательности класса з сходящиеся к

5
Здесь че-ги означает класс последовательностей { Мк<1 

удовлетворяющих условию ч - К. г --о
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нулю последовательности необходимо и дос аточно выполнение 

условий ( 6 ) и

/м а =■ о ( й,» <d>
ОСИ4 Ч- на иук V /

Доказательство см. Гамильтон (121, теорема 

25.

Справедлива следующая

Тео рема 4.1. Пусть <£>.... - £ ж метод Л сохраняет 

ограниченность. Uyc я метода В пор.".- I га и регулярны.

Пусть выполнены условия (2.17), (2.18), (2.19). ^дя того, что­

бы числа были множителями суммируемости типа (^, 8« ) 

необходимо и достаточно выполнение условий (й), (с), (С,), 

(С»)е (а 6*)» (5<)» (6)» ■ кроме того (6,) g

а для множителей сутлмируегюсти типа ( 84 ) вдобавок к ним

ещё (6,) и (бх).

Доказательство. Необходимость. Учитывая дока-
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зательство теоремы 3.1 нам остается доказать необходимость усло­

вий (6,), <Н.'), (о,), (ь.) и (б4). Необходим) сть условия (б3) 

доказывается аналогично, как и в теореме 3.1, используя следую­

щую лемму.

е м ж а 4.5. Пусть А - "етод, сохраняющий -.ниченность 

1 В- ) - треугольный метод, удовлетворяющий условвв

уИ А г*, у У у ' -
✓и ,и / /

Тоща для того, чтобы числа ги„ биди мнокитсля-и суммируемости 

ЯН» (<•», в )е необходимо выполнение условий (3* .5) и

£ — й — О , 

Доказательство см. [61, .

Докаееи теперь необходимость условий (о,), ибо необходимость 

условий (#,) доказана Кангро (см. [5], теорема! ассвотри 

метод X = А*ае. Для этого метода тлеем

ум и ей и " /" ем ее ем ее У ем ем ** й. й , 

По лемме 4.5 получаем пеобходтлое для В) условие

Btyve ^й«йй<й —

Аналогично, рассматривая метод У =ЕоА”р получаем сле­

дующее необходимое условие

С —Им. ” г •** И<*< #•м
Полученные условия являются необходимыми такде и для множителей 

^'•'■•trye-ir сти тип? (^,2? ). йвиду получепнг::: •( 

■•лулы(42а) статьи Кангро [51, заключаем, чтс несл*»у«м<-

ч. " е Й.ЙЙ.И * ° >

т.е. условие С^).

Для доказательства необходимости условий (Z,) воспольз/етлся 

условием

И<И1< t
-cHt I -О
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По определению предела это томно записать

-ем<1<€ т.н >N

Переходя к пределу при т —» получим следующее необходимое

условие

, и
"с«г1 0 . (4.1)

Аналогично получаем

с«г i - о (4.2)

Рассмотрим теперь тождество (2.25). Учитывая условие W), регу­

лярность фактора в" и лемму 3.4, получим

I --о
* н/я>

Учитывая регулярность фактора й", признак йейеритрасса и теорему 

о возможности предельного перехода под знаком суммы, получим вви­

ду (С)

Ди, 5Z | »0,
И w. »ri>

К тогда из (2*25) ввиду (4.1) получим следующее необходимое усло­

вие

Zch* и L гс I ' ° 6 
u м,

Аналогично доказывается необходимость условия (/.*). Необходимость 

условия (<?0 будет доказана позднее.
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Достаточность. Учитывая доказательство теорем 2.2 и 3.1, 

нам остаётся лишь показать выполнение условия tos-). Воспользуем­

ся тождествам (2.22). Учитывая условие (/>,), регулярность (ак­

торов метода 8 , условие (2.19) и лемму 4.4, получим

' кт*. X Т* HtH. f I .

Рассмотрим это как матричное преобразование (для каждого конкрет­

ного п )

где

Учитывая условия (б1), (б£), регулярность (актора 8', (2.19) и 

лемму 3.4, получим

Аналогично, учитывая (б'), (с*), регулярность (актора 8" , 

(2.19) и ЛС1Л.1У 3.4, получаем
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Учитывал условия (С,), (cz), (н,), регулярюсть факторов метода « , 

а также (2.19) и лемму 3.4, получим

Учитывая регулярность факторов метода В , признак Вейеритраоса, 

условие (с) и теорему о возможности преданного перехода под 

знакам суммы, получим

X бЛ-2-Иг«е' -°.

Учитывая далее (<-,) и (б9), получаем, что условие (<У.) лемм 

4.1 - 4.3 выполнено.

Необходимость условия (<=ч) следует из товдества (2.22) ввиду 

необходимости (<4). Теорема доказана.



4 5. ПИЫЕНЕНИЕ К МЕТОДУ ЧЕЗАЮ

4.1. Множители суммируемости типа (, 6и> )

I елью настоящего параграфа является получение точных усло­

вий для множителей суммируемости путём применения теорем §§ 2-4 

к методу Чезаро. Покажем, что в случае метода Чезаро некоторые 

необходимые условия уже выполнении.

Лемма 5.1. Из условий (4) и

«М, И

для любых о <- к.< следует

ь ‘г £ - У\ < ** ♦<)"“< И <<1'к 1 1 О, £, . . . )
4м На ц

Доказательство см. [б 1, стр. 22.

Лемма 5.2. Из условий

И

(5‘2) 

следует мя б> s

A> f**-*i)
/ и и «*<<* ®

------------------a из условий

Z б И -f 1 ) I д и | с J

и

--^и — >■'] (5.3)

для ose<^ следует
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lS'm 
i тщ ** и»и <- -* •

Доказательство совпадает с доказатальством 
JWI $1 боч-с f6], если (*»*/ у5 заменить на и (*»-м 

заменить на

Лемма 5.3. Из уоловий (Д) и (5.1) вытекает для всех 

^о1 + 1 и о сС

а для всех и о <- е

У (&<е. ;_J = .

Доказательство см.[6], стр. 21

Условие (в) принимает следующий вид

В случае метода тлеем

Необходимые условия (С), (с,) и «е) примут следующей жид:

)> h tl)*1 [ ü2C."V\«, I OO

pLZZ(b,-a^ --DL^H^V^ (C.)
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*И УИ z — 1 И Ип И •

' И

(С.)

нокамем, что остальные необходимые условия теоремы 2.2 

выполнены. Действительно, на основе формулы (15.17) работы [11 

получим

+ (/М<££

Первый член этого выражения ограничен на основе (с), ко вто­

рому и третьему применим лемму 5.3 и к последнему лемму 5.1. 

Ьледователвно, получаем

Ge - (Pw.
И«У*

А тогда

--

Находим далее

б'г -/)'/)/*27-- 
и* И •-------- ' / /

/J /4 д’14*? (^-*1) IU^. IA L- И*

g’>^u -/$7^7 27 <«">/»*е-“) F-«
D=,u

-pt.h:vo^ '>га<^л.



«•ЦЦ—

Применим лемму 5.2, учитывая, что для множителей суммируемости 

типа (С^,8и ) необходимыми являются условия (5.2) и (5.3). 

.Гэгазательство этого утверждения аналогично 161, стр. 14, если 

вместо (*♦< ; взять (VV. и вместо С**-** у* взять . Тогда 

на основе (с,) и (5.2) получим

= ^).

А тогда ,

/^'и„ Ž 6^, I = 1 < I -
9

ввиду регулярность фактора .

Аналогично, учитывая (СА), (5.3) и регулярность фактора В* , 

получаем

Наконец

/Х„

* /I */ 7 ки Ž?

tv. к *- *** И I

Из условия (с) и леммы 5е3 заключав, что

и

И
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А тогда

T I е’ Кг I - I '­
Z .... i «м, K.-bl*v *<- , _ .<■—— • (4 -«#

22 I -№« .

итоге у нас получилась (ср. [17], теорема 4 или [61, тео­

рема 5.

I е о р а м а 5.1. Пусть метод В порыалоп, регулярен и 

удовлетворяет условиям (2.17), (2.18), (2.19). Для того, чтобы 

числа били множителями суммируемости типа (с^.во ) не­

обходимо и достаточно выполнение условий (в), (С\ (С,) и (cz).
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5.2. Множители суммируемо чти типа <ле , В^ )

Лемма 5.4. Из условий (х) и (с) для всех о «г *.*♦« 

и »г </ä следует

( И41 ) С /• ( ИЧ ■>< ) | । ' С ,
И

а для всех о и о < <р»н

^c,FVt. ( у ( И-М ) I ^Ht4f кии ' •
*** '7Г

Доказательство см. [2J, лемма 5.

Лемма 5.5. Из условий (/?) и (£) для любых о 

вытекает 
(Г Г,

Т-£скЧ (kvi-l-l) ( и*4 ) ^кми '
ж, и

Доказательство см. [2], лемма 6.

Условия (н) принимают в данном случае следующий вид

LLwc А>" U*4'f ь ^Й4И -О J 

/ ИИ Их И<И J

Покажем сначала, что условия (Z3) и (4*) выполнены.

Действительно, рассматривая выражение для L"$WM и применяя к 

первому члену условие (4), а ко второму лемму 5.4, получаем

Д"£ и. - о, г Их и *й

А тогда на основе регуляриости фактора ti” и леммы 3.4 получаем, 

что условие (А3) выполнено. Аналогично доказывается выполнение 

условия (4").

Переходя к случаю множителей суммируемости типа (в t ) 

заметим прежде всего, что условия (ь) принимают следующий вид

П-V (и*1 'Р- °
к ■
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Покажем теперь, что и условия (&,), (c.l) и (б;) также вы­

полнены. Действительно, рассматривая выражение для 6г„и и при­

меняя к первому члену условие (с), ко второму и третьему лемму 

5.4 и к последнему лемму 5.5 заключаем, что

Аналогично заключаем, что

—О И* й, и «
й

А тогда на основе регулярности факторов метода в и леммы 3.4 

заключает, что условия Q»i) выполнены.

Рассмотрим теперь выражение для 6$гМе и проверки

выполнения условий С6«) и (£j) нам понадобится следующая

Лемма 5.6. Из условий (/<), (с), (3.4) и (3.5) для

<2 <*,<£.</< следует 
л у «~ =г- ( ки-м)*! И-м\ ~ ° .

*ч,и

Доказательство см. L6J, лемма 18.

Рассмотрим теперь 6*СМм. Учитывая, что (см. [tl , стр. Т )

.К» «I
{У Еи<И ,

запишем заключение леммы 5.6 в виде

♦ч

-°. J*5 
И

Учитывая условия (Б) и (в) можно записать

Применяя к первому члену условия (с,) и (//^, а ко второму 

(5Л) и (5.7) получаем
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"* (5,8)

Аналогично рассуждая, получим

Следовательно (<=0 выполнено. Учитывая далее (5.8), регулярность 

йактора 8' и лемму 3.4, получим

Z 1 *М, i L ,

Аналогично можно показать спраеддивость (6/)« В итоге нами до­

казана (ср. £5J, теорема б).

Теорема 5.2. Пусть метод В нормален, регулярен и 

удовлетворяет условиям (2.17), (2.18) и (2.19). Для того, чтобы 

числа были множителями суммируежсти типа (8 ) и

) необходимо и достаточно выполнение условий (8), (Q,(e.) 

(Сг), (.Н\ а в случае (^ , вх ) - (3), (2), (2,), (4 ) и (о).
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5,3. Множители суммируемости типа (,с£А, в^

Лемма 5,7. Из условий (/Q и (av,) для всех вы­

текает

•ъ-я»" tvи*-• u.v. ~ ° 
»м<и / йи *4 <МИ ,

для всех о l s д

*М.«А 1

Доказательство леммы в несколько иной форму­

лировке полностью совпадает с доказательством леммы 19 работы 

[6], если в ней величины (и»# )гзаменить на^’и , а (,*«♦< ^за­

менить на

Покажем, что в случае метода Чезаро некоторые условия тео­

ремы 4.Т выполнены. Условия (/*,) и (z>,) примут в наием случае 

вид.

u< и ' и*^и Нй

(",)

(õ;)

Покажем вначале, что условие (cj теоремы 4,1 выполнено. 

Для того воспользуемя ранее найденными выражениями для и 

Сг„. Учитывая лемму 5.7 и условия получаем

'^й -° • ^'лл " 0 .

К* * и *

Рассмотрим теперь 2.гк<и. к первому члену применим условие 

(с), ico ваорому лемму 5,4. Получим
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Ä VM- 1 u. t I r
* г^<>

Учитывая доказательство теоремы 5.1» регулярность фактора и 

лемму 3.4, получим

£.<WL
1м

- о
«г, <?с.г>

Аналогично доказывается выполнение условия (А).

Убедимся теперь, что и условие (&,) выполнено. Опять восполь­

зуемся найденным ранее выражением для . К пе вому члену при- 

пеним условие (С ), к последнему лемму 5.5. К третьему и второму 

применим лемму 5.4. Получим

А тогда ввиду регулярности факторов метода в и леммы 4.4 получим

у*, И

zL_ I I ~
^Л-v

В итоге нами доказана (ср. [б], теорема 7)

Теорема 5.3. Пусть метод в нормален, регулярен и 

удовлетворяет условиям (2.17), (2.18) и (2.19). Для того, чтобы 

числа были множителями суммируемости типов VV), 

( сУ, &< ") и ( <‘ер1 8г ) необходимо и достаточно выполнение усло­

вий (й), ( н,) и (5,).
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TjSORlMID SUüfflEERUVUSTEGURITEST 

hliäMBTLUSTE A"6'8 j-oks

Resümee

Olgu antud normaalne faktoriseeruv menetlus /I = ).
Olgu menetluse A = A ©A* faktorite А' = (^1им ) da А" = 

pöördmaatriksites ( 7'wt ) da ( 7 иг ) vastavalt X + 2 ja ♦ 2 

nullist erinevaи diagonaali. Olgu 8 suvaline normaalne ja re­

gulaarne menetlus, mis rahuldab tingimusi (2,1?), (2*18) ja 

(2И9).
Antud töös üldistatakse artiklis [4] harilike ridade jaoks 

saadud tulemusi kahekordsetele ridadele. Leitakse summeeruvus- 

tegurid

(дг.и,

(А? , 8) , (А? , 8<) , 8j,

(0^.6), (А^,8г), 1J.

tüüpi. Saadud tulemusi rakendatakse Cesaro menetlusele.

Summeeruvustegurite leidmiseks kasutatakse pöördteisenduse 
meetodit



-54-

ОГЛАВЛЕНИЕ

стр.

ВВЕДЕНИЕ

4 2. МНОШТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ ТИПА (Х\ 8и> ) .... 7

4.1, Неэффективные условия для множителей 
суммируемости типа 8->) 

4.2, Эффективные необходимые и достаточные 
условия для множителей суммируемости 
типа (лУ, 8«, ) ........................................ 13

4 3. МНОЖИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ ТИПА ( ф. в„ ) .... 26

5 4. МНОЕИТЕЛИ СУММИРУЕМОСТИ ТИПА W, ) .... 35

6 5. ПРИМЕНЕНИЕ К МЕТОДУ ЧЕЗАРО ....................................... 41

5.1. Множители суммируемости типа
(<#*, ) ............................................................... 41

5.2. Множители суммируемости типа 
(с/, ) .................................................. 46

5.3. Множители суммируемости типа 
(с^ , 8Я>................................................. 49

ЛИТЕРАТУРА ............................................................................... 51

РЕЗЮМЕ .............................  53


