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A, UIDISI MAREMEID

Kdesolev Sppevahend on mbeldud kdigile TPI kaugdppetea—
duskonna mehaanika, elektrotehnika, energeetika ja ehituse
erialade I kursuse iiliopilastele, vilja arvatud raadiotehni-
ka ja automaatika erialad,

Oppeaasta esimesel semestril tuleb programmist 1ldbi t0606-
tada I osa (analiiitiline geomeetria, vektoralgebra, determi-
nandid ja maatriksid), teisel semestril II osa kuni mitme
muutuja funktsioonideni (sissejuhatus matemaatilisse analiili-
si ja diferentsiasalarvutus).

Kérvuti teoreetilise materjali libitdstamisega tuleb iga
teema juures lahendada kiillaldane hulk harjutus- ja ndidis-

' iilesandeid kas Opikust voi vastavatest iilesannete kogudest.,
Monede teemade ldbitbotemisel mitte lasta end eksitusse viia
asjaolust, et vastavat kiisimust on juba kédsitletud keskkooli-
kursuses. Korgemas matemaatikas kdsitletakse neid kiisimusi
pdhjalikumalt ja suurema matemaatilise rangusega, mistottu
pealiskaudne suhtumine taoliste kiisimuste (teemade) 1ldbitoo-
tamisse on lubamatu,

Esimesel kursusel on kérgemas matemaatikas ette nahtud
neli kodust kontrolltddd. Kontrolltodde ililesanded on antud
kdesolevas brosiiiiris. Kontrollt3sd tuleb teha iseseisvalt,
Enne iilesannete lahendamisele asumist tuleb to6tada ldbi vas-—
tav teoreetiline materjal ja lahendada harjutusiilesandeid.
Iga iilidpilane lahendab kontrolltddks need iilesanded, mille
jérjekorranumber 10peb sama numbriga, millega lopeb tema
dpingurasmatu number (ndit, iilidpilane, kelle dSpingurasmatu
number on 691939, lahendab t&dks nr.1 iilesanded 9, 19, 29,
39, 49 ja 59). Kodused kontrolltdsd vormistatakse kaugdppe-



teaduskonna iilidpilaste kontrolltodde vormistamise ja esita-
mise juhendis ettendhtud kujul ning saadetakse hiljemalt all-
pool toodud tédhtaegadeks kaugdppeteaduskonna dekanaati:

kontrolltdd nrel « « o o 15.novembriks,
kontrollt6o nre2 « « o« ¢ 15.detsembriks,
kontrolltod nre3 o « o o 15.mértsiks,
kontrolltod nre# ¢ « o o ‘lemaiks,

Hilisemad t66d vdidakse jitta arvesse vOtmata, Téodes tu-
leb anda iilesannete tekstid ja lahenduskdigu kiillalt liksikas-
jaline seletus. Arvestatult tagastatud kontrolltddd tuleb hoi-
da alles ja esitada eksamile tulles eksamineerijale.

Eksamil nOutakse programmi kdigi kiisimuste teadmist ja
oskust rakendada neid teadmisi ililesannete lahendamisel, Teo=
reemid, definitsioonid ja reeglid tuled s8nastada arusaamise-
ga ning tipselt, selgitavad joonised teha korralikult. Ulidpi-
lase teadmisi saab tunnistada ainult siis programmi nduetele
vastavaiks, kui kdik iilalloetletud tingimused on tdidetud,

B. KIRJANDUS *

1. H.B. Edumos, {paTKuif KypCc aHAJUTUYECKO TeOMEeTpUH,
MockBa 1965.

=) Tekstis on loetletud kirjandus antud autori nimega ja
loetelu’jﬁrjékorranumbriga Jédrgmiselt: Jefimov [1], Privalov
(2], Piskunov (6], Petersen-Roos [12] jme. Eriti olulised
programmi materjali lidbitddtamiseks on kirjandusest (1] vdi
[2), (6], (12] ja (4], (8), (9] ning [10] =~ esimesed
kolm on pdhidpikud ja viimased neli konspektid kaugiilibpilas-—
tele,
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2. .M. MpuBanoB, AHaIUTHYECKAS reomweTpus, MockBa I955—I9é2.

3¢ W.fl. Buromckuit, AHamiTHUECLas reomMeTpud, Mocksa 1J63.

4, E.Etverk, Vektorarvutus ja ruumi analiilitiline geomeetria,
TPI, Tallinn 1967.

2+ A. Tapumex, Anamuruvecaas reomeTpus B BEKTOPHOM WMBJIOKEHH,

METOZUYECKUE YHA3AHUA ZAA CTyZeHTos, TIM,
Taaumu I953.

6, N.Piskunov, Diferentsiaal- ja integraalarvutus I, Tallinn
1965,

7. G.,Kangro, Matemaatiline analiiis I, Tallinn 1965,
8., H.,Roos, Funktsioonid ja nende graafikud, TPI, Tallinn
1966. _
9. E.Etverk, Piirvddrtus ja pidevus, TPI, Tallinn 1966.
10, H.Roos, Diferentsiaalarvutus, TPI, Tallinn 1966,
11, A,LObmus, Arvutuspraktikumi juhend, TPI, Tallinn 1968,

12, I.Petersen, H,Roos, Ksrgema matemaatika iilesannete kogu I,
Tallinn 1962,

C. PROGRAMM JA METOODILISED JUHENDID

Et kergendada metoodiliste juhendite kasutamist program—
mi materjali ldabitootamisel, on juhendid antud programmi iga
iildteema (raami sees koos vastavate alateemadega) kohta eral-
di vahetult vastava teema jdrel. Kidsitletakse vaid programmi
neid lgike, millede puhul esinedb tavaliselt kSige rohkem ras—
kusi.



I. Analiilitiline geomeetria. Vektoralgebra.

1. Analiiiitiline geomeetria tasapinnal

Rist- ja polaarkoordinaadid, pohiiilesanded. EKoordinas=-
ide teisendamine.

Joone vérrandi maiate, joone parameetrilised vorrandid.
Nditeid joontest ja nende vorranditest.

Sirgjoone vorrandi mitmesugused kujud. Pohiiilesanded
sirgjoone kohta., Teist jidrku joonte kanoonilised vorrandid.
Teist jirku joonte pohilised omadused,

Teist jdrku joone ﬁldv5rrand; selle uurimine juhul, kui
vorracdis puudub korrutist xy sisaldav liige.

Alustades t06d analiilitilise geomeetria kursusega, peab
ﬁlispilane kdigepealt teadma, et analiilitilises geomeetrias
punkt midratakse tema koordinaatide abil, mist8ttu viljend

. "leida punkt" tdhendab ikka "leida punkti koordinaadid".

Tuleb meeles picada, et analiiiitilise geomeetria iilesanne=
te lahendamisel tuleb kdik otsitavad suurused leida vastava-
test valemitest arvutamise teel, mitte aga jooniselt mootmi~
se teel. Joonis on ainult vahendiks andmete ja otsitavate suu=

- ruste vaheliste seoste kergemaks leidmiseks.

Ldigu méiste juures on oluline eristada 10igu suurust ja
pikkust, LBigu suurus on tema vastava médrgiga vBetud pikkus
(midrk midratakse vastavalt telje suunale). LOigu suuruse mois—
tega on seotud nii 18igu projektsiooni mdiste kui ka punkti
ristkoordinaatide mdiste. :

Loigu jaotamisel antud suhtes tuleb teada, et 13ikude su-
he voib olla ka negatiivme. Sel jubul jaotav punkt asetseb
18igu pikendusel, mistdttu 13ik esimesest punktist jaotava
punktini ja 18ik jaotavast punktist teise antud punktini on
vastandsuunalised.



N&ide 1. leida punkt M, mis jaotab 18igu AB suhtes
=3:1, kui A(3;-2) ja B(5:2). .
Lahendus. Et A= ﬁ% = =3, 8iis valemite
+2
X = -x%:—f;g Jja y = 211—;—;2 kohaselt jao-
tava punkti M koordinaadid on

x -_'=:-1_-§=6,

y:——z—3—-2_- '2=Eg=4;

: 5 Seega noutud punkt on M(634).
A Joont xy-tasapinnal esi=-

tab {ildiselt kahe tundmatuga

vorrand, mis vdljendab seost

Mfig)

-

Joon. 1.

seda joont mddravate andmete ja joone mistahes punkti koordi=-
naatide x ja y vahel., Seejuures tuleb meeles pidada, et kahe-
tundmatuga vOrrand esitab ainult siis (reaalset) Jjoont, kui
sel vorrandil leidub reaalseid lahendeid, Niditeks vdrrand
xz + y2 = =4
ei esita mingit joont (ega punkti) xy-tasapinnal, sest sel
vorrandil ei ole iihtki reaalset lahendit, ja vérrand

x? + 72 =0
esitab ainult iiht punkti (0;0), sest tal on ainult iks reaal-
ne lahend (arvud O ja 0).

Eelnevaga seoses tuleb silmas pidada, et "leida joon"
tdhendab "leida joonme vorrand",

Sirgjoone kédsitlemisel tuleb veenduda, et ristkoordinaa-
distikus iga sirgjoon on esitatav esimese astme v5rrandiga
sirgjoone suvalise punkti koordinaatide x ja y suhtes. Samuti
vastupidi: iga esimese astme vorrand tundmatute x ja y suhtes
kujutadb ristkoordinaadistikus tasapinnal mingit sirgjoont.

Oluline on osata siduda sirgjoone vorrandi erinevaid ku-
jusid: normaalvdrrand, vorrand telgldikudes, vorrand tdusu ja
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algordinaadi jargi ning ildvorrand. Sirgjoone tous k avaldub
iildvorrandist ax + by + ¢ = 0O seosega k = - %. Tuleb sil-

mas pidada, et mitte iga sirgjoont pole. voimalik esitada vOr=
randiga telglsikudes (kui sirgjoon ldbib koordinaatide algus=—
punkti v6i on paralleelne ithega koordinaattelgedest) ega Vo=
randiga tSusu ja algordinaadi jdrgi (kui sirgjoon on paral-
leelne y-teljega), Normaalvsrrandiga on esitatav mistahes
sirgjoon.

Kahe sirgjoone vastastikuse asendi médrame kindlaks nen-
devahelise nurga ¢ tangensi abil, kasutades sirgjoonte téuse

k, ja H
; 2 tan @ =% ’FJEQE;:%' .
e
Kui iilesandel on mitu lahendit, tuleb esitada need kbik.

N&ide 2, Kolmnurk on antud tippudega A(3;5), B(=3;3)
ja C(5;-8). Leida tipust C tOmmatud mediaani ristsirge, mis
1dbib mediaani aluspunktis

Lahendus. K8igepealt leiame mediaani aluspunkti D, 8.0,
kiilje AB keskpunkti:

seega on D(0;4),., Otsitava ristsirge saame leida antud punkti
D antud tBususa k ldbiva sirgjoonena, Tdusu k leidmiseks on
aga vaja teada mediaani tousu,

Mediaani vorrand (punkte C ja D libiv sirgjoon) on

H =T3P ehk 12x + 5y - 20 = 0, millest mediamani tdus
ky = - 1%. Seega k = = é%- (ristseisust) ehk k = ;2 ja
otsitud ristsirge vdrrand on

y~-4-= i% x

ehk iildkujul 5x = 12y + 48 = 0,



N&dide 3. Ruudu kaks kiilge asetsevad sirgetel
3x + 4y +22 =0 Jja 3x + 4y - 13 = O, Arvutada ruudu pind-
ala,

Lahendus, Kuna antud sirgjoonte tdusud ky =k == %,

siis on sirgjooned paralleelsed. Seega ruudu kiilje pikkus vor-
dub nende sirgjoonte vahelise kaugusega, mille leidmiseks mid-
rame esimesel sirgjoonel vabalt iihe punkti P ja leiame selle
punkti P kauguse teisest sirgjoonest,

Kui votta x = -2, 8iis saame esimesest vorrandist
-3 ¢ 2 44y +22 =0 ehk 4y = =16 ja y = =4, seega P(=2;-4),.
Punkti (35370) kaugus sirgjoonest ax + by + ¢ = O on

ax, + byo -2
Vaa + b2

3e(=2) + 4(-4) - 13| L l;gz
V9 + 16

8 = a° = 49,

Ndide 4, leida sirgjoonte 6x -~ 2y + 5 =0 Jja
10x = 10y + 29 = O 131kepunkti lébiva ning esimese sirgjoone-
=

d=

Antud juhul 4 = =7

Jja otsitud pindala

ga nurga Y = ﬁ moodustava sirgjoone vorrand.

Lahendus, Lahendame iilesande ISikepunkti leidmata, ka=
sutades sirgjoonte kimbu vorrandit, Otsitav sirgjoon kuulub

kimpu
ehk

6x -2y + 5+ A(10x - 10y + 29) = O

(6 ; 104)x = (2 + 10A)y + 5 + 2974 = 0,

Avaldame otsitava sirgjoone tousus

_6 4+ 102 _ 3 +
k= T+ 0% = %—;—gﬁ .

Et otsitav sirgjoon moodustab esimese sirgjoonega, mille

e
tous k,l = 3, nurga %, siis nendevahelise nurga tangens on



ehk

Arvutades siit A , saame 1—:-@2-1-=1 ‘ehk ﬁ:-% ’

seega otsitud sirgjoone vorrand on

6-Px--Pry+ - =0
ehk ;
4x + 2y = 7 = O,
i Teist jarku joontest vaatleme esmalt ringjoont; hiljem
f osutub ta ellipsi erijuhtumiks, kui a = b = R. Peab oskama
koostada ringjoone kanoonilist vdrrandit.

Naide 53 Leida ringjoon, mille keskpunkt asetseb
punktis C(5;4) ja mis 13ikab sirgest x + 2y = 3 = 0 k&3lu
pikkusega 8, .

Lehendus., Otsitava ringjoone vorrand on

| (x - 52 + (7 - )2 = 12,

kus raadius r on tundmatu., Et¥ CD kui punkti C kaugus antud

sirgest on ;
CD=—24'-—_21. = =ﬂ=2v—‘
Vi+ & V5 i

ja AD kui pool antud kSSlust on 4,
8iis Pitagorase teoreemi jérgi

r? = AC%= Dc24 M2 = 20+ 16 = 36.

Otsitavaks ringjoone vorrandiks
on seega i

(x - 5% 7 -92= 3%

Joon. 2. ehk

12+y2;101-83+5=0.

Teist jdrku joonte kiisitlemisel tuleb eriti silmas pida-
da pooltelgede a ja b ning fookuste vahelise poole kauguse ©
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vahelisi seoseid ellipsi ja hiiperbooli juhul., Samas on vaja
osata kasutada ellipsi ja htiperbooli ekstsentrilisuse mbistet

ja avaldist § = § (mitte unustada, et ellipsi puhul & <1,

hiiperbooli puhul aga & >1 ning et ekstsentrilisuse vaartu-
sest g Jjédreldudb esialgu ainult, et c¢c = 5k ja a = 2k, vt,
ndide 7)0

Ulesannete lahendamisel tuleb sageli kasutada punkti joo=-
nel asetsemise tingimust, mille kohaselt antud punkti koordi-
naadid rahuldavad selle joone vorrandit, Ellipsi korral tuleb
veel arvestada asjaolu, et tema fookused asetsevad pikemal
teljel, mille pikkuse tdhisteme 2a, Seega alati on a>b, n
kui suuremaks osutub nimetaja selles liikmes, milles esimb‘;g.
siis asetsevad fookused y-teljel vOi sellega paralleelsel joo-
ne siimmeetriateljel,

Niide 6, lLeida ellipsi 9x°+ 43°= 36 = O pooltel-

jed, ekstsentrilisus ja fookuste koordinaadid.
Lahendus. Kirjutame vorrandi {imber kanoonilisel kujul

2 i
-’,{-2 +% =1, millest a=3 ja b=2i Ietame c =Va’-b’=
=V5 ja &= -& = g . Fookused asetsevad antud ellipsil
y-teljel, seega nende koordinaadid on 1"1(0;-‘\15) ja 1‘2(0;15)-

Nd&ide 7. leida hiiperbooli kanooniline vdrrand, kui
tema fookuste vaheline kaugus on 20 ja asiimptootide vorrandid
on 4y % 3x = O,

‘Lahendus, Asiimptootide vdrrandid kirjutame kujul

y=2% %x, millest E = g (sest iildkujul on asiimptootide vor—
randid y =% % *)e

Et hiiperbooli korral 02= a2+ b2 Jja antud iilesandes
¢ = 10 ning asiimptootide tdusust b = 3k, a = 4k, siis

16k° + 9k° = 100, millest k=2 ja a =8, b = 6.
2
Seega hiiperbooli vérrand on é = =21
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N&ide 8, ILeida parabooli kanooniline vorrand, kui
parabooli tipp asetseb punktis A(-33;2), tema telg on paralleel-
ne y-teljega ja parabool 1libib punkti B(=1;0).

Lahendus., Punktide A ja B asendist telgede suhtes jérel-
dub, et parabooli harud on suunatud allapoole..Viime telgede
ro6pliikkega koordinaatide alguspunkti punkti A, Vastavad iile-
minekuvalemid ont X =x+ 3, Y =y - 2. Uues koordinaadisti-
kus on otsitava virrandi iildkuju Xg = -2pY., Liheme tagasi va-

nade koordinaatide juurde, siis

y (x + 3)2 = =2p(y = 2)e

______ A£G Ok Parameetri p mddramiseks kasutame
4 o asjaolu, et punkt B asetseb para-
B boolil, tema koordinaadid peavad

/ \ X rahuldama parabooli vorrandit:

(=1 " 3)2= —2p(0 - 2) ehk p = 1.
Parabooli kanooniline vérrand on
o (x + 3% = =27 - 2).

{lldkujul see vorrand on x2 +6x+2y +5=0,

Eui on vaja teisendada teist jérku joone vérrandit fildku-
jult kanoonilisele (antud juhul, kui vdérrandis puudub liige
korrutisega xy), on k0ige lihtsam kasutada tdisruudu eraldami-
se votet, Ndidet selle kohta v‘t. Petersen-Roosi iilesannete ko-
gust § 3, ndide VI,

>3
-

s B

Teoreetilise osa Oppimiseks tuleb libi to6tada jérgmised
peatiikid Jefimovist {1]: I, II, III, IV, V (vdlja arvatud §-d
27, 29, 33, 34, 37, 38), VI § 42; voi

Privalovist [2) peatiikid I, II, III, IV §-d4 1=7, parag-
rahvidest 8 ja 9 ainult ekstsentrilisus, V §-d 1-6,

Gardnekil [5) vastab sellele aineosale jagu AHamiTHueC—
Kaf reoMeTpusi Ha IJIOCKOCTH (1xe 3 = 70)%

Ulesannete lahendamiseks kasutada Petersen-Roosi iilesanne=—
te kogu I osa [12], kus leidub ka teoreemide ja valemite kogu
ning rida nditeid iilesannete lahendamisest, Iga teooriakiisimuse
kohta lahendada piisavalt {ilesandeid, mis valida paragrahvidest
1y, 2 ja 3 (ellipsi ja hiiperbooli juhtjoont kidsitlemata),

12



Kolmanda paragrahvi lilesannetest mitte lahendads lilesan-
deid 231 - 243, samuti ndidet XIII. Enne iseseisvale iilesan~
nete lahendamisele asumist lahendada lédbi vastava paragrahvi
ees leiduvad ndited.

2. Determinandid ja lineasarvirrandite siisteemid.

1

|

Determinandid, nende péhiomadused. i

Lineaarvorrandite siisteemid. Crameri reegel. Homogeen- I

sed lineaarvorrandite sisteemid, mille determinant vordub
nulliga,.

Kbéige fildisem determinandi elemendi tdhistusviis on 8430
kus indeksid i ja k nditavad vastavalt rida ja veergu, mil-
les element asetseb, Nii saab kolmerealist determinanti kirju-
tada kujul
1 3 M)
Sy 0am )
ye R Mg o
Mingi elemendi a4y miinoriks li.k nimetatakse seda iiks

jérk madalamat determinanti, mis jd&b, kui antud determinan~-
dist kustutada rida ja veerg, milles vastav element asub,

$a1: 0 M2
Elemendi a;, miinori M,, korrutemisel teguriga (~-1D*E sa0dak-

se selle elemendi algebraline tédiend (ehk alamdeterminant)
Agye Niisiis s )

Nii on elemendile a23 vastav miinor 123 =

Ay = =04 u, .

Néiteks Ay, = (=1)°¢ My = =

a31 ﬂ32 °
Determinandi oluliseks omaduseks on, et determinandi
mingl rea (véi veeru) elementide ja nende alamdeterminanti-

13



de korrutiste summa on vordne determinandi D endaga:

854844 + 85085 + 8458449 = D

aqhay + axhoy + ayhy = Do
See omadus on eriti vajalik korgemat jérku (jérk suurem
kui kolm) determinantide arvutamiseks, kusjuures determinanti
teisendatakse eelnevalt determinandi iile jd&dnud omaduste poh~
jal nii, et vdetavasse ritta (veergu) jédks ainult iiks nullist
erinev element._‘

"N&dide 9, Arvutada determinant

voi

-3 21 Q=302 5

1 4 0248
Do e R - A R =1.’(_1)5 2.1 1 iy
2 10 2 0100 a5
5 0 51 4 0 5
0l A 7 : - 1
=211 1| =204 +25+10+2) ==2 ¢ 41 = =82,
2 51

(Esimese veeru elementidega on liidetud neljanda veeru elemen-
did, siis neljanda veeru elementidega -2 = kordsed teise veeru
elemendid ja siis determinant arendatud kolmanda rea elementi-
de jérgi. Vastava summa ainus nullist erinev liidetav on tei-
se veeru elemendi 1 korrutis oma alamdeterminandiga.)

Kui aga determinandi mingi {ihe rea (veeru) elemente kor-
‘rutada mingi teise rea (veeru) vastavate elementide alamdeter—
minantidega, siis korrutiste summa on null, kuna ta annab de-
terminandi, milles kahe rea (veeru) elemendid on vastavalt
vérdsed, .

Lineaarvorrandite siisteemide lahendamiseks on otstarbe-
kas kasutada maatrikseid, mille kohta vaata viiendat teemat
(1x, 21),

Teise teema kisitlus on Jefimovi (1] Jpiku lisas (lk.
205 = 227) ja Privalovi (2] Opiku VI peatiikis, Petersen-Roosi
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illesannete kogust [12] lahendada paragrahvist 4 ndited I, II,
III, VII ja VIII ning iilesanded, vilja arvatud 259 ja 262 =
267,

3. JYektoralgebra

‘ Vektorid tasapinnal ja ruumis. Vektorite lineaarme
kombinatsioon, lineaarne soltumatus. Baas; vektori lahu-
tamine antud baasivektorite sihilisteks komponentideks.

Vektorite skalaarkorrutis, vektorkorrutis ja sega-
korrutis, Skalaarkorrutise, vektorkorrutise ja segakor-
rutise pdhiomadused ja avaldamine vektorite koordinaa-
tides.

Vektori mdistet rakendatakse laialdaselt mehaanikas, fiiii=
sikas, elektrotehnikas ja teistes rakenduslikes distsipliini-
des, Vektoriaalsed suurused on joud, kiirus, kiirendus,
elektromagnetiline induktsioon, elektrivélja pinge, polari-
satsioonivektor jt. Seetdttu tuleb vektoralgebrale piihendada
suurt tdhelepanu. Samuti on vektoreid kasutades véimalik tun~
duvalt lihtsamalt esitada rida analiiiitilise geomeetria kiisimu~
8i, milles véib veenduda programmi neljandat teemat kisitledes
(vasta samuti Gardnek [5]).

Kdigepealt on tarvilik kindlalt omandada vabavektori
méiste. Vektor on tédielikult iseloomustatud oma sihi, suuna
ja suurusega (vektori pikkus ehk moodul), kusjuures tema ra-
kenduspunkt voib olla suvaline., Nii on kahe vektori a ja b sum-
mat ning vahet (vastavalt definitsioonidele) lihtne esitada
geomeetriliselt kui nendele vektoritele ehitatud roopkilliku
diagonaalvektoreid (joon. 4). :

Téhtis on mdista kirjutiste @ = 3T - 27 + ¥ ja
& = {33=231} samavddrsust, Liidetavaid 37, =23 ja ¥ nimeta-
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takse vektori ?komponentideks
koordinsattelgede sihiliste

ilhikvektorite '1', '3’, ¥ baasil;
kordajad 3, =2 ja 1 on vektori
Ta’koordi.naadid, mis geomeetrie

3-1.3.¢1) 1iselt on vektori & projektsi-
oonid koordinaattelgedel.
: Paljudel juhtudel tuleb
Jqon.‘ 4, vektoritega opereerides vekto-

G 2 asemel kasutada sells
vektori suuna fihikvektorit a° , Vaatleme vektorit
g = {88 ia,}, mille sihinurki (nurgad vektori kandja ja
koordinasttelgede vahel) téhistame vastavalt o, (5 Ja ¥ o Vek=
tori & koordinaadid agy Jja a, kui wvektori ?projektsioonid
koordinaattelgedel avalduvad jdrgmiselt (vt. kolmnurki AMOMx,
AMOly, A MOM, joom. 5):

a, = Proj & = a cos @,

8, = projy?= acos by’
- ‘—

a, = proj,a = a cos ¥ .

Seega vektori & sihikoosinuste
avaldised on

coacn=3.5. cos/&:? Ja

a
OOB?='?50

Véttes niiiid vektori, mille
koordinaatideks on vektori &

sihikoosinused, s.o. vektori {cos o § cos /5 s cos 94} =
={'-¥; ?;'-o;—’-} = %{ax; 8y az} = -;‘-'= 2° nieme, et see on
vektori & suuna iihikvektor &°. Kuna a = \/&i+a§+ai o com

lihtne komtrollida, et sihikoosinused rahuldavad alati tingie-

must cosZo + cosap + cos® % =1,
Vektoreid tuleb kirja panna korrektselt. Tehete puhul vek~

toritega peetagu rangelt silmas, et kahe vektori & ja © skalaar

Joon. 5.
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korrutis &+b on arv ab cos ¢, vektorkorrutis a x b aga
kolmas vektor €, kusjuures avaldisega ab sin¢ avaldub vaid
selle vektori pikkus ¢ (¢ - nurk vektorite & ja b vahel). Ka=-
he wvektori skalaarkorrutise ja vektorkorrutise méisted peavad
olema kindlalt omandatud. '

Niide 10, Olgu antud vektor & = AB punktidega
A(#3035) ja B(73133) ning vektor b = 3i - j = K. leida vek-
torite & ja b.skalaarkorrutis ja vektorkorrutis.

Lahendus, Leiame vektori ?koordinaadid, lahutades vekto-
ri lépp-punkti koordinaatidest vektori alguspunkti vastavad
koordinaadids:

'5:{7-4; 1= 0; 3 - 5} = {3113-2}
ehk el WA i
—: =31 + d - 2k,
Vastavalt skalaar- ja vektorkorrutisele koordinaatides

BB = 303 4 16(=1) ¢ (=2)o(=1) =9 =142 =10

1 2 -2 3 39
fif 31 o B
bl =1 1 o 3 -

= {=3; =3; =6} = -3{1; 1; 2}
ehk 4

axb = -3(—{-'!-3.4- 2k)

Programmi selle osa omandamiseks tuleb 1dbi to66tada Bt
verki konspektist [4] I peatiikk ning Jefimovi Opikust [1] pea-
tiikid VII, VIII, IX ja X. Privalovi (2] Opikus leidub see ma-
terjal II osa peatiikkides I ja II, kusjuures II peatiiki parag-
rahv 16 on kohustuslik elektrotehnika eriala iilidpilastele,
teistele soovitav. Gardneki konspektis (5] on see materjal.
osa -AHaJuTHYECKAads I'eOMETpUA H8 INOCKOCTH paragrahvides 142
Jja 3. ‘

flesandeid lahendada Petersen-Roosi [12] iilesannete kogu

viiendast paragrahvist.
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4, Analiilitiline geomeetria ruumis

Ruumi punkti ristkoordinaadide. Péhiiilesanded. Koordi-
naattelgede paralleelliike.

Pinna vérrandi méiste. Silinderpinna vorrand, kui pin-|
na moodustajad on paralleelsed iihega koordinaattelgedest.
Ruumijoone v6rrand, ruumijoone parameetrilised vorrandid,
Pinna parsmeetrilised vérrandid. Niited.

Tasapinna vorrand vektor- ja koordinaatkujul. Ruumisirge
voérrandid vektor- ja koordinaatkujul, Phiiilesanded tasapin-
na ja sirgjoone kohta,

Teist jiarku pindade kanoonilised vérrandid.

Teist jdrku pinna ildvérrandi mdéiste, ¥ldvdérrandi uuri-
mine juhul, kui vorrandis puuduvad liikmed korrutistega Xy,
Xz ja yz.

Kéigepealt tuleb kindlalt meelde jédtta, et mistahes li-
neaarne vorrand iihe, kahe véi kolme tundmatuga, kui viimased
tédbendavad ruumipunkti koordinaate, esitab ruumi analiilitili-
ses geomeetrias mingit tasapinda, ja vastupidi, iga tasapin-
na yorrandiks on mingi lineaarme vorrand. Nii esitab vorrand
ax + by + ¢ = O ruumigeomeetrias z-teljega paralleelset ta-
sapinda, mitte aga sirgjoomt, Sirgjoont v6ib ruumis analiiii-
tiliselt esitada kas vorrandiga vektorkujul, kanooniliste
vorranditega, parameetriliste vérranditega voi nende tasapin-
dade vorrandite paariga, millede léikejooneks on vaadeldav
sirgjoon, :

Ruumigeomeetria analiiiitilisel kdsitlemisel tuleb pidevalt
kasutada vektoralgebrat, Nditame, kuidas viimase abil on
lihtne tuletada tasapinna vorrandit normaalkujul. Selleks ka-
sutame {ihe vektori projektsiooni teise vektori sihil, Vektor-
algebrast on teada, et vektori & projektsioon vektori T sihil
avaldub kujul

pro;]b a=2- 'So.

Olgu antud tasapind T , millele tdmbame koordinaatide

alguspunktist ristsirge ehk normaali n. Téhistades nurgad,
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mille normaal moodustab koordinaattelgedega, tdhtedega o, (3
Jja % , sasme normaalisihilise ihikvektori kujul

2° = {cos ov; cos B cos ¥} Loeme veel teadaolevaks normaa=
11 léigu pikkuse koordinaatide alguspunktist tasapinnani T 3
|oP| = p.

Votame tasapinnal T vabalt
ilhe punkti M(x;y;z), mille ko=
bavektor on OM = {x;y;z},ning
vaatleme vektori OM projektsi=
ooni normaalil. Kdikide tasa~
pinna T punktide (ja ainult
nende) projektsiooniks normasa-
1il on P, seega

projna=p ehk ﬁ-i"=p.

Joon, 6,

mis koordinaatide kaudu vdlja=—
kirjutatuna annabki tasapinna vérrandi normaalkujuls:

xcosa.-c-ycos[.s +zZcos ¥ =-p=0,

(Analoogiliselt saab tuletada ka sirgjoone normaalvérrandi
tasapinnal.)

Eriti laialdaselt rakendatakse kahe vektori vektorkorru-
tist., Vaatleme siin niitena lilesannet punkti ja sirgjoone va-
helise kauguse leidmisest ruumis., Selle iilesande lahenduskii-
gus lahendame sisuliselt ka roopkiiliku pindala leidmise iiles—
ande,

Ndide 11, leida punkti A(13;2;3) kaugus sirgjoonest

> b -1=z-1.
AT Gl

Lahendus, Otsitava kauguse leiame rodpkiiliku kdérgusena
selle rodpkiiliku pindala ja
aluse kaudu:

s M xF|

8 r{}

—

oA = {omz},

Joon, 7e

19



S g

e —
MAXxa

s = {4323-1] Jja seega punkti A kaugus

S O ey
]
w
b owh

antud sirgest

e Va2 4 22, (112 V21 LA
Vi, (2s ()2 T

Seda iilesannet saab lahendada ka nii, et leiame antud
sirgjoonega ristuva tasapinna 1dbi punkti A, seejdrel sirg=
joone ja tasapinna 1dikepunkti B, Punktide A ja B vaheline
kaugus ongi otsitavaks kauguseks,

Né&ide 12, Ieida paralleelseid sirgeid

o1.3-2£2 4 5—5—1=L}3=3r

libiva tasapinna vérrand.

Lahendus, Noutud vorrandi véib saada lihtudes asjaolust,
et tasapind lébib iikskdik kumma sirgjoone antud punkti ja on
risti nende punktide vahelise vektori ning sirgjoonte sihi-
vektori vektorkorrutisegae.

Veel lihtsam on aga
vorrandit kirja panna léh-
tudes tingimusest, et sirg-
Jjoonte antud punkte iihendav
vektor 1B = {2;3;-2},
sirgjoonte sihivektor § ja
vektor iilhe sirgjoone antud
punktist tasapinna suvalise
punktini M, s.0.
ﬁ:{x+1;y+3; z}

Joon, 8.

peavad olema komplanaarsed.

Jédrelikult
X

13943

+ z
2 -2 a0
- 1

W W+ -




ehk

- 2 =2 2
(x4 1)} +(y+3)<- )-l-z l:O,
2 1 2o
millest
(x+ 1) =6(y +3) =0
ja 1dpuks

3x -2y -3 =0,

Matemaatika rakendustes kui ka korgema matemasatika jérg-
nevas kursuses etendavad suurt osa teist jdrku silinderpinnad,
mille moodustajad on paralleelsed iihe koordinaatteljega. Tuleb
meeles pidada, et kui pinna vérrandis puudub iiks koordinaat,
siis vorrand esitab silinderpinda, mille moodustajad on paral-
leelsed puuduvale koordinaadile vastava teljega.

Silinderpindade vorrandeid ei tohi segi ajada teist jarku
joonte vérranditega tasapinnal. Nii esitab vorrand y“= -6x
paraboolset silindrit, mille moodustajad on paralleelsed z~tel-
jesga ja juhtjooneks on parabool

72 = -bx,
z =0

(kui antud silindri ja xy-tasapinna ldikejoon).

Uurides II jérku pindade kuju 18igete meetodil, on tarvis
peale nende pindade, mida on uuritud raamatus, uurida veel tei-
si, konkreetse vorrandiga antud pindu, Ilma selleta ei ole véi-
malik skitseerida vorrandiga antud.pinda, kuid see oskus on hi-
lisemates rakendustes viga oluline,

Materjali selle teema kohta leidub Jefimovi [1) 5p1ku
peatiikkides XI, XIT ja XIII voi Privalovi [2) Jpiku II osa
peatiikkides III, IV, V ja VI (vdlja arvatud §-d 2 ja 3) ning Et-
verki [4] konspekti II peatiikis. GarsSneki [5] konspektis on
see teema osas AHaMMTUUYECKas I'eOMETpUf B TPEXMEPHOM IIpOC-
TPAHCTBE. {jlesandeid leidub Petersen-Roosi [12] iilesannete ko
gu paragrahvides 6 ja 7.
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5. Maatriksid,

Maatriksi moiste, tehted mastriksitega. Maatriksi
astak. Ruutmaatriksid. Ruutmaatriksi omavektorid ja oma=-
vairtused, tema karakteristlik vorrand.

Lineaarteisendused lineaarses vektorruumis, nende
teisenduste vektoriaal-maatrikskuju; rakendamine rist-
koordinaadistiku teisendamisel,

Maatriksarvutust kasutatakse paljudes distsipliinides
(elektrotehnika teoreetilised alused, raadiotehnika jm.).
Alustades tutvumist maatriksitega, tuleb korrata determinan-—
tide teooriat.

Ka vorrandisiisteemide lahendamiseks on otstarbekas ra-
kendada mastriksarvutust., Niit. véimaldab Gaussi meetod la=
bhendada nii homoge2nseid kui ka mittehomogeenseid siisteeme,
s6ltumata vorrandite ja tundmatute arvust.(Vt. Lobmus [11],
II peatiikk,) :

Maatriksiks nimetatakse ristkiiliku- (erijuhul ruudu-)
kujulist tabelit, mille elementidena vaatleme vOrran-
disilisteemi tundmatute kordajaid. Lahendamise idee Gaus=—
si meetodi korral seisneb selles, et maatriks teisendatakse
diagonaalkujule, s.t. koik elemendid allpool peadiagonaali
(vasakust iilanurgast algav diagonaal) teisendatakse nulli=-
deks., Maatriksi teisendamine toimub ménevérra analoogili-

- selt determinandi teisendamisega.

On lubatud:
1° maatriksi kahe rea iimberpaigutamine,

2° maatriksi iihe rea kdigi elementide korrutamine
voi jagemine iihe ja sama nullist erineva arvuga,

3° maatriksi iihe rea elementidega teise rea vastava=-
te elementide ithe ja sama arvu kordsete liitmine,

Kui lineaarvdrrandite siisteemi maatriks on teisendatud
diagonaalkujule, siis kirjutame siisteemi uuesti vidlja. Saadud
siisteemi lahendamine jarkjdrgulise asendamise teel ei valmis-

22



ta enam mingeid raskusi,

Tuleb peatuda veel moningatel momentidel, mis voivad
esineda maatriksi teisendamisel ja siisteemi lahendamisel,

Kui maatriksi teisendamisel iiks rida muutub nullideks,
siis tdhendab see seda, et vastav vorrand siisteemis on iile=
jddnute lineaarseks kombinatsiooniks (s.t. on saadud nendest
vorranditest vérrandeid mingite konstantidega korrutades ja
omavahel liites). Selline vorrand lahendi midramisel mingit
osa ei etenda:

Kui diagonaalmaatriksi jidrgi uuesti siisteemi vdlja kir-
jutades selgub, et viimane rida annab vérrandi

o W, ™
kus bk # 0, siis siisteem on vastuoluline ja temal lahend
puudub,

Kui diagonaalmaatriksi jargi uuesti siisteemi vilja kir-
jutades selgub, et vérrandeid on vihem kui tundmatuid, siis
jidb osa tundmatuid vabaks (véime tdhistada neid ¢y) Ja siis~
teemil on ldpmata palju lahendeid, mis avalduvad konstantide
cy kaudu,

Lahendades Gaussi meetodil homogeenseid siisteeme, me
vabaliikmeid, s.t. nullveergu, maatriksisse ei kanna. Kui
maatriksi viimisel diagonaalkujule vorrandite arv jiddb vord-
seks tundmatute arvuga, siis on siisteemil ainus lahend =
null-lahend. Kui aga vorrandite arv on viiksem tundmatute ar—
vust, siis on siisteemil lahendeid ldpmata palju.

N&dide 13, Lahendada siisteem
2x,I + X5 + 3x3 - X
X4 + 5x3 + 3x4
X5 + 2x3 +‘2x4
X, + X, - 2x3 - 4x, = O,
Maatriksi teisendamise huvides kirjuteme esimese vOrran-

di (kus x, kordaja pole 1) koige viimaseks, Siisteemi laienda~
tud maatriks on siis
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Maatriksi elementide nulliks teisendamist alustatakse
alati esimesest veerust, edasi teisendatakse nullideks teise
veeru vastavad elemendid jne. Selleks teeme tehteid ridadega.

Esimese veeru elementide nullideks teisendamiseks teeme
jédrgmised tehted:

(III rida) - (I rida),
(IV rida) - 2(I rida).

Sellega saame maatriksi:

e 1 L R« e
o PECE. R AT ISP
0 1 <7 =7 =2
0 1 =7 =7 =2]| .

ITI veeru elementide nullideks teisendamiseks teeme tehted:

(III rida) - (II rida),
(IV rida) - (III rida).

Saame
- S « it e e
S R
0 0 -9 -9 =9
¢ TRt e ¢ ST RN o

Jagame kolmanda rea elemendid (=9)-ga ja jdtame nullide rea
kirjutamata. Nullide rida iitleb seda, et siisteemi esimene
vorrand oh iilejédnute lineaarne kombinatsioon ja lahendamisel
mingit osa ei etenda. Tdepoolest tihelepanelikumal vaatlemi-
sel leiame, et I vorrandi saab II ja IV vérrandi vastavate
poolte liitmisel,

e R R R
1



Kirjutame diagonaalmaatriksi jadrgi uuesti siisteemi:
=

7
x3" X4=1-

Xq + { 513 + 3:{4

:cz-l-a:B-i»Z::4

Nagu ndeme, on siisteemis vérrandeid vihem kui tundmatuid.

Jérelikult on siisteemil ldpmata palju lahendeid. J&tame
tundmatu X, vabaks, vottes x, = Cy, kus C on mis tahes kons-
tant, ja lahendame viimase siisteemi. Lahendiks saame:

x,|=2C—3,12=5,13=1—C,z4=.C.

Vérrandisiisteemide lahenduvuse iile saab otsustada siistee-
mi maatriksi ja laiendatud maatriksi astakute vordlemise teel
(lahenduvuseks peavad need astakud olema vordsed). Maatriksi
astaku méiste selgitamiseks vaata Petersen-Roos [12] 1k,59 =
60 § 4 ning sama paragrahvi nditeid IV ja V,

Elektronarvutite rakendamise seisukohalt on oluline li-
neaarvorrandite siisteemi lahendamine maatrikskujul,

0lgu antud lineaarvérrandite siisteem

84q% + 8407 + 843% = b,1

Naek 2 Sod 3 %% = Ny

834X + 895F + 8392 = b3'.
Kasutades maatrikseid

819 892 243 : by
4 = 851 83 83| = §y Ja B= b2 ’
831 83 833 z b3
saame siisteemi kirjutada maatrikskujul jérgmiselt
AX = B,

Eeldusel, et maatriksi A determinent D # 0, saame lei-
da maatriksi A pSdrdmaatriksi A™ valemi jérgi
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Aqq Apq Ay
1
=g fA2 A Ay
Ay Agy Sy d 2

)

kus ‘ik on elemendile a4y vastav alamdeterminant. Korrutame
vorduse AX = B mdlemaid pooli teguriga A

1

A~ax = 2~ 5,

-

Et A A =E, kus E on iihikmaatriks, siis

Y uaiy

Seega tuleb lineaarvérrandite siisteemi lahendamiseks
maatrikskujul leida siisteemi maatriksi A poordmaatriks A'1
Jja korrutada sellega vabaliikmete veeru maatriks B vasakult,

Ndide 14, leida tasapindade

X+ J+ 2= 6
5x + 4y + 3z 22,
10+ 55y + 2z 23

14ikepunkti koordinaadid.
Lahendus, Lahendame siisteemi maatrikskujul. Kirjutame

maatriksid
- Liges e, x | 6
Ao 15 5. .58, 2w y“. B=f221] .
195 4 z 23
; Arvutame maatriksi A determinandi D ja pddrdmaatriksi
x5
o T (S 1M -4 1
De |5 a4 3laaa, aMelas o a2},
10° 5 -1 15 =5. 14

Kasutades seost X = 1'13, Saame

26



M4 1
=25 9 =2
15 =5 1

x 6
yil= o (122
z 23

116 = 4422 4 1423 | 4
= [|[-25¢6 + 9422 ~ 2623 = [2§ .
1566 = 5022 + 123 3

Seega kolme tasapinna ldikepunkt on (132;3).
Lineaarteisenduste kohta vaatame jédrgmist ndidet.

N &1%de 15

x.
yi
z!

Leida poordteisendus,

n

Antud on lineaarteisendus

N

3X~- y- 2z
2x + Yy + 22
x + 3y - 2z,

Lahendus, Kirjutame antud lineaarteisenduse siimboolsel
maatrikskujul
X' = AX,
kus
3 -1 -1 x! : x
Ain #2428 " Xt alytliSs X=ilyd,
1 3 =2 z' z
Arvutame maatriksi A determinandi
3 -1 -1
D= 2 1 2 = =35 ( £ 0)s
2. =2
Leiame maatriksi A podrdmeatriksi
8 1 1
5.7 P
§% i i - 1 8
i s VR ARG 7 il
R
P il

Korrutades vorduse
siga 1'1, saame :

ab'd

X' = AX mdlemaid pooli podrdmaatrike-
= A-1Lx
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ehk
“qu
. X

Antud lineaarteisenduse korral

& T '

- ¢ e B - x

Yo B '
=% 7 =) Pl -

1 '

x -4 F-91 b

millest saame otsitava péordteisenduse:

x=3§5x' +1}y' +31132'

--36-52' +;y'+3§5z'

z=-;x' ...%yl_.;zi.

J

Maatriksarvutuse kohta leidub iiksikasjaline kdsitlus Vé-
godski [3] Opikus, Maatriksi teisendamise ja Gaussi skeemi ra-
kendamise kohta vaata kirjanduse loetelus [11] all nimetatud
Jubendist teist peatiikki ja juba eespool midrgitud neljandat
paragrahvi Petersen-Roosi iilesannete kogust [12].

Viimati mainitust lahendada nidited IV, V ja VI ning
lilesannetest 159 -267, Ulesannete 260 ja 261 lahendamiseks ka~

' sutada poordmaatriksit vastavalt nditele 14,
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6., Uhe muutuja funktsioon

Reaalmuutuja funktsioon, selle middramispiirkond.
Funktsiooni méddramisviise. Funktsiooni geomeetriline ku-
jutamine, Funktsiooni gréafik, selle konstrueerimine pa-
ralleelliikke ja médtiihiku muutmise teel, Elementaarfunkt-
sioonid.

Arvujada piirvidirtus, Funktsiooni piirviirtus., Péhi-
teoreemid piirviirtuste arvutamiseks. Lopmatult vihenevad
ja lopmatult suurenevad suurused. Piirviidrtuse olemasolu
tunnus: 1) monotoonse jada puhul, 2) monotoonse funktsi-
ooni puhul (ilma tdestuseta).

;. X
Piirviirtused 1im SBX 54 1m (1 + ),
X
X0 X-»

ILépmatult vidhenevate suuruste vordlemine, Ekviva-
lentsed 1dpmatult vihenevad suurused.
Funktsiooni pidevus punktis ja vahemikus, Tehted pide-
vate funktsioonidega. Kinnises vahemikus pidevate funkt-—
sioonide omadusi (ilma tdestuseta).

Funktsiooni méiste on matemaatilise analiiiisi pdhimdiste,
mis tehtagu endale hidsti selgeks. Alati pole véimalik kahe
suuruse vahelist sdltuvust védljendada meile tuntud matemaati-
liste tehete abil, See ei tihenda aga, et nende vahel sdltu~
vus puudub. Sageli voib funktsioon oma mééramispiirkonna
erinevates osades olla esitatud erinevate avaldistega. Nii

on funktsioon
1 - x, kui -2€x40,

2(x) = ¥ +1, kui 0<x<2,
S kui 2sx<+®
esitatud kolme erineva avaldisega oma médramispiirkonnas
-2€X<+® ehk poolkinnises vahemikus (-2,+00). Tegemist on
8iin aga iiheainsa funktsiooniga, mille graafik on Joonisel 9
Jja mille muutumispiirkonnaks ehk vdidrtuste hulgaks on kinnine
vahemik 1<y<5 ehk [1,5],
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Asjaolu, et punkt (reaalarv) x kuulub lahtisesse vahe-
mikku ehk lihtsalt vahemikku, pannakse iildjuhul kirja kas ku-
jul x¢(a,b) voéi vorratuste abil a< x<b. Kinnise vahemi-
xu ehk 18igu korral xe (a,b] voi a<xgb.

Nii funktsiooni médramis—
piirkonna (ndites -2£X<+®)
kui ka vddrtuste hulga (nédites
1< y< 5) moodustavad nimetud
arvud. Seda tuleb eriti silmas
pidada trigonomeetriliste funkt-
sioonide korral., Nditeks mois-
tetakse funktsiooni sin x pu-
hul argumendi x all nurga suu-
rust radiaanmdodus, mitte kraa-
dides. Seega on funktsiooni
£(x) = sin x mddramispiirkonnaks kéigi reaalarvude hulk
-0 <« x<+00 ehk (-00o, +00), funktsiooni véirtuste hulgaks
on aga 16ik [-1,1], sest ~-1<sin x<1 ehk liihidalt
Isin x| < 1,

Kuna paljudes trigonomeetrilistes tabelites on nurkade
suurused antud kraadides, siis selgitame meeldetuletuseks
trigonomeetrilise funktsiooni védrtuse arvutamist radiaan-
méddus antud argumendi vidirtuse puhul jirgmise nditega.

N&d4de- 16, 1leida sin x, kul x =35,

Lahendus, Teisendame kdigepealt radiaanméddus antud nur-
ga kraadimédtu: 360° on radiaanides 2% 223,1416 =~ 6,2832;
90° on radiaanides 5 =~ 1,5708; 270° on radiaanides 3-% =~
~ 3+1,5708 ~ 4,7124,

Et 4,7124<5<6,2832, siis on antud nurk neljanda vee-
randi nurk ja erineb tdispoordest 6,2832 = 5 = 1,2832 vorra.

Joon. 9.

Koolis kasutusel olevatest V.M.Bradise tabelitest (XVI.
Radiaanmédét) leiame, et nurk 41,2832 on 73°31', Seega
sin 5 = sin (360° - 73°31') = -sin 73°31' = -0,9589.

Uheks oluliseks kiisimuseks funktsioonide kdsitlemisel
on funktsiooni graafiku joonestamine. Siin on vaja selgitada,
kas vaadeldav funktsioon on paarisfunktsioon, s.t. kas
f(-x) = f(x) (sel juhul on tema graafik siimmeetriline ordi-
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naattelje suhtes), véi paaritufunktsioon, s.t. f(=x) = «£(x)
(sel juhul on tema graafik siimmeetriline koordinaatide algus—
punkti suhtes). Funktsioonide rakenduslikust seisukohast pa-
kuvad erilist huvi nn. perioodilised funktsioonid, mis x iga
vddrtuse puhul tdidavad tingimust f£(x) = £f(x + c¢), kus vdik-
gseimat sellist arvu c¢>O0 nimetatakse perioodiks. Perioodi-
lised funktsioonid kirjeldavad nditeks mitmesuguseid vonkumi=-
si ja nende tiilipilisteks ndideteks on trigonomeetrilised
funktsioonid, eelkdige sSin X ja coS Xe

Funktsiooni graafiku joonestamisel peab oskama funktsi-
ooni y = f(x) graafiku jdrgi joonestada funktsioonide
y = Af(%X), ¥y = £(kx), y = £f(x=-a) Jja y = £f(x)+Db graafikuid.
Vaatleme neid konstruktsioone jérgmises ndites.

Nadide ;7. Joonestada funktsiooni

3 sin (%x-‘z';) - 1 graafik, ldhtudes funktsiooni
sin x graafikust.

rLahendus, Vaadeldava ndite korral A = 3, k = %,

a = ﬁ ja b = -1, Vaatleme algul eraldi iilaltoodud nelja
juhtu ja liidame nad lépuks ndutud graafikuks.

v
v

~
i

Joon, 10,
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Joon, 11.
1.y =8inx;
II y = 3 sin x,
III y = sin 3x,
IV y = 8in (x = 'E),

V y=sinx =1,
y=3sin Bx-% -1

Vordleme niiid funktsiooni y = sin x ja funktsioonide
II - V graafikute vastavate punktide paiknemist koordinaa-
distikus,

a, Joone y = 3 sin x (II) punktid paiknevad kolm korda
kaugemal x=teljest kui joone y = sin x vastavad punktid,
Seega saadakse positiivse A korral y = Af(x) graafik funkt-
siooni y = f(x) graafiku (joone) venitamisel ordinaattelje
sihis, kui A >1, ja kokkusurumisel, kui O<A<1 (vastavalt
A korda). Funktsiooni y = -Af(x) graafik on siinmeetriline
funktsiooni y = Af(x) graafikuga x-telje suhtes,

b. Joone y = sin %x (III) punktid paiknevad y-teljest
kaks korda kaugemal kui joone y = sin x vastavad punktid,
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Seega saadakse funktsiooni y = f(kx) graafik joone y = £(x)
venitamisel abstsisstelje sihis, kui O<k<1y ja kokkusuru=-
misel, kui k>1 (vastavalt k korda). Funktsioonide y = £(kx)
ja y = £(~kx) graafikud on siimmeetrilised y-telje suhtes.

i
c, Joone y = sin (x = %) (IV) punktid paiknevad joone

¥y = sin x vastavatest punktidest guhilm vorra paremal, See-
ga saadakse funktsiooni y = f£f(x - a) graafik joone y = £(x)
x~telje sihilisel nihutamisel a ithiku vdrra paremale, kui
a >0, ja vasakule, kui a<0O,

d, Joone y = sin x - 1 (V) punktid paiknevad joone
¥ = sin x vastavatest punktidest iihe tihiku vérra allpool.
Seega saadakse fupktsiooni y = £(x) + b graafik joone
¥ = £(x) nihutamisel y-telje sihis b tihiku vorra iiles, kui
b >0, ja alla, kui b<O,

Funktsiooni y = 3 sin (%x - %) - 1 graafik saadakse

y = sin x graafikust kéike seda arvesse vottes,

Perioodilise funktsiooni y = A sin (wt + Wo) (harmoo-
niline vénkumine, kus argumendiks on aeg t) korral nimetame
suurust A amplituudiks, « sageduseks ja ¢, algfaasiks.

Matemaatilise analiiiisi edasine Sppimine ei ole mdeldav
funktsiooni piirvédrtuse méistet omandamata., EKuna piirviirtus
on defineeritud vahe absoluutvdirtuse kohta kdivate vorratus—
te kaudu, tuleb histi teada reaalarvu absoluutviirtuse mdis—
tet, vérratuste omadusi ja vorratuste geomeetrilist tdlgendust.,

Eriti vajalikud on jédrgmised absoluutvddrtuste kohta kidi-
vad vérratused:

IX+¥ < IXI + 13|,
IX=Fl > IXI.-= |3
Ja ;
Ixl = 17 <X 2y <Xl + Y]
Vérratuse geomeetrilise sisu selgitamiseks vaatleme jérg-
mist ndidet,

N&ide 18, Mida esitab geomeetriliselt vdrratus
|x - 51 <3?
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Lahendus. Arvu absoluutviidrtuse kohts kiiva vorratuse
véib alati asendada selle arvu enda kohta kiiva kahe vorratu-
sega

-3<x - 5<3.
Liites vdrratuste kdikide pooltega arvu 5, jédved vorratused
kehtimas

-3 +5«€«x=-5+5<34+5 ehk 2<x<8;

tulemust saab graafiliselt kujutada x-telje punktide hulgana
punktide 2 ja 8 vahel:

A

0 2 § 8

Joon, 12,

Seega esitav vdrratus |x - 5| <3 arvteljel lahtist va=
hemikku (2,8), mis ulatub arvule 5 vastavast punktist A kol-
me iihiku vorra vasakule ja paremale, kusjuures vahemiku ots-
punktid 2 ja 8 vérratust ei rahulda., Oeldakse ka, et vérratus
|x = 5/|<3 mddrab punkti 5 limbruse raadiusega 3.

Kui peale antud vérratuse peaks kehtima veel vorratus
0<|x - 5|, siis on vdlja arvatud ka vahemiku keskpunkt A,
sest viimast vorratust rahuldavad suuruse x k6ik viddrtused
peale vddrtuse x = 5, mille korral |x - 5] = O,

Funktsiooni piirviirtuse paremaks tundmadppimiseks on
kasulik eelnevalt vaadelda arvujada piirvédidrtust,.

Naide 19. Ieida arvujada O’ %, %, %. %.o-a,%‘%’-oo

plirvddrtus, Missugusest n vddrtusest alates erinevad jada
liikmed piirvéirtusest vihem kui 10~* vérra?

Lahendus. On selge, et iga n vddrtuse korral on —s[ﬁ:q <%y

kuid véttes n vddrtused kiillalt suured, erinevad jada vasta-
vad liikmed arvust 1 kiillalt vdhe (vdhem kui kuitahes viikese
etteantud positiivse arvu &£ >0 vérra, kusjuures meie ndi-

tes & = 10~%). Seda asjaolu viiljendatakse vordusega
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T, T .

i 7
111::—,,n =1
n-—oon"'

ehk antud arvujada piirvddrtuseks on arv 1,
Missugusest n véddrtusest alates erinevad jada liikmed
arvust 1 vdhem kui 10~* vérra?

- 1 4
 Sp ] pIC
|n-::n-1|<10-4‘

kuna n>0, siis —=—q <107%, millest

2
n + '1>:‘-a_-1'-_
ehk
n > 20000 -~ 1,
n >19999.

Seega on néutud tingimus tdidetud alates 20000-ndast liikmest,
Funktsiooni £(x) piirvdirtuse 1lim f(x) = A korral ei
XX,
ole oluline, et X, kuuluks funktsiooni mdiramispiirkonda, te=
ma imbrus (nii vasak- kui parempoolne) peab aga kuuluma funkt-
giooni middramispiirkonda, sest suuruse x vddrtuste ldhenemine
arvule x voib toimuda nii vasakult kui ka paremalt, S.0. kas—
vades véi kahapedes, Kui arv x, aga kuulub f(x) mddrasmispiir-

konda, pole omakorda oluline, kas lim £(x) = A voi
XX
o

lim £(x) # A, Sest piirviirtuse midramisel tulevad kome alla
X=X
0

ainult need argumendi vddrtused, mis erinevad vdidrtusest x,
(seejuures kuitahes véhe).

Piirvddrtuse 1lim f(x) olemasolu korral pole oluline,
XX

kas x-X  vasakult voi paremalt poolt (x<x, voi x>x)s
Kui aga piirviddrtuse miiramisel argument voib omandada ainult
vidrtusi x<x  Vv0i x>X,, koneldakse iihepoolsest piirvéir-
tusest (vastavalt vasak- v8i parempoolsest piirvaidrtusest,
joonis 13).
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Funktsioonil on piirvaiartus

lim £(x) kohal x, siis ja ainult
X=X,

siis, kui tal on sellel kohal molema=
poolsed piirvdsdrtused, kusjuures need
piirviirtused on vordsed:

lim £(x) = lim £(x).
XX, XX

< (]
X<X, RIX
Joni 85 See mblemapoolne iihine piirviirtus
ongi 1lim f£(x).
x"xo

Vasakpoolset piirvddrtust tdhistatakse tavaliselt kujul

lim £(x) ja parempoolset kujul 1lim £(x). Joonisel 13 esita-
X->X -0 XX +0

tud funktsioonil puudub piirvédrtus kohal X,y See punkt x=x,
on funktsiooni hiippekohaks.
Funktsiooni f£(x) nimetatakse pidevaks kohal t 3 kui

lim £(x) = £(x ). Kui funktsioon f(x) ei ole kohal x_ pidev,
R X v -

siis nimetatakse punkti x = X, antud funktsiooni katkevuse
kohaks (joon. 13), Piskunovi [6] dpikus nimetatakse kdrvalda=
tavat katkevuskohta ja hiippekohta iihiselt I liiki katkevus-
kohaks,

Pidevuse moistel on oluline koht diferentsiaal- ja in-
tegraalarvutuses. Seetottu tuleb pidevuse kohta lahendada
hulgaliselt nditeid nii Petersen-Roosi iilesannete kogust [12]

" kui ka Piskunovi [6)8pikust. 1

Ndide 20, Leida funktsiooni y =1 + 2* katkevus-
punktid ja mddrata nende liik,

Lahendus, Punktis x = O pole vaadeldav funktsioon
middratud, see on ainus katkevuskoht., Leiame iihepoolsed piir-
vddrtused, kui x-0 vasakult (x<0O ehk =x-=0) ja paremalt
(x>0 ehk x->1+0) poolt,

1im (1 + 25 = 1im (1 + -1-1-) (sest x«< O puhul on as=

x-=0 x-~+0 -
tendaja % negatiivne), 2*
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seega 1
1m(1+2x)='1+-%='1.
X =0 s
Y Kul x-+0, siis x>0, seega
astendaja -;- on positiivne ning
Z ; 1
1 11nr(1+2x)=1+2m=m.
X-=+0
0 W Jérelikult on punktis x = O
vaadeldud funktsiooni 1épmatus—
Joon, 4. koht (joon. 14).

Lopmatult véhenevate suuruste korral tuleb teada suuruse-
jirgu moéistet ja lopmatult véhenevate suuruste ekvivalentsuse
méistet, Olulised on jérgmised ekvivalentsete 1épmatult vihe-
nevate suuruste paarid: sin x Jja x, tan x ja x ning

In (1 +x) ja x, kui x~O0 (Piskunov [6], IT ptk. § 6,
selle paragrahvi ndide 1 ja ndide 6 paragrahvist 9).

Lopmatult vihenevate suuruste jérgu selgitamiseks vaat-

leme ilihte ndidet,

Ndide 21. EKuubi serva pikkus on x. Ndidata, et
serva pikkuse suurenemisel Ax vorra ruumala suureneb ligi-
xaudu 3x°Ax vérra.

Lahendus., Ruumala suurenemine avaldub kujul

av = (x +Ax)3- x = 13+ 3x%x + 3x(A x)2+ (A x)3- 13 =
=3x°Ax + 3x(AX)2 + (AT,

Kui A x-+0, siis 312A x-+0, 3x(4x)2-»0 ja (Ax)3-—0,

kus juures
2
1 x(Ax)° _ Ax _
v e e S

ax)3 Ax
lim L—)—z = lim 5= = 0,
Ax+0 3x(Ax)¢ Ax-0 X
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Seega on koik kolm liidetavat 1'6pmatu1t véhenevad suuru-
sed, kui Ax-»0, sealjuures on aga teine liidetav esimese
suhtes ja kolmas liidetav teise suhtes kérgemat jérku 1lop-
matult vihenev suurus. Seetdttu nimetatakse esimest liideta-
vat esimest jarku, teist liidetavat teist ja kolmandat liide-
tavat kolmandat jérku lopmatult vihenevaks suuruseks. Jdttes
kdrvale kérgemat jarku lépmatult vihenevad suurused, voimegi

vétta AV = 3x°A x.
 Kui oleks vajalik suurem tépsus, siis peaksime votma

AV = 3x°Ax + 3x(A %)%, Sel juhul iitleme, et ruumala juurde=—
kasv on midratud kuni teist jarku lopmatult vihenevate suurus-
teni,

Lopmatult vidhenevatel suurustel on terve rida olulisi
omadusi. Eriti vajalik piirvddrtuste kdsitlemisel ja ka dife-
rentsisalarvutuses on jérgmine omadus:

Teoreem. Kui funktsioonil £(x) on olemas 1oplik piir-
vddrtus A argumendi x-»a, siis funktsiooni f(x) saab avalda-
da piirvidrtuse A ja iilhe x-a pubhul ldpmatult viheneva suu=
ruse o (x) summana, S.t.

£(x) = A + o(x).

Ja iimberpodrdult: kui f£(x) = A +=(x), kus A on konstantne
ja o(x) on x-a puhul ldpmatult vihenev suurus, siis

lim £(x) = A.
X=a

Selle teema materjal funktsioonide ja nende graafikute
kohta leidub Roosi konspektis [8] paragrahvides 2 ja 3, Pis-
kunovi Spiku (6] I peatiiki paragrahvides 6 — 9 ja III peatii-
ki naragrahvides 11 (kuni mé&rkus 1 kaasa arvatud), 13 (kuni
ndide 4 kaasa arvatud), 14 (ilma teoreemideta), 16, 17 ning
elektrotehnika erialadele ka paragrahvis 19 (ilma viimase 16i-
guta) ., Kangro [7] Opikus on see materjal I peatiikis paragrah-
vides 3 ja 4 ning III peatiikis paragrahvis 10, Lohmuse [11)
juhendis laiendab seda teemat I peatbiikk,
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Materjal reaalarvu ja absoluutvéddrtuse kohta leidub Pis-
kunovi [6] dpiku I peatiiki paragrahvides 1 - 5, Roosi konspek-
ti (8] esimeses paragrahvis ja Kangro opiku (7] I peatiiki pa-
ragrahvides 1 ning 2.

Funktsiooni piirvédsdrtust ja pidevust kédsitletakse Etverki
konspektis [9], Piskunovi dpiku (6] II peatiikis ja Kangro Opi-
ku [7] II ning III peatiikis,

Ulesandeid lahendada vastavalt Petersen-Roosi [12] iiles-
annete kogust kaheksandast paragrahvist nédited I -=IV ning
iilesanded 454 - 579, Piskunovi Opiku [6) iilesannetest I pea-
tiiki kohta ja Petersen-Roosi (12] iilesannete kogu iiheksandast
paragrahvist (koos niidetega) ning Piskunovi dpiku (6] lilesan=
netest II peatiiki kohta.

7. Tuletis ja diferentsiaal.
Funktsiooni uurimine

Funktsiooni tuletise mdistele viivaid iilesandeid. Tuleti-
se definitsioon. Tuletise geomeetriline ja mehaaniline télgenp
dus. Funktsiooni graafiku puutuja ja normaali vérrandid.
Funktsiooni pidevus ja diferentseeruvus,

Tuletise leidmise pdhieeskirjad.

Funktsiooni diferentsiaal kui tema juurdekasvu pesosa,
Diferentsiaali geomeetriline tdlgendus, Liitfunktsiooni dife-
rentsiaal, diferentsiaali kuju invariantsus.

Korgemat jarku tuletised ja diferentsisalid. Teise tule—
tise mehaaniline tdlgendus.

Parameetrilisel kujul antud funktsioon, selle tuletis,.

Rolle'i ja Lagrange'i teoreem, Taylori valem, selle jéike-
liige Lagrange'i jargi.

Funktsiooni kasvamine ja kahanemine, kasvamise ning kalia=
nemise tarvilikud ja piisavad tingimused.

Funktsiooni ekstreemum, Ekstreemumi tarvilik tlngimus.
Ekstreemumi piisavad tingimused. L01gul pideva funktsiooni
suurim.ja véhim vdirtus sellel 1ldigul (absoluutsed ektree-
mumid) .
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Funktsiooni graafiku kumerus ja nogusus ning kidnupunk- |
id. !
L'HOopitali reegel, selle kasutemine piirvidrtuste arvu-
amiseks,

Funktsiooni graafiku asiimptoodid.,

Matemaatilise analiiiisi pohiméiste - tuletis defineeri-
takse kui teatava muutuva suuruse piirviidrtus. Korvuti tule-
tise méistega tuleb selgeks teha ka diferentsiaali mdiste
neid omavahel dra segamata. Koos tuletise mdistega Jja selle
mehaanilise ning geomeetrilise télgendusege tuleb kindlalt
omandada diferentseerimistehnika (s.t. tuletiste le idmise os-
kus). Selleks on vaja teada elementaarsete pohifunktsioonide
tuletisi, summa, korrutise ja jagatise tuletisi, liitfunktsi-
ooni diferentseerimise eeskirja, Samuti on vaja osata ilmuta-
mata kujul ja parameetrilisel kujul antud funktsioone diferent-
seerida (Piskunov [6), III ptk.,§-d11 ja 18). Laialdaselt ka-
sutatakse funktsioonide diferentseerimisel ka nn, logaritmi-
list tuletist: enne leitakse diferentseeritava funktsiooni
¥ = £(x) naturaallogaritm ja siis otsitav tuletis
y' =y«(ln y)* (vt. § 12, IIT ptk. [6]).

Peamist rdhku diferentseerimisoskuse omandamisel tuleb
podrata liitfunktsioonide diferentseerimisele.

N&ide 22, leida funktsiooni £(x) = ln tan e 5%
tuletis,

Lahendus, Vastavalt liitfunktsiooni diferentseerimise
eeskirjale

af(x . '
=£'(x) = (In ¢ -3x = 1 . =3xy! =
& B Yinde.2 TRt I8 4T

= a ] . e-3xo (-3) = - 2 s-3x =
tan e~ X cos“e~ X sin o~>%, oo o %
LIS e~ .
sin 29'3x
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Tuletise ldppavaldisele anda véimalikult lihtne kuju,
kusjuures suuremate vilumuste omandamisel diferentseerimises
leitakse kéik vahepealsed tuletised kohe, ilma neid eelnevalt
siimboolselt vdlja kirjutamata; seega ndite 22 korral

1 i -3x
£ = . . . - = &
. tan e "X  cose~ ¥ > RO S

Jéargneva integrasalarvutuse jaoks on tarvilik diferentsi-
aali kuju invariantsus, mis t&hendab seda, et funktsiooni di-
ferentsiaali avaldise kuju ei séltu sellest, kas argumendiks
on séltumatu muutuja voi mingi teise argumendi funktsioon.

Kui f£(x) = £{u(x)] on diferentseeruv, siis

EX® - ¢ fu@]. v

af(x)

Ja i
- 4 (u(x)] « u'(x) ax.

Tdhistades niilid sisemise funktsiooni wu(x) = v, on u'(x) dx=
= dv Jja
df = £'(v) av.

Nii véib selle omaduse péhjal funktsiooni f£(x) =
= cos (In¥X) diferentsiaali liihidalt kirjutada kujul

df(x) = - sin (Inv¥X) d(ln ¥X),

kusjuures vajaduse korral véib selles avaldises diferentsi-

: & 9 1
aali d(1nVx) asendada avaldisega —— * —— dx = dx.
= ofx =

Taylori valemi métet ei tule niha mitte funktsioonide
formaalses asendamises Taylori poliinoomiga, vaid véimaluses
arvutada funktsiooni ligikaudseid vadrtusi kuitahes suure
tépsusega. y

N&dide 23, Arvutada E ligikaudne vddrtus, kasuta-
des funktsiooni VX arendit Taylori valemi pdhjal punkti x = 4
iimbruses.,

Lahendus., Piirdume Taylori valemis esimese nelja liik=

mega, siis [leides eelnevalt VX esimest kuni neljandat jarku

3 " o YA By
tuletiste vddrtused kohal x = 4; ndit. ('\l'x')x:,* = ('z-v—_i-)x:q_ =
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milles jadkliige R3 Lagrange'i jargi ons

R3=_(x-4)‘*, 35
NV [s+ 6(x-5)7

’ kus 0<@8<1,

Seega

_.g____i___
2 27 V(4 + 8)7

ja vottes arvesse, et

i.ﬁ .227«__ ﬁugoooox

saame tulemuseks
V5 = 2,2363 % 0,0003.

Tgylori valemist on ndha, et absoluutse vea iilemmdir
0,0003 tuleb vtta ainult mirgiga miinus ja nii saame ¥5 ar-
vulise vaartuse V@?: 2,2360 tdpsusega 10'4.

Kokkuvéttena tuletise rakendustest funktsiooni uurimisel
vaatleme ndite kaudu funktsiooni uurimise ja graafiku konstru-
eerimise iildskeemi.

Ndide 24, Uurida funktsiooni y = ——52-2 Ja skit-
seerida selle graafik. X

Lahendus. 1. Leida funktsiooni mddramispiirkond, katke-
vuspunktid (kui neid leidub) ja pidevuspiirkond.

Antud funktsioon on mddratud kogu x-teljel, vdlja arva-
tud punktid, kus 3 - x> = O, S.0. punktid x = *v 3, Need on
ka ainsad katkevuspunktid. Seega funktsiooni médramispiirkond
koosneb kolmesﬁ vahemikust

(= 4 ¥R o VB VD T, 09),

mis moodustavad iihtlasi funktsiooni pidevuspiirkonna.
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2, Uurida, kas funktsioon on perioodiline, kas ta on paa-
ris- voi pearitu funktsioon.

Funktsioon ei ole perioodiline, kuid on paaritu, sest
£(=x) = =f(x). Jdrelikult funktsiooni graafik on siimmeetrili-
ne koordinaatide alguspunkti suhtes ja piisab, kui edasi uuri&
me teda ainult argumendi vadrtustel x>0,

3. Leida funktsiooni nullkohad ja midrgi sdilitamise piir-
konnad,

y =0, kui x = 0, S.t. graafik libib koordinaatide al-
guspunkti. Kui x>0, siis y mdrk muutub, kui muutub nimetaja
3 - 12 midrk, Seega

kui 0<x<€, siis ¥ >03
kui @<x<+m, siis ¥y<O.

4, Leida funktsiooni graafiku asiimptoodid.

Piistasiimptoodiks on sirge x = V3 nii ithes kui teises
suunas, sest

lm3—?=-m; lim — 20D
x+{3+0 x —\3=0

Kaldasiimptoodiks on sirge y = kx + b,

kus k= 1im & = lim —X o = 9
x+t0X x>tw0(3 - x°)x

b=1m(y-kx)=1m(—£3—24x)=1m‘3—+3-¥-§i=o,
X

X400 X>+® 3 - X—>4+® 3 =X
sotu Y = =Xe.

Uurime veel, kas graafik asetseb all- vii pealpool asiimp-
tooti, Selleks moodustame -avaldise O =y - (kx + b). Antud

Jubul 13
5:3—?—::-2+x=—}L2,

3 =X

Se.te

43



S T30 X< 0
>0, kui Jja

3 = x%50 3 - x¥°< 0,

Nende siisteemide lahendamisel nieme, et 5>O, kui -co<x<={3
ja O=< x<|/3‘. Jéarelikult selles piirkonnas on funktsiooni graa-
fik asiimptoodi peal. Ulejidénud midramispiirkonnas on funktsioo=-
ni graafik allpool asiimptooti.
5. Leida funktsiooni ekstreemumid ja monotoonsuspiirkonnad.
Avaldame y':

2 2 3 2 4 x2 2
g - = X) 4 2Xex- L T A T B
of G - x%f“ G-x2 (-2

leida punktid, kus voib leiduda ekstreemum:

y' =0, kui x=0 véi x =% 3;

y*' puudub, kui x = V3, kuid neis punktides funktsioon
ei ole defineeritud.

Koostame abitabeli, vottes x =0

x| 0] o<xz<V3| V3 W3<x<3 3 J< X< +00
y' Y * ekg%st. * o ad

"L
AR T eksist,| 7 e ~~

Tabelist loeme, et funktsioon kasvab piirkonnas (O, @,
(V3,3) ja kahaneb vahemikus (3,+m) . Funktsioonil on maksi-
mum kohal x = 3, kusjuures £ (3) = - 3, seega graafiku
siimmeetria t3ttu miinimum kohal X = -3 Ja £, (=3) = B«

6. Leida funktsiooni kumerus- ja ndgususpiirkonnad ning
kddnupunktid.

Avaldame y" ja leiame punktid, kus y" = O vdi puudub:

y" = 61$x2 + 2; :
(Frm 2T
y" = 0, kui x = O, ega eksisteeri, Xkui x = t V3,
Koostéme abitabeli



x | =f3<x<0 0 0<x<V3 'E) V3<x<+0

" ei
y ” 0 + eksist., v

T /\ kaanup- \_/ eksist. /—\

Tabelist on ndha, et funktsiooni graafik on kumer vahemi-—
kes (- V3,0) ja ( V3,+0), ndgus vahemikes (-0, y3) ja
(0, V3) ning kdinupunkt on punktis (0;0) A
yi

7+ Joonestada funktsiooni
graafik.

Saadud andmete pdhjal saame
joonisel 15 kujutatud graafiku,

Kui graafiku joonestamisel

53 X osutub, et andmeid on vihe, siis
! arvutame lisaks funktsiooni védr-
! tused mones punktis (neis, kus

. graafiku kdik pole selge).

Joon, 15,

Seitsmenda teema materjal leidub Roosi konspekti [10]
paragrahvides 1, 2 ja 4 (paragrahvist 4 punktid 1 - 4). Pis-
kunovi (6] Gpikus on see materjal III peatiikis, vdlja arvatud
paragrahvid 26 ja 27, ning peatiikkides IV ja V. Kangro [7]
opikus on vastav materjal IV peatiikis, paragrahvi 18 punkti-
des’1 ja 2 ning V peatiikis paragrahvides 15 = 17.

Ulesandeid lahendada Piskunovi [6) dpiku nimetatud pea-
tiikkide kohta antud iilesannete hulgast ja Petersen-Roosi [12]
iilesannete kogust: kimnendast paragrahvist ndited I - III,
VI, VIII - X, XII, XIII ning iilesanded 681 - 750, 767 - 802,
807 - 812, 819 - 854; itheteistkiimnendast paragrahvist ndited
II - IV, VI -~ XII ning ililesanded 855 - 857, 861 - 890, 894 =
910 ja 916 - 1022,
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8. Skalaarse argumendi Yektorfunkbsgoon.

Kéverus

Skalaarse argumendi vektorfunktsioon., Hodograaf, Piir-
viirtus, pidevus. Joone vorrand vektorites. Vektorfunktsiooni
tuletis, selle geomeetriline ja mehaaniline tdhendus..Vektor-
funktsiooni diferentsiaal. Ruumijoone puutuja vérrand,
Tasapinnalise joone kdverus, kéverusraadius, koverusring-
joon ja kdveruskeskpunkt. Evoluudi ja evolvendi méiste., Ruumi-
joone koveruse mbistes

Néutav materjal leidub Piskunovi [6) Spiku IIT peatiiki
paragrahvis 26, VI peatiiki paragrahvides 1 - 7 ja IX peatiiki
paragrahvides 1 - 4 (paragrahvist 4 ainult ruumijoone kdveru-
se mdiste). Kangro opikus (7] on neid kiisimusi kisitletud
paragrahvis 18, Roosi konspektis [10] leidub materjali kol-
mandas paragrahvia._

Ulesandeid lahendada Piskunovi (6] Opikust vastavate pea-
tiikkide vastavate osade kohta ning Petersen-Roosi (12) iilesan-
nete kogu kiimnendast paragrahvist ndited IV, V ja iilesanded
751 - 766, 786, 803 - 805, 813, 817, 818, Veel on soovitav la-
hendada sama kogu II osa paragrahvist 16 ndited I - IV ja
iilesanded 1819 - 1825, 1830, 1833, 1835.

D, KONTROLLTOODE ULESANDED

Kontrollt66 nr.1.

Ulesandeis 1 — 10 on antud kolmnurga ABC kaks tippu A ja
B ning mediaanide léikepunkt M. Tuleb leidas:

1) kiilje AB vdrrand;

2) tipu C koordinaadid;
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3) tipust C témmatud kérgussirge vérrand;

4) tipust ¢ tommatud kérguse pikkus;

5) kolmnurga pindalaj;

6) nurk A radiaanides (tépsusega kuni 0,01).

1. A(-13-1)3 B(332); M(131).

2, A(03=5)3 B(2;1); M(1;0).

3¢ A(=23-2)3 B(13;-3); M(2;-1).

4, A(=632); B(43;2); M(236).

5. A(834)3 B(=4312); M(1234).

6., A(1030); B(532); M(83-2).

7« A(23=3)3 B(=33-1); M(~1;-4).

8. A(-230); B(33;0); M(-132).

9. A(33-2); B(032); M(-1;-2).
10. A(731); B(137)3 M(431).

11, On antud tédisnurkse vordhaarse kolmnurga hiipotenuusi
vorrand 3x - Yy + 51"' O ning tédisnurga tipp C(4;-1). leida
kaatetite vorrandid.

12¢ Leida punkti A(8;6) lébiva sirge vorrand nii, et .sirge
moodustaks II veerandis koos telgedega kolmnurga pind_alasa 12,

13. Kolmnurga tipud on A(-2;0), B(6;6) ja C(1;=4). Ieida
tipust A témmatud nurgapoolitaja pikkus,

14, On antud vordhaarse kolmnurga kahe haara vorrandid
3x-3y+5=0 ja x=3y -7 =0, Ieida aluse vorrand tea-
des, et ta 1ldbib punkti (1;2).

15. On antud kolmnurga kahe kiilje vérrandid x + 2y + 6=0
Ja 4x - 7y + 19 = O ning kérguste loikepunkt H(2;1). Leida
kolmanda kiilje vérrand.

16+ On antud kolmnurga kahe korguse vorrandid 5x + 3y -
-4 =0 ja 3x + 8y +13 =0 ning tipp A(=4;=5). Leida
kolmnurga kiilgede vorrandid.

17« on antud ruudu kahe kiilje vérrandid 5x + 12y - 10=0
ja 5x + 12y + 29 = O, leida tema iilejéddnud kahe kiillje vérran—
did tingimusel, et iiks neist sirgeist 1&bib punkti P(=3;5),.
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18, Kolmnurga kahe kiilje vorrandid on 2x = 3y + 5= 0
ja x-3y + 3 =0 ning mediaanide 1ldikepunkt on M(=2;1). Lei-
da kolmanda kiilje vorrand.

19, On antud kolmnurga iiks tipp A(4;-1) ning iiht ja sama
tippu ldbivad kdrgussirge ja mediaani vorrandid vastavalt
2x - 3y +.12 = 0 ja 2x + 3y = O, leida kolmnurga kiilgede
vorrandid. :

20, Kolmnurga iiks tipp on A(4;=1) ning kahe nurgapoolita-
ja vorrandid on x-1=0 ja x=-3 - 1 = 0, Leida kiillgede
vorrandid.

Ulesandeis 21 - 30 on vaja. tuletada joone vorrand, middra-
ta joone nimetus ja teha joonis.

21, Leida joon, millel asuvad punkti (4;0) lébivatele
sirgetele punktist (0;0) tommatud ristsirgete aluspunktid,

22, Leida joon, mille iga punkti kauguste ruutude vahe
punktidest (5;3) ja (~433) on 25,

23, lLeida joon, mille iga punkti kaugused punktidest
(0;0) ia (5;0) suhtuvad nagu 2:1,

24, Ringjoones °+ yz= 25 vaatleme kédle, mille pikkus
on 8. leida joon, millel asuvad nende kédlude keskpunktid,

25, Leida joon, mille iga punkt on sirgest x + 4 = O
kaks korda kaugemal kui punktist A(=1;0),

26, Leida joon, millel asuvad x-telge puudutavate ja punk-
ti (9;3) ldbivate ringjoonte keskpunktid.

27. Leida joon, mille iga punkt on punktist A(-8;1) kaka
korda kaugemal kui sirgest x = =24

28, Leida joon, mille iga punkti kaugused ordinaatteljest
ja punktist A(2;0) on vdrdsed.

29, Ieida joon, mille iga punkti kaugused punktidest
A(5;-1) ja B(O34) 6n vordsed,

30. Ieida joon, mille punktide kaugused punktist A(2;0)
ja sirgest 5x + 8 = 0 suhtuvad nagu 5:4,.
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Ulesandeis 31 -40 on antud joone vérrand polaarkoordinaa=
tides, Tuleb: 1) leida selle joone punktid, mis va{s_tavad muu=-
tuja  védrtustele vahemikust O=({=27 sammuga {é; 2) joo-
nestada antud joon, iihendades leitud punktid pideva joonegaj;
3) leida antud joone vorrand ristkoordinaatides (vottes koor-
dinaattelgede alguspunktiks pooluse ning lugedes x-telje iihti-
vaks polaartel,jega:

6 . 6‘ 2
31, ?'_'-,.'4-——008 ? 3 ?: 3(1 + sin ‘P)-
32. P:B(’l —cos(f). 37 P:Bcos 2¢ .
3. P=41+cos ). 3. 5’=3_4-"§‘i'_n_? A
M.  p=2cos” 29 . 3. ¢=3sin’2¢.

35. P=ETB1OT?‘ 40, P=Binkp-.l-cOSLPc

41, Leida ringjoone X° + y° = 8x - 4y + 16 = O puutu-
jad, mis ldbivad koordinaatide alguspunkti,

42, ILeida ellipsi vérrand teades, et ellipsi fookused,
millede veheline kaugus on 12, asuvad ordinaatteljel siimmeet-
rilisg%t koordinaatide alguspunkti suhtes ja ekstsentrilisus

& = .

43, Kui pikk on ellépsi B+ Yg- = 1 diameeter , mis on
risti hiiperbooli 1z - 79- = 1 esimest koordinaatveerandit lé-
biva asilimptoodiga?

" 44, Parabool 1oikub abstsissteljega punktides (-2;0) ja
(43;0), ordinaatteljega punktis (0;-8). Parabooli siimmeetria-
telg on paralleelne ordinaatteljega. Leida parabooli vérrand
ja tema haripunkti koordinaadids

45; Leida ringjoone x> + y° - 8x + 6y = O puutujad
punktides, kus ringjoon léikub y-teljega

#®'  Diameeter on keskpunkti libiv kd6l.
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46, leida ringjoone X° + y° - 2x = 4y = 11 = O puutujad,
mis on paralleelsed sirgega 4x = 3y = 6 = Q.

47, Punktist A(1;6) on toémmatud puutujad ringjoonele
% + 3% 4+ 2x = 19 = O, Leida nende puutujate vérrandid,

48, Leida punkti N(6;9) ldbiva hiiperbooli vorrand, kui
tema asimptootide vorrandid on y = * £x,

49, Horisondi suhtes teravnurga all visatud kivi liiku-
misteeks on parabool. Kivi kukkus 16 m kaugusele algasendist,
leida kivi liikumistee vorrand ning parameeter teades, et kivi
liikumisel suurim kérgus oli 12 m,

50, Rombi kiilg on 5 ja korgus 4,8, Rombi kaht vastas—
tippu 1lébib ellips, mille fookused asuvad iilejddnud kahes Ti-
pus, Koostada ellipsi v6rrand, kui rombi diagonaalid asuvad
koordinaattelgedelQ

Ulesandeis 51 -— 60 koordinaattelgede paralleelliikke abil
a) teisendada antud teist jdrku joone vdrrand kanoonilisele
kujule ning mddrata joone 1liik; b) teisendada antud hiiperbooli
vérrand kujule XY = k ning leida asiimptootide vérrandid, Mé-
lemas iilesandes kujutada joonisel antud joon koos vana ja uue
koordinaatteljestikuga.

51, a) ya &Ry i b) ¥ = 225,
52, &) 4x° + 3y° + 8x = 12y = O} b)y=i§§‘“—§2.
53. a) 4y° -x -8y +7 =0 b) y = <54,
54, 8) 9x°- 16y°+ 90x + 32y - 367 = O3 b)y=%—§‘%-
55. a) 4x° + 43° 4+ 2x ~ 5y - 2 = O3 b)y:l}:—%—;.
5. a) 5%° + 9y° - 30x + 18y + 9 = O3 b) ¥ = 2553,
57+ 8) x? +6x =2y +1 =03 b) y = &J;}E.
2

58. 8) 16X° - 9y° - 64X - S4y = 161 = 0; b) y = X2,
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59.

60,

Ule

a) y2+4x-y=0; b)y:%{—g.

a) XX +2°-2x+127 +M=0; b)y=E4,

Kontrolltéd nr, 2

sandeis 61 - 70 on antud pliramiidi A’IAZABAII- tipud.

Kasutade
1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

61,
62,
63.

69.
70.

s vektoralgebrat, tuleb leida:
servade A1A2 Jja A1A4 vaheline nurk;

tahu A,IAZA pindala;

vektori A_,;i'B projektsioon vektori !:,12 sihil;

piramiidi ruumala; "

tipust A, témmatud kdrgusléigu pikkus;

vérrand tasapinnale, millel asuvad tipud A,], A2 Ja A3;‘

tipust A, témmatud kérgussirge kanoonilised vorrandids
A1(-1,3,0)) A2(4,5,-2), A3(1,-1,6), A4(6,1,5).
A1("2!1’2)) A2(10392)) A3(3!297)) Aq_(q"o!o)-
A1(1'-3"'7), A2(5,4,2), A3(598,0)) A5_(3’4""‘)-
A1(1,-2,1)) A2(-2,1,0),. A3(2,2,5)) 14(3,1,-2).
A,‘(-'l,'?,?), AZ(-B,O,--Z)J A3(-1,4,2)/ A4(-3,O,‘I).
4,(445,=2); h5(=1,3,0), 43(6,1,5), 4,(1,-1,6).
11(5,9,‘*)) 12(7;5,2), A3("0.7.6), 14(6,5.1)-
A1(2,_2,5), A2(3,1,2), A3(1,-2,1), A4(-2,1,O),
11(0,—8,-7), AZ(O,-'I,-IJ-)) A3(4,3,0), A4(2,-1,-1).
44(3,2,7); 8,(4,0,0)) 43(-2,1,2), 4,(1,3,2),

Ulesandeis 71 = 80 on antud punkt A ning sirge (a).

leida:
1)
2)

on selle

7.

T e i iy

P AV KRG

tasapind, mis ldbib punkti A ja sirget (a).;

sirge, mis ldbib punkti A ning 1oikab sirget (a) ja
ga risti. z

(a) § = 7—3—" o —T—z_"‘ ! ) A(1,0,3)-
T RN 51

‘L‘"‘f \.r‘ul'

GinRUdC i




72. (a) £%1=,=g€3 :
73 (a) EpE-Ipd.2z2,
4. (a) zaifl & 2.;;1 R
75. (a) E5L=T532=32-1,
e 8 '&:52 =7—E—1=z+2,
77, “)5%1-555=%%%
78. (a) !Libl ey nEnd
79. (a) E5-1- z.%_: SRty
80, (a) x=}1-_1=z+2

Ulesandeis 81 - 90

naadid.

81, 2x = 3y + z = 2;
82, 2Xx + 2y + z = 23
83, X +y =2z = =53
84, '3x+a;z=4;
85, x-‘o-y-z-_-qg
86, 3x4-y-z=4;
87, 2x = 3y + 22 = =83
88, 31:'-4y+2z=-1o;
89. x';'27+22=3;
90. 7x + 2y + 3z = 15;

A(2,3,1).
A(-2,3,0).
A(44=2,5).
A(2,0,2).
A(3,-1,2),
4(1,10,-10).
A(24=1,3).
4(2,1,5).

A(-1 229 3) >

tuleb ndidata, et antud kolm tasapin-
da ldikuvad ilhes punktis, ja leida selle 1ldikepunkti koordi-

X+ 5y -4z = =53
X=-y +2=0;.
X =y + 2 = 4;
X =3y =2 =43
8x + 3y - 6z = 2;
: ¥
3
= =23
=403
= 153

X =y + 22 =
X+ 2y +2=
5!5-%*-32
2x + 3y + 5z
Sx - 3y + 21

52

4x + 3 = 32 = =4
3x + 4y + 2z = 3.
2x + 2y + 5z = 8.
6x + 5y + 3z = 8.
-3,

4x +y +2 =5

“4X =y + 32 =

5x +y=3=5
2x - 2y + 52
3x + 7y-+ 4z = 3,
10x = 11y + 53 = 36,



Ulesandeis 91 —-100 tuleb uurida, kas antud siisteem
henduv voi mitte; lahenduvuse korral leida iildlahend,

9. 2!1—124-313:3)
x1+3x2-2x3
3x1+2x2+x3=5,

93. {5!1- X, + 3%3 = 2,

I
n
-

..x1+3x2-2x3 1,

4x1 +2x2+ 13=7,
95. 4xy + 6%, + 3x5 = 17,
2.‘*:,‘+6x2+5x3='127
3x1+612+4x3=9.

97. x1+2:2 %3 = 6,
{2:1 + 3x2+ 51 =11,

3xq + 5x; + 4x3 = 8,

99. x1+222+3x3=4,
+412+ x3=13,

3:,1 3:2+& =.10,

on la=
92, x.1-3x2- x3=-5)
3x1+5x2+4x3=17,
4x,]+2x2+31 ='16.
%o (2435 = Xy =),
By & He 0
4x1- X, + x3=11.
9%. 2xy = 3% + 5x3 = 0,
8!1+222- 23=0,
10x1- xz+413=0.
98. x,|+h2f3x3=4)
2x1+ x2— x3=3’.
3x.'+312+213=
100, (% -2x, - x3=0,
3x1+5x2+2x3= A
6x, = xz; xy = -1
poord-

Ulesandeis 101 = 110 leida antud lineaarteisenduse

teisendus.

101, xil=211-3!'2+213,

x?= x'ifhz* 3
i gl B Sl
103, x;=-x,] +'3:2-2x3,
z'2=-l+x,,+xz+2x3,
x3 = 3% - 4xp + 53,

1024 x; =4x1 + 3x21-5:3,

% = 6x 4 Tr b

S
]

X3

9x1+x2+81:3.

1044 24 =4x1-:|-3xz-8x3,

Xp = 621 + 9%, +

53

3,

2x.‘+ x2+8x3.



105, Ij,:—x,] +l8x2-2'x3,
xé=—4x1+3x2+2x3,
x;=3x1-8x2+51,

107 (xq = 4z, + 5% = 3x5,
Xk Xi= % eix
x;=?x1 ; + 4xy

109, (% = 2%y = X = 5%y

X = 7Xy 4 X+ bay,
x;=6x4+4x2-7x-

106, (xq = % = 3x + 4xy,
x;=-3x,]+5x2+x3.
108, x,']=3x1 +5x3,
'x%:x,‘q» X + Xy
x3= 3x2-6x3=
110, x.’1=2:1-12-13,
x?=3x1+412-213,
x3=3x1-b'2+413.

Ulesandeis 111 = 120 on antud kahe pinna 1dikejoon. Mié-
rata kummagi antud pinna ja nende léike;joone nimetus ning esi-
tada see ldikejoon iihe silindrilise pinna ja tasapinna kaudu.
Skitseerida antud teist jdrku pind.

1114

Iy
N
o

1
y=-3=0.
113, x2+y -6z =0,
X=2 =
115,
5 A,

e o ~A—
.,
Sl
n
n N
o 1
It
i

2 2
1174 %_+_zzr=4’
Z=-6=0
19, (£ . 3°
9 1)-_+%=Zz)
K20,

o
112, %é ‘.o,
z+3=0
T
el £ % P 23
y-8=0
rg
116, +?5-=y,
X=5=0
2
118, "1‘5'2-_72+z=-1)
y=5=0.
2.0
120, 1‘;-%--%-=1,
X=-6=0.



Kontrolltoéd nr. 3

Ulesandeis 121 = 130 tuleb leida iga antud funktsiooni

middramispiirkond ja kujutada see arvtel:jel.-

e
120« B) y=-2—xL3—; b) y=garccos -‘LE—ZJE'
X - sz-LL !

122, a)y=1°x_1+x; b)y:%arcsin X = 2,
’l23. a) y = M- b) y = 5 arcsin 4—-3—&-

1
MI'\.)
]
&
M

s 4 12 - 5x
124, &) y = |=x + 3 B)yey'= 7 arccos ——g-j—
VB + X
Bl o
125 ) Ny o X +Igs-;[;+ 35 ) y s ‘_1. sroein .2_1':_24

log w2+, b) y = % arccos X% 3.

¢ >

TSP R |« L5 e RN
-2x -8
4
sz+2

128, a) b B ool b) ¥ = log f~——==*
2x°" + 3x - 2

126, a) ¥y

y = log (x2-4x+3)-

z-x
129, a) y = — D) iy

e e
V1+ex=1
1o, 8 = x arctan (4x -
130, &) =;5—L—-l; b) %
. - 8% + 12 Y = ‘arcs e

Ulesandeis 431 - 140 tuleb leida iga antud funktsiooni
nuutumispiirkond selle podrdfunktsiooni mddramispiirkonna
kaudu,

131, &) y=% = x = 2; B) y =73 - log x

o

log (7 - 6x = x°)-

n



135.

136.

137.

138,

139.

140,

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

y:los(3-4x2);
y= x i

1_;3

s
s
y =1+ 2 ten 354
y = 2 arcton s
y=’l-h-xz;

y=Vcosx+1;

q
1

b)

b)

b)

b)

arccos® (§ -1)3 d)

b)

log, (2 =VX')"

= Vlog2 (x= 1)

cos X = 4

2coth2-4-
3
%sin Wf;-

]

T TP e

Ulesandeis 141 = 150 tuleb midrata iga antud funktsiooni
katkevuspunktid (kui neid leidub) ja skitseerida funktsiooni
Sraafikc

141,

142,

a)
b)
c)

a)
b)
c)

1 =x|=]1+x|;
2(x - D
1+ 3 sin %;

d)

e)

d)

e)

-5, ki x<-2,

2=x, kui -2<::<3,
0,1%°, kui x33

arcsin (x - 2).
{x- 1, kui |x1<1,

1= x2, kui (x|21;
2 log (=x).



143,

144,

145,

146,

147

148,

a)
b)
c)

a)
b)
c)

a)
b)

c)

a)
b)
c)

a)
b)

c)

a)
b)
c)

94 Y

b

"=cos xj-___l)-

2, kui x<-,
QA y=({2 , i x|<1,
4exy, kui x>1;

e)yZ‘BV?.

Ji = arccos Xx;

i

sinz(x-— + 3

o~

|x2-1l; Ix|y kui x<O,

% log (-2x); a) arcsin x, kui 0sx<1,

3+ 2 cos 3; 3-x2 kui x>1;

o) y=5g
2 + |sin x{; arctan (=-x), kui x<0;
;1’_;;. d) '‘y= -(x-1) sy kui O0<x<2,
+ x/ ( e "
X=- x22:
3 cos 2x - 1) 2 o .
e) x =~ log (x = 3).
12 = x| = Ix|; x| >2,
d) =
1-2% 4 zxz ui [x|<2;

cos (2:-0-%)-2;
) ¥y = tanf'

-X=4, kui x<-1)
2nrcain-§; ad) y= 13-2,kui.-1<x<2,
~xthy kui Xx22;

I1X+ 1 = |x=2];

1
N AT

log Ix+1|; 6+x, kui x<-1,
s Q) y ={2x°+ 3, kui -1<x<0,

o) (y+1M x=6,
57 :

2 sin (3x+£;‘7);



M9, 8a) y=2(x|] -x+ 1) arccot x, kui x<0Q,
D) Y1 a Q) 3= {3P-2), kut 0O<x<3,
c) y=§cos§x; 3-x, lkui x23;

o) ¥y =i

1 1 x3' v

50, a)y=-35x" arcsin (x+2),kui x< =2,
) y=V3-x! Q) y={V&-x Kuiixic2,
)y = 8in Z(I-E) +3; %x -2, kui x>2:

2
AR S ¢

Ulesandeis 151 - 160 tuleb leida piirvidrtused L'Hopitali
reeglit kasutamata,

N

151, a) lim X

e
X0 Viem= e) lim(-—gx"' )32.
b)ligsinx-tanx‘. x+00 X~
x—. ;

2. o) lnZmlxedo
x—=2 - 8x + 12 Ry
c
b) ln 3=, x-0

x-=0

In (x + 2) = 1n 2
x

2
153. a) 1lin x3 -26x + 11X - 6)
X—1 X = 3x + 2

1-2x
R o laGEd .
x—+0 ;2 ;i
/ / 2
154, a) 1lim 3 +:1:+x2 -7+ 2%x-X ;
X2 x?.. 2x /
i (12 - 1)124-1
3 (] »
b) lim Peinx . S

x—+0 (1 = co8 x) :



1554

156.

157.

158,

159,

160,

a) lim (;—1—3 - ;36—_-—9)5

x-=3

cos (a’g+x)— cos (-’E-x) :
X 72

b)
x-»0

2
a) lim 53:=3!§4L3;
x—>4X" = 4x" + 3

V I8
b) 1lim ‘I+x:§nz 1},

x—+0

a) lmx4+§x3+8,
3x7+ 3x i

X+

b) lim cos ax - cos bx.
x—+-0 x i

. :
a) 1lim 31'5- 4x +13-212+1).
X->00 e + - 4x
b) lim.‘h + C08 2x -'\/_2_:.

x-0 sinz&

4
lim ;——Lz—-x)’
a‘)x—»cn( + 3x =7 .

cos_2x .
b) l}msﬁx-coax’

x—q;

\lxz+x-3-ﬁ,

a) ln= X+ 1 5

x-+=1

b) 1lim ———E—
x=+0 V1 = cos x .

letised.

a9

R«
¢) lim .
x—-+0 -

- ox
e) 14l (guifiey) -
X 00

x2 4
1 )
g e
3x
lim (== "

c) 3 &=

3-2x
) lim (BE$H .

X -~
3x+6
¢) lim (Z=5" .
X—Q o

Ulesandeis 161 - 170 tuleb leida antud funktsioonide tu-



2 +3. .

161. a) g = > V]
X=- VX =4
b) y:tan&+%tan32x+%tan52x,‘
¢y y = arctan ﬁ%%—:——xj

1 ‘
O 3= @

e) X (x? - 2) = 2 + 7.

4 s
162, a) e R 2 .

b 4 5
Vx8+32+4

1 8in x .
B ot - 8in x *

e) y= xz-az-arccosgx-j

PR
 y=ES;
e) y=xe’;e.

163, 8) 'y » Y1+ xs8inx -1,

?

x
e 2,
b)y-arcain:—xs,
c) y=(chh-ch2)3;
a) y=x’x-2‘;x2;

e) :q:arctan;'



X=1
164, a)y=sme -1/,
s - i <

2
4 - X
b) ¥ = arccos -—;2;
4 +

c)y=x-1n(2ex+’l+Ve?‘x+4ex+1)/:
g

¥ L}

D gaP0E,

e) sz +y2 = arctan%-

R V'I+:$z.'3 k

b) COS X &

y = arccos 5 i
V'I + cos” X

c) y=lntan§-cotx°ln(1+sinx)-x;

a) y=1oxtanx;

8) Nty dni(eV ¢ N) = In2.

2
166. a) y=Zcosx lnx}
oX
b) y=\|/[——3
1.2’
tan x
c) y=-1/?arctan -z
i e
a y =xarcsinx.,
o) yoeyaexao
167. a) y=ln@;
1+xa-1

61



A |

D).y =\/1—+ tanx + tanax)‘

¢) y = 28Fcsin 3X . (4 _ arccos 3:)21-
d) y= Ztlnx-1)’
e) xs8iny -cosy + 8in 2y = O.
168, a) y = arctan x-le._
1=-3

1 2 {
b) y = 5 tan (sin x) + 1ln cos (sin x)}
) .i 44 101—009341/.

X y 3 b
) 3 el TN i)

e) x3+y3=(x-1)3.

2
_ tan -
169. a) y = v..x_‘ 5
b) iy = arccos (2021-1))
2 . 2
ON p cos i
© Y=Tt ootz * T+ ben &/
% g
D 3=+
2 2 2
e) 13+-y.3=a3-
214 3
170, a) y=arctan1—-—x8;
b) y=sin2 (1 —xln X);
o) y=f;+elna}
d) y = x+ xlo
v e A0
) ¥ =3y



171,

172,

173,

174,

175.

176.

177.

178,

179,

180,

Eontrolltod nr. 4

=
Ulesandeis 171 = 180 tuleb leida % ja -d—j 5

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

a)

¥

= V1n x; b) x
b 4
= x arctan (1+Vx) + b)
+ 1n (x+2Vx+2) - Vx;
-
= cotWx ¢+ SOBAX . b)
2 sin’ ¥x

=2!¢OB x;

1+ x

V(33 - 1),

é 3V coasx+-\f03_}_()__s_x‘ + '\/-3_‘3

2

(=® + 1) arctanx -
2x arctan x + 1n (1439}

b)

b)

b)

b)

b)

M 94N
U s |

o’

)

b)

X =

¥ sin ¢,

=% cos t.

cos t + t sin ¢,

=8int - t cos ¢,

=Int,

1

EO

e
1+t

y-213g.

1+t

s Zt-'] ;

%(t3 + 1),

n

y

at cos ¢,

y = at sin. t,

x

y

N 4 N

g

=§ 0083 2t,
=-‘§ sin3 2t

_1+1nt
i

=2+21ntn

2 1n cot %

tan%q- cotszg.

arccos Vt,

Ve - ¢2.



Ulesandeis 181 - 190 leida nurk, mille all léikuvad entud
jooned ja teha skemaatiline joonis.

2
18- 7% +y2=4y Jja y2=-2x.
1 4 AR 3
AB2g: ¥ = Ja X +y =3 + %5
‘I+-1z ; *
183, 2y =%° ja 2vin B w Xy
184, ::2--)';":1;2 ja x2+y2=3a2.
2 2 A
185, X +. ¥y  + 42 =2y -3 =0/ Ja x4+¥ a3
186, y=(x-—2)2 ja y=-x2+6x-4.
187, x2+y2=8 ja y=-Vx+2.
188, vy = §ig e yEgs,
189, y=sin§ ja y=cos-§.
190. 2;;r=x3 Jja x2-4x+y=0.

Ulesandeis 191 = 200 uurida funktsiooni diferentsiaalar-
vutuse meetoditega ja joonestada tema graafik (vt. juhendist

ndide 24).
191, a) y=3—¥3;3; b) y=x°1lnx.
192 = x4+1 - X
9. a) y = H b) y=ln +xo
8 eX
193. a) b AR, ) ym=0,
i 4 = 12 in x
4 o = b = —
i %s a) ¥y (x-2)' B ¢ o
|
195. a) y=xz+§; b) y = x - 2 arccot X.



2 i

19, a) y = =21 ) y =Y,
e
1n

197 &) ¥ = x+ 1 $ D)y = X =1ln (x=1).
X =X=6
2
198, a) y = 3.‘_2_"'_3[2&_1; By a0
2

1990 8) y=1—x?; b) y=x:ax+1.

+

x2 2 2x
200, &) iy-= i b iy ol ek reh,

Ulesandeis 201 = 210 tuleb funktsiooni diferentsiaali
abil arvutada antud suuruse ligikaudne vidartus.

201, arcsin 0,49. R

202, Va2o. 207, arctan 0,97,
200, . 18 9,2, 208, sin 58°,

204, tan 44°, . 209, ifaai

205, Kera ruumala, kui 210, arccos (-=0,95).

kera raadius on 3,07,

211, Risttabukakujuline pealt lahtine paak, mille pohjaks on
ruut, mahutab 100 1, Ieida selle paagi minimaalne tdis=-
pindala,

212, Tdisnurkne kolmnurk iimbermééduga 1 dm podrleb iimber iihe
kaateti. leida teise kaateti pikkus, juhul kui tekkinud
pddrdkeha ruumala on maksimaalne,

213. leida timber sfdiari, mille raadius on R, kujundatud mini-
maalse kiilgpindalaga koonuse telgldike tipunurk,

214, Ringikujulisest plekitiikist, mille raadius on 15 cm,
loigatakse vdlja sektor ja keeratakse lehtriks, Milline
peab olema sektori kesknurk, et lehter oleks mahutavu-
selt suurim?

215, Aken on kujult ristkiilik, mille peale on asetatud vord-
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216,

217.

218,

219.

220,

kiilgne kolmnurk, Akna {imberm34t on 4 m. Leida akma riste
kiilikukujulise osa mbotmed eeldusel, et akna pindala on
maksimaalne,

Kuidas suhtuvad kera ja temasse kuvjundatud maksimaalse
tdispindalaga koonuse ruumalad?

Poolringi on kujundatud trapets, mille iiheks aluseks on
poolringi diasmeeter D, Leida trapetsi alusnurk eeldusel,
et trapetsi pindala oleks véimalikult suur,

T&disnurksesse kolmnurka, mille hiipotenuus on 4 cm ja iiks
teravnurk 60°, on kujundatud ristkiilik nii, et kaks kiil=
ge asuvad kolmnurga kaatetitel, Leida, milliste mddtmete
korral on ristkiiliku pindala suurim,

Kaks teed 13ikuvad 120° nurga all, Neid modda séidavad
teede loikumiskoha suunas teineteisele vastu kaks autot
kiirusega 60 _l%_n-.‘ Eul iiks auto juab teede 1dikumiskohta,
siis on teine sellest veel 12 km kaugusel, leida, mitme
minuti pédrast on autode kaugus teineteisest minimaalne
Jja kuil suur on see kaugus,

Ristkiilikukujulise papitiiki nurkadest loigatakse &ra
ruudukujulised tiikid ja iilejddnud osa kleebitakse kokku
pealt lahtiseks karbiks. Papitiiki mdStmed on a cm ja

b cm, Leida &raldigatavate ruutude kiiljepikkused eeldu-
sel, et saadud karbi ruumala on véimalikult suur,

E, KUSIMUSI ENESEKONTROLLIKS

Jédrgmised enesekontrolliks mdeldud kiisimused annavad la-

hendajale pégusa iilevaate programmi olulisematest teemadest,

Need

kiisimused pole mdeldud eksamipileti kiisimusteks, milleks

nad on liiga kitsad, kiill aga voidakse neid esitada eksamil
lisakiisimustena pileti pohikiisimustele, Viimased vdetakse
programmis loetletud teemade hulgast.
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I

1, Kuidas leida 13igu AB pikendusel iile punkti B punkt C
nii, et 13ik AC = k AB ?

2, Kuidas avaldub kolmnurga pindala kolmnurga tippude
koordinaatide kesudu?

3, Kuides arvutatakse kahe punkti vaheline kaugus?

4, Mis on joone vorrand?

5, Kuidas kontrollida, kas antud punkt asetseb antud
Jjoonel?

6o Kuidas tuletada sirgjoone {ildvorrandist sirgjoone
vorrandi erikujud?

7« Kuidas avaldub sirgjoone iildvorrandist sirgjoone
tous? _

8, Kuidas kontrollida kahe sirgjoone ristseisu ja paral-
leelsust?

9« Kuidas sirgjoone #11dvdrrandist tuletada normaalvor—
rand ja milleks seda vorrandit kasutada?

10, Kuidas on punkti polaarkoordinaadid seotud tema rist-
koordinaatidega? ;

11, Mida esiteb geomeetriliselt vdrrand X° + y° = x 7

12, Mis on parabooli fokaallaius?

13. Kuidaes iseloomustab ellipsi ja hiiperbooli ekstsentri-
lisus neid jooni?

14, Mis on murdlineaarse funktsiooni graafikuks? Kuidas
see joon paikneb koordinaattelgede suhtes?

15, Milles seisneb téisruudu eraldamise vdte ja kuidas
seda kasutatakse teist jarku joone {ildvérrandi uwurimisel?

16, Kuidas avaldub kolmandat jdrku determinant teise vee-
ru elementide Jja neile vastavate alamdeterminantide kaudu?

17« Millal on homogeenssl lineaarvorrandite siisteemil ka
null-lshendist erinevaid lahendeid?

18, Mis on vabavektor?

19, Missuguste andmetega on vektor iiheselt mdidratud?

20, Mis on kahe vektori liitmise, lahutamise ja mingi
vektori.skalaariga korrutamise tulemused?

21, Kuidas paikneb koordinaadistikus vektor, mille koorw=
dinsadid on 2, =3 ja 0 ?
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22, Mis on iithikvektor?

23, Kuidas koordinaadid on seotud selle vektori sihiga?

24, Mis on kahe vektori skalaarkorrutis?

25, Kuidas avaldub kahe vektori ristseisu tingimus nends
vektorite koordinaatides?

26, Kuidas avaldub iihe vektori projektsioon mingi telse
vektori.sihil?

27, Mis on kahe vektori vektorkorrutis?

28, Kuidas leida kahe vektori vektorkorrutist nende vek-
torite koordinaatides?

29, Mis on kolme vektori segakorrutis?

30, Millal on kolm vektorit komplanaarsed?

31, Kuidas tdlgendada segakorrutist geomeetriliselt?

32, Kuidas avaldub kolmnurga pindala vektorkujul?

33, Mida esitab lineaarne vorrand ruumis?

34, Mis on tasapinna suvalise punkti (x;y;z) koordinag=
tide kordajateks tasapinna iildvorrandis ax + by + cz + d=07?

35. Kuidas leida punkti kaugust tasapinnast?

36, Kuidas leida kahe tasapinna 1dikejoone parameetrili-
si vorrandeid?

37« Kuidas leitakse nurk sirgjoone ja tasapinna vahel?

38, Kuidas vektorkorrutist kasutades leida ruumipunkti
kaugust sirgjoonest?

39, Kuidas leida punkti projektsiooni antud tasapinnal?
antud sirgel?

40, Millist teist jdrku pinda esitab teise astme vérrand,
mis sisaldab ainult kaks pinna suvalise punkti koordinaati?

41, Mis on mesatriksi astak ja kuidas seda leida?

42, Kuidas toimub maatriksite korrutamine?

43, Kuidas toimub maatriksi viimine diagonaalkujule?

P8 g

44, Millal Oeldakse, et kahe muutuva suuruse vahel on
olemas funktsionaalne sdltuvus?

45+ Kuidas selgitada, kas antud funktsioon on paaris-
funktsioon v6i paaritu funktsioon?
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46, Mida tdhendab funktsiooni perioodilisus?

47, Mis on funktsiooni m#dramispiirkond ja millised on
madramispiirkonna 1iigid?

48, Mis on elementaarfunktsioon?

49, Mis on reaalarvu absoluutvddrtus?

50, Mida tdhendab vorratus |x = a|<b geomeetriliselt?

51. Millal leidub monotoonsel jadal piirvddrtus? Millal
leidub tdkestatud jadal piirvddrtus?

52, Kuidas avaldada naturaallogaritmi kiimnendlogaritmi
kaudu ja vastupidi?

53, Mida tdhendab graafiliselt asjaolu, et arv A on
funktsiooni f£(x) piirvédrtuseks, kui argument x—-a ?

S4e Millega vorduvad piirviéirtused lim -12—-

x-~0 1
1im 1=L08 X 1in (1 + DT ja 11m(1+x)x
x—0 X0

55, Missugust suurust nimetatakse 1lopmatult véhenevaks
suuruseks?

56, Kuidas on seotud muutuv suurus oma 1lopliku piirvdir-
tuse ja iihe 10pmatult viheneva suurusega?

57. Millal on funktsioon antud punktis pidev?

58. Missugust katkevust nimetatakse korvaldatavaks?

59. Mis on iihepoolne piirviidrtus?

60, Mida v0ib Gelda pidevate funktsioonide summa, korru~
tise, jagatise ja liitfunktsiooni pidevuse kohta?

61, Millised omadused on kinnises vahemikus pideval
funktsioonil?

62, Kuidas defineeritakse funktsiooni tuletist?

63, Millised on tuletise leidmise eeskirjad?

64, Kuidas diferentseerida liitfunktsiooni?

65. Mis on funktsiooni tuletise geomeetriline téhendus?

66, Kuidas leida parameetrilisel kujul antud funktsiooni
esimest, teist jne, tuletist?

67, Kuidas on seotud funktsiooni ja tema pdérdfunktsioo-
ni tuletised?

68, Mis on funktsiooni diferentsiaal?

69, Mida tdhendab funktsiooni diferentsiaal geomeetrili-
selt?
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70. Milles seisneb diferentsiaali kuju invariantsus?

71, Kuidas avaldub funktsiooni juurdekasv Af tema dife-
rentsiaali kaudu?

72, Kuidas on seotud funktsiooni pidevus ja diferentsee-
ruvus?

73. Mis on Rolle'i ja Lagrange'il véidrtusteoreemide geo=-
meetriline sisu?

74, Kuidas kasutada L'HOpitali reeglit piirvdidrtuste
leidmisel?

75. Mida nimetatakse funktsiooni ekstreemumiteks?

76. Kuidas tdestada esimese tuletise kaudu antud ekstree-
mumi olemasolu piisavaid tingimusi?

77« Mis on funktsiooni graafiku asiimptoodid ja kuidas
toimub nende leidmine? :

78. Missuguses seoses on funktsiooni graafik selle funkt-
siooni Taylori poliinoomi graafikuga?

79. Milline on Taylori valemi jéddkliikme kuju Lagrange'i
jargi?

80. Kuidas avalduvad joonele y = f£(x) punktis x = x,
témmatud puutuja ja normasali vdrrandid?

81, Kuidas avaldub joone kaare diferentsiaal, kui joon
on esitatud parameetriliste vérranditega?

82, Kuidas arvutada joone kdverust joone antud punktis?
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